MATEMATIKA

Stavby z kostek
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Pri vyuce budoucich uciteld matematiky se fadu let setkdvame s tim,
ze studenti mivaji problémy s pochopenim a znazornovanim prostorovych
situaci. Jde napriklad o nacrtnuti moznych poloh tii rovin v prostoru,
Pritom se jiz bézné predpoklada, ze uvedené dovednosti ziskali Zaci na
zékladni a stredni skole.

S cilem zlepsit pfipravu budoucich uciteli na MFF UK v Praze jsme se
rozhodli inovovat nékteré didakticko-metodické predméty tak, aby byly vy-
tvoreny optimalni podminky pro prohlubovéani geometrické predstavivosti
nasich student. Nasi snahou je dat jim dostatecné zéklady k tomu, aby
byli v budoucnu ve své pedagogické praxi schopni systematicky rozvijet
predstavivost svych zakt. Tyto snahy jsou podpofeny rozvojovym projek-
tem MSMT Inovace didaktické pripravy v studijnim oboru ,Matematika
zamérend na vzdéldvdni®.

Z pohledu psychologti jsou pro rozvoj geometrické predstavivosti dile-
zita predevsim obdobi predskolniho a mladsiho skolniho véku. I pozdéji
lze ale geometrické mysleni a prostorovou piedstavivost studentii rozvi-
jet, i kdyz jde o pomalejsi a dlouhodobéjsi proces, ve kterém se vyuziva
predevsim logické mysleni jedince. Pro rozvoj predstavivosti je dulezity
vlastni prozitek a zkusenost. Je proto nezbytné, aby zak pracoval v hodi-
nach geometrie s prostorovymi objekty, napt. s modely téles véetné jejich
siti, a modeloval si prostorové situace.

V prijimacich zkouskach na viceletd gymnazia i na ¢tyrleté stfedni skoly
se vyskytuji ilohy na obarvovani stén krychle, jak ukazuje nasledujici ilu-
stracni pfiklad.
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Krychle je obarvena ma bilo a rozrezina ma 27 shodnych krychlicek
(obr. 1).

a) Kolik z nich bude mit bilou prdvé jednu sténu?

b) Kolik z nich bude mit bilé pravé dvé stény?

¢) Kolik z nich bude mit bilé prdvé tri stény?

d) Kolik z nich nebude mit obarvenou ani jednu sténu?

Obr. 1 Obr. 2

Uvedeny priklad ¢ini obtize tém zaktim, ktefi vychéazeji pouze z obrazku
a nepfedstavi si dané téleso. V tom pripadé€ uvazuji casto jen krychlicky
ve tiech viditelnych sténich zobrazené krychle. Uloha d) je ze zadanych

Yy

kol nejtézsi; dastd odpoved zni nula.'

Skladani a obarvovani krychli

Ukéazeme si jednu z moznosti, jak lze zaky privést k tspésnému feseni
ptiklad® na obarvovani krychli s podporou modelt. Pti praci mtze ucitel
pro demonstracni ucely pouzivat papirové modely krychle a pohadkové
kostky (obr. 2). Pokud pohddkové kostky pfinesou i zdci z domova, mohou
s nimi pracovat ve skupinach v lavicich. V dalsi ¢asti ¢lanku predpoklé-
dame tuto variantu.

Nejdiive se budeme zabyvat jednou kostkou, na které si zaci zopakuji
pocty stén, pocty hran a pocty vrchold krychle. Odpovéd na otézku, kolik
stén této krychle je tfeba obarvit, je v tomto pfipadé velmi jednoduché.

Pokracujeme nasledujicich tkolem: Sestavte krychli, kterd je sloZena
z vét§tho poctu kostek. Kolik kostek je k tomu potreba nejméné?

Ukol mtizeme modifikovat tak, Ze k jedné kostce pFilozime druhou kostku
(obr. 3) a zici maji doplnit toto t&leso tak, aby vznikla krychle slozend z co
nejmensiho poc¢tu kostek. (Lze ocekavat, ze néktefi zaci v tomto piipadé
vytvoii v prvni chvili téleso-kvadr slozené z 2 x 2 x 1 kostek.) Ziskali jsme

1To potvrdilo i Setfeni mezi zaky zakladnich a stfednich 8kol, které jsme realizovali
spole¢né s RNDr. Ivou Malechovou, CSc. v roce 2002.
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krychli, ktera je sloZena z 2 x 2 x 2 kostek, struéné krychli 2 x 2 x 2 (obr. 4).
Zéci by si méli véimnout, Ze podet vrcholii, hran a stén vysledné krychle
se nemeéni.

Obr. 3

Nésleduje dalsi ikol: Predstavte si, Ze bychom celou tuto krychli (obr. 4)
natreli bilou barvou. Kolik bile obarvengch stén budou mit jednotlivé kostky,
ze kterych je krychle sloZena? Nezapomerite na dolni podstavu krychle.

I zde je snadna odpovéd — kazda kostka mé prévé tii stény obarvené
bilou barvou. Uvedeny tkol mizeme doplnit otazkou, jak by se situace
zménila, pokud bychom dolni podstavu krychle nenatirali.

Zadany kol dale rozvijime. Zéaci maji nyni doplnit krychli sloZenou
z 2 X 2 x 2 kostek tak, aby opét vznikla krychle a byl pouzit co nejmensi
pocet kostek. Muzeme také postupovat tak, ze k jiz vytvorené krychli
(obr. 4) pfiddme jednu kostku (obr. 5) a pozadujeme na zacich, aby fesili
stejny tkol. V obou ptipadech ziskaji krychli slozenou z 27 kostek (obr. 6).

Obr. 5 Obr. 6

Uloha na obarveni krychle 3 x 3 x 3 je jiz zajimavéjsi. Mtizeme zadévat
zéktm stejné tkoly, jako jsou v tloze na zacatku ¢lanku. Za vhodnéjsi va-
riantu vSak povazujeme zacit tim, jaky je nejvétsi mozny pocet obarvenych
stén na jedné kostce v krychli a kolik takovych kostek v krychli je. Pak lze

zjistovat, kolik kostek v krychli mé& mensi pocet obarvenych stén, jaké jsou
moznosti a poéty obarvenych stén na jedné kostce. Zaci by tak postupné
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méli urcit, kolik kostek ma obarvené 3 stény, 2 stény a 1 sténu. Dulezité
pro Uspésné feSeni je, aby zaci nezapomnéli na kostky v dolni podstave
krychle; k tomu lze napf. vyuzit papirovy model krychle s naznacenymi
fezy (obr. 1). Kli¢ovou otazkou je, zda kazda kostka mé aspoti jednu sténu
obarvenou, tj. zda Zaci sami pfijdou na to, Ze jedna takova kostka uvnit¥
krychle existuje. O tom se mohou pfesvéd¢it rozebranim krychle (obr. 7).

Obr. 7 Obr. 8

Lze vytvorit fadu dalsich tkolt, ve kterych klademe na krychli 3 x 3 x 3
dalsi pozadavky — neobarvime jednu sténu krychle, pfipadné dvé stény,
nebo odebereme ze stavby nékteré kostky a feSime opét tlohy na pocty
obarvenych stén kostek v dané stavbé. Takovym télesim budeme v tomto
¢lanku tikat krychlovd télesa, priCemz mezi né pocitame i krychli.

Navazujici priklad krychle slozené ze 4 x 4 x 4 kostek je uz obtizné
realné modelovat vzhledem k poctu 64 potiebnych kostek. Muzeme vSak
pouzit papirovy model krychle s naznacenymi fezy (obr. 8) a fesit obdobné
tkoly jako pro krychli 3 x 3 x 3. Zaci by postupné méli uréit, Ze pravé
tfi obarvené stény ma 8 kostek u vrcholi krychle, pravé dvé obarvené
stény m4 24 kostek (u kazdé hrany krychle jsou 2 takové kostky) a pravé
jednu obarvenou sténu ma 24 kostek (v kazdé sténé krychle jsou 4 takové
kostky). Nejtézsi na pfedstavivost je tikol, kolik kostek nemé Zadnou sténu
obarvenou. V tomto pripadé zaktim muze opét pomoci naznaceny model
z kostek (obr. 9), aby dospéli k zavéru, ze takovych kostek je 8.

Obr. 10
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Uvedené tlohy jsou vhodné pro 6. ro¢nik zakladni skoly nebo pro odpo-
vidajici ro¢nik viceletého gymnazia. Obtiznost tloh se stupiuje s rostoucim
poctem kostek, ze kterych krychli vytvarime. V tématu o algebraickych
vyrazech, které byva zafazeno v 8. ro¢niku, lze fesit tlohu na obarveni
krychle, ktera je slozena z n x n x n kostek, kde n je libovolné pfirozené
¢islo. Pro vétsi n si zaci tuto situaci jen obtizné predstavi, mohou vsak vy-
chéazet naptiklad ze zkuSenosti s krychli 4 x 4 x 4. Pocet kostek v krychli,
které maji obarvené praveé tii stény je stale stejny, a to 8; jedna se o kostky
u vrcholt krychle. Pocet kostek, které maji obarvené pravé dvé stény, je
12(n — 2); tyto kostky se vyskytuji u kazdé hrany krychle mimo ,vrcho-
lovych® kostek. Kostky s pravé jednou obarvenou sténou tvori ,vnitiky
stén krychle® bez ,hrani¢nich® kostek; v kazdé sténé je jich (n — 2)2, cel-
kem 6(n —2)2. Kostky, které nemaji zédnou sténu obarvenou, tvoif vnitini
»jadro“ ve tvaru krychle o délce hrany n — 2 kostek; celkem tedy ,,jadro“
obsahuje (n — 2)? kostek.

A zde je velmi pékna piileZitost pro tpravy algebraickych vyrazt. Zaci
by méli zkontrolovat, Ze soucet po¢tii uvedenych kostek dava n® a Ze tedy
plati

8 +12(n —2) 4 6(n — 2)% + (n — 2)3 =nd.

Pokud zaci neznaji vzorec pro tieti mocninu dvojclenu, lze vyraz na levé
strané vytykanim upravit na tvar

8+ (n—2)[12+6(n—2) + (n —2)].

Z4ci mohou také zpétné ovétit, Ze pro n = 2,3, 4 je skuteéné pocet kostek
v ,,jadru® krychle roven
(n—2)3.

Mizeme pokracovat tikolem, aby zaci vyjadrili pocet kostek, které je tfeba
doplnit ke krychli nxn xn tak, aby vznikla krychle (n+1) x (n4+1) X (n+1):

(n+1)*—n®=3n2+3n+1
Ze ziskaného vysledku je vidét, ze se pridava vzdy lichy pocet kostek.

Crtani a rysovani krychlovych téles

Pri skladani a obarvovani krychli je Gicelné vést zaky k ¢rtani a ryso-
véni pfislusnych prostorovych ttvari. Pouzivame pfitom volné rovnobézné
promitani, kdy kolmice k nakresné zobrazujeme nejcastéji jako primky
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s odchylkou 45° od vodorovného sméru a délky na nich zkracujeme na
polovinu.

Jedna se zejména o vyznaceni vedeni fezli na krychli 3 x 3 x 3 a krychli
4 x4 x4 (obr. 1, obr. 8). Pokud zaci tyto tlohy zvladnou, je mozné vénovat
se dalsim ukoltim. Predlozi se nacrtek stavby z kostek (obr. 10) a zaci
k nému sestavuji redlny model. Déle lze pokracovat v ¢rtani a rysovani
téles, ktera vznikla odebranim nékolika kostek z pivodni krychle; pfitom
maji zaci vyznacit i hrany téch kostek, které jsou po odebrani vidét.

Vypodéty povrchu krychlovych téles

Pii vytvareni krychlovych téles z kostek se zcela prirozené nabizeji ulohy
na vypocty jejich povrchi.

Pro ilustraci si ukdzeme nékolik uloh.

Které z uvedenych krychlovych téles (obr. 11, 12, 18, obr. 4) sestavengch
z 8 kostek md nejvétsi povrch? (Krychlové téleso na obr. 12.) A které z nich
md nejmenst povrch? (Krychle 2 x 2 x 2 na obr. 4.)

Obr. 11 Obr. 12 Obr. 13

Z krychle 2 x 2 x 2 odebereme jednu kostku. Je povrch vzniklého krych-
lového télesa vétsi, stejny, nebo mensi neZ povrch dané krychle? (Povrch
je stejny.)

Odeberte z krychle 2 x 2 x 2 prdvé 2 kostky tak, aby povrch vzniklého
télesa byl roven povrchu dané krychle. (Viz obr. 14.)

Z krychle 3 x 3 x 3 odeberte jednu kostku tak, aby povrch viysledného
krychlového télesa byl vétsi nez pourch krychle. (Viz napf. obr. 15.)

Dalsi tllohy na ¢rtani a rysovani krychlovych téles a na vypocty jejich
povrchu lze nalézt v uvedené literature.

86 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



Literatura

[1] Odwvarko, O. — Kadlecek, J.: Matematika [3] pro 6. ro¢nik zakladni skoly. Prome-
theus, Praha, 2011.

[2] Odvdrko, O. — Kadlecek, J.: Pracovni sesit z matematiky pro 6. ro¢nik zakladni
skoly. Prometheus, Praha, 2011.

Polibky kruznic: Archimedes

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Z arabskych prekladid Thabita ibn Qurry (836-901) jsou zndmy dvé
prace, v nichz Archimedes (387-212 pf. n. 1.) zkoumal vlastnosti rtiznych
konfiguraci kruznic a piimek. Prvni z nich, Kniha o dotycich kruhi, je
dostupné snad jen z Rozenfeldova piekladu [1, s. 422-440] do rustiny. Na
konci ¢lanku z ni uvedeme nékolik tloh. Druhy spis, Kniha lemmat ([5, s.
301-318] nebo [1, s. 391-400]), byl doplnén arabskym u¢encem Almochtas-
sem Abilhasanem Hali Ben Ahmadem. Nelze v ném pfesné rozlisit, co je
ptvodni a co bylo pfidano pozdéji. Neni vsak pochyb, ze poznatky o arbelu
(obuvnickém nozi) pochézi od Archimeda. Sezndmime se s nimi.

Véta L1!

Maji-li kruznice m(M;ry) a n(N;re) s vnitinim dotykem v bodé T

rovnobé&zné priméry AB a CD (oznalené v souladu s obr. 1), pak bod

1Pismenem L oznacujeme véty z Knihy lemmat a pismenem K véty z Knihy o doty-
cich kruznic. Cislo odpovida pofadovému é&islu véty v piislusné publikaci. Texty vét a
dtkazi, i symboly, jsem upravil do dnesni formy vyjadfovani, obsah je zachovéan.
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B lezi na pfimce T'D a bod A na piimce T'C. Analogické tvrzeni plati i
tehdy, kdyz maji kruznice vnéjsi dotyk.

Obr. 1 K dikazu véty L1

7 dnesniho pohledu je véta zfejmym diisledkem stejnolehlosti kruznic.
Archimedes ji dokéazal vypocétem velikosti thlu T'BD. VyuZil rovnobéz-
nik KBNM a podobnost rovnoramennych trojuhelnikt BTN a DBK
(obr. 1).

Arbelos

Je-li AB tsecka s vnitfnim bodem C|, pak dtvar ohranic¢eny polokruz-
nicemi m, n a k umisténymi po fadé nad praméry AB, AC a CB v téze
poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB nazveme arbelos ABC.

Véta L5

Jestlize v arbelu ABC oznaéime ¢ spole¢nou te¢nu kruznic k a n s bodem
dotyku C' (obr. 2), pak kruznice vepsané do Gtvari ohranicenych Garami
m, n,t am, k, t jsou shodné.

Dikaz. 'V souladu s obr. 2 oznaéme u a v vepsané kruznice, HE prumeér
kruznice u rovnobézny s usetkou AB a F, G body dotyku kruZnice u
s polokruznicemi m, n. Podle véty L1 jsou (A, H, F), (B,E,F), (A,G,E)
a (C,G, H) kolinearni trojice bodi.

Necht je dale D priisecik pfimky AF s te¢nou ¢ a J prisecik polokruz-
nice m s pfimkou AFE. Bod E je ortocentrum trojuhelniku ABD, nebot
je prusecikem jeho vysek BF a DC'. Je tedy AELBD. Podle Thaletovy
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véty je pravy i thel AJB. To znamena, ze bod J lezi na pfimce BD a
BD || CH. Odtud a z faktu, ze i AC || HE, plyne

|AB|: |BC|=|AD|: |DH| = |AC| : |HE]
a pro prumér d = |HE| kruznice u dostavame

_ |AC]-[CB|

d VI 1)

Ze symetrie vztahu je zfejmé, Ze totéz plati pro primér d’ kruZznice v.
Kruznice v a v jsou shodné. O

Obr. 2 K dtkazu véty L5

Problém L6
V arbelu ABC je |AC|:|CB| = 3:2 (nebo jiny pomér). Uréete pomér
|GH| : |AB|, kde GH je pramér kruznice u vepsané do arbelu.

Reseni. Necht GH || AB a D, E, F jsou po fadé body dotyku kruznice u
s polokruznicemi m, n, k (obr. 3). Podle véty L1 jsou (D, G, A), (D, H, B),
(E,A H), (E,C,G), (F,B,G) a (F,C, H) kolinearni trojice bodi.

Oznac¢me jesté R prisecik tsecky BD s polokruznici k, S prisecik
usecky AD s polokruznici n a L, M, P, @ pruseéiky pfimek CS a AFE,
CRa BF,GL a AB, HM a AB (v uvedeném poradi).

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 89



Podle Thaletovy véty jsou uhly AEC, ASC, CFB a CRB pravé, tedy
L je ortocentrem trojuhelniku ACG a M ortocentrem trojuhelniku CBH.
Piimky GL a HM jsou kolmé na AB a plati GP || HQ.

D
u
m
G H
n S
E g k
R
L
M
A P C 0 B
Obr. 3 K feseni problému L6
Z faktt CS | BD a GP || HQ dostéavame
|AC| 5 [CB| = |AL| s |LH| = |AP| : |PQ| @)
a ze vztahit CM || AG a HQ || GP analogicky plyne
|BC|: |CA| = [BM]: [MG| = |BQ| : |QP|. (3)
Vztahy (2) a (3) vedou k rovnosti
|AP[: |PQ| = |PQ| : |@B|. (4)

Délky |AP|, |PQ| a |QB| jsou tedy po sobé jdouci ¢leny geometrické po-
sloupnosti s kvocientem

__|AP| _|AC] 3

S |pQl o BC] 2

(Archimedes napsal, ze tsecky AP, PQ a QB jsou v souvislém poméru.)
Odtud plyne

|BQ|: |QP|: |PA|:|AB|=4:6:9:19,

resp. pro
|AC|:|CB]=X:1
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dostaneme
IBQ|: |QP|: |[PA|: [AB]=1:X: A% (1+ X+ )?).
Zdveér. Plati

IGH| A
|AB| 1+ A+ A%

(GH| =1PQl = 2 |AB|, xesp.

Komentar. Kdyz v daném potradi oznacime 7, 72 a  polomeéry kruznic n,
k a u, mé kruznice m polomér r; +ry a A = 11 /7. Vysledek problému L6
pak muzeme upravit na tvar

2 2
n—r

=== . 5
r$—r3 nrz (5)

Uvadi se, Ze Thales z Milétu (624-547 pf. n. 1.) uréoval vysky pyramid a
vzdéalenosti lodi na mofi pomoci podobnosti trojuhelnika. Jestlize je ABC'
trojuhelnik a D, E body, které lezi po fadé na primkach AB, AC a zaroven
na rovnobéZce s piimkou AB, pak plati

IDE| _ |AD| _ |AE| -
[BC| ~ JAB| ~ |AC|

Toto tvrzeni se v fadé zemi nazyva Thaletova véta. Bylo jednim z kli-
¢ovych bodt Archimedovy argumentace. Odvolaval se na rovnobéznost
pfimek, nikoliv na podobnost trojihelnik. Dnes bychom uzili réeni, ze
rovnobézné promitdni zachovdvd pomeéry odpovidagicich si useku na prim-
kdch riznobeznych se smerem promitani.

Obr. 4 Thaletova véta o podobnosti

V obou postupech Archimedes nejprve uplatnil vétu o pruseciku vy-
Sek trojuhelniku k dikazu rovnobéznosti vhodnych pfimek a pak naSel
potfebné vztahy pomoci rovnobéznych priiméti. Brilantni ivahy, jimZz ne-
ubylo na svézesti ani po dvou tisiciletich.
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Obcas se mizeme setkat z nazorem, ze véta o pruseciku vysek v troju-
helniku nebyla ve starovékém Recku zndma, protoZe se nevyskytuje v Eu-
klidovych Zakladech. Archimedes ji znal a mé se za to, Ze ji odvodil. Podle
[8] pochdzeji jeji prvni zndmé korektni dikazy az ze 17. stoleti a ortocen-
trum trojihelniku se ve starsich publikacich nazyva Archimediv bod.

Ve étvrtém stoleti Archimedovy poznatky obdivuhodné doplnil Pappos
Alexandrijsky. Dokazal zfejmé jiz starsi hypotézu o fetézci kruznic vepsa-
nych do arbelu.

Pappova véta o kruZnicich

Do daného arbelu ABC' vepisme kruznici k1, aby se dotykala hrani¢nich
polokruznic m, n a kg. Déle vepiSeme kruznici k3 do ttvaru ohrani¢eného
¢arami m, n a k1 a postup analogicky opakujeme. Vytvorime tak Fetézec
kruznic k1, ko, k3, ... (obr. 5). Jsou-li Oy, O, Os, ... po fadé stiedy kruznic
fetézce a hy, ho, hs, ... vzdalenosti téchto stfedt od pfimky AB, plati

hi = dy, hy = 2da, hs = 3ds, . ... (7)

Obr. 5 Retézec kruznic vepsanych do arbelu

Diikaz. V komentovaném piekladu [7] ¢tvrtého dilu Pappovy Sbirky po-
kryva dikaz véty o kruznicich 16 stranek. Dnes ji umime zdtvodnit je-
dinym obrazkem, k némuz znalec kruhové inverze snad ani nepotiebuje
nasledujici komentar.

V kruhové inverzi, jejiz zékladni kruznice z méa stfed v bodé A a navic je
ortogonélni k j-té kruznici Pappova fetézce (obr. 6 pro j = 2), se kruznice
k; zobrazi na sebe. Kruznice m a n se inverzi zobrazi na teény m’ a n’
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kruznice kj;, pficemz m’ L AB a n’ L AB. Kruhova inverze zachovava
body dotyku. Obrazy ostatnich kruznic tedy vytvari v pasu m’n’ fetézec
kruznic shodnych s kruznici k;. Ziejmé je h; = 2jr; = jd;. O

ks

ki

ko
A B’ . C B

Obr. 6 Dtikaz uzitim kruhové inverze

Neékteré dalsi poznatky o arbelu najde ¢tenaf v ¢lancich [4] a [10]. O Ar-
chimedovi a Descartesovi se 1ze vice dozvédét v publikacich [2] a [3].

7 loh uvedenych niZe jsou posledni ¢ty¥i prevzaty z Archimedova spisu
O dotycich kruhd. Uloha K21 méa tizky vztah ke kruhové inverzi, podle Ro-
zenfelda znédmé jiz Apolloniovi z Pergy (262-190 pf. n. 1.), a k tzv. Apollo-
niové kruznici, kterou pouzival Aristoteles (384-322 pf. n. l.) pfi zdtvod-
novani kruhového tvaru duhy [9, s. 113-116]. S tlohou K22 souvisi nékteré
novodobé poznatky z geometrie trojuhelniku (viz napf. [6, s. 1-16]).

Ulohy

1. Necht AB je tsecka s vnitinim bodem C a m, n, k jsou po fadé
kruznice s praméry AB, AC, C'B. Poloméry mensich dvou kruZnic
ozna¢ime 71 a ro. Pomoci Descartesovy véty (viz vztah (1) z pied-
choziho dilu seridlu) dokaZte, Zze polomér x kazdé kruznice, ktera se
dotyka kruznic m, n a k je dan vztahem (5) z tohoto ¢lanku.

2. (L4) V arbelu ABC ozna¢me D priseéik nejvétsi hraniéni polokruz-
nice se spole¢nou te¢nou mensich polokruznic sestrojenou v bodé C.
Dokazte, ze obsah arbelu je roven obsahu kruhu o priaméru C'D.
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3. (K1) V roviné je ddno nékolik kruht se stiedy na téze piimce a

kazdy z nich se se vné dotyka svych sousedt. Dokazte, Ze vSechny
tyto kruhy maji spole¢nou te¢nu, pravé kdyz jsou jejich poloméry po
sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti.

. (K8) V roviné je dana tsecka AB s vnitinim bodem C, kruznice m

s prumérem AC' a kruZnice n s prumérem CB. Te¢na z bodu A se
dotyka kruznice n v bodé D a teéna z bodu B se dotyka kruznice m
v bodé E. Dokazte, ze pro obsahy kruhii ohrani¢enych kruznicemi
plati S,,: S, = |AD|*: |BE|*.

. (K21) V roviné je dédna kruznice k s pramérem C'D a uvnitf polo-

pfimky opac¢né k polopiimce C'D je zvolen bod A. Tecna z bodu A
ke kruznici £ ma bod dotyku T a pata kolmice z bodu 7" na pfimku
CD je oznacena B. Dokazte, ze

|AC|  |BC|
|AD| — |BD|

. (K22) Necht C je vnitini bod oblouku AB dané kruznice. Pak pata
kolmice ze stfedu tohoto oblouku na delsi z tétiv AC a CB déli

~

lomenou ¢aru AC B na dvé ¢asti stejné délky. Dokazte.
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Déleni isecky

SARKA GERGELITSOVA — TOMAS HOLAN

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat sadou geometrickych tloh, které
jsou tematicky podobné. Lisi se jen hodnotou jednoho parametru.

Budeme zde hledat postup, jak sestrojit bod, ktery déli tisecku AB
v poméru 1 : (k — 1), kde k je pfirozené ¢islo, k > 1.

Pii konstrukcich budeme pouzivat pouze pravitko (bez méfitka), tedy
pfimku urcenou dvéma body, a kruzitko, tedy kruznici danou stfedem a
polomérem ziskanym jako vzdalenost néjakych dvou jiz sestrojenych bodt.
Pijde tedy o ryze eukleidovské konstrukce. Vzdavame se tak obvykle vy-
uzivanych néastroja ,dva trojuhelniky* ¢i ,trojuhelnik s ryskou®, takze
elementarni konstrukce nejsou ani rovnobézka s danou pfimkou vedena
danym bodem, ani kolmice k dané pfimce vedend danym bodem.

Budeme se pritom snazit, aby tyto konstrukce byly co nejkratsi. Dél-
kou konstrukce rozumime pocet kroki a za jeden krok konstrukce budeme
povazovat sestrojeni jedné kruznice nebo pfimky a vSech jejich priseciki
s dosud sestrojenymi pfimkami a kruZnicemi. Abychom obrazky nezapl-
nili nepotfebnymi informacemi, vyznac¢ime v nich vzdy jen ty pruseciky,
které v dalsich krocich konstrukce opravdu vyuzijeme, nebo jsou hledanym
vysledkem konstrukce.

Jedna polovina

Sestrojit bod, ktery déli (nenarysovanou) usecku AB v poméru 1 : 1,
tj. jeji stfed, je snadné. Staci sestrojit dvé kruznice, z nichz kazdd ma
stfed v jednom z krajnich bodt tsecky a prochézi druhym (obr. 1). Tyto
kruznice se jisté protnou a ptfimka urcend jejich priiseciky protinéd piimku
uréenou body A, B v bodé P, ktery je stfed tsecky AB. Tento postup,
ktery vidime na obr. 1, tedy vyzaduje sestrojeni dvou pfimek a dvou kruz-
nic, ma proto délku 4.

Tato konstrukce je snadna. Co kdybychom ale chtéli sestrojit bod, ktery
déli danou tsecku ne na polovinu, ale v néjakém jiném poméru? DokaZzeme
to? A kolik k tomu budeme potfebovat kroka?
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Obr. 1 Konstrukce jedné poloviny

Jedna tfetina a obecny postup

Konstrukci bodu v jedné tfetiné tsecky AB vidime na obr. 2. Staci
k tomu pét krok.

Obr. 2 Konstrukce jedné tfetiny

Indexy v oznaceni pifimek a kruznic udavaji pofadi kroku, ve kterém
budou v konstrukci sestrojeny. Pokud bude z obrazku patrné, jak jsou
primky ¢i kruznice urceny, nebudeme postup konstrukce zapisovat.

Kruznice k4, kterd je predposlednim krokem konstrukce, bude mit ana-
logii v n€kolika dalsich konstrukcich. Pro piehlednost budeme stiedy téchto
,predposlednich® kruznic vSude znacit shodné pismenem C.

Navic je z obr. 2 zfejmé, zZe sestrojime-li v patém kroku konstrukce
misto kruznice ks pfimku ps = EF (zobrazena tenkou ¢arou), protne
pfimku p; = AB v bodé, ktery lezi v jedné Sestiné tsecky AB. Pfimka
EF je totiz osou soumérnosti tsecky AP.
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Spravnost uvedené konstrukce snadno dokazeme. Dtiikaz ilustruje obr. 3.
Budeme pfedpoklddat (i v dalsich dukazech), ze Gsecka AB mé jednotko-
vou délku. V dilkkazu vyuzijeme podobnosti rovnoramennych trojihelniki.

Predné si uvédomme, ze trojuhelniky PAE, AEC jsou rovnoramenné.
Vzhledem k tomu, Ze | PAE| = | CAE]|, maji oba trojuhelniky pf¥i vr-
cholu A, ktery je spoleény obéma jejich zakladnam, shodny thel «, jsou
tedy podobné a plati |AE| = |AB| =1, |AC| = 3. Proto

|AP|  |AE)|
|AE|  |AC|’
tedy
1
|AP| = =.
3

Obr. 3 Dukaz konstrukce jedné tfetiny

Jind konstrukce bodu ve tieting tsecky (kterd ma také pét krokt) vy-
chézi z toho, ze pfimka E'F na obr. 2 protne pfimku AB v bodé, jehoz
vzdalenost od bodu A je %. Upravime postup a sestrojime takové body
E, F, aby ptimka FF protinala polopfimku AB v % usecky BG, kde G je
druhy priseéik kruznice ko s pfimkou AB. |BG| = 1, |BC| = 3. Konstrukci
vidime na obr. 4. (Nepojmenované tsecky nejsou soucasti konstrukee.)

Misto pfimky EF' ale sestrojime kruznici k5 se stfedem v bodé F, ktera
prochézi bodem G. Je zfejmé, Ze jeji druhy prusecik P s piimkou AB je
bod lezici v jedné tfetiné tsecky AB.
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Obr. 4 Jina konstrukce jedné tietiny

Obecna konstrukce pro prirozené k (k > 1)

Uvedené konstrukce umime snadno zobecnit pro konstrukei bodu, ktery
déli tsecku AB v poméru 1 : (k — 1) pro libovolné pfirozené k, k > 1.
Konstrukce je naznacena na obr. 5 a nepojmenované tsecky nejsou jeji
soucasti.

ki

P1

Obr. 5 Konstrukce jedné k-tiny

98 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



Pokud zobecnime konstrukci na obr. 2 a sestrojime bod C na polo-
piimce AB takovy, ze |AC| = k, pak plati pro podobné rovnoramenné
trojuhelniky PAE, AEC v obr. 5 rovnosti |[AE| = |[AB| = 1, |AC| = k.
Proto

|AP| |AE|

|AE|  |AC)’
Pocet krokii konstrukce zavisi na tom, kolik kruznic potrebujeme k sestro-
jeni zminéného bodu C polopfimky AB, aby platilo |[AC| = k.

Na obr. 5 dale vidime, Ze pfimka EF je osa tsecky AP, proto pro jeji
prusecik D s tseckou AB plati

1

1

AD|=|DP| = —.
|AD| = |DP| = 5

Je-li k sudé, mizeme konstrukci hledaného délicitho bodu provést postupem
uvedenym na obr. 6 a k dikazu vyuzit podobnost pravotuhlych trojthel-
nikd.

Zduvodnéni. Je-li AD prumér kruznice k;, jsou pravotuhlé trojuhelniky
AED, APE, EPD podobné. |AB| = |AE| =1, |AD| = k. Proto

|AP|: |AB| = |AP|: |AE| = |AE|: |AD|=1:k.

b1

Obr. 6 Konstrukce jedné k-tiny pro sudé k

Pii pozorném pohledu na obr. 5 vSak vidime, ze jde o tyz postup, kdy
pfimka E'F protind tse¢ku AB a déli ji v poméru 1: (m—1), kde m = 2k.
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Kratsi konstrukce

Vyse uvedené obecné konstrukce jsou jisté elegantni a snadno jsme je
dokéazali. Jsou znamé, lze je najit i na riznych internetovych férech. Nejsou
vSak ani jediné mozné, ani nemusi byt nejkratsi. Uvedeme dva priklady.

Jedna devitina

Pokud bychom sestrojovali bod v jedné devitiné tse¢ky AB obecnym
postupem uvedenym na obr. 5, museli bychom sestrojit bod C' polopfimky
AB takovy, aby |AC| = 9, tedy |BC| = 8. K tomu potiebujeme alespori
tfi pomocné kruznice, a tak mé takova konstrukce sedm kroki. Mohlo by
nas také napadnout sestrojit ,tfetinu tfetiny“. Ke konstrukci jedné tfetiny
sice potfebujeme pét krokd, ale né€které z piimek a kruznic sestrojenych
v prvé ¢asti jisté vyuzijeme i v nasledné konstrukci. To je opravdu mozné,
musime vSak nejprve dokazat pomocné tvrzeni.

Lemma

Necht AG je primér kruznice k(B;|BA|) a FE jejibod, E # AJE # G
(obr. 7). Potom kruznice m(FE;|EG|) protina pfimku AB v dalsim bodé J
a kruznici k& v dalsim bodé H, pro néz plati |AH| = |AJ]|.

Obr. 7 Dukaz pomocného tvrzeni

Diikaz. P¥imky AG, HG vytinaji obvodovy tthel AGH na kruznici k a
také obvodovy tthel JGH na kruznici m. Plati tedy |[XAGH| = | JGH]|.
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Uhel JEH je stiedovy tihel odpovidajici na kruznici m témuz oblouku
JH, proto pfi oznaceni |[X AGH| = « plati

X JEH| =2|XJGH| = 2a.

Uhly AGH, AEH jsou obvodové thly odpovidajici na kruznici k témuz
oblouku AH, proto |[XAGH| = |[XAEH| = «. Pfimka AF je tedy osa
uhlu [ JEH| a protoze |JE| = |HE| (H,J jsou body kruznice m), je i
|AJ| = |AH|. Plati tedy, ze priseéikem H kruznic k, m prochézi i kruznice
n(A;|AJ|). Protoze

<t EBG| = 2|4 EAG| = |« HAJ|

(stfedovy a obvodovy thel v kruznici k), jsou trojihelniky AHJ, BEG
podobné. Koeficient podobnosti je roven poméru

|AJ| : |BG| = |AJ]| : |AB].

V souvislosti s nasimi konstrukcemi tedy plati, Ze je-li bod E bodem
kruZnice [ se stiedem v bodé C' polopfimky AB, protina kruznice m pfimku
AB v bodech G, J, kde

1
AJ| = |AB| - ——
AT =IAB] 5

a trojuhelniky AHJ, BEG jsou podobné s pomérem podobnosti 1 : |BC|,
stejné jako kruznice n,k a k,I.

Vyse uvedené pomocné tvrzeni a uvedeny postup déleni usecky v po-
méru % tedy staci k dikazu konstrukce, kterou sestrojime bod v é usecky
AB v Sesti krocich. Konstrukce je uvedena na obr. 8. Je v ni pouzita nej-
prve konstrukce, kterou jsme ukézali na obr. 4, a poté konstrukce z obr. 2,
upravend pro zakladni tsecku délky %

Stejné jako v predchozich obrazcich udavaji dolni idexy u nazvt pfimek
a kruznic jejich poradi v konstrukei. Kruznice k3 se stfedem G je pomocna,
slouzi k sestrojeni bodu C, |BC| = 3. Z vyse dokdzaného lemmatu vime,
ze |AH| = 1, a tudiz kruznice kg se stfedem H prochazejici bodem A
protind piimku AB kromé bodu A navic v jedné tietiné usecky AJ, kde
|AH| = |AJ| (na obr. 8 je bod J vyznafen slabé, neni pro konstrukei
tieba), tedy v jedné deviting tsecky AB.
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Obr. 8 Konstrukce jedné devitiny
Jedna devatendctina

Pomoci néasledujici konstrukce (obr. 9) sestrojime bod P tusecky AB,
pro ktery plati |[AP|: |[AB| =1:19.

Pe
F
kg
ks
P D
E&/E

Obr. 9 Konstrukce jedné devatenactiny
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KruZnice ks mé stfed E a polomér |AD| a protind kruznici ko, jeden
z prusecikl je bod G (druhy prisec¢ik — bod L — doplnime pro tcely duikazu
do obr. 10). Bod F je jeden z priseéikii shodnych kruznic ks, ky. P¥imka pg
je uréena body G, F' a protind pfimku AB v hledaném bodé P. Konstrukce
ma Sest krokii.

Dikaz tohoto tvrzeni bychom snadno mohli provést pomoci analytické
geometrie (metodou soufadnic). Napf. volbou soufadnic A[0;0], BJ[1;0].
V nasem diikazu ztstaneme u planimetrickych tivah, vyuzijeme podob-
nost. Pfi ivahdch a vypoétech budeme piedpokladat, Ze tsecka AB je
jednotkova, tedy ze |AB| = 1. Nejprve si vS§imneme stejnolehlosti kruZnic.

y41

E

Obr. 10 Diikaz konstrukce jedné devatenactiny

Pozorovani 1. Kruznice ky, ko jsou stejnolehlé, k4 je obrazem ko ve stej-
nolehlosti se stfedem v bodé dotyku kruznic C| s koeficientem stejnoleh-
losti —2. Proto pfimka EC protina kruznici ks v druhém bodé L takovém,
ze |EC| =2, |CL| =1, ktery je tudiz jednim z prisecikii kruznic ks, ks.
Pozorovdni 2. Ptimka EG protina kruznici k; v dalsim bodé M. Pfimka
AFE je stfedna kruznic ks, ke, Gse¢ky C'L, MG jsou tudiz jedna obrazem
druhé v osové soumeérnosti s osou AE a trojihelniky CEM, LEG jsou
rovnoramenné podobné.

Pozorovani 3. Sestrojime-li paty kolmic z boda F, G na pfimku AB (po
fadé body J, K), jsou pravouhlé trojahelniky F'JP, GK P podobné. Bod P
proto déli tse¢ku JK v poméru |JP|: |KP|=|FJ|: |KG|.
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Potfebujeme proto uréit délku |JK| a pomér délek |KG| : |JF)|.

Sestrojme pomocny pravouhly trojihelnik AER s pravym thlem pii
vrcholu E a vrcholem R na primce p;. Délku tisecky JR ur¢ime napfiklad
pomoci Eukleidovy véty o vysce: |JA| - |JR| = |JE|?, protoze J je stied
spolecné tétivy EF kruznic ks, ky; |[JF| = |JE| = /3. Déle vime, Ze
|JA| = 2, tudiz 2|JR| = 3. Odtud plyne [JR| = 3, |[AR| =1

K urceni poméru délek uzijeme podobné pravouhlé trojuhelniky BMC,
AER. Pomér jejich vysek |OM]| : |JE| je roven poméru délek jejich pfepon
|BC| : |AR|, tedy

|OM|:|JE|=2:-=4:T.

N

Tedy |OM| = (1 — 2)|JE|. Protoze |[EG| = 3|EM|, je
3 3

KG=(1-< E E|.

w6l = (13- 2)E = 1

Bod P tedy déli tse¢ku JK v poméru |JP|: |PK| = |JE|:|KG|=14:5.
Délku |AK| snadno uréime napiiklad z pravouhlého trojihelniku AKG.
|AG| =1 a |KG| = &|JE| = 23, tudiz

/ 75 /121 11
AK|=1\/1— — =/ — = —
| | 196 196 14

Tedy
39 14 39 39 1
K P K =24+ —.
[TK] = 147 [P = |J = 19 14 19 + 19
Proto |[AP| = 55
Zavér

V ¢lanku jsme se zabyvali problémem, jak pravitkem a kruzitkem (tedy
eukleidovsky) uréit bod, ktery lezi v jedné k-tiné tsecky AB.

Ukézali jsme postupy, kterymi mtizeme nalézt 1/2,1/3,1/6,1/9a1/19
délky dané usecky, a k tomu dva obecné postupy pro libovolné k, i kdyz
konstrukce vyuzivajici takovy obecny postup nemusi byt nejkratsi, méreno
poctem narysovanych car.

Pokud sami dokazete najit néjaky postup fesici tuto tlohu pro néjaka
prirozena k, zaslete sva feSeni na adresu redakce naseho ¢asopisu a k té-
matu se vratime v nékterém z dalsich ¢isel. Pro k < 20 by vam mélo stacit
pouze 6 kroki.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejiiovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadéani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni mizete zaslat nejpozdéji do 1. 6. 2015 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfiQupol.cz. Zajimava a originalni feseni tloh radi uverejnime.

Uloha 213

Najdéte nejvétsiho lichého délitele cisla

(L )0 0)-)

Radek Horensky
Uloha 214

Necht k je kruznice opsand ostrotihlému trojuhelniku ABC'. Oznac¢me T
stfed kruznice jemu vepsané. Déle necht P je stfed oblouku BC kruznice
k, ktery neobsahuje bod A, a @ je stfed oblouku AC' kruznice k, ktery
neobsahuje bod B. Pfimka P(Q protina strany AC a BC' po fadé v bodech
K a L. Dokazte, ze CKIL je kosocCtverec.

Jozef Mészdros

Dale uvaddime feseni uloh 209 a 210, jejichz zadani byla zvefejnéna v pa-
tém ¢isle lotiského (23.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 209

Je déna tsecka AK s vnitinim bodem B a ¢&tverce ABCD a BKLM

v téZe poloroviné s hrani¢ni piimkou AK. Dokazte, Ze se pfimky AC, DL
a KM protinaji v jediném bodé.

Pavel Leischner

Resent. Uvazujme &tverec AK EF, ktery leZi ve stejné poloroving s hrani¢ni
primkou AK jako ¢tverce ABCD a KLMN, a ozna¢me S jeho stied.
Ctverce ABCD a AKEF jsou ziejmé stejnolehlé se stiedem v bodé A,
pfimka AC' je tedy shodné s pfimkou AF a prochazi bodem S. Podobné
jsou stejnolehlé ¢tverce BKLM a AKEF se stfedem v bodé K, pfimka
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KM je tak shodné s pfimkou K F a prochazi také bodem S. Protoze
IDF| = |AF| - |AD| = |AK| - |AB| = | BK| = |KL|,

jsou body D a L soumérné sdruzené podle stfedu S étverce AK E'F, piimka
DL proto bodem S prochézi.

F E

D 3 C
M L

A B K

Piimka AC zfejmé neprochézi ani bodem K, ani bodem D, podobné
pfimka KM neprochézi ani bodem A, ani bodem L. Pfimky AC, KM a
DL jsou tak navzajem ruzné. Navic vSechny prochazeji bodem S, proto se
tyto pfimky protinaji v jediném bodé, coz jsme méli dokazat.

Spravné feSeni zaslali: Ondrej Binovsky z Trnavy, Anton Hndath z Mo-
ravan, Frantisek Jdchim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk
z ETH Ziirich,

Netplné feseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.
Uloha 210
Pro libovolna realna c¢isla p # —1 a ¢ dokazte: Rovnice
22 +pr+q=0

mé v oboru redlnych ¢isel dva (ne nutné rizné) kofeny, z nichz jeden je
¢islo opac¢né k druhé mocniné druhého kotene, praveé kdyz plati

P —a)p+q9=p+1)1¢
Jaromir Simsa

Reseni. Redln4 &isla 21 a x5 jsou kofeny dané kvadratické rovnice, pravée
kdyz plati rovnosti

1+ x2=—p a T1T2 = ¢. (1)
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Dokazované tvrzeni je ekvivalence, je proto tfeba dokazat nasledujici
implikace:

a) Dokazeme implikaci: Jestlize dand kvadratickd rovnice ma realné
kofeny x1, x5 takové, Ze ¥ = —z3, potom plati

P —q)p+a) =m+1)1q (2)

Dosazenim 3 do dané kvadratické rovnice dostaneme z3 + pry + ¢ = 0,
tedy x1 = px2 + q. Z prvni rovnosti v (1) plyne

(pr2 +q) + 22 = —p, meboli (p+ 1)z2 = —p —gq,

odkud (s pfihlédnutim k podmince p # —1) vychazi

p+q p(p+9) q -7
Tog=———, aprotoxr; =pro+q=——"-+4q= .
2 Pt p 1=DpT2T4q pt1 q P+ 1

Z druhé rovnosti v (1) proto plyne

g—p* —(p+q) _ (P*—qp+9

p+1  p+1 (p+1)2 7

q=1T1T2 =

odkud po vynasobeni &slem (p + 1)? obdrzime jiz rovnost, kterou jsme
chtéli dokazat.

b) Nyni dokdZeme opacnou implikaci: Jestlize pro koeficienty p # —1,
g dané kvadratické rovnice plati (2), potom tato rovnice ma dva realné
koreny, z nichz jeden jeden je ¢islo opacné k druhé mocniné druhého kofene.

Uvazujme nasledujici dvojici redlnych cisel
q—p? _ ptg

a xg=———.

p+1 p+1

I =

Tato ¢isla jsou kofeny dané kvadratické rovnice, pokud spliiuji rovnosti (1).
Jejich ovéreni provedeme dosazenim:

¢—p* —(p+a) _a-p*—-p—q _

1+ X9 = + = —Dp,
L p+1 p+1 p+1 P
a-p> —-(p+q) P’ —q+q
T1T2 = : = 2 =4q,
p+1 p+1 (p+1)

kde v zavéru druhého vypoctu jsme vyuzili predpoklddanou rovnost.
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Zbyvéa ukazat, pro¢ plati 1 = —x3. Protoze uz vime, ze ¢islo x5 je
kofenem rovnice (1) a tudiz plati —z3 = pxs + ¢, staéi zdiivodnit rovnost
r1 = prs + q. To jsme vsak jiz ucinili algebraickym vypoctem vyrazu
Py + q v Casti a).

Tim je cely dikaz ukoncen.

Jiné€ tesent (podle Antona Hndta). Necht pro kofeny 1 a x5 dané rovnice
plati x; = —22. Z Vietovych vztahii (1) plyne
p=—(x1+2) =z3(22—1) a q=—z3.

Dosazenim za p, ¢ ovéfime dokazovanou rovnost. Plati

(P =) (p+q) = [23(22 — 1)* + 23] [w2(22 — 1) — 23] =
= (23 — 22+ 1)*(—23) = (p+1)°q.

Necht naopak z; a x5 jsou kofeny rovnice 22 + pz + ¢ = 0. Potom pro
né plati Vietovy vztahy (1). Dosazenim za p a ¢ do rovnice

(P’ —a)lp+a)=@+1)7q
dostaneme po Upravé
(22 + x9) (21 + 22) = 0.

Odtud bud z2 = —z%, nebo 7 = —3. Pokud ukazeme, Ze jsou to realnd
¢isla, bude dokazana i druhé implikace.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze x; = —x3. Ze vztahi (1)
navic plati ; = —p — @9, tedy 22 = 25 + p. Cislo 2 je kofenem dané
kvadratické rovnice, proto 3 + pzs + ¢ = 0. Porovnanim poslednich dvou
rovnic dostaneme za(p+1) = —(p+¢q). Jelikoz p # —1, je 2 (a tedy i x1)
realné ¢islo, coz nam stacilo dokazat.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Martin Raszyk z ETH Ziirich.

Netiplné feseni zaslal Jozef Mészdros z Jelky.

Tésné po uzaveérce minulého ¢isla jsme jesté obdrzeli spravna reSeni
obou tloh 207 a 208 od Martina Raszyka z ETH Ziirich a Antona Hndtha
z Moravan. Timto je s mirnym zpozdénim zafazujeme mezi Uspésné fesitele
téchto uloh.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

TTi nové fyzikalni experimenty se
zvukovou kartou PC

CENEK KODEJSKA

Gymnézium, Novy Bydzov, Komenského 77

V ramci zatraktivnéni vyuky fyziky a vyuzivani modernich méficich me-
tod s vyuzitim pocitace jsme se zabyvali dalsimi experimenty se zvukovou
kartou pocitace. Navazali jsme tak na pfedchozi praci, jejiz vysledky byly
publikovany v [1].

Predevsim jsme se snazili navrhnout tplné nové, dosud nepublikované
experimenty a vice zefektivnit praci s optickou branou. Zjistili jsme, ze
laserové ukazovatko lze po mirné ipravé napajet primo z USB portu note-
booku, coz umoznuje jeho provoz bez dalsich nadkladt na vyménu baterii.
Dalsi nespornou vyhodou napéjeni z USB portu je konstantni svitivost
laserového zdroje, kterd pak negativné neovliviiuje vysledky méfeni jako
v piipadé klesajici svitivosti pfi napajeni z baterii.

V experimentech jsme déle pouzili misto fotodiody 1 PP 75 (soudést
star§ich fyzikalnich skolnich souprav) nebo nového typu BPW 34 solarni
¢lanek 0,5 V/100 mA, ktery svoji aktivni plochou o velikosti nékolika cm?
umoziuje lepsi manipulaci s optickou branou i snadnéjsi zaméreni lasero-
vého paprsku.

K zaznamu a vyhodnoceni signélu jsme pouzili kromé osvédéeného free-
warového programu Free Audio Editor i nékteré dalsi softwarové nastroje,
jako napf. program Audacity [2] nebo Sigview [3], které podrobnéji zmi-
nime v konkrétnich experimentech nize.

Zavérem pripomenime jesté jeden dulezity fakt, na ktery jsme pii praci se
zvukovou kartou narazili. Zvukova karta pracuje se standardni vzorkovaci
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frekvenci 44,1 kHz, ktera vyhovuje vétsiné provadénych méreni. Pti nékte-
rych méfenich ale potfebujeme urcovat casové intervaly s vétsi pfesnosti
nez 1072 s, kterou standardné nabizi vyse uvedené programy. Pfi maxi-
malnim zvétSeni kiivky zaznamenaného signdlu pak nizkd hustota bod
na kfivce znemoznuje presnéjsi odecet na casové ose. Je tedy nutné pouzit
pfi zdznamu signélu i jeho nasledném uloZeni do formatu WAV maximalni
vzorkovaci frekvenci, kterou zvukova karta dokaze nabidnout. V nasem
pfipadé byla hodnota této frekvence 96 kHz. Hustota bodl na kfivce pak
umoziuje odeéitat hodnoty na ¢asové ose s piesnosti az 1076 s.

V dalsi ¢asti prispévku popiseme strucné tfi nové experimenty z riznych
oblasti fyziky, k jejichz realizaci jsme pouzili zvukovou kartu PC. Popiseme
také zcela novou metodu méfeni povrchového napéti kapalin.

Urceni rychlosti zvuku z Dopplerova jevu a zaznéju rotujiciho
zdroje zvuku

Pii pohybu rotujiciho zdroje signalu o konstantni frekvenci dochézi sou-
¢asné ke dvéma efekttim. Prvnim jevem je Dopplerav efekt, ktery vznika
pri pfiblizovani zdroje zvuku k pozorovateli nebo jeho vzdalovani od pozo-
rovatele. Druhym efektem jsou razy, které moduluji zaznamenany signal.
Protoze pfi otacivém pohybu zdroje zvuku vici nehybnému pozorovateli
(mikrofon) dochézi k témér soucasnému zvyseni i snizeni frekvence, mi-
zZeme pozorovat i slySitelné zvukové razy — zaznéje.

7 vytazeného pocitace vyjmeme vétracek, ktery ochlazuje zdroj napa-
jeni. Vétracky ochlazujici procesor pocitace nejsou tak vykonné a k to-
muto experimentu se nehodi. Na vétracek pfipevnime pomoci vterinového
lepidla dva Srouby, pomoci kterych k vétracku upevnime rotujici dfevéné
rameno. Rameno musi byt umisténo symetricky, aby se zamezilo neza-
doucim kmittim celého zafizeni. Jeden konec ramene opatfime plastovym
métitkem, pomoci kterého pak nastavujeme vzdalenost zdroje zvuku od
stfedu rotace. Volbou vzdalenosti volime pfislusnou obvodovou rychlost
oscilatoru.

Na konec jednoho ramene pfipevnime zdroj sinusového signalu o urcité
frekvenci. Zdrojem muZe byt napt. i mobilni ,chytry“ telefon, na kterém
mame nainstalovany néjaky generator signalu. My jsme nakonec pfistoupili
k miniaturizaci tohoto zdroje a pouzili jsme piezoelektricky zvukovy ménic¢
o frekvenci 4,2 kHz, pfipojeny pfimo pfes vypinaé k baterii 9V (obr. 1).

Druhy konec otéac¢ivého ramene vyvazime jinou baterii 9V, abychom za-
branili nezddoucim kmitim celé soustavy pfi vyssSich rychlostech. Mikro-

110 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



fon, kterym snimame pribéh signalu, umistime v co nejmensi vzdalenosti
od osciladtoru, v irovni roviny rotace. Celkové provedeni experimentu vi-
dime na obr. 2 a zaznamenany signal na obr. 3.

Obr. 1 Piezoelektricky generator s frekvenci 4,2 kHz a snimaci mikrofon

Obr. 2 Méfeni rychlosti zvuku z Dopplerova jevu — usporadéni experimentu

Meéfeni lze provést pro rizné hodnoty vzdalenosti od stfedu otaceni,
ale ¢im vétsi vzdalenost zvolime, tim vétsi rychlosti zdroje zvuku docilime
a tim i vétsiho rozdilu dopplerovskych frekvenci. My jsme po nékolika
predbéznych testech zvolili maximalni délku ramene ve vzdalenosti 24 cm.
Podobné je to i s volbou frekvence oscilatoru. Cim vyssi zakladni frek-
venci ma zdroj, tim lepsich vysledki pfi urceni vysledné rychlosti zvuku
dosdhneme. Maximalni rychlost, kterou 1ze s 12 V vétrackem dosdhnout
je piiblizné 7,5 m-s~!. Pii této rychlosti ale vlivem nedokonalého vyvéa-
zeni zaCne cely systém vibrovat a meéfeni nelze témér realizovat. Nam se

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 111



osvédcilo nastaveni napajeciho napéti vétraku na hodnotu 7 V, pri které

rychlost zdroje dosahuje hodnoty p¥iblizné 4 m-s~!.

& W &G e @R SR

Obr. 3 Zaznam signélu s patrnou modulaci zvukovymi razy
Plati-li pro dopplerovské frekvence znamy vztah (1), viz [4],
/UZV

’
Uzv 0

fi2=fo (1)
kde fy je zdkladni frekvence zdroje v klidu, fi je frekvence pozorovatelna
pri priblizovéni zdroje zvuku k mikrofonu, f5 je frekvence zaznamenana pii
oddalovani oscilatoru od mikrofonu, v je rychlost pohybu zdroje zvuku a
Ugv je rychlost zvuku, mizeme frekvenci raza, kterou je vyrazné modulovan
zaznamenany signal vypocitat z rozdilu frekvenci f1 a fs.

Pro frekvenci raziu pak dostaneme vztah (2):

2v
fr=fo At

(2)

Chceme-li z rovnice (2) vyjadfit rychlost zvuku, musime po mirné Gpravé
Fesit kvadratickou rovnici, kterd d4va feSeni (3):

foE V13— f?
fr

Plati-li, ze f; < fo, miZeme pfedchozi vztah (3) nahradit jednodussim
vztahem (4), ktery s dostateénou pfesnosti umoziuje uréit rychlost zvuku

Vgy = 20% = 2vfoTy, (4)

(3)

Uzv1,2 =V
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kde v = 27r/T je rychlost pohybu zdroje zvuku, fo je vlastni frekvence
oscildtoru a 7} je perioda razt. Frekvence razt je faddové 102 Hz, takze
ji lze vzhledem k vlastni frekvenci oscildtoru o velikosti f, = 4 420 Hz
zanedbat.

Na celém méfeni je nejtézsi urcit co nejpresnéji frekvenci raz, resp.
jejich periodu. Program Free Audio Editor (FAE) je na takovéto méfeni
uz nedostate¢ny. Zkusili jsme pouzit program Audacity, ktery nabizi frek-
vencni analyzu zaznamenaného signalu a dokaze vyhledat nejvétsi zazna-
menanou frekvenci, nicméné i tento program se ukazal jako malo pfesny
néstroj. Je tieba si uvédomit, Ze p¥i odchylce periody razt v fadu 1073 s

az 10™* s se vysledn4 rychlost zvuku méni o nékolik desitek m-s~!.

Hledali jsme tedy jesté presnéjsi analyzator zvukového signalu a objevili
program Sigview, ktery k analyze pouziva rychlou Fourierovu transformaci
(FFT). Jedna se o shareware, ktery lze bez poplatku pouZivat 21 dni, coz
je dostatecné dlouha doba na to, aby zaci stihli provést laboratorni cviceni
a tento program vyuzili. Nebudeme déle rozepisovat dalsi skvélé vlastnosti
tohoto programu a ponechame na laskavém ctenafi, aby je sdm objevil.

V programu FAE tedy uréime s dostateénou piesnosti periodu oté-
¢ek rotujiciho oscildtoru a zéznam ulozime do formatu WAV, ktery né-
sledné otevieme programem Sigview (obr. 4). Dale mysi vybereme oblast,
ktera odpovida jedné otacce oscilatoru, a pomoci nastroje Lupa ji zvétsime
(obr. 5).

g - =3
i U sy B ey Brengss Segeliot o e S et feam P
CHOw LY [ tmemac i Gy v P ME Bla R BETEYT

SR =

| [ ey cpmraetu e s gl Sl Jom e |
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Obr. 4 Vybér oblasti v programu Sigview
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Obr. 5 Nahled jedné periody pohybu zvukového zdroje

V panelu nastroju programu Sigview klikneme na tlacitko Fourierovy
transformace (FFT), kterd provede spektralni analyzu signdlu a vykresli
graf (obr. 6).

Rawp. | SSESHT (STRRGENE) (K STCISRRNSED Y. COBMSEE GBS 00K (TR | BawHIEr

Obr. 6 Fourierova transformace vybrané ¢asti signalu

Jako posledni krok pouzijeme nastroj na vyhledavani piki nazvany Peak
Detector, ktery lze aktivovat pomoci pravého tlac¢itka mys$i nad grafem
spektralni analyzy. Abychom vysledek hledéani omezili pouze na jeden az
dva nejvétsi piky v zédznamu signalu, je dobré nastavit v polozce Positive
treshold dolni mez pro hledanou hodnotu na ose y (obr. 7).

Vysledny graf s vyhledanymi maximy vidime na nasledujicim obr. 8.
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Obr. 7 Aktivace a nastaveni Peak Detectoru
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Obr. 8 Oznaceni nejvétsich pikt v signalu

Nékdy dokonce program oznaéi nejen pik, ktery odpovida nejvyssi frek-
venci, ale jako druhy je oznacen pik, ktery odpovida nejnizsi frekvenci.
Frekvenci razu pak mizeme pfimo vypocitat odec¢tenim frekvenénich hod-
not téchto dvou piku jako f; = fimax — fmin- Pokud program neoznaci
nejmensi hodnotu pikem, mizeme ji manualné urcit kurzorem mysi. Vét-
$inou je ale nejvyraznéjsi pouze pik s nejvétsi frekvenci fi ... Pro rychlosti
do 5m-s~! miizeme bez tjmy na piesnosti frekvenci razi uréit ze vatahu

fr:2(fmax_f0)' (5)
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Naméiené hodnoty jsou uvedeny v Tabulce 1. Vlastni frekvenci oscilatoru
jsme zméFili pomoci programu Visual Analyser [1] a jeji hodnota byla
uréena jako fo = 4420 Hz.

UV)|T(s)|v(m-s")| fmax (Hz) | fmin (Hz) | T; (s) |5y (m-s71)
4 [0516] 2,92 4464,1 | 4373,3 |0,01101 284
5 |0421] 3,58 44735 | 4384,7 |0,01126 356
6 |0376| 4,01 4478,9 | 4379,3 |0,01004 356
7 0348] 433 4481,6 | 4373,9 |0,00929 356
8 [0322] 4,68 4487,0 | 4368,5 |0,00844 349

Tab. 1 Urceni rychlosti zvuku z Dopplerova jevu s rdzovou modulaci signdlu

Ve vyse uvedené tabulce pfedstavuje U hodnotu napajeciho napéti vé-
tracku, T je perioda pohybu rotujiciho oscildtoru uréena v programu FAE,
v je velikost rychlosti vypocitana pro konstantni hodnotu r = 0,24 m vzda-
lenosti oscilatoru od stfedu otaceni, fiax & fmin je nejvyssi, resp. nejnizsi
naméfend frekvence, kterd byla urcena spektralni analyzou signalu po-
moci FFT v programu Sigview, T} je perioda kmit vypocitana ze vztahu
1/(fmax — fmin) & Vzv je rychlost zvuku uréend vztahem (4).

Z vysledkti méfeni jsme zjistili, ze pfi nizké hodnoté napdjeciho na-
péti vétracku kolem 4 V je rychlost pohybu oscilatoru natolik nizka, ze
razy nejsou témér patrné. Naopak, je-li rychlost zdroje zvuku prilis velka,
dochézi k nezddoucim kmittim celé soustavy. Ve skolnich laboratornich
podminkéch nemame vétsinou pfilezitost upevnit celou konstrukci pevné
ke stolu tak, aby nedochéazelo k nevhodnym vibracim pii vysokych rych-
lostech. My jsme k upevnéni konstrukce pouzili maly svérak s otocnym
kloubem v horni ¢asti, ktery umoznuje polohovat jeho éelisti do riznych
smeért. Konstrukce svéraku vSak nedokaze vyloucit rezonanéni kmity pii
vys8ich rychlostech. Proto jsme vlastni méfeni provedli pouze pro ty hod-
noty napajeciho napéti, pti kterych nedochazelo k viditelnym rezonanénim
kmittim soupravy.

Primérna hodnota rychlosti zvuku urcena ze vSech méfeni ma veli-
kost 7,, = 340,2m-s~!, kterd dobie koresponduje s tabulkovou hodnotou
343,7m-s~! pii 20 °C.

Meéreni povrchového napéti kapalin metodou nejvétsi kapky

Pri dlouhodobém zkoumani tvorby vodni kapky z réiznych kapilar o riiz-
nych primeérech jsme na zékladé pozorovani a provedenych métfeni dospéli
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k zavéru, ze existuje urcity limitni pfipad pro velikost vytvarené kapky,
ze kterého lze pak urcit hodnotu povrchového napéti. Tuto zcela novou
metodu jsme nazvali metodou nejvetsi kapky.

Teoretické odvozeni vysledného vztahu pro velikost povrchového na-
péti Ize ucinit na zakladé nasledujici tvahy'. Na fotografii (obr. 9) lze
dobte pozorovat, Ze u tenkosténné kapilary je prumér kapky témér iden-
ticky s prumérem kapilary. Ve vznikajici kapce nartsta hydrostaticky tlak,
ktery je dan vztahem py, = Hog, kde H je vyska kapky, tedy jeji pramer.
K odtrzeni kapky dojde v okamziku, kdy je hodnota hydrostatického tlaku
uvnit¥ kapky rovna kapilarnimu tlaku, ktery ma pro kulovy tvar kapky
o poloméru R hodnotu 2¢/R:

Hog = — 6
09="7 (6)
Plati-li soucasné v idedlnim pfipadé, ze H = 2R, ziskame po Upravé vztah
pro povrchové napéti

H2

kde H je vyska kapky, o je hustota kapaliny a g = 9,81 m-s~2 je hodnota
tihového zrychleni.

Obr. 9 Kapka tvofici se z tenkosténné kapilary

Experimentalnim pozorovanim jsme zjistili, Zze nelze vytvofit kapku
o neomezené velikosti. PFi dosazeni urcité velikosti kapky se s dale ros-
toucim vnitinim pramérem kapilary uz tato velikost neménila. Ze vztahu

1Na obdobné uvaze je zalozen také postup uvedeny v [8, s. 736].
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(7) 1ze napf. u vody zpétné vyvodit maximalni rozmér takové kapky jako
koule o priméru 5,4 mm.

Pri realizaci vlastniho experimentu jsme pouzili jako kapilaru ¢ast plas-
tového nastavce od propisovaci tuzky o vnitinim priméru 8 mm. Lze ale
také vyuzit napi. obycejné plastové brcko s vnitfnim primérem 5,8 mm.
Velikost kapky jsme pak urcili ze soucinu rychlosti kapky a doby pruchodu
kapky optickou zavorou (obr. 11). Rychlost kapky byla vypocitina z kla-
sického vztahu pro drdhu volného padu ze vztahu v = /2gh, kde h je
vzdéalenost kapky od laserového paprsku fotobrany.

Provedeni experimentu mtizeme vidét na obr. 10 a naméfené hodnoty
jsou uvedeny v tab. 2. Pro hustoty kapalin jsme pouzili tabulkové hodnoty
pii 20°C: 0yoda = 1000 kg - m~3, gy, = 789 kg - m~3.

Obr. 11 Urceni doby prichodu kapky optickou zévorou
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kapalina | h (m) |v (m-s™!) | ¢t(s) |H (m)|o (mN-m™1)
voda | 04 | 2801 |0,00225]0,0063 97.3
0,4 2,801 0,00215 | 0,0060 88,3
0,3 2,426 0,00150 | 0,0036 31,8
0,3 2,426 0,00140 | 0,0034 28,4
0,2 1,981 0,00275 | 0,0055 74,2
02 | 1981 |0,00285]0,0056 76.9
lth | 04 | 2801 |0,00145] 0,0041 32,5
0,4 2,801 0,00150 | 0,0042 34,1
0,3 2,426 0,00160 | 0,0039 29,4
0,3 2,426 0,00165 | 0,0040 30,1
0,2 1,981 0,00200 | 0,0040 30,1
0,2 1,981 0,00175 | 0,0035 23,7

Tab. 2 Urceni povrchového napéti vody a lihu metodou nejvétsi kapky

7 vysledkt naméfenych hodnot je patrné, ze kapka méni pii svém po-
hybu svtij tvar. Tento jev je zndmy jako oscilace kapky [8]. Primérna
hodnota povrchového napéti vody je Gvoda = 79 - 1073 N-m™!, pro lih
pak je to a1p = 36 - 1073 N-m™!. Pfipomefime jen na zavér, Ze tabulkové
hodnoty vyse méfenych kapalin pfi 20 °C dosahuji hodnot 73 mN - m™?!
pro vodu a 22 mN - m~! pro lih. Domnivame se, Ze pii provedeni vétsiho
poc¢tu pokust a zejména pro fadu raznych vysek h, by se hodnoty vice
priblizily hodnotam tabulkovym, protoze by se statisticky vyrovnal pocet
riznych tvard kapky pfi jeji oscilaci. Oscilace tvaru kapky pfi volném padu
ma tedy negativni vliv na priibéh namérenych hodnot.

Velikost kapky 1ze zajisté zméfit i jinym zptsobem. Misto optické brany
Ize vyuzit digitalni fotoaparat nebo kameru, kterou lze zaznamenat maxi-
malni velikost kapky tésné pred odtrzenim od kapilary.

Uréeni modulu pruZnosti z kmitu desticky obdélnikového pru-
fezu

Teorie kmitd ty¢i riiznych prifezii je vysvétlena napi. v [5]. Ze vztahu
pro kruhové frekvence w, jednostranné vetknuté desticky obdélnikového
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prifezu pak mizeme vyjadiit modul pruznosti £ daného materidlu

4872 ol? f2
E= Az (8)

kde p je hustota latky, ze které je desticka vyrobena, [ je délka desticky, h je
tloustka desticky, f je frekvence vlastnich kmitii a a; jsou tzv. charakteris-
tické hodnoty, jejichz velikosti jsou déany okrajovymi podminkami (&islem
vidu, zptsobem upevnéni desticky). V nasem pfipadé ¢inila hodnota této
konstanty a; = 1,8751, resp. a? = 3,52 coz odpovid4 jednostranné vetknuté
desti¢ce pro vid n = 1, viz [5]. Za pov§imnuti stoji fakt, ze Sitka desticky
nema na frekvenci kmitu zadny vliv.

Vlastni experiment jsme provedli nasledujicim zptsobem: do svéraku
jsme upevnili postupné rizné dlouhé desticky z médi, oceli a nerezu.
Desticky mély také riiznou tloustku. Ke zjisténi frekvence kmitd jsme opét
pouzili optickou zaévoru sestavenou z laserového ukazovatka a solarniho
élanku. K vyhodnoceni signdlu jsme pouzili program Free Audio Editor.
Usporadani experimentu mizeme vidét na obr. 12, pribéh kmitd desticky
na obr. 13, na kterém je mimo jiné vidét i krasny exponencialni pokles
amplitudy kmitu.

Jako nejdulezitéjsi ¢ast méfeni se nakonec ukéazalo byt presné zmé-
feni tloustky desticky. P¥i pouziti pouhého posuvného métidla jsme neu-
stéle ziskavali velmi nepfesné vysledky. Teprve po pfesném urceni tloustky
desticky za pouziti mikrometru se hodnoty modulu pruznosti zpfesnily na-
tolik, zZe se ptiblizily tabulkovym hodnotam.

Obr. 12 Méfeni kmiti desticky jednostranné vetknuté
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Obr. 13 Tlumené kmity kovové desticky

Pii méfeni frekvence kmit ve FAE je také nutné provadét odecet peri-
ody mezi prvnim a tfetim pikem hned na samém zacatku prubéhu signélu,
jesté diive nez dojde k exponencidlnimu poklesu amplitudy. Pfi velkém
tlumeni jiz desticka nekmitd mimo laserovy paprsek a signal je znacné

zkresleny.

Kromeé riiznjch kovi jsme vyzkouseli i drevo a plast. Namétené hodnoty
pro ruzné materialy jsou uvedeny v tab. 3.

materiédl | o (kg-m™3) | h (-:1073m) | I (m) | T(s) | f(Hz) | Eexp (GPa) | Eyap (GPa)?
nerez 7700 0,80 0,550 | 0,445 | 2,247 212 210
nerez 7700 0,80 0,360 0,192 | 5,208 209 210
nerez 7700 0,80 0,220 {0,078 | 12,821 177 210
nerez 7700 1,25 0,765 (0,602 | 1,661 178 210
méd 8960 0,45 0,115 0,052 | 19,231 109 120-130
méd 8960 0,45 0,193 0,140 | 7,143 120 120-130
ocel 8000 0,90 0,142 | 0,029 | 34,483 182 206
ocel 8000 0,90 0,220 | 0,067 | 14,925 197 206
dievo 500 4,10 0,820 (0,258 | 3,876 8 7-14
plast 1350 1,10 0,163 | 0,095 | 10,526 3 2-5
Tab. 3 Urceni modulu pruznosti z kmitt desticky
2Tabulkové hodnoty byly ziskany z [6] a [7].
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Namétrené hodnoty se celkem dobfe shoduji s tabulkovymi. U dfeva
pak zélezi nejen na jeho druhu (smrk, modfin apod.), ale také na typu
deformace. Ddokonce i pii daném typu deformace je vysledek jesté zavisly
na tom, zda je desticka namahéna ve sméru vldkna nebo kolmo na vlakno.
Jiné vlastnosti mé také drevo pfirodni nebo lepené, vysusené nebo cerstvé
[6]. V tab. 3 jsou pouzity hodnoty pro namahani difeva ohybem. Protoze
vétSinou nezname druh dreva nebo slozeni plastu, miiZe se v tomto pripadé
jednat pouze o orienta¢ni méfeni v rdmci néjakého intervalu hodnot.

V pripadé kovovych desticek je 1épe volit vétsi délku desticky, protoze
vychylka kmitt déle prerusuje laserovy paprsek, aniz by samotné desticka
kmitala uvnitf paprsku. Dulezita je i vhodna tloustka desticky, kterd by se
méla pohybovat od 0,5 mm do 2 mm. P¥i vétsi tloustce je tuhost desticky
tak velkd, ze témér nelze dosdhnout vychylky desticky mimo oblast lase-
rového paprsku a kmity se utlumi béhem nékolika sekund. Je-li naopak
tloustka desticky pfili§ mald, mtze dojit pfi velkém vychyleni desticky
k nepruzné deformaci.

Zavér

V této préaci jsme predstavili tfi nové experimenty se zvukovou kartou.
Zabyvali jsme se meéfenim rychlosti zvuku z Dopplerova jevu, ktery je
pri kruhovém pohybu modulovan vzniklymi razy, navrhli jsme zcela novou
metodu pro méfeni povrchového napéti kapalin a nakonec jsme se zabyvali
uréenim modulu pruznosti riznych latek z frekvence kmiti jednostranné
vetknuté desticky obdélnikového priifezu.

Vyhodou vSech experimenti je opét cenova dostupnost pouzitych pomi-
cek a zakladniho vybaveni, jednoduchost provedeni experimentti a moznost
jejich realizace v ramci laboratornich cviceni.

Nevyhodou, zejména pro zakovskd méreni, mize byt pozadavek velké
presnosti pri urc¢ovani a méfeni diléich veli¢in, jako napt. velikosti kapky
pfi méfeni povrchového napéti nebo tloustky desticky pfi méfeni modulu
pruznosti.

Spravné provedeni experimentt je také narocné na svédomitou pripravu
ucitele, ktery by si mél sam nejprve tyto experimenty vyzkousSet, aby mu
byly znamy rtizné zaludnosti, které se mohou pii jejich provadéni vyskyt-
nout. Lépe pak bude reagovat na ptipadné dotazy zaki v pripadé, Ze jejich
vysledky se budou vyrazné lisit od tabulkovych hodnot.

I pfes vysSe uvedené nevyhody muzeme nicméné na zékladé testovani a
evaluace vysledkt laboratornich cviceni konstatovat, ze zaky lze novymi
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metodami motivovat k poznavani novych fyzikalnich zadkonu ¢i alternativ-
nich méficich postupt.
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Metoda o¢ni kamery pii vyzkumu
feseni tloh z fyziky Zdky SS a VS

MARTINA KEKULE
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy, Praha

Reseni tloh je nejen v soucasné dobé soucasti fyzikalniho vzdélavani
v riznych zemich svéta. Jak pomoci zaktim byt Gspésni v této doved-
nosti je ndmétem nejen didaktického vyzkumu u nés, ale i na mezinarodni
urovni. Jednou z moznych metod, kterd se pouziva ke zkoumani zakov-
skych pristupi ¢i piimo strategii pfi feSeni tloh je metoda o¢ni kamery.
Tato metoda byla pouzita naptiklad ve vyzkumu srovnani strategii zaca-
te¢nik® a experttl pii vyhledavani chyby v zapojeni schémat elektrickych
obvodi [1], nebo pii zjistovani, jak zaci vyuzivaji konceptualni ndpovédy
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v feSenych piikladech z mechaniky [2]. Madsen a kol. [3] se napiiklad za-
meérili na zkoumani rozdilnych druhii pozornosti a jejich vlivu na studenty
pfi feSeni uloh z mechaniky. Cilem ¢lanku je stru¢éné predstavit metodu a
prezentovat kvalitativni vystupy z vyzkumu zaméfeného na zjistovani pri-
stupu zaku, které pouzivaji pfi feSeni tloh s grafy zavislosti kinematickych
veli¢in na Case.

Metoda oéni kamery

O¢ni kamera umoziiuje sledovat, kam se zkoumana osoba divd béhem
prohliZeni prezentovaného materialu (obrazku, textu, videa, v pfipadé pou-
7iti pfenosné kamery upevnéné na brylich i redlnou scénu). Podle frekvence
kamery (bézné se vyuziva 60 Hz, 300 Hz, pfi vyzkumech ¢éteni i 500 Hz)
je pozice o¢i zaznamenana v pravidelnych ¢asovych intervalech. Pozice oc¢i
nicméné nezarucuje, ze pokusnd osoba vnimala dané misto na obrazku.
Podle teorie vidéni rozlisujeme dva zakladni pohyby oé¢i pii sledovani nepo-
hybujiciho se objektu: fixace a sakady. Zamérenou oblast vnimame pouze
v obdobi fixace, kterd trvad primérné 250-300 ms [4]; sakdda je presun
oka k dalsimu fixovanému mistu. Z hrubych dat je tedy nutné urcit, které
polohy o¢i prislusely fixacim a které sakadam.

Spolehlivost vystupi je tedy ovlivnéna nejen pfesnosti pouzité tech-
niky, ale také zakladnim statistickym zpracovanim dat. Pii interpretaci
vysledk je dale nutné zohlednit mechanismus vidéni ¢lovéka, kdy oblast
nejosttejsiho vidéni odpovida 1,3° zorného pole [5], coz pfi vzdélenosti po-
kusné osoby 65 cm od obrazovky odpovida na monitoru plosce s primérem
zhruba 1,5 cm. Pokusna osoba tedy miize pfi dané pozici o¢i pohodlné a
ostfe vnimat cokoliv zobrazené v této vzdélenosti od zaznamenané pozice
o¢i. Predpoklad, ze pokusnd osoba zaméfuje pozornost pravé do mista
nejostiejsiho vidéni, nemusi byt vzdy spravny. Jak naznacuje napf. holis-
ticky model vnimani obrazového materialu, experti nepotiebuji klicovou
informaci zobrazit pomoci nejostiejsi oblasti vidéni, ale jsou schopni ziskat
informaci i ze vzdalenych oblasti neostrého vidéni.

Pristupy k fesSeni fyzikalnich aloh Zaky s lepsim a zaky s horsim
vykonem

Typickym vyzkumnym nadmétem pii pouziti této metody je srovnani
pristupii/strategii odbornikii nebo zaki, ktefl dosahuji ve fyzice/v testu
dobrych vysledku s zdky, ktefi dosahuji spise podprimérnych vykond. [6]
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uvadi prehled typickych rozdilti mezi pfistupem experta a zacatecnika pri
feSeni problému. Experti naptiklad vychazeji z konceptualniho porozumeéni
problému, ¢asto nejprve fesi problém kvalitativné na rozdil od zacatec¢niki,
ktefi se zaméfuji na manipulaci se vzorecky. Experti pfi feSeni diverguji,
zvazuji rtizné moznosti, ovéfuji si ziskany vysledek alternativnim postu-
pem apod. Z hlediska deklarativnich znalosti se experti vyznacuji zejména
velkou provazanosti vlastnich znalosti a jejich dobrou strukturaci. Jaké
rozdily v pfistupu expertti/ riznych skupin studentti ukédzaly vyzkumy
pomoci o¢ni kamery? Rosengrant a kol. [7] pFedlozili studenttim schémata
elektrickych obvodi obsahujicich pouze baterii a rizné zapojené rezistory.
Ukolem studentt bylo uréit napf. celkovy odpor v obvodu, proud v jed-
notlivych vétvich, tbytek napéti na rezistorech apod. Pomoci o¢ni kamery
byly zjistény nasledujici rozdily mezi experty (zde odborniky pracujicimi
na univerzité) a studenty v jejich zacatcich studia na VS:

e experti Castéji stiidali pozornost mezi schématem obvodu a jejich
vlastni praci; tento pfistup je mozné interpretovat tak, ze vice re-
flektovali jejich proces FeSent;

e zacatecnici fixovali jednotlivé znacky rezistort, zatimco u experta byl
zaznamenan pohyb o¢i sledujici vzdy celou smycku obvodu; experti
si tedy zfejmé pii feSeni tikolil predstavovali pohyb proudu v obvodu.

Na FeSeni problémi s elektrickymi obvody byla zaméfena také prace [1].
V tomto pripadé bylo tkolem zaku odhalit problematickou ¢ast zapojeni,
ktera zapri¢inila, Ze obvodem neprotékal proud. Studenti mohli manipulo-
vat se simulaci obvodu a ziskavat tedy zpétnou vazbu, zda jejich akce vede
k Gspéchu nebo ne. Cely proces feSeni byl rozdélen do étyf fazi (které se
mohly cyklicky opakovat) a byl posuzovan rozdilny pfistup feSeni v jed-
notlivych fazich mezi studenty, ktefi vytesili cely test nejlépe a naopak.
Prvné jmenovani stravili vice ¢asu ve fazi jedna — orientaci v problému —
a ve fazi tfi — zhodnocenim vystupu, ktery provedena akce pfinesla a fazi
rozhodovani pro pripadnou dalsi akci, pokud tato nebyla tispésna. Nao-
pak ve fazi dvé — formulovani problému a rozhodnuti se pro néjakou prvni
akci — nebyly mezi skupinami studentt prokézany rozdily.

Dalsi dvé studie se zaméfily na tlohy z mechaniky. Smith a kol. [2]
zkoumali, jak postupuji studenti pfi studiu feSenych tloh s cilem budto
posléze vytesit podobny domaéci kol anebo se pripravit na test obsahujici
podobné tlohy. Napovédné feseni vyzkumnici usporadali do dvou sloupcti,
z nichz jeden obsahoval text s popisem konceptuéalniho feSeni problému,
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druhy sloupec obsahoval vzorce a numerické feSeni. Analyza o¢nich po-
hybt ukéazala, Ze se zaci béhem studia zajimali o oba typy napovéd a
studovali je soucasné, tedy nevnimali je jako oddélené zdroje informaci.
Tento vysledek byl pro vyzkumnici prekvapivy, nebot na zakladé vlastni
zkuSenosti s vyucovanim zakt ocCekéavali spiSe ignoraci kvalitativni casti
feSeni. Madsen a kol. [3] zkoumali, kam zaméfuji pozornost studenti prv-
niho roéniku VS pii feseni uloh, kde byly identifikovany typické Zdkovské
miskoncepce. Nepiekvapivé, zaci, ktefi danou tlohu vytesili spravné, stra-
vili vice ¢asu pozornosti na oblastech relevantnich pro vyfeseni problému.
Dalsimi oblastmi zdjmu vyzkumnikd byly jednak oblasti odpovidajici ty-
pickému miskoncepénimu uvazovani a jednak oblasti pfitahujici svoji po-
zornost na zékladé néjaké percepéni vyraznosti (napt. prvky blizko u sebe,
velky kontrast apod.). I zaci, ktefi vyfesili ilohu nespravné, nebyli vice-
méné ovlivnéni témito percepéné vyraznymi oblastmi, ale sméfovali svoji
pozornost do mist, kterd ukazuji na chybné konceptuélni uvazovani o da-
ném problému.

Pristupy k fesSeni uloh s kinematickymi grafy

Dale jsou prezentovany vysledky ptivodniho vyzkumu zaméfeného na
feseni tiloh SS/VS studentti s kinematickymi grafy. Ulohy byly prevzaty
zejména z testu ,Test of Understanding Graphs in Kinematics“ [8], ¢esky
preklad viz [9]. Celkem tcastnici vyzkumu fesili 10 dloh, z nichz do ana-
lyzy bylo zahrnuto 7. Experiment byl proveden pomoci o¢ni kamery (eye-
trackeru) Tobii TX300 s frekvenci sniméni 300 Hz. Prezentovana je zde
kvalitativni analyza provedend pomoci tzv. heat map. Tyto mapy zohled-
fiuji pocet (nikoliv dobu trvéani) fixaci v dané oblasti. Pocet fixaci ukazuje
na zajem zaka o danou oblast, doba trvani fixace pak zohlednuje zaujeti,
které mize signalizovat i obtiznost extrakce informace. Pro kazdou heat
mapu je vytvorena vlastni skala tak, ze nejéetnéji fixovanym mistim je pri-
fazena Cervend barva, nejméné Cetné fixovana mista jsou zbarvena zelené
resp. viibec. Pfi porovnani heat map pro jednotlivé skupiny (viz déle) tedy
srovnavame relativni rozlozeni poc¢tu fixaci. Celkem se vyzkumu zucastnilo
26 studentt z jedné prazské stfedni skoly a z prirodovédné zamérenych fa-
kult UK. Cilem analyzy bylo srovnani pfistupu feseni predlozenych tuloh
¢tyrmi skupinami studentt, ktefi:

1. vyfesili lohu spravné a navic Fesili cely test s alespont 80 % Uspés-
nosti,

2. Tesili cely test s isp&Snosti nizsi nez 30 %,
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3. vyftesili danou tlohu spravné,

4. vyftesili danou tlohu nespravné.

Analyza ukazuje na mozné rozdilné pristupy jak mezi studenty skupiny
1 a 2 nebo 4, tak také mezi studenty skupiny 1 a 3. Vyrazné rozdily
v prvnim p¥ipadé byly identifikovany u 6 tloh; v druhém ptipadé se jednalo
o 4 1lohy. Naptiklad v piipadé tlohy 1, kdy méli zaci rozhodnout, ktery
z objektt A a B, jehoz zavislost drahy na case je uvedena v daném grafu,
se pohyboval na konci 2. sekundy rychleji, mizeme identifikovat zejména
rozdil mezi zaky skupiny 1 a 3, kdy zaci z prvni skupiny nejéetnéji fixovali
kli¢ovou informaci v zadani, zatimco Zaci ostatnich skupin se vice zamérili
na hodnotu k¥ivek (zejména kiivky A) v pozadovaném ¢Ease. Viz obrazky
v tab. 1.

Skupina 1: vyresili tlohu spravné a | Skupina 2: resili cely test s Gspés-
navic Tesili cely test s asponi 80 % | nosti nizsi nez je 30 %
Uspésnosti

et e dad st sl At e b

£ 3 £ A
S 3 8
80 v 80 &%
60 ; > 60 : 2
40 40
20§ 2685

246 810 th 24 6 810us
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Tab. 1 Heat mapy zobrazujici distribuci poc¢tu fixaci na tlohu 1 souhrnné pro
Gtyfi skupiny studentti. Nejéetnéji fixované misto/mista v ramci kazdé skupiny
studenti je zbarveno ¢ervené.
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Studenti, ktefi celkové vytesili test nejlépe, maji tendenci se nejvice
zameérit na zadani dlohy. Ve srovnani s vysledky zaku ze skupiny 3, pro-
jevili tento pristup ve ¢tyfech tllohach ze sedmi. Zbyvajici ilohy mtzeme
z hlediska zadéani povazovat za spiSe typické pro éeské prostiedi (urcit oka-
mzitou rychlost pohybujiciho se télesa z grafu zavislosti drahy, resp. x-ové
soufadnice na ¢ase v daném ¢ase). Zaci skupiny 1 nepotiebuji tak ¢asto
fixovat oblasti, kde vyhledavaji klicové informace pro feseni. Tento pfistup
muzeme interpretovat napf. jako projev vétsi sebedtvéry pii feseni tlohy.
Naopak zaci, ktefi fesili celou sérii test nejhire, vykazovali castéji pocet
fixaci na jedno misto v celé tloze. Celkem se jednalo o 7 tloh, zatimco zaci
ze skupiny nejlépe Fesicich test tento pristup ukazali ve 4 Glohach. Typic-
kou ilustraci, kdy tento pfistup neni produktivni, jsou obrazky v tab. 2.
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Tab. 2 Heat mapy zobrazujici distribuci poc¢tu fixaci na tlohu 3 souhrnné pro
Gtyfi skupiny studentti. Nejéetnéji fixované misto/mista v ramci kazdé skupiny
studenti je zbarveno ¢ervené.
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Zde méli zaci za tkol k danému grafu zavislosti z-ové soufadnice na
Case (vpravo) vybrat z nabizenych grafti zavislosti rychlosti na ¢ase ten,
ktery zobrazuje stejny pohyb (pozn. v souladu s ptivodnim americkym
testem zde neni rozliSena velikost nebo souradnice rychlosti, coz vzhledem
k nabizenym distraktorm nevadi).

Jak je z heat map patrné, zaci ze skupiny 1 fixovali pomérné rovno-
mérné celou oblast ptivodniho grafu, naproti tomu zaci skupiny 2 neustéale
fixovali pouze oblast po¢atku. Podobny vysledek, kdy zaci s horsim vyko-
nem nevénuji pozornost celé kiivce grafu, uvadi i [10]. Tento p¥istup miize
ukazovat na typickou miskoncepci vnimani grafu jako obrazku ve srovnani
s pristupem zak s lepSimi vysledky, ktefi jsou schopni separovat a posléze
interpretovat jednotlivé ¢asti kiivky grafu.

V piipadé jiz zminénych loh urdéeni okamZité rychlosti zaci at uz ze
skupiny 1 ¢i 3 fixovali pohledem kfivku grafu podél intervalu s konstantni
smeérnici, ktery jim pomohl uréit rychlost v daném case. Velmi zfetelna
byla tato fixace zejména v piipadé intervalu, kde méla kiivka zapornou
smérnici (viz obrazky v poslednim ¥adku tab. 3). Z4ci ze skupiny 2 a 4 vy-
kézali typickou miskoncepci, kdy pro vypocet pozadované okamzité rych-
losti odecetli pouze prislusejici hodnotu drahy, resp. souradnice v daném
case. Tomu také odpovidaji fixace pouze bodu kfivky v pozadovaném case.

ZAvér

Jak ukazuji ilustrace v ¢lanku, metodu o¢ni kamery je mozné vyuzit i
pro vyzkumné ucely v didaktice fyziky, napriklad pfi potiebé ziskat hlubsi
vhled do procest feseni tloh zaky. Jak naznacuje prezentované analyza,
zaci, kteri vytesili cely test nejlépe, mohou k feseni konkrétnich tloh pfi-
stupovat jinak, nez ukazuji souhrnné vysledky pro vSechny zaky, ktefi
konkrétni tlohu vyftesili spravné. Dle ocekavani rozdily v prohlizeni tlohy
pri jejim feSeni vykazuji studenti, ktefi Tesili cely test nejlépe oproti stu-
denttim, kteri fesili cely test nejhiife. Kromé teoretickych vyzkumd mohou
byt tyto heat mapy vyuzity jako podklady pro vyuku, ktera by byla zamé-
fena na diskuzi zakovské strategie pri feSeni tloh. Dalsi moznosti vyuziti
v ucitelské praxi je tvorba feSenych tuloh formou ,apletda*, které budou ob-
sahovat percep¢né vyrazné napoveédy odvadéjici pozornost od mist, ktera
typicky fixuji zaci s nejhorsimi vysledky v testu a naopak privadéji po-
zornost ke klicovym informacim, které je tieba pro spravné reseni tlohy
vyhledat.
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Tab. 3 Heat mapy zobrazujici distribuci poctu fixaci na tlohu 4 a 6 souhrnné
pro dvé skupiny studenti. Nejéetnéji fixované misto/mista v rdmci kazdé skupiny
studenti je zbarveno ¢ervené.
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PRAMIUM BOHEMIA 2014
za medaile na olympiadach

BOHUMIL VYBIRAL

Univerzita Hradec Kralové

Jiz po ¢trnacté se dne 4. prosince 2014 na stat-
nim zamku Sychrov udélovaly nadac¢ni ceny PRZ&-
MIUM BOHEMIZ. Tohoto dne se laureaty nadac-
nich cen stali studenti, medailisté ze svétovych
stfedoskolskych pfirodovédnych olympiad, kona-
nych v roce 2014. Ceny od roku 2001 udéluje
Nadace Bohuslava Jana Hordcka Ceskému rdji
v den vyroc¢i narozeni svého zfizovatele mecenase
Bohuslava Jana Horacka. Ocenéno bylo 20 me-
dailist a medailistek (17 chlapct a 3 divky), ktefi na mezinarodnich (de
facto svétovych) olympiddéch ve fyzice, chemii, biologii, matematice, infor-
matice a astronomii s astrofyzikou ziskali v roce 2014 celkem 21 medaili,
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z toho 1 zlatou, 6 stfibrnych a 14 bronzovych. Jeden student (Martin
Raszyk) ziskal medaile dvé (bronzovou v astrofyzice a bronzovou v infor-
matice) a obdrZel tedy dvojitou cenu PREMIUM BOHEMIZE. Vedle Fadnych
cen byly za rok 2014 udéleny také 4 ceny mimotradné — ziskal je tfi¢lenny
tym za zlatou medaili na evropské prirodovédné soutézi EUSO a pak jeden
student za vitézstvi v hudebni olympiddé (v kategorii kompozice). Hod-
nota ceny v roce 2014 byla stejnd, jako v roce 2013 Tedy za zlatou medaili
35 tisic K¢, za stfibrnou 20 tisic K¢ a za bronzovou 15 tisic K¢. K tomu di-
plom a nadac¢ni medaile v barvé kovu na svétové soutézi. Mimoradné ceny
byly v hodnoté 10 tisic K¢ (bez medaile). Nadace za 14 ro¢niki studentiim
udélila 302 cen PREMIUM BOHEMIZE v celkové vysi 5 miliont 145 tisic K¢.

Svétové prirodovédné olympiady v roce 2014

Ptirodovédné olympiady se konaji kazdoroc¢né, zpravidla v ¢ervenci nebo
srpnu (v délce trvani asi 7 az 9 dni) na riznych mistech svéta. V roce 2014
to byla vedle Evropy, Asie a poprvé také Afrika. Zde jsou souhrnné blizsi
udaje o soutézich.

o 45. Mezindrodni fyzikalni olympidda se konala v Kazachstanu, v hlav-
nim mésté Astané, za Gcasti 374 soutézicich z 83 stati Evropy, Asie,
Afriky, Australie a obou ¢asti Ameriky. Mezi zGCastnénymi staty a
teritorii bylo zastoupeno 25 statti Evropské unie. Nasi soutézici letos
privezli dvé stfibrné medaile, jednu bronzovou a jedno ¢estné uznani.

e 46. Mezindrodni chemickd olympidda se konala ve Vietnamu, v Ha-
noji. Této svétové soutéze se zucastnilo 291 TeSitelt ze 75 stath a
teritorii svéta. Cty¥clenna éeskd reprezentace ziskala 1 zlatou, 1 stii-
brné a 2 bronzové medaile.

o 25. Mezindrodni biologickd olympidda se konala v Indonésii, na exo-
tickém ostrové Bali. Ceskym ¢tyfem reprezentant@im vynesla jednu
st¥ibrnou a dvé bronzové medaile a jedno Gestné uznani. Cesi obstali

Vv

opét velmi dobfe, tentokrat mezi 238 soutézicimi z 61 zemi svéta.

o Nejvétsi a nejstarsi olympiddu — 55. Mezindrodni matematickou olym-
pidadu — uspoiadala Jihoafrické republika v Kapském mésté za tcasti
560 soutézicich (z toho 56 divek) ze 101 zem{ péti kontinentt. Sestice
reprezentanti Ceské republiky zde podala vynikajici vykon, ktery
nam prinesl Sest medaili (jednu stfibrnou a pét bronzovych, neboli
vSichni Gesti nasi Fesitelé byli medailisty). Po loriském zlatu, opét
vynikajici ispéch mladych ceskych matematiki.
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e 26. Mezindrodni olympiddu v informatice hostil Tchaj-wan v hlav-
nim mésté Tai-pei za tcasti 311 Tesitelt z 81 stath a teritorii z celého
svéta. Ctyfi ¢esti reprezentanti zde ziskali 1 st¥ibrnou a 2 bronzové
medaile.

e Nejmladsi z olympidad — 8. Mezindrodni olympiddu v astronomii a
astrofyzice — usporadalo Rumunsko v regionu Bukovina za ucasti
194 soutézicich z vyspélych zemi Evropy, Asie a Ameriky. Péti¢lenna
Ceska reprezentace ziskala 2 bronzové medaile.

e 12. ro¢nik Prirodovédné olympiddy zemi Furopské unie, neboli Furo-
pean Union Science Olympiad (EUSO) se konal v feckych Athénach
za Gcasti 50 tiiclenngch tymi z 25 zemi Evropské unie. Cesky tym
A zde ziskal zlaté medaile (druhy tym B medaile st¥ibrné).

Cesti medailisté — laureati Preemium Bohemize

o Fyzika — 45. MFO v Kazachstanu: Jakub Dolejsi, stfibrnd medaile,
student Gymnazia Bozeny Némcové, Hradec Kralové, e Jiri Guth
Jarkovsky, stiibrna medaile, absolvent Gymnézia v Ceskjch Budéjo-
vicich, Jirovcova ul., student Matematicko-fyzikalni fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze a Fakulty podnikohospodaiské Vysoké skoly
ekonomické v Praze, e Jakub Rdsler, bronzova medaile, absolvent
Gymnazia Jifitho Gutha Jarkovského v Praze, student Fakulty elek-
trotechnické Ceského vysokého uceni technického v Praze.

o Chemie — 46. MChO ve Vietnamu: Adam Prdda, zlatd medaile, ab-
solvent Gymnézia v Ostrové nad Oh¥i, student Trinity College, Uni-
versity of Cambridge, G. B., ¢ Martin Balouch, st¥ibrna medaile, ab-
solvent Gymnézia v Uherském Hradisti, student Vysoké skoly che-
micko-technologické v Praze, e Michaela Krdikorovd, bronzova me-
daile, absolventka Gymnézia v Brné-Reckovicich, studentka Pfiro-
dovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, e Stanislav Chvila,
bronzova medaile, student Gymnazia J. A. Komenského v Uherském
Brodé.

e Biologie — 25. MBO v Indonésii: Kveta Travnickovd, stfibrnd me-
daile, studentka Gymnézia Zlin — Lesni ¢tvrt, e Eliska Havrdovd,
bronzova medaile, studentka Gymnézia v Ceskych Budéjovicich, Ji-
rovcova ul., e Tomds Zdobinsky, absolvent Gymnazia v Praze 4,
Budéjovicka ul., student Pfirodovédecké fakulty Univerzity Karlovy
v Praze.
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o Matematika — 55. MMO v Jihoafrické republice: Tomds Novotny,
stfibrna medaile, absolvent Gymnézia v Ceské Lipé, student Mate-
maticko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, e Filip Bialas,
bronzova medaile, student Gymnéazia v Praze 4-Opatové, e Mar-
tin Hora, bronzova medaile, absolvent Gymnézia v Plzni, Mikulas-
ské nam., student Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze, e Viktor Némecek, bronzova medaile, student Gymnéazia
v Jihlavé, Jana Masaryka, ¢ Radovan Svarc, bronzova medaile, stu-
dent Gymnazia v Ceské Ttebové, e Pavel Turek, bronzova medaile,
student Gymnaézia v Olomouci-Hej¢iné.

e Informatika — 26. I0I na Tchaj-wanu: Jan-Sebastian Fabik, st¥ibrna
medaile, absolvent Gymnézia v Brné, tf. Kpt. JaroSe, student Fa-
kulty informatiky Masarykovy univerzity v Brné, ¢ Ondrej Hiibsch,
bronzova medaile Absolvent Gymnéazia v Praze 6, Arabska ul., stu-
dent Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, e
Martin Raszyk, bronzova medaile, absolvent Gymnazia v Karviné,
Mirovi ul., student Dep. Informatik, ETH Ziirich, Svycarsko.

e Astronomie a astrofyzika — 8. IOAA v Rumunsku: Ondrej Theiner,
bronzova medaile, absolvent Gymnéazia v Ceskych Budé&jovicich, Ji-
rovcova ul., student Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Kar-
lovy v Praze, ® Martin Raszyk, bronzova medaile (viz 26. IOI).

e EUSO - 12. roé. v Recku: Jiri Etrych, zlata medaile, student Gym-
néazia v Pardubicich, Dasicka ul., ¢ Hana Petrzilkovd, zlatad medaile,
studentka Gymnézia v Usti nad Orlici, @ Jan Petr, zlatd medaile,
student Gymnézia Jana Keplera v Praze 6.

Slavnost udileni cen

Vlastni slavnost udileni cen dne 4. prosince 2014 v zdmeckém divadle na
Sychrové méla distojny a slavnostni pribéh. Zucastnili se nejen ocenéni
studenti a studentky s rodinnym doprovodem, nybrz i predstavitelé Ucenée
spolecnosti CR v &ele s predsedou prof. RNDr. Jifim Bi¢dkem, DrSc., pred-
stavitelé Akademie véd CR v &ele s mistopfedsedou prof. Ing. Vladimirem
Mareckem, DrSc., zastupce Jednoty ceskych matematiki a fyziku RNDr.
Jan Kiiz, Ph.D. Tito vsichni predstavitelé vystoupili s pozdravnymi pro-
jevy. Dale byli ti¢astni predstavitelé piirodovédnych olympidd CR, pied-
stavitelé nékterych skol, predseda spravni rady Nadace Mgr. Frantisek
Horéacek a ¢lenové spravni a dozoréi rady Nadace a zastupci sdélovacich
prostredki.
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Obr. 1 Cést ocenénych studentii a studentek na zamku Sychrov, foto B. Vybiral

Prof. Ing. Bohumil Vybiral, CSc. ve svém vystoupeni seznamil pfitomné
s uspéchy jednotlivych ceskych reprezentaci na svétovych prirodovédnych
olympiadach. Vyzvedl veliky talent studentii a zddraznil, Ze pro jejich bu-
douci védecké aktivity a ocekavané uspéchy bude nutné vyvinout i velkou
soustavnou pracovitost, trpélivost. Poté predseda spravni rady Mgr. Fran-
tiSek Horacek, Jan Horacek (Glen spravni rady a syn mecendse) a prof.
B. Vybiral predali studenttim a studentkdm ocenéni. Za vyznamenané stu-
denty poté promluvil Ale§ Piada, ktery ziskal nejvyssi ocenéni. Slavnost
moderovala Mgr. Jaroslava Nyvltova, kterda rovnéz spolu se svymi zaky
ze Zadkladni umeélecké skoly Karla Halire ve Vrchlabi, zajistila velmi pékné
hudebni vystoupeni v pribéhu celé slavnosti. Se svou vitéznou skladbou
na 2. Mezinarodni hudebni olympiadé v Lotyssku vystoupil Lukas Janata.
Reportédz o udileni cen PREMIUM BOHEMI& 2014 zafadila do vecCernich
Udalosti 4. 12. Ceskd televize (viz Archiv CT na webu). Byl rovnéz pro-
fesionalné pofizovan videozaznam podstatnych ¢asti slavnosti a byly na-
todeny rozhovory s nékterymi ucastniky (videozadznam bude umistén na
internet, na strankdch You Tube).
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Obr. 2 Piedseda uéené spolecnosti Ceské republiky prof. RNDr. Jifi Bicdk,
DrSc. pfi pozdravném projevu, foto B. Vybiral

7 dékovného projevu lauredta ceny PREMIUM BOHEMIE Alese Prady,
nyni studenta Trinity College, University of Cambridge, G. B.:

Uz potreti mam moznost se ucastnit této krdsné uddlosti. Dostalo se
mi dokonce pocty k vdm promluvit a chitél bych ji vyuzit k tomu, abych
se s vami podélil o nekteré své zdazitky a pozorovdni. Diky mezindrodnim
olympidddm i mému soucasnému studiu na Cambridge jsem mél mnoho
moznosti se sezndmit s tim, jak to chodi se skolami a olympiddami v ostat-
nich zemich. Musim 7ict, Ze jsem mel neskutecné stésti v tom, kde jsem se
narodil.

Nejenom, %e md Ceskd republika opravdu velmi dobré zdkladni a stvedni
skolstvi, ale systém olympidd, tymovych soutézi, korespondencnich semi-
ndri a podobnych mimoskolnich aktivit je naprosto excelentni. Vétsina
Zaki alespon jednou méco ze jmenovaného vyzkousi. Pokud néekdo projevi
zajem a udéld ten pruni krok, vtdihne ho to do nekonecného cyklu. Jede
na soustredént, poznd kamarddy, zajimavé predndsejici, dozvi se mnoho
nového. Tesi lépe ulohy, jede ma vice soustiedéni, potkd vice kamarddi,
dozvi jesté vice a tak dokola. AZ zpétné si clovek wvédomi, kolik se toho
vlastné naudcil. Je to uZasny pocit, kdyZ pak sedim na vysokoskolské pred-
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ndsce a stripky védomosti z olympidd zapadaji do velkého pevného celku.
Divod, proc vsichni délame olympiddy, ale neni, abychom méli ndskok na
vysoke skole, nebo abychom dostali riznd ocenéni. Délame je proto, Ze nds
to bavi. A uZ Jan Amos Komensky odhalil, Ze ucend je nejicinnéjsi, kdyz
zZaky bavi. Kdyz jsem hovotil s olympioniky z ostatnich zemt, zdaleka se jim
nedostdvd takové podpory jako u nds. Olympiddy jsou casto jen nudnym
testovanim znalosti a ldtku k ucent si musi Zdci sloZite vyhleddvat sami.
I samotnd vyuka prirodnich véed byvd na zdkladnich a strednich skoldch
horsi. O ocenéni za isili jako je cena PREMIUM BOHEMIE si pak muzZou
nechat jen zddt. Ted nemluvim jen o zemich tretiho svéta, ale i o vyspélijch
zapadnich velmocech.

Jsem mesmirné vdécény, Ze jsem si mohl tak uZitecné a zdbavné prozit
stredni skolu. Za to vSecho chci podékovat vsem organizdtorim olympidd,
jak ndrodnich tak mezindrodnich, vsem predndsejicim na soustredéenich,
vSem ucitelum, kteri Zdky nadchnou a posléze pripravuji, vsem rodicum,
kteri své déti podporuji, a v neposledni Tadé dékuji Nadaci Bohuslava Jana
Hordcka a vsem lidem, kteri se staraji o jeji chod. za to, Ze dokdzi ocenit
praci, kterou mladi lidé veédé vénuji. To je v dnesni dobé velmi vzdcné a
moc si toho vdzZim.

Olympiddy jsou sice jenom hra, ale vérim, Ze se stejnym nadSenim a
odhodlanim se dnesni olympionici v budoucnu pusti do opravdovych védec-
kych problémi a prispéji svou troskou k rozvoji lidstva.

Obr. 3 Ales Prada pii dékovném projevu, foto B. Vybiral
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Obr. 4 Céast ocenénych studentt a studentek, foto B. Vybiral
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INFORMATIKA

Kruhovy model roviny

STANISLAV TRAVNICEK

Piirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Studenti, ktefi znaji geogebru a maji zvidavou az dobrodruznou po-
vahu, tu dostavaji podnét ke zkoumani nové neznamé planety, na niz je
néco stejného jako na Zemi a néco zase uplné jiného, a mohou postupné
poznavat jeji zékonitosti a chovani.

Uvod

Klasicky model Eukleidovské roviny je vSeobecné znamy, je obsahem
vyuky planimetrie na nasich skolach; rovinu s touto planimetrii oznac¢ime
déle rovina Es. V nasi pfedstavé je bod nekonec¢né malé tecka a pfimka je
rovné nekonecné dlouhd ¢ara nulové tloustky. Z nich pak tvorime dalsi pla-
nimetrické objekty. Pfitom si uvédomime, Ze napt. kazda primka existuje
pouze v nasi mysli a tuzkou na papiru ji pouze netplné modelujeme, ta
nase ¢ara tuzkou je snad rovna, ale je jen kratka a mé také svou nenulovou
sirku.

Avsak co si néjak predstavit nedovedeme, je pravé to nekonec¢no. Proto si
poméahame nahradni predstavou, napfiklad ze kazda primka sméruje k ja-
kémusi nevlastnimu bodu (bodu v nekoneénu) a pfitom vSechny p¥imky
vzéjemné rovnobézné sméfuji k témuz nevlastnimu bodu (viz ubéznik
v perspektivé). VSechny nevlastni body roviny pak vypliuji nekonecéné
vzdéalenou nevlastni pfimku, kteréd jakoby lezela kolem dokola této roviny.

Geometrické modely Eukleidovské geometrie na zakladé axiomdt, jak
je vyjadril D. Hilbert, vsak mohou byt i jiné, nez je ten nas skolni FEs,
pfipomenme jen dva z nich: model Beltrami—Kleintiv a model Poincarého.
Oba jmenované modely maji spole¢né to, Ze pojem rovina je modelovan
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jako kruh. V tomto ¢ldnku predvedeme jesté jiny (snad docela zajimavy)
kruhovy model roviny (T-model, coZ je tim vstupem na nezndmou planetu)
a rovinu s T-modelem nazveme rovina T5. Hned na pocatku lze doporudit,
abyste si otevieli geogebru a vSechno, s ¢im se setkate dale, si sami hned
vyzkouseli prakticky.

Uvodni pojmy

V roviné F5 zvolme kruh K o stfedu C a o libovolném poloméru r —
ten dale nebude hrat zZadnou roli. Rovinou Ty rozumime vnitiek kruhu K.
V roviné T mame body roviny — jsou to body uvniti K, pfitom C na-
zveme centrdlni bod. Kazdou tsecku, ktera je primérem kruhu K, nazveme
centrdlng primka roviny, kazdou dvojici [U, U’] koncovych bodl centralni
primky nazveme nevlastni bod roviny, mnozinou vSech nevlastnich bodu
(tj. kruznice z) je nevlastni piimka roviny Tb.

Obr. 1 Model roviny 7>  Obr. 2 Centralni pfimka a nevlastni bod

Kazdy oblouk kruznice, ktery ptuli kruznici z, nazveme primka roviny
T3, nékdy pro srozumitelnost fekneme T'-primka (také centralni pfimky
patii mezi T-piimky). Pojmy dsecka a polopiimka jsou pak také jisté sro-
zumitelné. Dvé primky v 75 povazujeme za rovnobézné, prochéazeji-li tymz
nevlastnim bodem. Kazda pfimka v roviné 75 je tedy rovnobézna s néjakou
centralni prfimkou, kterou nazveme prislusnd centralni primka. Dokonce je
ucelné, ke kazdé piimce si vzdy soucasné zobrazit i pfislusnou centralni
pfimku; déle uvidime, jak to usnadnuje feseni tloh.

Centralni bod C si mizeme predstavit jako bod, ,kde se pravé nacha-
zime“, a proto se nam jevi pfimky jdouci pfes centralni bod (tj. centralni
piimky) jako ,rovné“ a také thly s vrcholem C se nam jevi ve stejné
velikosti jako v roviné Fs. Za odchylku (dhel) dvou p¥imek v roviné Th
povaZzujeme odchylku (thel) jejich pfislusnych centralnich p¥imek. Odsud
plyne také realizace kolmosti v roviné 75.
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U

Obr. 3 Bod na pfimce Obr. 4 Soustava rovnobézek

U z
VI
v
U

Obr. 5 Uhel dvou piimek Obr. 6 Kolmé piimky

7 postaveni centralniho bodu dale logicky vyplyva, a tak to v roviné
T bereme, ze kdyz se vzdalujeme od bodu C, roste vzdalenost od C ve
vSech smérech stejné. Lze tedy zavést pojem centrdlni kruZnice, ktera se
nam skutecné jevi jako kruznice, a ma i svou zakladni vlastnost, ze je to
mnozina v8ech bodi roviny 75 stejné vzdalenych od stfedu (od bodu C).

V]

Obr. 7 Centralni kruznice Obr. 8 Stfedova soumérnost boda

V souvislosti s centralni kruznici si jesté uvedme, Ze v roviné To miizeme
pracovat se stfedovou soumérnosti se stfedem C, s osovou soumérnosti,
v niz osou soumérnosti je centralni primka, a s oto¢enim se stiedem C'.
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K vytvareni obrazki zde vyuzivime moznosti geogebry a proto pro
potfebné konstrukce v roviné 75 neni tfeba pouzivat prostfedky pro praci
v roviné E5. Vsechny konstrukce budeme provadét v roviné T, coz uz
v nésledujicich tlohéch nebudeme pfipominat.

Uloha 1
Danym bodem M vedte rovnobézku ¢ s danou p¥imkou p.

Uloha 2
7 daného bodu M spustte kolmici k£ k dané piimce p.

Poznamka. V obrazcich k feseni tiloh nebudeme oznacovat kazdy element
roviny T3, abychom nedostali nepfehledné obréazky, ale vyznacime jen ty,
které je tfeba pro srozumitelny popis feseni.

K dloze 1: Pfimka ¢ prochazi bodem M a stejnym nevlastnim bodem
[U,U’] jako ptimka p. P¥imku ¢ tedy sestrojime jako oblouk kruznice pro-
chazejici body U, M, U’.

K dloze 2: K centralni piimce UCU’ piislusné k T-pfimce p sestrojime
kolmou centralni pfimku VCV' a ta je ptislusnd k hledané kolmici q. Opét
jde o oblouk kruznice, kterd prochdzi tfemi danymi body V, M, V'.

N

Obr. 9 Zadéni k tlohédm 1 a 2

Obr. 10 Reseni tlohy 1 Obr. 11 Reseni tlohy 2
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Uloha 3
Body A, B lezi na téZe centralni kruznici. Sestrojte osu o thlu ACB.

Uloha 4
Body A, B lezi na téze centralni kruznici. Sestrojte tsecku AB a jeji
stfed S.

K dloze 3: Sestrojime ramena thlu, tj. polopiimky C A, CB. Uhel ACB
v roviné Tb ma stejnou velikost jako v roviné FEs, takze i osu o uhlu
ACB dostaneme stejné (tj. rozptlenim thlu), jako v Fs; osou je centralni
primka o.

K dloze 4: Osa thlu ACB je soucasné osou usecky AB, tedy tsetka AB
je kolma na osu o. Centrélni pfimka pfislusnd k pfimce AB je tedy kol-
mice k ose prochézejici bodem C. Usecku AB v roviné T, tak dostaneme
jako ¢ast kruhového oblouk prochéazejiciho pfislusnym nevlastnim bodem
a body A, B. Stiedem S tsecky AB je pak prusecik tisecky s osou o.

Obr. 12 Zadéani k tloham 3 a 4

Obr. 13 Reseni tlohy 3 Obr. 14 Reseni ulohy 4
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Uloha 5
Body A, B lezi na téze centralni kruznici. Sestrojte rovnostranny troj-
thelnik ABE.

K 1loze 5: Piimka AB rozdéluje rovinu 75 na dvé poloroviny, v kazdé
z nich ma danda tloha jedno feseni. Jelikoz vnit¥ni thly rovnostranného
trojihelniku jsou 60°, jsou centralni pfimky stran trojuhelniku navzajem
otoCené pravé o 60° a k nim uz potfebné piimky AB, AE, BE lehce
sestrojime (dloha 1). Nakonec byl v obrazcich upraven styl ¢ar.

Obr. 12 Zadani tlohy 5

Obr. 16 Prvni feseni ulohy 5 Obr. 17 Druhe feseni ulohy 5

Uloha 6
Na centralni pfimce jsou dany body A, B. Sestrojte osu o tusecky AB a
jeji stied S.

K dloze 6: Sestrojime rovnoramenny trojuhelnik ABR se zdkladnou AB.
Zvolime libovolné a stejné tahly pfi zakladné trojahelniku, tedy sestrojime
centralni pfimky 1 a 2, které s centralni piimkou UCU’ sviraji tyz thel.
Pak body A, resp. B, vedeme s témito centralnimi pfimkami 1 a 2 rov-
nobézky; na nich lezi strany AR, BR trojuhelniku a jejich prusecikem je
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pravé bod R. Timto bodem vedeme kolmici k AB (tiloha 2), coz je hledana
osa o. Jejim prusecikem s tseckou AB je stfed S tusecky.

Obr. 18 Zadani ulohy 6 Obr. 19 Reseni tilohy 6

Uloha 7
Jsou dény body A, B, sestrojte pfimku AB.

K dloze 7: 'V 1loze 4 byl feSen zvlastni pfipad, kdy oba zadané body lezi na
téZe centrdlni kruznici. Nechtf tedy body A, B nelezi ani na téZe centralni
kruZnici, ani na téze centralni prfimce.

Obr. 20 Zadéni alohy 7 Obr. 21 Analyza feSeni tlohy 7

Hlavni myslenkou feSeni je ziskat centralni pfimku, kterda ma stejny
smér jako hledand pfimka p = AB. Na obr. 21 je v E5 sestrojeno: bod A’
soumérné sdruzeny s bodem A podle stfedu C), takze |AC| = |CA'[;
centrélni piimky CA, CB, bodem A’ rovnobézka s CB, bodem B rov-
nobézka s C'A s priseCikem P (ukdzeme, ze CP je hledanou centralni
pfimkou). Plati

|BC| = |PA'| a |QXACB|=|xCAP
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tedy trojuhelniky ACB, CA’P jsou shodné podle véty sus; proto plati
|XBAC| = |t PCA’|. Z této rovnosti uhlt pak plyne AB || C'P. V8echny
uvedené konstrukce jsou postupné realizovatelné v roviné T5, jak bylo vidét
v piedchozich tlohéch.

Obr. 22 Reseni ulohy 7

Diky feseni této ulohy se k feseni nabizi mnoho dalsich tloh, v nichz
je tfeba sestrojit tsecku nebo pfimku danou dvéma body. Je mozno do-
porucit, nez se date do dalsich dloh, vyzkouset si znovu a s pozménénym
zaddnim vSechny ty pfedchozi. Uvedme si nyni nékteré dalsi tlohy v ro-
viné T5:

— Jsou dany body A, B a bod M.

a) bodem M vedte rovnobézku s pfimkou p = AB;
b) bodem M vedte kolmici k p¥imce p = AB.

— Jsou dény body A, B.

a) Sestrojte st¥ed S tsecky AB (uzitim rovnobézniku ACBE v Ty,
S je jeho sted);

b) Sestrojte osu tsecky AB.

¢) Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABE.

— Jsou dény body A, B, V, sestrojte osu uhlu AV B.

— Na dvou rtznych centralnich pfimkach jsou dany tsecky AB a PQ.
Rozhodnéte o jejich shodnosti, resp. kterd z nich je v T delsi. (N&-
vod: Obé tsecky, tj. kazdou zvlast, je tfeba shodnym zobrazenim na
T, zobrazit na usecku, jejimz jednim krajnim bodem je stied C. Pro
kazdou z nich to znamena nap¥. posloupnost dvou rovnobéznych po-
sunuti, napfed na rovnobézku s centralni primkou a pak zpét tak,
aby obrazem bodu A nebo B, resp. P nebo @, byl bod C'. Délky pak

jednoduse porovname uzitim vhodné centrélni kruznice.)
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Na zavér uvedme jesté jednu tlohu, kde se vynofuje metrika.

Uloha 8

V roviné 75 je ddna centralni kruznice k; sestrojte centralni kruznici h,
jejiz polomér je dvojnasobny.
K dloze 8: Zvolime dvojici kolmych centrélnich pfimek UCU’, VCV', pru-
seciky s kruznici k jsou body B a D. Sestrojime bod A tak, aby ¢tyftahelnik
ABCD byl ¢tverec (v roving Thvedeme bodem D rovnobézku s UCU’ a bo-
dem B rovnobézku s VCV’. Pokud za polomér kruznice k zvolime napft. 1,
pak

|CA|=+v2 (v Ty, nikoli v Ey).

Nyni sestrojime &tverec nad stranou AC, tedy k centralni pfimce WCW’
vedeme kolmici XCX' a sestrojime na ni bod E tak, ze |CE| = |CA|.
Stejnym zptsobem jako u bodu A doplnime vrchol ¢tverce F' a pak podle
Pythagorovy véty a obr. 24 miZeme |C'F| povaZzovat za velikost 2 (tj. jeji
model v T3), méfenou od bodu C po centralni pfimce. Kruznice h tak mé
stfed v C' a prochazi bodem F.

Obr. 25 Reseni ulohy 8
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Nakonec si jesté feknéme, Ze jsme v tomto ¢lanku predstavili jakousi hru
s rovinou T5, ale ona to zase jenom tak plné hra nebyla, protoze umoznila
hlubsi pohled na zakladni planimetrické pojmy a konstrukce. Jednou z di-
lezitych otéazek, na kterou jsme zde vSak odpovéd nehledali, je, je-li tento
T-model roviny bezesporny, tj. zda se nemuze stat, ze bychom dvéma riz-
nymi ,spravnymi“ postupy dostali odlisné vysledky. Tento ¢lanek nechava
uvedeny problém otevieny.

Videoprezentace pomoci

HTMLS jako modul
LMS Moodle

MILAN NOVAK

Piirodovédecks fakulta JCU, Ceské Budéjovice

Prestoze se informacni technologie jiz zcela zabydlely v nasich kaZzdo-
dennich éinnostech a ani ve vzdélavani nelze pocitovat v tomto sméru piilis
mnoho rusivych momentid, naleznou se zlomové technologie, které primo
ovliviiuji nase zivoty a maji také dopad na vzdélavani. Skoly se snazi piijit
na to, jak integrovat mobilni aplikace, tablety a cloudové sluzby do svych
technologickych strategii.

Ve vzdélavani se zaciné zcela bézné vyuzivat videa jako vyukového pro-
stredku a diky neustale se zvysujicimu zajmu o ,chytra* mobilni zarizeni
se mobilni video stava vSudypfitomné. Zaznam prednasek je paterni apli-
kaci pro vzdélavaci videa. Nelze si nevsimnout, ze vsechny hlavni platformy
hledaji nejefektivnéjsi cesty prehravani videi na mobilnich zafizenich. Lze
fici, ze zména vyuzivani kombinace mobilnich zarizeni a vzdélavaciho vi-
dea nastava sice pozvolné, ale jiz nyni je nelze ignorovat. S timto faktem se
mohou objevit i nékteré technologické problémy, které se musi eliminovat,
aby nezptsobily problémy v otazkach ptistupnosti vyukovych materiali.
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Prestoze by pedagogové mohli povazovat mobilni pfistup k vyukovym
materialim za zadouci, ale ne nezbytny, ukazuje se, Ze mnoho zaku travi
mnohdy vice Casu se svymi chytrymi mobilnimi telefony nez s pocitaci.
Pro né jiz mobilni internet neni oé¢ekavanim, ale vSudypiitomnou realitou.
Tito studenti budou ocekévat, ze jejich studijni materialy budou k dispozici
na jejich zafizeni Android nebo iPhone a spréavci kurzii se budou muset
vyporadat s jejich stiznostmi a vymluvami, pokud starsi videa nebudou
pristupna pres mobil. Mobilni zafizeni, pak bude jednim z klicovych prvka
pro zvyseni tlaku na Skoly, aby pfijaly platformy pro spravu piehravani
vyukovych videoprezentaci [1].

Video a HTML5

S ohledem na vyuziti videoprezentaci v mobilnich zafizenich vyvstava
nékolik otazek — jak vyresit prehravani jiz existujicich videozdznami, které
se mohou vyskytovat v riznych formatech, a jak vyfesit prehravani video
prezentaci na mobilnich zafizenich pfi zachovani ptivodni funkcionality
v klasickych internetovych prohliZzec¢ich bez nutnosti rozsahlych uprav.

K feSeni se nabizi vyuziti platformy HTML5 — nejnovéjsi verze jazyka
HTML, kterd poskytuje mnoho uZite¢nych funkci, véetné univerzalniho
videostandardu, umoznujicitho vyvojarim pfidat video na webové stranky
bez pouziti plugint tfetich stran, jako je napf. Flash. Tato norma také
poskytuje mnohem snadnéjsi publikovani videa prostfednictvim mobilnich
zafizeni.

Predpokladem pro vlozeni videa do stranky prostfednictvim HTML5
je dispozice adekvatniho formatu videozdznamu, coz je ovlivnéno nékolika
faktory. Jednak kodekem nebo formatem videa, ve kterém je videozaznam
publikovan, a samotnym internetovym prohlize¢em, respektive jeho mo-
dulem uréenym pro piehravani videa. Nize je uvedena srovnavaci tabulka
(tab. 1) formati videa uréenych pro piehravani prostfednictvim HTML5
a prohlizeci [2].

MP4 | WebM | Ogg
Internet Explorer 9+ | Ano | Ne Ne
Chrome 6+ Ano | Ano Ano
Firefox 3.6+ Ne Ano Ano
Safari 5+ Ano | Ne Ne
Opera 10.6+ Ne Ano Ano
Tab. 1
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Z tabulky je vidét nesouroda podpora. Otazkou tedy je, jak vyfesit tento
problém a to i s moznosti pouziti forméat, které nejsou v HTML5 vibec
podporovany. Mize se jednat napriklad o ptuvodni video zdznamy, které
pro nedostatek ¢asu nebo financi nemohou byt v kratké dobé prevedeny
na forméty nové.

Resenim muiZze byt vyuziti nékterého z externich HTML5 pfehravac,
ktery by nabizel univerzalni piistup k véts$iné formatt videa. Aby mohla
byt vyuzita i moznost propojeni video zdznamu s doprovodnymi materialy,
napiiklad snimky prezentace, je minimalnim, ale dilezitym predpokladem
pro prehrava¢ mozZnost predavat informace o aktudlnim Case piehravani.
Takovou alternativou piehravace je MediaElement.js [3]. Tento piehravac
umoziuje nejen prehravani standardnich formatd uréenych pro HTML5,
ale mysli i na starsi formaty a prohlizece. Pokud bude na strankach po-
zadavek na prehrani videa v elementech <video> a dany piehravac jej
neni schopen identifikovat, prehrava¢ MediaElement.js automaticky vyu-
zije vlastniho prehravace Flash nebo Silverlight, které disponuji stejnymi
funkcemi pro prehravani a sledovani dalsich informaci videa jako v pripadé
HTML5. Tim se do zna¢né miry eliminuje nepristupnost prehravanych
material a rozsifuje se mnozstvi prehravanych forméatt podle nasledujici

tabulky (tab. 2).

MP4 WebM | WebM+MP4| WMV FLV |MP3 YouTube
IE9+ |HTML5|HTML5 | HTML5 HTML5 |Flash| HTML5 |Flash
IE6-IE8 |Flash |Flash |Flash Silverlight | Flash |Flash  |Flash
Firefox |Flash |HTML5|HTML5 Silverlight | Flash |Flash  |Flash
Opera |Flash |HTML5|HTML5 Silverlight | Flash |Flash  |Flash
Safari |HTML5|Flash |HTML5 Silverlight | Flash | HTML5 | Flash
Chrome |Flash |HTML5|HTML5 Sliverlight | Flash | HTML5 | Flash
iOS HTML5 |- HTML5 - - HTMLS5 |Flash
Android |[HTMLS5 |- HTML5 - Flash|Nativni |HTMLS5
WP7 Nativni |- Nativni Nativni |- Nativni |HTML5

Tab. 2

Implementace pirehravace do HTML stranky je velmi jednoducha a ne-
vyzaduje zvlastni dovednosti a tpravy tagu <video>. Staci pfidat soubor
JavaScriptu a provést pocatecni inicializaci.
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Videoprezentace s vyuzitim HTML5 v Moodle

LMS Moodle v soucasné dobé patii k jednomu z nejrozsitenéjsich sys-
témi pro fizeni vyuky. Pro tento systém lze vyvijet dil¢i moduly, které
poskytuji rozsdhlé moznosti v poskytovani vzdélavacich materialt v pro-
stfedi internetu. Timto se nabizi vytvorit modul pro publikovani video-
prezentaci a odzkouSet tak moZnosti tohoto formétu na rtznych zobrazo-
vacich zafizenich. Pro vytvoreni videoprezenta¢niho modulu lze vychézet
z koncepce webcastingu. Jedna se o provazani libovolného videozaznamu
s doprovodnymi materidly. Doprovodné materidly mohou byt naptiklad
snimky prezentace vytvorené v MS PowerPoint. V zavislosti na aktualnim
Gase prehravani videa se zobrazi konkrétni snimek (obr. 1).

Videa

Aktuglni znimek

([Aa) [Aa) [Aa] [Aa] (] [Aa) [a] [2d)

Knihovna snimkd

Obr. 1

Detailné funguje webcastingova prezentace nasledujicim zptisobem:

1. Videoprezentacni okno se skladé z videa, zobrazovaného aktuéalniho
snimku a knihovny snimkd.

2. Pfi prehravani videa dochéazi k zobrazovani aktualniho snimku v za-
vislosti na Case, ktery je snimku pfifazen pfi synchronizaci. Naptiklad
v desaté sekundé prehravani videa se zobrazi snimek ¢islo dva.

3. Pii kliknuti na néktery snimek v knihovné snimki dojde k pretoceni
videa na pfifazeny c¢as a k zobrazeni tohoto snimku v poli — aktuélni
snimek.
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V LMS Moodle se videoprezetacni modul sklada ze dvou casti: ¢ast
editacni a C¢ast prezentacni.

Editaéni ¢ast videoprezentaéniho modulu

V této ¢asti dochazi k nastaveni video zdroje, pfifazeni pozadovanych
snimkd prezentace k videu a samotné nastaveni synchronizace videa se
snimky. Pro vytvofeni nové videoprezentace se v ramci prostfedi LMS
Moodle provedou nasledujici kroky.

V prvni fadé musi byt v konkrétnim kurzu zapnuty rezim tuprav. Na-
sledné se klikne na odkaz Pridat ¢innost nebo studijni materidl a v otevieném
vybéru ¢innosti se zvoll — Videopresent (obr. 2).

Pfidat £innost nebo studijnf material [%]

~
CINNOST] . " "
viyberte modul Einnosti & bp studijniha

Anketa materidlu 2 nabidky pro zohrazeni jeho popisu 3
s . . . . . Prittat cinnost nebo studini material
o Il saiisar scorm napovédy. Dvojim kiknutim na nézev §innosti 6

. studiiniho materialu jej miZete yehle pidat do
Databaze

kurzu.
(O &% Exerninastroj

Férurm

st neho studini material
Chat

O @l Prizkum

Fiednidka

5 st neha studin materal
5 Slownik

O W Test

O &l Ukl

ost nebo studijni material
=l Ukaly2.2)

) Pokrotile nahravani

soubor

D) Onling text

0 Odewzdat soubor Pfidat Einnast nebo studijnf material

D) Ofline Einnost

22
Wdeopresent

O wllp wiki
O LR workshop

STUDINI MATERIALY

nostnebo studiint material

Q i;."_‘ Baliek IMS Pridat &

(o] Ij Kniha

~ Dt 9

nost nelo studiing material

v

Pridat Zrugit L L . B
Pridat ginnost nebo studijnl matertal

Obr. 2

V zobrazeném formulafi se vyplni pole Ndzev a Popis, coz jsou zakladni
informace o videoprezentaci. Po kliknuti na tlacitko Ulozit dojde k zobra-
zeni tladitek pro spravu obsahu (obr. 3).
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Obr. 3

Nahrat soubory — otevie se souborovy manazer pro nahrani publikova-
nych soubort do systému LMS Moodle. Témito soubory jsou jednak videa
a dale snimky prezentace MS PowerPoint. Tyto soubory jsou pfistupné
vzdy konkrétnimu uzivateli, resp. tvirci kurzu.

Vybrat video — tlacitko otevie okno s nahranymi video soubory. Kliknu-
tim na odkaz PFipojit dojde k pfifazeni vybraného videa (obr. 4).

Lawit

=Nideo »

11184webcasting. mpd Pripaijit

Obr. 4

Vybrat snimky — tlac¢itko otevird okno se snimky MS PowerPoint. Opét
klinutim na odkaz P¥ipojit dojde k prifazeni vybranych snimkt. Takto lze
prifadit libovolny pocet snimkt najednou, nezavisle na poradi (obr. 5).

Zaviit
= Slides =
snimek01 jpg Pripaijit
snimek02. jpg Pripaijit
snimek03.jpg Pripojit
shirmek04.jpg Fripojit
shimek03.jpg Pripojit
shirmek0B. jpg Pripojit
snimekD? jpg Pripaojit
snimek0s. jpy Pripaijit

Obr. 5

Synchronizovat — po kliknuti na tlac¢itko dojde k otevieni okna s moznosti
synchronizace pfitazeného videa s pfifazenymi snimky prezentace (obr. 6).
Samotné nastaveni synchronizace probihé velmi jednoduse. V levé ¢asti
okna je zobrazené video. Na pravé strané jsou doprovodné snimky. Po spus-
téni videa dojde k jeho prehravani a aktudlni cas se pritadi konkrétnimu
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snimku kliknutim na tlaéitko P¥idat ¢as. Cas lze nastavit pro kazdy snimek.
Prifazeny cas se zobrazi vedle popisku Aktualni ¢as. Timto je pfipravena
prezentace k zptistupnéni pro verejnost.

Aetudini €as: 01000 e

Al £ax 0000 [T

Autuainl exs: 000006 R

Obr. 6

Prezentacni ¢ast videoprezentaéniho modulu

Tato ¢ast je jiz plné pfistupnd uzivatelim a poskytuje konkrétni vyu-
kovy material, ktery je kombinaci videa a doprovodnych snimka prezen-
tace. Pokud se dodrzi ptvodni predstava o struktufe prezenta¢ni obra-
zovky, bude realna obrazovka vypadat tak, jak je ukdzano na obr. 7.

Warlarey sreaniigaviel Tachiologii s waitin v
vzdlavacin peocesy

. HKONCEPCE WEBCASTINGU

-

Obr. 7
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Prezentacni obrazovka obsahuje prehravac¢ s videozaznamem, zobraze-
nym aktualnim snimkem podle aktualniho ¢asu prehravani a seznam vsech
doprovodnych snimkt. Pokud se klikne na néktery snimek z knihovny
snimk, dojde k posunu videozédznamu na nastaveny ¢as snimku. Dilezitou
pridanou hodnotou prezentace je zachovani vsech uvedenych vlastnosti ¢i
moznosti napfi¢ vSemi pouzitelnymi formaty videa na internetu v kombi-
naci s riznymi internetovymi prohlize¢i. P¥i pouziti formatu WebM nebo
MP4 je navic prezentacni ¢ast plné funkéni i na mobilnich zarizenich.

Zavér

Uvedeny videoprezenta¢ni modul pro LMS Moodle mél prioritné slouzit
pro otestovani moznosti pfehravani videozaznami prostfednictvim HTML5
s moznosti prezentace materialti na mobilnich zarizenich. Nejsou v ném za-
komponovana rozsahlé nastaveni, coz se pti testovani ukazalo jako znac¢né
pozitivum pro uZivatele z fad uciteli napfi¢ vsemi specializacemi, kteri
jsou mnohdy zdéseni slozitosti LMS Moodle. Presto 1ze modul dale roz-
Sifovat a upravovat. Zejména by se mohlo jednat o automatické vytvo-
feni doprovodnych snimka pfimym uploadem prezentace MS PowerPiont
a moznost vyuziti dalsich reach médii v doprovodnych materidlech po-
pfipadé jejich kombinaci pro zvyseni nazornosti prezentovaného tématu.
Urcité velkym pfinosem by byla automatickd konverze formatia videa dle
pozadavku tvurce kurzu.

V soucasné dobé lze prezentacni ¢ast modulu odzkouset na adrese

http://moodle.pf.jcu.cz/course/view.php?id=117,
kde je jednoducha ukazka webcastingového usporadani videoprezentace
v podobé on-demand. Pokud byste méli zdjem o zaslani instalace tohoto
modulu, stac¢i napsat zadost na email novis@prf.jc.cz.
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Z HISTORIE

Paul Dirac — génius moderni
fyziky

Bez zvelicovani muzeme Fici, Zze Paul
Adrien Maurice Dirac je jednim z védecky
nejplodnéjsich védci 20. stoleti. Jeho nej-
aktivnéjsi védecké obdobi zahrnuje zhruba
10 let (od 25 do 35 let véku). Témér kazdy
rok pfichdzi s novym objevem, snad jen
v 27 letech (rok 1929) trochu vice od-
poéiva, nebot podniki cestu kolem svéta.
Pout absolvoval se svym pritelem Werne-
rem Heisenbergem, pii své cesté poradaji
prednasky (napf. v Tokiu) a setkavaji se
svymi kolegy (napf. v Rusku s Kapicou a
Landauem).

Paul A. M. Dirac (1902-1984)

Podivejme se tedy alespon na malou
vyse¢ jeho védeckého zivota. Roku 1925
prichazi Heisenberg s ,maticovym vykla-
dem“ kvantové mechaniky (pozorovatelné
fyzikalni veli¢iny tvofi matice, operace
s maticemi vedou k nekomutativni al-
gebie). Mezitim nezévisle Erwin Schrodin-
ger prichazi s ,vlnovym vykladem“ kvan-
tové mechaniky vychazejici z de Broglieho
vlnové rovnice. Védecky svét ma dva pii-
stupy ke kvantové teorii. Paulu Diracovi
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se dafi dokazat ekvivalentnost obou vyse
zminénych pristupi a vytvari vlastni for-
malismus pro kvantovou teorii. Je mu 25
let (piSe se rok 1927). Jesté tentyz rok pfi-
chézi s modely kvantovani elektromagne-
tického pole a zkouma vzajemné pusobeni
objektl na atomarni trovni.

Fyzikové odvozuji rovnice pro popis
nové mechaniky — mechaniky, jez popisuje
mikroobjekty. Teorie ma vSak jednu vel-
kou trhlinu, neni relativistickd! Zaklada se
na klasické Newtonovské mechanice, a neni
tedy mozné pomoci ni popisovat Castice
pohybujici se rychlostmi blizkymi rych-
losti svétla. Zacinaji snahy o vybudovani
relativistické kvantové mechaniky.

VysSe zminény nedostatek odstranuji
Oskar Klein a Walter Gordon, pfichéazeji
s feSenim — dnes ho nazyvame Kleinova—
Gordonova rovnice. Fyzikalni svét tak
ma relativistickou teorii pro mikroobjekty.
Vétsina fyzika je spokojena, ne vSak Di-
rac. Klein a Gordon pfi odvozovani vy-
chézi znovu ze zobecnéné de Broglieho vl-
nové rovnice, kterd je sice relativisticka,
avSak ma4 jista uskali. Postup Kleina a Go-
rdona se Diracovi nelibi, nebot nedovoluje
aplikovat jeho transformadni teorii. —

V roce 1928 sestavuje Dirac rovnici,
ktera popisuje kvantovy svét relativisticky.
Jedna se o rovnici pro relativisticky elek-
tron (obecnéji, pro volnou &éstici se spi-
nem %) Na jeho pocest se nazyva Di-
racova rovnice. Rovnice spojuje specialni
teorii relativity a kvantovou mechaniku.
Tento fenomenalni uspéch zaroven predpo-
vid4 existenci pozitronu (pozitron byl ex-
perimentalné objeven roku 1932 v kosmic-
kém zafeni) a objasfiuje existenci spinu.
Jeho rovnice dava skvostné futuristické fy-
zikalni predpovédi, které se pozdéji expe-
rimentalné potvrzuji.

Rok po téchto velkych objevech (1929)
absolvuje Dirac cestu kolem svéta. Po
svém navratu vydava knihu Principy
kvantové mechaniky, kterd je zpocatku
fyziky odsuzovdna a jen pomalu pfiji-
mana. V dalSich letech se stavd Clenem
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vyznamnych svétovych védeckych spolec-
nosti. Roku 1932 je jmenovan profesorem
v Cambridge. O rok pozdéji ziskava spo-
le¢né s Erwinem Schrédingerem Nobelovu
cenu za fyziku za objevy novych produk-
tivnich forem atomové teorie.

Az do pokroc¢ilého véku pracuje na zdo-
konalovani a propracovavani kvantové te-
orie i teorie relativity. Vytvari obecnou
kvantovou teorii pole, pfedpovidd moz-
nosti polarizace vakua (staly vznik a zanik
virtudlnich ¢astic z vakua) a existenci anti-
hmoty, zabyva se obecnou teorii relativity
a vytvari jeji nové formulace.

Poslednich 16 let svého zivota travi
stfidavé v Cambridge a na Floridé, kde
pisobi na univerzité v Tallahassee (hlavni
mésto statu Florida). Umird v Tallahassee
20. fijna 1984. Po deseti letech je prevezen
zpét do rodné Britdnie a pohiben v Lon-
dyné. Lidstvo pfichazi o velkého fyzika 20.
stoleti, jeho dilo je vsak zdkladem i inspi-
raci budoucich fenoméni teoretické fyziky.
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Arthur Beer (1900-1980)

Arthur Beer byl némecky astronom na-
rozeny v Liberci (Reichenberg) 28. ¢ervna
1900. Byl to jediny syn profesora Johana
Beera, ucitele uméni a femesel a Olgy
Pollakové. Arthur dokonéil sva stfedoskol-
ska studia v roce 1918 na gymnaziu v Li-
berci. Dnes v této budové sidli Zakladni
skola s rozsifenou vyukou jazyka, Husova,
ktera v roce 2014 oslavila vyroc¢i 100 let
budovy skoly. V této souvislosti zaci vy-
slali nékolik stovek balénkt naplnénych
heliem ve stejném okamziku k obloze, jako
poselstvi hvézdam A. Beera.

V roce 1924 musel Arthur Beer pod-
stoupit operaci kvuli vazné nemoci. Rok
na to se ozenil s Charlotte Verou Popie-
larsks.

I ptes zdravotni problémy a rodinné za-
lezitosti ukoncéuje v roce 1927 doktorska
studia obhajenim diserta¢ni prace Charak-
terizace spektroskopickych dvojhvézd. Vét-
Sina hvézd v okoli Slunce je spojena gra-
vita¢né do dvojic, ¢i vicenasobnych hvézd-
nych systémi. Mnoho z téchto dvojhvézd
registrujeme v dalekohledu pouze jako je-
diny objekt. Dtvodem je bud jejich velka
vzajemnda blizkost, ¢i velikd vzdalenost
od Zemé. Pfi pozorovani spektralnich car
hvézd dochéazelo u nékterych z nich k je-
jich periodickému rozdvojovani. Jedna se
o dusledek Dopplerova posuvu — pfi obéhu
hvézdy se méni radilni rychlost jejiho po-
hybu a tim dochazi k periodické zméné vl-
nové délky svétla, které k nam prichéazi.
Poprvé byl tento jev pozorovan mezi léty
1887 az 1889.

Dr. Beer nasledné pracoval jako asis-
tent na univerzité ve Wroclawi a to do roku
1928. V roce 1929 zacal pracovat na né-
mecké namorni observatofi jako astronom,
kde vytvarel program pro rozhlasové vysi-
lani s nazvem Novinky z prirody a techno-
logit. Az do roku 1934 pusobil v Hamburku
v planetéariu, kde vyvijel nové stalé expo-
zice, poradal pfednéasky pro vefejnost, pu-
blikoval odborné ¢lanky, ptripravoval roz-
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hlasové popularné-védecké programy vysi-
lané v Némecku, Rakousku a Svycarsku.

Kdyz v roce 1934 =zacalo prona-
sledovani zidovskych védci v nacistic-
kém Némecku, emigroval Arthur Beer do
Cambridge. Mezi 1éty 1934 az 1937 prova-
dél Beer vyzkumy na Solar Physics Ob-
servatory v Cambridge a v letech 1941
az 1945 pusobil téz jako seismolog v Kew
(misto v Richmondu jizné od Londyna).
Poté od roku 1946 az do své penze (v roce
1967) pracoval jako pozorovatel na ob-
servatofi v Cambridge. V této dobé hodné
cestoval, navstivil mimo jiné mnoha mista
USA a Kanady.

Arthur Beer byl ¢lenem Mezindrodni
astronomické unie a Kralovské astrono-
mické spolec¢nosti. Cely védecky zivot po-
tadal odborné a popularni prednasky, psal
¢lanky do novin a ¢asopisi, predkladal od-
borné védecké prace. Byl jednim ze zakla-
dajicich redaktort publikace Vistas In As-
tronomy (Vyhledy v astronomii). Cestny
doktorat mu byl udélen za prace z ob-
lasti historie astronomie. Zemfel 20. fijna
1980 v Cambridge, jeho Zena zemiela rok
po jeho smrti. Oba jsou pochovéani na
hibitové Ascension Parish Burial Ground
v Cambridge.

Jaroslav Vyskocil
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Josef Polak:

DIDAKTIKA MATEMATIKY
Jak uéit matematiku zajimave
a uzitecné

Publikaci zndmého a renomovaného
autora vydalo Nakladatelstvi Fraus v roce
2014 (ISBN 978-80-7238-449-5).

Obsah publikace je roz¢lenén do tii
Casti, z nichz prvni ¢ast vysSla knizné
(432 stran) a dalsi dvé ¢asti budou vydany
v elektronické verzi a dostupné na stran-
kéch flexibooks.cz.

DIDAKTIKA
MATEMATIKY

Jak ugit mat ”
zajimavé a u 2

Prvni ¢ast s nazvem ,Konkrétni di-
daktika matematiky“ tvoii didaktika za-
kladnich oblasti stfedoskolské matema-
tiky. Obsah je rozclenén do 14 kapitol:

1. Uvod

2. Mnoziny a matematicka logika
3. Redlna cisla
4

. Funkce

Matematika — fyzika — informatika 24 2015


flexibooks.cz

5. Goniometrie

6. Rovnice a nerovnice v oboru realnych
Cisel

7. Komplexni ¢isla a jejich uziti, feseni
rovnic v oboru komplexnich ¢isel

8. Kombinatorika

9. Pocet pravdépodobnosti a matema-
ticka statistika

10. Posloupnosti a nekonecné rady
11. Geometrie

12. Vektory a jejich uziti

13. Analytickd geometrie

14. Matematickéd analyza

Zpracovani vSech téchto partii ma jed-
notnou strukturu:

— historie vzniku a vyvoje jejich pojmi i
metod,

— prehled metodického zpracovani v Ces-
kych stfedoskolskych ucéebnicich v his-
torickém vyvoji,

— didakticka analyza moderniho pojeti a
metodika vykladu,

— motivacni a aplikaéni tlohy vcetné ne-
tradi¢nich zajimavych tloh,

— konkrétni zpracovani scénafe nékte-
rych zakladnich vyukovych hodin
(v mozném rozsahu publikace).

Druha c¢ast ,,Obecnd didaktika ma-
tematiky*“ obsahuje stru¢né zpracovand,
avsak ve skolské praxi bezprostfedné vyu-
zitelnd témata: Didaktické zasady vyuco-
vani matematiky. Formy a metody vyuky
matematiky. Prostfedky matematického
vzdélavani. Vzdélavaci programy (RVP a
SVP) matematiky pro SS.

Treti ¢asti je ,,Struénd historie mate-
matiky, vyznamni matematici“.

Zaklad pristupu autora k didaktice
stiedoskolské matematiky tvofi historicky
a didakticky rozbor pojmi a metod vyuky,
kterym je uvedena kazda kapitola. Autor
tim vytvari velmi potfebny nadhled i vhled
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do probiraného uciva v dané kapitole. Pfi-
tom bohaté vyuziva vizualizaci uéiva pro-
stfednictvim vzorovych, krasné zpracova-
nych obrazka. Velmi prospésny je také
uvedeny historicky vyvoj zptsobu zpraco-
vani daného uciva v nasich ucebnicich. Ne-
smirné€ cenné jsou i historické, motivacni a
netradi¢ni zajimavé ulohy.

V tvodu publikace autor kromé jiného
uvadi, ,,...ze matematika nepredstavuje
pouhy soubor vypocetnich postupu, ale je
predevsim svébytnym prostfedkem pozna-
vani a adekvatniho vyjadfovani, tedy spe-
cifickym jazykem*. ,Proto je nutné, i kdyz
nesnadné, soustavné péstovat nejen vypo-
Cetni zrucnost, ale také matematicke vyja-
drovact schopnosti zaku.* Autoruv zpusob
zpracovani této ucebnice vrchovaté sam
napliuje uvedeny princip.

Kniha vychazi jako na zavolanou
v dobé, kdy se uvazuje o znovuzavedeni
povinné maturity z matematiky, kdy ve
spole¢nosti, tudiz i mezi studenty, pre-
vlad4 nazor, Ze vSe musi jit samo, bez na-
mahy a hlubsiho porozuméni.

Z pohledu uditele matematiky a fy-
ziky s jedenactyticetiletou praxi doporu-
Cuji tuto ucebnici didaktiky matematiky
vSem zacinajicim i zkuSené€jsim ucitelim
matematiky, vSem studujicim ucitelstvi
matematiky a také zaktm stfednich skol,
ktefi se o matematiku zajimaji hloubéji.

Frantisek Kopecky

Jan Kopka: Uméni fesit matema-
tické problémy

Publikace, kterou vydal RNDr. Karel
Hoza (HAV, Praha 2013, 212 stran), ob-
sahuje naméty navazujici na uéivo 8. a
9. ro¢niku zakladni skoly s presahem do
ufiva nizsich ro¢nikt stfedni skoly (pte-
dev§im gymndzia) a nabizi velmi inspiru-
jici soubor matematickych problému z raz-
nych matematickych obort.

Nejde vsak o sbirku tloh. Autorovym
cilem je umoznit ¢tenafi pochopit rizné
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strategie FeSeni matematickych problémii,
pocinaje jednoduchymi hiickami a hlavo-
lamy a koncée napt. praci s Fibonaccio-
vou posloupnosti. Stylisticky jsou nabizené
ulohy a problémy formulovany tak, aby
byly zajimavé a pfimo motivovaly k feSeni.
Ale jak je fesit?

UMENI RESIT
MATEMATICKE PROBLEMY

1,1, 2, 3,5, 8, 13,21, 34, 55, 89, 144, ..., Jan Kopka

Autor ukazuje, jak uziteéné mohou byt
i zdanlivé nematematické postupy, jakymi
je hruby odhad a dosazovani ¢isel pokusem
a omylem, zjednodusSeni volbou pomoc-
ného prvku (napf. volbou jedné neznamé),
zanedbani nékterych vstupnich podminek,
feseni jednodussiho pfipadu, rozkreslovani
problému, apod. Pro studenty, ktefi ra-
déji jdou osvédcenou cestou dokazovani,
jsou pfipomenuty zdkladni metody dukazt
(pfimy, nepfimy, dukaz sporem, matema-
tickd indukee).

Matematické mysleni zdkt a studentt
neobycejné rozviji kapitola Hrozny pro-
bléma. Zacina hrou u kulatého stolu. Dva
hraci maji dostatek minci stejné velikosti
a postupné je stridavé kladou na desku ku-
latého stolu. Hrdc, ktery se dostane do si-
tuace, Ze jiz nemd kam minci poloZit, pro-
hrdavd. Zakladni tkol je ten, objevit vitéz-
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nou strategii. Toto je ovSem jakasi roz-
cvicka mysleni, nebof po vyfeSeni tohoto
zédkladniho problému se hra postupné mo-
difikuje doplnénim dalsich pravidel (napf.
poklddani dvou minci na sebe, moznost
vzit minci zpét), nebo se méni jeji vnéjsi
podminky (st@il ma uprostied otvor, po-
uzije se stul jiného tvaru — ctverce, troj-
uhelniku, tvar U, apod.). Vzdy je po-
tfeba nalézt vitéznou strategii, nebo do-
kéazat, Ze neexistuje. Nasleduje fada dal-
Sich matematickych situaci, jejichz obtiz-
nost postupné graduje zarazenim néjaké
dalsi podminky. V pribézném doplnovani
dalsich podminek pravé spociva kumulo-
vani tloh do hroznt.

V knize jsou pftiblizné stejné zastou-
pena témata aritmeticko-algebraicka i ge-
ometrickd. Ale jsou volena velice Sikovné:
Nékteré na pohled ryze geometrické pro-
blémy jsou snéze FeSitelné napt. rovnicemi
a naopak — mnoho na pohled ryze cisel-
nych uloh se da vyfesit, zndzornime-li je
obrazkem.

Autora recenze mj. zaujal obecné ¢asto
zadavany problém najit dalsi ¢leny po-
sloupnosti ¢isel, je-li dano nékolik jejich
prvnich ¢isel. Zadavatel obvykle uznava je-
diné FeSeni (tzn. jeho), postupuje se tak
— bohuzel i pfi hodnoceni v IQ testech.
V knize je ukazéno, ze pokracovani po-
sloupnosti obvykle neni jedinec¢né, nybrz
zalezi na tom, jaké pravidlo na pocatek po-
sloupnosti ctenar ,nasadi“. Takovych pra-
videl mize byt vice a snadno se feSitel ne-
musi shodnout se zadavatelem, coz zada-
vatele zpravidla udivi. V podstaté muze
takova posloupnost pokracovat jakymkoli
Cislem. Tato nejednoznacnost ale odpada
v zéavéreéné témér dvacetistrankové casti
knihy — o krase Fibonacciovy posloupnosti
a tajich v ni ukrytych.

Knihu doporuc¢uji ucitelim zékladnich
a stfednich Skol a jejim prostfednictvim
mohou mnoho vykonat pro zajimavost
Skolské matematiky a pro rozvoj zakov-
skych kompetenci feSeni problémi.

Frantisek Jdchim
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