MATEMATIKA

Ctytthelniky pod mikroskopem

OLDRICH ODVARKO - JARMILA ROBOVA
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

V bézném zivoté se Casto setkédvame se situacemi, kdy je sledovany
soubor danych objektt rozdélen podle urcitych hledisek do skupin. V ta-
kovychto pfipadech hovotime o klasifikaci (nebo také tridént) objektt do
trid podle uréenych kritérii.

Chystame-li se napftiklad na dovolenou k mofi a hleddme-li ubytovani
v hotelu, je pro nas dulezitd informace, zda hotel je ohodnocen tiemi,
¢tyfmi ¢i vice hvézdickami (kritériem je troven sluzeb hotelu). Déle sledu-
jeme, zda je hotel pfimo na plazi, ¢i napriklad do vzdalenosti 100 metrt
od pléZe nebo jesté déle (kritériem je vzdédlenost hotelu od plazZe).

Zaci v dané gkole mohou byt rozt¥idéni do skupin naptiklad podle po-
hlavi, podle mésice narozeni, podle znamky z matematiky na poslednim
vysvédéeni apod. Klasifikace objektti do t¥id se objevuje rovnéz ve védnich
oborech. Napiiklad v mediciné je pro lékaie dutlezita informace o krevni
skupiné pacienta (A, B, O, AB); stejny soubor pacientii mize lékar také
rozdélit podle onemocnéni diabetem (pacient nemé diabetes, ma diabetes
1. typu, méa diabetes II. typu).

Pri kazdé klasifikaci objekti do tfid se jednéd vzdy o roztiidéni prvki
néjaké mnoziny podle zvoleného kritéria do podmnozin, které jsou po dvou
disjunktni, tj. kazdé dvé maji prazdny prinik. Jednu a tu samou mnozinu
prvkia mazeme klasifikovat podle riznych kritérii, jako tomu bylo v pripadé
hotelu, zaka ¢i pacienta.

Ve skolské matematice zavadime fadu pojmi z riznych tematickych ob-
lasti. Podstatné je, abychom nezkoumali jednotlivé pojmy izolované, ale
abychom hledali co nejvice vzajemnych vazeb mezi nimi, abychom vy-
tvareli ucelené struktury pojmi. A to pravé klasifikace umoznuje. TTidéni
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pojmu obvykle realizujeme tehdy, kdy jiz mame probranou pfislusnou par-
tii uéiva a v ramci procvicovani nebo opakovani upeviujeme vzajemné
vazby mezi pojmy.

V tomto ¢lanku se zamérime na klasifikaci rovnobéznikl a jeji vyznam
pro hlubsi pochopeni samotného pojmu i jeho jednotlivych specidlnich
pfipadt. Pfitom se naskytne i fada moznosti k detailnéjsimu poznévani
¢tyTihelniki, které nejsou rovnobézniky. Nase tivahy jsou vedeny tak, aby
predlozené postupy bylo mozné vyuzit pfi praci se zaky druhého stupné
zékladni skoly a odpovidajicich ro¢nikt viceletého gymnéazia. Mira vyuziti
zavisi na urovni zaku i na ¢asovych moznostech.

Klasifikace rovnobé&Zniku

Rovnobézniky lze klasifikovat podle rtznych kritérii. Zakladni tvaha
pri klasifikaci vychézi z toho, Zze danou mnoZinu rozlozime na podmnozinu
a jeji doplnék (jde o tzv. dichotomické tiidéni).

Na obr. 1 je zachycena klasifikace, kdy mnoZinu vSech rovnobézniku
v roviné rozlozime nejdfive podle kritéria existence aspon jednoho vnitr-
nitho pravého ihlu (podmnozina Pravothelniky a jeji doplnék —Pravothel-
niky, tj. Kosothelniky). Vytvorené tiidy déle rozloZime podle druhého kri-
téria kolmost uhlopticek (v pfipadé Pravouhelniki jde o rozklad na pod-
mnozinu Ctverce a jeji doplnék —Ctverce, tj. Obdélniky; obdobné rozlozime
tiidu Kosothelniky).

Rovnobe fniky

/ \ existence aspoi jednolio

Proawerahelniky Kosodchelniby vruitFniho provéhio ahla
Ctverce  Obdéiniky Kosoctverce  Kosodélniky  holmost ithlopricek
Obr. 1

Jiny mozny zpusob klasifikace rovnobézniki je zachycen na obr. 2, kde
oproti situaci na obr. 1 je zaménéno potadi kritérii.
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Rovnobezniky

Cllverce, kosoctucrce Obdélniky, kosodélniky  kolmost ahlopric

2N S

Cverce  Kosoctverce  Obdélniky  Kosodélniky

extstence aspoi jednoho
wreitrndho proveho ahilu

Obr. 2

Ttiidéni pojmi mtizeme zndzornovat také s vyuzitim Vennovych dia-
gramu. Vratime-li se ke klasifikaci na obr. 1, situaci po uziti prvniho krité-
ria (existence aspori jednoho vnitiniho pravého thlu) zachycuje obr. 3a, po
pfidani druhého kritéria (kolmost thlopficek) ziskdme situaci na obr. 3b.

Rouvnobe iniky Lovmobéniky

Uhiy prave Cihly prand

O loprieky kol

HKosothelniby

Hosoddiniky

Obr. 3a Obr. 3b

Dalsi mozné tiidéni rovnobéznikd ukazuji obr. 4a a obr. 4b, kde prvnim
kritériem je shodnost délek vsech stran, druhym shodnost délek uhlopricek.

diemobe tn by Tonnabezniky

- y tran lid e
Strany shodné Strany shodind L elerpidetdeg shaontog

Clueree Obidéla g

Kospitveres Ftosinlélinidoy

Ruzoddlniky

Obr. 4a Obr. 4b

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 323



Tabulka vlastnosti rovnobé&znikta poprvé

K prohloubeni poznatkid o rovnobéznicich mize pfispét zkoumani, zda
dany typ rovnobézniku mé ¢i nemé danou vlastnost. Na zdkladni skole
obvykle zavadime rovnobéznik jako ctyrihelnik, jehoZ kazZdé dvé protéjsi
strany jsou navzdjem rovnobézné.

V tab. 1 jsou v zéhlavi uvedeny vSechny ¢tyfi pfipady rovnobézniki
a ve druhém sloupci je vycet jejich moznych vlastnosti oc¢islovanych 1 az
12 (vlastnost 1 je pouzita v definici rovnobézniku). Do kazdého Fadku a
sloupce se zaznamendva plus (4) ¢ minus (—) podle toho, zda p¥islusny
rovnobéznik mé ¢ nemd danou vlastnost (tab. 1 je jiz vyplnéna).

M B Y4
Vlastnost Ctverec obdélnik | kosoctverec | kosodélnik
I
3 i(hzz;inéédvé sousedni strany jsou + _ + _
4 | Vsechny vnitini uhly jsou pravé + + — -
5 | Kazdé dva protéjsi uhly jsou shodné + + + +
6 l(h;:)i;néédva sousedni thly jsou + + _ _
A B B B
8 | Uhlopiicky se pali + + + +
9 | Unhlopiicky jsou k sobé& kolmé + — + —
10 | Uhlopticky maji stejnou délku + + — —
1 uU}?ll;pﬁéky pali prislugné vnitini + _ + B
T e N I S I S
Tab. 1

Na zékladé tab. 1 lze fesit dalsi ulohy, které jsou zajimavéjsi a které
ukazuji rtizné moznosti vyuziti klasifikace ke zjistovani novych vazeb mezi
rovnobézniky, a dokonce i k objevovdni novych dosud nezarazenych ob-
jekta.
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Tabulka vlastnosti rovnobéznikt podruhé

Jak jiz bylo uvedeno, ve skolské matematice je rovnobéznik definovan
jako ¢tyruhelnik, jehoz kazZdée dvé protéjsi strany jsou navzdjem rovnobézné
(vlastnost 1 v tab. 1). Z tab. 1 je zfejmé, Ze vlastnosti 2, 5, 7, 8 a 12 maji
v8echny rovnobézniky (zde jsou totiz uvedeny pouze symboly +). Tato sku-
teCnost se vétsinou zakum predklada pomoci nazornych obrazku; pfitom
exaktni zdivodnéni neni nijak naro¢né a podle naseho nazoru je uzitecné.
Jde o vhodnou pfilezitost procviéit jiz diive osvojené poznatky (vlastnosti
souhlasnych a stfidavych 1hl, pojem pfimého thlu, véty o shodnosti troj-
thelnik®). Soucasné se zaci u¢i na matematicky jednoduchych piikladech
své uvahy zdavodnovat. V nasledujici ¢asti se budeme vénovat zdtivodnéni
tvrzeni platnych pro libovolny rovnobéznik, ktera vyplyvaji z uvedené de-
finice rovnobézniku.

Kazdé dvé protéjsi strany rovnobéiniku maji shodnou délku (vlastnost 2
v tab. 1).

Na obr. 5 jsou dvé dvojice rovnobézek p, g a r, s, které vymezuji rovno-
béznik ABCD a jeho thlopiicku AC. Z rovnobéZnosti pfimek p, ¢ plyne
shodnost stiidavych uhlt oznacenych jako «;. Obdobné na obr. 6 z rov-
nobéznosti ptimek r, s vyplyva shodnost stfidavych hld oznacenych jako
as. Trojuhelniky AC'D a C'AB maji spole¢nou stranu AC; s vyuZzitim po-
znatk o thlech aq, as jsou proto trojuhelniky shodné podle véty usu.
Odtud uz plyne shodnost délek protéjsich stran AB a C'D, rovnéz AD a

" 7

lf fb’ ¥ o |,/‘ I-B H 7
Obr. 5 Obr. 6

V kazdém rovnobéziniku jsou protéjsi dhly shodné (vlastnost 5 v tab. 1).

Ze shodnosti trojuhelniki ACD a CAB plyne, ze uhly CDA a ABC
jsou shodné (obr. 7). Na zékladé obr. 5 a obr. 6 je patrné, Ze jsou shodné
uhly DAB a BCD. Odtud jiz ziskdme platnost daného tvrzeni (obr. 8).
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.4[ /1; "y Vs 3 4
Obr. 7 Obr. 8

Souéet velikosti kaZdych dvou sousednich uhli rovnobéZniku je 180° (vlast-
nost 7 v tab. 1)

7 rovnobéznosti pfimek r, s na obr. 9 plyne, Ze souhlasné thly BAD
a FBC jsou shodné. Obdobné z rovnobéznosti piimek r, s je ziejmé, ze
souhlasné thly DAE a CBA jsou také shodné. Vyznacené tuhly «, 5 jsou
uhly vedlejsi, a jejich soucet je proto 180°.

7

Obr. 9

V kazdém rovnobéziniku se uhlopricky puli (vlastnost 8 v tab. 1).

Ze shodnosti dvojic stfidavych thli oznacenych postupné jako aq, as,
B1, B2 (obr. 10) a ze shodnosti protéjsich stran rovnobézniku plyne, Ze
trojihelniky ABS a C'DS jsou shodné podle véty usu. Na zakladé ob-
dobné tvahy jsou také shodné trojuhelniky BC'S a DAS dle véty usu. Ze
shodnosti odpovidajicich si stran v téchto trojuhelnicich plyne, ze bod S
je stfedem obou thlopficek, a thlopricky se tedy puli.

Obr. 10
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Kazdd uhlopricka déli rovnobéznik na dva shodné trojuhelniky (vlastnost
12 v tab. 1).

7 adaju na obr. 10 je zfejmé, ze kazdéa thlopficka ptli rovnobéznik na
dva shodné trojuhelniky ACD a CAB, resp. DAB a BCD.

Yv_#

Tabulka vlastnosti rovnobé&zniku potreti

V predchéazejici ¢asti jsme na zdkladé definice rovnobézniku odvodili
pét tvrzeni o jeho vlastnostech. Vime uz napiiklad, ze kazdé dvé pro-
téjsi strany rovnobézniku maji shodnou délku. Vznikéd otédzka, zda plati
uvedené tvrzeni také obracené: Maji-li v ctyruhelniku kaZdé dvé protéjsi
strany shodnou délku, potom se jednd o rovnobéznik.

Na obr. 11 je zobrazena vychozi situace, kde v nacrtnutém ¢tyrahelniku
jsou proté&jsi strany shodné a je zde navic dokreslena tihlopticka AC. Vy-
znacené trojuhelniky AC'D a C'AB jsou shodné dle véty sss. Odpovidajici
thly lezici v trojuhelnicich pfi strané AC jsou stiidavé a ze shodnosti troj-
thelnikid plyne, ze jsou shodné (obr. 12). Odtud dostavame, Ze strany AB
a CD a stejné i strany BC a AD ¢&tyfahelniku ABCD jsou rovnobézné.
Ctyithelnik ABCD je tedy rovnobéznik, a tim je tvrzeni dokézano. K dii-
kazu tohoto tvrzeni muzeme vyuzit také obr. 13, kde ¢tyfuhelnik ABCD
je rozdélen na dva shodné trojuhelniky pomoci thlopticky BD.

Obr. 11 Obr. 12

Rovnobéznik mizeme také definovat jako ¢tyruhelnik, ve kterém maji
kazdé dvé protéjsi strany shodnou délku (vlastnost 2). K obdobnym zavé-
rim bychom dospéli i v pfipadech souvisejicich s vlastnostmi 5, 7, 8 a 12:

Kazdy ctyrihelnik, ve kterém plati néekterd z vlastnosti

— vechny protéjsi uhly jsou shodné,

- soucet velikosti kaZdych dvou sousednich uhli je 180°,

— uhlopricky se puli,

— kaZdad uhlopricka déli ctyriuhelnik na dva shodné trojuhelniky
je rovnobéznik.

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 327



Odtud plyne, Ze rovnobéznik lze definovat nejen pomoci rovnobéznosti
nebo shodnosti protéjsich stran, ale také kazdou z vlastnosti 5, 7, 8 a 12.

Tabulka vlastnosti rovnobé&znikt poétvrté

V tab. 1 si nyni vSimneme radkd 3, 4, 6, 9, 10 a 11, ve kterych se
vyskytuji symboly + i —. Budeme zkoumat, zda existuji ¢tyithelniky, které
nejsou rovnobéZniky a pritom maji n€kterou z téchto vlastnosti. Zamétime
se nejprve na vlastnosti uvedené v fadcich 3, 4, 6 a 11.

Ezxistuje ctyriuhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ kaZdé dvé sousedni
strany jsou shodné?

Ze shodnosti kazdych dvou sousednich stran plyne shodnost vSech ¢tyt
stran ¢tyifthelniku. V predchozi casti jsme ukézali, ze jiz ze shodnosti
protéjsich stran ¢tyitahelniku plyne, Ze jde o rovnobéznik.

Exzistuje ctyruhelnik, ktery nent rovnobéznikem a jehoZ vsechny vnitrni uhly
jsou pravé?

7 predpokladu, ze vSechny vnitini thly jsou pravé, plyne, Ze protéjsi
thly jsou shodné. V predchozi casti jsme vysvétlili, Ze jiz ze shodnosti
protéjsich Ghla ¢tyrahelniku plyne, ze jde o rovnobéznik.

Ezistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ kazdé dva sousedni
whly jsou shodné?

Jsou-li sousedni thly shodné, potom jsou vSechny tihly shodné, a proto
i protéjsi tthly jsou shodné. Jde tedy o rovnobéznik.

Ezxistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoz uhlopricky puli pri-
slusné vnitini uhly?

Nacrtneme si ¢tyfthelnik ABC D, jehoz thlopticky puli vnitini thly
(obr. 14). Soucet velikosti vnitfnich thli v trojuhelnicich ABC i ACD je
180°, a proto plati a; + 281 + as = a1 + 282 + a3. Jednoduchou upravou
ziskané rovnosti dospé&jeme ke vztahu §; = B3. Obdobné bychom dospéli
pfi vyuziti trojiuhelnikit ABD a BCD, 7e a; = ap. Z uvedeného plyne, Ze
kazdé dva protéjsi ihly jsou shodné (obr. 15), proto jde o rovnobéznik.

Ukézali jsme, ze ¢tytuhelnik s kteroukoliv vlastnosti 3, 4, 6 a 11 je vzdy
rovnobéznik.

Zbyvaji vlastnosti 9 a 10, pro které provérime, zda je maji i jiné Ctyi-
thelniky nez rovnobézniky.
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Obr. 14 Obr. 15

Erxistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ tuhlopricky jsou
k sobé kolme?

V ptipadé hledani ctyttuhelniki, které maji kolmé thlopticky, lze v pro-
gramu GeoGebra tyto thloptic¢ky sestrojit a zménou polohy jejich krajnich
bodu (pifi zachovéni kolmosti thlop¥icek) postupné objevovat rizné pii-
pady ¢tyfahelnikii (obr. 16). Ve specidlnim piipadé dospéjeme k deltoidu
(obr. 17).

Obr. 16 Obr. 17

vy o 2%

Ezistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ uhlopricky magji
shodnou délku?

Obdobné jako v pfedchozim pfipadé mizeme v GeoGebie zadat stejné
dlouhé a protinajici se tisecky—thlopricky, napt. délky 5 cm. Krajni body
téchto dvou tisecek urcuji vrcholy ¢tytthelniku. Zménou polohy krajnich
bodt sestrojenych usecek ziskdme razné obecné Etyfuhelniky (obr. 18).
Jako specialni pfipad obdrzime rovnoramenny lichobéznik (obr. 19).

7

Obr. 18 Obr. 19
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Tabulka vlastnosti rovnobézniku popaté

Mizeme se opét vratit k tab. 1, kde v fadku 1 je uvedena vlastnost-
kritérium kazdé dvé protéjsi strany jsou navzdjem rovnobézné. Muzeme se
ptat, které c¢tyruhelniky tuto vlastnost nemaji. Postupné tak dospéjeme
k rozkladu mnoziny vsech ¢tyrihelnikt podle po¢tu dvojic rovnobéznych
stran (obr. 20).

Ctyithelniky

rovnobdiniky

Obr. 20

Obdobné mizeme provadét klasifikace ¢tytahelniki ,,zeslabovanim* pod-
minek, naptiklad v fadku 4 tab. 1: vSechny vnitini uhly jsou pravé — dosta-
vame pravouhelniky, ¢ vnitrni dhly jsou pravé — jde o prazdnou mnozinu,
dva vnitrni uhly jsou pravé — jde nap¥. o pravouhlé lichobézniky a nékteré
deltoidy, jeden vnitrni uhel pravy — napt. nékteré deltoidy a nékteré dalsi
rtuznobézniky, Zadny uhel pravy — napt. kosothelniky, obecné lichobézniky,
rovnoramenné lichobézniky a nékteré deltoidy.

Podstatné je, aby zaci pfi probirani ¢tyrtuhelnikd byli vedeni k aktivni
praci, aby experimentovali, vytvareli sami pfislusné hypotézy o vlastnos-
tech ¢tyithelnikt, zddvodnovali je a uzivali ziskané poznatky. V uvede-
ném tématu doporucujeme pii modelovani riiznych situaci vyuzit program
GeoGebra. Pokud neni k dispozici, mohou zaci ¢rtat obrazky a pouzivat
k modelovani ¢tyfthelnikt Spejle nebo tuzky.

Literatura
[1] Hermann, J. a kol.: Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnézii: Trojuhel-

niky a ¢tyfahelniky. Prometheus, Praha, 1995.

[2] Odwvdrko, O. — Kadlecek, J.: Matematika pro 7. roénik ZS, 3. dil: Shodnost; stie-
dova soumérnost; ¢tyfuhelniky; hranoly. Prometheus, Praha, 2012.
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O zaludnosti jedné tlohy z MO

HANA STEPANKOVA
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budéjovice

Pred casem jsem posuzovala feseni jedné tlohy z Matematické olym-
piady (MO), ktera byla zadéna zakdm 1. roénikd stfednich skol a odpovi-
dajicich roéniki gymnazii v krajském kole (v Jihoceském kraji) kategorie C
této soutéze.

Zadani ulohy bylo jednoduché a srozumitelné. Kromé ¢tyt fesitelu z cel-
kového poctu 42 se vSichni ostatni pokusili nalézt feSeni této tlohy. Osm-
nact z nich neprislo na myslenku, jak danou tilohu vyfresit, ostatni dospéli
ke spravnému vysledku. Kazdy, kdo opravuje tlohy MO, kontroluje nejen
spravny vysledek, ale sleduje také spravny postup feSeni. Pri této ¢innosti
jsem byla nemile pfekvapena zjisténim, ze pouze 6 Fesitelt uvedlo naprosto
korektni feSeni. Vétsinu z téch, kteri dospéli ke spravnému vysledku, avsak
s chybnym postupem, zavedl do slepé ulicky nezjednoduseny pomeér 63 : 36
uvedeny v zadani tlohy.

Je jiz tradici zarazovat do zadéani dloh ¢islo ro¢niku, v kterém se soutéz
konala, nebo letopocet prislusného roku. Z tohoto duvodu byl v textu
tlohy uveden zapis poméru 63 : 36 misto jednodussiho 7 : 4. Uvazovala
jsem proto o moznosti zmény formulace zadané tlohy tak, aby chybny
postup, kterym se ubirala vétsina FeSiteld, nevedl ke spravnému vysledku.
Jak by zvolal Archimédes ,,Heuréka“, nasla jsem. Pojdme se nyni detailnéji
podivat na tuto ulohu, jeji spravné feseni a porovnejme je s ivahou vétsiny
fesiteld a dale s pozménénou tlohou.

Uloha (63-MO-C-1I-1)
Najdéte vSechny trojice (ne nutné rtznych) éislic a, b, ¢, pro néz péti-
mistna c¢isla 6abc3 a 3abcb jsou v pomeéru 63 : 36.

Reseni. Dvé zadan4 ¢isla miizeme rozepsat jako

6abc3 = 60000 + 1000a + 1006 + 10c + 3,
3abc6 = 30000 + 1000a + 1006 + 10c + 6,

kde a,b,c € {0,1,2,...,9}. Zavedenim substituce
x = 100a + 10b + 1c, (1)
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zjednodusime zapisy Cisel na tvar

6abc3 = 60000 + 10z + 3, (2)
3abc6 = 30000 + 10z + 6. (3)

Ma-li byt splnéna podminka, ze dana ¢isla jsou v poméru 63 : 36, musi
platit
6abc3 63

-1 (@
3abc6 36 4

Dosadime-li do vztahu (4) tvary ¢isel (2) a (3), ziskdme nésledujici rovnici

60000 +10x+3 7

30000 + 10z +6 4~

Odtud 2 = 999. Tomu odpovida trojice &islic a = b = ¢ = 9. Uloha ma
tedy jediné feseni, a to ¢isla 69993 a 39 996.

Uvedeny postup vznikl rozvedenim vzorového feseni dostupného na in-
ternetovém zdroji [3], kde je i ndvod na bodové ohodnoceni této tlohy.
Nasledujici moznost chybného feseni zdroj neuvadi.

Nespravna avaha nékterych resitelu

Jak bylo v ivodu ¢lanku zminéno, nékteri icastnici krajského kola MO
se pri reseni zadané tlohy nevyvarovali chybné tvahy. Nejéastéjsi pristup
ke zjisténi dvou neznamych Cisel totiz spocival v tom, ze FeSitelé hledali
tato ¢isla ve tvaru nasobku c¢isel 63 a 36 tak, aby pfitom spliiovala dany
pomér. Protoze hledana ¢isla jsou opravdu takovymi nasobky, dospéli tito
fesitelé ke spravnému vysledku.

PopiSme nyni postup jejich feseni: Aby hledand pétimistna ¢isla 6abc3
a 3abc6 byla v poméru 63 : 36, musi byt néjakym pfirozenym nasobkem
¢isel 63 a 36. Oznacme tedy

6abc3 =63 -k, 3abc6 =36 -k, kdek € N.

Snadno zjistime, ze ¢islo 63 - kK bude pétimistné s prvni éislici 6, jestlize
k € {953,954, ...,1111}. Analogicky vidime, Ze ¢islo 63 - k& bude péti-
mistné s prvni éislici 3, kdyz k € {834,835, ...,1111}. Obé skuteénosti jsou
splnény soucasné, pravé kdyz k € {952,953,...,1111}. Navic, k-nasobek
Cisla 63 je ukoncen éislici 3 (a k-nésobek ¢éisla 36 je ukonden ¢islici 6), ma-li
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¢islo k na misté jednotek éislici 1, tedy k& € {961,971,...,1111}. Vyzkou-
Senim vsech 16 moznosti zjistime, ze vyhovuje jen k = 1111, pro néz plati
a=0b=c=29, a hledana cisla jsou 69993 a 39 996.

Tento postup vypada na prvni pohled zcela spravné, ale neni tomu tak.
Resitelé tlohy opomnéli jednu diilezitou véc. Zadany pomér 63 : 36 bychom
totiz mohli také napsat naptiklad jako 42 : 24. Stale jde o pomér, jehoz
zékladni tvar je 7 : 4. V zadané tiloze je rozsifen deviti a podruhé jsme jej
rozsifili osmi.

Podivejme se, jak by cela situace vypadala, kdyby zadany pomér byl
42 : 24, a porovnejme Feseni obéma vyse uvedenymi pristupy.

Reseni pozménéné tlohy
Maéme najit vSechny trojice (ne nutné riznych) ¢&islic a,b, ¢, pro néz
pétimistnd ¢isla 6abc3 a 3abcb jsou v poméru 42 : 24.

Pruni zpusob reseni. Dvé zadana c¢isla opét muzeme rozepsat jako

6abc3 = 60000 + 1000a + 1006 + 10c + 3,
3abc6 = 30000 + 1000a + 1006 + 10c + 6,

kde a,b,c € {0,1,2,...,9}. Vyuzitim substituce (1) dostaneme éisla ve
tvaru (2) a (3) a sestavime rovnici

60000 + 10z +3 42 7

30000 + 10z +6 24 4"

Af uZ k vypoctu na pravé strané rovnice pouzijeme zlomek % nebo %,
vysledek bude vzdy x = 999. Nachazime jediné feseni, kterym jsou ¢isla
69993 a 39996.

Druhy zpusob eseni. Hledejme neznama ¢isla jako nésobky ¢isel 42, resp. 24.
Muzeme je tedy zapsat ve tvaru

6abc3 =42 -k, 3abc6=24-k, kdek € N.

Je zfejmé, ze pro zadné prirozené c¢islo k nebude ¢islo 6abc3 nasobkem
¢isla 42. Cislo 6abc3 je totiz &islo liché a kazdy piirozeny nasobek ¢isla 42
je vzdy cislo sudé.

Odpovéd vétsiny FeSiteltt by v tomto pfipadé asi byla, Ze hledané ¢isla
neexistuji. Pokud by jim ovSem na mysl nepfislo podezreni, Ze iiloha by
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nejspis néjaké feseni mit méla a oni by ve svém vypoctu chybnou tvahu
odhalili a opravili ji.

Bystry ¢tenar uz urcité nahlédl, ze zakladnim problémem pfi druhém
pfistupu k feSeni dané tlohy je nutnost uvedeni poméru na zékladni tvar.
Tim bude zaruceno, ze vezmeme v ivahu kazda dvé ¢isla, kterd jsou v po-
méru 7 : 4 a nalezneme uz nékolikrat uvedené feseni; to se pres nasobky
¢isla 42 nestalo.

Jisté bychom nasli i jiné priklady, kdy fesitelé uvadéji zdanliveé korektni
postupy vedouci ke spravnému vysledku, v nichz vSak pfi dikladnéjsim
prozkoumani objevime hrubé chyby. Tito fesitelé si tyto nedostatky neu-
védomuji. Pokud posuzovatel takové chyby neprehlédne, je vystaven tlaku
fesiteld, dotazujicich se s pocitem kiivdy na bodovou penalizaci, kdyz védi,
ze jejich vysledek je spravny. Smutnéjsi ale je, pokud méné zkuSeny opra-
vujici nezjisti, ze postup feseni je chybny.

V tomto prispévku jsme chtéli upozornit predevsim na dulezitou sku-
tecnost, ze spravny vysledek a postup feseni tlohy jsou dvé ¢asti, které
neoddélitelné patii k sobé.
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Ctyti body na kruZnici

JAROSLAV SVRCEK - VOJTECH ZLAMAL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem tohoto prispévku je poskytnout ¢tenari strucny a prehledny na-
vod, jak Fesit planimetrické diikazové tlohy, jejichz tkolem (nebo soucasti
FeSeni) je dokézat, ze dané Ctyfi (popf. vice neZ ¢tyfi) body lezi na téze
kruznici.
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Metodika popsana v tomto ¢lanku neni v potfebném rozsahu k dis-
pozici zaktum ani ucitelim nasich stfednich skol v pfislusnych ucebnicich
planimetrie pro gymnazia ani pro stfedni odborné skoly. Tato skutecnost
je limitovdna pomérné velkym mnozstvim dalsich tematickych (kurikuldr-
nich) celkl obsazenych v RVP. S uvedenou problematikou se v8ak hojné
setkdvaji matematicky zdatnéjsi zaci (a potazmo i jejich ucitelé) pfi feseni
uloh z riznych matematickych soutézi. Zminéné postupy jsou tak zaci nu-
ceni nejprve objevit samostatné a poté aplikovat pfi feseni danych tkoli.

Pfi provadéni dtikazi, Ze dané étyfi body lezi na téZe kruznici (jsou kon-
cyklické) lze postupovat dvéma zdkladnimi (syntetickymi) cestami. Nej-
prve oba zékladni postupy popiSeme a déle ukazeme aplikace obou popsa-
nych metod pri feseni nékolika snazsich tloh.

Kvili zjednoduSeni tivah budeme (bez Gjmy na obecnosti) uvazovat
body A, B, C, D, které v tomto potadi tvofi vrcholy konvexniho étyithel-
niku.

Prvni zpiisob feseni dikazovych uloh daného typu se opird (ve troji
modifikaci) o zékladni vlastnosti obvodovych hli, popf. zndmé kriterium
pro tétivovy ctyruhelnik. Lze jej charakterizovat nasledujicimi zndmymi
tvrzenimi, které zde nebudeme dokazovat. Dikazy téchto tvrzeni je mozno
nalézt napt. v [1], [5].

Véta 1

Konvexnimu ¢tyfuhelniku ABC D lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

|t ACB| = |< ADB|. (obr. 1)

Obr. 1

Véta 2a (kriterium tétivového ¢tyfuhelniku)

Konvexnimu ¢tyruhelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

X BAD| + [ DCB| = | ADC| + |XCBA| = 180°. (obr. 2a)
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Véta 2b

Konvexnimu ¢tyiuhelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz velikost
vnitfniho thlu pti kterémkoliv jeho vrcholu je shodna s velikosti vedlejsiho
uhlu u vrcholu protéjsiho (obr. 2b).

Priklad 1

Necht ABCD je rovnoramenny lichobéznik se zékladnami AB a CD,
P necht znaéi prusec¢ik jeho thlopticek a O stied kruznice jemu opsané.
Dokazte, ze body B, C, P, O lezi na téze kruznici.

Obr. 3

Reseni. Predpokladejme, Ze P # O. V opa¢ném piipadé je FeSeni trividlni.
Dale predpoklddejme, ze body B, C, P, O tvoii v uvedeném potadi vrcholy
¢tyrihelniku stejné jako na obr. 3.

Predné si uvédomme, Ze body P a O lezi na spolecné ose zékladen AB,
CD rovnoramenného lichobé/niku ABCD a ze uhlopticky AC' a BD li-
chobézniku ABCD jsou shodné. V pfipadé ¢tyithelniku BCOP (vrcholy
¢tyttahelniku jsou po fadé body B, C, O, P) je mozno situaci fesit analo-
gicky. Jelikoz bod O je stiedem kruznice opsané uvazovanému lichobézniku
a |AC| = |BD|, jsou trojihelniky AOC a DOB shodné (podle véty sss).
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Plati tedy [ PCO| = | PBO|. Podle véty 1 je tak ¢tyituhelnik BCPO
tétivovy (B, C, P, O lezi na téze kruznici).
Priklad 2

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C', bod
M jako pata kolmice z vrcholu C na stranu ¢ a body K, L lezici po fadé na
strandch BC, C'A, pfi¢emz plati 2| BK| = |CK| a 2|CL| = |AL| (obr. 4).
Dokazte, ze body K, C, L a M lezi na téze kruznici.

C

A M B
Obr. 4

Reseni. Vzhledem k tomu, ze tisecka CM je kolma ke strané AB, plati
|[XCBA| = [t ACM|, |XBAC| = |xMCB|,

z ¢ehoz vyplyva, ze trojihelniky CAM a BCM jsou podle véty uu po-
dobné.

Jelikoz body K a L déli po fadé strany BC' a C'A ve stejném poméru,
jsou také trojuhelniky MBK a MCL podobné. Plati tedy [XBMK| =
= |[XCMLJ|. Odtud plyne

90° = |[XxBMC| = [ BMK|+ [ KMC| =
=|XKMC|+|CML|=|xKML|.
Jelikoz
X LOK|+ [« KML| = | ACB| + | KML| = 180°,
body K, C, L, M lezi (podle véty 2a) na téze kruznici.

Jin€ teseni. Opét vyuzijeme skutecnosti, Ze trojuhelnik M BK je podobny
trojuhelniku MCL (viz prvni FeSeni). Plati tudiz [SMLC| = |[X MK B|
(obr. 5).

S ohledem na vétu 2b je tak dokazano, ze body K, C, L, M lezi na téZze
kruznici.
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A M B
Obr. 5
Dalsi zpisob provadéni dukazi, ze dané ¢tyti body lezi na téze kruznici,
vyuzivd tzv. mocnosti bodu ke kruZnici, viz napt. [2]. Tento zpusob je
charakterizovan nasledujicimi dvéma znamymi tvrzenimi.

Véta 3a

Necht je dan konvexni étyfuhelnik ABCD a predpoklddejme, Ze se
pifmky AB a CD protinaji v bodé M (obr. 6). Ctyithelniku ABCD lze
opsat kruznici, pravé kdyz plati |[MA|- M B| = |MD]|-|MC)|.

Obr. 6
Véta 3b

Necht P je pruseéik uhlopticek konvexniho étyithelniku ABC'D (obr. 7).
Ctytahelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

|PA|-|PC| = |PB| - |PD|.
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Pozndmka. Véta 3b se vSak v praxi vyuziva predevsim pfi feSeni met-
rickych 1loh vychézejicich z umisténi ¢tyr bodt na kruznici, nikoliv tedy
s cilem dokézat koncykli¢nost ¢tyr bod.

Piiklad 3 (53. MO, A-TII-5)

Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku BC' kruznice opsané
¢tverci ABCD. Ozna¢me K prusecik pfimek AL a C'D, M prusecik primek
AD a CL a N prusecik primek M K a BC. Dokazte, ze body B, L, M a
N lezi na téze kruznici.

Resent. Jelikoz tihlopiicka AC je priimérem kruznice opsané étverci ABCD,
je thel ALC pravy (podle Thaletovy véty). V trojihelniku ACM tak tvoii
usecky AL a CD vysky a bod K je jejich prusecikem, tj. ortocentrem troj-
thelniku ACM. Oznaéme P prusecik pfimek AC a M K. Protoze tisecka
M P prochéazi bodem K, je vyskou v trojuhelniku AC'M k jeho strané AC.
Odtud vyplyvé, ze thel M PA je pravy (obr. 8).

M

D K C

-/
P
N
/7]
A B
Obr. 8

Piimka M K proting stranu BC' v jejim vnitfnim bodé N, nebot pfimka
MK je rovnobézna s uhloptitkou BD (obé jsou kolmé na AC). Vzhledem
k tomu, ze thly NBA, APN, ADC a ALC jsou pravé, jsou podle Thale-
tovy véty ¢tytthelniky DK LM, APKD, ABN P tétivové. Bod C lezi vné
kruznic opsanych uvedenym ctyrthelnikim, je mozné tak vyuzit vétu 3a.
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Plati tedy
|CM|-|CL| = |CD|- |CK],
|CD|-|CK| = |CA|-|CP|,
|CA|-|CP| =|CB|-|CN]|.
Odtud

|CM|-|CL| =|CD|-|CK| = [CA|-|CP| = |CB|-|CN]|,
|CM|-|CL| = |CB| - |CN].

Tim je podle véty 3a dokézano, ze body B, L, M a N jsou koncyklické.
Priklad 4 (60. MO, modifikace tlohy A-I-3)

Jsou dany kruznice k, £, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K,
L po tadé dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, Ze bod B je
vnitfnim bodem trojuhelniku AKL. Na kruznicich £ a ¢ zvolme po fadé
body N a M tak, aby bod A byl vnitinim bodem tse¢ky M N, kde M N
a KL jsou rtiznobézky (obr. 9). Dokazte, ze pokud pfimka M N je teénou
kruZnice opsané trojuhelniku AKL, je ¢tyiahelnik K LM N tétivovy.

Obr. 9
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Reseni. Oznaéme P priseéik piimek KL a MN. Jelikoz je bod P vné
kruznic k, ¢, plati

|PK|*=|PA|-|PN|,  |PL|* = |PA|-|PM]|,
coz je mozno prepsat do tvaru

|PK|? PA| = |PL|? (1)
|PN|’ - |PM[

[PA| =

Ozna¢me m kruznici opsanou trojiuhelniku AK L. Je zfejmé, Ze bod P lezi
vné této kruznice. Z predpokladu, ze pifimka M N je te¢nou kruznice m
(s bodem doteku A), vyplyva

|PA]? = |PK]| - |PL]. (2)

Z rovnic (1) a (2) plyne

PK|?> |PL)?
PK|-|PL| = PA2:| .
IPK|-IPL| = |PAP = Foo - (B
|PK|? |PLJ? |PK|-|PL|
PK|-|PL| = . =|PK|-|PL|- —————.
|PK]-|PL| PN[ | PM] |PK]-| ||PN‘,|PM|
Nutné pak
|PK]|-|PL| _
|PN|-|PM|

tedy |PK|-|PL| = |PN|-|PM|. Podle véty 3a tak body K, L, M, N lezi
na téze kruznici, ¢imz je dikaz ukoncen.

Dale uvadime nefesené tlohy s podobnou tematikou, které jsou urceny
zdjemclm o tuto problematiku.

Priklad 5
Ve ¢tverci ABCD jsou zvoleny na stranach BC a C'D po fadé body L
a M tak, ze tthel LAM ma velikost 45°; thlopficka BD protina pfimku
AL v bodé K a pfimku AM v bodé N. Dokazte, ze body K, L, C;, M a
N lezi na téze kruznici.
[Urcete velikost thlu ANL ve &tyithelniku ABLN ]
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Priklad 6

V roviné jsou dany dvé riizné polopiimky VX a VY. Na polopfimce VX
jsou dény body A, C, E, G (v tomto pofadi podle vzdalenosti od bodu V,
od nejblizsiho po nejvzdalenéjsi) a na polopfimce VY body B, D, F, H
(v tomto poradi podle vzdalenosti od bodu V', od nejblizsiho po nejvzda-
lengjsi), pticemz body A, B, C, D lezi na téze kruznici, body C, D, E, F
lezi na téze kruznici a body E, F', G, H lezi na téze kruznici. Dokazte, Ze
také body A, B, G, H lezi na téze kruznici. [Pouzijte vétu 2b.)

Priklad 7

Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik, O priiseéik jeho vysek a O’ bod
soumérné sdruzeny s bodem O podle osy AB. Dokazte, Ze body A, O', B
a C' lezi na téze kruznici. [Pouzijte vétu 1.]

Priklad 8

Necht ABC' je tupouhly trojuhelnik, O prusecik jeho vysek a O’ bod
soumérné sdruzeny s bodem O podle osy AB. Dokazte, Ze body A, O', B
a C lezi na téze kruznici. [Uvazte velikost thlu CO'B.]

Priklad 9
Bud ABCD konvexni ¢tyfthelnik s navzijem kolmymi dhlopfickami,
které se protinaji v bodé O. Dokazte, %e kolmé praméty A’, B’, C’, D’
bodu O po fadé na tsecky AB, BC, CD a DA lezi na téze kruznici.
[Dokazte, ze ¢tyithelnik AA'OD’ je tétivovy a déle uzijte vétu 1.]

Priklad 10

Bud ABCD tétivovy ¢étyfahelnik. Necht jsou Iy, I stfedy kruZnic ve-
psanych po fadé trojuhelnikim ABC a ABD. Dokazte, ze také ¢tyituhelnik
ABI4 15 je tétivovy. [Uréete velikosti thlt A1 B a AI;B.]

Priklad 11
Je dan trojuhelnik ABC, kruZnice k opsana trojuhelniku ABC' a prii-
seCik T tecen vedenych ke kruznici k& body A, B. Piimka rovnobéznéa s AC
a prochézejici bodem T protinad tsecku BC' v bodé D. Dokazte, ze body
B, D, A a T lezi na téze kruZnici.
[Vezméte v Gvahu rtizné vzajemné polohy piimek TC a AB.]
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejnovani uloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojici uloh. Jejich fe-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2016 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz.

Uloha 219

Cela cisla k, n splnuji nerovnost

. k(k+1?))(k+2)

Dokazte, ze pokud k > 3, lze ¢islo n lze zapsat ve tvaru sou¢tu k navza-
jem ruznych celych kladnych ¢isel, pficemz nejmensi z nich je sudé, druhé
nejmensi je nasobkem t¥i, tfeti nejmensi nasobkem Ctyr atd., az nejvétsi
z k sCitancl je nasobkem k + 1. Plati stejny zavér i v pripadé k = 27
Jaromir Simsa
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Uloha 220
V kazdém ze dvou vyrazt
.3 2

A=29" B =32

)

se pravidelné sttida 2016 dvojek a 2016 trojek. Hodnota kterého vyrazu je

vetsi? )
Jozef Mészdros

Déle uvadime feseni tloh 215 a 216, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve tfetim ¢isle letosniho (24.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 215

Najdéte vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro které mé rovnice
23+ ar?® +bx+ab=0

kofeny —a, —b a —ab. Jaroslav Svrcek

Resent. Podle Vietovych vztaht je zaddni Glohy ekvivalentni splnéni rovnic

—a = —a—b—ab,
b = ab+ a’b+ ab?,
—ab = —a®h?,
neboli po tpraveé
(I+a)h =0,
b(a* +ab+a—1) = 0,
ab(ab—1) = 0.

Pokud b = 0, jsou vSechny tfi rovnice splnény a pro libovolné ¢islo a
mé rovnice 2 + az? = 0 kofeny —a, 0 a —a - 0 = 0. Pfedpoklddejme déle,
ze b # 0. Potom plati

1+a =0,
a*>+ab+a—1=0,
alab—1) = 0.
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Z prvni rovnice a = —1, coz po dosazeni do libovolné ze zbyvajicich dvou
rovnic po apraveé dava

b+1=0,

tedy b = —1 a rovnice
B4l -—z—-1=0

m4 kofeny —1,1a (-1)-1=—1.

Vsechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel vyhovujicich zadani jsou dvojice
(1,-1) a dvojice tvaru (a,0) pro libovolné realné éislo a.

Spravna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Martin Raszyk z ETH Ziirich. Jan Gocnik a Marian Poljak, oba z GJS
v Preroveé, Tomds Domes a Lenka Kopfovd, oba z MG v Opaveé, Veronika
Hiadikovd z G v Plzni, Mikulasské nam., Ondrej Houska z GNA v Praze
6, Ivana Krumlovd, Jan Sorm, Tran Anh Minh a Petr Zelina, vSichni z G
v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Jakub Maténa z G v Praze 9, Ceskolipska, Jan
Petr z GJK v Praze 6, Pavel Turek z G v Olomouci-Hej¢iné a Viclav
Vordcek z G v Jindfichové Hradci.

Netplné feseni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jdchim z Vo-
lyné, Filip Bialas z G Opatov v Praze 4, Tomds Konecngj z GIVI v Ces-
kych Budéjovicich, Daniel Kopf ze SG v Opavé, Ester Sgalovda z GChD
v Praze 5, Lucien Sima z PORG v Praze 8 a Vojtéch Lukes z GLP v Plzni.

Pozndmka. Mezi Tesitele s neiplnym TfeSenim jsou zafazeni i ti, ktefi fesili
ulohu: Najdéte vSechny dvojice (a, b) redlnych ¢isel, pro néz je kazdé z cisel
—a, —b a —ab korfenem rovnice

2 + ax® + bx + ab = 0.

Uloha 216

Necht ABC je trojuhelnik s pravym thlem p¥i vrcholu C. Necht déle
ACP a BCQ jsou pravouhlé rovnoramenné trojihelniky s pravymi uhly
pfi vrcholech P and @ sestrojené vné trojuhelniku ABC. Ozna¢me F' patu
vysky z vrcholu C na stranu AB a D, E po fadé priseciky pfimek AC a
PF, resp. BC a QF'. Dokaite, ze |DC| = |EC)|.

Gottfried Perz
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Resend. Podle Thaletovy véty lezi body P a F na kruznici s primérem AC,
oznac¢me ji k1. Obdobné lezi body @ a F na kruznici ke s pramérem BC'.
Bod P puli oblouk AC kruznice k1, ptfimka PF je tedy osou pravého tihlu
AFC, Ghel PFC tak mé velikost 45°. Analogicky F'@Q je osou thlu BFC
a velikost tthlu QFC je 45°. Uhel PFQ jako soucet thlt PFC a QFC je
tedy pravy a proto body C a P lezi na kruznici s prumérem DFE, kterou
oznaéime k3. Pfitom jsou thly EFC a PFC shodné (maji velikost 45°),
tedy F'C je osou thlu EF D a proto bod C je stfedem oblouku DFE kruznice
ks. Trojuhelnik DCE je tak rovnoramenny a jeho ramena DC a EC tak
maji stejnou délku, coz jsme méli dokazat.

Spravna feseni zaslali: Anton Hndth z Moravan, Karol Gajdos z Trnavy,
Jozef Mészdaros z Jelky,Martin Raszyk z ETH Ziirich, Filip Bialas z G
Opatov v Praze 4, Jan Gocnik a Marian Poljak, oba z GJS v Pferové,
Tomds Domes a Lenka Kopfovd, oba z MG v Opaveé, Veronika Hladikovd
z G v Plzni, Mikulasské nam., Ondrej Houska z GNA v Praze 6, Tomas
Konecéngj z GJVJ v Ceskych Budé&jovicich, Daniel Kopf ze SG v Opavé,
Tvana Krumlovd, Jan Sorm, Tran Anh Minh a Petr Zelina, vSichni z G
v Brné, ti. Kpt. Jarose, Vojtéch Lukes z GLP v Plzni. Jakub Maténa z G
v Praze 9, Ceskolipské, Jan Petr z GJK v Praze 6, Ester Sgalovd z GChD
v Praze 5, Lucien Stma z PORG v Praze 8 a Pavel Turek z G v Olomouci-
-Hej¢iné a Viclav Vordéek z G v Jindfichové Hradci.

Netiplné feseni zaslal Frantisek Jachim z Volyné.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Prekoncepce zakl v termice

DANA MANDIKOVA - JIRI SCHAMBERGER
MFF UK, Praha, ZS Aléska, Bilina

Chceme-li rozvijet znalosti a dovednosti zaki, musime také vychazet ze
zkuSenosti, které si jiz sami do Skoly pfindseji. Déti, ale i dospéli, maji vy-
tvorenu fadu subjektivnich intuitivnich pfedstav o tom, jak a pro¢ okolni
svét funguje. Souhrnné tyto predstavy oznacujeme jako prekoncepce. Pre-
koncepce mohou byt jak spravné (v souladu se souc¢asnym védeckym po-
znénim svéta), tak nespravné. Nespravné prekoncepce se obvykle oznacuji
jako miskoncepce.

Je dobré, aby ucitel mél prehled o prekoncepcich svych zakt, aby na né
mohl navéazat a umoznil tak zdktm lépe pochopit probirané ucivo. Spravné
prekoncepce mohou vyrazné napomoci porozumeéni fyzikalnim pojmtm ve
vijuce. Proti tomu chybné prekoncepce mohou branit pochopeni uciva a
snizuji tak efektivitu vyuky.

V nésledujicim ¢lanku podavame informaci o vyzkumu, ve kterém jsme
se zamérili na prekoncepce zaki o teplu a teploté.

1. Podminky vyzkumu

Pfi nasem vyzkumu jsme vychazeli z jiz dfive provedenych vyzkumi, a
to jak nasich, tak zahrani¢nich. Z domacich se jedna zejména o diplomovou
praci Mgr. Dagmar Likusové z roku 1994, kde bylo testovano 231 zakt
zékladni skoly a 21 studentt MFF UK [2] a ze zahrani¢nich o ¢lanek [1].

Cilem naseho vyzkumu bylo zmapovat a porovnat védomosti a doved-
nosti zaku tykajici se pojma teplo, teplota a tepelné jevy. Pfedevsim nas
zajimalo, zda nékteré chybné pfedstavy pretrvavaji i po seznameni se s
ucivem termiky ve Skole. Z tohoto divodu byli Zaci dotazovani dvakrat:
poprvé pied vykladem dané latky ve skole (pretest) a po druhé po jejim
probrani (posttest).

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 347



Sledovali jsme také, zda jsou né€jaké vyrazné rozdily mezi zaky zaklad-
nich skol a zédky odpovidajicich ro¢niki viceletych gymnézii.

Vyzkum jsme provedli testem. Test tvofilo 13 otazek sestavenych tak,
aby pokryly uc¢ivo dané Rdmcovym vzdélavacim programem. Pilotaz testu
probéhla v ¢ervnu 2013 na ZS v Biliné v osmém roéniku, ktery se pak
vlastniho testovani neztcastnil. Zaci méli na vypracovani testu 45 minut.
Znéni testu s autorskym fesenim je v Priloze 1 na konci ¢lanku.

Vlastniho vyzkumu se zGc¢astnili zaci péti tfid osmych ro¢niki ¢tyt za-
kladnich skol a zéci tii t¥id odpovidajicich ro¢niki t¥i viceletych gymnézii.
Jedna ZS a dvé gymnazia byla z Prahy, dalsi skoly byly z mensich mést.

Pretestovou ¢ast absolvovalo celkem 187 zaku; 97 divek a 90 chlapcu.
Pretest byl zaktim zadavan v obdobi fijna az listopadu 2013.

Druhého kola testovani se z riznych diivodi (nemoc apod.) neztacast-
nili v8ichni zaci. Celkem posttest absolvovalo 172 déti, z toho 87 divek a
85 chlapcti. Posttest byl zaktim zadavan v obdobi ledna az kvétna 2014.

2. Vysledky vyzkumu

Prvni fazi zpracovani vysledki bylo dukladné procteni vSech vyplné-
nych testi a zjisténi typt zakovskych odpovédi. Na zakladé toho jsme
rozdélili odpovédi do jednotlivych kategorii pro kazdou otazku. Soucasti
vyhodnoceni kazdé otazky je vzdy graf s relativnimi ¢etnostmi odpovedi
v jednotlivych kategoriich jak pro pretest, tak pro posttest, a to podle po-
hlavi zak, i pro vSechny zaky dané ttidy a vSechny zéky celkové. Diskuse
u kazdé otazky podrobné rozebird jednotlivé odpovédi a hodnoceni vzdy
obsahuje cil, ktery sleduje prislusna otazka. Soustredili jsme se zejména na
kvalitativni rozbor odpovédi.

Zde se zamérime jen na celkové shrnuti vysledkt. Podrobné vysledky
lze nalézt v [4].

Celkove vysledky

V nasledujicich grafech 1 a 2 jsou uvedeny relativni ¢etnosti spravnych
odpovédi (v %) na jednotlivé otdzky testu (celkem jich bylo 13) pro v8echny
respondenty v pre a posttestu. Z technickych duvodu je graf pro otazku
Cislo 8 uveden zvlast.

7Z grafi vyplyva, ze mezi otdazky s nejuetsi uspésnosti patii otazky cislo 4
(teplota rozfezaného bloku ledu), ¢islo 5 a 6 (tani ledovych blokt, @ = ml),
¢islo 8 (vymeéna tepla), ¢islo 10 (kalorimetrickd rovnice, bez zmény sku-
penstvi) a ¢éislo 11 (kalorimetrickd rovnice, bez zmény skupenstvi).
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Graf 1 Relativni ¢etnost (v %) spravnych odpovédi vyjma otézky ¢. 8
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Graf 2 Relativni ¢etnost (v %) spravnych odpovédi otazka ¢. 8
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Naopak mezi otdzky s nejnizsi ispésnosti patii otdzka ¢éislo 3 (teplota
predmétit), ¢islo 12 (chapani pojmu teplo) a ¢islo 13 (chapani pojmu tep-
lota).

Otézky ¢islo 12 a 13 byly svym zptisobem specifické, nebot nelze presné
rozlisit mezi spravnou a chybnou odpovédi. Oznacil-li Zak teplo jako néco,
co souvisi s energii, teplo pouze jako fyzikalni veli¢inu nebo teplotu pouze
jako fyzikalni veli¢inu, daly by se tyto odpovédi oznacit za ¢astecné spravné.
Podrobné zpracovani vysledkii téchto otevienych otazek spolu s jednotli-
vymi kategoriemi odpovédi lze nalézt v [4].

Zajimavéjsim ukazatelem je vSak podle nas procentualni nartst ¢i po-
kles relativni ¢etnosti u spravnych odpovédi. Tady miizeme s uspokojenim
konstatovat, ze u zadné otazky nedoslo k poklesu.

Nejvyraznéjsi narust byl u nasledujicich otazek:

— &islo 2 (tepelny vodi€) o 32 %;

— Cislo 1 (tepelny izolant) o 30 %;

— ¢islo 11 (kalorimetrickd rovnice) o 28 %;
— ¢islo 9 (bod varu vody) o 25 %;

— &islo 12 (chépani pojmu teplo) o 23 %;
— ¢islo 13 (chapéani pojmu teplota) o 23 %;
— Cislo 7 (Sifeni tepla) o 20 %.

Naopak nejnizsi nartst (o 1 %) zaznamenala otézka ¢&islo 5 (tani ledo-
vého bloku) a tvrzeni ¢islo 3 otazky ¢islo 8 (0 1 %). Vzhledem k tomu, Ze jiz
v pretestu byla relativni ¢etnost uspésnych odpovédi u otazky ¢islo 5, resp.
tvrzeni ¢islo 3 u otazky &islo 8, vysokd — 79 %, resp. 91 %, nepovazujeme
toto za nikterak zavazné.

Porovndni vysledki Zdki ZS a viceletijch gymndzii

Sledovali jsme také, zda jsou néjaké vyrazné rozdily mezi zaky zaklad-
nich 8kol a viceletych gymnézii.

V pretestu dosahovali lepsich vysledka zaci gymnazii, i kdyz vyraznéjsi
rozdil (nad 5 %) byl jen u otézek &islo 3, 9, 10, 11 a 13. Zaci ZS méli vyssi
uspésnost v otazce ¢islo 6 (0 5 %).

V posttestu uz byly vysledky vyrovnanéjsi. Zaci ZS doséhli lepsiho vy-
sledku v sedmi otézkéch, vice jak o 10 % to bylo v otézkéch ¢islo 1, 6 a 7,
0 8 % pak v otazce ¢islo 12. Zaci gymnazii si zachovali vyraznou pievahu
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v otazkach ¢islo 10 a 11, lepsi zustali i pfi FeSeni otazek ¢islo 3 a 9 a oproti
pretestu ziskali lepsi vysledek v otézce ¢islo 2 a ¢islo 8 (srovndvame primér
za vSechna tvrzeni).

V odpovédich na otézky &islo 12 a 13 se pak ukazalo, ze Zaci ZS zfista-
vali castéji na konkrétni trovni a uvadeéli priklady ,teplych® predméta ¢i
teplotu konkrétnich objekti.

Prehled miskoncepci

Podivejme se jesté, jaké nejcastéjsi miskoncepce se objevily v odpové-
dich zaki a nakolik byly zastoupeny v pre a v posttestu.

Srovname-li nejéastéjsi miskoncepce uvedené v tab. 1 pfed a po pro-
brani uciva, je potésujici, ze u vétsiny jejich relativni cetnost poklesla.
Nejvyraznéjsi pokles (vétsi nez 10 %) jsme zaznamenali u téchto otézek:

— U otézky ¢islo 2, kdy zaci uvadéli chybné zdtivodnéni, pro¢ pocituji ze
t¥i uvedenych predmétt jako nejchladnéjsi zelezo — ,zelezo je chladné“.
Chybné odpovédi poklesly o 22 %.

— Pokles 0 20 % byl i u otazky ¢&islo 3, odpovédi C, tedy ponechame-li
v jedné mistnosti predmeéty z riznych materiali, nejnizsi teplotu bude
mit Zelezo.

— 0O 31 % resp. 0 25 % poklesly chybné odpovédi u prvnich dvou tvrzeni
otazky cislo 8.

Mz

— 011 % u otézky ¢islo devét — vrouci voda mé nejvyssi teplotu v nddobé,
ve které vie nejdéle.

Naproti tomu relativni ¢etnost nékterych chybnych odpovédi oproti pre-
testu jesté stoupla. Za nejzavaznéjsi nepiijemny vzestup povazujeme od-
povéd A na otdzku éislo 7 — teplo stoupa vzhiru, jejiz relativni éetnost
sice stoupla jen o 2 %, ale celkové ¢&inila 31 %.

7 otézek ¢islo 12 a 13 vyplynuly nasledujici miskoncepce:

— Neéktefi zaci pojmy teplo a teplota ztotoznuji.
— Neékteri chapou teplotu jako néco, co je zpusobeno teplem.

vy s

— Neékteri chapou teplotu jako veli¢inu, kterou méfime teplo, pripadné si
mysli, Ze teplota udava mnozstvi tepla.

Rada zaku také zistava v chapani pojmu teplo a teplota pouze na kon-
krétni Grovni — udavaji souvislosti s vlastnimi pocity nebo zcela konkrétni
teplé pfedméty.
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Tab. 1 Prehled nejcastéjsich miskoncepci

Cislo Miskoncepce Pretest | Posttest
otézky (%) (%)

1 Kozich ,hteje“. 36 27

2 Zelezo je vnimame jako nejchladngjsi 53 33
prosté proto, Ze je ,chladné“.

3 Zelezo mé nejnizsi teplotu. 23 15

3 Vata ma nejnizsi teplotu. 47 27

4 Vétsi blok ledu ma nizsi teplotu nez menst, 17 15
ac¢ jsou ze stejného kusu ledu.

6 Mensimu i vétsimu kusu ledu téze teploty 15 10
musime dodat stejné tepla na roztani.

7 Teplo stoupd vzhiiru (proto se dfive ohfeje 29 31
horni konec tyce).

7 Teplo klesa dolt (proto se dfive ohfeje 9 8
dolni konec tyce).

8 Hrnecek se od caje ohtiva, ale teplota caje 52 27
se nemeéni.

8 Caj pfi chladnuti nepfedava zadné teplo 30 15
okolnimu vzduchu.

9 Voda, ktera déle vie, ma vyssi teplotu. 31 20

9 Vrouci voda, pod kterou je nejvétsi pla- 31 24
men, ma nejvyssi teplotu.

10 Pt#i smichani rtznych mnozstvi vody o 19 12
stejné teploté je vysledna teplota vody
rovna souc¢tu puvodnich teplot.

11 Pii smichani stejného mnozstvi vody o 12 11
ruzné teploté je vyslednd teplota vody
rovna souctu puvodnich teplot.

12 Teplo je ztotoznovano s vlastnimi pocity. 27 5

12 Teplo je ztotoznovano s teplymi predméty. 24 9

13 Nespravné chapani rozdilu mezi teplem a 23 20

teplotou (ztotoziiovani obou veli¢in).
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V clanku jsme na zakladé vysledki vyzkumu shrnuli nékteré chybné
predstavy zaki o teple a teploté. Zmapovani miskoncepci je prvnim krokem
na cesté k jejich prekonavani. Dulezité je, aby o nich ucitel védél a vedl
zaky k tomu, aby si je sami uvédomili a poznali rozpor mezi nimi a tim,
co se uci ve skole. K odhaleni uvedenych predstav mohou uditeli slouzit
napriklad tlohy pouzité v testu a diskuze nad jejich fesenim.
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Priloha é. 1 vzorové vyplnény test

TEST
pochopeni pojmt
TEPLO A TEPLOTA - VZOROVE RESENI
Pfijmeni a jméno:
Ro¢nik:
Trida:
Datum:

Pokyny:

1. Vzdy jen jedna odpovéd je spravna.

2. Nepteskakuj otazky, ¢asto na sebe navazuji.

3. Snaz se psat odpovédi, o jejichz spravnosti jsi pfesvédcéen/a Ty, nikoli Tvij
spoluzak.

4. Vyhni se tipovani odpovédi.

5. Tam, kde je to pozadovano, nezapomen napsat zdtivodnéni odpovédi.

Pockej na pokyn k zahajeni testu, potom nalistuj nasledujici stranu a postupné
odpovidej.
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Odpovidej tak, abys na vSechny otdzky testu odpovédél/a pfiblizné za 45 minut.

1.

Dveé naprosto stejné kostky ledu nechdme v mistnosti, prvni volné polozenou
na vzduchu a druhou zabalime do kozichu. Ktera kostka roztaje d¥ive?

A. Kostka zabalend v kozichu.

B. Kostka volné polozena na vzduchu.

C. Obé kostky roztaji za stejnou dobu.

D. Nelze jednoznac¢né rozhodnout.

Zduvodnéni odpovédi:

Sprdvnd odpovéd B — Dvive roztaje kostka na vzduchu, protoZe koZich je tepelny
izolant a brani pristupu teplého vzduchu z okoli.

2.

Uvazujme tii pfedméty, které byly na delsi ¢as umistény venku v chladném
prostiedi: kousek vaty, kousek dfeva a kousek zeleza. Ktery predmét vni-
mame pii dotyku jako nejchladné&jsi?

A. Vatu.

B. Dievo.

C. Zelezo.

D. Vsechny pfedméty vnimame stejné.

Zduvodnéni odpovédi:

Sprdvnd odpoveéd C — Kov je dobry vodic tepla a odvddi teplo z nasi ruky lépe
neZ vata nebo drevo, které vedou teplo hure.

3.

Ktery z vySe uvedenych pfedmétti ma nejnizsi teplotu?
A. Vata.

B. Dfevo.

C. Zelezo.

D. V8echny predméty maji stejnou teplotu.

Zduvodnéni odpovédi:

Sprdvnd odpovéd D — Teplota pfedméti je po delsim ase vyrovnand s teplotou
okolt, tudiZ stejnd.

4.

™

Ledovy blok (viz obrazek) byl roziezdn na dva kusy. Ktery kus mé nizsi
A. Niz8i teplotu mé kus A.

teplotu?
N
B. Nizsi teplotu ma kus B.
C. Oba kusy maji stejnou teplotu.
D. Nelze jednoznacné rozhodnout.

Zdivodnéni odpovédi:

Sprdvnd odpoveéd C — Oba kusy byly z jednoho bloku, ktery mél urcitou teplotu,
ta se rozdélenim bloku nezméni. (Ohifvdni bloki pFi Tezdni neuvaZujeme.)
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Dva kusy ledu z pfedchozi ulohy byly ponechdny v mistnosti pfi pokojové
teploté. Ktery kus roztaje diive?

A. Dtive roztaje kus A. B. D#ive roztaje kus B.

C. Oba kusy roztaji za stejnou dobu. D. Nelze jednoznac¢né rozhodnout.
Zduvodnéni odpovédi:

Sprdvnd odpovéd B — Drive roztaje kus B, protoZe je mensi. Vétsi kostce A je
treba dodat na roztani vice tepla.

6.

Kterému z kusi ledu z ulohy ¢. 4 musime dodat vice tepla, aby roztal?
Proc?

A. Vice tepla musime dodat kusu A.

B. Vice tepla musime dodat kusu B.

C. Obéma kusim musime dodat stejné tepla.

D. Nelze jednoznac¢né rozhodnout.

Zduvodnéni odpovédi:

Sprdvnd odpovéd A — Kostka A md vétsi hmotnost, musime ji tedy dodat vice
tepla (Q = mlg).

7.

Kovovou ty¢ku ve svislé poloze (viz obrazek) budeme Zahttvame zde

zahtivat horkou plotynkou vafice jednou na dolnim a

podruhé na hornim konci. Porovnejte dobu, za kterou

se v obou pripadech ohfeje opaény konec tycky. - -

A. Dtive se ohfeje konec v situaci A.

B. Dfive se ohfeje konec v situaci B.

C. V obou pripadech se opacné konce ohfeji za stejnou
dobu.

D. V zadné ze situaci se opacny konec neohteje.

Zduvodnéni odpovédi: Zahrivame zde

Sprdvnd odpovéd C — Teplo se vedenim $ivi v obou pripadech stejné rychle.

8.

Eva si nalila do hrnecku horky ¢aj. Zakrouzkuj, zda néasledujici tvrzeni jsou
¢i nejsou pravdiva.

Tvrzeni Pravdivé

Hrnecek se od ¢aje ohfeje, teplota hrnec¢ku vzroste, teplota ¢aje | ANO/ NE
se diky tomu snizi.

Hrnecek se od ¢aje ohfeje, teplota hrnecku vzroste, teplota ¢aje | ANO / NE
se nezmeéni.

Hrnecek se od ¢aje ohfeje, teplota hrnecku vzroste, teplota ¢aje | ANO / NE
také vzroste.

Caj ohiiva okolni vzduch, teplota ¢aje se diky tomu snizuje. ANO/ NE

Teplota Caje se postupné snizuje, ¢aj ale okolnimu vzduchu | ANO / NE
zadné teplo nepredava.
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9. Na plynovém spordku stoji tfi oteviené nadoby, ve kterych vie voda. Ve
které z ndadob mé voda nejvyssi teplotu?
A. Néadoba, ve které vie voda nejdéle.
B. Nadoba, pod kterou je nejmensi plamen.
C. Nadoba, pod kterou je nejvétsi plamen.
D. Ve vsech nadobach ma voda stejnou teplotu.
Zdavodnéni odpovédi:
Sprdvnd odpovéd D — Teplota varu vody je pii stejném tlaku okolniho vzduchu
stejnd.

10. Nadoba A obsahuje 100 g vody o teploté 25 °C. Nadoba B obsahuje 200 g
vody také o teploté 25 °C. Obsah obou nddob smichame v izolované nadobé
(z4dné teplo z okoli se nemiize pfenést dovnitt ani ven). Jakd bude vysledna
teplota smési?

A. 50 °C.

B. 25 °C.

C. Nizsi nez 20 °C.

D. Vyssi nez 50 °C.
Sprdvnd odpovéd B

11. Nadoba A obsahuje 100 g vody o teploté 0 °C a nadoba B 100 g vody
o teploté 50 °C. Obsah obou niddob smichdme v izolované nadobé (zadné
teplo z okoli se nemuze pfenést dovniti ani ven). Jakd bude vysledna
teplota smési?

A.0°C.
B. 25 °C.
C. Mezi 30 °C a 50 °C.

D. 50 °C.
Sprdvnd odpovéd B

12. Pokus se vysvétlit, co rozumis pod pojmem Teplo.

Sprdvnd odpovéd — Teplo je mirou energie, kterou pFi tepelné vyméné predd tep-
lejsi téleso studenéjsimu (a ruzné formulace vystihujici podstatu této definice).
13. Pokus se vysvétlit, co rozumi$ pod pojmem Teplota.

Sprdvnd odpovéd — Teplota je fyzikdlni velicina, charakterizujict tepelny stav té-

lesa, uzce souvisi s neuspordadanym pohybem dcdstic télesa a jejich rychlosti.

Test mas hotov. Dékujeme.
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Meésic ve skolni vyuce

VLADIMIR STEFL
Piirodovédecka fakulta MU, Brno

Nejbliz§im a nejvice prozkoumanym kosmickym télesem ve vesmiru je
souputnik Zemé Mésic. Jak sledovanim ze Zemé ¢i piimym vyzkumem
na povrchu prostiednictvim lidskych posadek, automatickych vozitek, tak
teoretickou analyzou tdaji spojenych s Mésicem, opirajici se o fyzikalni
a chemické poznatky. Pro astronomii je nenahraditelny svou existenci na
relativné blizké obézné draze kolem Zemé. Mésic umoznuje zkoumani vzda-
lenéjsich téles, napi. jeho zdkryty hvézd stanoveni polomért, u radiovych
zdroji zjisténi jejich presné polohy na obloze, pfipominame historii iden-
tifikace kvasaru 3C 273 [1].

Jaky je vyznam Meésice pro zivot na Zemi? Jeho blizkost k ni, a tim
i vyraznost slapovych sil vyvolavajicich priliv a odliv, usnadnila pfechod
Zivota z mofe na pevninu. Pro jeho rozvoj na Zemi byla dtilezita nepro-
ménnost klimatu. To zajistoval gravitaéni vliv Mésice, ktery stabilizoval
sklon zemské osy. Soustava Zemé—Meésic a jeji vzdalenost od Slunce vytvari
optimalni zivotni podminky.

Meésic stal u kolébky historie objevu zakona vSeobecné gravitace, pattila
mu hlavni role v Newtonovych tivahach o totoznosti tithové a gravitacni sily.
Ve skolni vyuce je dtlezité porozumeéni problematice pohybu Meésice pro
tvorbu fyzikalnich znalosti o gravitacnim poli, které zaci vesmés postradaji,
jak ukazuje fada vyzkumt u nas [2] i v zahranié¢i [3]. Podstatné je rovnéz
osvojeni prostorovych predstav o nejblizsim okoli Zemé, jakoz i pochopeni
skutec¢nosti, ze rozméry Zemé, Mésice a Slunce ve slunec¢ni soustavé jsou
zanedbatelné ve srovnani se vzdalenostmi mezi nimi.

Na obloze je Mésic velmi ptisobivy vzhledem k relativné rychlym zmé-
nam jeho vzhledu. Lze ho snadno sledovat i bez dalekohledu. Pro nepfe-
hlédnutelnou jasnost, druhou nejvétsi na obloze po Slunci, je jeho pozo-
rovani pro zaky fascinujici. Vyse zmiriované muze vytvaret motivacni im-
puls k pfemysleni o jevech spojenych s Mésicem na zakladé geometrickych,
kinematickych a dynamickych poznatkt zakéim zndmym z matematiky a
fyziky.

Premyslivi zaci, kterym je ¢lanek vénovan piedevsim, si kladou v sou-
vislosti s Mésicem fadu otazek:
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Jak vznikl a jak je stary?

Jaka je stavba jeho nitra, mé tekuté jadro jako Zemé?

Jak vznikly kratery na povrchu?

Probihaji i v soucasnosti néjaké zmény na povrchu?

Pro¢ nemé Mésic atmosféru?

Co je duvodem velkych rozdilt povrchovych teplot mezi Mésicem a
Zemi?

Ovlivnuje Mésic Zemi, piisobi na jeji atmosféru, hydrosféru a litosféru?

Jaky je vyznam Meésice pro zivot na Zemi?

Pro tcely vyuky pripomeneme typické miskoncepce, s kterymi se setka-
vame zejména u zakid zakladnich skol a nizsich ro¢nikti gymnézii. Pojem
miskoncepce chiapeme v klasickém pojeti podle Nachtigalla [4] ve smyslu
,chybnych predstav o fyzikalnich jevech, které se objevuji u zakd, stu-
dentd“ ... ,pfi vysvétlovani nebo pfedpovédich tykajicich se téchto jeva“.
Uvedenou interpretaci budeme aplikovat na astronomické jevy, jejich vy-
svétlovani ¢i predpovédi.

K nejcastéji se vyskytujicim astronomickym miskoncepcim, vztahujicim
se k nasemu tématu, patii:

Meésic vyzafuje svétlo stejné jako Slunce.

Meésic pozorujeme pouze v noci.

Meésic nerotuje kolem své osy, pozorujeme stale stejnou polokouli.
Faze Mésice jsou zpusobeny stinem Zemé.

Zatméni Mésice jsou Castecnym piipadem mési¢nich fazi.

Meésic nema gravitacni pole, jinak by mél atmosféru.

Gravitacni pole je koneéné, maji ho pouze nékterd kosmicka télesa,

Meésic nikoliv.

Uvodem vykladu je vhodné ziskat spravné prostorové predstavy o ve-
likostech a vzdélenostech téles soustavy Zemé—Meésic—Slunce. Vytvorime
zakam srozumitelny sportovni model. Pfipominame, Zze polomér Mésice
¢ini pouze 27 % pozemského. K porovnani velikosti obou téles pouzijeme
srovnani dvou micl, Zemi reprezentuje basketbalovy mi¢ ¢. 7 o priméru

24 cm, Mésic tenisovy micek o primeéru 6,9 cm. V tomto méritku velikosti
) )
je primeérnd vzdalenost obou mict zachycujicich Zemi a Mésic v prostoru
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7,2 m, vzdalenost Zemé—Slunce ¢ini 2800 m. Z uvedené modelové pred-
stavy je zaktm zifejmé, Ze velikosti kosmickych téles Zemé a Mésice jsou
ve srovnani se vzdalenosti mezi nimi zanedbatelné.

Prejdéme k charakterizaci fyzikalnich podminek na povrchu Mésice. Ur-
¢ujicim faktorem pro pohyb po povrchu Mésice ¢i existenci jeho atmosféry
je gravitacni zrychleni. Je zavislé na dvou zakladnich charakteristikach, na
hmotnosti M a poloméru R, coz vyjadfujeme vztahem

My . _
g= GR—%A = 1,62m-s >

Dalsim parametrem je teplota, ktera se na povrchu méni, ve dne dosa-
huje asi 400 K, v noci 130 K. Plocha povrchu Mésice 3,8-107 km? piiblizné
odpovidé ploge svétadilu Amerika 4,2 - 107 km?.

Pro¢ si Mésic neuchoval atmosféru? Pro odpovéd na otézku je zésadni
porovnani tnikové a stfedni kvadratické rychlosti za podminek na povrchu
Meésice. Jak v élanku déle uréime, tinikova rychlost z Mésice ¢ini 2,4 km-s—1.
Za teplotu zvolime maximélni denni teplotu na povrchu Mésice T' = 400 K.
Provedeme vypocet stfedni kvadratické rychlosti

[3KT
Ustrk = -
m
1

pro molekuly Ny a Oq. Obdrzime vy kN, = 840m-s~ 1, vgk0, = 786m-s~ 1.

Z Maxwellova rozdéleni rychlosti vyplyva, ze existuji molekuly pohybu-
jici se rychlosti vétsi nez stfedni kvadratickou. Statistické propocty uda-
vaji, ze pri poméru hodnot stfedni kvadratické rychlosti a tinikové rych-
losti rovném 1/3, coz pfiblizné plati pro obé uvedené molekuly, by unikla
polovina atmosféry Meésice za zhruba 40 dni. Hmotnost Mésice je mala,
aby udrzela gravitacni silou ¢astice atmosféry pfi teplotach existujicich na
Meésici. Trvala atmosféra u Mésice by ztstala v pripadé, jestlize stfedni
kvadratickd rychlost nepfekroé¢i 1/6 tinikové rychlosti.

V souvislosti s pohybem Meésice a soustavou Zemé—Meésic—Slunce si po-
lozme otéazku, které téleso, Zemé nebo Slunce piusobi vétsi gravitaéni silou
na Meésic? Predpokladejme znalost hmotnosti uvedenych téles a vztahu
rvs = 3907ryz. Dosadime do poméru velikosti porovnavanych sil:

My M.
GRS

Pus _ Thws  _g g

FMZ GMMMZ ’

p)
™Mz
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Gravitacni ptsobeni Slunce je vice nez 2krat vétsi nez Zemé. Proc tedy
fikame, Ze se Mésic pohybuje kolem Zemé?

Mésic se pohybuje uvniti tzv. oblasti aktivity planety Zemé vzhledem
k Slunci. V tomto prostoru prevlada gravitaéni vliv Zemé nad rusivym
pusobenim Slunce. Planeta rusi pohyb vztahovany ke Slunci vice, nez
rusi Slunce pohyb vztahovany k Zemi. Pfesnéji vyjadieno oblasti aktivity
Zemé nazyvame prostor kolem ni, ve kterém je pomeér hlavniho zrychleni
udileného Zemi Mésici ku poruchovému zrychleni, vyvolavaném Sluncem
vétsi, nez pomér hlavniho zrychleni ziskdvaného od Slunce ku poruchovému
zrychleni udileného Zemi. Proto je vyhodné zvolit Zemi jako centrélni té-
leso a Slunce jako rusici.

Matematicky prvni pomér, zlomek mtuzeme vyjadrit

MZ (TMZ> 1
b= A (2ME)
Ms \rms /) \/1+3cos2¢

kde ¢ je thel MZS. Zjednodusené predpokldadame, ze Mésic a Zemé se
nachazi ve stejné vzdalenosti od Slunce. Druhy zlomek je dan vztahem

Mz \ rus

Slovni nerovnici zachytime matematicky k1 > ks, pravou obdrzime

Je zfejmé, ze oblast neni sféricka, jde o zplostély sféroid. Zavislost na
uhlu ¢ je slaba, proto se zjednodusené uvadi, ze oblast aktivity Zemé za-
hrnuje prostor pfiblizné do vzdalenosti 930 000 km od ni. Kolem Slunce se
pohybuje barycentrum soustavy Zemé-Mésic, coz je podstatné pro spravny
vyklad naptiklad slapt. Podrobnéjsi rozbor vhodny pro stfedni skoly najde
Ctendf v [5], [6], uplny vysokoskolsky v [7].

K zamysleni nad pisobenim gravita¢niho pole Mésice vede nasledujici
problém. Rozhodnéte, zda raketa vypusténa z povrchu Mésice rychlosti
—v, kde v je okamzita rychlost Mésice na jeho draze kolem Zemé, dopadne
zpét na Mésic, na Zemi, ¢i se dostane na obéznou dréhu kolem nékterého
z kosmickyjch téles. Pfedpokladéame znalost jejich charakteristik.
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Nejprve porovname silové ptisobeni gravita¢nich sil Mésice a Zemé pu-
sobicich na raketu nachéazejici se na povrchu Mésice

MMmrak
G 2
FiM o RM _ MMTMZQ - 600
FZ o GMZMrak o M2TM2 o '
"z

Pritazliva sila Zemé je velmi malé ve srovnéani se silou Mésice, pouze slabé
narusuje pohyb rakety v gravita¢nim poli Mésice. K provéreni, zda raketa
spadne zpét na Mésic nebo se od néj vzdali, provedeme nasledujici vypocet.
Prvni kosmicka rychlost na Mésici ¢ini

M,
vy = GR—I\I\; =1,7km-s7 !,

druhé kosmicka rychlost je

M,
vy = 2GR—§A4 =924km-s L.

Rychlost pohybu Mésice kolem Zemé dosahuje

v = 2nram = 1km-s™ !
Tm
7 porovnani hodnot je zfejmé, ze raketa dopadne zpét na Mésic.

Jak je zndmo, mésiéni slapy jsou silnéjsi nez slunecni, ale pro¢? Slovni
vyklad v [8] upozoriiuje na nespravnost obvyklé odpovédi, ze slapy ubyvaji
s tfeti mocninou vzdalenosti, kdezto hmotnosti uvedenych téles vystupuji
pouze v linearni zavislosti. Doplnime uvedené vysvétleni matematickymi
vztahy. Mésic a Slunce maji na obloze stejnou thlovou velikost, ktera je
rovna poméru linearnich velikosti a vzdalenosti, tedy plati

Rwm Rs

an = as, aM = —, ag = —.

T™MZ ™S
Déle plati V' = %T(RS = %71'0437“3, tudiz objemy obou téles rostou s treti
mocninou vzdalenosti. Hmotnost je rovna souc¢inu objemu a hustoty, proto
je rozhodujicim pomér hustot obou téles. Pii op = 3,3 - 10% kg - m™—3,
os = 1,4-103kg-m~3 je hustota Mésice 2,4krat vétsi. Slapovy vliv Mésice
je prumérné 2, 4krat vétsi nez Slunce.
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Se slapy souvisi jev vzdalovani Mésice od Zemé, ktery v soucasnosti
¢ini primérné 37 mm-rok!. Tato velmi mal4 hodnota byla naméfena po
instalaci laserovych odraze¢t na povrchu Mésice vypravami Apolla 11, 14
a 15. Zminovana pfesnd meéteni v kombinaci se zdokonalenou teorii pohybu
Mésice umoziiuji nyni zjistovat jeho polohu s pfesnosti 1,1 mm. Pro¢ se
Meésic vzdaluje od Zemé?

Zjednodusené predpokladejme, ze soustava Zemé-Meésic je izolovana
z gravitacniho hlediska, plati v ni zdkon zachovani celkového momentu
hybnosti. Sklada se z rota¢nich momentt hybnosti obou téles a jejich dra-
hovych momentd hybnosti kolem barycentra soustavy Zemé-Mésic. Mezi
nimi pisobi vzajemné slapové sily, obé télesa jsou ¢astecné deformovatelna.
Nelze proto uvazovat dva nezavislé zdkony zachovani momentu hybnosti,
pro rota¢ni a drahové momenty hybnosti, nybrz jeden jediny:

Lc = Lotz + Liotm + Laz + Lawm-

Hodnoty v soucasnosti jsou:

Lotz = 5,9-10%3 kg-m2-s71,

Liotn = 2,3-102 kg-m? -s71,

Laz =3,5- 1032 kg-m2 'Sil,

Loy =2,9-103 kg -m?-s71,

L.=35-10%kg-m?-s71.

Podstatny je tedy rotacni moment hybnosti Zemé L.,z a drahovy
moment hybnosti Mésice Lqn. Z celkového momentu hybnosti soustavy
Zemé—Meésic L. tvori rota¢ni moment hybnosti Zemé 17 % a drahovy mo-
ment hybnosti Mésice 82 %. Drahovy moment hybnosti Zemé je priblizné
1 %, budeme ho proto v Gvaze zanedbévat. Zhruba plati, Ze rotaéni mo-
ment hybnosti Zemé je 5krat mensi nez drahovy moment hybnosti Mésice.
Proto 1ze rovnici zdkona zachovani momentu hybnosti sledované soustavy
zapsat ve tvaru

Lc = LrotZ + LdM'

Sily pfilivového tfeni vyvolané pfedevsim mési¢nimi slapy zpomaluji ro-
taci Zems, za jednu otodku dosahuje zvétseni rotaéni periody 4,4 - 1078 s.
Pokles velikosti thlové rotace Zemé a tudiz i jejiho rotacniho momentu
hybnosti L,z je v dusledku platnosti zdkona zachovani momentu hybnosti
v soustavé kompenzovan nartistem drahového momentu hybnosti Mésice
Lam, tedy vzdalenosti Mésice. Za predpokladu linedrniho vzdalovani Meé-
sice od Zemé lze propocitat jak minuly, tak i budouci vyvoj popsaného
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procesu. Predchozi vyvoj potvrzuji poc¢ty dennich pfirtstky korala v roce
v druhohorach, coz pfi konstantni délce roku dava kratsi délku dne, po-
drobnéjsi tdaje jsou zpracovany v didaktickém ¢lanku [9].

S uplatnénim zakona zachovani momentu hybnosti je spjata teorie vzniku
Meésice. Musi vysvétlovat dynamiku soustavy Zemé—Meésic, soucasnou ve-
likost jejiho celkového momentu hybnosti stejné jako shodnost chemického
slozeni hornin obou téles. Podle nejpravdépodobnéjsi tzv. teorie velkého
impaktu [10], [11] vznikl Mésic pfed zhruba 4,5 miliardami rokd, kdy se
Zemé stietla s télesem o hmotnosti asi jedné desetiny hmotnosti Zemé,
viz obr. 1, které se pohybovalo rychlosti pfiblizné 13,5 km-s~!. Uhel, pod
kterym se obé télesa srazila, byl maly, Slo o tzv. teénou srazkou, ale i
tak uvolnénd energie vyvolala roztaveni a uvolnéni hornich vrstev Zemé.
Vyvrzeny material kolem ni vytvoril prstenec, ktery se pfi ochlazeni za-
¢al formovat do malych zrnek prachu slepujicich se do vétsich tlomku, az
vznikl Mésic. Shodnost materidlu obou téles doklada napiiklad stejny po-
mér izotopit kysliku 60, 170 a 12O v jejich horninach. Pivodn{ vzdalenost
Mésice od Zemé ¢inila asi 15 000 km. Postupné se vsak od ni vzdaloval
az na dnesni primérnou vzdalenost 384 400 km. Srazka zpusobila zménu
thlu rotaéni osy Zemé na obézné draze kolem Slunce.

Obr. 11

Po vzniku Mésice doslo v jeho nitru ke gravitacni diferenciaci prvka
podle hustoty, migraci t&zsi klesaly do stiedu (obr. 2). Zelezné jadro o po-
loméru zhruba 350 km umoznilo pfed 4,2 miliardami rokd vznik silného
magnetického pole. Pro jeho formovani byly nezbytné dvé podminky, pri-
tomnost magnetického materialu a elektrickych poli. Tim prvnim jsou slou-
Ceniny zeleza v jadre. Pohyby jednotlivych vrstev vic¢i sobé vyvolavaji

1Zdroj: www.universetoday.com/19718/formation-of-the-moon
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elektrické proudy. Magnetické pole vznikd pohybem elektrickych naboji.
V dnesni dobé& ma Mésic slabé magnetické pole, ¥fadové zhruba 10~ T.

Jaké je stavba nitra Mésice a jak ji miZzeme zkoumat? Pfedevsim je
vyuzivana metoda analyzy deformaci zpusobenych slapovymi silami Zemé
nesif{ v kapalinich, nebot tend napéti jsou velmi mala. Naopak podélné
vlny, tzv. P vlny, tedy stlacovani a rozpinani ve sméru sifeni, se 8ifi v ka-
palném prostiedi, plati v, = \/E/0, kde E je Youngtv modul pruznosti a
o hustota.

diferenciace

teplo

Obr. 22

Dalsi moznosti je vytvafeni modeld vnitini stavby Mésice na zakladé
teoretickych vypocti a jejich konfrontace s pozorovanymi zménami od sfé-
rického tvaru, ¢i koeficientu momentu setrva¢nosti mési¢niho télesa, dosa-
hujiciho K = 0,394. Pripominame, Ze u homogenni koule je K = 0,400.
Pro porovnani Zemé ma K = 0,331, u obfich plynnych planet lezi K v in-
tervalu 0,21-0,25. U Slunce, jehoZz hmotnost je soustfedéna v centralni
¢asti, je K = 0,08.

Vnitfni jadro Mésice o poloméru 240 km je tuhé, slozené pfevazné ze
zeleza s pfimési lehkych slitin. To dosvédcéuje, ze po jeho vzniku doslo
k diferenciaci hornin podle hustoty. Pfed 4,2 miliardami let mél Mésic
silné magnetické pole, tudiz Zelezné jadro o polomeéru asi 350 km bylo
tekuté.

Vnéjsi jadro o tloustce asi 90 km je kapalné, Zelezné. Nad nim se na-
chézi ptechodova vrstva o tloustce 150 km a pramérné teploté 1 650 K. Do

2Zdroj: www.astro.washington.edu/users/nms/teaching/al50winter2013/slides/102._
Moon.pdf
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vzdalenosti zhruba 750 km od stifedu se sahd spodni plast — astenosféra,
tvorend horninami v tekutém plastickém stavu. Po ni se pohybuji litosfé-
rické desky horniho plasté, nesouci mésiéni povrchovou kiiru. Stavba nitra
Meésice je zachycena na obr. 3.

tenka kira

Panve mési¢nich moti vznikly v intervalu 4-3 miliardy let. Stari jednotli-
vych mofi na povrchu Mésice je mirné odlisné. Prikladné k nejstarsim patii
Mofte jasu (3,75 miliard let), k nejmladsim Mofe nepokoju (3,22 miliardy
let) (obr. 4). Jednim z nejstar§ich ttvarii na Mésici je pohofi Apenniny
(3,85 miliardy let). Vypravy Apollo 11, 12, 14, 16 a 17 dovezly horniny,
jejichz stari lezi v intervalu 3,5-4,5 miliardy let.

Obr. 44

Jak vznikly mote na Mésici? Jde o prohlubné zaplnéné vychladlou la-
vou. Mote pravdépodobné vznikla jako vysledek dopadu na Mésic téles
o priiméru mensim nez 200 km rychlosti fadové 8 km -s~!. Tento proces
probihal v obdobi tzv. velkého bombardovani, v obdobi vymezeném vyse.

3Zdroj: www.astronomia.zcu.cz/planety /zemé/1957-stavba-nitra-mesice
4Zdroje: mladez.astro.cz/upload/clanky /nocni-obloha/minimum_o_hvezdach/obr.24-
mesicni_more.jpg a http://mesic.astronomie.cz/pruvodce-po-mesici.htm

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 365


http://www.astronomia.zcu.cz/planety/zem�/1957-stavba-nitra-mesice
http://mladez.astro.cz/upload/clanky/nocni-obloha/minimum_o_hvezdach/obr.24-mesicni_more.jpg
http://mladez.astro.cz/upload/clanky/nocni-obloha/minimum_o_hvezdach/obr.24-mesicni_more.jpg
http://mesic.astronomie.cz/pruvodce-po-mesici.htm

Dale stru¢né objasnime vznik fazi Mésice, coz lze spojit s pozorovanimi
zaku.

Zakladnim tkazem, ktery je znam od starovéku, je stiidani mési¢nich
fazi (obr. 5). Presnéjsi definice matematickym vztahem uvadi, ze faze
VU = a/d, kde a je nejvétsi sitka osvétlené ¢asti disku Mésice, jehoZz primér
je d. Polovina Meésice je Sluncem vzdy osvétlovana, ale pozorovana ze Zemé
osvétlend ¢ast se méni. Proména fazi probihé v dasledku zmén polohy Meé-
sice vzhledem k Slunci. Lunarni Mésic zac¢inad neviditelnym novem. O né-
kolik noci pozdéji se objevuje na zapadni obloze kratce po zapadu Slunce
zahnuty srpek Mésice, vypuklou ¢asti vpravo. Nasledné o hodinu ¢i dvé
pozdéji po zapadu Slunce, zapada i Mésic. V prubéhu dalsich noci srpek
postupné dorusta tak, jak se hranice svétla a stinu posunuje po mési¢nim
disku. Asi tyden po novu dosahuje prvni ¢tvrti, kdy zasahuje osvétlend
plocha zhruba polovinu viditelného povrchu Mésice. Po dvou tydnech od
pocatku zahlti svétlo celou privracenou stranu Mésice. JelikoZz je Slunce
naproti, vychazi uplinkovy Mésic tésné po zapadu Slunce na vychodé, je
vidét po celou noc, a zapada pri vychodu Slunce. Poté Mésic ubyva a mizi.

Obr. 5°

Astronomové rozeznavaji vice Casovych mésictt (synodicky, sidericky,
anomalisticky, drakonicky). Z hlediska pozorovani je dilezity synodicky,
odpovidajici dobé obéhu Mésice vzhledem k Slunci. V jeho pribéhu se vy-
stfidaji vSechny mésicni faze, trva priblizné 29,5 dne. Mésic se v disledku
obéhu posunuje vychodné pfi pozorovani ze Zemé ptiblizné o % =13,2°
za den, trochu vice nez 0,5° za hodinu vi¢i hvézddm. Pripominame, ze
hodnota 27,3 dne je periodou mési¢niho pohybu okolo Zemé s ohledem na
postaveni hvézd, tzv. hvézdny (sidericky) mésic.

Popisovali jsme pohyb Mésice po obloze. Je tfeba dodat, Ze na pozadi
hvézd se premistuje vychodnim smérem, kazdodenné vSak zapada na za-

padni ¢asti oblohy. Duvodem je skutecnost, ze thlova rychlost pozorované

5Zdroj: www.sirrah.troja.mff.cuni.cz/~puda/ulohy/dipl-pp/04htm
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rotace svétové sféry vyvolana rotaci Zemé je vétsi nez thlova rychlost po-
hybu Mésice po draze kolem Zemé.

Vystupuje nad horizont na vyssi thlovou vysku Slunce nebo Msésic?
Vzhledem ke sklonu drahové roviny Mésice k ekliptice, je jeho maximalni
vyska (v horni kulminaci) v kazdém misté Zemé o 5°9’ vySe nez maximalni
vyska Slunce. Minimalni vyska Mésice v horni kulminaci bude mensi nez
u Slunce o 5°9’.

Ptejdéme zpét k pozorovani. Mésic vychazi stale pozdéji. Sledujeme vy-
chod Mésice béhem tpliku tésné po zapadu Slunce. Pfi dalsim vychodu
zjistujeme, Ze se posunul vychodné. Vechna pozorovani lze provadét pou-
hjm okem, zaci mohou sva sledovani Mésice v jednotlivych fazich zachytit
kresbou. Tak lze v prubéhu 29,5 dne ziskat prikladné sbirku osmi kreseb
vyvoje mési¢niho vzhledu.

Pozorovani mtzeme rozdélit do tii etap. V prvni etapé, pozorovani pou-
hym okem, zaci zakresluji na papir zvlastnosti pozorovaného pohybu Mé-
sice po obloze. Sleduji proménu fazi Mésice srovnanim kreseb kazdé 3 az
4 dny. Soucasné zachycuji zménu polohy mezi hvézdami v souhvézdich.

Druh3é etapa, pozorovani mensim dalekohledem s t¥icetinasobnym zvét-
Senim (Z = 30), umozni zakim zakresleni hlavnich detailti pfivracené
polokoule Mésice a provedeni jejich ztotoznéni s objekty na mapé, pii-
padné identifikované fotografii. Lze vyuzit podrobného vykladu v [12], ¢
interaktivni mapy [13]. Z4ci zakresli a identifikuji objekty: Ocedn boufd,
Mote destti, Mofe jasu, Mote klidu, More hojnosti, kratery Tycho, Kepler,
Kopernik, Aristarchos (obr. 4).

Jednotlivé detaily lze sledovat vétsim dalekohledem (Z = 70-120) ve
tfeti etapé. Vhodné je rovnéz provedeni odhadu nejmensiho rozméru de-
tailu sledovatelného dalekohledem na povrchu Mésice.

S problematikou pozorovani je spjata otazka, jaka je velikost utvart,
jez muzeme na Mésici pozorovat lidskym zrakem, jestlize no¢ni rozlisovaci
schopnost lidského oka ¢ini asi 1’? Rozlisovaci schopnosti 1’ odpovidé tihel
a = 2,9-107% rad, proto lze z primérné vzdalenosti Mésice od Zemé
r = 3,84 - 108 m pozorovat Gtvary o velikosti d = ar = 110 km.

Na piivracené polokouli Mésice ¢ini plocha tmavych moii 31 %, na
odvracené pouha 2 %. Odlisny vzhledu polokouli je objastiovan rozdilnou
tloustkou mésiéni kiiry, kterd je vétsi na odvracené strané, zhruba 100 km,
zatimco na piivracené asi 40 km. Proto se zhavé magma na privracené
strané z plasté dostalo na povrch snadnéji. Proé¢ vSak je tloustka kiry na
obou polokoulich Mésice rozdilna, neni dosud vyjasnéno.
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Na povrchu Mésice pozorujeme velké mnozstvi kratera. V prevazné vét-
§iné vznikly impaktnim zptisobem, pouze vyjimecné jde o mensi vulkanické
kratery. Na motich se zpravidla nachazi mladsi kratery, zatimco v poho-
fich jde o kratery staré. Pfikladem impaktniho krateru je krater Alphonsus
(obr. 6), ukdzka vulkanicky vzniklého krateru (obr. 7).

dome

trater

_a: F

500 m

Obr. 6° Obr. 77

Procesy formujici povrch Mésic jsou jiné nez na Zemi, erozivni procesy
probihaji dlouhodobé podstatné pomaleji nez na Zemi. Na povrchu Mésice
se naléza prach a porézni hornina zvand regolit. Vyskytuji se dva druhy
hornin: vylevnd magmatickd ¢edi¢ova hornina — basalt (obr. 8) a stmelend
hornina vznikla po narazu impaktu — brekcie (obr. 9).

Obr. 9°

Nekolikrat do roka pozorujeme popelavy svit Mésice (obr. 10), ale jaky
je jeho ptvod? Jde o odrazené slunecéni svétlo od Zemé, predevsim od
oceant, na temny povrch Mésice. Jev jako prvni vylozil Leonardo da Vinci

6Zdroj: www.damianpeach.com/lunar.htm

7Zdroj: blogs.discovermagazine.com /badastronomy/2011/12/12/tiny-lunar
-volcanoes/

8Zdroj: www.astro.washnigton.edu/users/smith/Astro150/Labs/MoonRocks/images
/15016 _Big.jpg

9Zdroj: www.meteoritecollector.org/gallery/main.php?g2_itemId=5700
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(1452-1543), ktery v [14] uvedl: ,Mésic je nepriihledné a pevné téleso, a
kdyby byl naopak prihledny, neptijimal by svétlo Slunce. Mésic nema
svétlo sdm od sebe, ale Slunce osvétluje takovou jeho ¢&&ast, jakou vidi.
7 této zafici Casti vidime tolik, kolik ona vidi z nés. A jeho noc pfijima
tolik zére, kolik mu proptjcuji nase vodstva tim, Ze mu odréazeji obraz
Slunce, ktery se zrcadli ve vSech (vodach), jez vidi Slunce a Lunu. Mésic
je studeny a vlhky.“ Z Codexu Leicaster pochézi obr. 11.

Obr. 101° Obr. 111

Rozeberme jev podrobnéji pri souCasnych astronomickych znalostech.
Disk Zemé pozorovany z povrchu Mésice je 13,5krat vétsi nez disk mésicni
na obloze pozemské. Albedo Zemé (0,367) je asi bkrat vétsi nez mésicni
(0,073), proto Zemé osvétluje mésiéni povrch asi 68krat vice. S tim souvisi
otazka, v jaké Ctvrti Mésic vice osvétluje Zemi, v prvni nebo v tieti? Ze
snimku na obr. 12 je zfejmé, Ze na pravé ¢asti povrchu Mésice je méné
mori, proto odrazi slunecni zafeni 1épe nez leva ¢ast.

Obr. 1212

10Zdroj: home.zcu.cz/ smid/mesic/mesic.htm
11Zdroj: science.nasa.gov/science-news/science-at-nasa/2005/04oct_leonardo/
127droj: apod.nasa.gov/apod/image/0001/fm1222_gendler_big.jpg
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ZAvér

Cilem ¢lanku bylo sezndmeni s vybranymi fyzikdlnimi a chemickymi

vlastnostmi Mésice, zejména s jeho vyznamem pro existenci a rozvoj Zi-
vota na Zemi. Posledné zmiriované si velmi dobfe uvédomuji v zahranici,
kde vyuce problematiky Mésice je vénovana znafnd pozornost, viz [15],
[16]. Vzhledem k snadné pozorovatelnosti Mésice 1ze provést jednoduché
sledovani zmén jeho fazi a urc¢it délku synodického mésice.
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INFORMATIKA

Webové stranky pro testovani
hypotéz

FRANTISEK MOSNA - DANIEL MBUY LUBANDA

Technicka fakulta, Ceska zemédélska univerzita, Praha

V nasich zemich se stochastické mysleni nikdy netésilo velké oblibé
(napt. sousedni Polsko ¢i Némecko je na tom o mnoho 1épe). Na zdkladnich
a stfednich skolach se u nas vyuka pravdépodobnosti a statistiky omezuje
zpravidla na dosazovani do vzorcd pro aritmeticky prameér a nebyva vy-
jimecné, ze se Cas planovany na tuto latku vyuziva pro jind ,uziteénéjsi®
témata. Statistika nepatii k oblibenym pfedmétiim ani mezi studenty. Di-
vody tohoto neutéseného stavu jsou rozebirdny napt. v [2, 3, 10].

Pritom statistika ma rozsahlé aplikace ve fyzice, mediciné, ekonomii,
sociologii, biologii a podobné. Predstavuje velmi uzite¢ny nastroj pii zis-
kavani informaci a podkladd pro kvalifikovand rozhodnuti v nejriznéjsich
oborech lidské ¢innosti.

Pred nékolika lety jsme se pokouseli zjistit, jak je na tom pravdépodob-
nost a statistika na pedagogickych fakultach vysokych skol. Témto pred-
métum byvaji vénovany zpravidla 3 az 4 hodiny tydné v jednom semestru
(vyjimecné ve dvou). Kurzy jsou zafazené vétsSinou do vyssich roénika. Na
vSech fakultach jsou probirany zakladni pojmy z pravdépodobnosti (napf.
nahodné velifiny, distribuéni funkce, nezavislost, limitni véty). Statistickd
témata se omezuji na zékladni klasické testy a linearni regresi, nékdy jsou
probirany i neparametrické metody nebo tfidéni. V nékterych pripadech
je vyuzivana pocitacova technika, vétsinou statistické prvky Excelu nebo
program Statistica.

Dodnes visi otaznik nad tim, co by se vlastné na univerzitach (af uz
technického nebo spolecenskovédniho zaméfeni) mélo ze statistiky vyu-
covat, v jakém rozsahu, do jaké hloubky. Zajimavé prace na toto téma
pfinaseji [2, 4, 11].
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Internet vyrazné zlepsuje pristup k informacim. U studenti pfispivaji ke
zkvalitnéni vzdélavaciho procesu ruzné stranky, kurzy, testy, aplety apod.
Takové nastroje souhrnné nazyvame e-learning. Maji své nesporné vyhody
ale také své meze (viz [6, 7, 8, 9]). My bychom radi predstavili jeden
skromny elektronicky prispévek ke zlepSeni vyuky matematické statistiky.
Naléza se na adrese http://statisticsonweb.tf.czu.cz. Zde uvedené stranky
umoziuji interaktivné provadét testovani hypotéz pro zadana data.

Metody jsou rozdéleny do péti skupin — testy jednovybérové, dvouvy-
bérové, tfidéni, testy vzajemného vztahu a regrese. Vybér testt odpo-
vida zdkladnim kurziim statistiky na vysokych skolach. Do kazdé skupiny
(kromé regrese) je zafazena aspoil jedna neparametrickd metoda. Uvedme
si prehled:

e jednovybérové testy:
— Studentiv jednovybérovy test pro stfedni hodnotu — oboustranny
— Studentiv jednovybérovy test pro stfedni hodnotu — jedno-
stranny
— jednovybérovy test pro rozptyl
— Wilcoxontv jednovybérovy test
e dvouvybérové testy:
— Studentiv dvouvybérovy test pro stfedni hodnoty
— Studentiiv parovy test pro stfedni hodnoty
Fishertv dvouvybérovy test pro rozptyly
— Wilcoxontiv dvouvybérovy test
e tiidéni (analyza rozptylu — ANOVA):
— jednoduché tridéni
Kruskal-Wallistiv test
— dvojné t¥idéni — s interakcemi
— dvojné t¥idéni — bez interakci
— Friedmantv test

e testy nezavislosti:
— test Pearsonova korelac¢niho koeficientu
— test Spearmanova korelac¢niho koeficientu
— kontingenéni tabulky
— linearni regrese

Na konci stranek je uveden soubor se zakladnimi pojmy z pravdépo-
dobnosti a statistickymi vzorci a také soubor se statistickymi tabulkami.
Webové stranky maji éeskou a anglickou verzi (viz [5]).
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Ukéazeme si fungovani stranek na tfech prikladech. Hladinu testu uva-
zujeme vzdy a = 0,05.

1. P1i kontrole baliciho automatu, plniciho cukrem balicky o vaze 1 kg,
byly pfi pfesném prevazeni 5 balickt zjistény tyto odchylky v gramech od
pozadované hodnoty —3, 2, —2, 0, —1. Je tfeba zjistit, zda automat nema
systematickou odchylku od pozadované hodnoty. ([1, pt. 4.24, s. 75])

Jednotlivé odchylky povazujeme za hodnoty ndhodného vybéru z nor-
maélniho rozdéleni N(y; 0%). U tohoto piikladu pouZijeme oboustranny jed-
novybérovy test zaloZeny na veli¢ing (testovaci statistice)

X —p
V/S%/n

kde primér je X = 2(X; + -+ 4 X,,) a vybérovy rozptyl je

T =

X —
= 'U/\/’ﬁmtn717
Sx

1

n—1

S% = (X1 -X)P+-+ (X, - X)?).

Nulovou hypotézu Hy: p = 0 zamitneme, préavé kdy# [T'| > t,—1 (1 — %).
V nagem pifpadé hypotézu nezamitneme, protoze je X = —0,8, S% = 3.7,
T = —-0,930 a t4(0,975) = 2,776.

Pii vyuziti stranek nejprve zvolime rozsah ndhodného vybéru (n = 5),
jednoduse zadédme hodnoty vybéru (Xji,...,Xs), hodnotu pro srovnini
(1t = 0) a potvrdime vypocet. Pak se vSe potiebné objevi na strankach
vcetné konfidenéniho intervalu, viz obr. 1. Poznamenejme, ze pri zadavani
desetinnych cisel je tfeba uzit desetinnou tecku.

eznam testd vzorce (zaviit)
Jednovybérovy t-test (Studentiv) oboustranny:
hladina testu  a=0,05
rozsah n: [5:‘ | ano | (zadejte éislo od 2 do 30)
ndhodny v¥bérz N, ) Xi..Xs:[3 |2 2 o Jfr ]
nulovd hypotéza Ha:p=|[0
[ provedte test |

X=-08 Si=37
T=-093 1(0.975=2776
IT| <14 (0.975) hypotézu Hjp:u=0 nezamitneme

konfidentni interval (95%): (-3.188:1.388)
nové zadani |

Obr. 1 Pfiklad na Studentuv jednovybérovy test

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 373



2. U &yt odrid brambor A, B, C, D se zjistovala celkovd hmotnost
brambor vzrostlych vzdy z jednoho trsu (v kg):

Al09 08 06 09
B|13 10 1,3

c|13 15 16 1,1 15
D11 1,2 1,0

Chceme zjistit, zda se od sebe odriudy ligi. [1, pt. 10.5, s. 215]

Provedeme jednoduché tfidéni metodou analyza rozptylu (ANOVA).
Opét predpokladame, ze ¢tyti skupiny dat pochazeji z norméalniho rozdé-
leni se stfednimi hodnotami g1, ..., us a stejnym rozptylem a testujeme
nulovou hypotézu Hy: p1 = -+ - = pg. Nebudeme zde uvadét vSechny pou-
Zité vzorce, pouze pfipomeneme, ze pocitdme nejprve priméry uvniti sku-
pin, celkovy prumér a tzv. soucty ¢tvercti mezi skupinami, uvniti skupin
(rezidudlni) a celkovy. Nakonec vypoéitame hodnotu F' = 9,973 a porov-
name s kvantilem Fisherova rozdéleni F3 11(0,95) = 3,59. Protoze hodnota
F tento kvantil pfekrocila, nulovou hypotézu zamitneme.

Postup na strankach je podobny jako u pfedchoziho pfikladu. Opét do-
staneme vSechny potfebné hodnoty, rozhodnuti o nulové hypotéze a post-
hoc testy zalozené na Sheffého metodé, které nam udavaji mezi kterymi
odriadami je rozdil signifikantni, viz obr. 2.

wvzorce (zavrit)
Jednoduché tfidéni (Analyza rozptylu ANOVA):
hladina testu =005 d
potettiid r [2 || ano | (zadejte islaod 3 do 10)
rozsah jednotlivychtid ni..ng [4 |3 |5 |3 |[ ano | (zadejte Eislaod 2 do 10)
nihodné vibéry z N{u;, 09 ,.. . N, 0%, m=p+ay,.., m=pro, Za=0
Xi1.-X1a: [09 |08 o6 oo |
X, Xas: |13 \mmgii
XgpXas: [13_ |16 |16 |[t1 |[15 |
Xy, X3t (1.1 T.Hm

_nulm'zihypotéza Hopi=..=ps neboli ay=..=as=0

i provedte test |

X=114 X1=08 %

S5=0816 f1=3 S.=03 f,=11 s3=00273

F=9973 F3n(0.95)=3.59

F=F311(0.95) hypotézu Ho:wy=..=0w=0 zamitneme
post hoc test (Sheffého metoda):

Sr=1116 fr=14

Xi-X:=04<041  nenirozdil
Xi-X3/=0.6 =036
K- Xef=03 =041
e

0.1<044
3 03<04
| nové zadani |

Obr. 2 Piiklad na jednoduché t¥idéni (ANOVA)
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3. Méme k dispozici spotiebu alkoholu (v litrech na osobu a na rok)
a Gmrtnost na cirhézu jater (pocet zemfelych na 100 000 obyvatel) pro
nékteré evropské zemé:

spotieba alkoholu | 3,9 (4,2 (5,6 |5,7|6,6|7,2|10,8|10,9|12,3|15,7 (24,7

fimrtnost 3,614,3(3,4/3,7/7,2(3,0[12,3] 7,0 |23,7]23,6|46,1

Méme ovéfit, jestli tyto veliiny spolu souviseji. [1, pf. 11.22, s. 257]

Pouzijeme tentokrat Spearmantv korelacni koeficient. Pfi této nepa-
rametrické metodé nemusime predpokladat normalitu ndhodnych vybért,
(postadi spojitost distribuéni funkce). K uvedenym hodnotdm X, ..., X,
prifadime jejich pofadi Q1, . .., @, ahodnotam Y7, ...,Y,, poradi Ry, ..., R,.
Spearmanntv koeficient pak pocitame podle vzorce

Tszl—n(nf_l)%:(Qk—Rk)2~

Nulovou hypotézu o nezavislosti uvazovanych nahodnych veli¢in zamit-
neme, jestlize absolutni hodnota |rg| pfekroéi kritickou hodnotu & = 0,6091
uvedenou ve statistickych tabulkach pro n = 11 a a = 0,05. V nasem pii-
padé prohlasime veli¢iny za zavislé, nebot vychazi rg = 0,7727.

Na webovych strankach postupujeme analogicky jako u predchozich pri-
kladi (obr. 3).

vzorce (zavfit)
Test Spearmannova korela¢niho koeficientu:
hladina testu @ =0,05
rozsah n: !I" | ano | (zadejte &islo od 5 do 30)
nihodny vybér ze spojitého rozdéleni (X1, Y1),....(X1, Y1)

Xp...Xn: (39 |42 |[s6 |[57 |66 |[72 |[108 J[109 |[123 |[157 |[247 ]
Yi...Yu: (36 |43 |34 |37 |[72 |30 |[123 |70 |[237 |[236 |[46.1
_nulm‘ai hypotéza Hp: X, Yy jsou nezdvislé

provedte test

X 39 42 56 57 66 72 108 109 123 157 247
pofadic 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Yi: 36 43 34 37 72 30 123 70 237 236 461
pofadi 3 5 2 4 7 1 8 6 10 9 11

15=07727 k;; =06091
rszkyy hypotézu Hy: Xy, Y} jsou nezavislé zamitneme

nové zadani

Obr. 3 Priklad na testovani Spearmanova korela¢niho koeficientu
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Prezentované stranky si v zadném pfipadé nekladou za cil a ani nemo-
hou nahradit statistické programy R, SPSS, Statistica, Statgraphic, SAS
nebo nastroje Excelu, systému Mathematica apod. Stranky nabizeji pouze
zpracovani dat o malém rozsahu. Jiné technickd omezeni vyplyvaji ze sku-
tecnosti, Ze byly sestaveny pouze pomoci jazyka PHP a nespolupracuji
s zadnym matematickym softwarem.

Stranky jsou uréeny pouze pro tcely vyuky, studia, procvicovani, zkou-
Seni, ovérovani.

Testovani statistickych hypotéz umoznuje na zékladé vybérovych sou-
bora dat provadét kvalifikovana rozhodnuti o charakteru a kvantitativnich
vlastnostech veli¢in, jez reprezentuji. Studenti se pfi zpracovani dat casto
soustfedi jen na provadéni vypocti (ono dosazovani do vzorcl) a zdkladni
principy uzivanych metod jim mnohdy unikaji. I kdyz se rozhodnou pouzit
pro vypocty néjaky z uvedenych statistickych programti, museji zna¢nou
energii vénovat k proniknuti do tohoto néstroje, seznamuji se s jeho moz-
nostmi, se zpusobem ovladani téchto programu ¢i nastroju a komunikaci
s nimi.

Prednosti nasich stranek je naopak jejich znac¢na jednoduchost pfi uzi-
vani a ,interaktivita“.

Webové stranky byly vyuzivany pri vysokoskolskych kurzech statis-
tickych metod na Pedagogické fakulté UK a na Technické fakulte CZU
v Praze v letech 2014 a 2015. ZkuSenosti s uzivanim tohoto nastroje jsou
velice pozitivni. Studenti se mohou pfi seznamovéani se s testovanim hypo-
téz v prvnich fazich soustfedit na podstatu principu, mohou zadavat rizna
data, postupné je ménit a pozorovat, co se déje s vysledky pii jejich zpra-
covani a vyhodnoceni. Uzivatel si tak snadno miize pii testovani hypotéz
ovérit vyznam rozptylu nebo si uvédomit odlisny vliv odlehlych hodnot pro
klasické a neparametrické metody a podobné. U kazdého testu je vlozen
odkaz na soubor s uzitymi vzorci. Podle nich si lze vysledky piepocitat.

Stranka pro linearni regresi obsahuje jednoduchy obrazek. Jeho nadi-
tani probihd bez problému pii pouziti prohlize¢i Chrome, Firefox apod.
Prohlize¢ Explorer vSak nékdy po zméné dat nenacita obnoveny obrazek
a je tieba stranku aktualizovat (na listé nebo klavesou F5).

Na strankéach je tfeba odstranit nedostatky, opravit chyby a nepfesnosti.
Vhodné by bylo také jejich rozsifeni o dalsi testy, zlepSeni grafické arovné,
obohaceni pravodnim textem a pfevedenim do jinych jazyka. Autori budou
vdécni za kazdé upozornéni ¢i navrh ke zlepSeni.
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Bobrik ud¢l informatiku

4. dil — Pouziti logiky v informatice

DANIEL LESSNER - JIRI VANICEK
Matematicko-fyzikdlni fakulta, UK Praha

Pedagogicka fakulta, Jihoc¢eskd univerzita v Ceskych Budé&jovicich

V reakcich nékterych uciteld na soutézni lohy soutéze Bobiik informa-
tiky (viz 1. dil seridlu) jsme se setkdvali s kritikou, ze nékteré tlohy jsou
logické a tedy nikoliv informatické, a proto do soutéze nepatii. Dovolime
si ivod tohoto ¢lanku vénovat pravé vztahu matematiky, potazmo logiky,
a informatiky.
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Postieh, ze se fada informatickych tloh zda logickd nebo matematicka,
je na misté do té miry, do jaké ma informatika s matematikou ¢i logi-
kou pfirozeny prinik. Pro rychlou ilustraci hlubokého vztahu mezi uve-
denymi obory pfipomeiime, Ze jeden ze stéZejnich vysledki informatiky,
nefesitelnost problému zastaveni Turingova stroje, je zjednodusené vzato
jinym vyjadienim Godelovy véty o netplnosti, tedy stézejniho poznatku
matematické logiky. Libovolny vypocet, ktery probiha na pocitaci nebo
na jakémkoliv jiném vypocetnim stroji, vzdy odpovida néjakému zptsobu
logického odvozovani. Meze logického dokazovani jsou tak zaroven mezemi
pocitani, a tim i mezemi pocitacd.

Informatika se zabyva zpracovanim informaci a informace jsou univer-
zalné reprezentovany (bindrnimi) ¢islicemi. Jestlize data, s nimiz pocitaé
pracuje, jsou vlastné posloupnosti ¢islic 1 a 0, leckdy se vyplati na né
divat i jako na logické hodnoty PRAVDA a NEPRAVDA (napf. jako plat-
nost podminek pro néjaké rozhodnuti). Informatika davd rfadu skvélych
prilezitosti, jak ukazat, Zze logika, péstovana v hodinach matematiky, ma
své kazdodenni vyuziti. Napf. chceme-li, aby tabulka vyslednych znamek
zakt sama automaticky ukazovala, ktefi z nich dostanou vyznamenéani,
vyuzijeme k tomu néstroju logiky. Chceme-li naprogramovat nekonecny
kalendaf (v némz budeme hledat napf. ktery den v tydnu se néjakd osoba
narodila), s pouzitim logiky budeme stanovovat podminky ke zjistovani
kalendére, kdy budou v dany rok velikonoce.

Pri programovani se vyskytuje cela fada situaci, v nichz je pouzité lo-
gické odvozovani odlisné od intuitivni logiky. Spojka nebo neni vylucovaci;
implikace pfi nesplnéném predpokladu nezpiisobi negaci disledku; negace
neznamené protiklad (tedy negace ,vSeho* neni ,nic“, negace ,je mensi
nez“ neni , je vétsi nez“). M4&-1i byt proces dokazovani a odvozovani prene-
sen na nezivy stroj, je potieba tento proces presné formalizovat, aby mohla
byt v konkrétnich ptipadech jeho spravnost a presnost kontrolovana. To je
také kol logiky.

Jednostranné pojeti skolské informatiky, projevujici se také komentati
ucitelu k soutézi Bobrik informatiky ,jona je to ale spi$ takova logika, nez
informatika“, jsou samoziejmeé silné podpofeny soucasnym znénim Ram-
covych vzdélavacich programi. Souvislost fady témat ve vzdélavaci ob-
lasti Informatiky a informacnich a komunika¢nich technologii s matemati-
kou (logikou) je téméF neznatelnd a muze tak snadno ziistat o¢im uéiteld
a tvirct Skolnich vzdélavacich programi skryta. Mezi vzdélavacimi cili
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chybi vyslovny pozadavek na porozuméni tomu, jak pocitace funguji, na-
toz néjakych hlubsich principt nebo jejich pouziti. Zcela prevazuji témata
zameérend na ovladani aplikaci. Z toho plynouci pojeti vyuky pak ve vyuce
pochopitelné vede k diametralné odlisnému typu feSenych tloh.

Kdyz si po absolvovani takové vyuky student vybere budouci studijni
obor na vysoké skole na zakladé toho, Ze ho bavi skolni ,informatika“, je po
zapoceti vysnéného studia Casto zaskoCen. Obsah vysokoskolského studia
informatiky nema s tim stfedoskolskym témér nic spoleéného. Zakladni a
stredni Skoly Casto nenabizeji studenttim dostatek moznosti ziskat odpo-
vidajici pfedstavu o tomto oboru. Soutézni tlohy z Bobiika informatiky
mohou ucitelim pomoci pfi predstaveni informatickych problému véku
pristupnou formou.

Informatika je bez logiky nemyslitelna, neobejde se bez ni. To, co pro-
biha v nitru kazdého pocitace, jsou z jistého pohledu praveé logické operace.
Sofistikovanost technickych aplikaci ovSem tyto své kofeny pred uZivateli
schovava tak dokonale, Ze je snadné na né zcela zapomenout. Bohatstvi
a svébytnost vysledkd informatiky vede k tomu, Ze informatiku vnimame
jako samostatny obor. To ovSem jeji vztah k logice nijak neoslabuje. Ko-
neckoncu fada védci, které vnimame jako zakladatele informatiky, byla i
vyznamnymi logiky, nap¥. Alan Turing, autor teoretického modelu vypo-
¢etniho stroje a vyznamny kryptograf, Dan Scott, zabyvajici se sémanti-
kou programovacich jazykt, Alonzo Church, zabyvajici se teorii algoritm,
lambda kalkulem a problémem rozhodnutelnosti, a mnoho dalsich.

V ¢lanku zafazujeme logické tlohy motivované jak prostfedim pocitace,
tak tlohy z prostiedi studentiim dobfe znamych, aby pro né byly situace
dostatecné nazorné. I tyto tlohy bychom mohli snadno obléci do pocita-
¢ového hévu (napf. v tloze s otafenim Gokolddovych vajicek mize robot
kontrolovat soucastky ve vyrobé). Podle naseho nézoru je vSak také tieba
ukézat, ze ulohy, které muze pocitac resit, jsou vsude kolem nas.

Co je uvnitf vajicka?

Kategorie Junior, autorka Anna Morpurgo.

Zadani

Lenka se diva na Ctyfi cokoladova vajicka umisténa ve vitriné. Dvé z nich
jsou oteviend, je proto vidét, zda je uvniti darek, ale neni mozné z jejiho
pohledu rozpoznat barvu polevy. Dvé vajicka jsou jesté zaviend, proto je
vidét barva jejich polevy, ale zase nelze rozpoznat, zda je uvniti darek.
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Lenka ptredpoklada, ze vSechna modra vajicka obsahuji darek. Co musi
Lenka udélat, aby si ovéfila, ze jeji ivaha je spravna?

1 2 3 4

A) Otoéit polovinu skofdpky vajicka s darkem (¢. 3) a otoéit polovinu
skofépky vajicka bez darku (€. 4)

B) Oteviit bilé vajicko (€. 1) a oteviit modré vajicko (€. 2)

C) Oteviit modré vajicko (€. 2) a oto¢it polovinu skotépky vajicka s dar-
kem (¢&. 3)

D) Oteviit modré vajicko (¢. 2) a otoéit polovinu skofdpky vajicka bez
darku (¢. 4)

Co ma tato uloha spole¢ného s informatikou

Jak uz bylo feceno, logika hraje v informatice velmi dulezitou roli. Jed-
nim z klicovych rysi algoritmickych procest je totiz zaruka ocekavaného
vysledku. Potfebujeme mit nezvratné dokazand tvrzeni typu ,,postup A na-
jde pro kazdé spravné zadani Z odpovidajici vysledek V a spotfebuje pfi
tom nanejvys prostfedky P“. Logika je mocnym néastrojem, ktery se k ta-
kovému tcelu velmi hodi. V této tlloze mame za kol vymyslet zpiisob ové-
feni platnosti tvrzeni (nikoliv konkrétni tvrzeni pfimo ovéfit), které z jedné
vlastnosti vajicka vyvozuje jinou. Takové dokézané tvrzeni je uzitecné pro
zjednoduseni kontroly; pokud by se potvrdila jeho platnost, nebude tieba
vyvozenou vlastnost kontrolovat pfimo. Nebude tedy nutno kazdé vejce
kvili darku otvirat: kdo bude chtit darek, vybere si modré vejce.

Tvrzeni ,vSechna modra vejce skryvaji darek“ bude v této tloze fun-
govat podobné, jako kdyz predpoklddame, Ze v tabulkovém procesoru pa-
tficné tlacitko opravdu sefadi vybrané buiiky, a uz nekontrolujeme, zda
jsou buriky opravdu sefazené. Vymyslet zptusob ovéreni platnosti tvrzeni
je mj. velmi uzitecna dovednost informatika. Uvedeny druh tvrzeni a zpu-
sob uvazovani nachazi obrovské vyuziti pti ladéni pocitacovych programu.

Premyslivi zaci a zakyné si mohou v§imnout, ze ptivodni tvrzeni ,vSechna
modréa vajicka obsahuji darek® lze formulovat jako ,jestlize je vajicko

380 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



modré, pak obsahuje darek“, tedy ve formé implikace. Za pozornost zde
stoji zcela zjevna absence vySetfovani vécné souvislosti. PrestoZze netu-
§ime, pro¢ by zrovna modra vejce méla obsahovat darek, neni s platnosti
uvedené implikace sebemensi problém.

Jind moznost je prelozit zadani do Fe¢i mnozin: ,mnozina modrych vaji-
¢ek je podmnozinou mnoziny vajicek s darkem®. Pfemyslivi zaci a zakyné si
mohou v§imnout, Ze dokazovani tvrzeni je vlastné porad tplné stejné. Jini
zaci mozna po nakresleni pfislusného diagramu zjisti, Ze je pro né reseni
tlohy ve svété mnozin pfirozenéjsi, nez ve svété logiky. I vybér vhodného
thlu pohledu je pfitom dalsi dulezitou dovednosti informatika.

Podobné (o mnoho sofistikovanéjsi) pfistupy jako u feSeni ulohy s vejci
se uplatiiuji v oblasti dolovéni informaci z dat (data mining — viz Wikipe-
die). Na zac¢dtku mame tabulku s vlastnostmi mnoha objekti, at uz vajec,
nebo tfeba zakaznikd obchodu. Zajimat nas mohou pravé pravidla typu
(modrd = darek), nebo (koupil dyni = koupi svi¢ku). Pfitom metody
data miningu nejenze automaticky hodnoti platnost danych pravidel, ony
je také automatizované vyhledavaji.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Tvrzeni ,VSechna modré vajicka obsahuji darek* mame ovérit probra-
nim jednotlivych vajec, omezime se ale pouze na ta, ktera mohou mit na
platnost tvrzeni né€jaky vliv.

1. Bilé vejce nas nezajimé, o ném tvrzeni nehovofi.

2. Modré je tieba oteviit (kdyby bylo prazdné, tvrzeni neplati).

3. Skofapku s darkem nepotiebujeme otacet (pokud je bila, tak nds
nezajima, pokud je modré, tak je vée v pofadku).

4. Prazdnou skofapku je t¥eba oto¢it (kdyby byla modra, tvrzeni ne-
plati).

Tomu odpovida spravna odpovéd D) — oteviit modré vajicko (¢. 2) a
oto¢it polovinu skofapky vaji¢ka bez darku (¢&. 4).

Pokud bychom ovétovali tvrzeni ,Jestlize je vajicko modré, pak ob-
sahuje déarek“, vyjdeme napt. ze zndmé pravdivostni tabulky implikace.
Pokud vajicko neni modré, o pravdivosti implikace nam nic nefekne (pro-
toZe pak plati cokoliv, mize a nemusi darek obsahovat). Pokud je modré,
musi obsahovat darek. Také nesmi nastat, ze modré vajicko darek neobsa-
huje. Z toho vidime, Ze je tfeba zkontrolovat obsah modrého vejce a barvu
prazdné skorapky (nesmi byt modra).
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Co bude délat odpoledne

Kategorie Junior, autor Hans-Werner Hein.

Zadani

Ales se nikdy nemiiZe rozhodnout, co bude odpoledne délat. Nejradsi by
délal vsechny ze svych t¥i nejoblibenéjsich ¢innosti, ale musi se rozhodnout.
Proto si fekl, ze tfikrat hodi hraci kostkou a pak se bude rozhodovat podle
téchto pravidel:

| €0 BUDU DELAT l:lI-DII'I:-IlED.HE

KDYZ  hod Eisto @ > hod Eisla®'
L

phjdu si hrat na hists

pujdu plavat do bazénu
JINAK

budu doma skiadat puzzie

Vysvétlivka k obrdzku: Hod ¢islo n znamend hodnotu, ktera padla na kostce
pri n-tém hodu.

Dneska hazel a vyslo mu, Ze ma doma sklddat puzzle. Jaka ¢isla mu
padala na hraci kostce? Vyber z moznosti:

A) prvni hod padla 5, druhy hod padla 3, tfeti hod padla 6

B) prvni hod padla 2, druhy hod padla 4, tfeti hod padla 1

C) prvni hod padla 3, druhy hod padla 4, tieti hod padla 3

D) prvni hod padla 6, druhy hod padla 6, tfeti hod padla 2

Co ma tato tloha spoleéného s informatikou

, Kdyz-tak-jinak“ neboli rozhodovani je stézejni soucasti programova-
cich jazykt (nebo také funkci v tabulkovém procesoru). V zavislosti na
aktualni situaci se rozhoduje o tom, co se vykona v pristim okamziku.
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Potfeba délat rozhodnuti mezi dvéma moznostmi je standardni zivotni
situaci. ,,Kdyz-tak-jinak®* se také opira o Platontv zakon o vylouceni tie-
tiho (http://cs.wikipedia.org/wiki/Zékon_o_vylouceni_tfetiho). Tato tloha
ukazuje skladani podminek, kdy se rozhodujeme o vice nez dvou alternati-
véach a za tim ticelem do sebe vnofujeme nékolik rozhodovani mezi dvéma
moznostmi. To je v informatice (i v Zivoté) opét zcela béZna situace.

Terminologickd pozndmka: anglické klicové slovo IF u rozhodovani prekla-
dame v ¢eskych prost¥edich pro vyuku programovani jako KDYZ mj. proto,
abychom jej odlisili od vyznamové podobného JESTLIZE, pouzivaného
pro implikaci (A = B: jestlize plati A, pak plati B). Pokud v rozhodovani
neni splnéna podminka, vzdy nastupuje druha varianta (ELSE, tedy druha
vétev programu v ¢estiné JINAK). NemuzZe se stat, ze by byly provedeny
podminéné prikazy, aniz by platila dand podminka. Oproti tomu v logické
implikaci toto neplati. D4 se Fici, Ze rozhodovani ,KDYZ-TAK-JINAK*
ma v logickém smyslu blize ekvivalenci. Program bude pokracovat prvni
vétvi , TAK“ pravé tehdy, kdyz je podminka splnéna.

Kromé toho samoziejmé neni zdravé michat fidici strukturu z progra-
movani, tedy Fizeni néjaké ¢innosti, s logickou spojkou, tedy rozhodovanim
o pravdivosti néjakych vyrokt. Je proto uzitecné riizné vyznamy odlisit i
volbou jiného uvozovaciho slova.

Podobné nevhodné pro preklad slova IF je slovo POKUD. Je totiz velice
podobné slovu DOKUD, kterym prekladame uvozeni cyklu s nezndmym
poc¢tem opakovani WHILE, a détem se obé slova pletou.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Skladat puzzle je mozno tehdy, kdyz na obrazku nebude splnéna ani
jedna (zelen& podbarvend) podminka. Abychom se dostali ke sklddéni
puzzle, u kazdé podminky se musi pokracovat pod slovem JINAK. Jinymi
slovy, prvni hod musi byt mensi nebo roven druhému i tfetimu hodu.

Spravné je varianta C): prvni hod 3, druhy hod 4, tf¥eti hod 3. Prvni
hod neni vétsi nez druhy, takze se pokracuje vétvi JINAK. Tteti hod neni
mensi nez prvni, pokracuje se také vétvi JINAK.

Varianta A) prvni hod 5, druhy hod 3, t¥eti hod 6 splituje prvni pod-
minku (5 > 3) a vede na hfisté.

Varianta B) prvni hod 2, druhy hod 4, t¥eti hod 1 nesplituje prvni
podminku (2 > 4), ale spliiuje druhou podminku (2 < 1) a vede do bazénu.

Varianta D) prvni hod 6, druhy hod 6, t¥eti hod 2 také nespliiuje prvni
podminku (6 > 6), spliiuje druhou podminku (2 < 6) a vede do bazénu.
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Cloudové feSeni ve firmé

Kategorie Junior, autor Hans-Werner Hein.

Zadani
Ve firmé Castoria pouzivaji cloudové feSeni. VSechna data uchovéavaji
pomoci skupiny navzajem propojenych pocitacovych serveri. Obrazek uka-
zuje jejich propojeni.
— Kyviili vyssi arovni zabezpeceni jsou data uchovavana ve dvou tilozis-
tich, serverech STORE-1 a STORE-2.
— Data jsou pristupna pfes dva pristupové servery PORT-1 a PORT-2.
— Data jsou uchovéavana pouze v tlozistich STORE, zadna data nejsou
uchovavana v pristupovych serverech PORT.
— STORE-1 je pristupny ptes STORE-2 a obréacené.

 STORE-2 |

/

| STORE-1

PORT-1

Které z nasledujicich tvrzeni NENT pravdivé?

A) Jestlize PORT-2 a PORT-1 jsou zniceny, vSechna data v Castorii
jsou ztracena.

B) Jestlize PORT-1 a PORT-2 jsou zniéeny, vSechna data v Castorii
jsou nepfistupna.

C) Jestlize STORE-2 a STORE-1 jsou zniceny, vSechna data v Castorii
jsou ztracena.

D) Jestlize STORE-1 a PORT-2 jsou zni¢eny, vSechna data v Castorii
jsou neptistupna.

Co ma tato tloha spole¢ného s informatikou

Uloha zjednodusené naznacuje princip (a néktera rizika) cloudovich
sluzeb. S pomoci zékladniho povédomi o jejich fungovani, s pomoci po-
rozumeéni tokim dat znazornénym grafem a s pomoci aplikace logickych
pravidel je t¥eba vybrat spravnou odpovéd.
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Kazda data podléhaji mimo jiné jistému riziku docasné nedostupnosti
a riziku uplné ztraty. Riziko plyne do znac¢né miry z pouzitého ulozisté.
Kdyz se rozhodujeme o tom, kam data ulozit, zaroven se rozhodujeme,
jaka rizika chceme nést.

Vyuzitim cloudovych sluzeb se rizik zcela nezbavujeme. Néktera rizika
se zmensSuji (napf. selhdni paméfového média je ,v cloudu® téméf vy-
louceno, zejména ve srovnédni s uzivatelovym pevnym diskem). Naopak ale
pribyvaji néktera nova rizika, souvisejici napr. s dostupnosti pfipojeni k in-
ternetu ¢i napf. s politikou (rizika ztraty dat v disledku statnich zasahi,
souvisejicich s rizné vykladanou ochranou autorskych prav — viz piipad
serveru Megaupload.com). Dalsi riziko ke zvéZeni je ztréta soukromi: je
zabezpeceni mého vlastniho pocitace vyssi, nez zabezpeceni cloudu profe-
sionalniho poskytovatele? Jak to mohu zjistit?

Zduvodnéni spravné odpovédi

Spravné odpovéd je A): Jestlize PORT-2 a PORT-1 jsou zniceny, vSechna
data v Castorii jsou ztracena.

Toto tvrzeni totiz neni pravdivé. Pokud budou pfistupové servery zni-
Ceny, data budou stale uchovana na serverech STORE-1 a STORE-2. Bu-
dou pouze nepfistupnd a po opravé (napi. vymeéné) pristupovych servert
budou opét dostupné. Firma o data nepfijde.

Ostatni odpovédi jsou pravdivé. Odpovéd ,, Jestlize STORE-1 a PORT-2
jsou zniceny, vSechna data v Castorii jsou nepfistupna“ rika: protoze z PORT-
1 do STORE-2 nevede pfimé spojeni a ostatni servery jsou zniCeny, jsou
data (stéle ulozend na STORE-2) nepfistupna.

Logické obvody

Kategorie Junior, autor Paul Miotti.

Zadani

Logickad hradla v procesoru pocitace maji jeden nebo dva vstupy na-
levo a jeden vystup napravo. Pfepinaji ZAP a VYP proud na vystupu
v zévislosti na proudech na vstupech.

Kdyz vstup je ZAP, vystup je VYP.
Kdyz vstup je VYP, vystup je ZAP.
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Vystup je ZAP kromé ptipadu, kdy oba vstupy jsou VYP.
A ’- Vystup je ZAP pouze pokud oba vstupy jsou ZAP.

Na obrazku je logicky obvod.

A NE X

R b 0 ﬁ }Y
Jestlize vstup A je VYP a vstupy B a C jsou ZAP, jaké budou vystupy
XaY?

A) Xje VYP, Y je VYP  B) X je VYP, Y je ZAP
C) X je ZAP, Y je VYP D) X je ZAP, Y je ZAP

Co ma tato tloha spoleéného s informatikou

Logicka hradla jsou zékladnimi stavebnimi kameny digitalni elektro-
niky, napf. pocitacovych procesorti. Jednicky a nuly digitalnich dat jsou re-
prezentovany zapnutim nebo vypnutim elektrického proudu (ZAP, VYP).
V dnesnich procesorech jsou propojeny miliardy takovych hradel, aby po-
¢ita¢ mohl pracovat.

Analyza takovych slozitych siti mtuze byt provadéna pomoci booleovské
algebry, tedy matematickymi vipocty. Vystupy obvody z tilohy lze vyjadrit
vzorci:

X = NE(A(NE(A),B))
Y = A(A(NE(A),B),NEBO(B, NE(C)))

V obvodu i v algebfe lze napi. ukazat, ze je-li vstup B ZAP, nema
vstup C na vystupy X a Y zadny vliv. Ve vzorci pro vystup X se viubec
nevyskytuje. Ve vzorci pro Y sice ano, ale jen jako soucast vyrazu:

NEBO(B, NE(C))
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7 definice NEBO je ale zfejmé, Ze vysledek bude ZAP, protoze staci,
ze B je ZAP. Na vstupu C tedy nijak nezélezi. Takovy ptistup vyuzivaji
mnohé programovaci jazyky pod nazvem zkracené vyhodnocovani. Je to
drobnost, ktera ale miize pii ¢astém opakovani usetfit mnoho Casu.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Systematickou aplikaci logickych pravidel ze zadani dojdeme k tomu,
7e spravné odpovéd zni X je VYP, Y je ZAP. Na obrazku je prochézejici
proud ZAP znizornén teckovanim, VYP je zndzornén plnou carou.

P —INE
A o eeegpeoees X
A —"

o, e
H
1
4
3
4
2

Ke stejnému vysledku dojdeme pouzitim vzorct. Dosadime-li za ZAP=1,
za VYP=0 ze zadani ulohy, dostaneme:

X = NE(A(NE(0),1)) = NE(A(1,1)) = NE(1) = 0
Y = A(A(NE(0),1), NEBO(1,NE(1))) = A(A(1,1), NEBO(1,0)) =
=A(1,1) =1

Zavirovany server

Kategorie Senior, autor Jifi Vanic¢ek

Zadani

Operaéni systém Styx ma zvlastni vlastnost. Zavirovany poéitac s timto
opera¢nim systémem odpovida vzdy nepravdivé. Naptiklad, kdyz obdrzi
dotaz ,,Jsi zavirovany?“, odpovi zavirovany pocitac ,Ne.“

Pocitac¢, ktery neni zavirovany, vzdy odpovi pravdivé. Napf. na dotaz
,»Jsi zavirovany?“ odpovi nezavirovany pocita¢ ,Ne.“ IT specalisté z firmy
StyxOK opravuji pfes Internet pouze servery a notebooky s opera¢nim sys-
témem Styx. Kterou z nasledujicich odpovédi mize dat pouze zavirovany
server?

A) Jsem zavirovany server.
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B) Nejsem zavirovany server.
C) Jsem zavirovany notebook.
D) Nejsem zavirovany notebook.

Co ma tato uloha spole¢ného s informatikou

Tato otazka se mozna zda byt o virech, je to ovsem predevsim logicka ha-
danka. Zkouménim toho, co lze logicky odvodit, tak zaroven zjistujeme, co
Ize ,,vypocitat® na pocitaci, neboli co viibec na pocitaci lze. Dnes uz vime,
7e existuji otazky, na které logika odpovéd nikdy nenajde. Tudiz je taky
jasné, ze existuji tlohy, které nelze vyfesit zddnym algoritmem (takZe ani
nemd cenu ten algoritmus hledat), podobné jako nemé smysl sestrojovat
perpetuum mobile nebo tietit tihel pravitkem a kruzitkem. Konkrétni typ
logického problému feseny v této tilloze spadd mezi problémy o Poctivcich
a padousich. Muzeme doporucit velmi péknou knihu logickych hadanek na
téma poctived a padouchti od R. Smullyana Jak se jmenuje tahle knizka?
a video na toto téma: http://www.youtube.com/ watch?v=1Avy9xoD3uw.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Odpovéd ,,Jsem zavirovany notebook“ je spravna. Nemtize ji totiz po-
slat zavirovany notebook (nebyla by to totiz lez) ani nezavirovany server
(ten musi odpovédét pravdu, tedy Ze neni notebook). A nemiiZe ji poslat
ani nezavirovany notebook (ten musi mluvit pravdu, Ze je nezavirovany).
Tuto odpovéd miZze poslat pouze zavirovany server (posila nepravdivou
odpovéd, Ze je notebook).

Ostatni odpovédi jsou nespravné. Zavirovany server nemuze odpovidat
pravdu, takze nemuze dat pravdivé odpovédi ,, Jsem zavirovany server® a
»,Nejsem zavirovany notebook“. Odpovéd , Nejsem zavirovany server® sice
zavirovany server poslat muze, ovSem stejné tak ji mulze poslat nezavi-
rovany notebook. Soutézni tloha ale vyzaduje, aby odpovéd mohl poslat
POUZE zavirovany server. Tato moznost je tedy také nespravna.

Zdravotni zaznamy
Kategorie Senior, autor Arthur Charguéraud.
Zadani
Zdravotni zaznamy pacientt jsou citlivé udaje, které se nesmi zvetej-
novat. Pro védecké tcely jsou pouZiviny anonymizované udaje (tab. ¢. 1).

Z jiné tabulky (tabulka ¢. 2) ze seznamu obyvatel v matrice mizeme ziskat
konkrétni idaje o vSech obyvatelich mésta.
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Vhodnym propojenim udaji z téchto tabulek mtuzeme u konkrétniho
obyvatele mésta zjistit, zda trpi néjakou chorobou. Dokazes zjistit, jakou
nemoci trpél néktery z uvedenych obyvatel? Napis jeho kfestni jméno.

Tabulka &. 1 Tabulka €. 2

Pacienti narozeni 1. ledna Obyvatelé mésta s PSC 18250 narozeni 1. ledna
DATUM . = A - DATUM 2 :
NAROZENI POHLAVI | PSC DIAGNOZA PSC NAROZENI POHLAVI | JMENO
017091974 | MUZ 29400 diabetes 18250 | 01/01/1958 | ZENA Jana Novotna
01/01/1976 | MUZ 18250 rakovina plic 18250 | 01011976 | MUZ Jirka Panach
01/01/1976 | ZENA 29400 angina 18250 | 01011976 | MUZ Robert Synek
01/01/1976 | ZENA 29400 anémie 18250 | 01011984 | ZENA Katefina Bartova
01/01/1984 | ZENA 18250 srdeéni onemocnéni 18250 | 01/01/1984 | ZENA Daniel Maly
01/01/1985 | ZENA 16300 angina 18250 | 01/01/1998 | ZENA Alice Sklenitkova
01/01/1987 | ZENA 25340 rakovina kiiZe 18250 | 01011998 | MUZ Roman Dlouhy
01/01/1998 | MUZ 18250 diabetes 18250 | 01/01/1998 | ZEMA Ivana MNovakova
01/01/1998 | ZENA 18250 chiipka 18250 | 01/01/1999 | MUZ Martin Klaus

Co ma tato tloha spole¢ného s informatikou

Vytvareni a spojovani databazi s osobnimi tdaji by mélo zvySovat
obavy vefejnosti o jejich bezpe¢nost. Anonymizace spociva v odstranéni
dostatku osobnich dat tak, aby nebylo mozné dohledat, o kom vlastné zby-
vajici data jsou. Na druhé strané stoji potieba zachovat o jedinci co nej-
vice detailti, napt. pro védecké tucely. Védci stanovili pravidlo pro spravné
anonymizovany vypis z databaze. Muzeme fici, ze vypis z databaze je
k-anonymizovany, jestlize kazdy fadek z vypisu odpovida nejméné k jedin-
cum. Jestlize je k = 1, databaze umoznuje identifikovat jednu konkrétni
osobu. Je-li k& = 3, miizeme najit skupinu t¥i jednotlivcli, z nichz jeden
je hledanym jedincem, ale z tabulek neni mozné urcit ktery. Vysoka hod-
nota k naznacuje dobrou anonymizaci databaze. Tato definice vedla k za-
jimavym studiim. Jednim z problém je najit pocet sloupci, které je tfeba
z tabulky vymazat, aby se stala k-anonymni. Definice také upozornuje na
nebezpeCi pii zverejniovani citlivych dat. Ackoliv mohou byt dva vypisy
z databédze vysoce k-anonymni, jejich spojenim muzeme ziskat vsechna
osobni data. Zminénou situaci modeluje pravé tato tloha.

K situaci, ktera nastala v této tloze, kdy se podarilo identifikovat kon-
krétni nemoc z pristupnych dat, nesmi dochézet. I kdyz tabulky nejsou
vefejné, mize se k citlivym tdajim dostat neopravnéna osoba (t¥eba pra-
covnik jiného tFadu, nez mu p¥islusi, a ktery neni vazan mléenlivosti).

Uloha na prvni pohled jako logicka nevypada, z uvedenyrch tiloh je ovsem
logice v jistém smyslu nejblize. Vyzaduje totiz uvazovani o logickém uva-
zovani: jak viubec z danych informaci néco spolehlivé spravné odvodit?
Jejim pfedmétem je prave to, ¢im se logika jako véda zabyva: jak spravné
uvazovat, co z ¢eho vyvodit lze a co uz nikoliv.
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Zduvodnéni spravné odpovédi

Hledame v tabulkach zaznamy, které se shoduji ve vSech odpovidaji-
cich sloupcich. Pokud najdeme v pravé tabulce nékoho, kdo jako jediny
odpovida néjakému zaznamu z levé tabulky, bude jasné, Ze se zaznam tyka
préaveé jeho. V tabulce ¢. 2 jsou uvedeni pouze obyvatelé mésta s poStovnim
smérovacim ¢islem 182 50. Zajimaji nés proto jen pacienti v 2., 5., 8. a
9. radku levé tabulky.

Zkontrolujeme tyto ¢tyrfi pacienty:

— V 2. fadku levé tabulky je muz narozeny 1. 1. 1976, pro néj existuji
v pravé tabulce dvé moznosti (fddky 2 a 3), které se ale dél nijak
nelisi. Nemtzeme tedy rozhodnout, ktery zaznam mu patii.

V 5. fadku levé tabulky se situace opakuje, opét existuji dvé neroz-
lisitelné moznosti (fadek 4 a 5 pravé tabulky).

V 8. tadku levé tabulky je muz narozeny 1. 1. 1998, jemuz odpovida
pouze jeden zéznam v druhé tabulce. Jedna se o Romana Dlouhého.

— Pro 9. fadek levé tabulky (Zena narozena taktéz 1. 1. 1998) opét
existuji dvé moznosti v druhé tabulce (fadek 6 a 8).

Spravna odpovéd je Roman.

Vyuka informatiky proziva v poslednich letech ve svété obrovsky boom.
Napf. 25 z 50 stattt USA, v nichz zije 75 % obyvatel USA, zahrnulo v tomto
skolnim roce informatiku (computer science, nikoliv information techno-
logy) do vyuky na stiednich skolach. Jiny piiklad, loiiské svétové akce na
podporu vyuky programovani Hodina kédu se zucastnilo 60 miliont zaku
z 90 000 skol z celého svéta.

Logika je jednou ze zakladnich soucasti vyuky informatiky, coz plyne i
z metodické piirucky pro vyuku pfedmétu Computing v Anglii na 1. stupni
zékladnich skol, podle které informatické mysleni zahrnuje 6 mentédlnich
procesti: logické uvazovani, algoritmizaci, dekompozici, abstrakci, genera-
lizaci a evaluaci (Berry, 2015, s. 6).

Protoze vyuka informatického mysSleni u mladsich zédka se stale vice
dostava do popredi, radi bychom néktery z pristich dili naseho seridlu vé-
novali pravé informatickym tlohéam, vékové pfiméfenym zaktum 1. stupné
zékladni skoly.

Literatura

[1] Berry, M.: QuickStart Primary Handbook. BCS, Swindon, 2015.
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ZPRAVY

56. Mezinarodni matematické
olympiada
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Hlavnimi poradateli 56. Mezindrodni
matematické olympiaddy, kterd se konala
od 4. do 16. Cervence v thajském mésté
Chiang Mai na severu této pro nas porad
jesté exotické zemé, byly Ustav pro pod-
poru vyuky véd a technologii (IPST), uni-
verzita v Chiang Mai, Matematické sdru-
zeni Thajska pod patronaci Jeho Velicen-
stva krale a Nadace pro podporu akade-
mickych olympiad a rozvoje védecké vy-
chovy (POSN) pod patronaci Jeji Vysosti
princezny Galyani Vadhana Krom Luang
Naradhiwas Rajanagarindra.

Organizatofi pfipravili pro praci mezi-
narodni jury, jejimz hlavnim tkolem je vy-
brat z pfipravenych navrha Sestici soutéz-
nich tloh, vynikajici podminky v pétadva-
cetipatrovém hotelu Holiday Inn v samém
centru mésta. Soutézici spolu s pedagogic-
kymi vedoucimi bydleli v neméné skvélém
hotelu v jiné ¢asti mésta. Pocet soutézicich
byl opét rekordni: olympiddy se zucastnilo
577 studentti ze 104 zemi celého svéta.

Slavnostni zah&djeni se konalo v aule
chiangmajské univerzity a zakoncilo ho na-
padité defilé s narodnimi vlajkami.

Ceské druzstvo, které bylo vybrano na
zakladé vysledki dstfedniho kola 64. roc-
niku MO v Praze a nasledné tydenni pii-
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pravy v Kostelci nad Cernymi lesy, tvo-
fili Vojtéch Dvordk z 8. ro¢niku G JGJ
v Praze, Matéj Koneény z 8. rocniku G
v Ceskych Budé&jovicich v Jirovcové ulici,
Marian Poljak z 7. roéniku GJS v Pferové,
Jan Soukup z 8. rocniku GJV v Klato-
vech, Radovan Svarc z 8. ro¢éniku G Ceska,
Trebova a Pavel Turek z 6. rocniku G
v Olomouci-Hej¢iné. Vedoucim druzstva
byl RNDr. Karel Hordk, CSc., z Mate-
matického tstavu Akademie véd v Praze
a studenty doprovazel Mgr. Michal Ro-
linek z Institutu pro védu a technologii
v Klosterneuburgu u Vidné.

Vlastni soutéz se odehrala v univerzitni
aule hotelu 10. a 11. ¢ervence, kdy souté-
zici jako obvykle fesili vzdy po trojici sou-
téZnich uloh. Na to méli pokazdé vyhra-
zeno presné 4,5 hodiny; za kazdou ze Sesti
uloh mohli ziskat nejvyse 7 bodu.

Vzhledem k tomu, ze dva z nasich stu-
dentt uz maji doma po medaili z pred-
chozi 55. MMO, ¢ekali jsme, ze své zkusSe-
nosti i pfipravu zarodi lépe. Letosni MMO
vSak dle minéni mnohych patfila k jedné
medaili za velky tspéch povazovat nelze.
Zbyli tfi nasi studenti se museli spokojit
pouze se zdkladnim ocenénim, kterym je
tzv. Honourable mention a které se ude-
luje studentim bez medaile za plné vyte-
Seni alespon jedné soutézni tulohy.

Vysledky nasich soutézicich: 160.—182.
Pavel Turek, 17 b., 217.-256. Radovan
Svarc, 15 b., 257.-282. Marian Poljak,
14 b. (vsichni tii ziskali bronzové medaile),
322.-336. Matéj Konecny, 11 b., 365.-408.
Jan Soukup, 9 b., 394.—419. Vojtéch Dvo-
ték, 8 b. (ziskali pochvalné uznéni).

V neoficidlnim potadi vSech zucastné-
nych zemi jsme stézi uhajili pozici v prvni
poloving (spolu s Mongolskem a Svycar-
skem jsme se podélili o 45.—47. pricku) vice
nez stoclenného pole.

O obtiznosti tloh svédéi mnozstvi roz-
danych bodi. Jak je patrno z tabulky,
Cinu letos o par bodt predbéhly Spojené
staty americké, ale ani ty neprekonaly hra-
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nici 200 bodt, coz se uz dlouho nestalo.
Rusko letos vypadlo ze silné pétky, pro-
toze rusti studenti si prekvapivé nepora-
dili s obtiznou tfeti planimetrickou ulohou,
a tak neziskali ani jednu zlatou a skon-
¢ili se Sesti stfibrnymi az na osmé pricce.
Ulohy rozhodné nebyly lehké, nasi si sice
vyborné poradili s kombinatorickou prvni
ulohou, na které prekvapivé pohofteli jinak
vyborni Vietnamci, a o néco hure se ¢tvr-
tou (geometrickou) ulohou. Na zbyvajici

K zisku zlaté medaile letos stacilo
pouhych 26 bodt, pficemz plného poctu
42 bodu dosahl jediny soutézici, Zhuo Qun
(Alex) Song z Kanady. St¥ibrné medaile se
udélovaly za 19-25 bodt a na bronz stacilo
14 bodu. Celkem jury udélila 39 zlatych,
100 stribrnych a 143 bronzovych medaili a
126 studentd ziskalo ,pochvalné uznani“
(Honourable mention).

Vynikajici organizace se projevila
i v bohaté naplni volného casu jak stu-
dentt, tak jejich vedoucich. K nejvétsim
zazitkim bezesporu patfil vylet do slo-
niho parku Maetaman korunovany jizdou
na hibeté slona, ktery po soutézi absol-
vovali i soutézici, neméné vzrusujici byla
i zhruba ¢tyrkilometrova plavba na bam-
busovych vorech mirnymi pefejemi. Po
koordinaci jsme pak méli jesté moznost
navstivit chram Wat Pra That Doi Su-
thep v hordch za hranici mésta a poté
chrdm Wat Chedi Luang v historickém
stfedu mésta.

Slavnostni zakonceni olympiady se ko-
nalo opét v prostorné aule chiangmajské
univerzity za ucasti thajského ministra
Skolstvi a v uvolnéném duchu bez velkych
proslovi. Po tizasném bubenickém a tanec-
nim vystoupeni do$lo k rozdani medaili,
na némz se valnou ¢asti kromé predsta-
vitelli univerzity a pana ministra podileli
sami organizatori a koordinatofi.

O hostitelskych zemich pristich olym-
pidd je uz jasno az do roku 2019: v roce
2016 to bude Hongkong, poté Brazilie, Ru-
munsko a Velka Britanie.
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Texty soutéznich uloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu
navrhla)

Uloha 1

Kone¢nou mnozinu & bodt v roviné
nazveme vyvdzZenou, jestlize pro libovolné
dva rizné body A a B z S existuje v S ta-
kovy bod C, ze |AC| = |BC|. Mnozinu S
nazveme streduprostou, jestlize pro zadné
t¥i rizné body A, B a C z S neexistuje v S
bod P takovy, ze |PA| = |PB| = |PC|.

(a) Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo
n > 3 existuje vyvazena mnozina obsahu-
jici pravé n bodua.

(b) Urcete vSechna ptirozend ¢éisla n > 3,
pro néz existuje vyvazenad stfeduprosta
mnozina obsahujici pravé n bodu.

(Nizozemsko)

Uloha 2
Uréete vSechny trojice (a,b,c) klad-
nych celych ¢isel, pro néz kazdé z ¢isel

ab—c¢, bc—a, ca—"»

je mocninou 2.
(Mocnina 2 je celé ¢islo tvaru 2™, kde n je
nezaporné celé ¢islo.) (Srbsko)

Uloha 3
Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik
spliiujici |AB| > |AC|. Oznaéme I" kruz-
nici mu opsanou, H jeho prusecik vy-
sek a F patu vysky z vrcholu A. Stied
strany BC ozna¢me M. Necht @Q je bod
kruznice I takovy, ze |[SLHQA| = 90°, a
K bod kruznice I takovy, Ze |LHKQ| =
= 90°. Predpokladejme, ze body A, B, C,
K a @ jsou navzijem ruzné a lezi na kruz-
nici I" v tomto poradi.
Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelni-
kim KQH a FKM se vzajemné dotykaji.
(Ukrajina)

Uloha 4

Trojahelniku ABC' je opsana kruz-
nice {2 o stfedu O. Pritom kruznice I" se
stfedem A protne usecku BC v bodech D
a E takovych, ze body B, D, E a C jsou
ruzné a lezi na primce BC' v tomto poradi.
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Kruznice I' a {2 se protinaji v bodech F'
a G, pricemz body A, F, B, C a G lezi
na kruznici 2 v tomto poradi. Oznacme
K dalsi prusecik kruznice opsané trojuhel-
niku BDF s tseckou AB a L dalsi prisecik
kruznice opsané trojuhelniku CGE s tsec-
kou CA.

Predpokladejme dale, ze pfimky FK a
GL jsou ruzné a protinaji se v bodé X.
Dokazte, ze bod X lezi na ptimce AO.

(Recko)

Uloha 5

Necht R oznacuje mnozinu vSech real-
nych ¢&isel. Urcete vSechny funkce f: R —
— R, jez splnuji rovnici

f(z+f(@+y))+f(wy) = v+ f(z+y)+yf(x)

pro vSechna redlna cisla x a y.
(Chorvatsko)

Uloha 6

Posloupnost ai, a2, ... celych cisel vy-
hovuje nasledujicim podminkam:

(i) 1 < a; <2015 pro kazdé j > 1;

(ii) k+ ar # €+ ap pro vsechna k a [
takova, ze 1 < k < 4.

Dokazte, ze existuji dvé kladnd celd
¢isla b a N takova, ze
n
> (ay —b)‘ < 10072

j=m+1

pro vSechna cela ¢isla m a n spliujici
n>m>N. (USA)

Karel Hordk

Mezinarodni olympiada v in-
formatice 101 2015

Dvacaty sedmy roc¢nik Mezindrodni
olympiddy v informatice IOI 2015 se ko-
nal ve dnech 26. 7.-2. 8. 2015 v Kaza-
chstanu v byvalém hlavnim mésté Almaty.
Hlavnim poradatelem akce byla Kazas-
skd narodni univerzita al-Fabri. V jejim
ubytovacim zafizeni bydleli vSichni sou-
tézici, v univerzitni knihovné probihala
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vlastni soutéz, ve velkém sile Palace stu-
dentli se konalo slavnostni zahajeni a za-
konceni olympiady. Vedouci narodnich de-
legaci byli ubytovani v nedalekém hotelu
Atakent, ve kterém také probihala vSechna
jejich jednani, véetné vybéru soutéZnich
uloh a preklada zadani tloh do narodnich
jazyka.

ALMATY

Soutéze 101 se letos zucastnilo rekord-
nich 83 zemi z celého svéta. Z kazdé zemé
se mohou zucastnit ¢tyfi soutézici a dva
vedouci, celkové letos soutézilo 322 stu-
denti, coz je také nejvyssi pocet ucastniki
v historii. Nase Ceské druzstvo bylo sesta-
veno na zakladé vysledku ustfedniho kola
64. ro¢niku Matematické olympiady, kate-
gorie P, a bylo tvofeno témito studenty:
Filip Bialas, student G Opatov v Praze
4, Dalimil Hdjek, absolvent G J. Keplera
v Praze 6, Matéj Koneény, absolvent G
Jirovcova v Ceskych Budéjovicich. Vdclav
Rozhoni, absolvent G J. V. Jirsika v Ces-
kych Budéjovicich

Vedoucimi ceské delegace na I0I 2015
byli jmenovéani doc. RNDr. Pavel Tépfer,
CSc. z Matematicko-fyzikalni fakulty Uni-
verzity Karlovy v Praze a doc. RNDr. To-
mas Pitner, Ph.D. z Fakulty informatiky
Masarykovy univerzity v Brné.

Jiz tradicn€é se nasi ucastnici IOI
na soutéz predem pripravovali spolecné
s nékterymi reprezentanty vybranymi pro
CEOI (Stfedoevropska olympiada v infor-
matice) na tydennim p¥ipravném soustie-
déni. Toto soustfedéni se konalo v polo-
viné éervna v DaniSovcich na vychodnim
Slovensku a bylo spole¢né pro soutézici
z Cech, Polska a Slovenska.
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Do Kazachstanu jsme priletéli v ne-
déli 26. 7. rdno a po registraci a ubyto-
vani jsme méli nedélni odpoledne volné na
prohlidku mésta Almaty. V pondéli jiz ve-
douci delegaci cekala prvni jednani mezi-
narodni jury, zatimco studenti méli moz-
nost seznamit se prakticky s pocitaci a
soutéznim prostfedim. V pondéli odpo-
ledne probéhlo také slavnostni zahdajeni
olympiady. Hned tentyz den vecer se také
konalo jednéni vedoucich vsech delegaci
spojené s vybérem tuloh pro prvni soutézni
den a nasledné preklady zadani tloh do
rodnych jazykid soutézicich. V utery pro-
bihal prvni soutézni den, soubézné s nim
se konala i mezinarodni konference pro ve-
douci narodnich delegaci. V odpocinkovém
dni ve stfedu jsme spole¢né navstivili vyso-
kohorsky sportovni komplex Medeu a od-
poledne predstaveni kazasského statniho
cirkusu. Ve stfedu vecer probéhla pfiprava
uloh pro druhy soutézni den, ktery se ko-
nal néasledné ve ctvrtek. Na patek byl pro
vSechny ucastniky IOI pfipraven druhy ce-
lodenni vylet, ktery mifil do pfirodni re-
zervace Turgen gorge, kde jsme méli moz-
nost seznamit se s kazasskymi narodnimi
zvyky a tradicemi. Na sobotu bylo napla-
novano zavérecné jednani vedoucich vSech
delegaci, které se zabyvalo prevazné otaz-
kami budoucnosti IOI, volbou mista ko-
nani pristich ro¢nika a volbou ¢lenti mezi-
narodnich fidicich organi. V sobotu odpo-
ledne nyla olympiadda zakonc¢ena slavnost-
nim vyhlaSenim vysledki.

Vlastni soutéz probihd podobnym zpu-
sobem, jako prakticka cast ustfedniho kola
nasi Matematické olympiady, kategorie P.
Kazdy soutézici ma pridélen osobni poci-
ta¢, na kterém fesi zadané dlohy. V kaz-
dém ze dvou soutéznich dnu jsou zadany
tfi ilohy a soutézici maji na jejich vyfeseni
vymezen ¢as 5 hodin. Ulohy je tieba do-
vést az do tvaru odladéného programu, ho-
tové programy se odevzdavaji k vyhodno-
ceni prostfednictvim soutézniho prostiedi.
Odevzdané programy se prubézné testuji
pomoci pfedem pfipravenych sad testova-
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cich dat. Provadéné testy jsou navic ome-
zeny Casovymi a pamétovymi limity, aby
se kromé otestovani spravnosti odlisila ¢a-
sova i pamétova efektivita algoritmu pou-
zitého jednotlivymi tcastniky soutéze. Pii
testovani kazdé tulohy se pouzivaji sady
testovacich dat ruzné velikosti, takze teo-
reticky spravné reseni zalozené na neefek-
tivnim algoritmu zvladne dokoncit vypo-
det pouze pro nékteré (mensi) testy. Ta-
kové feseni je potom ohodnoceno dilé¢im
poctem bodiu. Kratce po odevzdani vy-
pracovaného programu do vyhodnocova-
ctho systému se soutézici dozvi hodnoceni
svého feSeni a ma pak moznost jesté ho
opravit a znovu odevzdat. Jde o podobny
systém, jaky pouzivame v poslednich le-
tech u nas v MO kategorie P, pro praktické
tlohy domaciho kola. Stejné vyhodnoco-
vaci prostfedi jsme letos pouzili i pro Fizeni
praktické ¢asti ustfedniho kola MO kate-
gorie P a také na Stfedoevropské olympi-
4dé v informatice CEOI 2015, ktera se v le-
toSnim roce konala v Brné. Divaci, ale ni-
koliv soutézici, mohou béhem soutéze sle-
dovat i prubéznou vysledkovou listinu.

Kazda ze Sesti soutéznich tuloh byla
hodnocena maximalné 100 body, takze cel-
kem bylo mozné ziskat az 600 bodu. To-
hoto vysledku doséahl jediny soutézici (Ko-
rea), ktery se tak stal absolutnim vitézem
soutéze. Na zakladé presné stanovenych
pravidel se na IOI podle dosazenych bodi
rozdéluji medaile. Nékterou z medaili ob-
drzi nejvysSe polovina ucastnikii soutéze,
pricemz zlaté, stfibrné a bronzové medaile
se rozdéluji v poméru 1:2:3 s ohledem na
to, aby soutézici se stejnym bodovym zis-
kem ziskali stejnou medaili. Na letosni 101
bylo udéleno celkem 161 medaili, z toho 27
zlatych, 55 st¥ibrnych a 79 bronzovych.

Vysledky nasich soutézicich: 129. Filip
Bialas, 245,55 b., bronzova medaile, 142.
Vaclav Rozhon, 226,45 b. bronzovd me-
daile, 175. Matéj Konecny, 162,00 b., 205.
Dalimil Hajek, 132,45 b.

Mezinarodni olympidda v informatice
je soutézi jednotlivet a zaddné poradi zua-
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Castnénych zemi v ni neni vyhlasovano.
Zisk dvou bronzovych medaili pro Ceskou
republiku je pfiblizné pramérnym vysled-
tymi a jednou stfibrnou medaili se staly jiz
tradiéné Cina, Korea, Rusko a USA.
Podrobnosti o soutézi i texty soutéz-
nich uloh 1ze nalézt na Internetu na adrese
http://10i2015.kz/, kompletni vysledkova
listina je k dispozici na webové strance

http://stats.ioinformatics.org/results/2015.

Dalsi ro¢niky Mezinarodni olympiady
v informatice se budou konat postupné
v Rusku (2016), Irdnu (2017), Japonsku
(2018), Azerbajdzanu (2019) a Singapuru
(2020). Poradatelé ptisti IOI 2016 z Ruska
na misté pozvali vSechny delegace zucast-
néné na IOI 2015, aby se zucastnily také
nasledujiciho ro¢niku soutéze. Ten pro-
béhne v Kazani ve dnech 12.-19. 8. 2016.
Informace lze jiz nyni nalézt na strance
http://i0i2016.ru/.

Pavel Téopfer

Dvé stiibrné a tfi bronzové
medaile na 46. Mezinarodni fy-
zikalni olympiadé v Indické re-
publice

INTERNATIONAL PHYSlEE&&MﬂAD
2015 MUMBAI - INDIA

V roce 2015 probéhl uz 46. rocénik
Mezinarodni fyzikalni olympiady (MFO)-
vrcholové svétové soutéze stiedoskolskych
studentt ve fyzice. Soutéz potradalo ve
dnech 4. az 12. ¢ervence 2015 Homi Bha-
bha centrum pro vyuku ptirodovédnych
pfedmétt (indické narodni centrum Ta-
tova tstavu pro zakladni vyzkum) za pod-
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pory indické vlady prostfednictvim Oddeé-
leni pro atomovou energii, Oddéleni pro
védu a technologii a Ministerstva roz-
voje lidskych zdroji. Soutéz hostilo mésto
Bombaj. O vyznamu soutéze svédéi i to,
ze se ji aktivné zucastnilo 382 studentu
z 82 statu a teritorii z péti svétovych kon-
tinenta.

Jednota ceskych matematika a fyziki
(JCMF), odborny garant Fyzikalni olym-
piady v Ceské republice na soutéz vy-
slala podle doporuceni Ustfedni komise
Fyzikalni olympiddy sedmiclennou repre-
zentaci v tomto slozeni: Vdclav Mirdtsky,
absolvent Gymnazia v Pelhfimoveé, Jakub
Dolejsi, absolvent Gymnazia BoZeny Ném-
cové v Hradci Kralové, Vdclav Rozhon,
absolvent Gymndzia J. V. Jirsika v Ces-
kych Budé¢jovicich, Jirt Kucera, absolvent
Gymnazia Jana Keplera v Praze a Filip
Bialas, student Gymnézia Opatov v Praze.
Nahradnikem soutézicich, ktery sice neces-
toval, ale prosel az do posledni chvile stej-
nou pripravou, byl Lukds Honsa, student
Gymnaézia v Jirovcové ulici v Ceskych Bu-
déjovicich. Vypravu vedli doc. RNDr. Jan
K7viz, Ph.D., vedouci delegace a Mgr. Filip
Studnicka, Ph.D., zastupce vedouciho.

Clenové ¢eského druzstva byli vybrani
na zakladé vybérového soustiedéni, kona-
ného 1.—3. 4. 2015 na katedfe fyziky Ptiro-
dovédecké fakulty Univerzity Hradec Kra-
lové. Dalsi ptiprava probihala ve dvou eta-
péach: jednak korespondené¢ni formou, jed-
nak na dvanictidennim intenzivnim sou-
stfedéni, opét v prostorach hradecké uni-
verzity v ¢ervnu 2015.

Delegace nastoupila cestu na 46. MFO
v patek dne 3. 7. 2015. Z Prahy s prestu-
pem v Istanbulu dorazila letecky na misto
konéani MFO — Bombaje v brzkych ran-
nich hodinéach 4. 7. 2015. Organizatori sou-
téze vyzvedli Ceskou delegaci na letisti a
prepravili ji do mist ubytovani. Studenti
byli ubytovani v luxusnim pétihvézdicko-
vém hotelu Leela, vedouci v 8 km vzdale-
ném, neméné kvalitnim hotelu Taj Lands
End v Bombaji. Vlastni soutéz probéhla
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v prostorach Kongresového a vystavniho
centra, zahajovaci ceremonial v aule Ta-
tova tstavu pro zakladni vyzkum, zakon-
C¢ovaci ceremonial pak v Indickém tech-
nickém tustavu. VSechna zasedani Mezina-
rodni rady MFO probihala v misté ubyto-
vani vedoucich delegaci.

Spoleénym programem pro soutézici
studenty a jejich vedouci bylo slavnostni
zah&jeni, slavnostni zakonceni a spolecna
vecefe v hotelu Leela. Pro studenty byly
pripraveny dva soutézni puldny. Netra-
di¢né se zacinalo experimentalnim ulo-
hami, teoretické tlohy pfisly na fadu jako
druhé. Ve zbylém Case organizatofi pfipra-
vili prohlidky zajimavych mist Bombaje,
sportovni a spolecenské akce a jednodenni
vylet do automobilky Mahindra.

Vedouci vénovali dva celé dny disku-
sim uloh a jejich naslednym prekladim do
narodnich jazyku. Dale pak opravé uloh a
moderacim, tj. diskusim s komisemi hod-
notitelt o hodnoceni uloh. Ve volném case
pro né organizatofi pripravili prohlidky za-
jimavych mist Bombaje.

Organizatofi pfipravili soutézicim dveé
velmi zajimavé experimentdlni ulohy,
jejichz spoleénym jmenovatelem byla
difrakce svétla. Ulohy byly naro¢né pie-
devsim na experimentalni zrucnost a dale
vyzadovaly velmi rozsahlé statistické a
grafické zpracovani.

Prvni tdloha byla inspirovana objevem
dvousroubovité struktury DNA Watsonem
a Crickem v roce 1952. Studenti studo-
vali difrakci laserového svétla na Sroubo-
vici (pruziné pruziné) a modelu dvousrou-
bovice (vrypy na sklicku). Z difrakénich
obrazci urcovali geometrické parametry
Sroubovic. Studenti tak v modelové situaci
reprodukovali jeden z velice dulezitych ex-
perimentt, ktery posunul hranice lidského
poznani hned v nékolika védnich oborech.

Druhé tloha studovala difrakci na po-
vrchovych akustickych vlnach na vodé. Ci-
lem bylo urcit povrchové napéti a viskozitu
daného vzorku vody, opét z difrakénich ob-
razcu.
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Teoretické ulohy predlozené organiza-
tory mély velmi atraktivni ndméty z mo-
derni fyziky. Prvni tdloha ,,Slune¢ni cas-
tice“ se vénovala slunecnimu zareni a slu-
neénim neutrinim. Z predlozeného Wie-
nova rozdéleni (aproximace Planckova vy-
zafovaciho zakona) poéitali soutézici para-
metry sluneéniho zafeni dopadajiciho na
Zemi. Déle odhadovali tc¢innost solarnich
¢lankd a méli za kol otestovat hypo-
tézu Kelvina a Helmholtze vysvétlujici za-
feni Slunce vyhradné ,uvolnovanim“ gra-
vita¢ni potencialni energie béhem poma-
lého smrstovani. Druhd ¢ast tlohy studo-
vala rizné parametry slunec¢nich neutrin.

Motivace druhé tlohy , Extremalni
princip“ spocivala ve faktu, ze vétsinu fyzi-
kélnich teorii lze odvodit z varia¢niho po-
¢tu. Je pravda, ze varia¢ni metody jsou ve
fyzice povazovany za matematicky velmi
estetické, ale uz z nazvu ulohy je jasné, ze
matematika v této tloze bude jasné domi-
novat nad fyzikou. Navic, minimalné v po-
loviné ulohy nebyl stfedoskolskymi me-
todami ziejmy fyzikdlni vhled, ktery by
mohli studenti ziskat feSenim matematic-
kého problému — hledani extrému funkcio-
nalu akce. Extremalni pfistup byl apliko-
van na mechaniku (pohyb hmotného bodu
v oblasti s ménicim se potencidlem), op-
tiku (Fermattv princip), vlnovy charakter
hmoty (de Broglieho vlny) a interferenci
elektront (dvojstérbinovy experiment).

Treti tloha ,Navrh jaderného reak-
toru®“ dala soutézicim za ukol studovat
ruzné parametry soucasti jaderného reak-
toru — palivovych ty¢i, moderatoru i jader-
ného reaktoru jako celku.

Podle statutu soutéze byly udéleny mi-
niméalné 8 % soutézicich zlaté medaile, dal-
$im 17 % st¥ibrné, dalsim 25 % bron-
zové medaile a dalsim 17 % ¢estna uznani.
Tim se stanovily pevné hranice pro ziskani
jednotlivych medaili., které letos visely
znacné vysoko — min. 42,2 bodua pro zla-
tou medaili, min. 33,0 bodu pro stfibrnou
medaili, min. 24,0 bod pro bronzovou me-
daili a min. 18,0 bodui pro ¢estné uznani.
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Po kone¢ném stavu hodnoceni bylo roz-
hodnuto, ze zlatou medaili ziskalo 38 sou-
tézicich, st¥ibrnou 64 soutézicich a bronzo-
vou medaili 93 soutézicich. Cestné uznani
bylo udéleno 68 soutézicim. Mezi nejlepsi
fesitele patii jiz po nékolik let jednot-
livei druzstev stat@t Cina (CLR), Tchaj-
wan, Korea, USA, Rusko a Vietnam. Nej-
lepsiho vysledku dosahl soutézici Taehy-
oung Kim z Koreje, ktery ziskal 48,3 bodu
z 50 moznych. Tento vysledek spolecné s
nastavenymi hranicemi svéd¢i o vyrazné
nizsi naro¢nosti oproti minulym ro¢niktm.
Podle nazoru vedeni ceské delegace ob-
tiznost uloh spocivala zejména v porozu-
méni velmi naro¢nému odbornému textu
a v matematickych manipulacich. Vétsinu
vSech t¥i teoretickych tloh pak $lo Fesit
taktka bez znalosti fyziky a predevsim bez
fyzikalnich dovednosti jako je napf. vytva-
feni modelu reality.

Ceska republika se v neoficidlnim po-
fadi statt (podle bodu pfidélenych za me-
daile) zafadila na 20. pficku (4. misto
v EU) — tedy po dvou nepiili§ vydatrenych
letech se navratila do evropské spicky. Le-
tosni vysledky jednotlivych ceskych feSi-
teld jsou tyto: Filip Bialas, 34,6 bodu, st¥i-
brnd medaile, 82. misto; Vaclav Rozhon,
34,4 bodn, stiibrnd medaile, 83. misto; Jiri
Kucera, 34,3 bodt, stfibrnd medaile, 85.
misto; Jakub Dolejsi, 27,4 bodu, bronzova
medaile, 149. misto; Vaclav Miratsky, 27,0
bodi, bronzova medaile, 153. misto.

Vysledky 45. MFO ukéazaly, ze ¢lenové
Ceského druzstva byli na soutéz opét dobie
a peclivé vybrani. Soutézici se na soutéz
velmi dobfe pripravili. Za zminku stoji ob-
stojny vysledek ceského druzstva v expe-
rimentalni Casti soutéze, coz lze povazo-
vat za uspéch specidlni ptfipravy studenti,
predevsim béhem ¢ervnového soustiedéni
na Prirodovédecké fakulté Univerzity Hra-
dec Kralové, kde je v poslednich letech
experimentalni pfiprava na soustfedénich
vyrazné preferovana. Vsech pét ceskych
soutézicich bez diskuse prokazalo znalosti
a experimentalni dovednosti na mnohem
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vy$si arovni nez by odpovidalo souc¢asnym
stFfedoskolskym pozadavkim.
Pristi MFO probéhne 10.-18.

cer-

vence 2016 ve Svycarsku a Lichtenstejn-
sku. Ceskéa delegace jiz obdrzela pozvéani
k ucasti.

[

Reprezentace Ceské republiky na 46. Mezi-
narodni fyzikalni olympiadé v Indii v roce
2015. Zleva: doc. RNDr. Jan Kriz, Ph.D.
(vedouci delegace), Filip Bialas (stfibrna
medaile), Jifi Kucera (stfibrnd medaile),
Jakub Dolejsi (bronzovd medaile), Vac-
lav Mifatsky (bronzové medaile), Vaclav
Rozhon (stfibrnd medaile) a Mgr. Filip
Studnicka, Ph.D. (zéstupce vedouciho de-
legace).

Filip Studnicka, Jan Kviz

Z HISTORIE

Princip, ktery poskytl uceleny
pohled na paprskovou optiku
(K 350. vyro¢i tmrti Pierra de
Fermat)

Soudce toulouského sendtu Pierre de
Fermat je v historii prava zcela zapo-
menut. Avsak diky své zalibé v matema-
tice, jiz se také nepochybné vénoval béhem
vleklych a nudnych soudnich jednéni, je
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povazovan predevsSim za matematika, vy-
znamné obohacujiciho matematické disci-
pliny, které se zacaly rozvijet v 17. stoleti.
Mit matematiku pouze jako zalibu a pfi-
tom velkou mérou prispét k jejimu rozvoji
je v jejich dé&jinéch ojedinélé. Fermat ne-
vytvoril zddné ucelené dilo, které bychom
dnes mohli vyjmout z knihovny a procitat
systematicky fazené kapitoly s novymi za-
véry. Pouze na okraj knih o pravu a pozdéji
o matematice si délal poznamky, zazname-
naval napady a tvrzeni, pro jejichz dikazy
Casto nenalézal misto. Byl velmi ovlivnén
dilem Francoise Viéty (1540-1603), ktery
svym dilem ho pfivedl k tomu, aby védél,
,CO ma Cist a jak to ma Cist“.

Pierre de Fermat (1601-1665)

Pierre de Fermat ale také ozdobil fy-
ziku odhalenim zakladniho principu celé
geometrické optiky, ktery je po ném po-
jmenovan. Dfive, nez o ném budeme ho-
vorit, budou snad ¢tenafe zajimat nékteré
udaje z Fermatova zivota.

Pierre Fermat se narodil 20. cervence
1601 v Beaumont-de-Lomagne v rodiné
obchodnika s ktizemi a zdmozné slechtic¢ny.
Jeho zivot, studia i dilo jsou spjaty s kra-
jem kolem jihofrancouzského mésta Tou-
louse. Cestoval jen malo, dokonce pry ni-
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kdy nebyl v Pafizi. Kdyz 9. ledna 1665
v Cartres zemfel, byl pohfben v nedalekém
Toulouse. Dnes nam jeho tamni ptisobeni
pripomind napf. alabastrova socha v sini
radnice (obr. 1) a &estny néazev tamniho
gymnazia.

Obr. 1

Fermatova profesni drdha byla prav-
nicka. Nejprve ziskal titul bakalafe obcan-
ského prava na univerzité v Orléansu a
pak odesel studovat na univerzitu v Tou-
louse, v roce 1620 kratce studoval v Bor-
deaux. Thned po ukonéeni studii roku 1631
si zakoupil funkci soudniho rady u soudu
v Toulouse, na spolec¢enském zebticku po-
stoupil — navzdory stiznostem, které na
ného jako pry liného a nedbalého soudce
chodily — a mohl se podepisovat de Fer-
mat. OZenil se s dcerou jednoho kolegy od
soudu, s ni mél pét déti. V ramci soudniho
systému postupné stoupal, sedm let byl
nejprve v obcanskopravnim sendtu, pak
14 let ve vysetfovacim senatu a jako nej-
vyssiho postu dosahl ¢lenstvi v trestnim
senatu. Jeho postup byl urychlen i morem,
na néjz zemfreli nékteri jeho kolegové z vys-
Sich senati a Fermat postupoval na jejich
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mista. V ramci zvlastniho senatu vytvo-
feného Ediktem nantskym k rozhodovani
spori hugenoti a katolikii se podilel na
uplatriovani prava i v ndbozenské oblasti.
Jeho nejstarsi syn Clément Samuel zdédil
po otci nejen Urad, ale — co je pro mate-
matiku a fyziku vyznamnéjsi — i ¢ast ma-
tematickych a optickych poznamek, které
pak souborné roku 1676 publikoval v dile
Varia Opera Mathematica.

Matematika vstoupila do Fermatova zi-
vota poprvé v roce 1636, kdy se mu dostaly
do rukou prace jiz zminéného Francoise
Viety. Od té doby se zacinaji objevovat
na okrajich vSech Fermatem ¢tenych knih
strohé poznadmky o matematickych a op-
tickych problémech. Pravé v optice za-
kotvil tzv. Fermatuv princip, spocivajici
v tom, ze svétlo se pii odrazu a lomu pohy-
buje po extremalni draze, takové, jiz urazi
za nejkratsi cas. Podivejme se na tento
Fermatuv pfispévek optice podrobnéji.

Myslenka, ze draha svétla je nejkratsi,
neni nova. Pro odraz ji formuloval ve sta-
rovéku matematik, mechanik a optik, redi-
tel Museia v Alexandrii, Heron (1. stol.).
Jeho formulace zni: ,Pohybujici se snazi
pohybovat po dréaze, kterd je vzhledem
k prostorové vzdalenosti nejkratsi, protoze
predmét nemé Cas na pomalejsi pohyb*.
Pokud se svétlo pohybuje v jednom pro-
stfedi, Sifi se primocare a i pfi odrazu je
jeho draha nejkratsi ze vSech moznych a je
soucasné urazend za nejkratsi cas.

Fermat usoudil, ze by Sifeni svétla
v nejkratsim case mohlo probihat i pri
lomu. Na zadkladé korpuskularniho pojeti
svétla formuloval zakon lomu roku 1637
v Dioptrice René Descartes, pfiCemz jesté
povazoval rychlost svétla za nekonecnou.
Tomu se vehementné branili ¢len Fran-
couzské kralovské Akademie véd a kra-
lav lékai Marin Cureau de La Chambre.
Zejména Cureau de La Chambre neuzna-
val analogii pohybujicich se kouli a svétla,
nebot svétlo povazoval za boZskou entitu
(pochazejici z nebe od Slunce a hvézd),
kterou nelze srovnavat s ¢imkoli pozem-
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skym. Takovy pohled ovSem nestacil na
to, aby zpochybnil Descartovo ryze mecha-
nické odvozeni zdkona lomu. De La Cham-
bre se obratil na Fermata, aby do véci
vnesl jasno.

Fermat znal starodavnou Heronovu
tvahu a pokusil se ji — ispésné — uzit i pro
lom svétla. Princip je uveden v jeho do-
pisu z 1. ledna 1662 pro M. Cureaua de La
Chambre, ve zndmost byl uveden v kvétnu
1662 Claude Clerselierem.

Jiz elementarni pokus ukazuje, ze
svétlo se na své cesté ze vzduchu do vody
na rozhrani lame. Na obr. 2 mame dvé ta-
kové cesty svételného paprsku mezi body
A a B: Lomené ¢ary ACB a AC'B. V bo-
dech C a C' sestrojime kolmice na useky
C’B a AC a paty téchto kolmic oznaéme D
a E. Dréaha svétla ve vzduchu AC je oproti
draze AC' &asové méné vyhodna, nebot
je delsi o usek DC'. Naproti tomu dréha
svétla ve vodé CB je cCasové vyhodnéjsi
proti C’'B, nebot neobsahuje ,ztratovy*
tsek C’'E. Vzdalenost AB projde svétlo
pfi lomu za nejkratsi ¢as tehdy, bude-li
se pohyb svétla v tsecich DC a C'E vza-
jemné kompenzovat. Uvazujme, Ze rych-
lost svétla ve vzduchu je prakticky c a ve
vodé ¢/n, n je index lomu. Pak pro nej-
kratsi ¢as mezi body A a B musi platit

|DC|
— =

o).
C

vzduch
voda

Obr. 2
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Budeme-li hledat polohu takového

bodu C’, musi pro né&j platit
|C’C|sina = n|C'C|sin B,

coz je splnéno, pravé kdyz

sina = nsin S.
Tak je na zdkladé Fermatova principu od-
vozen zakon lomu. V pripadé, ze dochazi
k odrazu svétla na rozhrani, shoduje se op-
ticka draha s drahou geometrickou, kterou
svétlo rovnéz urazi za nejkratsi ¢as. To na-
stane, kdyz se thel odrazu rovna thlu do-
padu. Na zakladé Fermatova principu lze
vybudovat celou paprskovou optiku.

Princip nejmensiho casu je uzit v as-
tronomii pfi konstrukci zrcadlovych dale-
kohledi. Velké astronomické dalekohledy
jsou osazeny zrcadly, majicimi parabolicky
tvar. Zrcadla v dalekohledu hvézdy ne-
zvétsuji (hvézdy jsou jimi vidét stale jako
body), nybrz soustfeduji svétlo z velké plo-
chy do ohniska, ¢imz zjasnuji i tak slabé
objekty ve vesmiru, jejichz svétlo by v oku
nevyvolalo zadny opticky vjem. Paprsky
svétla prichazejici k pozorovateli ze vzda-
lené hvézdy jsou rovnobézné.

Predstavme si, Ze paprsky a a b projdou
rovinou p ve stejném Case a také soucasné
dopadnou na rovinu o. Mezi rovinami p
a o jim vlozme do cesty zrcadlo, které je
bude v bodech A a B odrazet do bodu
F (obr. 3). Aby oba paprsky dopadly do
bodu F' soucasné, musi byt jejich draha
po odrazu stejnad jako zbyvajici tseky od
bodu odrazu k roviné o. To ale znamena,
ze bod A je stejné vzdalen od roviny o jako
od bodu F, obdobné to plati pro bod B.
Proto je na nasem obrazku kfivkou k para-
bola; prostorovy utvar vytvaii rotacni pa-
raboloid — zrcadlo astronomického reflek-
toru.

Fermat nalezl extremalni feSeni i né-
kterych matematickych problému: Napf.
umél v trojuhelniku sestrojit bod (dnes
nazyvany Fermativ), jenz ma minimdlni
souCet vzdalenosti od jeho vrcholi. Na-
lezl také rozméry kuzelu o maximalnim po-
vrchu vepsaného do dané koule, aj.
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Obr. 3

Na zavér pripojme jesté jednu zajima-
vost ze zivé ptirody. Ze by i mravenci kra-
Cejici ke své potravé zéasti po polyetylé-
nové félii a zéasti po koberci, znali Ferma-
tiv princip? Obr. 4 tomu napovida [3].

Obr. 4
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