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Problém méreni délek, obsahtt a objemil geometrickych utvart histo-
ricky vznikl z praktickych potieb lidské populace, jejich méfeni bylo jednou
z prvnich matematickych ¢innosti lidi. Pojmy délka tsecky, délka oblouku
kfivky, obsah rovinného obrazce a objem télesa vznikly jiz ve starovéké
matematice (Eudozos, Eukleides, Archimedes) a postupné byly precizo-
vany. V 19. stoleti k jejich precizaci znacné prispéli zejména francouzsky
matematik Camille Jordan (1838-1922) a italsky matematik Giuseppe Pe-
ano (1858-1932). Na konci 19. stoleti a poéatku 20. stoleti pak predevsim
dva francouzsti matematici Emile Borel (1871-1956) a Henri Lebesgue
(1875-1941) méli zésadni zasluhu na vybudovani exaktni teorie miry geo-
metrickych utvari a jejim zobecnéni v abstraktni teorii miry mnoZin (nejen
geometrickych). Pro moderni matematiku ve 20. a 21. stoleti je charakte-
ristické, Ze se zabyva méfitelnymi strukturami, v nichz je mira pojimana
jako mnozinova funkce jistych vlastnosti, jez jsou zobecnénim vlastnosti
miry geometrickych Gtvart (mnozin bodd).

Mira geometrického utvaru je spoleény nazev pro délku utvaru na pfimce
¢i krivce, pro obsah utvaru v roviné ¢i na ploSe, pro objem tutvaru v pro-
storu.

Obecné se pojem mira utvaru zavadi axiomaticky takto [1]:
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Necht je ddn mnozinovy systém M utvard v takovém prostoru P, ve
kterém jsou definovany pojmy shodnost ttvart, vnitini a hrani¢ni bod
atvaru. Mirou dtvard ze systému M nazyvame funkci m, kterd ma tyto
vlastnosti:

1. Kazdému atvaru X € M pfifazuje ¢islo m(X) > 0.
2. Kazdym dvéma shodnym atvartim X, Y (X 22 Y) pfifazuje totéz ¢islo
m(X) = m(Y).
3. (Aditivita miry m) Kazdym dvéma ttvarim X, Y, které nemaji spo-
leény vnitini bod, pfifazuje takova ¢isla m(X), m(Y), ze
m(XUY) =m(X) + m(Y).
4. Alesponl jednomu ttvaru E € M je pfifazeno ¢islo m (E) = 1.

Konkrétni modely miry geometrickych atvart uzivané ve skolské geome-
trii byly vytvofeny jiz starofeckym matematikem Archimedem ze Syrakus
a v modernim pojeti zejména francouzskym matematikem C. Jordanem
(v r. 1892). O této tzv. Jordanové mire a jejim uziti v elementarni geo-
metrii a v matematické analyze pojednava podrobné fada nasich kniznich
publikaci (viz nap¥. [2] a [3]). Omezené utvary, jimz p¥islusi nezdpornd Jor-
danova mira, se nazyvaji jordanovsky meritelné; rovinné atvary s kladnou
mirou se nazyvaji ve Skolské geometrii obrazce, prostorové utvary s klad-
nou mirou jsou télesa.

Dalsi pro stfedoskolskou geometrii vyznamnou alternativni metodou
urcovani délek a obsahii geometrickych utvaru je tzv. Minkowského me-
toda. Jeji zdkladni idea ma ptvod v pracich némeckych matematikt Carla
Wilhelma Borchardta (1817-1880) a Hermanna Minkowského (1864-1909).
Zasadni vliv na praktické uplatnéni této metody ve vyuce stiedoskolské
geometrie mél pak francouzsky matematik Henri Lebesgue, ktery ji zahrnul
do svych prednasek o méreni geometrickych veli¢in pro studenty ucitelstvi
matematiky a do stati publikovanych v letech 1931-1935 ve $vycarském ca-
sopise ,,L’Enseignement mathématique® (,,Vyucovani matematice“). Poz-

déji vysly souborné v kniznim vydani rusky a francouzsky [4]. U nas byla
Minkowského metoda systematicky pouzita v zavérecnych partiich stredo-
skolské ucebnice geometrie Jana Vysina a kol. z r. 1954 [5]. Zpracovani

téchto partii bylo originalni na zakladé vyuziti matematického aparatu li-
mit posloupnosti a velmi pfesné, ale pro zaky znacné naroc¢né. Obecnéjsi
pohled na problematiku méfeni Gtvari v geometrii (véetné Minkowského
metody) obsahovala polskd publikace pro ucitele matematiky z r. 1961
[6]. O mozZnosti vyuziti zakladni (pfiblizné) ideje Minkowského metody
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v geometrii na zakladni skole se zminovala metodicka publikace nasSich
autort Karla Hru$i a Jana Vysina z r. 1964. Zajimavou staf o definici
délky oblouku rovinné ktivky v Minkowského pojeti obsahuje paty svazek
ruské Encyklopedie elementédrni matematiky z r. 1966 [7] v jedné z ka-
pitol o méfeni geometrickych ttvard v roviné a v prostoru. Pozoruhodné
je, ze v ruskych stfedoskolskych ucebnicich geometrie (zejména pro t¥idy
s rozsifenou vyukou matematiky) od Sedesétych let minulého stoleti az
do soucasnosti je zcela obvyklé uziti Minkowského metody ve stereometrii
s uplatnénim pojmu limity funkce, viz nap¥. u¢ebnice [8] a [9].

Nasge literatura postrada obecny vyklad Minkowského metody a jejiho
uziti v elementarni geometrii. Cilem predlozeného ¢lanku je stru¢né vysveét-
leni matematickych zakladia Minkowského metody a uvedeni jednoduchych
prikladu pouzitelnych ve stredoskolské geometrii, resp. v geometrickych
aplikacich matematické analyzy.

Idea Minkowského metody

Zakladni idea Minkowského metody definovani a vypoctu délek kii-
vek v roviné a obsahu ploch, specidlné povrchi téles v prostoru, je velmi
jednoduché a ndzorna. Vychdzi se z redlnych (hmotnych) modelt uvazo-
vanych geometrickych atvart (kiivek, ploch). Rovinnd kiivka se modeluje
jako stopa (tvaru prouzku) vytvofend hrotem tuzky, pera ¢ rysovacich
prostiedki. Vydélenim obsahu tohoto prouzku jeho sitkou se dostane pri-
blizné délka modelované kiivky. Plocha v prostoru, specidlné hranice té-
lesa se modeluje tenkou vrstvou latky, napf. alobalu. Vydélime-li objem
této vrstvy jeji tloustkou, dostaneme priblizné obsah vymodelované plochy.
Pfesnost vypocétu v obou piipadech bude tim vétsi, ¢im je mensi tloustka
modelu.

Matematické vyjadieni Minkowského metody, definiéni vzorce

K matematickému vyjadieni Minkowského metody uréeni (definice a vy-
poétu) délky rovinné kiivky a obsahu plochy v prostoru se zavadi pojem
h-obalu rovinné kiivky a h-obalu plochy v prostoru (pro h > 0):

Definice 1

h-obalem rovinné krivky k nazyvame mnozinu My, vSech boda X roviny,
z nichz pro kazdy existuje takovy bod Y € k, Ze plati | XY | < h. Je tvofen
vSemi body kruhi se stiedy na dané rovinné k¥ivce k a s poloméry rovnymi
danému ¢islu h > 0.
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Pozndmka. h-obal rovinné kiivky k je uzavér jejiho h-okoli v roviné.

Definice 2

h-obalem plochy F v prostoru nazyvame mnozinu Mj vSech bodu X
prostoru, z nichz pro kazdy existuje takovy bod Y € F, ze plati | XY| < h.
Je tvofen vSemi body kouli se stfedy na dané plose F a s poloméry rovnymi
danému ¢islu h > 0.

Pozndmka. h-obal plochy F v prostoru je uzavér jejiho h-okoli v prostoru.

Uzitim téchto pojmu se definuje délka oblouku rovinné kiivky k a obsah
plochy F v prostoru podle Minkowského takto:

Definice 3

Délkou d oblouku rovinné krivky k podle Minkowského nazyvame ko-
neénou limitu podilu obsahu (dvojrozmérné Jordanovy miry) S, jejiho
h-obalu a ¢isla 2h pro h — 0+, pokud tato limita existuje a je kladna:

Sh
d= lim —. 1
hi>r(I)1+ 2h (1)
Specialné délkou uzaviené rovinné krivky k neboli obvodem o rovinného
obrazce O, jehoz je kfivka k hranici, podle Minkowského nazyvame za
obdobnych predpokladi limitu:

.S
o= hli}})l+ 2h° (1a)

Oznacime-li S;Lr obsah vnéjsi ¢asti h-obalu kiivky k a S, obsah vnitini
¢asti h-obalu kfivky k, pak za obdobnych predpoklada plati:

st

o=l =- (1)
5,

0= lm == (1c)

Definice 4

Obsahem S plochy F v prostoru podle Minkowského nazyvame koneénou
limitu podilu objemu (trojrozmérné Jordanovy miry) V}, jejiho h-obalu a
¢isla 2h pro h — 0+, pokud tato limita existuje a je kladné:

. W
5= hlg(IJl+ 2h° @)
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Specialné pro uzavienou plochu F, ktera je hranici télesa T, predstavuje
S pourch télesa. Oznacime-li Vh+ objem vnéjsi ¢asti h-obalu plochy F a V,~
objem vnitini ¢asti jejitho h-obalu, pak za obdobnych predpokladi plati:

v
=t 5 (22)
vy
5= hlir& h (2b)

Definice 3 a 4 jsou teoreticky pouzitelné vzdy za uvedenych pfedpo-
kladti. Jejich praktické pouziti k vypoctu délek obloukt rovinnych kiivek
a obsaht ploch v prostoru je ovSem omezené jen na ptipady, kdy dovedeme
vypocitat prislusné obsahy, resp. objemy jejich h-obalt.

Priklady uziti Minkowského metody v elementarni geometrii

a) Vipodet délky rovinné krivky
Délku d oblouku AB rovinné kiivky k podle Minkowwského muzeme

vypoditat uzitim vzorce (1), jestlize dovedeme uréit obsah S, h-obalu ob-
louku AB (obr. 1). Jako nejjednodussi uvedeme nejprve ilustrativni piiklad

délky d asecky AB. ‘
Ny
AL

Obr. 1

Priklad 1

Provérte, ze Minkowského metodou dostavame jako délku d libovolné
usecky AB jeji standardni délku |AB].
Reseni: h-obal tise¢ky AB (obr. 2) ma obsah S, = |AB| - 2h + wh? (kde
|AB]| je délka tsecky jako vzdalenost bodi A, B), a tedy podle vzorce (1)
pro jeji délku d podle Minkowského plati:

Sh,
d= hﬁ&ﬁ B hlim ('AB‘ + h) = |4B].
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Obr. 2

Prakticky vyznamné piiklady uziti Minkowského metody pfedstavuji
odvozeni vzorci pro délku kruznice (obvod kruhu) a délku kruhového ob-
louku.

Priklad 2
Odvodte uzitim Minkowského metody vzorec pro délku kruznice k (ob-
vod kruhu) o poloméru r.

Obr. 3

Reseni: Ozna¢me S(r) obsah kruhu o poloméru r, tj. S(r) = mr2. Na obr. 3
je h-okoli kruznice k mezikruzi o obsahu

Sp=8(r+h)—S(r—h) =4nrh,
takZe podle vzorce (1a) m4 kruznice délku

S(r+h)—=S(r—nh)
h—0+ 2h

= 27r.
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Pozndmka. Odvodili jsme takto, ze obvod o kruhu o proménném polo-
méru 7 je tzv. symetrickou derivaci jeho obsahu S(r) = 7r?, o(r) = S.(r).
Uzitim vzorct (1b), (1c) obdobné dostavame:

0= limw:%ﬁ’ 0= hmw

= 277
h—0+ h h—0+ h

Prvnim z téchto vztaht je obvod o kruhu pro proménny polomér r vy-
jadfen jako derivace zprava jeho obsahu S(r) = 7r? a druhym je vyjad-
fen jako jeho derivace zleva. Protoze plati S’ (r) = S’ (r) = 277, plyne
odtud, Ze symetrickd derivace funkce S(r) = 7wr? je rovna jeji derivaci:
St(r) = S'(r) = 2nr. Zaroven zdiraznéme, Ze vSechny tyto vztahy nejsou
z&dnou invariantni vlastnosti uvazovaného obrazce (kruhu) a jeho hranice
(kruznice), nebot plati pouze, kdyz za funkéni proménnou zvolime polo-
mér r (nikoliv napf. pramér d).

Priklad 3

Odvodte uzitim Minkowského metody vzorec pro délku oblouku kruz-
nice o poloméru r pfislusného k jejimu stfedovému thlu ASB o velikosti
x v obloukové mire.

Resend: Piislugnd kruhova vyse¢ mé obsah

T 1,
g—i'l"l',

takZze h-obal uvazovaného oblouku kruznice ma obsah

Sy(r) = mr? -

1
Sn=5[(r+h)* = (r = 1|z + ah® = 2rah + wh?.

Ze vzorce (1) pak pro délku tohoto oblouku podle Minkowského dostavame:

. Sh ) T
d= hlgng 2n hlifg{i* (re + §h) -

Piiklad 4
Odvodte Minkowského metodou vzorec pro obvod konvexniho mnoho-
thelniku.

Resent: Uvazujme libovolny konvexni n-thelnik A; A, ... A, se stranami
délek ay,as,...,a,. Sestrojime rovinné h-okoli jeho hranice (obr. 4 pro
konvexni pétithelnik), jehoz vnéjsi ¢ast ma obsah

S’;:(al—i—ag—l—...—l—an)h—&—whz.
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Ze vzorce (1b) pak pro jeho obvod o plyne:

S-‘r
o= lim =2 = lim (a1+as+...4+a,+7h)=a1+as+ ...+ ay.
h—0+ h h—0+

Obr. 4

Pozndmka. Lze dokdzat (viz [7]), Ze pro vSechny jednoduché oblouky k¥i-
vek schopné rektifikace, tj. majici kone¢nou délku definovanou jako limita
posloupnosti vepsanych lomenych ¢ar, je tato délka rovna jeho délce podle
Minkowského definice.

Priklad 5
Odvodte, jaky plati specidlné vztah mezi obsahem S a obvodem o kon-
vexniho mnohothelniku, jemuZ lze vepsat kruznici k (tzv. tec¢nového mno-

houhelniku).

Reseni:  Oznaéme O stied kruznice k vepsané tecnovému n-tihelniku
Ay Ay ... Ay, 0 jeji polomér a Py, P, ..., P, dotykové body kruZnice k se
stranami tohoto n-tthelniku o délkach aj,as,...,a, (obr. 5 pro n = 4).
Déle ozna¢me a1, as, . . . , &y jeho vnitini thly pii vrcholech Ay, As, ..., Ay.
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Obr. 5

Z rozkladu trojthelnikt A, A20O, ..., A, A;O na pravouhlé trojuhelniky
A1PO a Ao PO, ..., A,P,O a A1 P,O plyne (obr. 5), ze

(6751 (6]
a; = Qcotg7 + gcotg?

cili

a; = c10, kde c; = cotg % + cotg %,

(7% (0%}
an = Qcotg7 + Qcotg7

¢ili
«@ @
an = cn0, kde ¢, = cotg ?n + cotg 71

Oznacéime-1i

(65} Qo Qp
c:cl+02+...+cn:2(cotg;—i—cotg?—k...—i—cotg?),
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dostavame, ze pro obvod a obsah teénového n-tthelniku plati

1 1 1 1,
o=a+ax+...+a,=co, S=_-aip+-aw+...+ -an0= -co".
2 2 2 2
Pro funkce o(p) = co a S(p) = %CQQ plyne jako trividlni disledek, Ze
S’(0) = o(p), tj. pro teénovy mnohotihelnik o poloméru vepsané kruznice
o plati, ze derivace jeho obsahu S podle g je rovna jeho obvodu o.

Pozndmka. Specidlné odvozené vztahy o = cp a S = %092 plati pro libo-
volny trojuhelnik, kde ¢ = 2( cotg 5 + cotg g + cotg %) a pro kazdy pravi-
delny mnohothelnik (kde napf. pro rovnostranny trojihelnik je ¢ = 6+/3,
pro étverec ¢ = 8, atd.).

b) Vigpocet obsahu plochy v prostoru, speciélné povrchu télesa

Obsah S plochy F v prostoru podle Minkowského mizeme vypocitat
pomoci vzorce (2), jestlize dovedeme uréit objem jejiho h-obalu.

Priklad 6
Ovérte, ze pro libovolny konvexni mnohothelnik v prostoru obsah S
urceny podle Minkowského metody je tyz jako jeho rovinny obsah S,.

Reseni: h-obal uvazovaného n-thelniku v prostoru ma objem, ktery opét
snadno vypocteme:

1 4
Vi =5, -2h + §(a1 +ag+... +an)7rh2 + §7rh37
kde S, je jeho rovinny obsah, ai,as,...,an jsou délky jeho stran. Jeho
obsah S podle Minkowského uré¢ime uzitim vzorce (2):

S = hlir(l)lJr;/—Z = Jim_ |5, + i(a1 +az+...4a,)Th+ %whz =5,.

Zv1asté vyznamna a prakticky uzivana je Minkowského metoda p¥i de-
finovéani a vypoctu povrchu téles. Pokud se hranice téles sklada z jedno-
duchych rovinnych obrazcii jako u mnohosténti ¢i ji 1ze ,rozvinout“ do
roviny jako u rota¢niho vélce nebo rota¢niho kuzele, vypocet povrchu té-
lesa je velmi jednoduchy. Povrch télesa v takovém piipadé je rovny souctu
obsahtl rovinnych obrazct, z nichz se sklada hranice télesa. U téles, jejichz
hranici nelze ,rozvinout“ do roviny, jako jsou napf. koule a jeji ¢asti, je
nutné definovat, co se obecné rozumi povrchem télesa. Nabizi se postu-
povat pfi této definici obdobné jako pfi definovani délky oblouku kiivky
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jako limity posloupnosti vepsanych lomenych ¢ar slozenych z n Gsecek pro
n — 0o. Avsak jiz v r. 1890 zvefejnil némecky matematik H. A. Schwarz
(1843-1921) ¢lanek, ve kterém ukézal, Ze povrchy oblych téles nelze bez
doplniujicich podminek definovat jako limity posloupnosti povrchi vepsa-
nych n-stént pro n — oo.

Poznamka. Oznadime-li §,, maximalni rozmér stén vepsaného n-sténu (tj.
nejvétsi vzdalenost mezi dvéma body na jeho sténdch), pak jako dopli-
kovou podminku pro zvolenou posloupnost povrchi vepsanych n-sténa a
n — oo je nutné klast 6, — 0.

Praktické uziti Minkowského metody je mozné jen tehdy, kdyz dove-
deme vypocitat (elementdrné ¢i uzitim integrdlniho poé¢tu) objem h-obalu
hranice télesa. Z didaktického hlediska ovSsem vyhodu Minkowského me-
tody urcovéni (definice a vypoétu) povrchu téles predstavuje skutecnost,
Ze je univerzalni pro vSechna télesa (mnohostény a rotacni télesa) ve stie-
doskolské geometrii.

Priklad 7
Odvodte uzitim Minkowského metody vzorec pro povrch koule K o po-
loméru r.

Reseni: Ozna¢me V (1) objem koule o poloméru r, tj. V(r) = 3

storové analogie obr. 3 je zfejmé, ze h-okoli koule K ma objem

7r3. Z pro-

Vi = Vir+h) = V(r—h) = Srh(3r + 1)

a podle vzorce (2) mé proto koule povrch

S— lim V(r+h)=V(r—nh)

_ 2
L o =A4nre.

Pozndmka. Odvodili jsme takto uzitim vzorce (2), Ze povrch S koule o polo-
méru 7 je symetrickou deriwvact jejiho objemu V(r) = 37r3: S(r) = V/(r).
Uzitim vzorci (2a), (2b) obdobné dostavame:

S = lim —V(r +h) —V(r) = 471'7"2, S = lim —V(r) —Vir=h

= 4712,
h—0+ h h—0+ h

Prvnim z téchto vztahu je povrch S koule o proménném poloméru r vy-
jadfen jako derivace zprava jejtho objemu V(r) = %7‘(‘7‘3 a druhym je
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vyjadfen jako jeho derivace zleva. Protoze podle téchto vztahti pro né
plati V] (r) = V' (r) = 4mr?, plyne odtud, Ze symetrick4 derivace funkce
V(r) = 3mr® je rovna jeji derivaci, tj. V{(r) = V'(r) = 4mr?. Zaroveii op&t
zdlraznéme, Ze tyto vztahy nejsou invariantni vlastnosti uvazovaného té-
lesa (koule) a jeho hranice (koulové plochy), nebot plati pouze, kdyZ za

funkéni proménnou se zvoli jejich polomér r (nikoliv napf. pramér d).

Priklad 8
Uzitim Minkowského metody odvodte vzorec pro povrch rotacéniho vélce
o poloméru podstavy r a vysce v.

QA 7

N L N

Obr. 6

Reseni: h-okoli hranice valce je zndzornéno na obr. 6. Vypocet jeho objemu

Vi, a objemu jeho vnéjsi ¢asti Vh+ je obtiznéjsi, objem jeho vnitini ¢asti

V), vSak vypocteme jednoduse jako rozdil objemiti dvou rotac¢nich valcti:
V.o =ar’v — w(r — h)*(v — 2h) = wh(2rv + 2r? — vh — 4rh + 2h?).

Podle vzorce (2b) pro povrch daného rotaéniho vélce plati:

S = lim Vi:

lim 7(2rv 4 2r® — vh — 4rh + 2h?) = 27rv + 2772,
h—0+ h h—0+
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Priiklad 9
Odvodte Minkowského metodou vzorec pro povrch S konvexniho mno-
hosténu.

Resent: Uvazujme libovolny konvexni s-stén se sténami o obsazich Si,
Sa, ..., Ss. Pro vnégjsi ¢ast objemu h-obalu jeho hranice lze odvodit vztah

1 4
Vit =(S1+Sa+ ...+ Ss)h+ §Ch2 + g7rh3,
kde C' je konstanta rovna souctu soucinti délek hran mnohosténu a velikosti
prislusnych vnéjsich thli. (Pfitom vnéj$im thlem pfislusnym k hrané se
rozumi thel sevieny vnéjsimi normalami ke sténdm, jez maji spole¢nou
tuto hranu.) Povrch S mnohosténu vypoéteme uzitim vzorce (2a):

N /A 1 4 .,
S=lim >~ = lim (S1+S2+...+5+=-Ch+-nh* | =
h—0+ h h—0+ 2 3

=S +S5+...+5,.

Priklad 10
Odvodte, jaky plati vztah speciadlné mezi objemem V a povrchem S kon-
vexniho mnohosténu, jemuz lze vepsat kouli K (tzv. tecného mnohosténu).

Reseni: Oznaéme O stied vepsané koule K a o jeji polomér. Pomoci stej-
nolehlosti se stfedem O a koeficientem stejnolehlosti o dostdvame, Ze pro
obsahy vSech stén te¢nového mnohosténu plati S; = ¢;0? (i = 1,2,...,5).
Odtud plyne pro jeho povrch vztah

S=8+Sy+...+8;=(c1+eca+...4¢5)o%

¢ili
S=co® (kdec=ci+co+...4cs).

Jeho objem vypocteme jako soucet objemt s jehlanti o obsazich podstav
S; a vySce o (s hlavnim vrcholem O):

V=WVi+W+...+V, =
—ES +ES + +ES —1(5 + S+ ...+ S;) —ES
=3 10 3 20T .- 3 sQ—3 1 2T ... sQ—3 0

il )
V= ~co®.
3
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Pro funkce S(0) = co® a V(o) = 1co® plyne jako trividlni disledek, Ze
V'(0) = S(p), tj. pro teény mnohostén o poloméru vepsané koule o je
derivace jeho objemu podle g rovna jeho povrchu S.

Pozndmka. Specialné vztahy odvozené v piikladu 10 plati pro vSechny
pravidelné mnohostény.

Priklad 11

Anuloid vznikly rotaci kruhu o poloméru r kolem osy o ve vzdélenosti R
od stiedu kruhu mé objem V = 772 - 27 R = 272 Rr?. Urcete uzitim Min-
kowského metody vzorec pro povrch .S anuloidu.

Resent: Uvazujeme objem h-obalu anuloidu jako funkci proménné r:
Vi, =V(r+h)—V(r—h)=2rr-2rR-2h
a ze vzorce (2) pak pro povrch anuloidu dostavame:

B —V(r—h
S— lm VE— g VORN VO o R — 4R
h—0+ 2h  h—0+ 2h

Pozndmka. Odvozeni vzorce pro povrch anuloidu lze provést téz uzitim
vzorcu (2a), (2b) a vyslovit obdobné zavéry jako v poznamce k piikladu 7.
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Odhady a odhadovani

v matemartice

OLDRICH ODVARKO - JARMILA ROBOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Tenkrat na ,,zakladce*

Jeden z autort ¢lanku uéil pred lety externé v 5. roéniku' zékladni
skoly, kde v tématu desetinna ¢isla zadal nasledujici tlohu, kterou objevil
v jedné Ceské sbirce z matematiky:

Piskor etrusky patri mezi nejmensi savce. Md hmotnost 2,5 g a jeho
srdce 0,045 g. Vyjddrete hmotnost piskora a jeho srdce v kilogramech.

Obr. 1

Vyucujicimu bylo jasné, ze tloha je vytvorend uméle, a tim spise byl
zvédav na reakce zakt. Ulohu zadal k samostatné praci. Zaci bez rozpakii
prevadéli gramy na kilogramy, nékteri spravné, jini Spatné. Pfi kontrole vy-
sledkt se uéitel zeptal, zda védi, jak vypada zvife — piskor etrusky (obr. 1,
[5]). Z4ci nevédéli.? Podstatné ale bylo, ze byli piekvapeni a divili se, pro¢
se na to ucitel pta. Jejich tkolem bylo pfece prevadét gramy na kilogramy.

1Tehdy se jednalo o prvni roénik druhého stupné osmileté zékladni koly.

2Ani to védét nemohli. Autoii sbirky pievzali tlohu ziejmé ze slovenského zdroje.
Po poradé s odborniky se zjistilo, ze v ¢eském nazvoslovi jde o bélozubku nejmensi
(latinsky Suncus etruscus).
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Utitele zajimalo, jaky maji zaci odhad velikosti piskora etruského. Roz-
pétim rukou postupné ukazoval rtzné zmensujici se velikosti a ptal se,
zda to jiz odpovidé piskorovi. Zaci se sborové shodli na velikosti mensiho
krélika.

Uc¢itel mél dale pripravenu sadu kuchynskych zavazi v rozmezi 1 gram az
500 gramt. Zavazi postupné kolovala mezi zaky a ti méli rozhodnout, které
z nich mé pfiblizné stejnou hmotnost jako piskor (zavazi byla z obdobi
Rakouska-Uherska a jednotky na nich byly znaceny jinak, nez je tomu
v soucasné dobé). Tady se zaci neshodli — ptiblizné polovina z nich zvolila
zavazi o hmotnosti 100 gramt, druhé polovina 200 gram.

Formaéalnost zadani dané tlohy vedla k tomu, Ze Zaci problém necha-
pali jako redlnou situaci. Zaci sice védéli, ze 1 g = 0,001 kg, ale neméli
predstavu o tom, ¢emu v realité hmotnost jednoho gramu odpovida. Jejich
odhady byly proto nespravné. Bohuzel se i dnes ve skolské matematice se-
tkdvame s tim, ze zaci délaji hrubé chyby v odhadech, vyhybaji se jim a
podcenuji je. Je ale chyba jen na strané zaka?

Co je vlastné odhad?

Zamysleme se nad tim, co se ve skolské matematice rozumi slovem od-
had. Encyklopedie Wikipedia v ¢eské verzi uvadi nasledujici neurcité ob-
jasnéni: Odhad je vypocitané nebo jen ze zkusenosti predpovézené vice ¢i
mené priblizné uréeni vysledku nebo informace, kterd je vyuZitelnd, i kdyz
jsou vstupni data nekompletni, nejistd, nebo zasumeld. [6)
vysvétleni: Odhad je posidenie, ocenenie (obycéajne priblizné) hodnoty,
schopnosti, mnoZstva, velkosti a pod. nieceho. [7]

Bez znalosti dalsiho kontextu lze jen obtizné zformulovat vystiznou cha-
rakteristiku pojmu odhad. V néasledujicim textu budeme pouzivat slova
odhad ¢i odhadni ve vyuce matematiky k oznaceni tkold, ve kterych nejde
o presny vysledek, ale o vytvoreni spravné predstavy o mozném vysledku
daného tkolu. Odhadovani ve vyuce skolské matematiky povazujeme za
zakladni souc¢ast adekvatniho pohledu na matematicky problém. V nékte-
rjch pifpadech je odhad finalnim vysledkem Feseni problému. Castéji vsak
byva soucasti tvodnich Gvah vedoucich k vyfeseni tkolu ¢i prostfedkem
kontroly spravnosti ziskaného vysledku.

Naskyta se otazka, zda vyuka ve Skole systematicky a cilené vede zaky
k odhadovani riznych veli¢in. Pfitom Ramcovy vzdélavaci program pro za-
kladni vzdélavani [4] v charakteristice vzdélavaci oblasti Matematika a jeji

336 Matematika — fyzika — informatika 25 2016



aplikace na odhady pamatuje: ,,U¢ se [zaci] ziskdvat Ciselné tidaje méte-
nim, odhadovanim, vypoc¢tem a zaokrouhlovanim.“, ... ..uci se porovnavat,
odhadovat, méfit délku, velikost thlu, obvod a obsah (resp. povrch a ob-
jem).“ V cilovém zaméFeni i v ocekévanych vystupech jsou tyto pozadavky
pro prvni i druhy stupen dale rozvedeny a konkretizovany. V ramcovych
vzdélavacich programech pro jednotlivé typy stfednich skol je odhadovani
zminéno obvykle jen v ocekavanych vystupech konkrétniho tematického
celku.

Na prvnim stupni zékladni skoly by odhady mély byt béznou soucasti
vyuky. Zaci mohou napiiklad odhadovat hmotnost uéebnice, gkolni tasky,
lahve s pitim ke svaciné ¢i hmotnost jedné kiidy. Stejné tak mohou cvicit
odhady délky lavice, ucebny, délku svého kroku ¢i odhad vzdalenosti mezi
skolou a ndméstim a odhad ¢asu potfebného k ujiti této vzdalenosti. Ta-
kovychto situaci k odhadovani je nepfeberné mnozstvi. Charakteristickym
rysem pii jejich FeSeni je pozorovani, porovnavani, odhadovani (nikoliv vy-
pocet) a nasledna kontrola pomoci méficiho pfistroje (metru, vdhy, stopek
apod.). Tyto tlohy by nemély byt jen doménou matematiky, ale mély by
prostupovat dalsimi pfedméty s prirodovédnym zamétfenim.

Zaokrouhlovani, poéitani zpaméti a odhadovani

Podivejme se na dalsi situaci, se kterou se setkal druhy z autori ¢lanku
pri ndkupu hifi systému za cenu 4 590 K¢ a blu-ray prehravace za 2 799 K¢.
Prodavac zadal kupované zbozi do pocitacového systému a vystavil pro po-
kladnu tcet na 10 188 K¢. Po delsim dohadovéni o vysi celkové ceny se
ukézalo, Ze prodava¢ omylem vlozil pfehravac do pocitace dvakrat. Proda-
vaé vice véril technice—pocitaci nez vlastnimu tsudku. Mélo mu byt jasné,
ze 1 hruby odhad ,,5 000 K¢ + 3 000 K¢* dava vysledek, ktery je podstatné
nizsi.

Zakladem pro spravné odhadovani je jednak dovednost zaokrouhlovat
¢isla, jednak dovednost pocitat zpaméti, jak ukazuje schéma na obrazku 2.

ODHAD
.

° °
ZAOKROUHLOVANTI POCITANI ZPAMETI
Obr. 2
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Ve skolské matematice je vénovana pomérné zna¢nad pozornost zao-
krouhlovani vysledki podle matematickych pravidel na dany 7ad. Na za-
kladé nasich zkuSenosti z praxe na zékladnich a stfednich skolach se zda,
7e v pripadé pocitani zpaméti tomu tak jiz neni; nékdy se dokonce hovori
o tom, ze pocetni dril do soucasné skoly viibec nepatii. Uvedené tvrzeni
ziejmé vychézi z rozsdhlého vyuzivani vypocetnich prostfedkt v bézné
praxi. Pak se ovSem nemuzeme divit, ze zak naptiklad soucin 5 - 8 pocita
na kalkulac¢ce. Domnivame se, ze matematické rozcvicky, pri kterych se tré-
nuje malé i velkd nasobilka, pamétni sc¢itani, od¢itani, nadsobeni a déleni
do vyuky skolské matematiky rozhodné patti. Uvadime nékolik prikladi,
ve kterych se pfi odhadech ukazuje vyznam pocitani zpaméti.

Priklad 1

Rozmeéry kvadru jsou 4,1 m, 2,8 m a 3,9 m. Odhadnéte, ktery z nasledu-
jicich adaji je nejblize objemu kvadru zaokrouhlenému na celé krychlové
metry:

85 m3, 65m? 45 m3 25 m3.
Reseni. Objem kvadru V odhadneme tak, Ze zaokrouhlime jeho rozméry
na celé metry:

V=4m-3m-4m=(3-16) m® = 48 m>.

Objem kvadru je nejblize 45 m>. Budeme-li poéitat s danymi rozméry
kvadru, dospé&jeme k vysledku V = 44,772 m3.

Priklad 2

Polomér r podstavy rotacniho kuzele je 4,2 cm, jeho vyska v je 6,1 cm.
Odhadnéte, ktery z nasledujicich objemt nejlépe odpovidé objemu kuzele
zaokrouhlenému na celé krychlové centimetry:

130 cm®, 100 cm3, 70 cm®, 40 cm3.

Reseni. Objem kuzele V uréime pomoci vztahu V = %m"%. Pfi urceni
objemu kuzele vyuZzijeme zaokrouhleni jeho rozmért na celé centimetry,

¢islo 7 zaokrouhlime na celé ¢islo 3:
(1 2 3 3
V= 5-3«4-6 cm® = 96 cm”.

Objem kuzele je nejblize 100 cm®. Pokud bychom poéitali s danymi roz-
méry kuzele a cislem 7 zaokrouhlenym na 3,14, pak po zaokrouhleni na
dvé desetinnd mista dostaneme V = 112,63 cm?.
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Hrubé odhady nam v nékterych situacich samozfejmé nestacéi, nebot
ucelnost hrubého odhadu souvisi s konkrétnimi tidaji v tloze. Pokud by-
chom napft. v pfedchozi tloze zvétsili vysku kuzele o 0,2 cm na v = 6,3 cm,
odhad objemu se nezméni. Dospéli bychom ke stejnému zévéru, ze ob-
jem kuzZele je nejblize 100 cm?. Pii vipoctu s nezaokrouhlenymi rozméry
bychom vsak ziskali objem 116,32 cm?, ¢emuz z nabidky lépe odpovida
adaj 130 cm?.

Priklad 3
Odhadni, které z ¢isel 2 500, 3 000, 3 500 je nejblize souctu éisel
756 + 1 748 + 254.

Resend. Jednotlivé s¢itance zaokrouhlime na celé sta a uréime jejich soudet:
800 4 1 700 + 300 = 2 800.

Nejblize danému souctu je ¢islo 3 000. Presny soucet je 2 758.

Dolni a horni odhady

V reélné praxi je potfeba umét zaokrouhlovat také nahoru i doli na
pozadovany iad cisla. Napftiklad pfi vypliovani dané z pfijmu se zaklad
dané pocita se zaokrouhlenim na celd sta korun dold, vypocitana dan se
zaokrouhluje na celé koruny nahoru, zaloha na dan se zaokrouhluje na celé
stokoruny nahoru. Témto problémtim jsme se vénovali v ¢lanku [3]. Uziti
dolnich a hornich odhadd ukézeme opét na ptikladech.

Priklad 4

Prodejce nabizi novy typ televizoru bud za 19 900 K¢, nebo na splatky.
V pripadé, ze se zakaznik rozhodne vyuzit prodeje na splatky, zaplati v pro-
dejné akontaci 20 % z ceny televizoru a dale postupné uhradi 20 mésic¢nich
splatek, kazdou ve vysi 4,86 % z prodejni ceny. Mame odhadnout, kolik
nejvyse stoji televizor pii prodeji na splatky.
Reseni. Odhadneme, kolik korun nejugjse za televizor zaplatime. K tomu
vyuzijeme horni odhad celkové ceny pfi prodeji na splatky. Zaokrouhlime
cenu televizoru na celé tisice nahoru, tj. na 20 000 K¢&; akontace 20 %
ze zaokrouhlené ceny pak ¢ini 4 000 K¢. Vysi splatky v procentech také
zaokrouhlime opét nahoru, a to na 5 %; v tom pfipadé je jedna splatka
1 000 K¢. Celkova cena pii prodeji na splatky je pak dana souctem akontace
a dvaceti mési¢nich splatek:

4000 K¢ + 20 - 1000 K¢ = 24 000 Ke¢.
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Horni odhad ceny za danych podminek je 24 000 K¢é. Pokud bychom ne-
zaokrouhlili vstupni idaje, byla by akontace 3 980 K¢, splatka 967,14 K¢
a celkova cena

3980 K¢ + 20 - 967,14 K¢ = 23 322,80 K¢.

Priklad 5

Pavel zvazuje ulozit 32 000 K¢ na terminovany vklad na 3 roky. Ro¢ni
irokova sazba terminovaného vkladu je 0,74 %, banka pouZziva slozené
troceni, troky pripisuje na konci kazdého roku. Pavel chce odhadnout,
kolik korun nejmeéné ziska na trocich po zdanéni celkem.

Resend. Vyuzijeme dolni odhad. Nejdiive zaokrouhlime doli tirokovou sazbu
na 0,7 % a vklad na 30 000 K¢&. Dai z Groku ¢ini 15 %, tj. zdatnovaci ko-
eficient je 0,85, po zaokrouhleni dolu je 0,8. Dolni odhad ro¢niho aroku po
zdanéni je potom

0,8 - 0,007 - 30 000 K¢ = 0,005 6 - 30 000 K¢.

Vysledek vypoctu odhadneme zdola pomoci souc¢inu 0,005 - 30000 K¢. Jde
tedy o pil procenta z 30 000 K¢, tj. 0,5 - 300 K¢ = 150 K¢. Vzhledem
k tomu, zZe Urokova sazba i vklad jsou nizké, mizeme pfi odhadu vyuzit
jednoduché troceni namisto slozeného. Celkovy urok po zdanéni za 3 roky
¢ini 3-150K¢ = 450K¢. Odhadem Pavel ziska na tirocich po zdanéni aspor
450 Ke.

V pripadé, ze bychom nezaokrouhlili vstupni udaje, pouzili slozené tro-
¢eni a vysledek zaokrouhlili na celé koruny, ¢inil by celkovy zdanény trok
za 3 roky 608 K¢, nebot

32000 K¢ - [(1 40,85 - 0,007 4)® — 1] = 607,65 K&.

Priklad 6

Banka nabizi spotfebitelské Gvéry do 100 000 K¢ s ro¢ni procentni saz-
bou nékladt® (RPSN) ve vysi 14 %, tro¢i na konci kazdého mésice. Za-
jima nas, zda pfi tvéru 45 000 K¢ nam banka umozni splacet mési¢né jen
400 Keé.

3Roéni procentni sazba nikladt (RPSN) je &islo vyjadfujici procentudlni podil
z dluzné castky, ktery musi spotfebitel zaplatit za obdobi jednoho roku v souvislosti se
splatkami, spravou a dalsimi vydaji spojenymi s éerpanim tGvéru (zdroj Wikipedia).
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Resend. Mési¢ni splatka nesmi byt samoziejmé nizsi nez je trok z tivéru za
prvni mésic. K feSeni miizeme vyuzit dolni odhad mésiéni splatky.* Roéni
arokova sazba uvéru ¢ini 14 %, proto trokova sazba vztazend k jednomu
mésici je 1/12 ze 14 %. Zaokrouhlime tedy 14 % dolt na 12 %, arokova
sazba vztazend k jednomu mésici je potom 1/12 z 12 %, tj. 1 %. Dolni
odhad mési¢niho uroku z ¢astky 45 000 K¢ je

0,01 - 45000 K¢ = 450 K¢.

Banka ndm tedy uver neposkytne, nebot bychom splatkou 400 K& neuhra-
dili ani trok za prvni mésic avéru; vyse dluhu by tak stale nartastala.

Priklad 7 Mame rozhodnout, ktera z nésledujicich moznosti plati: Soucin
Cisel 532 a 27 je

a) mensi nez 1 000, b) mensi nez 10 000,

c) vétsi nez 10 000, d) vé&tsi nez 20 000.
Reseni. Pomoci dolniho odhadu zjistime, Ze soudin 532 - 27 nemfize byt
mensi nez 500 - 20 = 10 000. Tim vylouéime mozZnosti a), b). S vyuzitim
horniho odhadu 600 - 30 = 18 000 vylouéime moznost d). Tak dospéjeme
k zé&véru, ze souin danych d¢isel je vétsi nez 10 000.

Priklad 8
Chceme rozhodnout, zda podil 724 : 1 590 je mensi ¢i vétsi nez 0,5.

vvvvvv

takto:

Cislo 724 je mensi nez 750, tedy 724 : 1 590 je mensi neZ 750 : 1 590.
Cislo 1 590 je vétsi nez 1 500, proto 700 : 1590 je mensi nez 750 : 1 500.
Vime, ze 750 : 1 500 = 0,5, a tedy 724 : 1 590 je mensi nez 0,5. Strucnéji:

724 :1590 < 750 : 1590 < 750 : 1500 = 0, 5.

Zavér

Trénink odhadt na tlohédch obdobného typu, které jsme zde uvedli,
by mél mit své nezastupitelné misto pt¥i vypoctech ve vSech tematickyjch
celcich skolské matematiky. Jen tak si mohou zaci uvédomit vyznam odha-
dovani v béznych zivotnich situacich, vyhodnost odhadd v matematickych
ulohach a naudi se s odhady pracovat.

4Zkuseny étenat vysledek odhadne p¥imo ze zadéni.
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Pojem vzdalenosti ve skolské
matemartice

FRANTISEK KURINA

Ptirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kréalové

Tento piispévek je konkretizaci myslenek uvedenych v élanku [7] Pojem
vzddlenosti v geometrii, v némz jsem se dopustil zdvazné chyby. Zamé-
nil jsem totiz publikaci [10] Standardy pro zdkladni vzdélini publikaci [2]
Standardy a testové dlohy z matematiky, z niz jsem vychazel. V publikaci
[10] se o méfeni na nékolika mistech mluvi. Za tento omyl se autortium
omlouvam.

Z3ikladni skola

Préave tak, jak prioritné, protoze v naléhavé potiebé pro praxi, se roz-
vinula v davné lidské spolecnosti potfeba méfeni vzdalenosti, mél by se
pfirozené budovat tento pojem i v matematickém vzdélavani. Ze je to
dobie mozné jiz na prvnim stupni zakladni skoly dokazuje Milan Hejny
zpracovanim svych ucebnic vydavanych nakladatelstvim Fraus [5]. Prvni
etapa seznamovani ditéte s méfenim vzdalenosti je tzv. krokovani, které
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je ovSem spojeno s rozvijenim predstav o malych pfirozenych ¢islech. Tato
spjatost aritmetiky s geometrii je pro meéfeni typicka a vede, jak znamo,
k budovani zédkladnich poznatki o redlnych ¢islech ve vyssich t¥idach. V ci-
tovanych ucebnicich méfi zaci od druhé tridy délky na centimetry, metry
i milimetry, méri délky stran trojihelniku i jeho obvody, ba i obvod kruhu
(na pfedmétech) i jeho primér. V patém rocniku se zavadéji v souvislosti
s nakupy, ale i s méfenim usecek, desetinna ¢isla a uvadéji se i ¢tverecné
jednotky, v rozsifujicim u¢ivu pak napf. i zlomky centimetrt (2/5 cm, ... ).

Pozoruhodny pfistup k tréninku presnosti méreni délek formou soutéze
realizoval Milan Hejny; piSe o ni v publikaci [4].

Konstrukci velikosti tsecky jako desetinného ¢isla mtzeme zakum pri-
blizit podle obr. 1 z knihy [6] popisem procesu méfeni Ghlopficky ¢tverce
o strané délky 4 cm. Zacneme-li métit s jednotkou cm, dostaneme pro
délku |AC| uhlopficky AC:

5cm < |AC| < 6 cm.

10 10 10
Yy TN )
7
o c /6// 5,9 5,68 5,659
4 5,8 5,67 5,658
4 5,7 C,/5,66 C 75,657
3 5,6 5,65 5,656
2 5,5 5,64 5,655
1 54 5,63 5,654
A B
Obr. 1

Mame-1li uréit délku |AC| pfesnéji, rozdélime tisecku 1 ¢cm na 10 shod-
nych ¢asti a provadime pro velikost tsecky novy odhad. Abychom mohli
tento postup ilustrovat obrazkem, pfedstavime si stupnici desetindsobné
zvétSenou. Vyjde

5,6 cm < |AC| < 5,7 cm.

K presnéjsimu odhadu bychom mohli (alespoii teoreticky) déle zjemriiovat
stupnici rozdélenim tisecky 1 mm na 10 shodnych dilti. Dostali bychom

5,656 cm < |AC| < 5,657 cm.
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Méfenim tak konstruujeme dolni a horni aproximaci velikosti tsecky |AC|,
tedy ¢isla 4v/2, které ziskdme vypoétem podle Pythagorovy véty. Podle
kalkulacky, kterd zobrazuje 32 desetinnych mist, je

|AC| = 5,656824249380195206754896839 cm.

Znadmym zplsobem lze ovSem dokézat, ze |AC| je iracionélni ¢islo, predsta-
vit vSak jeho racionalni aproximaci méfenim usecek povazuji za dulezité.

Matematika na zakladni skole by se podle mého nézoru méla orien-
tovat na ¢innosti pripravujici matematické pojmy, na experimentovani,
modelovani a feSeni uloh. Tomuto pfistupu odpovidaji publikace [10] a
[3], v nichZ je zminénym piistuptim vénovana nalezitd pozornost. Pfedmé-
tem matematiky zékladni Skoly nejsou matematické struktury vytvorené
matematickou védou, ale realita Zakova svéta, kterou se snazi studovat
aritmetickymi a geometrickymi prostfedky, tedy pocitanim, rysovanim a
modelovanim. Pfitom by se ovSem meéla na konkrétni tirovni péstovat ar-
gumentace. Zak by nemél odchazet z hodiny matematiky s presvédéenim,
ze dnes jsme dokazovali, Ze shodné trojihelniky jsou shodné.

Stredni skola

Na nékteré souvislosti pojmu vzdalenost s ostatnimi oblastmi elemen-
tarni matematiky jsem se pokusil poukdzat v ¢lanku [7] a v prvni ¢sti
tohoto prispévku.

Gymnazialni matematika se s témito dulezitymi otazkami vyporadava
velkoryse jiz v prvnim roc¢niku na samém zacatku studia takto:

,Realnymi ¢isly nazyvame ¢isla, kterd jsou velikostmi tisecek pfi zvolené
jednotkové tiseCce, Cisla k nim opacnd a nulu. Kazdé realné ¢islo je na
Ciselné ose znazornéno pravé jednim bodem. Kazdy bod c¢iselné osy je
obrazem pravé jednoho redlného ¢isla“ ([1, s. 26]).

Tato formulace dobfe odpovida axiomim vzdalenosti a méritka, které
jsem citoval v ¢lanku [7]. Problém je v tom, Ze tento pfistup bez bliz§iho
vykladu o konstrukci velikosti tsecky méfenim a feSeni vhodnych tloh
mize prispivat k nebezpeci formalismu ve vyucovani. K zeslabeni tohoto
nebezpeci maji slouzit tyto ivahy o vzdalenosti.

Znovu zdiraznuji: Méfeni usecek je dilezity konstrukéni prvek skolské
matematiky, ktery ma vyrazné posilovat spojeni geometrie s aritmetikou,
s teorii mnozin a logickymi otazkami ve vyucovani. Na pojmu vzdalenost je
zaloZena Tada definic dalSich geometrickych utvar®, napf. kruznice, kruh,
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osa usecky, osa thlu, kuzelosecky, ... Nékteré pojmy se vzdalenosti souvi-
sejici nejsou viibec ve stfedoskolské matematice zavedeny, ackoliv se bézné
pouzivaji, napt. vzdalenost bodu od geometrického ttvaru a vzdalenost
dvou utvart. Pfipomenime proto: Vzdalenost bodu A od geometrického
utvaru U lze definovat jako nejmensi ze vzdélenosti d(A, X), kde X je li-
bovolny bod utvaru U. Vzdalenost utvari U, V pak jako nejmensi ze vzda-
lenosti d(X,Y), kde X je libovolny bod atvaru U, Y pak libovolny bod
atvaru V. Tento pristup je ovSsem mozny jen pro tzv. uzaviené utvary, které
obsahuji vSechny své hrani¢ni body. Pro atvary oteviené (napf. vnitiky
dvou kruhti) by definice vzdalenosti vyzadovala pojem infima, ktery ne-
byva ve stfedoskolském ucivu obvykle zarazovan.

V souladu s predchéazejicim vykladem postupujeme pii urcovani vzdale-
nosti bodu od polopfimky nasledujicim zpiisobem. V oznaceni podle obr. 2
plati: vzdalenost libovolného bodu Y poloroviny O = kB od polopfimky
AB je velikost tsecky Y P, kde P je pata kolmice sestrojené z bodu Y na
pfimku AB. V poloroviné M opac¢né k poloroviné O znamenda vzdalenost
bodu X od polopfimky AB velikost tsecky X A.

k

M (@]
Obr. 2

Podobné postupujeme u vzdalenosti bodu od tsecky. K urceni vzda-
lenosti bodu od tisecky AB (obr. 3) sestrojime po fadé v bodech A a B
kolmice m, n k pfimce AB, které rozdéli rovinu na tfi oblasti M, N a O.
V péasu N ohrani¢eném pifimkami m a n méfime vzdalenost bodu Y od
usecky AB na kolmici k pfimce AB. Je to velikost tsecky Y P. V polo-
roviné M opacné k poloroviné mB je vzdalenost libovolného bodu X od
usecky AB velikost tisecky X A, v poloroviné O opac¢né k poloroviné nA je
vzdalenost libovolného bodu Z od tsecky AB velikost tsecky ZB.
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Obr. 3

Mnozina vSech bodt roviny, které maji stejnou vzdalenost od ramen
BA a BC daného dutého thlu ABC neni osa o tohoto tihlu, ackoliv tato
odpovéd se vyskytuje napf. v ucebnicich ([9, s. 73], [8, s. 63]).

Podle obr. 2 musime totiz odlisit pro méfreni vzdalenosti bodu od ramen
thlu v oznaceni podle obr. 4 ¢&tyti oblasti: X ABC, S ABP, < PBQ a
L QBC. Protoze kazdy bod Y thlu PBQ mé od obou ramen thlu ABC
stejnou vzdalenost, je feSenim nasi tlohy sjednoceni thlu PB@ s osou o
thlu ABC, nebot uvnitt thlda ABP a QBC nemé zadny bod stejnou
vzdalenost od ramene BA jako od ramene BC.

P

Obr. 4

Kdyby byl thel ABC' pfimy, byla by hledanou mnozinou piimka p,
ktera prochazi bodem B a je kolma k pfimce AC.
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I v urcovani vzdalenosti dvou geometrickych ttvaru se v nékterych uceb-
nicich vyskytuji chyby. Napft. vyska trojuhelniku neni vzdalenost jeho vr-
cholu od protilehlé strany a vysku lichobéZniku nelze definovat jako vzda-
lenost jeho zakladen. V pripadé potfeby mtizeme podiskutovat se zaky
o problematice napt. nad lichobéznikem se zakladnami 8 cm a 4 cm a
rameny dlouhymi 12 cm a 8 cm.

Tlustrujme nyni predchézejici vyklad nékolika tlohami.

Uloha 1

Uréete mnoZinu vsech bodi roviny, které magi vzddlenost 2 cm od mno-
Ziny P = {A, B,C, D, E} vrcholi pravidelného pétithelniku vepsaného do
kruznice poloméru 3 cm.

Vysledkem je sjednoceni péti shodnych silné€ vyrysovanych obloukt kruz-
nic poloméru 2 cm vné pétithelniku a péti obloukt kruznic téhoz poloméru
uvnitf pétithelniku (obr. 5). Podrobné zdivodnéni pfenecham Ctenafi.

N

g DWAN

Obr. 5

V pripadé, ze by dana vzdalenost byla napf. 1 cm, bude vyslednd mno-
Zina sjednoceni péti kruznic poloméru 1 cm se stfedy v bodech A, B, C,
D, E. V ptipadé, ze dané vzdalenost bude vétsi nez 3 cm, bude vysledkem
pétice kruznicovych oblouktt vné daného pétitthelniku.
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Uloha 2
Urcete mnozinu vsech bodi roviny, které maji vzddlenost 15 mm od hra-
nice pétithelniku ABCDE vepsaného do kruznice polomeéru 30 mm.
Konstrukee vysledku (sjednoceni hranice n pétithelniku uvniti daného

pétithelniku s ¢arou m slozenou z use¢ek a obloukd kruznic) je patrna
z obr. 6.

5

Obr. 6

Mnozina vSech bodu roviny, které maji stejnou vzdalenost od danych tii
nekolinedrnich bodt je, jak zndmo, jednoprvkovd mnozina (stfed kruznice
opsané trojuhelniku ABC).

Uloha 3

Je ddn trojuhelnik ABC' (obr. 7). Urcete mnoZinu viech bodi jeho ro-
viny, které magi stejnou vzddlenost od bodu A jako od dvouprvkové mnoZiny
D ={B,C}.

Sestrojme osu o usecky BC'. V poloroviné M = oB je vzdalenost bodu
od mnoziny D rovna vzdélenosti tohoto bodu od bodu B, v poloroviné
N = oC pak od bodu C. Hledand mnozina je sjednoceni polopfimek p,
q s poc¢atkem S, které jsou ¢astmi os tseéek AB a AC. Tato mnozina je
hranici dvou oblasti. Vnitfek thlu, ktery obsahuje bod A, je mnozinou
bodi, které jsou blize k bodu A nez k mnoziné D. Vnitfek dopliikového
thlu je mnozinou vSech bodt, které jsou bliZze k mnoziné D nez k bodu A.
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Uloha 4
Je ddn trojuhelnik ABC (obr. 8). Uréete mnoZinu vSech bodi jeho ro-
viny, které magi stejnou vzddlenost od bodu A jako od isecky BC.

Obr. 8

V souladu s obr. 3 rozdélime rovinu pfimkami b a ¢ na poloroviny M,
Q@ a pas N. V pasu N méfime vzdalenost bodu od tsecky jako vzdalenost
tohoto bodu od pfimky a vysledkem je tedy oblouk EG paraboly s oh-
niskem A a fidici pfimkou BC. Na oblouk FG pak navazuji polopfimky,
které jsou Castmi os tsecek AB a AC.
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Uloha 5

Urcete mnozinu vsech bodu roviny, které maji stejnou vzddlenost od
poloprimek AB a CD na rovnobéznijch primkdch podle obr. 9.

m n
A B -
a .
B P
D C
M N (0]
Obr. 9

Vysledkem této tlohy je sjednoceni ¢asti dvou parabol s tseckou PQ,
ktera je stfedni ptickou obdélniku ABCD.

Uloha 6

Jsou ddny kruznice m(M,4 ecm), n(N,1 cm); |[MN| = 8 ¢m. Urcete
mnoZinu vsech bodu jejich roviny, které jsou stejné vzddleny od kruznice
m jako od kruznice n.

Jestlize je X libovolny bod, ktery spliiuje podminky tlohy, a p je jeho
vzdalenost od kazdé z danych kruznic, je tento bod stfedem kruznice
z(X, p), kterd ma s kazdou z nich vnéjsi dotyk po fadé v bodech T' a L
(obr. 10). Protoze plati

IMX|—4=|NX| -1,

plati i
|[MX|—|NX|=3.

Bod X nalezi tedy vétvi h hyperboly s ohnisky M, N a hlavni osou
délky 3 cm. Ziejmé kazdy bod této vétve mulzeme povazovat za stied
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kruznice, kterd ma s kruznicemi m, n vnéjsi dotyk. Tato ¢ast hyperboly je
tedy hledanou mnozinou.

Obr. 10

Shrnuti

Ackoliv méfeni délek neni v pravém slova smyslu matematickou ¢in-
nosti, méli bychom mu vénovat jiz v matematice na zdkladni skole mimo-
fadnou pozornost. Je to ¢innost, ktera dala jméno celé oblasti matematiky
a pojem vzdalenosti je zakladem dutlezitého matematického pojmu met-
ricky prostor.

S méfenim souvisi i prace s jednotkami miry a jejich prevody, tedy
s oblasti spjatou s praxi. Na okraj pripomindm, Ze v roce 1988 shofela
v atmosféfe Marsu klimatické sonda Mars Climate Orbiter, nebot spolec-
nost, ktera fidila operaci béhem letu, poslala do fidiciho centra NASA
udaje o poloze pomocné rakety v milich a stopach, tam se vSak domnivali,
ze jde o jednotky metrické.

Reseni tiloh, které jsem na ukazku piipomnél, umoziiuji spojovat experi-
mentovani a rysovani s teoretick§mi poznatky. Zaci tak maji moznosti roz-
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vijet své predstavy o matematickych pojmech a jejich aplikacich. Hledame-
li mnozinu G, jejiz prvky maji vlastnost V', provadime tak vlastné rozklad
mnoziny bodt (roviny) na dvé oblasti: G je mnozina vSech bodt, které
maji vlastnost V' a jeji doplnék G’ je mnozina bodd, které vlastnost V
nemaji. Tento pohled lze samoziejmé rozvijet i na tradi¢nich tlohach skol-
ské matematiky. Je-li nap¥. kruznice k(S; ) mnozina vSech bodt X roviny,
pro které plati |[SX| = r, pak vnitfek kruhu s hranici k£ je mnoZinou bodt
X kruznice s prumérem AB, pro néZ plati ihel AX B je tupy nebo pfimy,
vnéjsek tohoto kruhu pak je mnozina téch bodi, pro néz plati ithel AX B je
tupy nebo nulovy. Rozklad pfislusné mnoziny (napf. roviny) je tak spojen
s mnozinou vSech moznosti odpovidajicich dané vyrokové formé.

Reseni tloh o vzdélenosti, jejichz piiklady jsem zde uvedl, mohou byt
pro zéky zajimavé nejen hledanim postupu, ale v nékterych piipadech i
Jhezkym* ¢ prekvapivym vysledkem. Ulohy vedou i k hlub&imu pochopeni
pojmu mnozina a jeji charakteristiky vlastnostmi jejich prvkia. Tvofivy
ucitel si ovsem fadu tloh ,praktické moudrosti“ s podobnou tematikou
miiZze sam vytvorit.
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Zajimavé matematické tilohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tiloh. Reeni novych tloh 229 a 230 mii-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2017 na adresu: Redakce c¢asopisu MFI
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 229
Je dén obdélnik ABCD se stranami délek |[AB| = 10 a |[BC| = 6. Pro
vnitini body P, Q strany AB plati |AB| = 5|AP| = 4|@QB|. Ozna¢me T
stfed strany C'D a U, V prusec¢iky thlopricky AC' s tise¢kami PT a QT.
Urcete pomér obsahu trojuhelnika UVT a AC'D.
Jozef Mészdros

Uloha 230
Adémek dostal k Vanocim 2015 (spravné sefizené, piesné jdouci) me-
chanické hodinky s ukazatelem data 1-31. Vzdy o pilnoci se ¢islo dne
zvétsi o 1, nebo ¢islo 31 prejde na 1. V bifeznu 2016 si Adamek vSiml,
ze datum na hodinkach se neshoduje se skuteénym cislem dne. Zjistéte
den, mésic a rok, kdy by opét poprvé doslo ke shodé, pokud by Adamek
jako dosud data nesefizoval. Jak by se vysledek zménil, pokud by Adamek
dostal hodinky o Vanocich 20147 Najdéte racionalni zptsob vypoctu.
Stanislav Trdvnicek

Dale uvadime feseni tloh 225 a 226, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve tfetim Cisle aktualniho ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 225
Urcete pocet vSech uspofadanych Sestic (a, b, ¢, d, e, f) pfirozenych ¢isel,
jejichz soucet je 2016, a pfitom vSechny zlomky

a+b b+c c+d d+e e+ f f+a
c+d d+e e+ f f+a a+b b+c

maji celo¢iselné hodnoty. e
Jaroslav Svrcek
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Reseni. Protoze a, b, c, d, e, f jsou pfirozen4 é&isla a zlomky nabyvaji celo-
¢iselné hodnoty, je tato hodnota pfirozenym c¢islem. Vynasobenim prvniho,
tfetiho a patého zlomku dostaneme

a+b c+d e+ f
c+d e+ f a+b

Tedy hodnoty vsech t¥i zlomka jsou nutné rovny jedné a plati

a+b=c+d, (1)
c+d=ec+f. (2)

Podobnou tvahou pro druhy, ¢tvrty a Sesty zlomek dostaneme

b+c=d+e, (3)
d+e= f+a. (4)

Sectenim rovnic (1) a (4), respektive (2) a (3) dostaneme po tpravé

b+e=c+f, (5)
b+2c =2+ f. (6)

Odeétenim rovnic (5) a (6) pak po tpravé ziskdme ¢ = e. Z rovnice (5)
tak plyne b = f. Z rovnice (2) dale obdrzime d = f a konecné z rovnice
(4) mdme a = e. Proto plati a = ¢ =e a b=d = f. Vidime, Ze za téchto
podminek jsou hodnoty vSech zadanych zlomk rovny 1.

Protoze soucet vSech zadanych ¢isel a, b, ¢, d, e, f je 2016, plyne odtud
a+ b= 672. Snadno vidime, Ze existuje 671 dvojic pfirozenych ¢isel (a, b),
ktera vyhovuji této rovnici, jsou to dvojice (1;671),(2;672),...,(671;1).

Existuje tak 671 uspofadanych Sestic (a,b,c,d, e, f) ¢isel vyhovujicich
zadéni.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Martin Raszyk z ETH
Ziirich, Veronika Hladikovd a Kldra Karasovd, obé z G v Plzni, Mikul4sské
nam., Lenka Kopfovd z MG v Opavé, Danil KoZevnikov a Jan Petr, oba
z GJK v Praze 6, Parléfova, Jakub Mestek z G v Jihlavé, Jana Masaryka,
Josef Minatik a Ondrej Svoboda, oba z G v Brné, Kpt. Jarose, Ondrej
Motlicek z G v Sumperku, Hedvika Ranosovd z G v Praze 4, Budé&jovicka,
Martin Raska a Jiti Skrobdnek, oba z WG v Ostravé-Porubé a Jdchym
Solecky z PORG v Praze 8.

Netiplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
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Uloha 226

Na kazdém poli Ssachovnice 10 x 10 sedi jedna blecha. Po tlesknuti pfe-
sko¢i kazda blecha ve sméru fadku nebo sloupce pravé jedno pole a do-
padne opét na Sachovnici. Poté na nékterych polich Sachovnice bude néko-
lik blech a néktera pole ztistanou prazdna. Urcete nejmensi mozny pocet

prazdnych poli.
Pavel Caldbek

Reseni. Obarvéme pole Sachovnice tak, jak vidite na obrazku 1. Je na ném
52 tmavych poli a 48 svétlych poli. Po tlesknuti pfeskoci kazda blecha ze
svétlého pole na tmavé anebo z tmavého pole na svétlé. Proto po tlesknuti
zbude aspon 52 — 48 = 4 tmavych prazdnych poli.

Pokud blechy presko¢i mezi poli tmavych a svétlych ¢tverct tak, jak je
naznaceno na obr. 2 a blechy z horniho pravého tmavého ¢tverce preskoci
na libovolné vhodné pole, zbudou na Sachovnici pravé 4 prazdna pole.

Obr. 1 Obr. 2
Na sachovnici proto po tlesknuti ziistanou aspon 4 volné pole.

Spravna feseni zaslali Martin Raszyk z ETH Ziirich, Veronika Hladikovd
a Kldra Karasovd, obé z G v Plzni, Mikulasské nam., Lenka Kopfovd z MG
v Opavé, Jan Petr, z GJK v Praze 6, Parléfova, Josef Minarik a Ondrej
Svoboda, oba z G v Brné, Kpt. Jarose, Hedvika Ranosovd z G v Praze
4, Budgjovickd, Martin Raska z WG v Ostravé-Porubé, Jdchym Solecky
z PORG v Praze 8,

Netplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdchim z Vo-
lyné, Danil KoZevnikov z GJK v Praze 6, Parléiova a Jir{ Skrobdnek, oba
z WG v Ostravé-Porubé.

Pavel Calabek

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 355



FYZIKA

Méfeni hladiny intenzity zvuku
ve skolnim prostredi

VIT BEDNAR - JIRI TESAR — VLADIMIR VOCHOZKA
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Teoreticka vychodiska

Akusticka informace se $ifi pomoci podélné zvukové vlny, projevujicim
se stiidavym zhustovanim a zfedovanim ¢astic daného prostfedi. OkamZi-
tou akustickou vychylku lze charakterizovat pomoci vztahu (1), kde A
je amplituda vInéni, w thlova frekvence a x vzdalenost od zdroje zvuku
[1, s. 3-13]

x
u(t,x) = Asinw (t - Z) . (1)

Podle Weberova—Fechnerova zakona existuje logaritmické zavislost mezi
objektivnimi veli¢inami a subjektivnim vjemem ¢lovéka. Ma-li zvuk inten-
zitu I, pak v logaritmické stupnici lze vyjadiit hladinu intenzity zvuku L
vztahem (2)

I "I
L1:1010gl—:1010gzl—. (2)
0 — 1o

Pouzitim funkce logaritmus se rozsah prahovych intenzit snizuje na
12 dild, resp. 120 pii vyjadieni v decibelech. Nékdy se 1ze setkat s jednot-
kou dBA, coz je jednotka, kterd ma v sobé obsazeno oznaceni pro pouzity
tzv. ,vahovy filtr A“. V tabulce 1 jsou hodnoty hladin intenzit zvuki a
konkrétn{ piiklady zvuki [2].
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Tabulka 1 Ptiklady zvuk® dané hladiny intenzity

Hladina intenzity zvuku | Piiklady zvuku
[dB]
0 Prah slysitelnosti lidského ucha
10 Selest listi
20 Sum listi
30 Sepot, velmi tichy byt
40 Tlumeny hovor, maly Sum v byté
50 Zapnuty televizor
60 Silné frekventovana silnice
70 Kfik, tunel metra
80 Silné reprodukovana hudba
90 Jedouci vlak, motorova vozidla
100 Maximélni hluk motorky
110 Diskotéka
120 Startujici letadlo
130 Prah bolestivosti
140 Akustické trauma

Srozumitelnost mluveného slova je ovlivnéna akustikou daného pro-
storu. Tato problematika je v souvislosti se Skolnim prostifedim Fesena
Nafizenim vlady 502/2000 Sb [3]. Zvuk, ktery se stdva pro organismus za-
tézi, se nazyva hluk. Na obr. 1 je zndzornéno nejvyssi doporucené tydenni
zatizeni sluchového organu v zavislosti na hladiné intenzity zvuku, aby
nedoslo k poskozeni sluchu. Rizikem poskozeni neni jen samotna hladina
intenzity zvuku, ale i doba, po kterou je ¢lovék této energii vystaven.

87 90 95 100 105 110 115 120 dB

Lo borrre et or et i ra brern bl
1 1 | | | | | | 1 | I

40h 20h 10h 3h 2h 1h 30min 10min 5min 2min 1min

Obr. 1 Nejvyssi tydenni zatiZeni sluchu v zavislosti na hladiné intenzity zvuku
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Meéreni hladiny intenzity zvuku — akustické imise

Meéfeni byla provadéna pomoci senzoru Sound Level Meter od firmy
Vernier [4] a senzoru General Science MultiMeasure od firmy Pasco [5].
Senzory byly umistény dle vyhlasky ¢.13/1977, tzn. 1,2 m az 1,5 m nad
podlahou, uprostfed mistnosti, dvefe i okna byly zavieny. Zakladni moz-
nosti, jak pripojit métici senzory, je pfipojeni pomoci USB Linku do PC.
Na vybér jsou ale i dalsi alternativy propojeni. Vyhodnocovani naméte-

nych hodnot probihalo v software LoggerLite [6], resp. v software DataStu-
dio [7].

Soubor Upravy Experiment Data Anslyza Viofit MNastaveni Strénka Npovéds

(& &8 FALxs2" B

T
()

Ey—

Hiadina akustickéno tiakul

0 v - - - T ————— T
@B 1000 2000

Obr. 2 Zaznam hladin intenzity zvuka pomoci systému Vernier
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Obr. 3 Zéaznam hladin intenzity zvuk pomoci systému Pasco
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Prvni méreni si kladlo za cil zméfit hodnotu akustickych imisi v prazd-
nych ucebnach riznych skol. Méreni probihala na ¢tyfech odlisnych mis-
tech. Cilem bylo vybrat takové skoly, které se od sebe lisi geografickym
umistnénim v zavislosti na moznostech ovlivnéni méfeni okolnimi akus-
tickymi imisemi. Takovd méfeni musi byt realizovana v dobé, kdy uvnit¥
budovy nejsou studenti.

V tabulce 2 jsou uvedeny hodnoty akustickych imisi uc¢eben rtznych
vzdélavacich instituci. K méfeni byla pouzita vzorkovaci frekvence f =
= 1 Hz a senzor Sound Level Meter. Tento senzor byl pro vsechna méfeni
nastaven pro tzv. frekvenéni vdzeni v poloze A [4]. Na senzoru je zaddouci
nastavit mérici rozsah 35-90 dB. Vzhledem k tomu, Ze naméfené hodnoty
akustickych imisi prazdnych uceben se mohou pohybovat okolo spodni hra-
nice méficiho rozsahu senzoru, je zapotrebi pak takové hodnoty brat spise
za orientacni, nezli za presné urcujici. Vysledna hodnota hladiny intenzity
zvuku, tzv. ekvivalentni hladina, je hodnota odpovidajici priméru vsech
naméfenych hodnot.

Tabulka 2 Meéfeni akustickych imisi prazdnych uceben

Zakladni skola | Licq [dB] |
ZS a MS Lisov 34
KAFT, Pedagogicka fakulta JU 36
Jazykov gkola Ceské Bud&jovice 35
ZS Plana nad Luznici 37

Z tabulky vyplyva, Ze nejlépe je na tom ZS a MS Lisov, coz odpo-
vida geografickému umistnéni skoly — velmi klidné misto na okraji malého
meésta s témeér nulovou okolni dopravou. Nejvétsi hodnota akustickych imisi
ptisobicich zvenéi do prostoru ucéeben byla naméfena na ZS Plana nad
LuZnici. Skola je umisténa velmi blizko velmi vytiZené komunikace Ceské
Budéjovice—Praha.

Jedno z dalsich méfeni bylo zaméfeno na zjisténi ekvivalentni hladiny
intenzity zvuku pfi vyuce samotné. Ekvivalentni hladina je urcena jako
prumér vSech hodnot ziskanych pri méfeni, méfeni probihalo pfi vyuce
jednoho pedagoga, riiznych predmétt a odlisnych tiid. Dané hodnoty byly
ziskany pomoci senzoru Sound Level Meter.
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Tabulka 3 Meéfeni ekvivalentni hladiny intenzity zvuku — stejny pedagog

Zakladni skola, predmét, vyucujici | Licq [dB] |
ZS a MS Lisov, fyzika 6.A, Bednaf 63
7S a MS Lisov, matematika 8.A, Bednaf 55
78 a MS Lisov, fyzika 9.A, Bednaf 57
ZS a MS Lisov, fyzika 9.B, Bednaf 60

Nameétené vysledky presné odpovidaji poznatklim z dané skoly. Vyucu-
jicimu se vzdy t¥ida 8.A jevila jako ta nejméné ,hluéna“. Naopak v 6.A se
pravidelné setkava s vétsi hlucnosti ze stran zakid. Obdobna méfeni byla
provedena na ZS Plana nad Luznici. Naméfené hodnoty jsou vysledky
meéreni pti hodinach fyziky ve stejné ucebné pfi vjuce dvou rtznych peda-
gogl. Méfeni bylo provedeno pomoci senzoru General Science MultiMea-
sure, ktery zaznamendva hodnoty v rozmezi 50-100 dBA [5].

Tabulka 4 Méfeni hladin intenzity zvuku pfi vyuce fyziky rtiznymi peda-
gogy

Zakladni skola, predmét, vyucujici | Licq [dB] |
ZS Plané nad Luznici, fyzika 6.A, Vochozka V. 64
78 Plané nad Luznici, fyzika 6.B, Vochozka V. 58
ZS Plané nad Luznici, fyzika 9. ro¢., jiny pedagog 58
Z8S Plané nad Luznici, fyzika 8.A, jiny pedagog 56

7Z tabulky je vidét, ze ekvivalentni hladina intenzity zvuku je pfi vyuce
fyziky pro vSechny tfidy v rozmezi mezi 56-58 dBA. Vyssi hodnota byla
pouze ve tfidé 6.A.

V tabulce 5 jsou zméfeny ekvivalentni hladiny intenzity zvuku pro
uéebny fyziky na ZS a MS Lisov a ZS Plana nad Luznici v &ase, kdy
probihala prestavka mezi vyukou, a zaci byli pfitomni v u¢ebnach. Méreni
na ZS a MS Ligov bylo provddéno pomoci senzoru od firmy Vernier [4].
Méfeni na ZS Plana nad Luznici bylo provadéno pomoci senzoru od firmy
Pasco [5].
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Tabulka 5 Méreni hladin intenzity zvuku v uc¢ebnach fyziky

Zékladni Skola, uebna | Licq [dB] |
ZS a MS Lisov, ucebna fyziky 68
ZS Plan4 nad LuZnici, u¢ebna fyziky 64

Vzhledem k tomu, Ze méfeni byla provadéna bud senzorem Sound Level
Meter od firmy Vernier, nebo senzorem General Science MultiMeasure
od firmy Pasco je zadouci porovnat naméfené vysledky danymi senzory
mezi sebou. V tabulce 6 jsou uvedeny hodnoty zmérené pomoci uvedenych
senzort. Pro toto méfeni byly senzory zapojeny paralelné do jednoho PC
a mohly tak nezéavisle na sobé zaznamendvat méfené data.

Tabulka 6 Porovnani naméfenych hodnot senzorti Sound Level Meter a
General Science MultiMeasure

Nézev instituce Vernier — L geq | Pasco — Laeq [dB] ‘
PF JCU, fyzikalni praktika 58 59
ZS a MS Lisov, matematika 55 57
7S a MS Lisov, fyzika 63 62
ZS a MS Lisov, télesna vychova 69 71

Ze vzajemného porovnani namérenych hodnot danjych senzort lze Fici,
ze vysledky se od sebe 1isi minimalnimi hodnotami. Jednotlivé senzory
tedy i jimi namérené hodnoty lze tak povazovat za srovnatelné.

ZAvér

Cilem pfispévku bylo nastinit moznosti méfeni akustickych imisi ve
skolnim prostiedi. Z hodnot zjisténych pfi méfeni je ziejmé, ze v soucasné
dobé hodnoty hladin intenzity zvuku ve skolnim prostiedi zatim nedosahuji
takovych hodnot, aby dochézelo pfi dlouhodobé&jsim setrvani v takovychto
prostorach k poruseni sluchového tstroji. Pozitivni informaci je, Ze sou-
¢asné namérené hodnoty jsou srovnatelné s hodnotami naméfrenymi v roce
2003 (viz [1]).
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Matematické modelovanie
na pocitaci vo vyucovani fyziky

VERONIKA TIMKOVAl - ZUZANA JESKOVA! - JAN VALEK?

1Prirodovedecks fakulta UPJS, Kosice, SLOVENSKO
2Pedagogicka fakulta MU, Brno

Uvod

S nastupom $kolskej reformy na Slovensku roku 2008 doslo vo vzdela-
vani k znaénym zmenam, na ktoré vicsina $kol nebola pripravend. Zmeny
zasiahli nielen obsah, ale aj metddy vyucby, ktoré boli doposial viac orien-
tované na ziskavanie poznatkov a hlavnym cielom boli vystupné teoretické
vedomosti ziakov. Cielom reformy je preniest fazisko vyucby orientovanej
na obsah vzdeldvania smerom k rozvoju sposobilosti a zrucnosti ziakov.
Velky doraz sa kladie na uplatiiovanie interaktivnych metéd vo vzdeldvani
a aktivneho ziackeho ucenia.
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Obdobna situdcia nastala tiez v Ceskej republike, kde od r. 2005 zacal
platit novy Ramcovy vzdelavaci program pre zdkladné vzdelavanie. Zmeny
vychadzali z novej stratégie vzdelavania, ktora kladie déraz na ¢innostny
a béadatelsky charakter vyucby prirodnych vied. Na tuto reformu nadvéi-
zovala nasledne reforma stredoskolského vzdelavania, ktora sa niesla v po-
dobnom duchu, t.j. okrem porozumenia vedeckych poznatkov zdoraznuje
aj ziacke osvojovanie si empirickych a teoretickjch metdd prirodovedného
vyskumu.

V slovenskych aj ceskych vzdelavacich programoch zameranych na pri-
rodné vedy sa casto objavuje pojem vyskum, resp. badanie. Tento pristup
v stcCasnosti ¢asto sklonovany v celoeurépskom kontexte ako Inquiry-based
science education, alebo prirodovedné vzdelavanie zaloZzené na aktivnom
Ziackom badani [1, 2] znamen4, Ze ziak pracuje podobnym sposobom ako
vedec a ciefom nie je len poznatok ako taky, ale aj cesta, ako sa ziak k to-
muto poznatku dopracuje. Tento spésob vzdelavania savisi hlavne s expe-
rimentovanim, ale studastou prace vedca je aj tvorba modelov a tedrii,
ktorymi sledovany jav popisuje. Modelovanie (smerujice predovsetkym
k tvorbe matematickych modelov situécii) tak ide ruka v ruke s experi-
mentovanim, preto by aj v prirodovednom vzdelavani mali byt tieto dva
procesy zastuipené. Deje prebiehajice okolo nas st vSak vicsinou zlozité
a ich popis a rieSenie casto presahuje rdmec strednej skoly. V sticasnosti
dostupné digitalne technoldgie vSak mézu prave ako v oblasti experimen-
tovania tak aj pri tvorbe a vyuzivani matematickych modelov fyzikalnych
javov vyznamne pomoct. Pri tvorbe matematickych modelov javov ¢asto
pomahaji obist nadro¢ni matematiku, ¢im vieme ziakom predstavit a popi-
sat deje, ktoré su blizsie realite a ktoré nedokézu sami spoéitat. Implemen-
tovat matematické modelovanie do fyzikélneho vzdeldvania na strednych
skolach vsak nie je jednoduché. Do velkej miery zavisi od pripravenosti
uditela a jeho zrucnosti a schopnosti v tejto oblasti.

Matematické modelovanie na podéitaci

Ak hovorime o matematickom modelovani, mame na mysli model neja-
kého javu alebo systému, ktory je reprezentovany matematicky najcastej-
Sie v podobe rovnic, pricom kazdy z parametrov rovnice odpoveda nejakej
fyzikalnej veli¢ine popisujicej vlastnosti systému. Ak pozndme matema-
ticka funkciu, ktora je rieSenim rovnice, moézeme pomocou pocitaca zo-
brazit grafick(i reprezentaciu modelovaného javu. Tento postup je znamy
ako statické modelovanie. Na druhej strane, dynamické modelovanie je za-
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lozené na vypoctoch vykonavanych v postupnosti elementarnych krokov.
Pocas stanoveného konstantného kroku, resp. intervalu, ktory najcastej-
Sie predstavuje Casovy interval, povazujeme hodnoty premennych za kon-
stantné. Toto zjednodusSenie vedie k pribliZznému vysledku, pricom jeho
presnost rastie s klesajicou velkostou ¢asového intervalu. Pocita¢ ndm po-
méha v tom, Ze dokaze realizovat velké mmnoZstvo vypoctov v relativne
kratkom case a zostavenim dynamického modelu moéze aj ziak strednej
skoly riesit naroc¢nejSie problémy, ktoré by na zaklade svojich matema-
tickych schopnosti vyriesif nedokdzal. Dynamické modelovanie ako jeden
z pristupov k rieseniu fyzikalnych problémov sa v nasom vzdelavani sys-
tematickejsie objavuje od zadiatku 90-tych rokov [3, 4, 5, 6]. Mnohi autori
zaoberajuci sa touto problematikou vytvorili viacero vjyucbovych materia-
lov vhodnych k zaradeniu na strednej skole [7, 8, 9].

V nasledujtcich kapitoldch budeme matematické modelovanie na poci-
taci, ¢i uz statické alebo dynamické, rozdelovat do troch tGrovni

e Vyuzivanie hotovych modelov (apletov, poéitacovych simulécii) vytvo-
renych na tomto principe, pri¢om uditel, ani ziaci do matematickej po-
doby modelu skryvajicej sa za modelom nezasahuju ani ho nijak neup-
ravuji. Vystupom modelu pritom moze byt poéitacova simulacia, resp.
animacia alebo graf vhodnej zavislosti popisujicej fyzikalnu situaciu.

e Uprava existujucich modelov a samostatnd tvorba modelov uditelom
vo vhodnom programe, pricom Ziak je v pozicii pouzivatela modelu, t.].
pracuje so simulaciou.

e Uprava existujicich modelov a samostatna tvorba modelov ziakmi vo
vhodnom programe pod vedenim uditela.

Pre prirodovedné vzdeldvanie existuje niekolko dostupnych modelova-
cich programov, ktoré umoziiuji vytvarat statické a dynamické modely
(napr. Modellus, MS Excel, COACH, dévnejsie Famulus). Na Slovensku
¢asto pouzivany systém COACH 6 (http://cma-science.nl/en/) umoziuje
vytvarat matematické modely v textovom a grafickom méde. Textovy mo-
del je zaloZeny na rovniciach a vypoctoch, ktoré sa cyklicky opakuju. Pri
ikonografickom modelovani s premenné reprezentované grafickymi sym-
bolmi. Obr. 1 predstavuje dynamicky model pohybu parasutistu, na kto-
rého pocas padu posobi sila, ktorej velkost sa meni, pri¢om vSak pocas zvo-
leného malého c¢asového intervalu povazujeme vysledna silu, resp. zrych-
lenie a rychlost za konstantné veli¢iny. Kvoli Sirokej ponuke moznosti je
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tento program mozné vyuzivat na vSetkych troch tirovniach modelovania.
Samozrejme, ze mozeme vo vyucbe pouzivat aj klasické programovacie
jazyky, v ktorych pripravime zékladné kniznice prikazov a ziaci ich na-
sledne mozu vyuzivat vo svojich modeloch (napr.: Pascal, C alebo rozhra-
nie, pomocou ktorého je mozné okamzite prezentovat modely on-line, ako
je napriklad PHP) [10, 11, 12].
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700f 35F
800F 30f
500f 25F
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300F 15
200F 10F
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Obr. 1 Model parasutistu v grafickom a textovom méde a odpovedajice
grafy zavislosti vyslednej posobiacej sily, odporovej sily a rychlosti jeho pohybu
(COACH 6)

Menej nérocnou verziou programov na tvorbu modelov je Algodoo
(http://www.algodoo.com/), predtym Phun [13]. V tomto programe je
mozné ,nakreslit“ rozne telesd a nsledne im priradit urcité fyzikalne vlast-
nosti, preto je mozné s nim pracovat i na zdkladnej Skole. AvSak ide skor
o prostredie na vytvaranie simulacii a apletov, ktorych fyzikalna podstata
nam ostava skrytd a my vidime len vysledné vlastnosti nasimulovaného
systému, preto ho moézeme vyuzivat len na prvej a obmedzene na dru-
hej trovni modelovania. ESte menSie poziadavky na uzivatela kladd aj na
internete dostupné pocitacové aplety a simulacie, napr. PheT, simulécie
Waltera Fendta a dalsie.
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Matematické modelovanie na poéitaéi v Skolskej praxi —
prieskum

V suavislosti s metédou matematického modelovania sme sa zaoberali
otazkou, do akej miery sa vo vyucovani fyziky metdda matematického
modelovania na pocitaci na stredngch skoldch vyuZiva s ¢im uzko suvisi
otdzka, ¢ su ucéitelia pripraveni a zrucni v tejto oblasti. Pri hladani od-
povede sme realizovali vyskum, v rdmci ktorého sme so zretelom na ma-
tematické modelovanie analyzovali vzdeldvacie programy a zarovei sme
zistovali aktudlny stav vo vyucbe prostrednictvom dotaznika, ktory sme
zadali vzorke ucitelov fyziky zo Slovenska a Ciech.

Analyza statnych vzdelavacich programov

Aj ked sa v sti¢asnom $tatnom vzdeldvacom programe Fyzika ISCED
3A pre gymnazia na Slovensku sklonuju pojmy ,badanie a experiment“
kIacové slovo matematické modelovanie sme v iom hladali marne. Slovo
,modelovanie“ sme nasli len v spojeni s modelmi objektov alebo javov.
Ak sa ale zameriame na podstatu modelovania, tak moézeme modelova-
nie n4jst velmi nepriamo pri cieloch predmetu fyzika ako napriklad opi-
sat sposoby, ako prirodné vedy pracuji; formulovat a testovat hypotézy
v podmienkach riadenia premennych veli¢in; organizovat, prezentovat a
vyhodnocovat déata réznymi sposobmi a vytvarat predpovede zaloZzené na
détach [14]. Modelovanie sa tiez objavuje v cielovych poziadavkach na ma-
turitu z fyziky. Konkrétne v oblasti Aplikdcia mé byt Ziak schopny praco-
vat s pocitadom v oblasti matematického modelovania fyzikdlnych situécii,
fyzikalnych zéavislosti a spracovania vysledkov fyzikalnych merani [15].

Podobn4 situacia je aj v Ceskej republike. V Rdmcovom vzdeldvacom
programe pre gymnézid (RVP G) v oblasti Clovek a priroda v odbore
Fyzika sa explicitne matematické modelovanie nenachédza. Pracu s mo-
delmi mézeme najst len medzi riadkami cielovych zamerani oblasti Clovek
a priroda, kde sa na str. 27 uvadza, ze Ziak m4 byt vedeny k [16]:

e _tvorbé modelu pfirodniho objektu ¢i procesu umoznujicitho pro dany
poznéavaci tcel vhodné reprezentovat jejich podstatné rysy ¢i zakoni-
tosti,

e pouzivani adekvatnich matematickych a grafickych prostfedku k vy-
jadfovani prirodovédnych vztahi a zakont,

e vyuzivani prostiedkit modernich technologii v pribéhu ptirodovédné
poznéavaci ¢innosti.“
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Modelovanie sa objavuje aj v ¢eskych poziadavkach na maturitné skusky.
Uvédza sa, ze ziak mé vediet vytvarat fyzikdlny model redlnej situécie
(zjednodusovat, charakterizovat fyzikdlnymi veli¢inami, rozlisit podstatné
vlastnosti od nepodstatnych, rozligif premenné veli¢iny a stale parametre,
vybrat fyzikalny zédkon a rozpoznat medze jeho platnosti, rozhodnut, &i
dany model je vhodny pre dany problém) [17].

Napriek tomu, Ze vzdelavacie programy na Slovensku ani v Cechach ex-
plicitne nezavizuju ucitela k vyuzivaniu matematického modelovania sme
osobne presvedceni, Ze tato metéda mé vo vyuCovani fyziky na strednej
skole svoje miesto. Preto sme sa pozreli na tuto problematiku podrobnej-
sie s cielom zistit detailné informécie o postaveni tejto metddy a priprave-
nosti ucitela k jej pouzivaniu. V priebehu rokov 2013-2015 sme uskutocnili
a analyzovali dva nezévislé prieskumy v Cechéch aj na Slovensku. Reali-
zdcia prebehla formou elektronickych dotaznikov. Aj ked neslo o Uplne
identické prieskumy, ich obsah bol velmi podobny, preto sme sa rozhodli
predstavit niekolko spolo¢nych vysledkov.

Vyskumna vzorka

Prieskumu sa zucastnilo spolu 109 slovenskych a 219 ceskych udite-
lTov zo zékladnych a strednych $kol. Najskor sme zistovali zloZenie naSich
respondentov. Islo prevazne o ucitelov fyziky, resp. fyziky v kombindcii
s matematikou alebo informatikou (obr. 2) s dlhoro¢nou praxou (obr. 3).

Aka je vasa aprobacia? Ako dlho vyucujete dané predmety?
60%
100
% 50% —
80% — o 0% _ msR
60% R 30% mCR
40% 20% —_—
10%
o
20% 0%
0% menej 1lai2 3ai5 6azl10 11ail5 16aviac
FEM,FI  ostatné FX akolrok rokov  rokov  rokov  rokov  rokov

Obr. 2 Rozdelenie respon- Obr. 3 Rozdelenie respondentov podla dizky
dentov podla aprobécie pedagogickej praxe

Vysledky prieskumu

Zaujimavé vysledky poskytla jedna z tvodnych otazok dotaznika, ktora
od ucastnikov pozadovala charakterizovat vedecky pristup k rieSeniu prob-
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lémov, a to pomocou Styroch klicovych slov, ktoré ucitelia povazuji v od-
povedi na uvedentu otazku za najpodstatnejSie. Hoci tiito otazku zodpove-
dala len mensia vzorka slovenskych uéitelov (57), odpovede st zaujimavé,
preto ich na tomto mieste uvaddzame v podobe slovného mracna, v ktorom
velkosti uvedenych kltucovych slov reprezentuju frekvenciu vyskytu uvede-
nych klucovych slov (obr. 4). Z mra¢na vidiet, Ze dominantné postavenie
v odpovediach respondentov zaujima jednoznacne experiment. Slova ako
model, modelovanie sa sice v odpovediach respondentov objavuja, avsak
vo velmi malej miere, podobne ako dalsie s tym suvisiace pojmy (tedria,
matematickd formulacia, abstrakcia, dedukcia, analyza, rieSenie problému,
IKT a pod.). Experiment ucitelia povazuji za najdolezitejsiu vedeck me-
tédu, ¢o koreluje aj s obsahom statneho vzdelavacieho programu.

modelovanie
e PQzorovanie

o matematlckaFormuIama.ﬂm

doka:
analyza
= dedukma

badanie e

Obr. 4 Slovné mracno — klacové slové charakterizujice vedecky pristup k rieseniu
problémov

V dalsich otézkach sme sa postupne zameriavali na prvé dve trovne vy-
uzivania matematickych modelov na pocitaci, a to od pouzivania hotovych
apletov az k tvorbe vlastnych modelov uéitelom v niektorom z dostupnych
nato uréenych programov.

podla pouZivania apletov
v 3kolskej praxi

60%

50%

40%

30%
SR
20% f—

10% |—

nikdy 1-2 krat za 1-2 krat za takmer kazdu
polrok mesiac vyuéovaciu
hodinu

Obr. 5 Rozlozenie respondentov podla pouZzivania apletov v skolskej praxi
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V otazke ¢i a ako casto vyuZivaji pocas vyucovacich hodin aplety mo-
zeme vidief mierny rozdiel medzi slovenskymi a ¢eskymi respondentmi
(obr. 5). Zatial ¢o Ceski ucitelia sa hlasia k pouzivaniu apletov v najvicsej
miere raz az dvakrat za mesiac, u slovenskych uditelov je to len raz az
dvakrat za polrok. Neprehliadnutelny je aj fakt, Ze az 30 % slovenskych
ucitelov uvadza, ze aplety nepouziva na hodindch vobec.

Dalsia otazka smerovala k vyssej trovni vyuzivania modelovania, t.j.
tykala sa samostatnej tvorby matematickych modelov uditelom. Zistovali
sme, ¢i st ucitelia schopni vytvarat modely, ¢o je jednym z prvych pred-
pokladov, aby ich mohli pouzit aj vo vyucovani a naucit modelovat aj
svojich ziakov. V tomto pripade sa slovenski a Ceski respondenti nelisili
(obr. 6). U ceskych respondentov sa k schopnosti vytvarat modely hlési
len 17 % uéitelov rovnako ako na Slovensku. Vzhladom na toto nizke per-
cento ucitelov sme uz dalej nezistovali, ¢i sa medzi mini nachadzaju aj taki,
ktori presli na najvyssiu tirovenn modelovania a vytvaraji modely spolu so
Ziakmi v rdmci vyucéby fyziky. Pozrime sa ale blizsie na tychto uéitelov aby
sme zistili, ¢o ich k matematickému modelovaniu na pocitaci priviedlo.

Vytvaranie modelov vo vyucovani fyziky

100%

80%
60% SR
40% mcR
20%
o .
ano nie

Obr. 6 RozloZenie respondentov podla pouzivania/vytvarania modelov v skol-
skej praxi

Prvym faktorom, ktory by mohol pouZivanie modelovania ovplyviiovat,
je vek respondentov, resp. dlzka ich pedagogickej praxe. Z obr. 7 badame
vyraznejsi rozdiel medzi stavom v Cechach a na Slovensku. Zatial ¢o v Ce-
chéch sa modelovaniu venuju predovsetkym mladi ucitelia, na Slovensku je
to prave naopak. Povod gramotnosti starsich slovenskych ucitelov s dlho-
ro¢nou praxou modzeme hladat zrejme v kurzoch celozivotného vzdel4dvania,
ktoré tito uditelia navstevuju. U mladych uditelov pravdepodobne vyplyva
z ich Cerstvych skusenosti z vysokych $kol, kde sa modelovaniu zacina

.....

ucitelia v takpovediac najlepsich rokoch, t.j. s praxou 11 az 15 rokov.
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Tvorba modelov vzhladom na dizku pedagogickej praxe?

60%

50%

40%

30%

SR
ulR
20% |—
10% |— —
.

0-5 rokov 6 - 10 rokov 11- 15 rokov 16 a viac rokov

Obr. 7 Rozlozenie respondentov, ktori vytvaraji modely vzhladom na dizku ich
pedagogickej praxe

Skiisenosti uéitelov s modelovanim na vysokej Skole uvadza tabulka 1.
Najprv sme sa zamerali opét na najjednoduchsiu formu pouzivania mode-
lov, t.j. apletov, resp. po¢itac¢ovych simulécii (tab. 1). VSimnime si najmé
respondentov, ktori aplety pouzivaja. Vidime, Ze aj napriek tomu, Ze velka
¢ast uditelov, ktord pouZiva aplety v praxi, pocas svojho vysokoskolského
stadia s apletmi nepracovala. Tito uditelia si vSak schopni ich pouzZivat a
aj to v gkolskej praxi uplatiiuja, ¢ uz v Cechéach alebo na Slovensku.

Tabulka 1 Pocty ¢eskych/slovenskych respondentov, podla pouZivania mo-
delov — apletov v praxi vzhladom na sktsenosti z vysokoskolského $tudia

Pracovali Nepracovali
s apletmi na s apletmi na spolu
univerzite univerzite
CR SR CR SR CR | SR
Pouzivaju aplety v praxi 47 15 150 61 197 | 76
Nepouzivaju aplety v praxi 12 7 10 26 22| 33
spolu 59 22 160 87 219 | 109

Na druhej strane, ak sa zameriame na vytvaranie modelov ucitelmi,
¢o je oproti pouzivaniu hotovych apletov ovela naroc¢nejsie, moZzeme po-
zorovat presne opa¢ny vysledok. MarkantnejsSie je to viditelné u ceskych
respondentov (tab. 2), kde az 68 % tych, ¢o vytvarali modely uz na uni-
verzite, vytvaraji modely aj v sucasnosti. Udaje zo Slovenska vyzeraji
na prvy pohlad pesimistickejSie (tab. 2). Avsak, slovenski respondenti boli
z vicSej casti uditelia s dlhoro¢nou praxou (az 52 % s praxou vécsou ako 16
rokov), takZe je len prirodzené, Ze sa pocas vysokoskolského Studia s ma-
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tematickym modelovanim na pocitaci nestretli. Napriek tomu, ako sme
spominali vyssie, prave oni v najvicsej miere modelovanie pouzivaju aj na
vy$Sej trovni. Zistovali sme preto, ¢ sa s nim stretli niekde inde. Hodnoty
v zatvorke v tabulke 2 predstavuju nielen respondentov, ktori sa s mo-
delovanim stretli pocas vysokoskolského studia ale aj pocas dopliiujuceho
studia, resp. pocas Skoleni v ramci celozivotného vzdelavania. Tym sme
sa dostali k podobnym vysledkom ako v Cechéch, teda az 72 % ucitelov,
ktori sa s modelovanim stretli pocas svojho studia ¢i iného vzdelavania,
modely aj vytvara. VSimnime si tiez, ze len velmi malo z nich (iba 31 %
Ceskych a 28 % slovenskych ucitelov), ktori tvoria modely bolo schopnych
prejst na tto troven pomocou samostudia (tab. 2), zatial ¢o pri apletoch
to bolo 76 % ceskych a 80 % slovenskych ucitelov, ktori aplety pouzivaju
(tab. 1).

Tabulka 2 Pocty Ceskych/slovenskych respondentov, podla tvorby mode-
lov v praxi vzhladom na skiisenosti z vysokogkolského studia

Vytvarali mo- Nevytvarali
dely na modely na spolu
univerzite univerzite
CR SR CR SR CR | SR
Tvoria modely 26 8(13) 12 10(5) 38 18
Netvoria modely 33 14(16) 148 77(75) | 181 91
spolu 59 22(29) 160 87(80) | 219 | 109

Dalsia kategdria otédzok smerovala k tomu, do akej miery ovplyvriuji ur-
Cité faktory redlne zaradenie modelovania do vyucovacieho procesu (obr. 8).
Z odpovedi 57 slovenskych ucitelov vidime, Ze schopnosti Ziakov vidia udi-
telia ako najmenej podstatny faktor pre redlne vyuZivanie modelovania.
Zda sa, ze ucitelia svojim ziakom doveruju ale naopak, uz menej doéveruja
svojim vlastnym schopnostiam, ktoré povazuj popri uéitelmi najviac zdo-
raziovanej nevyhnutnej dostupnosti metodickych materidlov a pocitaco-
vych suborov za klucové.

Ucitelia vsak uvadzaju aj dalSie faktory. Velky alebo obrovsky vplyv
mé podla nich aj materidlne vybavenie uéebni, ¢i uz hardvérové (90 % res-
pondentov) alebo softvérové (73 % respondentov), moznost delenia hodin
(73 % respondentov) a samozrejme aj dostatofnd c¢asova dotécia fyziky
(84 % respondentov). Co sa tyka ¢eskych respondentov, im sme polozili
sériu otdzok uz konkrétne zameranych na dostupnost podpornych mate-
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ridlov (tab. 3). Aj tu moézeme badat tendenciu zdujmu o viac podpornych
materidlov, ¢i uz sa jedna o pripravené modely alebo pracovné listy.

Miera vplyvu vybranych faktorov na pouzivanie matematického
modelovania v Skolskej praxi
90%
20% M Schopnosti uéitela pouzivat
modelovanie

70%
60%
50%
40%
30%

M dostupnost zbierky hotovych
suborov na rézne témy

M dostupnost hotovych

20% metodickych materialov
10% —— — (pracovné listy)
0% schopnosti Ziakov
nemaju majumaly maju  majuvelky majd
Ziaden vplyv  priemerny  vplyv obrovsky
vplyv vplyv vplyv

Obr. 8 Vplyv vybranych faktorov na pouzivanie matematického modelovania
v Skolskej praxi

Tabulka 3 Otazky tykajtce sa potreby dostupnosti hotovych poéitacovych
modelov a pedagogickych materiadlov

CR

ano | nie

1. | Pokud bude vice pocitacovych modelt dostupnych na in- | 195 | 19
ternetu na jednom misté, uvitdm to a budu s nimi pra-
covat.

2. | Pokud budou pocitacové modely dostupné na internetu | 202 17
bez nutnosti instalovat do pocitace dalsi programy, uvi-
tdm to a budu s nimi pracovat.

3. | Pokud bych mohl/a zaslat ndvrh na novy model, vyuzil/a | 101 | 118
bych této moznosti.

4. | Pokud budou pocitacové modely vychazet z déji v béz- | 206 13
ném zivoté, budu s nimi v hodinach pracovat.

5. | Pokud budou k pocitacovym modelim vytvoreny pra- | 173 | 46
covni listy, uvitdm to a budu s modely a pracovnimi listy
pracovat.

6. | Pokud budou dostupné pocitacové modely interaktivni, | 197 | 22
uvitam to a budu s nimi pracovat.
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Diskusia a zaver

Na zéver v kratkosti zhrnieme vysledky prieskumu zameraného na po-
uzivanie matematického modelovania na pocitadi na Slovensku aj v Ce-
chéch.

1. Ukazuje sa, Ze Slovensko a Ceska republika st na tom ¢o sa tjka mate-
matického modelovania na poc¢itaci velmi podobne. Aj ked ceski uditelia
pouzivaju pocitacové simulacie a aplety vo vicsej miere ako slovenski
uditelia, tvorba matematickych modelov ucitelom na pocitaci je zasta-
pena priblizne rovnako. Ukazuje sa tiez rozdielna vekova kategdria pou-
zivatelov modelovania na vyssej trovni. Zatial ¢o v Cechéch ide o mla-
dych ucitelov, na Slovensku s to skor uéitelia s dlhoro¢nou praxou,
ktori sa intenzivnejsie venuja dalsiemu vzdeldvaniu.

2. Pouzivanie matematického modelovania na pocitaci v najjednoduch-
Sej forme cez hotové aplety a poditadové simulécie, nerobi uditelom
v praxi problém aj bez nejakého Specidlneho vzdelédvania. Aplety do-
stupné napr. na internete su zvycajne pripravené tak, Ze aj udcitel-
zadiatoénik dokéZe s nimi bez problémov pracovat.

3. Ak hovorime o druhej trovni, na ktorej sa matematické modelovanie
moze v Skole vyuzivat, t.j. Gprava modelu, resp. tvorba modelu udi-
telom, st vysledky pesimistickejsie. K schopnosti tvorif matematické
modely sa prihlasila len jedna Sestina ucitelov z Ciech a Slovenska.
Z toho mozeme usudit, ze ziaci vo vyucdovani fyziky nepouzivaji ma-
tematické modelovanie na pocita¢i na opis fyzikdlnych javov ani na
rieSenie tloh. Zaroven sa ukézalo, Ze naucit sa tvorit modely nie je pre
ucitelov jednoduché. Iba jedna tretina respondentov, ktori sa prihla-
sili k tejto arovni modelovania, to zvladla samostadiom. Z uvedeného
vyplyva, ze bez dalSieho vzdeldvania uditelov v tejto oblasti sa metdda
matematického modelovania do praxe bude implementovat velmi tazko.
Préve tu sa ukazuje, aky velky vplyv méa vysokoskolské priprava a dalSie
vzdelavanie na Skolsktl prax. Zaroven je to jasnym signdlom, aby boli
do studijného pldnu Studentov uditelstva zaradzované také predmety,
kde sa Studenti zoznamia aj s touto vo vede pouzivanou a dolezitou
metédou.

Snahou vzdelavacich institicii zameranych na pripravu budicich udite-
lTov fyziky je vzdeldvat budicich uéitelov a uéitelov z praxe aj v oblasti
matematického modelovania. Na Slovensku je uéitefom z praxe ako aj Stu-
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dentom ucitelstva v kombinéacii s fyzikou pontkany kurz Aktivne bada-
nie v poéitat¢om podporovanom laboratériu (akreditovany na PF UPJS
v Kosiciach, http://ccv.upjs.sk/kontinualnevzdelavanie.php). Okrem digi-
talnych nastrojov zameranych na meranie pomocou pocitac¢ovych senzo-
rov, meranie z videozdznamu alebo obrazku sa kurz v jednom zo svojich
modulov venuje aj matematickému modelovaniu na pocitaci s dérazom na
dynamické modelovanie. Podobny kurz sa pripravuje aj na Pedagogickej
fakulte MU v Brne.

Za dolezité tiez povazujeme to, aby sa Studenti fyziky na univerzite
s metédou dynamického modelovania stretli aj v Standardnej vyucbe. Na
PF UPJS v Kosiciach sa snazime vyuzivat dynamické modelovanie na po-
CitaCi uz aj pocas zakladného kurzu fyziky na riesenie fyzikalnych tloh
ako aj pri rieSeni semestralnych projektov zameranych na riesenie vybra-
nych problémov z mechaniky, kedy je tlohou $tudentov navrhnat vhodné
experimenty a vytvorit odpovedajicu tedriu, resp. matematicky model na
pocitadi. Podobne v Cechéach sa $tudenti s touto metédou stretdvaji uz
pocas bakalarskeho stupna aj v ramci $pecidlnych predmetov, ako napr.
Pocitace vo fyzike, kde sa s principmi dynamického modelovania stretavaju
v podobe riesSenia tloh pomocou vhodného softvéru.

Na podporu realneho vyuzivania matematického modelovanie na po-
¢itaci vo vyucovani fyziky na strednej skole vytvarame zbierku metodic-
kych materidlov pre ucitela a pracovnych listov pre ziaka spolu s podpor-
nymi pocitacovymi sibormi aktivit, resp. vzorovych vysledkov. V stcas-
nosti overujeme navrh metodiky implementacie modelovania na pocitaci
vo vyucbe fyziky v 1. roéniku gymnéazia. Navrhnutd metodika poskytne
uéitefom podrobny postup, ako so ziakmi modelovat a ako modelovanie
vyuzivat v spojeni s experimentom tak ako je to obvyklé v realnej vede.
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INFORMATIKA

Jak skace zabka
(Ulohy z MO kategorie P, 34. ¢ést)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikélni fakulta UK, Praha

Tentokrat se blize seznamime s jednou soutézni tilohou z aktualniho
65. roéniku Matematické olympiady kategorie P (8kolni rok 2015/16). Byla
zadana jako prakticka tloha domaéciho kola a ackoliv za ni témér kazdy
z Tesitelt ziskal néjaké body, ve vétsiné pripadi to byly jenom 2 az 4 body
z 10 moznych, coz odpovida néjakému velmi primitivnimu a neefektivnimu
feSeni zalozenému na zkousSeni vSech moznosti hrubou silou. Z téméft stovky
ucastniktt doméaciho kola olympiaddy vyfesilo tuto tlohu zcela spravné na
plny pocet bodt pouze jedenéct.

Vsechny soutézni tlohy pro cely 65. rocnik MO kategorie P pfipravili
nasi slovensti kolegové z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Uni-
verzity Komenského v Bratislavé. Zadani dlohy si zde uvedeme v ¢eském
pfekladu jenom s mirnymi textovymi Gpravami, feSeni rozebereme trochu
podrobnéji a doplnime ho nové napsanymi programovymi ukazkami.

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Zabka Sandyna rada skice po kamenech v rybniku. V rybmiku jich je
celkem n a jsou ocislovany od 1 do n. Kameny jsou malé, takze si je pred-
stavime jako body. Kémen s ¢islem 4 lezi na soufadnicich x;, y;. Sandyna
dnes doskakala z kamene ¢islo 1 na kamen ¢islo n. Cestou mohla nékteré
kameny (véetné kamenti 1 a n) navstivit i vicekrat. Zabka dokaze sko¢it li-
bovolné daleko. Skakani ji ale unavuje, a tak kazdy jeji skok kromé prvniho
je vzdy (ostie) kratsi nez skok bezprostiedné predchazejici.
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Soutézni tiloha
Pro dané polohy kament spocitejte, kolik nejvyse skokd mohla zabka
Sandyna provést béhem své cesty z kamene 1 na kdmen n.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu je zadan pocet kameni n. Na i-tém z nasle-
dujicich n Ffadkt jsou uvedeny souradnice kamene ¢islo i. Jediny radek

7 w7

vystupu obsahuje jedno celé ¢islo — maximalni mozny pocet skokt.

Omezeni a hodnoceni

Reseni bude testovano s deseti sadami vstupnich dat. Za kazdy testovaci
vstup muzete ziskat 1 bod. V jednotlivych vstupnich sadach je maximalni
hodnota n nasledujici: 2, 3, 7, 18, 50, 100, 200, 1000, 2000, 3000.

Vsechny soufadnice jsou z rozsahu od 0 do 10° véetné. V prvnich péti
testovacich vstupech dokonce zadna soufadnice nepiekro¢i hodnotu 10%.

Priklad

Vstup: Vystup:
7

W W wo Tto o
LW W o

2

Vysvétleni: Jedna optiméalni posloupnost sedmi skokid vedouci z kamene
¢islo 1 na kdmen c¢islo 6 vypada takto: 1 -3 —-5—1—-6 —>5—4 — 6.
Tyto skoky maji postupné délky: 24/17 > /29 > 5 > /10 >3 > 2 > 1.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Nejjednodussi feSeni je zaloZeno na prostém zkouSeni vSech moznych
cest z kamene ¢islo 1 na kdmen c¢islo n, jak by zabka mohla skakat. Ta-
kové feseni velmi snadno naprogramujeme pomoci rekurze. Rekurzivni pro-
cedura dostane ve vstupnich parametrech ¢islo kamene, kde praveé stoji
zabka, pocet jiz uskutec¢nénych skoki od startu a délku posledniho prove-
deného skoku. Procedura v cyklu postupné zkusi provést skok na kazdy
z ostatnich kament a je-li takovy skok mozny (tzn. je-li kratsi nez dosud
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posledni provedeny skok), procedura se rekurzivné zavold na cilovy kdmen
tohoto skoku. Kdykoliv se zabka ocitne na cilovém kameni ¢islo n, mtze
zlep$it (tj. zvysit) dosud maximdalni nalezeny pocet skokid z kamene 1 na
kédmen n. I po dosazeni kamene ¢islo n ale bude jesté zkousSet skakat dal.

program Zabkal;

const MaxKamenu = 3000; {maximdlni pocéet kament}
var N: integer; {skuteényj pocet kament}
Kameny: array [1..MaxKamenu] of
record x, y: longint end; {soufadnice kamend}
Max: integer; {vysledny max. po&et skokid}

i: integer;

function Vzdal(a, b: integer): int64;

{po&ita kvadrat vzdalenosti kamend &islo a, b}
var dx, dy: longint;

begin

dx:=Kameny[a].x — Kameny|[b].x;

dy:=Kameny[a].y — Kameny|[b].y;

Vzdal:=dx*xdx + dysxdy

end; {Vzdal}

procedure Cesta(Kde: integer; Skoky: longint;
Naposled: int64);
{parametry: kde Zabka stoji, kolik skokd dosud udé&lala, kvadrat
délky posledniho skoku; procedura pouZiva globdlni promé&nné N
a Max, viysledny maximdlni pocet skokl ze startu do cile bude
v proménné Max}
var i: integer;
begin
if (Kde = N) and (Skoky > Max) then Max:= Skoky;
{zabka je v cili}
for i:=1 to N do {zabka zkusi sko&it na i-ty kamen}
if (i <> Kde) and (Vzdal(i, Kde) < Naposled) then
{skok na i-ty kamen je moznyl}
Cesta (i, Skoky+1, Vzdal(i, Kde));
end; {Cesta}

begin
read (N);
for i:=1 to N do
read (Kameny[i].x, Kameny[i].y);
Max:=0;
Cesta (1, 0, 999999999999999999);
writeln (Max)
end.
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V ukédzkovém programu si vSimnéte, Ze misto délky skoku pocitame
vsude s kvadratem délky skoku. Diky tomuto technickému triku se vy-
hneme vypoctu druhé odmocniny a cely vypocet tak muiizeme provadeét
v celociselné aritmetice. Ta je rychlejsi nez aritmetika redlné a hlavné v ni
nehrozi zadné riziko vzniku zaokrouhlovacich chyb.

Vyse uvedeny postup ,hrubou silou® je sice teoreticky spravny, ale je
velmi neefektivni, nebot se pfi ném mnohokrat opakované zkousi stejné
posloupnosti skokti. Takové feseni bude proto pouzitelné jen pro velmi malé
hodnoty n. Vzhledem k odstupniované velikosti testovacich vstupnich dat
(viz zadéni lohy) jste ov8em i s takto primitivnim feSenim mohli v soutézi
ziskat t¥i az ¢tyri body z celkovych deseti moznych.

Zasadniho zlepSeni dosdhneme, kdyz se dobrou organizaci prace vy-
hneme opakovanému provadéni toho, co jsme uz jednou udélali. To je za-
kladni myslenka programovaci techniky zvané dynamické programovéani.
Casova slozitost algoritmu se tak rdzem sniZi z exponencidlni na polyno-
miélni (v nasem konkrétnim piipadé na kubickou) a program zacne zvladat
zpracovat dostatecné rychle i mnohem rozsahlejsi vstupni data.

Predstavte si, ze zabka uz provedla nékolik skokti a zajima nas, jak
nejlépe mize z této situace pokracovat dale do cile. Odpovéd na tuto
otazku vibec nezéavisi na tom, kudy zabka dosud skakala, zavisi pouze
na jejim zatim poslednim skoku. Posledni skok totiz pfesné urcuje, kde se
nyni zabka nachézi a jak nejvyse dlouhy skok mtize nasledné provést.

Pii celkovém poctu n kamenti existuje n - (n — 1) moznosti, odkud kam
mohl vést zatim posledni skok zabky. Pro kazdou z téchto moznosti chceme
urcit, kolik nejvyse skokil jesté mutze zabka udélat cestou do cile. Kazdou
z téchto O(n?) moznosti dokdZeme vytesit tak, Ze postupné vyzkousime
O(n) variant, kam zabka sko¢i nésledujicim skokem. Pro kazdou z téchto
variant tak dostaneme jednu novou otazku téhoz typu, k jejimuz zodpo-
vézeni pouzijeme rekurzivni volani.

Kdybychom pfimo implementovali pravé popsany postup, nedostali by-
chom nic jiného, nez diive uvedené fesSeni hrubou silou. MiZeme zde ale
vyuzit programovaci techniku, které se fika ,chytra rekurze®. Jakmile vy-
fesime nékterou z uvazovanych moznosti skoku, nalezenou odpovéd nejen
bezprostfedné pouzijeme, ale také si ji zaznamename do tabulky. Pokud
se nékdy pozdéji pii vypoctu programu objevi stejnd otazka, jednoduse
vratime uloZzenou hodnotu z tabulky — tedy nebudeme uz provadét zadné
zkouSeni moznosti ani zddné rekurzivni volani.
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Takto upraveny program bude fesit kazdou z uvazovanych O(n?) moz-
nosti skoku pouze jednou a vyfesi ji v Case nejvyse O(n). Celkové tedy
program vykona O(n?) kroki vypoétu, po nichz budeme mit zaplnénou
celou uvazovanou tabulku. Nakonec v tabulce projdeme vSechny skoky
vychézejici z kamene c¢islo 1 a z jejich hodnot ur¢ime maximum. Tim zjis-
time, jaky maximalni pocet skokt zabky muze nasledovat po jejim prvnim
skoku z kamene ¢islo 1. Vyslednou hodnotu ziskame tak, Ze toto maximum
zvysime o 1, tzn. zapocitame jesté prvni skok.

program Zabka?2;

const MaxKamenu = 3000; {maximalni polet kament}
var N: integer; {skuteény pocet kamenid}
Kameny: array [1..MaxKamenu] of
record x, y: longint end; {souradnice kamend}
Max: integer; {vyslednjy max. polet skokt}

T: array [1..MaxKamenu, 1..MaxKamenu| of longint;
{T[a,b]l= max. po&et skokd do cile

nasledujicich po skoku a->b,

hodnota -1 = cesta neexistuje,

hodnota -2 = zatim nezname}

i, j: integer;

function Vzdal(a, b: integer): int64;
{kvadrat vzdalenosti kament &islo a, b}
var dx, dy: longint;

begin

dx:=Kameny [a].x — Kameny[b].x;
dy:=Kameny[a].y — Kameny[b].y;
Vzdal:=dx*xdx + dyxdy

end; {Vzdall}

function Skok(a, b: integer): longint;
{po&ita, kolik nejvysSe skokd miZe je3t& nasledovat po skoku
mezi kameny a->b cestou na cilovy kamen N;
pokud takova cesta neexistuje, funkce vraci -1;
funkce pouziva globalni proménné N a T}
var Naposled: int64; {kvadrat délky posledniho skoku a->b}
DoCile: longint; {maxim&lni pocet navazujicich
skokd do cilel}
i: integer;

begin

Naposled:= Vzdal(a, b);

DoCile:= —1;

for i:=1 to N do {zabka zkusi skoéit dale z kamene b}

if (i <> b) and (Vzdal(i, b) < Naposled) then
{navazujici skok b->i}
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begin

if T[b, i] = —2 then T[b, i]:= Skok(b, i);
if T[b, i] > DoCile then DoCile:= T[b, i]
end;

if DoCile >= 0 then {existuje navazujici cesta z b aZ do cile}
Skok:=DoCile + 1

else if b = N then {jsme v cili, nelze pokraovat aZ do cile}
Skok:= 0

else {nejsme v cili a nelze pokradovat aZ do cile}
Skok:=-1

end; {Skok}

begin
read (N);
for i:=1 to N do read(Kameny[i].x, Kameny[i].y);
Max:= 0;
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do

T[i, jl:i= —2; {ptfiznak, Ze hodnotu je3t& nezname}
for i:=2 to N do
begin
if T[1, i] = —2 then T[1, i]:= Skok(1, i);
if T[1, i] > Max then Max:= T[1, i];
end;
writeln (Max + 1)

end.

Predchozi teSeni dlohy mutiZzeme jesté vice vylepsit. USettit se da na
tom, ze pri vypoctu kazdé hodnoty v tabulce prochazime vzdy vsechny
navazujici skoky, a to véetné téch, které uz v dané situaci nemizeme pro-
vést, nebot jsou delsi. Nabizi se proto moznost usporadat vSechny mozné
skoky z kamene na kdmen sestupné podle jejich délky. (V programu opét
pouzijeme radéji druhou mocninu délky, jelikoz tu si mtizeme ulozit do ce-
lo¢iselné proménné.) Kdyz pak budeme zpracovavat skoky v tomto pofadi,
budeme mit jistotu, ze kazdy pravé zpracovavany skok méa kratsi délku,
nez vSechny predchozi jiz zpracované skoky, takZze na né muze navazat pri
cesté zabky ze startu do cile.

Uvedena tuvaha by takto pfesné fungovala pouze v pfipadé, Ze by délky
vSech skokli byly navzajem rtizné. Nékteré skoky ale mohou mit stejnou
délku a ty budeme muset zpracovat vzdy vSechny najednou, nebot Zabka
nemuze provést dva stejné dlouhé skoky po sobé. VSechny mozné skoky
z jednoho kamene na druhy si proto predem roztfidime do skupin podle
jejich délky a az takto vzniklé skupiny skokti usporddédme podle délky
skoku, pocinaje od nejvétsi délky.
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Pro kazdy kdmen si budeme pamatovat, jakym nejvyssim poctem skoku
se na néj dokazeme dostat z kamene ¢islo 1. Na zacatku je to 0 pro startovni
kédmen ¢islo 1 a ,nekoneéno* pro kazdy jiny kdmen (tam zatim nezndme
zadnou cestu). Postupné budeme zkouset pouzit skoky v potadi od nejdel-
sich po nejkratsi a vzdy prepocitame jenom ty tidaje, které se tykaji pravé
zpracovavaného skoku. Kdyz zpracovavame skok z kamene A na kdmen B,
podivame se, kolika nejvyse skoky (jednd se zcela jisté o delsi skoky) jsme
se dokazali dostat ze startu na kdmen A. Jestlize je to K skokiu, pak se
nyni umime dostat na kamen B pomoci K + 1 skokt. Pokud byla dosud
ulozena hodnota pro kdmen B mensi, zvysime ji na K + 1.

Casové sloZitost posledniho popsaného feseni je O(n?logn). Jeho nej-
pomalejsi ¢asti je usporadani viech O(n?) riznych existujicich skokti mezi
kameny podle délky. Samotné zpracovani skoki je pak uz rychlejsi, kazdy
z O(n?) skokt zpracujeme v konstantnim ¢ase.

program Zabka3;
const MaxKamenu = 3000; {maxim&lni po&et kament}

type Skok = record
odkud, kam: integer; {&isla kamend, odkud kam se skade}

delka: int64; {kvadrat délky skoku odkud -> kam}
end;
PoleSkoku = array [1..MaxKamenuxMaxKamenu] of Skok;
var N: integer; {skuteé&nyj pocet kamend}
Kameny: array [1..MaxKamenu] of
record x, y: longint end; {souradnice kamend}

Skoky: PoleSkoku;
M_stare, M_nove: array [l..MaxKamenu] of longint;
{maximdlni pocéet skokd ze startu na tento kamen;
staré a nové hodnoty Fe3i vice skokd tézZe délky}
i, j: integer;
s: longint;

function Vzdal(a, b: integer): int64;
{kvadrat vzdalenosti kamend &islo a, b}
var dx, dy: longint;

begin

dx:=Kameny[a].x — Kameny|[b].x;
dy:=Kameny|a].y — Kameny[b].y;
Vzdal:=dx*dx + dyxdy

end; {Vzdall}

procedure SeraditSestupne (var P: PoleSkoku; N: longint);
{libovolny t¥idici algoritmus s &asovou slozitosti O0(N.logN);
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my zde pro jednoduchost pouZijeme jenom bublinkové t¥idénil
var i, j: longint;

x: Skok;
begin
for i:=N-1 downto 1 do

for j:=1 to i do
if P[j].delka < P[j+1].delka then
begin x:=P[j]; P[j]:=P[j+1]; P[j+1]:=x end

end; {SeraditSestupne}

begin
{Na¢teni vstupu a inicializace poli M:}
read (N);
for i:=1 to N do
begin
read (Kameny[i].x, Kameny[i].y);
M _stare[i]:=—1; {nekone&nol}
end;
M_stare [1]:=0; {na startu jsme na nula skokt}
M_nove:=M_stare;

{Vytvofeni seznamu vSech N*(N-1) mozZnjch skokd z kamene na kéamen,
fazeno sestupné podle délky skoku:}
s:=0;
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if j <> i then
begin {skok i->j}
s:=s + 1;
Skoky [s].odkud:=1i;
Skoky [s].kam:=j ;
Skoky [s].delka:=Vzdal (i, j);
end;
SeraditSestupne (Skoky, s);

{Vypocet hodnot M:}
for s:=1 to Nx(N—1) do {zpracujme skok Skokyl[s]}
begin
if (s > 1) and (Skoky([s].delka < Skoky[s—1].delka) then
M_stare:=M_nove; {zaéinaji skoky kratsi délky}
if (M_stare[Skoky[s].odkud] >= 0) and
(M_nove [Skoky [s].kam] < M_stare [Skoky[s].odkud] +
M_nove [Skoky [s].kam] := M_stare[Skoky[s].odkud] +
end;

1) then
1

writeln (M_nove [N])
end.
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Principy vyhledavani informaci
v prostredi internetu

LIBOR MESICEK — PAVEL PETRUS
Piirodovédecka fakulta UJEP — Pedagogicka fakulta UJEP, Usti nad Labem

V hodinach informatiky na stfednich skolach se zaci seznamuji s inter-
netem. Cilem tohoto ¢lanku je seznamit zéky s fungovanim internetovych
vyhledévadt a ukézat, jakym zptisobem lze s nimi efektivné pracovat. Cla-
nek také okrajové popisuje nastroje umoznujici analyzovat hledané fraze.

Principy fungovani vyhledavacu

Internet tvori v soucasné dobé priblizné 4,57 miliard viditelnych stranek
(ddaj k 1. 6. 2016) [1]. Na prvni pohled je jasné, Ze neni mozné prochézet
vSechny weby k nalezeni pozadované informace, ale je nutné k tomu pouzit
néjaké nastroje. V podstaté mame k dispozici jen dva nastroje: katalogy
a vyhledavace.

Katalog si mtzeme pfiblizit na piikladu telefonniho seznamu typu ,,Zlaté
stranky“, kde napf. v kategorii instalatérstvi bylo mozné najit instalatéry.
Katalog je tedy internetovd stranka (web), ktery obsahuje rozdéleni dal-
sich webl do jednotlivych kategorii (pfipadné podkategorii) dle piislus-
nosti k dané kategorii (podkategorii). Weby jsou do katalogli umistovany
katalogy jsou Seznam.cz, Centrum.cz a Atlas.cz. Stranky Seznam.cz umoz-
nuji vyhledavat s pomoci katalogu, ale je na nich k dispozici i internetovy
vyhledavac.

Internetovy vyhleddvaé (search engine) je naopak néastroj, ktery ak-
tivné prohledava web. V soucasné dobé existuje nékolik vyhledévaci, napf.
Google.com, Seznam.cz, Yahoo.com, Bing.com. Vyhleddvace pracuji ve
tfech krocich.

V prvnim kroku robot (pavouk) sbird data. Robot (pavouk) je poci-
tacovy program, ktery slouzi k prohledavani internetovych stranek. Robot
zacne na néjaké strance, napf. to miize byt stranka katalogu. Na dané
strance najde dalsi odkazy, které déle sleduje, tj. vstoupi na odkazované
weby, stdhne si jejich obsah a hled& odkazy na dalsi stranky. Robot si sa-
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moziejmé pamatuje stranky, které jiz navstivil. Jeho pohyb lze znazornit
graficky tak, ze odkazy jsou ¢ary mezi body, kde body predstavuji jednot-
livé weby (od toho nézev pavouk). Roboti se po uré¢itém ¢asovém useku
(dnit az mésict) vraci na jiz navstivené stranky, aby zaznamenali zmény
na strankach, odhalili nefunkéni stranky, ale hlavné znovu preindexovali
dané stranky. Indexace stranek je ohodnoceni danych stranek na zakladé
celé fady parametrti (vice v druhém kroku vyhledavace).

Vysledné ohodnoceni se poté ulozi do databaze daného vyhledavace.
Indexace stranek probiha pii kazdém navstiveni daného webu a tim do-
jde k aktualizaci ohodnoceni pfislusného webu. Kazdy vyhleddvac ma
svého robota, kde ty nejznadméjsi jsou SeznamBot (Seznam.cz), Googlebot
(Google.com), Slurp (Yahoo.com) a Bingbot (Bing.com). Existuji ovSem
stranky, na které se robot vraci pravidelné i vicekrat denné, protoze ob-
sahuji aktudlni a ¢asto vyhleddvané informace. Pro zajiSténi rychlejsiho
zachyceni zmén je mozné pouzivat jiné metody nez klasicky crawler (napf.
sledovat informacni kanal RSS stranky a nové ¢lanky pomoci néj indexo-
vat). Piikladem jsou zpravodajské weby novinky.cz, idnes.cz, cnn.com a
bbc.co.uk. Zvefejnény ¢lanek nebo informace jsou tak béhem hodin dohle-
datelné i ve vyhledavaci. Pokud zaddme pfimo titulek nebo frézi z ¢lanku,
Google umisti jako prvni vysledek odkaz na plny text ¢lanku i s hlavni
fotografii z ¢lanku.

Autofi webovych stranek se mohou pokusit ovlivnit chovani robota na
svych strankach pomoci dvou soubort: robots.txt a sitemap.xml. Nékteré
vyhledavace ovsem ignoruji nastaveni a indexuji bez ohledu na obsah sou-
borti robots.txt a sitemap.xml.

Soubor robots.txt kazdy robot navstivi jako prvni na dané strénce (po-
kud existuje). V tomto souboru jsou informace pro robota, zda miize dané
stranky prohledavat, ¢i zda jsou na téchto strankach pro néj néjaka ome-
zeni (napf. zakdzané adresafe). Divodem omezeni muze byt napi. citlivost
informaci, které jsou umistény na dané strance. Pokud soubor neexistuje,
tak to roboti chapou tak, ze nemaji jakékoliv omezeni v nasledném zpra-
covani. Soubor mé podobu prostého textového souboru, ktery je umistén
v korenovém adresafi. Na jednotlivych radcich lze presné specifikovat, co
miuZe ktery robot pfesné prohledavat [2].

Soubor sitemap.xml ma na rozdil od souboru robots.txt pomoci vyhle-
dévacim s orientaci na konkrétnim webu. Obsahuje odkazy na stranky a
metadata. Metadata jsou data o datech, které vyhledévaci poskytuji dalsi
informace o jednotlivych strankach (informace pro roboty, kli¢ova slova
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atd.). M4 ptiponu XML a je rovnéZ umistén v kofenovém adresafi webu.
Soubor sitemap.xml lze napsat jako prosty text, ¢i je mozné ho vytvorit
s pomoci generdtorit (nap¥. Sitemap Generator) [3]. Tento soubor najde
vyuziti hlavné u velkych webt, webil s rozsdhlym archivem stranek, které
jsou izolovany, ¢i jsou Spatné propojené, web je relativné novy a sméruje
na néj malo odkazi [4].

V druhém kroku dojde k indexovani stranek. Stazené stranky se na
zékladé celé fady faktord (titulek, klicova slova, popis, pocet vyskytu slov
atd.) ohodnoti — je jim pfifazena vdha Google page rank (GPR). GPR
(u Seznam.cz se nazyva S-rank) je ¢islo, které je pfitazeno ke kazdé strance
(URL). M4 vyznam vérohodnosti (oblibenosti) stranky. Hodnota GPR je
v rozsahu 0 az 10, pficemz ¢im vic se GPR daného webu blizi k 10, tim je
web oblibenéjsi [5]. Faktory, které ovliviiuji hodnotu GPR, mtZeme roz-
délit do dvou skupin: on-page faktory a off-page faktory.

On-page faktor je vSe, co se d4 zménit na webu, aby se co nejlépe umistil
mezi vysledky vyhledavani. Mezi né patii titulek stranky, spravné vyplnéné
meta znacky description a keywords, obsah (ve smyslu vlastni text) stranky
a fada dal$ich. Za nejdulezitéjsi je povazovan titulek stranky, ktery by mél
vyuzivat klicové slova a mél by byt unikatni pro kazdou stranku. Uvadi
se, Ze optimalni délka titulku je kolem 50 znakd [6].

Off-page faktory jsou vSechny faktory, které maji vliv na umisténi mezi
vysledky vyhledavani a provadi se mimo webové stranky. JelikoZ jsou tyto
faktory Spatné ovlivnitelné, tak maji vétsi vahu nez on-page faktory. Mezi
hlavni off-page faktory patii zpétné odkazy, tj. z jakych stranek prichazeji,
kolik jich je, jak jsou stranky relevantni, kde jsou umistény a jaké je textové
okoli odkazu [7].

Pro zlepSeni pofadi stranky ve vysledcich hledéni slouzi SEO (search
engine optimization), coZ je oznafeni metod pro vytvareni a tpravu webo-
vych stranek tak, aby jejich obsah a podoba byla vhodna pro internetové
vyhleddvace. Cilem SEO je ziskat co nejlepsi pozici pro danou stranku
ve vysledcich vyhleddvani relevantnich slov nebo frazi. K tomu lze uzit
povolené metody (white hat SEQO) anebo nepovolené techniky (black hat
SEQ). Mezi nepovolené metody patii napt. link farms (sit propojenych
webt, které na sebe vzdjemné odkazuji), doorway (stranka je sice napl-
néna slovy a frazemi spojenymi s hledanym tématem, ale neobsahuje pro
uzivatele zddné hodnotné informace), neviditelny text. Jejich cilem je zvy-
it podvodné Google page rank webu a tim se dostat na vyssi pozice pri
vyhledavani. Vsechny vyhledavace se snazi proti témto metodam bojovat

386 Matematika — fyzika — informatika 25 2016



a pokud jsou odhaleny, tak dojde k penalizaci stranek, které téchto me-
tod vyuzivaji [8]. Pro zajimavost dodejme, Ze SeznamBot indexuje pouze
stranky napsané v Geském jazyce [9], vysledky ostatnich jazykt pfejimé
z jinych vyhledavacti. Googlebot pouziva vice nez 200 parametri, které
mu pomahaji rozhodnout, které stranky obsahuji vdmi hledanou informaci
[10]. Hodnota GPR neni zarukou, ze stranka bude na prvnich pozicich pfi
vyhledavani, ale je to jen jeden z fady parametri, které ovlinuji poradi ve
vysledcich. Presny seznam kritérii a jejich vliv na vyslednou vahu webu
je prisné stfezenym tajemstvim. Jednotlivé vyhledavace se stale vyvijeji,
a tudiz se pocet a vdha jednotlivych faktorti méni [11, 12].

V tfetim kroku dojde k zptistupnéni vysledkil uzivatelim, ktefi mo-
hou zadavat dotazy do vyhledavace. Po zadani dotazu vyhledava¢ zobrazi
SERP (search engine result page), coZ neni nic jiného nez stranka vysledki.
Na SERP lze najit pfirozené vysledky, které zobrazi vyhledavac, ale téz
reklamni odkazy (sponzorované odkazy) [11]. Pfi zadani dotazu vyhleda-
va¢ prochéazi pouze své databaze, tudiz je schopen poskytnout vysledky
v fadu desetin sekundy. Vysledky pro ¢asto vyhledavané fraze a slova pak
vyhledavace mohou sestavit pouze jednou, a pak je na stejné dotazy pouze
zobrazi. Tento seznam vysledkt se aktualizuje nékolikrat denné.

V nésledujicich tfech kapitolach se seznamime v kratkosti s Google
Trends, Zeitgeist a poté s praci se dvéma nejzndméjsimi vyhledavaci v Ceské
republice (Google a Seznam).

Google Trends a Zeitgeist

Témata a hesla vyhledavana prostiednictvim vy-
hledavact jsou samoziejmé sledovana a zaznamena-
vana mj. za icelem analyzy zdrojt, sledovani trendt
a statistiky. Vyhledévace sleduji, ktera slova jsou uzi-
vateli vyhledavana a na které stranky ze SERPu na-
sledné uzivatel vstoupi. V minulosti zadané dotazy
jsou cennym zdrojem pro naSeptavani dotazt uzi-
vatelim. Obr. 1 ukazuje ptiklad nasSeptani dotazu,
kdy staci do prislusného pole prohlizece Firefox zadat
napf. Milo§ a prohliZe¢ prostfednictvim vyhleddvade  Obr. 1 NaSeptévac
nabidne mozn4 hledana témata. Pokud uzivatel najde v prohlizeci Firefox
v nabizeném seznamu hledany dotaz, tak mutze primo kliknutim dokoncit
dotaz a nemusi ho ru¢né cely vypisovat.

Neékteré vyhleddvace (napf. Seznam, Google) sestavuji kazdoro¢né zeb-

Moy

ricky nejvyhledévanéjsich dotazli v kategoriich a komentuji zmény oproti
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minulym letdm. Pfehled hledanych termind od spole¢nosti Google.com se
jmenuje Zeitgeist (lze prelozit jako Duch doby) a lze ho nalézt na adrese
http://www.google.cz/trends/2014/. Spoleénost Seznam.cz mé svij zeb-
Ficek za kompletni rok na adrese http://skokani.seznam.cz/?report=2014.
Pokud nés zajimaji aktualné hledané terminy, tak napt. Google pouziva
http://www.google.cz/trends. Po zadani dotazu lze sledovat z jakych lo-
kalit byl vyhledavan, kdy a jak se vyviji mira hledani. Termin Vanoce je
hledany pravidelné v obdobi prosince, naopak Velikonoce jsou pohyblivym
svatkem, tudiz na grafu vyhledavani tohoto slova v jednotlivych letech je
jeho vrchol v rtznych mésicich.

Prace s vyhledavadem Google

Oteviete sviij oblibeny internetovy prohlize¢ (Firefox, Internet Explo-
rer, Chrome, Opera atd.) a do adresniho faddku napiSte www.google.cz
a potvrdte stisknutim klavesy ENTER. Dostanete se na tvodni stranku,
kterda vypada jako na obr. 2.

Google

Ceska republika

Hiedat Googlem Zkusim sStésti

Obr. 2 Uvodni stranka Googlu

Pro zadavani dotazi budeme vyuzivat textové pole uprostfed obra-
zovky. Abychom mohli efektivné hledat informace na internetu, je nutné
znat pravidla vyhledavace a vSechny moznosti, jez jsou pro dany vyhleda-
va¢ k dispozici. V nésledujicim souhrnu najdete nejdiilezitéjsi pravidla a
omezeni:

1. Google nerozlisuje mezi velkymi a malymi pismeny v dotazu, tudiz
dotazy ve tvaru: kral, KRAL, Kral nam daji stejné vysledky.

2. Interpunkce v dotazu se ignoruje az na dvé vyjimky, a to apostrof
a pomlcku. Pomlcka se zpracovava odlisné od ostatni interpunkce a je
to zfejmé na dotazu ping-pong. Vysledky budou odpovidat témto tfem
dotazi dohromady: ping pong, ping-pong a pingpong.

3. Pii zadavani dotazu je nutné mit na paméti slova, ktera se nejprav-
dépodobnéji budou nalézat na hledané strance. Kdyz se budeme zajimat
o aktualni cenu rohliku tak dotaz: rohlik cena, zajisti, Ze mezi prvnimi
vysledky budou letaky hypermarket.
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4. Google vyuziva celou paletu operatort. Operator je specialni vyraz
jimz ovlinujeme vyhledavani. Mize mit podobu jednoho znaku ¢i slova.
Seznam a pouziti nejuzivanéjSich operatoru lze nalézt v tabulce 1.

5. Operatory lze Fetézit a tim blize specifikovat dotaz. Pokud se zaji-
mame o jaguara jako o zvife, tak nas nezajimaji stranky o voze jaguar a
muzeme tak v dotazu tyto stranky predem vyloucit: jaguar rychlost -auto
[13].

Tabulka 1 Prehled nejpouzivangjsich operatorti pro vyhledavani v Google [14,

15]

Operator | Pouziti Priklad
+ Hleda stranky Google+ nebo krevni skupiny. AB+
Q Hleda oznaceni na socidlnich sitich. @agoogler
3 Hled4 ceny (vyhledava ceny jen v dolarech). nikon $400
# Hleda popularni témata podle tzv. hashtagu. #throwbackthursday
- Kdyz je pouzita pred slovem nebo dalsim operé- | jaguar rychlost -auto
torem, tak z vysledki vylouci weby, které dané
adaje obsahuji. Hlavni vyuziti je u slov, které
maji vice vyznamu.
«“ Hleda se na strankich vyraz v presném tvaru, | ,kralovno temnych
ktery je uveden v uvozovkach. spadu®
* Slouzi jako zastupny znak pro nezndmé vyrazy. | ,lepsi * v hrsti nez * na
stiese
Uziva se mezi dvéma Cisly bez mezer. Vysledky | fotoaparat
jsou v rozsahu ¢isel, jez tento operator obklopuji. | 2 000..5 000 K¢
site: Hleda na konkrétnich webech ¢i doménach. studium site:ujep.cz
link: Hleda weby, které odkazuji na urcity web. link:youtube.com
related: | Hleda weby podobné zadané webové adrese, kte- | related:
rou jiz znate. aktualne.centrum.cz
OR Hled4 weby, kde se vyskytuje jedno ze slov ptred | maraton OR zavod
a za operatorem.
AND Hledd weby, kde jsou obé slova spojena timto | kocka AND pes
operatorem.
info: Hleda informace o webové adrese, vCetné archi- | info:google.com
vované verze stranky, podobnych stréanek a stra-
nek, které na dany web odkazuji.
intitle: Hled4 klicové slovo pouze v titulku. intitle:source
allintitle: | Hleda cely vyraz v titulku. allintitle:,,open source“
inurl: Hleda kli¢ové slovo v URL stranky. inurl:open
allinurl: | Hled4 cely vyraz v URL. allinurl:
»open community*
filetype: | Hleda v souborech daného typu. filetype:pdf
define: Hled4 definici daného slova. define:lion
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Po zadani dotazu a stisknuti klavesy ENTER dostanete stranku s jed-
notlivymi vysledky (SERP) a fadu dalsich informaci, jak ukazuje obr. 3.

€ 8 ho 00 calgfe_6=crse=USeUIPIOENed I Coa

ysTas {7} MeNza T moode [ oot = s & RT {7 Ronwh 48 Knbovma (] Confererce () Testove @ ivbody @ vesa () grupiot B roen £ uicsens ol

Google | sportouni obieceni =E3

2020 000 (046
Sportovni obleteni -70% - Kvalita a skvélé ceny na Altisport
v altsportcz -

Doprava nad 1000 K zdarma Sportovni obleeni outlet
Wémostni slevy - 100% zboZi skladem - Zlaté Ovéfeno zakazniky - -

CAMIA - Znatkové oble¢eni - camiaeshop.cz

Kualtni a skvdlé cony. Slevy a2 do 70% S S—

y . wn Outetexpert cz/ >

Sportovni teleskopicka - ty¢ s nadstavei na kameru zdarma
W ety ~

celtec cusel
Dsits své doiclen potsdng imme

Obr. 3 Vysledky vyhledavani na Googlu

Podivejme se detailnéji na tuto stranku. Nejprve se tam objevila lista,
kde je Cervené vyznaceno, ze jsme hledali v celém internetu. Mame moz-
nosti pfepnout vysledky na Obrazky, Nédkupy, Mapy, Videa. Déle je tam
rolovaci nabidka Vice, kterd ukryva polozky: Zpravy, Knihy a Aplikace.
Zajimavéjsi je ale polozka Vyhledavaci nastroje, na kterou kdyz klikneme,
zobrazi se dalsi lista na upiesnéni vyhledavani pro Jazyk, Casovy para-
metr, Lokalizace a Pfesna shoda. Alternativou k zadani dotazu s pouZitim
operatord je ozubené tlac¢itko vpravo nahore a poté volba Rozsifeni vy-
hledavani. V nasledném formulafi je pak mozné zadat dotaz bez pouziti
operatort.

Pfed vlastnimi vysledky miizeme naleznout informaci o pfiblizném po-
¢tu vysledkd (2 020 000) a dobé hledani (0,46 s). U nékterych vysledkt
miuzeme najit v zlutém ovalu slovo Reklama, ¢imz nam Google oznacuje
sponzorované odkazy (jsou na za¢atku a konci stranek). Vysledky obsahuji
titulek vysledku, ktery je zaroven odkazem na pfislusnou stranku. Pokud
je vysledkem vyhledavani soubor, tak je tato informace znazornéna hra-
natymi zavorkami a typem souboru. Nasleduje adresa URL, poté mtzeme
najit popis stranky, ktery je pfevzat z danych stranek [13].

Prace s vyhledavadem Seznam

Préace s vyhledavacem Seznam je témér totozna jako prace s Googlem.
Nejvétsi rozdil u Seznamu je ten, Ze indexuje priméarné ceské stranky.
Zahrani¢ni vysledky jsou obvykle pfejaty z jiného vyhledavace. Zasadni
pfinos vyhledavace Seznam spociva v drobnych optimalizacich uréenych
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specialné pro ,Cesky internet“. Pracuje s téméf stejnymi operatory jako
Google, ale najde se tam par odlisnosti, které najdete v tabulce 2.

Tabulka 2 Pfehled operatoru Seznamu, které se lisi oproti operatorum Googlu
[16]

Operator | Pouziti Priklad

s P1i hledani nezalezi na tom, jak daleko jsou slova | penzion, Krusné hory
od sebe v textu.

intext: Vyhledéni zadaného slova prednostné v obsahu | intext:napovéda
stranky.
+ Tento operator neni povinny. Pouziva se v pii- | cocka + recept

padé, kdy chcete vynutit hledani uréitého slova.
Nalezena stranka tedy musi slovo, kterému plus
predchézi, obsahovat. Pokud operator plus neni
zadéan, chova se vyhledavac stejn€, jako by za-
dany byl.

host: Podobny jako site, ale na rozdil od site nerozsi- | host:seznam.cz
fuje hledani na subdomény.

lang: Omezuje vyhledavani na urcity jazyk. cars lang:cs

Po zadani dotazu dostanete vysledky na Seznamu v jiné grafické po-
dobé, jak se muzete presvédcit na obr. 4.

SEZNaM.C2  sportounioblecent [ ean ) Eolucie ogania

Vie Cesiy
_a'—' Sportovni oblegeni v akci s

Znatkovs obleteni za skvélé ceny. Ve skladem. Postomé zdarmal Sportovni obleéeni Moira
[ Styux ca/Sportovai-Obleceni Keaitd oblotani od Eeskiho
ey vyrobce. Kupujte ongingl!

Moia ca/Sportovni_Obleceni_ Moia
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Obr. 4 Vysledky vyhleddvani na Seznamu

Prvnim rozdilem oproti Googlu je zobrazeni nahledu stranky u vy-
sledku. Druhy rozdil spoc¢iva v pravém panelu reklamnich odkazt. Treti
rozdil je pfitomnost odkazu na stranky az po popisku.
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Naméty na samostatné tlohy

Zadani

1. Vytvorte dotaz, ktery vyhleda ve vyhledavaci Google stranky k té-
matu Lednice, déale z vysledki vylouci chladnicky a penziony a bude se
zaméfovat jen na stranky z let 2013 az 2015.

2. Zjistéte, ze které lokality je nejcastéji vyhledavan pojem Krakonos,
jak se vyhledavani vyvijelo v Case a jaké dalsi souvisejici vyhledavani byla
provadéna?

3. Jaky vyraz byl nejhledanéjsim na Google.com v CR v roce 2014
v kategorii ,,Co je“?

Reseni

1. Do vyhledavaciho pole napiseme Lednice -chladni¢ky -penziony a
ve Vyhledavacich néstrojich omezime interval hledani na 2013 az 2015
(vlastni ¢asovy tsek).

2. V Google Trends zaddme do vyhledavaciho pole Krakonos. Vidime
vyvoj vyhledavani v ¢ase a v dolni ¢asti i souvisejici hledani. Nejvice hle-
danym je v Kralovehradeckém kraji a z mést v Praze.

3. Najdeme si na strance https://www.google.cz/trends/ odkaz na Zeb-
ficky pro rok 2014. Zde je uveden jako prvni Instagram.

Zavér
Clanek shrnul zptisoby vyhleddvani informaci na internetu, principy

vevs

na zebricky nejvyhledavanéjsich slov a frazi.

Internetové vyhledavace mohou byt velmi uziteCnymi a mocnymi né-
stroji, ale je nutné zduraznit, Ze vSechny informace na internetu nemusi
byt presné ¢i pravdivé. K vysledkim vyhledavani je tedy nutné pristupo-
vat s kritickym myslenim a ne s vétou: ,,Bylo to na internetu, tak to musi
byt pravda.“ Pro sledovani ,zhavych“ témat pak vyhledavace sestavuji
zebticky hledanych frazi podle oblasti.

Podé&kovani

Dékujeme projektu ,,Mezioborové vazby a podpora praxe v prirodovéd-
nych a technickych studijnich programech UJEP“ (OPVK CZ.1.07/2.2.00/
28.0296).
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ZPRAVY

57. ro¢nik Mezinarodni
matematické olympiady

571MO

\;\ONG
G 2016

57. ro¢nik Mezinarodni matematické
olympiady (IMO) se uskuteénil 6.-16. Cer-
vence 2017 v Hongkongu, kam se soutéz
vratila po 22 letech, poprvé do Hongkongu
pod c¢inskou spravou. Soutéze se zucastnilo
rekordnich 602 studentii z rekordnich 109
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zemi péti kontinentd. Nechybéli zadni tra-
di¢ni Gcastnici, poprvé se IMO zucastnili
Egypt, Irak, Jamajka, Kena, Laos, Mada-
gaskar a Myanmar.

Piiprava soutéze tohoto rozsahu je bé-
hem na dlouhou trat. Hlavni organiza-
tor, Hongkongsky vybor pro mezinarodni
matematickou olympiddu (The Internati-
onal Mathematical Olympiad Hong Kong
Committee Limited), ve spolupréci s Hon-
gkongskou univerzitou véd a technologii
(The Hong Kong University of Science
and Technology, HKUST) a Ufadem pro
vzdélavani V1ady zvlastni administrativni
oblasti Hongkong pracovali s rozpoc¢tem
20 milion hongkongskych dolart (60 mili-
onti korun), zajistovali ubytovani a stravo-
vani pro 1200 soutézicich, organizatoru a
hostt a soutéz pripravovali nékolik let do-
predu. Samotné priprava soutéZznich tloh
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zapocala v dubnu, kdy organizatofi obdr-
zeli navrhy od jednotlivych zemi a vybrali
z nich 32 dloh, které zaradili do tzv. Short-
listu. Vedouci delegaci a dalsi ¢lenové Jury
priletéli do Hongkongu jiz 6. cervence a bé-
hem tfidenniho zasedani vybrali ze Short-
listu Sestici soutéznich uloh, pripravili je-
jich preklad do narodnich jazyku a schva-
1lili navrh bodovani. Tési nas, ze jako Sesta
byla vybrana uloha Be. Josefa Tkadlece,
doktoranda na Institute of Science and
Technology ve Vidni. Zadani vSech tloh
uvadime nize.

Ceské reprezentaéni druzstvo sestavené
na zakladé vysledkd tustfedniho kola ka-
tegorie A 65. ro¢niku MO tvorili: Fi-
ltp Bialas z G Opatov v Praze 4, Pavel
Hudec z GJGJ v Praze 1, Jakub Lowit
z G v Praze 9, Ceskolipska, Daniel Pistdk
z GChD v Praze 5, Marian Poljak z GJS
v Prerové a Pavel Turek z G v Olomouci-
-Hejc¢iné. Vedoucim ¢eského druzstva a za-
stupcem Ceské republiky v mezindrodni
jury byl Mgr. Martin Pandk, Ph.D., z P¥i-
rodovédecké fakulty MU v Brné, jeho za-
stupcem a pedagogickym vedoucim byl
RNDr. Pavel Calabek, Ph.D., z Ptirodové-
decké fakulty UP v Olomouci. Kromé Mi-
nisterstva skolstvi, mladeze a télovychovy
se na uhradé cestovného ceského druzstva
podilela také Jednota ¢eskych matematiki
a fyziku.

Soutézici a jejich pedagogicky dopro-
vod zacali prijizdét do Hongkongu 9. Cer-
vence a byli ubytovani v obfim kampusu
organizujici HKUST. Na slavnostnim za-
hajeni v nedéli 10. Cervence uvitali sou-
tézici prof. K. P. Shum, pfedseda organi-
za¢niho vyboru IMO, prof. Tony F. Chan,
president HKUST a Eddie Ng, statni se-
kretar pro vzdélavani hongkongské vlady.
Pro Evropany velmi nezvyklou soucasti
zahajeni byl hudebni doprovod symfonic-
kého orchestru s velkym zastoupenim bi-
cich nastroju.

Vlastni soutézi byly vyhrazeny nasle-
dujici dva dny, v nichz soutézici fesili
kazdy den béhem 4,5 hodiny 3 soutézni
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tlohy. V dalsich dnech pobytu jiz sou-
tézici absolvovali napldnovany poznavaci
program po Hongkongu, pfi némz navsti-
vili napfiklad mistni Disneyland. Ve stej-
nych dnech vedouci tymu koordinovali fe-
Seni zakovskych tloh.

Po secCteni vysledkd ceské druzstvo
v hodnoceni zemi se 109 body obsadilo
velmi pékné 37. misto. Tento vysledek od-
razel i velmi dobré vysledky jednotlivych
soutézicich. Filip Bialas a Pavel Hudec
s 28 body obsadili 45. misto a ziskali stiibr-
nou medaili, Pavel Turek s 21 body obsadil
146. misto a ziskal bronzovou medaili, Ma-
rian Poljak (15 bodt, 281. misto) a Jakub
Loéwit (11 bodi, 379. misto) ziskali Gestné
uznéani, s formou se bohuzel nepotkal Da-
niel Pistdk (6 bodi, 469. misto). Pfitom
jesté prvni Ctyfi jmenovani mohli byt tro-
chu smutni, kdyby kazdy ziskali o bod
vice, ziskali by i lepsi medaili. V celko-
vém hodnoceni zemi se tradi¢né na prvnich
mistech umistily Spojené stéty (214 bodd,
6 zlatych medaili), Jizni Korea (207 bod,
4 zlaté a 2 stiibrné medaile) a Cina (204
bodi, 4 zlaté a 2 stiibrné medaile). V sou-
tézi jednotlivcu ziskalo 6 fesitelt plny po-
Cet 42 bodd, tfi z nich byli z Jizni Koreje,
dva ze Spojenych stati a jeden z Ciny.

Zajemci o podrobnéjsi informace o pru-
béhu 57. ro¢niku IMO mohou ziskat
dalsi informace na strankdch soutéze
http://www.imo2016.org/Home.php, po-
drobnosti o vysledcich jednotlivych stati a
Gcastnikti najdete také na internetové ad-
rese http://www.imo-official.org.

Dale uvadime texty vSech Sesti soutéz-
nich dloh 57. ro¢niku IMO. (V zivorce za
textem ulohy je uvedena zemé, kterd tilohu
do soutéze navrhla.)

1. soutézni den (11. 7. 2016)

1. Trojahelnik BC'F mé pravy thel u vr-
cholu B. Necht A je bod na piimce CF
takovy, ze |FA| = |FB| a bod F lezi
mezi body A a C. Necht D je bod ta-
kovy, ze |DA| = |DC| a pifimka AC je
osou uhlu DAB. Dale necht E je ta-
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kovy bod, ze |EA| = |ED| a pfimka
AD je osou thlu FAC a necht bod M
je stfedem tsecky CF. Koneéné necht
je X bod takovy, ze AMXE je rovno-
bé&znik (tedy AM || EX a AE || MX).
Dokazte, ze pfimky BD, FX a ME se
protinaji v jednom bodé.

(Belgie)

. Naleznéte vSechna kladna cela n pro néz
je mozné tabulku n X n zaplnit pismeny
I, M a O (do kazdého policka pravé je-
den znak) tak, Ze:

e v kazdém radku i kazdém sloupci je
tfetina pismen I, tfetina M a tfe-
tina O,

e na kazdé diagondle, jejiz pocet po-
licek je délitelny tfemi, je rovnéz
tfetina pismen I, tfetina M a tfe-
tina O.

Pozndmka. Radky a sloupce tabulky
jsou ocislovany c¢isly od 1 do n. Kazdé
policko tabulky tak odpovida dvojici
pfirozenych &isel (i,7), kde 1 < 4,5 < n.
Pro n > 1, ma tabulka 4n — 2 diagonal
dvou typu. Diagonaly prvniho typu se-
stavaji ze v8ech policek (i, ), pro ktera
je i + j konstantni, diagonaly druhého
typu jsou pak tvoreny vsemi policky,
pro ktera je i — j konstantni.
(Austrdlie)

. V roviné je dan konvexni mnohothel-
nik P = AjAs...Ag. Vrcholy Aj,
Ag, ..., A maji celo¢iselné souradnice
a lezi na kruznici. Necht S je obsah
k-thelniku P. Déle je dano liché kladné
celé n takové, ze ctverce délek stran
mnohothelniku P jsou pfirozena disla
délitelna ¢islem n. Dokazte, ze 2.5 je pri-
rozené cCislo délitelné cislem n.

(Rusko)

2. sout&#ni den (12. 7. 2016)

. Mnozinu kladnych celych ¢isel nazveme
vonavou, jestlize obsahuje alespon dva
prvky a libovolny jeji prvek mé néja-
kého (i vice) spole¢ného prvociselného

délitele s alespon jednim jinym jejim
prvkem. UvaZzme polynom
P(n) =n?+n+1.

Urcete nejmensi celé kladné b, pro které

existuje celé nezaporné a tak, Ze mno-

Zina
{P(a+1),P(a+2),...,P(a+b)}

je vonava.
(Lucembursko)

. Na tabuli je napsana rovnice

(z—1)(x—2)...(z —2016) =
=(z—1)(z —2)...(z — 2016)

sestavajici z 2016 linearnich ¢lent na
kazdé strané. UrCete minimdalni pfiro-
zené k, pro které je mozné smazat praveée
k z téchto 4032 linearnich ¢lenu tak, ze
na kazdé strané zustane alespon jeden
élen a vysledna rovnice nebude mit re-
alné feseni.

(Rusko)

. V roviné je dano n, n > 2, usecek tak,

ze se libovolné dvé z nich protinaji ve
vnitfnim bodé obou, ale zadné tii se
neprotinaji v jednom bodé. Pepa vy-
bere koncovy bod kazdé tisecky a umisti
do néj zabu, smérem k druhému konco-
vému bodu. Poté (n — 1)-krat tleskne.
Na kazdé tlesknuti kazda zaba nepro-
dlené posko¢i na nasledujici prisecik na
své usedce. Zadna zaba neméni smér
svych skokl. Pepa by chtél umistit zaby
tak, aby zddné dvé z nich nebyly po zad-
ném tlesknuti ve stejném pruiseciku.
a) Dokazte, ze Pepa tak miZe uéinit,
je-li n liché.
b) Dokazte, ze Pepa tak nemuze uci-
nit, je-li n sudé.
(Ceskd republika)

Nasledujici 58. ro¢nik Mezinadrodni ma-

tematické olympiddy se uskuteéni v Cer-
venci 2017 v brazilském Rio de Janieru.

Pavel Calabek
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Pét tispéchtina 47. ro¢niku Me-
zinarodni fyzikalni olympiady

International [ ]

Physics Olympiad
Switzerland
Liechtenstein

V roce 2016 probéhl uz 47. ro¢nik Mezi-
narodni fyzikalni olympiady (MFO) — vr-
cholové svétové soutéze stiedoskolaku ve
fyzice. Soutéz poradala ve dnech 11.-17.
cervence 2016 Curysska univerzita za pod-
pory Lichtenstejnského knizectvi a Aso-
ciace $vycarskych pfirodovédnych a fyzi-
kélnich olympiad, hlavnim partnerem byl
Statni arad pro vzdélavani, vyzkum a ino-
vace. Soutéz hostilo mésto Curych, ak-
tivné se ji zucastnilo celkem 398 studenti
z 84 statid a teritorii z péti svétovych kon-
tinentu.

Jednota Ceskych matematika a fyzika
(JCMF), odborny garant Fyzikalni olym-
piddy na soutéz vyslala podle doporu-
&eni Usttedni komise Fyzikalni olympiady
sedmiclennou reprezentaci v tomto slo-
zeni: Petr Hruby, G Policka, Lukds Su-
pik, G T¥inec, Jiri Etrych, G, DaSicka,
Pardubice, Lukds Honsa, G, Jirovcova,
Ceské Budgjovice, Krystof Koldr, G, tf.
Kpt. Jarose, Brno. Nahradnikem soutézi-
cich, ktery sice necestoval, ale prosel stej-
nou pfipravou, byl Simon Karch, G Ko-
menského, Havifov. Vypravu vedli doc.
RNDr. Jan Kviz, Ph.D., vedouci delegace
a Mgr. Filip Studnicka, Ph.D., zastupce
vedouciho. Uvedeni ¢lenové ¢eského druz-
stva byli vybrani na zdkladé vybérového
soustfedéni konaného 22.—24. 3. 2016 na
katedre fyziky Pfirodovédecké fakulty Uni-
verzity Hradec Kralové.

Vlastni soutéz probéhla v prostorach
kampusu Irchel curys$ské univerzity stejné
jako zahajovaci ceremonial, slavnostni
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zakonceni pak ve Filharmonii Curych.
Vsechna zasedani Mezinarodni rady MFO
probihala v Technoparku, ktery byl umis-
tén blizko ubytovani vedoucich delegaci.
Spoleénym programem pro soutézici
a jejich vedouci bylo slavnostni zahéa-
jeni (pondéli dopoledne), slavnostni za-
konceni (nedéle dopoledne) a spole¢nd ve-
éefe v kampusu Irchel (&tvrtek vecer).
Pro studenty byly pfipraveny dva soutézni
puldny (Gtery a ¢tvrtek dopoledne). Ne-
tradi¢né se zac¢inalo experimentalnimi tlo-
hami, teoretické tlohy prisly na fadu jako
druhé. Ve zbylém case organizatofi pripra-
vili prohlidky zajimavych mist Curychu a
okoli, sportovni a spolecenské akce, jedno-
denni vylet do laboratofi CERN a jedno-
denni vylet do Lichtenstejnského knizec-
tvi.
Vedouci vénovali dva celé dny (pondéli
a stfeda) diskusim tloh a jejich nésled-
nym piekladim do narodnich jazykt. Dale
pak opravé uloh a moderacim, tj. diskusim
s komisemi hodnotiteli o hodnoceni tloh.
Ve volném ¢ase absolvovali prohlidky zaji-
mavych mist Curychu a okoli a jednodenni
vylet do Lichtenstejnského knizectvi.
Organizatofi pfipravili soutézicim dvé
velmi naro¢né experimentdlni ulohy, je-
jichz spole¢nym jmenovatelem bylo pribli-
zeni zajimavych fyzikalnich modeli. Prvni
uloha byla inspirovana vyvojem nové gene-
race polovodicovych soucastek, jako jsou
Cipy nebo solarni ¢lanky. Studenti zkou-
mali elektrické vlastnosti materiala s ko-
neénymi rozméry, tj. materidli ve speci-
alnim prostorovém usporadani, kde neni
mozné pouzit jednoduché modely méfeni
fyzikalnich veli¢in. Druha uloha studovala
model fazového prechodu v magnetickych
latkach. Studenti zkoumali rozdéleni se-
minek maku v uzaviené vibrujici nadobé
s vlozenou poruchou, ktera vyustila v ne-
ocekavané chovani usporadani seminek.
Teoretické ulohy predlozené organiza-
tory mély velmi atraktivni naméty, byly
velmi naro¢né a vyzadovaly pokrocilé zna-
losti fyziky a vytvareni fyzikalnich mo-
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delti. Prvni tloha z oblasti mechaniky se
zabyvala studiem inercidlnich a neinerci-
alnich soustav. Studenti zkoumali rozdil
mezi gravitaci zemskou a ,gravitaci“ umé-
lou, vytvofenou rotujici soustavou. Druha
uloha byla inspirovana vyuzitim nelinear-
nich polovodicovych prvka ve fyzikdlnim
modelovani. Studenti studovali vlastnosti
tyristoru a jeho nelinearni vlastnosti. Dale
pouzili model elektronické soucastky neu-
ristoru (ze slov neuron a tranzistor) jako
model neuronu a myslenkovym experimen-
tem uvazovali na jeho chovani. Zajimavym
zpusobem tak aplikovali fyzikdlni model
v biologii. Tteti tloha se ocekavané tykala
Velkého hadronového urychlovace (Large
hadron collider, LHC). V této tloze se stu-
denti zabyvali detekci ¢astic standardniho
modelu v laboratorich CERN.

Po kone¢ném stavu hodnoceni bylo roz-
hodnuto, Ze zlatou medaili ziskalo 47 sou-
tézicich, st¥ibrnou 74 soutézicich a bronzo-
vou medaili 98 soutézicich. Cestné uznani
bylo udéleno 65 soutézicim. Nejlepsiho
vysledku doséhl soutézici Chenkai Mao
z Cinské lidové republiky, ktery ziskal
48,1 bodu z 50 moznych. Ceskid repub-
lika se v neoficidlnim poradi stata zara-
dila na 40. pficku (v Evropské unii na 14.
misto). Umisténi v poloviné startovniho
pole je sice o néco horsi nez v minulych
letech, za tspéch lze ale povazovat fakt, ze
kazdy ze soutézicich ziskal néjaké ocenéni,
vSichni tedy byli ispésni. Letosni vysledky
jednotlivych ceskych fesitel jsou tyto:
Krystof Kolar, 28,9 bodid, bronzova me-
daile, 136. misto; Lukas Honsa, 27,3 bodu,
bronzova medaile, 150. misto; Jifi Etrych,
26,3 bodu, bronzova medaile, 160. misto;
Lukas Supik, 21,1 bodi, Cestné uznani,
233. misto; Petr Hruby, 18,5 bod1, ¢estné
uznani, 262. misto.

Vysledky 47. MFO ukazaly, ze ¢lenové
Ceského druzstva v obrovské konkurenci
uspéli, byli na soutéz tedy dobte a peclivé
vybrani. Za zminku stoji obstojny vysle-
dek ceského druzstva v experimentalni
Casti soutéze, coz lze povazovat za tspéch
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specialni pfipravy studenti, predevsim bé-
hem ¢ervnového soustfedéni na Pfirodoveé-
decké fakulté Univerzity Hradec Kralové,
nez za uspéch systému. Skutec¢né je v po-
slednich letech experimentdlni pfiprava na
soustfedénich vyrazné preferovana. Vsech
pét Ceskych soutézicich bez diskuse proka-
zalo znalosti a experimentalni dovednosti
na mnohem vysSsi arovni, nez by odpo-
vidalo soucasnym stfedoskolskym poza-
davkum. Pristi MFO probéhne v éervenci
2017 v Indonésii. Ceska delegace jiz ob-
drzela pozvani k ucasti. Vice informaci
0 47. MFO vcéetné textu tloh naleznete na
http: //fyzikalniolympiada.cz/mfo /aktualni.

Filip Studnicka, Jan KriZ

Mezinarodni olympiada
v informatice 101 2016

IOI

RUSSIA - KAZAN

2076 m——

Dvacaty osmy roc¢nik Mezindrodni
olympiady v informatice IOI 2016 se konal
ve dnech 12.—19. 8. 2016 v Rusku ve mésté
Kazan. Hlavnim poradatelem byla Kazan-
ska federdlni univerzita, v jejimz univer-
zitnim kampusu se celd akce konala. Tento
novy rozsahly univerzitni areal byl vybu-
dovan teprve pred tfemi lety a slouzil pu-
vodné jako ,univerziadni vesnice* pro uby-
tovani ucastnikt letni sportovni univer-
ziady v roce 2013. Pro potieby IOI po-
skytl prostory pro ubytovani a stravovani,
v mistni sportovni hale organizatori pfi-
pravili rozsahly sal se soutéznimi pocitaci.
Slavnostni zahajeni probéhlo v univerzit-
nim koncertnim sale. Na stejném misté se
konaly také schize mezinarodni jury, ktera
je tvorena vedoucimi vsech delegaci. Pro
vybér a preklady soutéznich tloh do néa-
rodnich jazyka poslouzily prostory mist-
niho lycea, které je také soucasti arealu. Az
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na slavnostni zakonceni olympiady tedy
probihalo vSechno na jednom misté, coz
bylo pro ucastniky velmi pohodlné a pfi-
jemné.

Soutéze 101 se letos zucastnili studenti
z 80 zeml z celého svéta. Z kazdé zemé se
mohou zucastnit ¢tyfi soutézici a dva ve-
douci, celkové letos soutézilo 308 studenti.
Nase c¢eské druzstvo bylo sestaveno na za-
kladé vysledktl ustfedniho kola 65. roc-
niku Matematické olympiady kategorie P
a bylo tvofeno témito vitézi ustfedniho
kola MO-P: Filip Bialas, student Gymnéa-
zia Opatov v Praze 4, Richard Hladik, stu-
dent Gymnazia a OA v Marianskych Laz-
nich, Ronald Luc, student Gymnézia na tf.
Kpt. Jarose v Brné, Vdclav Volhejn, stu-
dent Gymnéazia Jana Keplera v Praze 6.
Vedoucimi ¢eské delegace na I0I 2016 byli
doc. RNDr. Tomds Pitner, Ph.D. z Fa-
kulty informatiky Masarykovy univerzity
v Brné a doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc.
z Matematicko-fyzikalni fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze.

Jiz tradi¢né se nasi ucastnici IOI na
soutéz predem pripravovali spole¢né s re-
prezentanty vybranymi pro CEOI (Stfedo-
evropska olympidda v informatice) na ty-
dennim pfipravném soustfedéni. Toto sou-
stfedéni CPSPC se konalo ve druhé polo-
viné Cervna v Polsku na Varsavské univer-
zité a bylo spole¢né pro soutézici z Cech,
Polska a Slovenska.

Do Kazané jsme priletéli v patek 12. 9.
rano a po registraci a ubytovani jsme méli
pateéni odpoledne volné na odpocinek. Na
veCer pripravili organizatori kratky kul-
turni program, ktery predvedl vSem ucast-
nikim ruské a tatarské lidové pisné a
tance. V sobotu jiz na vedouci delegaci ce-
kala prvni jednani mezinarodni jury, za-
timco studenti méli moznost seznamit se
prakticky se soutéznim prostfedim na po-
Citacich. V sobotu odpoledne probéhlo
také slavnostni zahajeni olympiaddy. Hned
tentyz den vecer se konalo jednani vedou-
cich vsech delegaci spojené s vybérem tloh
pro prvni soutézni den a nasledné preklady
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zadéani loh do rodnych jazyku soutézicich.

V nedéli probihal prvni soutézni den a
soubézné s nim se konala i mezinarodni
konference pro vedouci narodnich delegaci.
Odpoledne po soutézi jsme se vsichni spo-
le¢né vypravili na prohlidku Kazané a pro-
8li jsme historické centrum mésta. V od-
pocinkovém dni v pondéli jsme pokraco-
vali v prohlidce Kazané, tentokrat se za-
méfenim zejména na moderni sportovisté
a novou vystavbu. Odpoledne jsme se pak
mohli pfimo v nasem kampusu seznamit
s mistnim tatarskym folklérem.

V pondéli veéer probéhla priprava tloh
pro druhy soutézni den, ktery se konal na-
sledné v atery. Vpodvecer po skonceni dru-
hého soutézniho dne studenti jesté navsti-
vili mistni zadbavni park, zatimco vedouci
méli jednani o pribéhu a vysledcich olym-
piady.

Na stfedu byl pro vSechny ucastniky
IOI ptipraven celodenni vylet — v jednom
puldni jsme navstivili historické ostrovni
mésto Svijazsk, ve druhém pak nové po-
stavené mésto Innopolis nedaleko Kazané,
kde se na mistni univerzité konala vystava
vénovanad problematice modernich infor-
magcnich technologii.

Ve ¢tvrtek dopoledne probéhlo zavé-
recné jednani vedoucich vsech delegaci,
které se zabyvalo prevazné otazkami bu-
doucnosti I0I, volbou mista konani pfis-
tich ro¢nikt a volbou ¢lenti mezinarod-
nich Fidicich organii. Pro soutézici bylo za-
tim pripraveno blizsi seznameni s historii a
soucasnosti Kazanské federalni univerzity.
Ve ctvrtek odpoledne byla cela olympidda
zakonCena vyhlaSenim vysledkt a slav-
nostni vecefi spojenou s kulturnim pred-
stavenim.

Vlastni soutéz I0I probiha podobnym
zpusobem, jako praktickd ¢ast ustfedniho
kola nasi Matematické olympiady katego-
rie P. Kazdy soutézici mé pridélen osobni
pocita¢, na kterém fesi zadané algorit-
mické ulohy. V kazdém ze dvou soutéznich
dnti jsou zadany tfi tlohy a soutézici maji
na jejich vyfeSeni vymezen ¢as 5 hodin.
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Ulohy je t¥eba dovést az do tvaru odladé-
ného programu, hotové programy se ode-
vzdavaji k vyhodnoceni prostfednictvim
soutézniho prostredi.

Odevzdané programy se pribézné tes-
tuji pomoci pfedem pfipravenych sad tes-
tovacich dat. Provadéné testy jsou navic
omezeny Casovymi a pamétovymi limity,
aby se kromé otestovani spravnosti odli-
sila Casovd i pamétova efektivita algoritmu
pouzitého jednotlivymi tucastniky soutéze.
Pri testovani kazdé tlohy se pouzivaji sady
testovacich dat ruzné velikosti, takze te-
oreticky spravné feSeni zalozené na nee-
fektivnim algoritmu zvlddne dokoncit vy-
pocet pouze pro né€které, mensi testy. Ta-
kové feSeni je potom ohodnoceno dil¢im
poctem bodu. Kratce po odevzdani vy-
pracovaného programu do vyhodnocova-
ciho systému se soutézici dozvi hodnoceni
svého feSeni a ma pak jeSté moznost fe-
Seni opravit a odevzdat ho znovu. Jedna se
o podobny systém, jaky pouzivame v po-
slednich letech u nas v Matematické olym-
piaddé kategorie P pro praktické ulohy do-
maciho a tustfedniho kola. Divaci mohou
béhem soutéze sledovat i prubéznou vy-
sledkovou listinu, tu ale soutézici nevidi.

Kazda ze sesti soutéznich uloh je hod-
nocena maximalné 100 body, takze cel-
kem bylo mozné ziskat az 600 bodu. Le-
tosnim absolutnim vitézem se stal student
Ce Jin z Ciny, ktery ziskal 597 bodt. Na
zaklad€ presné stanovenych pravidel se na
IOI podle dosazenych bodu rozdéluji me-
daile. Nékterou z medaili obdrzi nejvyse
polovina ucastnikt soutéze, pricemz zlaté,
stfibrné a bronzové medaile se rozdéluji
v poméru 1:2:3 s ohledem na to, aby sou-
tézici se stejnym bodovym ziskem ziskali
stejnou medaili. Na letosni IOI bylo udé-
leno celkem 154 medaili, z toho 26 zlatych,
51 stiibrnych a 77 bronzovych.

Vysledky nasich soutéZicich:

15. Véaclav Volhejn, 432 b. — zlatd medaile,
62. Filip Bialas, 341 b. — stf¥ibrnd medaile,
154. Richard Hladik, 240 b. — bronzova me-
daile, 185. Ronald Luc, 197 b. — HM.
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Zisk t¥i medaili véetné jedné zlaté pro
Ceskou republiku je vybornym vysledkem,
jakého jsme nedosahli jiz dlouhou fadu let.
N4&s ¢tvrty soutézici sice medaili neziskal,
ale jednu soutézni tlohu vyftesil na plny
pocet bodul, coz odpovida Cestnému oce-
néni HM uzivanému v Mezindrodni mate-
matické olympiddé. Mezinarodni olympi-
ada v informatice je vyhradné soutézi jed-
notlived a zadné oficidlni potradi zacast-
nénych zemi v ni neni vyhlasovano. Do-
sazeny medailovy zisk nas vsak radi do
nejlepsi ¢tvrtiny zucastnénych zemi. Slo-
vensti reprezentanti ziskali na letosni 101
zemémi se tfemi zlatymi a jednou stfibr-
nou medaili se staly jako jiz tradi¢né Cina,
Rusko a USA.

Vsechny podrobnosti o soutézi i texty
soutéznich 1loh lze nalézt na webové
strance http://i0i2016.ru/, kompletni vy-
sledkova listina je k dispozici na strance
http://stats.ioinformatics.org/results/2016.
Dalsi ro¢niky Mezinarodni olympiady v in-
formatice se budou konat postupné v Irdnu
(2017), Japonsku (2018), Azerbajdzanu
(2019) a Singapuru (2020). Poradatelé
pristi IOI 2017 z Irdnu na misté pozvali
delegace zucastnéné na IOI 2016, aby se
zucCastnily také nasledujiciho roéniku sou-
téze. Ten probéhne v Teheranu ve dnech
28. 7.—4. 8. 2017.

Pavel Téopfer

Stredoevropska olympiada
v informatice CEOI 2016

Stfedoevropskéa olympiadda v informa-
tice CEOI 2016 se konala 18.—23. 7. 2016
v Rumunsku ve mésté Piatra-Neamt. Sou-
téz probihala v prostorach mistni stfedni
skoly se studijnim programem zamérenym
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na informatiku, ucastnici byli ubytovani
v hotelu Ceahlau ve stiedu mésta. Celkem
soutézilo 52 studenti z 12 zemi. Vedle osmi
tradi¢nich Gcéastnickych stredoevropskych
stati (Ceskd republika, Chorvatsko, Ma-
darsko, Némecko, Polsko, Rumunsko, Slo-
vensko, Slovinsko) pfijeli navic jako hosté
soutézici z Bulharska, Svycarska, Gruzie a
Moldavie. Jako obvykle se ,mimo soutéz*
zucCastnilo také druhé druzstvo z porada-
telské zemé.

Reprezenta¢ni druzstvo Ceské repub-
liky bylo sestaveno na zdkladé vysledku
dosazenych v tustfednim kole 65. ro¢niku
Matematické olympiady kategorie P. Na
celosvétovou informatickou olympiadu IOI
2016 (Rusko, Kazan) byli vyslani ¢&tyfi
nejlepsi studenti z tustfedniho kola MO-
-P, pro ucast na CEOI 2016 byli vybrani
dalsi ¢tyfi nejlepsi soutézici z téch, ktefi
jesté nejsou v maturitnim ro¢niku. Nasi
mladsi soutézici tak dostali prilezitost zis-
kat na CEOI cenné zkusSenosti, které mo-
hou nésledné vyuzit pfi ispésné reprezen-
taci Ceské republiky na IOI v pFistim roce.
Letos se CEOI zucastnili tito studenti:
Martin Kurecka, student Gymnézia na tf.
Kpt. Jarose v Brné, Jan Priessnitz, stu-
dent Gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné,
Pavel Turek, student Gymnazia Olomouc-
-Hej¢in, Petr Zelina, student Gymnaézia na
tf. Kpt. Jarose v Brné. Vedoucimi cCeské
delegace byli Mgr. Filip Hldsek a Bc. Sté-
pdn Simsa, oba z Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz se tradi¢né odehrava
v prubéhu dvou soutéznich dnt. V kazdém
dni soutézici fesi t¥i tlohy, na které maji
vzdy pét hodin Casu. Vecer pred soutézi ve-
douci vSech delegaci spole¢né schvali sou-
téZzni tlohy navrzené poradatelskou zemi,
upravi podle potfeby jejich formulace a
prelozi je pak do materského jazyka svych
studenti. Cesti studenti tedy dostali jak
anglickou, tak i ¢eskou verzi zadani uloh.

Kazdy soutézici pracuje na pridéleném
osobnim pocitaci s nainstalovanym soutéz-
nim prostiredim, které umoznuje vyvijet a
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testovat programy a odesilat je k vyhod-
noceni. Vysledné programy jsou testovany
pomoci pfipravené sady testovacich dat a
se stanovenymi ¢asovymi limity. Tim je za-
jisténa nejen kontrola spravnosti vysledku,
ale pomoci ¢asovych limit se také odlisi
kvalita pouzitého algoritmu. Pfi testovani
kazdé ulohy se pouzivaji sady testovacich
dat razné velikosti a razné slozitosti, takze
teoreticky spravné reSeni zalozené na nee-
fektivnim algoritmu zvladne dokondit vy-
pocet pouze pro nékteré, mensi a jedno-
dussi testy. Takové feSeni je potom ohod-
noceno ¢astecnym poctem bodu.

Posledni den probéhlo slavnostni za-
konceni soutéze s vyhlasenim vysledka.
Kazda ze soutéznich uloh byla hodnocena
maximalné 100 body, takze celkové bylo
teoreticky mozné ziskat az 600 bodi. To
se vSak nikomu nepodarilo, nebot letosni
soutézni tlohy byly velmi obtizné. Celkovy
vitéz z Bulharska ziskal pouze 428 bodu.
Uspésnéjsi polovina soutézicich dostava na
CEOI medaili, pficemz zlaté, stfibrné a
bronzové medaile se rozdéluji v priblizném
poméru 1 : 2 : 3. Na CEOI 2016 bylo
udéleno 5 zlatych, 9 stfibrnych a 14 bron-
zovych medaili. Stfedoevropska olympiada
v informatice je soutézi jednotlivci, zadné
poradi ztcastnénych zemi v ni neni vyhla-
Sovano.

Nasi reprezentanti dosadhli nasleduji-
cich vysledki: 37. Petr Zelina, 105 bodu,
40. Pavel Turek, 89 bodi, 46. Jan
Priessnitz, 63 bodt, 50. Martin Kurec-
ka, 40 bodu. Nikdo z nasich studentid
neziskal zaddnou medaili. Podobné do-
padlo i slovenské druzstvo, které skoncilo
pouze s jednou bronzovou medaili. Ves-
keré informace o soutézi, texty soutéz-
nich tloh i podrobné vysledky vsech sou-
tézicich lze nalézt na Internetu na adrese
http://www.ceoi2016.ro/. Nasledujici 24.
ro¢nik Stfedoevropské olympiady v infor-
matice CEOI 2017 se bude konat ve Slo-
vinsku pravdépodobné ve dnech 10.—-15. 7.
2017.

Pavel Topfer
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MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA
Casopis pro vyuku na zékladnich a stiednich skolach
Roc¢nik XXV (2016)

MATEMATIKA

P. Leischner: Polibky kruZnic: Pappos z Alexandrie (s. 1) — V. Petrds-
kovd: Vyuziti znalosti matematiky pfi praci s kreditni kartou (s. 11) —
T. Kovdrovd: Kombinatorické dikazy identit s Fibonacciho ¢isly (s. 19)
— M. Chodorovd, L. Juklovd: Konstrukce elipsy (s. 25) — Zajimavé ma-
tematické tlohy (s. 29, 99, 185, 263, 353) — S. Arslanagié: Diikazy jedné
trigonometrické identity (s. 81) — N. Guseva, A. Ivakina, M. Chodorovd:
Kruhové inverze a jeji aplikace (s. 84) — J. Seibert, J. Zahrddka: O ¢em
pojednava Benfordtv zakon (s. 89) — S. Gergelitsovd, T. Holan: O dvou
shodnych kruznicich (s. 161) — J. BlaZek, P. Pech: Simsonova — Walla-
ceova véta (s. 173) — F. Kufina: Pojem vzdalenosti v geometrii (s. 241) —
J. Sim3a, J. Svréek: Cesko-polsko-slovenskd MO juniort (s. 246) — O. Ven-
calek: Praktickd ukazka vyuziti testovani hypotéz (s. 256) — J. Poldk: Min-
kowského metoda méteni délek, obsahii a povrchti geometrickych utvart
(s. 321) — O. Odvdrko, J. Robovd: Odhady a odhadovani v matematice
(s. 335) — F. Kufina: Pojem vzdalenosti ve §kolské matematice (s. 342)

FYZIKA

O. Lepil: Uéebnice optiky pro gymnézia nové (s. 32) — P. Kdcovsky: Vy-
pafovani v experimentech: V hlavni roli vahy (s. 38) — C. Kodejska, G. de
Nunzio: TFi netradi¢ni oscilatory — konstruktivisticky pristup k vyuce fy-
ziky (s. 49) — E. Hejnovd: Realizace konstruktivistického pfistupu ve vyuce
fyziky prostfednictvim tloh zadanych formou diskuze (s. 102) — L. Kold-
fovd, Z. Tkdcovd: Uvod do nanotechnologii (s. 116) — M. K#iZovd, J. Slégr,
K. Vinovd: Jednoduchy seismograf pro $kolni pouziti (s. 125) — C. Ko-
dejska, G. de Nunzio: TTi netradicni oscilatory — konstruktivisticky pristup
k vyuce fyziky (dokonéeni) (s. 129) — B. Vybiral: Zamysleni nad pojmem
energie (s. 189) — V. Stefl: K vyrod&i objevu Neptunu (s. 203) — R. Kri-
¢ek: Astronomie ve $kole a mimo $kolu (s. 213) — V. Zdk: Sily ptisobici
na matematické kyvadlo na 7 + 1 zpusob (s. 266) — O. Lepil: Poznamka
k sildm ptisobicim na kyvadlo (s. 276) — R. Holubovd: Pfesypaci hodiny
v hodiné fyziky (s. 286) — F. Jdchim: Vor a uZiti Archimedova zdkona
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(s. 295) — V. Bedndr, J. Tesat, V. Vochozka: MéFeni hladiny intenzity
zvuku ve Skolnim prosttedi (s. 356) — V. Timkovd, Z. Jeskovd, J. Valek:
Matematické modelovanie na pocitaéi vo vyucovani fyziky (s. 362)

INFORMATIKA

P. Tépfer: Optimalizace tras piivozti (Ulohy z MO — kategorie P, 33. ¢ast)
(s.59) — S. Trdvnicek: Variace a kombinace s omezenym opakovanim (s. 68)
—D. Lessner, J. Vaniéek: Bobtik uéi informatiku (5. dil — Informace a jejich
reprezentace) (s. 138) — M. Nowdk: Arduino — zaklad pro levnou robotickou
platformu(s. 147) — M. Trnecka: Zékladni optimalizace pro webové vyhle-
déavace (s. 223) — R. Bélohldvek: Informatika jako obor (s. 299) — P. Topfer:
Jak skace zabka (Ulohy z MO kategorie P, 34. ¢4st) (s. 376) — L. Mésicek,
P. Petrus: Principy vyhledévani informaci v prostfedi internetu (s. 384)

ZPRAVY

J. Zhouf: 9. Stfedoevropska matematickd olympidda (s. 76) — M. Stanék:
T#i dny s matematikou (s. 78) — J. Svréek: Ustfedni kolo 65. roéniku
MO (kategorie A) (s. 231) — P. Topfer: Ustiedni kolo 65. ro¢niku MO
(kategorie P) (s. 233) — L. Richterek: Celostatni kolo FO 2016 (s. 235)
— L. Richterek: Rédiové spojeni s ISS (s. 238) — P. Caldbek: 57. roénik
Mezinarodni matematické olympiady (s. 393) — F. Studnicka, J. K¥iZ: Pét
aspéchti na 47. roéniku Mezinarodni fyzikalni olympiddy (s. 396) — P. Top-
fer: Mezinarodni olympidda v informatice I0I 2016 (s. 397) — P. Topfer:
Stfedoevropska olympidda v informatice CEOI 2016 (s. 399)

Z HISTORIE

F. Jachim: Maly proces s velkym muzem (K 400 lettim procesu roku 1616
s Galileem Galileim) (s. 154) — B. Tesafik: Jméno experimentalniho fyzika
Augustina Zacka je spojeno s vynélezem radaru i ,mikrovinky“ (s. 315)

LITERATURA

B. Tesarik: Pfibéh matematiky od zrodu prvnich ¢isel k teorii chaosu
(s. 79) — B. Tesaiik: ,,Quod erat demonstrandum® (Q. E. D.) neboli ,coz
mélo byt dokdzano“ (s. 157) — B. Tesaiik: Géniové XX. stoleti, jejichz
védecké objevy a technické vynalezy zménily svét (s. 158) — B. Tesarik:
Chcete odhadnout svoji internetovou zavislost? (s. 160)
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