MATEMATIKA

Diofantovské n-tice
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Recky matematik Diofantos z Alexandrie (asi 250 n. 1.) byl jiz ve staro-
véku nazyvan otcem algebry. Jsou po ném nazvany rovnice, které fesime
v oboru celych ¢i prirozenych ¢isel, jako diofantovské. Vénoval se fesenim
téchto rovnic a zakladim teorie ¢isel. Do této oblasti spada i problém
nalezeni ¢tvefice ¢isel takovych, Ze soucin kazdych dvou rizngch (z nich)
zvétseny o 1 je roven druhé mocniné nékterého cisla. Prikladem takové
CtveFice je [1, 3,8,120], nebot

1-3+1 =22 3.841 =52,
1-841 =32, 3-120 +1 = 192,
1-120 +1 = 112, 8120+ 1 = 312.

Diofantos se ovSem neomezoval na ¢isla prirozend, ale hledal takové
¢tverice mezi ¢isly raciondlnimi, které musi byt i v zdkladu druhych moc-
nin. Prikladem ¢tvefice, kterou nasel, je

13317 105
16°16" 47 16 |

Prvni uvedenou celociselnou ¢tvetici nasel az P. Fermat v 17. stoleti.
L. Fuler nalezl nekone¢né mnoho takovych celociselnych ¢tvefic ve tvaru

[a,b,a+ b+ 2r 4r(r + a)(r +b)],

kde ab + 1 = r2. Nalezl oviem také pétice kladnych racionalnich &isel
s uvedenou vlastnosti. Toto zkouméani nas vede k nasledujici definici.
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Definice 1

Konecéna posloupnost m prirozenych ¢isel aq,as, ..., a,, se nazyva dio-
fantovskd m-tice, je-li a;a; + 1 druhou mocninou pfirozeného Eisla pro
vSechna 1 < ¢ < j < m. Konec¢né posloupnost ai,as,...,a,, nenulovych

racionalnich Cisel se nazyva raciondini diofantovskd m-tice, je-li a;a; + 1
druhou mocninou racionalniho ¢isla pro vsechna 1 <7 < j < m.

Je pfirozenou otézkou, pro ktera m existuji tyto diofantovské m-tice, a
v jakém poctu. Byla vyslovena zakladni hypotéza o moznych délkdch m
takovych celociselnych m-tic:

Hypotéza 1
Neezistuji diofantovské pétice.

Podstatny krok k vyfeSeni této hypotézy podnikli A. Baker a H. Dave-
nport, viz [2] v r. 1969, kdyz dokézali, Ze jediné pfirozené ¢islo d takové, ze
[1,3,8,d] je diofantovska Gtvefice, je d = 120. Odtud plyne, ze Fermatem
nalezend ¢tvefice [1,3,8,120] nemtiize byt rozsifena na diofantovskou pé-
tici. AvSak pro racionalni ¢isla prekvapivé existuje i racionalni diofantovska
Sestice, jejiz priklad nalezl P. Gibbs, viz [7]:

11 35 155 512 1235 180873

1927192 277 277 48 ' 16

Nabizi se myslenka, zda existuje obecnéjsi teorie, kterd by umoznila
odpovédi na otazky o diofantovskyjch m-ticich. Pokusime se zde shrnout
nékteré takové vysledky. V élanku [1] dokézali J. Arkin, V. E. Hoggart a
E. G. Strauss, 7e kazdou diofantovskou trojici 1ze rozsifit na diofantovskou
CtveFici. Presnéji, je-li [a, b, ¢] diofantovska trojice, a plati-li

ab+1=1r2 ac+1=s> be+1=1t%
kde r, s,t jsou pfirozena ¢isla, pak [a, b, ¢, d] jsou diofantovské ¢tvefice pro
d=a-+ b+ c+ 2abc + 2rst. (1)
Ctenaf snadno miize ovéfit, Ze plati
ad+ 1= (at+7s)%, bd+1=(bs+71t)%, cd+ 1= (cr+ st)?.

Otézkou ziistava, zda pro kazdou diofantovskou étvefici [a, b, ¢, d] ta-
kovou, Ze d > max{a,b,c}, plati, ze d spliiuje (1). Jak jiz bylo zminéno,
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Baker a Davenport to dokdzali pro trojici [1,3,8]. M. Veluppillai [9] to
dokézal pro [2,4,12] a K. S. Kedlaya [8] pro trojice [1,3,120], [1,8,120],
[1,8,15], [1,15,35], [1,24,35] a [2,12,24]. Dokonce A. Dujella to doka-
zal pro vSechny trojice tvaru [k — 1,k + 1, 4k]. Takové Ctvetice [a, b, ¢, d]
se nazyvajl requldrni. Ekvivalentni podminkou k tomu, aby diofantovska
¢tvetice [a, b, ¢, d] byla regularni, je splnéni rovnosti

(a+b—c—d)?*=4(ab+1)(cd +1).

To je samoziejmé kvadraticka rovnice pro d, jejiz jeden kofen je urcen
vztahem (1) a druhy je éislo

d=a+ b+ c+ 2abc — 2rst.

Je dokazano, ze pro ¢isla a, b, ¢, d mensi nez 10° existuje pravé 207
diofantovskych ¢tvetic [a, b, ¢, d], které jsou v8echny reguldrni. Jelikoz pro
dand a, b, ¢ je pocet celo¢iselnych bodu [z, y] na kiivce

y? = (az + 1)(bx + 1) (cz + 1),

jak znamo, kone¢ny, plyne odtud, ze nemtize existovat nekone¢né posloup-
nost
a,b,e,...,x, ...,

splitujici Diofantovu podminku (na pravé strané posledni rovnosti je soucet
t¥i druhgch mocnin). Je tedy otdzkou, jaké je nejvétsi ¢islo m, pro které
existuje diofantovska m-tice. A. Dujella [5] dokazal v roce 2001, ze m < 8.
Avsak v roce 2004 tento vysledek sdm podstatné zesilil dvéma tvrzenimi:

Véta 1
Neexistuji diofantovské Sestice.

Véta 2
Ezistuje nejvyse konecény pocet diofantovskych pétic.

Zda vubec a kolik diofantovskych pétic existuje, bylo zkouméno fadou
matematikt. Pfivodni odhad byl, Ze pro jejich podet plati Q < 101930,
Béhem nékolika let se tento odhad zprestioval, a nynéjsi idaj je mnohem
vylepseny, totiz Q < 1,18-10%7. Y. Fujita [6] dokézal, Ze kazd4 diofantovska
pétice obsahuje regularni diofantovskou ¢tverici a déle, je-li [a,b,c,d, €]
diofantovska pétice spliujici a < b < ¢ < d < e, pak musi platit jedna
z podminek:
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(i) 4a < b; 4ab+a+b<c<b/?
(i) 4da <b; c=a+b+2Vab+1,
(iil) 4a < b; > b2,
(iili) b < 4a; c=a+b+2Vab+ 1.

Pro racionalni diofantovské pétice je situace zcela odlignd. Necht [a, b, ¢, d]
je racionalni diofantovska Ctverice, tj. pro vhodna racionalni r; plati

ab+1=r?  bc+1=r3,

ac+1=r3, bd—ﬁ—lzr%7

ad+1=r3 cd+1=rd
Necht abed # 1. Polozme

_ ((a+b+c+d)(abed+1) +2abe + 2abd + 2acd +2bcd £ 217973747576 )
B (abed — 1)

Pak 1ze dokazat, Ze [a, b, ¢, d, €] je racionalni diofantovska pétice. S ohledem
na symetrii sta¢i napi. ukdzat, ze ae +1 = (aryrsre £r172r3)?/(abed — 1)
Prikladem takové pétice je

18317 105
16’16" 47 16" |’

kde vypoctem, jak vyse uvedeno, zjistime dvé mozné hodnoty

549120 26880
= nebo e=————.
10201 177241
Jiz Eulerovi bylo znamo, Ze existuje nekone¢né mnoho racionélnich di-
ofantovskych pétic, ale teprve nedavno bylo zkoumano, zda existuje neko-
neéné mnoho takovych Sestic. Nejmensi z nich je

198352 60 495 50
127 47 372209 24964° 12 |°

Kromé toho bylo dokazano, Ze existuje nekoneéné mnoho racionalnich

diofantovskych Sestic, které obsahuji trojici [E — 16 Z]. Stejny vysledek

_ 3 14> 2006
byl odvozen i pro trojice

48 3 17) = [56 165 23
177 102’ 6 69’ 1847 24|
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Otevienou otazkou zistava existence racionalni diofantovské sedmice.
P. Gibbs nalezl 45 racionalnich diofantovskych Sestic.

Pii zkoumani celociselnych diofantovskych m-tic jsme pozadovali, aby
a;a; + 1 bylo rovno r2 pro nékteré piirozené ¢&islo r, kdykoli i # j, Je
totiz evidentni, Ze a? + 1 nem@ize byt druhou mocninou pfirozeného ¢isla.
Pro racionalni diofantovské m-tice vSak takové omezeni ¢ # j neni nutné.
Proto lze uvazovat i raciondlni diofantovské m-tice [ai,as,...,an], kde
a? +1 je rovné ¢tverec racionalniho &isla. Takové m-tice se nazyvaji silné.
Prikladem silné diofantovské trojice je

1976 3780 14596
5607 16917 1197 |-

Neni vSak zndm zadny piiklad silné diofantovské ¢tverice.

Na&s prehled nékterych vysledka o diofantovskych m-ticich, které pou-
taji pozornost matematikti pracujicich v teorii ¢isel jiz po nékolik dese-
tileti, zakonc¢ime vysvétlenim, v které oblasti soucasného matematického
vyzkumu vznikaji vySe uvedené teorie a vysledky jako zajimavy ,vedlejsi
produkt®. Je to v teorii eliptickych kfivek, coz jsou pravé kiivky tvaru

y? = (az + 1)(bx + 1) (cz + 1),

na kterych hleddme body s celociselnymi ¢i racionalnimi souradnicemi x, y.
Ze se jedna o pomérné slozity matematicky aparéat, ktery presahuje ele-
mentarni ramec naseho vykladu, si pravdépodobné ¢tendf umi predstavit.

Za pozornost stoji, ze loha s podobnou tematikou byla predloZena re-
prezentantim na 27. mezinarodni matematické olympiadé, ktera se konala
v roce 1986 ve VarSavé. viz napt. [10]. Jako prvni byla zaddna soutézicim
nasledujici tloha:

Necht a je ptirozené ¢islo, rizné od 2,5,13. Dokazte, e v mnoZiné
{2,5,13,d} lze nalézt dva proky a, b takové, Ze v/ab — 1 nend celé éislo.

Zajemcum doporucujeme pokusit se o vlastni feSeni této tlohy.
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Polibky kruznic:
Jakob Steiner, 1. ¢ast

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Jiz ve starovékém Recku bylo znamo: Pokud se¢na z vnéjsiho bodu X
protind kruznici k(O;r) v bodech A, B a te¢na z téhoz bodu m4 s kruznici
dotyk v bodé T', pak

|AX| - |BX| = |AT*. (1)

Eukleidovy Zdklady uvadi i analogickou vétu pro vnitini bod kruznice.
Rovnéz byla znama analogickd véta pro vnitini bod X kruznice k. Jakob
Steiner (1796-1863) ve své prvni knizné vydané préci [2] tyto poznatky
rozsifil. Zavedl veli¢inu zvanou mocnost bodu ke kruznici nebo téz moc-
nost kruznice k bodu, kterou v dané roviné chapal jako charakteristiku
vzadjemné polohy libovolného bodu X a pevné zvolené kruznice k, resp.
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jako charakteristiku polohy libovolné kruznice k£ vzhledem k pevné zvole-
nému bodu X.! Stru¢né ji lze definovat vztahem u(X, k) = |0X|? — r2.

Poznamenejme, ze mocnost tzce souvisi s analytickym vyjadfenim kruz-
nice: V kartézské soustavé soufadnic pro O = [m,n] a X = [z,y] je

WX, k) = (z —m)? + (y —n)* —r?. (2)
Kruznice k(O;r) ma tedy rovnici pu(X,k) = 0 a bod X je jejim vnéjsim,
resp. vnitfnim bodem, pravé kdyz u(X, k) > 0, resp. u(X, k) < 0.

p
4 X=[xy]

B kz(oz;rz)
s
k(05 1)

Obr. 1 Mnozina bod@ X (vlevo) a chordala p kruznic ki, ko (vpravo)

[0,0]=

Steiner nejprve hledal mnozinu vSech bodd v roviné, které maji ke
dvéma kruznicim stejnou mocnost, tzv. chorddlu dvou kruznic. Vysel z po-
znatku, Ze pro body O;1, Os a G lezici v dané roviné na téze piimce je
mnozinou vSech bodt X s vlastnosti

01X > = |01G|* = |02X* — |02G)?

kolmice p na p¥imku O;05 v bodé G (viz obr. 1 vlevo). Posledni vztah
upravil na ekvivalentni tvar

01X = |0:X|* = |01G* — |02G)? (3)

a pak bodim O;, O, pfifadil kruznice k1(O1;71), k2(O2;72) libovolnych
poloméru (obr. 1 vpravo). Bod X mé k témto kruznicim stejnou mocnost,
praveé kdyz plati

|01 X2 =1} =[O X|* — 13,

neboli
01 X|? = |02 X[ =1} — 13, (4)

1V originale Potenz des Punkts in Bezug auf den Kreis, resp. Potenz des Kreises in
Bezug auf den Punkt. Ceska terminologie nazev mocnost kruznice k bodu neuziva.
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Ze vztahii (3) a (4) nakonec usoudil, Ze chordédlou kruznic k; a ko je
pfimka p pfi umisténi bodu G € 0105 tak, aby platilo

[01G[* = |0:G* = 1} = r}. (5)

p p

Obr. 2 Chordéla p pro rizné vzajemné polohy kruznic k; a ko

Stejny vysledek lze ziskat i analyticky. Pfi volbé kartézské soustavy

soufadnic podle obr. 1 vpravo ma podminka p(X, k1) = u(X, k2) tvar
24y —r?=(x—d)?+y* -2

a odtud
2

o d r? —r3
A Y

Chordéla kruznic k1(O1;71) a ka(O2;72) je tedy kolmice p k pfimce O;04
vedené kterymkoliv bodem, jenz mé k obéma kruznicim stejnou mocnost.
Nemaji-li kruznice spole¢ny bod, miuZeme ji snadno sestrojit uzitim po-
mocné kruznice m, kterd méa s kruznicemi ki a ko riznobézné spolecné
seny s1 a sg (obr. 2 vlevo nahote a vpravo dole). Jejich prisecik P méa
stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim. Nazyva se potencni stred kruznic
k1, ko a m.

Uvazujme déle kruznice k(O;r) a k' (O’;7') s vnéjsim stiedem E stejno-
lehlosti Hg : k — k'. Seéna s # OO’ z bodu E protina kruznici k v bo-
dech B, A a kruznici £’ v jejich obrazech A’ = Hpg \(B) a B’ = Hp \(A)
(obr. 3). Ozna¢me po fadé H; a Hs pruseciky piimek OB, O'B’ a OA,
O'A’. Snadno lze ovétit, ze

|XHBB'| = |<O'A'B'| = |<A'B'O'| = |<«<H,B'B|.

(=10:G)).
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Trojuhelnik BB’H; je tedy rovnoramenny a kruznice hi(Hy;|H1B|)
se vné dotyka kruznic k a k' v bodech B a B’. Analogicky mé i kruz-
nice ho(Ho; |HoB|) vnitini dotyky s kruznicemi k a k' v bodech A a A’
V pfedchozim ¢lanku [1] jsme dokdzali i obracené tvrzeni: Jestlize mé né-
jaka kruznice dotyky T a T téhoZ typu s kruZnicemi k a k', pak piimka
TT' prochézi bodem E.?

Obr. 3 Spoleéna mocnost kruznic k a k' k jejich stfedu stejnolehlosti E

Bod FE mé ke kruznici k£ mocnost p = |EA| - |EB| = |EC|- |EG| a je
stfedem stejnolehlosti s koeficientem

A= |EB'|/|[EA| = |[EA’|/|EB| = |ED|/|EG| = |EF|/|EC]|.
Pro soucin obou konstant plati
c=Mu=|EB|-|EB'|=|FEA|-|EA'| = |EC|-|ED| = |EF|-|EG|. (6)

Analogicky vztah lze odvodit i pro vnitini stfed stejnolehlosti kruz-
nic. Konstantu ¢ nazveme (v souladu se Steinerovym ,gemeinschaftliche
Potenz“ a anglickym ,common power*) spoleénd mocnost kruznic k a k'
vzhledem k jejich stredu stejnolehlosti E.

nolehlosti.
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Ze vztahu (6) plynou dva dusledky:
T1. Bod F ma stejnou mocnost ¢ ke kazdé z kruznic hg, by, ha, ..., jez
se dotykaji kruznic k a k’ tak, Ze jsou dotyky bud oba vnitini, nebo oba
vnéjsi.
T2. Rovnici (6) je ddna kruhové inverze se zadkladni kruznici z(FE, /c),
kterd zobrazuje kruznici k na kruznici k' a kazdou z kruznic h; na sebe.

Nutno zminit, ze Steiner postupoval jinak. Zde jsme uvedli rychlejsi
cestu a to jen k poznatktim, které budeme potiebovat. Termin kruhovd in-
verze byl zaveden pozdéji. Z nepublikovanych Steinerovych praci je znamo,
ze inverzi uzival. Je prvnim znamym matematikem, ktery po ére starovéku
znovu objevil kruhovou inverzi.

¢

Obr. 4 Retézec kruznic vepsanych do arbelu

Zminéné vysledky Steiner vyuzil ke zjednoduseni dikazu Pappova sta-
roddvného turzent, podle néjz pro kruznice k;(Oj;7;) vepsané do arbelu
na obr. 4 plati h; = 2jr; (podrobnéji viz [1]). Uvedl, ze podily h;/r;, kde

j=0,1,2 ..., tvorfi i pro jiné fetézce kruznic analogicky vepsanych mezi
kruznice m a n aritmetickou posloupnost
h h h
200 Dyo g (7)
To To To

pfi¢emz v arbelu z obr. 4 je hy = 0. Dlikaz ucinil odvozenim rekurentniho
vztahu Woon
—=—-+2 8
= ®)
pro dvé sousedni kruznice Tetézce.
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Na obr. 5 je T bod dotyku kruznic k a k’. Paty kolmic z jejich stfedi
O, O' na pfimku AB jsou po fadé P, P’. Bod V' je pruseéik kruznice k'
s use¢kou O’ P’ a bod V prusecik kruznice k s polopiimkou opacnou k po-
lopfimce O P. Spole¢né tecna p kruznic m a n je jejich chordalou. Kruznice
k a k' maji s kruznici m vnitini dotyk a s kruznici n vngjsi dotyk. Vné&jsi
stifed F stejnolehlosti kruznic & a k' mé podle dtsledku T1 tutéz moc-
nost |ET|? ke kruznicim m a n — situace z obr. 3 pro C = D (= T). Lez
tedy na jejich chordale p a plati u(E,m) = u(E,n) = |AE|?. Z rovnosti
|ET|? = |AE|? plyne |ET| = |AE|. Rovnoramenné trojthelniky ATE a
V'TO' jsou podobné a proto lezi body A, V' a T na p¥imce. Z rovnobéz-
nosti tisedek OV a O'V’ plyne podobnost trojuhelniktt TOV a TO'V'. Z ni
pak vztah V € V'T.

O'P|=h’

Obr. 5 K dikazu vztahu (8)

Postupnym vyuzitim podobnosti trojiuhelniki AP'V" a APV, faktu, ze
rovnobézné promitani ve sméru piimky p zachovavad poméry odpovidaji-
cich tisek® na pfimkach AB a EO, a vné&jsi stejnolehlosti kruznic &’ a k
uré¢ime

' —+" |P'V'| |AP'| |EO'| ' 9
h+r  |PV|  |AP| |EO| r ©)

a odtud po ekvivalentni Gpravé vztah (8).
Jak vime z [1], Pappos zkoumal i ty konfigurace, jejichz zdkladem byly
kruznice m a n s vnéj$im dotykem v bodé A. Steiner se jimi téz zabyval.
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Na obr. 6 vidime analogii situace z obr. 5 pro tzv. druhou konfiguraci.
Snadno lze ovérit, ze plati vSechny vztahy z predchoziho postupu, tedy

i (8).

Obr. 6 Druhéa konfigurace kruznic

U tfeti konfigurace (obr. 7) je tomu jinak. Kruznice m a n maji s kruznici
k vnitini dotyk a s kruznici ¥’ vngjsi dotyk. Vné&jsimu stiedu E z obr. 5
zde odpovidé vnitini stfed I stejnolehlosti kruznic k a k’. Postup je opét
stejny az na to, ze v posloupnosti kroka (9) bude ve jmenovateli prvniho
zlomku vyraz r — h misto pavodniho r + h. Pro tuto konfiguraci mé proto
vysledny vztah tvar

=2 (10)

Pristé si ukazeme, jak Steiner odvodil Descartesovu vétu o dotykajicich
se kruznicich.
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Obr. 7 Tieti konfigurace kruznic.

Ulohy

1. Sestrojte potencni stfed tii kruznic, z nichz zadné dvé nemaji spolecny
bod.

2. Pozmeénte obr. 3 tak, aby se v ném misto vnéjsiho sttedu E vysky-
toval vnitini stfed I stejnolehlosti kruZnic k a k’. Pak odvodte vztah
pro spole¢nou mocnost bodu I k témto kruznicim a zdtvodnéte, proc
ma bod I stejnou mocnost ke kazdé kruznici, jejiz dotyk je s jednou
z kruZnic k a k' vnitini, a s druhou vnéjsi.

3. Prekreslete obr. 3 pro ty situace, kdy se kruznice k a k" a) protinaji,
b) dotykaji, ¢) jedna z nich lezi uvnit¥ druhé. Potom pro né ovéite
platnost vztahu (6). TotéZ provedte pro vnitini stfed stejnolehlosti
kruznic k a k'.

4. Dokazte vztah (10).

Literatura

[1] Leischner, P.: Polibky kruznic: Pappos Alexandrijsky, MFI, ro¢. 25 (2016), ¢. 1,
s. 1-11.
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O jedné cesté z geometrie pres
aritmetiku k algebre a zpét

FILIP ROUBICEK

Matematicky tstav AV CR, Praha

Vzdélavani je spolecnosti ¢asto nahlizeno v kontextu jejich promén a
aktudlnich pozadavkil, proto zamysleni se nad otdzkou Co, jak a pro¢ se
ma ve $kole vyucovat? je stale aktudlni. Prestoze matematika predstavuje
jeden z hlavnich obort zékladniho vzdélani, jehoz vzdélavaci obsah zustava
ve srovnani s jinymi obory dlouhd léta témeér neménny, didaktici matema-
tiky neustévaji v hledani cest, jak matematické vzdélavani zkvalitnovat,
jak zefektivnit vyucovaci proces, jak motivovat déti k uceni se matema-
tice. Mnohé zapomenuté myslenky se opét vynofuji a uplatnuji v novém
spolecenském kontextu s ohledem na podminky a potieby skolské praxe.

V pristupech, které jsou v soucasném matematickém vzdélavani prosa-
zovany [4], je kladen duraz na aktivizaci zakl ve vyucovani a uplatiiovani
postupi, které napoméhaji jejich porozuméni matematice a tim usnadnuji
jeji aplikaci. VSeobecné se uznava, ze ucitel, ktery vede zadky k aktivnimu
pristupu k uceni se matematice, vytvari podminky pro zkvalitnéni jejich
matematického poznani i pro zvyseni jejich zdjmu o matematiku. V ramci
své vyuky poskytuje zaktim prostor pro matematickou diskusi, kladeni ota-
zek, formulovani domnének, vzajemné sdileni fesitelskych postupt a dalsi
formy prezentace jejich matematického uvazovani. Do vyuky zafazuje mo-
delovéani, experimentovani, analyzovani dat a jiné postupy, které zakim
prirozené nabizeji prilezitosti k zobecnovani a zduvodnovani. Ucitel akti-
vizuje zaky také tim, ze podporuje jejich snahu problém vytesit, reflektuje
jejich zjisténi a hodnoti vyznam zjisténého pro feseni problému. To od néj
vyzaduje schopnost pruzné a spravné reagovat na rizné zdkovské podnéty.

Kromé zajisténi podminek pro autonomni a kooperativni uceni je nutné
vénovat pozornost matematickému obsahu predkladanych aloh nebo tkoli
a zvazit, zda zaci jsou dostate¢né vybaveni poznatky pro jejich feseni. Vy-
chodiskem pro zakovskd objevovani byvaji oteviené matematické tlohy,
tedy takové, které popisuji neurcitou, nejednoznac¢nou nebo zdktim nezna-
mou matematickou situaci a pozaduji jeji komplexni prozkoumaéani. Ne-
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urc¢ita vstupni situace nabizi Fesiteli moznost rozhodnout se, jakymi pii-
pady se bude zabjvat, a vybrat si cesty, kterymi se vydéa. Zaky nepfiméje
k objevovani jednoducha tuloha, kterou vyfesi naucenym postupem, ale
ani slozita tloha, kterou nedovedou spravné uchopit jim dostupnymi ma-
tematickymi prostfedky. V nékterych piipadech je tfeba iniciovat zakovské
objevovani diskusi, pfi které si zaci spiSe uvédomi, jak mohou uvazovat a
jakym zpusobem lze zadanou situaci prozkoumat. Vhodnym podnétem pro
objevovani mize byt také pro zaky neobvyklé prostiedi, v némz je situace
zadana.

Specifické prostredi jako podnét k objevovani

Prikladem specifického prostfedi v planimetrii je konstruovani utvaru
ve ¢tvercové siti nebo v pravidelné trojuhelnikové siti. Proces objevovani
pravidelnosti ukdzeme na geometrickych obrazcich, které jsou sestaveny ze
shodnych rovnostrannych trojihelnikt. Takové obrazce muzeme vytvorit
napiiklad pomoci paratek, jak je znazornéno na obr. 1. Je vSak tfeba upo-
zornit, ze modelovani pomoci paratek ptrinasi tskali v tom, Ze umoznuje
vytvafet obrazce ze shodnych rovnostrannych trojuhelniki, které nere-
spektuji trojuhelnikovou sif. Tomuto problému lze pfedejit tim, ze zaktm
poskytneme pro zdznam sestavenych obrazcu listy papiru s predtiSténou
trojuhelnikovou siti (obr. 2).

Obr. 2 Posloupnosti rovnobézniki a lichobéznika v trojuhelnikové siti
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V prostiedi trojuhelnikové sité zadame zakim nasledujici tlohu:

Sestavte rizné obrazce tvorené shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky
ze trech pdrdtek. Zjistéte, kolik pdrdtek je potreba k sestaveni néjakého
vétsiho obrazce.

Uloha je oteviena v tom, Ze neuréuje tvar a velikost vichoziho obrazce
ani zpusob jeho zvétSovani. Tato skutecnost umoziuje prirozenou diferen-
ciaci ve tfideé, tzn. prizptisobit obtiznost tlohy schopnostem jednotlivych
zéka. Je na zaku jako Tesiteli, aby si vymezil oblast svého zkouméni a
urcil pfipady, jimiz se bude zabyvat. Je ziejmé, Ze je snazsi zacit hledat
pravidelnosti na jednodussich obrazcich, jako jsou rovnobézniky, rovnora-
menné lichobézniky nebo rovnostranné trojihelniky (obr. 2 a 3), neZ se

Obr. 3 Posloupnosti trojihelnikt a kosoctverct v trojuhelnikové siti

Uvedena uloha vychazi z geometrického prostiedi, ale jejim vystupem
je popis urcité pravidelnosti, resp. aritmetické nebo algebraické vyjadieni
zmény velikosti obrazce. Pfitom prodluzovini v jednom sméru (viz po-
sloupnost kosodélnikti nebo rovnoramennych lichobéznikd na obr. 2) se
vyznad¢uje jinou kvantitativni zménou nez zvétSovani ve dvou smérech (viz
posloupnost rovnostrannych trojihelnik nebo kosoctverci na obr. 3, kde
se jedna o posloupnosti podobnjch obrazci, neuvazujeme-li isecky uvnit¥
atvaru). V pfipadé prodluzovani bude vysledkem linedrni zavislost, za-
timco ve druhém piipadé ptijde o zavislost kvadratickou, jak ukazeme déle.

Neékteré fesitelské strategie

Pii zkoumani pravidelnosti mohou zaci vyuzit razné pristupy. Mladsi
zaci nebo zaci, ktefi z riznych divodt upfednostnuji konkrétni objekty
pred abstraktnimi, nejcastéji voli postup, kdy modeluji obrazce z paratek
(pFipadné je zakresluji do trojihelnikové sité) a paratka (resp. tisecky) po-
stupné pocitaji. Tato strategie je obvykla i u ostatnich zakt v pocatku
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zkoumani, kdy se snazi zorientovat v neznamé situaci a matematicky ji
uchopit. Nasledné nékteri zaci ustupuji od vytvareni konkrétnich modelt
a pracuji pouze s pocty paratek. Posloupnost obrazct nahrazuji ¢iselnou
posloupnosti a pozoruji kvantitativni zmény. Nalezenou pravidelnost se
poté snazi popsat aritmeticky. Zaci, kteif dovedou vztahy abstrahovat, mo-
algebraické vyjadfeni zmény poctu paratek pro dalsi pripady z popsanych
vztahi.
Na zakladé pozorovani byly vymezeny tii zédkladni reSitelské strategie
(resp. trovné feSeni):
a) modelovani posloupnosti obrazctt pomoci paratek (pfipadné jejich
grafické znézorfiovani) a postupné uréovani poc¢tu paratek
b) modelovani posloupnosti obrazct pomoci éisel (vyjadiujicich pocet
paratek) a hledani aritmetické pravidelnosti

vvvvv

nebo algebraické vyvozovani
Prvni z uvedenych strategii je zaloZena na manipulaci s konkrétnimi
modely, kterou zaci voli vétsinou jen na zacatku feseni tlohy. V pribéhu
feseni, kdy nahlédnou urcité souvislosti, tuto strategii zcela nebo ¢astec¢né
opoustéji a zkoumaji kvantitativni zmény prostfednictvim aritmetickych
vztahi. Opora konkrétniho modelu se vSak znovu objevuje pfi zkoumani

vvvvvv

vvvvv

pripadech se dari jen nékterym zaktm, ktefi dovedou pracovat s algebraic-
kymi vyrazy a provadét jejich apravy.

Uvedené strategie mizeme nazorné ilustrovat na ptrikladu posloupnosti
rovnobéznikl a lichobé&znikl na obr. 2. V ptipadé strategie a) zaci nejprve
sestavi nejjednodussi rovnobéznik, ktery je tvoren dvéma shodnymi rovno-
strannymi trojuhelniky. Jde o kosoctverec sestaveny z péti paratek. Poté
jednu jeho stranu prodlouzi o jedno paratko, doplni na kosodélnik slozeny
ze dvou shodnych kosocétverci a urci celkovy pocet paratek devét. Timto
zpusobem pokracuji a postupné urcuji poc¢ty paratek pro dalsi kosodélniky.
Podet paratek v dalsim obrazci v&tSinou zjistuji opakovanym piepocitava-
nim paratek po jednom. Néktefi Zaci si po uréitém poctu krokt uvédomi,
ze dalsi prodlouzeny kosodélnik ziskaji pridanim ¢tyt paratek. Toto zjisténi
v8ak vychézi z manipulativni ¢innosti s konkrétnimi modely a je podloZeno
zkuSenosti z viceméné mechanického modelovani kosodélniki, pfip. jejich
zakreslovani do trojihelnikové sité.
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Urceni poctu paratek u nékolika prvnich rovnobéznika se stava vycho-
diskem pro nahrazeni posloupnosti rovnobéznik ¢iselnou posloupnosti 5,
9,13, 17,..., tzn. Zici pfechézeji ke strategii b). Doplni posloupnost o dalsi
¢isla 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29,... a objevuji pravidelnost prostfednictvim
uvedené Ciselné posloupnosti bez opory konkrétnich modeld. Urcuji dife-
renci mezi Cisly a objevenou pravidelnost vyjadiuji slovy ,dalsi je vzdy
o Ctyfi vétsi* nebo ,,dal to bude plus ¢tyfi“. Odpovéd na otézku, kolik
paréatek potiebujete na kosodélnik, ktery mé stranu dlouhou 10, bud zjisti
postupnym dopocitanim 29 4+ 4 + 4 + 4 = 41, nebo vyjadii vypoctem
54 9-4 = 41, zatimco zaci upfednostiiujici strategii a) kosodélnik se
stranou dané délky nejprve vymodeluji. Uvedeny vyraz je uz jen krickem
k zobecnéni pro kosodélnik s libovolnou délkou strany n. Voditkem pro
vyvozeni obecného vztahu 54 (n — 1) -4 = 4n + 1 je urdeni poétu paratek
pro dalsi konkrétni délky stran, napft.

pron=10: 5+ (10—1)-4=54+36=41=4-10+4
pron=20: 5+(20—1)-4=5+76=81=4-20+4
pron=>50: 54+ (50—1)-4=54+196=201=4-50+4

pron=100: 5+ (100—1)-4=5+396=401=4-100+4

Volba strategie se zfetelné projevi pii zméné posloupnosti obrazcii, na-
piiklad misto rovnobéznikii zaci zkoumaji lichobézniky (viz obr. 2). V pii-
padé strategie a) zici cely proces opakuji od zaétku, tzn. modeluji jed-
notlivé lichobézniky a postupné uréuji poéty paratek. Zaci, kte¥ pouziji
strategii b), vyjdou z nové fady ¢isel 7, 11, 15, 19, 24, ..., opét uréi dife-
renci a pomoci ni vyjadii hledany pocet. Objevi se v8ak i Zaci, ktefi jsou
schopni abstrahovat a ziskané poznatky vyuzit pro novy pripad. Takovym
zakim je vlastni strategie ¢) — uvédomi si, Ze lichobéZnik vznikne z rovno-
bézniku pridanim dvou paratek, a zobecnény vztah pro rovnobéznik upravi
snadno na vztah pro lichobéznik 4n + 14 2 = 4n + 3.

Hledani souvislosti

Reseni otevienych tloh ¢asto vyzaduje propojovat poznatky z riiznych
oblasti matematiky, tedy schopnost nahlizet zkoumané situace z riznjych
uhld pohledu a popisovat je prostfednictvim riaznych matematickych na-
stroji, jak bylo naznaceno vyse. Popsané strategie, které zaci pouzili pfi
feSeni uvedené tlohy a ve kterych zaci popisuji posloupnosti obrazct v troj-
thelnikové siti, které vznikly prodlouzenim jednoho jejich rozméru, pomoci
aritmetickych, prip. algebraickjch prostfedkt, zaznamename i v piipadé

18 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



druhého zpisobu zvétsovani obrazch (tj. pfi zvétsovani obou rozmért).
V pfipadé posloupnosti rovnostranngych trojahelnikii nebo kosoétvercti (viz
Pocty paratek naristaji nelinedrné a vyjadieni pravidelnosti v posloup-
nosti 3, 9, 18, 30, 45,... (pro trojihelniky) nebo v posloupnosti 5, 16, 33,
56, 85,... (pro kosoctverce) vyzaduje hlubsi analyzu a vyuziti urcitych
souvislosti a dalsich matematickych poznatki.

Posloupnost 3, 9, 18, 30, 45, ... je posloupnosti trojnasobkt trojuhelni-
kovych ¢isel 1, 3, 6, 10, 15, ... Poznatky o trojthelnikovych ¢islech a jinych
figuralnich ¢islech byvaji v ucéebnicich matematiky pro zakladni skoly zaia-
zovany ziidkakdy, prestoze mohou byt vitanym zpestfenim vyuky matema-
tiky i podnétem pro zdkovska objevovani. O figurdlnich ¢islech pojednava
fada populdrné nauénych publikaci o matematice, napf. [1, 2, 3]. Poznatky
o ¢tvercovych a trojuhelnikovych ¢islech mohou zaci vyuzit pro zobecnéni
zminéné posloupnosti 3, 9, 18, 30, 45, ... Oznaceni ¢tvercovych ¢isel podle
jejich grafické reprezentace je zdkum ziejmé z ruznych modela. Diky sou-
vislostem s dalsimi poznatky (obsah &tverce, druhd mocnina) rozpoznaji
tato ¢isla snéze nez Cisla trojuhelnikova, i kdyz jejich oznaceni vzniklo
obdobné. Poznatek, Ze kazdé ¢tvercové Cislo lze rozdélit na dvé po sobé
jdouci ¢isla trojuhelnikova, mohou zaci jednoduse nahlédnout prostied-
nictvim nézorné reprezentace (obr. 4) a déle odvodit vztah pro obecné
vyjadfeni trojuhelnikového ¢isla (obr. 5). Pomoci obecného zépisu troju-
helnikového cisla %n(n + 1) je jiz snadné najit algebraické vyjadfeni pro
pocet parétek v rovnostranném trojthelniku 3 - in(n + 1).

209 1
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Obr. 4 Vyjadfeni ¢tvercového ¢isla pomoci dvou po sobé jdoucich trojiuhelniko-
vych Cisel

o
-

Obr. 5 Odvozeni vztahu pro obecné vyjadreni trojuhelnikového ¢isla
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Z uvedenych obecnych vyjadfeni pomoci proménné n lze urcit nejen
pocet paratek pro libovolné velky obrazce daného tvaru, ale také vyvo-
dit vztahy pro dalsi obrazce. Napriklad z odvozenych vztaht lze ziskat
vztah pro zvétSeny kosoltverec, a to dvojim zptlisobem: bud uvazujeme
n-nasobek kosodélniku s délkou n, nebo slozime kosoctverec ze dvou rov-
nostrannych trojthelnika (obr. 6).

Obr. 6 Moznosti sestaveni kosoc¢tverce z kosodélniku a trojuhelniki

V ptfipadé odvozeni vztahu pro Sestithelnik se nabizeji tfi moznosti:
Sestitthelnik 1ze sestavit ze Sesti rovnostrannych trojthelniki, tfech koso-
¢tverct nebo ze dvou rovnoramennych lichobéznika (obr. 7).

A N N
AN\ &) A
w w

Obr. 7 Moznosti sestaveni pravidelného Sestitthelniku z trojihelnikid, koso-
¢tverct a lichobéznikt

V tabulce 1 jsou ukézany moznosti algebraického odvozeni vztahu pro
kosoctverec, rovnoramenny lichobéznik a pravidelny Sestitthelnik.

Vyse naznacené postupy lze pouzit nejen pro algebraickd vyjadreni,
ale také pro aritmetické vyjadieni s tim, Ze pocet se urcuje pro obrazec
konkrétni velikosti. Moznost aritmetického odvozovani poctu paratek pro
pravidelny Sestithelnik bez obecnych vztahti s proménnou n je naznaceno

vvvvv

vvvvvv

pomoci trojihelnikové sklddacky (obr. 7). Pii odvozovani vztaht se tedy
zéaci opét vraceji ke konkrétnim geometrickym obrazctim.
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Tabulka 1 Moznosti algebraického odvozeni vztaht pro dalsi obrazce

Trojthelnik
T, =34, = 3(n*+n)

trojuhelnikové ¢islo A,, =

n(n+1)
2

Kosoctverec
K,=n-(4n+1)—n-(n—1) = 3n®>+2n
K, =2T, —n=3n%+2n

LichobéZnik
L,=K,+T,—n=

1(9n? + 5n)

Sestithelnik
S, =671, —6n =3K, —3n =
=2L, —2n =912+ 3n

Tabulka 2 Moznosti aritmetického odvozeni poctu paratek pro dalsi obrazce

Délka strany 1 2 3 4

Trojuhelnikové |1 3 6 10

¢islo

Trojuhelnik 3-1=3 3-3=9 3-6=18 3-10=30
Kosoctverec 2.:3—-1=5 2-9-2=16 2-18—-3=233 2-30—-4=56
Lichobéznik 3-3—2-1=7 13-9—-2-2=23 |3-18—2-3=48[3-30—2-4=282
Sestitthelnik ze|6-3—6-1=12(6-9—-6-2=42 |6-18—-6-3=90(6-30—6-4 =156
6 trojuhelnika

Sestitthelnik ze|3-5—3-1=12(3-16—-3-2=42|3-33-3-3=90(3-56 —3-4 =156
3 kosoctverci

Sestitthelnik ze|2-7—2-1=12{2-23-2-2=42(2-48—-2-3=90(2-82—-2-4=156
2 lichobézniki

Z algebry zpét do geometrie

Nalezené zobecnéni v aritmetické ¢i algebraické podobé lze vyuzit nejen
k odvozeni jinych vztaht, jak bylo ukidzano vyse, ale také ke snazsimu na-
lezeni konkrétnich hodnot nebo k feseni tloh, které vyzaduje uziti urcitého
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zobecnéni (napiiklad uziti vztahu s proménnou pro sestaveni rovnice nebo
nerovnice). Uvedme dva piiklady tloh, které lze snadno FeSit vyuZitim
zobecnénych vztaht pro obrazce v trojuhelnikové siti:

Které obrazce a jak velké lze sestavit ze 100 pdrdtek?

Pokud se zakim podarilo provést zobecnéni v algebraické podobé, mo-
hou objevené vztahy pouzit pro sestaveni rovnice, pfipadné nerovnice (uva-
zujeme-li formulaci ,nejvyse ze 100 paratek®) a pomoci ni dlohu Fesit.
Z podoby vyrazu na levé strané rovnice (pfip. nerovnice) lze vyvodit, zda
feSeni vibec existuje. V pfipadé, ze zaci maji k dispozici jen aritmetické
vyjadfeni, pracuji s konkrétnimi hodnotami (tab. 2). Z4ci se nemusi omezo-
vat jen na vybér obrazcu, jimiz se pfedtim zabyvali, ale mohou navrhovat
i dalsi moznosti tpravou zndmych obrazct (naptiklad doplnénim paratek).

Které geometrické obrazce lze vytvorit z lichého (sudého) poctu pdrdatek?

Pii feSeni této tlohy muZzeme také vyuzit rovnici. Na zakladé koeficient
v rovnici 1ze rozhodnout, zda popsané zavislost splinuje danou podminku
lichosti (sudosti). Pro mnohé zéky vSak bude jednodussi pracovat s kon-
krétnimi pocty (tab. 2.).

Zavér

Pfi feSeni vyse popsané tlohy s obrazci z paratek zaci pfirozené uplat-
nuji nékteré postupy charakteristické pro badani. Patii mezi né mode-
lovani, pozorovani, navrhovani postupti, usuzovani, vyvozovani, zobecno-
vani a ovéfovani. Vytvafeni nazornych modelt zkoumanych ttvart a jejich
pozorovani umoziuje zakum uchopit neznamou situaci, ziskat informace
pro jeji popis a snaze porozumét podstaté problému. Pomoci konkrétnich
modelt zaci snadno ur¢i pocet prvkiu zkoumanych objektt a nahlédnou
vzajemné vztahy. Vysledkem prace s konkrétnimi modely je nalezeni arit-
metického modelu pro popis sledované pravidelnosti a jeho pripadné zo-
becnéni, tj. vyvozeni algebraického vyjadfeni tohoto modelu. Spravnost
algebraického vyjadreni zaci vétsinou ovéruji dosazenim a porovnanim se
znamou hodnotou. V priibéhu feseni je vhodné, aby zaci své navrhy disku-
tovali, kladli otazky, zduvodnovali sva tvrzeni a formulovali zavéry. V né-
kterych situacich, kdy se zaci v situaci ztraceji, nenachézeji cestu k jadru
problému a v dusledku toho klesa jejich zajem o feSeni problému, se dopo-
rucuje, aby ucitel podnécoval zaky k diskusi kladenim navodnych otazek,
shrnutim zékovskych tvrzeni, vyzvou k jejich ovéfeni.
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Vyse popsané ulohy pfedstavuji pouze nékteré z mnoha moznosti, jak
v ramci uciva matematiky zakladni skoly objevovat souvislosti mezi po-
znatky z geometrie, aritmetiky a algebry. Lze najit dalsi modifikace téchto
uloh, zkoumat jinou specifickou skupinu utvari nebo jiné charakteristiky
téchto Utvard, fesit situace s jinymi vstupnymi podminkami. V ptipadé
obrazcu z paratek sestrojenych v trojuhelnikové siti mohou zaci dale obje-
vovat souvislosti mezi obvodem a obsahem. Obvod obrazcti, které prodlu-
zujeme nebo zvétsujeme v obou rozmérech, se méni linearné, u podobnych
obrazcti se jednd o pfimou tmeérnost. Obsah (vyjidfeny poétem rovno-
strannych trojihelnikd) obrazcl, které prodluZujeme, se méni linedrné,
zatimco obsah podobnych obrazci nelinearné.

Prestoze zobecnéni zkoumanych pravidelnosti bude u mladsich zaka
nejcastéji vyjadieno aritmetickymi prostiedky, protoze zapis s proménnou
bude pro né zatim pfilis abstraktni, je dilezité tato zobecnéni pii feseni
takovych tloh provadét a pripravovat je tak na pozdéjsi poznévani zavis-
losti a jejich algebraizaci. Je mozné, ze mezi zaky se objevi jedinci, ktefi
porozumi algebraickému zapisu dfive a budou schopni takovy zapis bez
problémt pouzivat. Ucitel by se nemél nechat odradit od zafazovani ak-
tivit, jejichz vystupem je urcité zobecnéni, jen proto, ze zaci nezvladnou
zapsat zobecnéni algebraicky. Existuji riizné cesty, jak zobecnéni hledat
a formulovat, ale podstata je stejna. Je tieba charakterizovat spolecné
vlastnosti objektii, pojmenovat invarianty (tj. vlastnosti, které jsou pro
sledované objekty neménné), zjistit, co a jak je zdvislé na zméndch.
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Zajimavé matematické tilohy

V pravidelné rubrice Zajimavé matematické tlohy zacindme novy roc-
nik a uvadime zadani dalsi dvojice tiloh. ReSeni novych tloh 231 a 232
mizete zaslat nejpozdéji do 20. 3. 2017 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz.

Uloha 231
Necht S je stfed pravidelného dvanéctithelniku A As ... Aj2. Oznacéme
R prisec¢ik pfimek AyAg9 a AgAiy1. Dokaizte, Ze ¢tyfuhelnik AgRSAq1; je
tétivovy.
Karel Pazourek
Uloha 232
Je dan obdélnik s celociselnymi délkami stran a obvodem 28. Dokazte,

ze z kruhu o poloméru 10 lze vystfihnout ctyii kopie tohoto obdélniku.
Josef Tkadlec

Daéle uvadime feSeni dloh 227 a 228, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve ¢tvrtém c¢isle minulého ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 227
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC| pro jehoz odvésny plati |AC|>|BC]|.
Necht D je prusecik osy vnitiniho tthlu pfi vrcholu C' s pieponou AB a
E, F necht znaéi po fadé stfedy kruznic opsanych trojihelnikim BDC),
ADC. Dokazte, ze pruse¢ik P osy vnitiniho thlu p#i vrcholu A a pfimky
EF je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CDE.
Jaroslav Svréek € Waldemar Pompe (Warszawa)

Resend. Stiedy FE a F kruznic opsanych po fadé trojihelnikiim BDC, ADC
leZi na ose spole¢né strany C' D, tedy pfimka E'F' je osou usecky C'D. Z rov-
nosti polomért |CE| = |DE| kruznice opsané trojthelniku BC'D plyne,
ze trojihelnik CDE je rovnoramenny a osa jeho zakladny C'D je tak osou
jeho vnitiniho dhlu pfi vrcholu E. Velikost stiedového thlu CED kruz-
nice opsané trojihelniku BC'D je rovna dvojnasobku jemu odpovidajicitho
thlu CBD. Protoze EF je osa thlu CED, plati |[XFEC| = |[XCBD| a
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zbyvajici thly v pravothlych trojuhelnicich s pfeponami AB a ED (viz
obr.) jsou shodné, a navic plati X EDC| = |t BAC| = |XBAD|.

Piimka AP je osou vnitiniho thlu trojihelniku AC'D pii vrcholu A,
pfimka E'F je osou jeho strany C'D. Tyto dvé pfimky se tedy protinaji ve
stfedu oblouku C'D (neobahujiciho bod A) kruznice opsané tomuto troji-
helniku. Velikosti obvodovych ahli odpovidajicich tétivé C' P této kruznice
jsou shodné, plati tedy 1|xCAD| = |[xCAP| = |<CDP]| a ze shodnosti
thli DAC a EDC tak plyne, ze pfimka DP je osou vnitiniho thlu troj-
thelniku CDFE pfi vrcholu D.

Osy vnitfnich 4hla trojihelniku CED pfi vrcholech E a D se protinaji
v bodé P, ktery je tak stfedem kruznice vepsané tomuto trojahelniku, coz
jsme méli dokézat.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH
Ziirich, Veronika Hladikovd z G v Plzni, Mikulasské nam., Lenka Kopfovd
z MG v Opavé, Danil KozZevnikov z GJK v Praze 6, Parléfova, Josef Mi-
natik z G v Brné, Kpt. Jarose, Ondrej Motlicek z G v Sumperku, Hedvika
Ranosovda z G v Praze 4, Budéjovicka, Martin Raska z WG v Ostrave-
Porubé a Jachym Solecky z PORG v Praze 8.

Uloha 228
Najdéte vSechna ¢tyfmistna éisla abed (ac # 0), pro néz jsou
ab+cd, ab—cd, (ab+cd)/(ab—cd) a a+b+c+d
druhymi mocninami nékterych pfirozenych ¢isel.

Radek Horensky
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Reseni. Necht m, n jsou pfirozen4 ¢isla, pro ktera plati
ab + cd = m?, ab — cd = n?.

Soucet a rozdil libovolnych dvou celych ¢isel maji stejnou paritu, tedy
i ¢isla m a n maji stejnou paritu. ReSenim soustavy dostaneme

ab=L1(m*>+n?),  cod=3(m?-n?).

Protoze ab a cd jsou dvojmistné ¢isla, mizeme ¢isla m? a n? v odhadnout
hodnotami 20 < m? < 200, 1 < n? < 90. Proto

m € {5;6;7;8;9;10;11;12;13; 14}, n € {1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

Treti podminka, 7e (ab+ cd)/(ab — cd) je druhou mocninou pfirozeného
¢isla, znamend, ze n | m. Navic m > n, protoZe cd je dvojmistné (tedy
kladné) ¢islo.
Rozeberme jednotlivé situace podle proménné n.
a) Pokud n = 1, potom m je liché ¢éislo vétsi nez n. Hodnoty vypoctené
podle v téchto piipadech jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m |5 | 7|9 |11|13
n|1]|1]1|1]|1

ab | 13|25 |41 | 61 | 85
cd | 1224 |40 | 60 | 84

Podmince, ze soucet ¢islic a + b+ c+d je druhou mocninou pfirozeného
¢isla vyhovuji pouze ¢isla abed € {4140;8584}.

b) Pokud n = 2, potom m je sudé ¢islo vétsi nez n. Hodnoty vypoctené
podle v téchto pripadech jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m| 6| 8 |10]12| 14
n|2|2|2|2|2

ab |20 | 34|52 | 741100
cd |16 | 30 | 48 | 70 | 96
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V posledni dvojici nejsou dvé dvojmistné c¢isla. Podmince, Zze soucet
¢islic a+ b+ c+d je druhou mocninou prirozeného ¢isla vyhovuje pouze
¢islo abed = 2016.

c¢) Pokud n = 3, potom m je lichy nasobek n vétsi nez 3. Takovy existuje
pravé jeden, a to m = 9. Témto ¢isltim odpovidaji dvojice ab = 45,
cd = 36. Tato dvojice oviem nevyhovuje podmince pro soucet ¢&islic
a+b+c+d.

d) Pokud n = 4, potom m je ndsobek 4 vétsi nez 4. Hodnoty vypoctené
podle v téchto pripadech jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m | 8 |12
n| 4| 4

ab | 40 | 80
cd | 24 | 64

Podmince, Ze soucet ¢islic a4+ b+ c+d je druhou mocninou pfirozeného
¢isla nevyhovuje zadné ¢islo.

e) Pokud n = 5;7;9, potom m je lichy nasobek n vétsi nez n. Takové ¢islo
m ovSem v dané mnoziné neexistuje.

f) Pokud n = 6, potom m je nasobek 6 vétsi nez 6. Této podmince vy-
hovuje pouze m = 12, potom ab = 90, cd = 54. Tato dvojice oviem
nevyhovuje podmince pro soucet €islic a + b+ ¢+ d.

g) Pokud n = 8, potom m je ndsobek 8 vétsi nez 8. Takové ¢islo ovSem
v piipustné mnoziné neexistuje.

Podminkam lohy vyhovuji tfi trojice ¢isel abed, jsou to ¢isla 2016, 4140
a 8584.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich, Lenka Kopfovd
z MG v Opavé, Danil KoZevnikov a Jan Petr, oba z GJK v Praze 6,
Parlérova, Jakub Mestek z G v Jihlavé, Jana Masaryka, Josef Minarik
a Ondrej Svoboda, oba z G v Brné, Kpt. JaroSe, Ondrej Motlicek z G
v Sumperku, Martin Raska a Jiri Skrobdnek, oba z WG v Ostravé-Porubé.
Netplné teseni zaslal Frantisek Jachim z Volyné.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

v / ’ 7 v .

Prepracované vydani ucebnice
yd . .
Molekulova fyzika a termika
V4 .

pro gymnazia
EMANUEL SVOBODA

Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. vydalo v roce 2016 jako své Sesté
prepracované vydani ucebnici [1] pro vyuku molekulové fyziky a termiky
na gymnéziich (obr. 1). Oproti dosavadnim péti vydanim doslo k nékolika
zménam. Predevsim bylo zvoleno nové uspofadani obsahu uéiva z mo-

lekulové fyziky a termiky podobnym zptisobem, jako tomu je u ucebnic
Mechanika, Elektfina a magnetismus a Optika.

Molekulovda

fyzika

a termika

Molekulova

- PRO GYMNAZIA
PRO GYMNAZIA

Obr. 1 Obr. 2
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Uc¢ivo molekulové fyziky a termiky zustalo rozdéleno na sedm kapitol,
jako tomu bylo doposud. Zustaly také stejné nazvy jednotlivych kapitol.
Ale oproti predchazejicim vydanim uéebnice ,zestihlela® (z pivodnich 243
stran na 187 stran). Jeji papirova forma obsahuje jen u¢ivo, které odpovida
pozadavkim Ramcového vzdélavaciho programu pro gymnézia [2, s. 28],
(dale jen RVP G), obor Fyzika. Na konci uéebnice jsou specifikovany cile,
jimiz pfislusné ucivo pfispiva k utvafeni a rozvijeni klicovych kompetenci
zaku.

Rozsitujici ucivo, které jde nad rdmec uciva a ocekavanych vystupt
podle RVP G, je na pfilozeném CD (obr. 2) jako soucast ucebnice. Doslo
také k vyméné nékterych motivacnich obrazka na zacatku jednotlivych
kapitol ucebnice.

Rozsitugict ucivo (oznadené pro orientaci pismenem R) obsahuje 15 né-
méti:

R1 Strucny historicky prehled vyvoje nazort na strukturu latek

R2 Modely struktur latek rtzngch skupenstvi

R3 Rovnovazny stav soustavy jako stav s nejvétsi pravdépodobnosti

vyskytu

R4 Realizace termodynamické teplotni stupnice pouzitim plynového

teploméru

R5 Vedeni tepla stejnorodou deskou

R6 Graf rozdéleni molekul podle velikosti jejich okamzitych rychlosti

R7 Interpretace stfedni kvadratické rychlosti

R8 Odvozeni zakladni rovnice pro tlak idealniho plynu

R9 Typy stavové rovnice pro idedlni plyn

R10 Stavové zmény idealniho plynu z energetického hlediska

R11 Plyny pii nizkém a vysokém tlaku

R12 Vypocet prace plynu pii stalém tlaku

R13 Predavani tepla z hlediska molekulové fyziky

R14 Typy krystald podle vazeb mezi ¢asticemi

R15 Chladici stroj a tepelné ¢erpadlo

Z uvedeného prehledu namétu rozsifujiciho uciva je vidét, ze v uceb-
nicovém textu bylo vyrazné zredukovano ucivo o plynech. Sedm namétta
roz§ifujici uc¢ivo. Toto prefazeni také umoznilo doplnit text rozsifujiciho
uciva o barevné obrazky, napf. druhy vyvév v R11 nebo rtzné krystaly
v R14.
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Dale jsou na pfilozeném CD uvedena teoretickd a laboratorni cvicend.
Teoretickd cviceni (oznaceni TC) obsahuji jednak feSené piiklady, jednak
soubory dalsich tloh, fada z nich je novych. Cilem téchto cviceni, kterych
je celkem 8, je prohloubeni poznatkt ziskanych ve vyukovych hodinach a
jejich vyuziti k feseni konkrétnich problémi.

Teoretickd cviceni maji tyto nameéty:

TC1 Relativni atomova a molekulova hmotnost. Latkové mnozstvi. Mo-

larni veli¢iny

TC2 Zména vnitini energie soustavy pii konani prace a pfi tepelné vy-

meéné

TC3 Stavova rovnice idealniho plynu

TC4 Tepelné déje s idedlnim plynem

TC5 Prace idealniho plynu. Kruhovy déj

TC6 Deformace pevného télesa

TC7 Teplotni roztaznost pevnych latek

TC8 Tepelna vymeéna pii zméné skupenstvi latek

Prvni teoretické cvi¢eni mé dvé ¢asti. V prvni ¢asti ucitel zavede (resp.
v névaznosti na ucivo chemie zopakuje) pojmy: relativni atomové a rela-
tivni molekulova hmotnost, Avogadrova konstanta, latkové mnozstvi, mo-
larni hmotnost a molarni objem. Na konkrétnich pfikladech se v druhé
Casti cviceni procvicuji zavedené pojmy. Realizovat toto teoretické cviceni
je nutné, nebof pojmy v ném uvedené se pak pouzivaji pfi FeSeni tloh
v TC3 a u tloh zatfazenych do rozsifujiciho uciva v R7, R9 a R12.

Usporadani uloh ve vétsiné cviceni je voleno tak, aby pfi feseni urcitych
tuloh mohli studenti pracovat podle pokynu ucitele ve dvou skupinach,
a pak napft. spolecné diskutovat postupy pii FeSeni jednotlivych aloh.

Podobné s cilem prohloubit a upevnit poznatky ziskané ve vyukovych
hodinéch, podpofit rozvoj samostatnosti a aktivity zakd, vytvareni manu-
alnich dovednosti a pracovnich navyki jsou koncipovana laboratorni cvi-
éeni (oznaceni LC). Naméty sedmi cvifeni jsou tyto:

LC1 Piiblizné urceni praméru molekuly kyseliny olejové

LC2 Urceni mérné tepelné kapacity pevné latky a méteni teploty uzitim

smésovaciho kalorimetru

LC3 Ovéfeni Hookeova zakona

LC4 Urceni povrchového napéti kapaliny z kapilarni elevace

LC5 Urceni povrchového napéti kapaliny kapkovou metodou

LC6 Urceni mérného skupenského tepla tani

LC7 Uréeni mérného skupenského tepla varu
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Prilozené CD obsahuje i dalsi doplnujici a obrazové materialy. Jsou jimi:

o Historické poznamky k 17 vyznamnym osobnostem historie moleku-
lové fyziky a termiky (oznaceni H1 az H17). V textu uéebnice, popt. v textu
rozsifujicitho uciva, jsou odkazy na tyto osobnosti. Ke zpracovani tohoto
nadmétu byla mimo jiné vyuzita publikace [3] se svolenim autora publikace
doc. Ing. Ivana Stolla, CSc. Uvedeni vyznamnyjch osobnosti bylo vedeno
snahou podpofit napliiovani hodnotovych cili pfi vyuce fyziky, predevsim
tctu k historii fyziky jako nezastupitelné soucasti kulturniho dédictvi a
prohlubovéni zajmu o pfirodni védy. V neposledni fadé pak poskytnout
predmétu fyzika ndméty pro realizaci prafezového tématu Vychova k mys-
leni v evropskych a globalnich souvislostech.

e Slovnicek vybranych fyzikdalnich pojmai, ktery prehledné shrnuje dile-
zité fyzikalni pojmy ze stfedoskolského uciva molekulové fyziky a termiky.
Ve slovnicku jsou k ¢eskym nazviim pojmu uvedeny anglické ekvivalenty.
Pojmy jsou usporadany abecedné, nékteré rozsifuji poznatky z molekulové
fyziky a termiky jdou nad ramec stiedoskolského uciva.

e Videozdznamy (odkazy na né jsou oznaceny pismenem V a p¥islusnou
Cislici, napf. V1), jejichz autory jsou Mgr. Petr Kdcovsky, Ph.D., Mgr.
Lucie Filipenskd a Mgr. Pavel Bohm. Naméty 11 videozdznami jsou:

— Browniiv pohyb; simulace tepelného pohybu a Brownova pohybu;

— tepelna vodivost plastu a kovu;

— Boyletiv—Mariotttav zakon;

— zavislost tlaku plynu na teploté;

— Hookeuv zakon;

— povrchové napéti;

— zavislost teploty varu vody na tlaku;

— zména teploty pifi vypafovani;

— soutéz teplomeéry;

— kriticky stav latky (konkrétné oxidu uhli¢itého).

o Webové stranky, ze kterych lze ¢erpat dalsi poznatky z molekulové fy-
ziky a termiky. Pfedevsim jsou uvedeny webové stranky obsahujici vhodné
experimenty tykajici se uéiva molekulové fyziky a termiky.

Odkazy na doplnujici materidly jsou vyznaceny v textu ucebnice nebo
v textech na CD barevnou znackou, napf. ﬂ, coz je v tomto pri-
padé odkaz na rozsifujici ucivo o typech stavové rovnice idealniho plynu.

Umisténi nékterych ¢asti ucebniho textu z molekulové fyziky a termiky
a dalsich dopliujicich materidla na pfilozeném CD (obr. 3) sleduje, po-
dobné jako je tomu napf¥. u nové vydanych ucebnic z mechaniky a optiky
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pro gymnazia, trend Sirsiho vyuzivani elektronickych nosic¢a ve fyzikalnim
vzdélavani na stredni Skole.

Molekulovd
fyzika
a termika

Videoesperimenty  Historcké poznimby

Doplfiujici elektronické materialy k uéebnici

Obr. 3

Vsechny textové ¢asti ucebnich materialti na CD jsou ve formétu pdf,
takze by nemél byt zadny problém s jejich pfipadnym pfenosem napf. na
flash disk nebo do paméti tabletu, pripadné si text vytisknout na vlastni
tiskarné. Je vsak treba i zde pfipomenout, ze kopie vybranych ¢asti uceb-
niho textu je mozné vytvorit vyhradné pro vlastni potfebu. Neni ani mozné
hromadné rozmnozovani ucebniho textu, ktery by byl pak rozdavan zakim
jako ucebni pomiicka.

7 hlediska metodického zpracovdni uciva molekulové fyziky a termiky
pro gymnézium do$lo k drobnym zménam ve formulacich a ke zménam
v souvislosti s dislednéjsim oddélenim zakladniho uciva od uciva rozsi-
fujictho. To se tykd predevsim prvni a tieti kapitoly. Uvedme si nékteré
zmény v ¢lancich téchto kapitol:

V prvni kapitole v €l. 1.5 s ndzvem Termodynamickd teplota (v pred-
chozich vydanich ¢l. 1.7) je po zdivodnéni potieby zavést teplotni stupnici
nezévislou na naplni teploméru uvedena definice termodynamické teploty a
jednotky kelvin. Nasleduje pak jen informace, Ze termodynamicka teplotni
stupnice se da vytvorit pouzitim plynového teploméru a v ni mérit termo-
dynamickou teplotu, ale pojednani o plynovém teploméru je zafazeno na
CD jako rozsitujici u¢ivo (R4). Do této ¢sti je také zafazen jednak obrazek
plynového teploméru pro primyslové vyuziti, jednak schéma tohoto tep-
loméru (obr. 4). Zalezi na uditeli, jak v rdmci SVP a ¢asové tematického
planu bude konstruovat obsahové zamétreni kapitoly o termodynamické
teploté. Podstatné je, aby student spravné prevadél Celsiovu teplotu na
termodynamickou teplotu a obracené. Tuto dovednost potfebuje mit pro
Gspésné feseni predevsim tuloh z molekulové fyziky plynt.

32 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Obr. 4

Ve treti kapitole je upraven c¢lanek 3.2 Rozdéleni molekul plynu podle
rychlosti. V ném jiz neni pojednani o moznosti znazornéni tohoto rozdé-
leni uzitim histogramu, jen je uveden komentar k tabulkovému zaznamu
rozdéleni molekul. Soucasné je zaveden pojem nejpravdépodobnéjsi rych-
lost pfi dané teploté plynu. V pfedchozim vydani byl tento pojem zaveden
az v textu ulohy. Podrobnéji je o grafu rozdéleni molekul podle velikosti
jejich okamzitych rychlosti pojednano v R6.

Clanek 3.3 nazvany Stiedni kvadratickd rychlost je doplnén oproti dii-
vé€jsimu vydani zavedenim stiedni kinetické energie Ey jedné molekuly,
aby bylo ukizano bezprostfedné konkrétni vyuziti druhé mocniny stiedni
kvadratické rychlosti. O interpretace stfedni kvadratické rychlosti pojed-
nava R7.

V nasledujicim ¢lanku 3.4 Vnitrni energie a teplota idedlniho plynu
z hlediska molekulové fyziky je pak uveden vztah pro stfedni kinetickou
energii Fy, kterou mé jedna molekula idealniho plynu v disledku neuspo-
fadaného posuvného pohybu, a to pomoci termodynamické teploty (jak
tomu bylo doposud) a vztah vyjadfujici uréeni termodynamické teploty
pomoci druhé mocniny stfedni kvadratické rychlosti. Tim vznikla vhod-
néjsi moznost, jak charakterizovat teplotu z hlediska molekulové fyziky.

Ke zméné doslo v obsahu ¢l. 3.5 Tlak idedlniho plynu z hlediska moleku-
lové fyziky vzhledem k piedchozimu vydani ucéebnice. Clanek je v uprave-
ném vydani zkracen tak, ze je pouze uveden bez dikazu vztah pro stiedni
hodnotu tlaku plynu. Odvozeni vztahu za zjednodusujicich predpokladu je
jako rozsifujici u¢ivo R8 zarazeno na CD. Vztahu pro tlak p bylo vyuzito
v ¢l. 3.5 k snadnému odvozeni jeho zéavislosti na hustoté plynu. To neni
samoucelné odvozeni, protoze umoziuje studenttim ukézat, jak se da zmé-
fenim tlaku a hustoty plynu ziskat hodnota stfedni kvadratické rychlosti
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(pro danou termodynamickou teplotu plynu), kterd je pfimému méfeni
nedostupna.

V upraveném ucebnicovém vydani bylo pozménéno pojednéani v ¢l. 3.6
Stavovd rovnice idedlniho plynu stdlé hmotnosti. Vychozim vztahem je sta-
vové rovnice ve tvaru pV/T = konst., ktera je sdélena (teoretické odvozeni
je nameétem rozsitujictho uc¢iva R9 na CD). Experimentéalni odvozeni za-
visi na pomtckovém vybaveni skol. Vztah pV/T = konst. je pak rozebiran
z hlediska jednoduchych tepelnych déji, jako tomu bylo doposud v pfed-
chozich vydanich ucebnice. Protoze ucivo o stavovych zménach idealniho
plynu z energetického hlediska bylo zafazeno do rozsifujiciho uciva (R10),
je v upravené ucebnici za jednoduché tepelné déje zarazen také adiabaticky
déj s uvedenim Poissonova zakona, ale bez odvozeni.

K nékterym drobnym zménam doslo i v dalsich kapitolach ucebnice.
Napr. v sedmé kapitole pfedchoziho vydani byla pouze struénd zminka
o chladicim stroji a tepelném cerpadle a to az zavéru kapitoly o zménach
skupenstvi latky. V novém vydani je na tato zafizeni upozornéno jiz ve
¢tvrté kapitole a to v ¢l. 4.3 Druhy termodynamicky zdakon s odkazem na
schéma ¢innosti cyklicky pracujictho chladiciho stroje (obr. 5), G¢innost
tohoto stroje je charakterizovéna chladicim faktorem (mezindrodni znacka
EER). Déle je uvedeno s vysvétlenim jednoduché schéma tepelného Gerpa-
dla jako alternativniho zdroje obnovitelné energie. Pro porovnavani efekti-
vity tepelnych ¢erpadel je uveden topny faktor (mezindrodni znacka COP).
Informace dopliuje tabulka tzv. t¥idy energetické ti¢innosti s faktory EER
a COP, se kterou se mohou studenti setkat v praxi.

ohfivany prostor
T > Ts

\e

Q2
chladici prostor
T
Obr. 5
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Po technické strance CD pripravil Mgr. Lukds Richterek, Ph.D., ob-
razky v ucebnici zhotovil programem Metapost doc. Mgr. Miroslav Broz,
Ph.D. Revizi upraveného vydani ucebnice posoudily lektorky RNDr. Mar-
gita Huberidkovd a RNDr. Dana Mandikovd, CSc. Pro tisk ucebnici velmi
peclivé pripravili redaktori nakladatelstvi Prometheus Mgr. Milena Oso-
bovd a PaedDr. Bohuslav Rothanzl.

Hlavni autor ucebnice Molekulova fyzika a termika pro gymnézia dé-
kuje vSsem spolupracovnikiim, lektorkdm a redaktorim za kvalitni préci.
Vérfim, Ze i toto prepracovani u¢ebnice doplnéné vybranymi uc¢ebnimi ma-
teridly na CD bude pro ucitele fyziky i zaky gymnazii vhodnou a hlavné
pfinosnou ucéebni pomtickou. U¢ivo molekulové fyziky a termiky spojuje
poznatky fyziky makrosvéta a fyziky mikrosvéta a je vlastné ivodem do
studia mikrosvéta, které cekd studenty v dalsim roéniku gymnazidlniho
vzdélavani.
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Jednoduchy pramyslovy
manipulator

PETR ADAMEK - VIT BARABAS
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budg&jovice

Trend soucasné vyuky s praktickym vyuzitim vypocetni techniky v od-
bornych pfedmétech fyziky, informatiky, matematiky, chemie, s rtznou
arovni a pomérem zastoupeni obord mechaniky, optiky, elektroniky, auto-
matizace, robotiky, pfipadné mechatroniky i jinych obort, sméruje k témér
aplnému a stéle rozsitenéjsimu nahrazovani redlného experimentu virtualni
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realitou. Vychozim postupem je algoritmus experimentu v podobé mate-
matického modelu, ktery je pak vhodné prezentovan nejcastéji v grafické
a animované podobé. Tento trend je neoddiskutovatelny z hlediska vy-
hod, které poskytuje [1]. Hlavnimi vyhodami je moZnost prezentace nebo
nahrady experimenti, které prakticky nelze provést, nebo zobrazit a reali-
zovat. Napfiklad pohyb a interakce elementarnich ¢astic, iontt v riznych
fyzikalnich polich, zobrazeni funkce elektrického obvodu, jeho soucastek
nebo pribéh chemické reakce, interakce-kolize téles. Dalsi vyhodou je spo-
lehlivost a opakovatelnost vysledku a v neposledni fadé bezpecnost a hygi-
ena vyuky i Setrnost k zivotnimu prostredi. Virtualni experiment eliminuje
nezadouci vlivy fyzikalnich podminek realného experimentu, véetné vlivu
experimentatora.

Pro specifické druhy vyuky, jako je praktické seznameni s redlnymi jevy,
systémy 1 procesy nebo pro konstruktivisticky model vzdélavani [2, 3], ba-
datelsky orientovanou vyuku, learning by doing nebo podobnych pfistupt
na nizsich stupnich skol, je urcen tento prispévek. Prispévek predklada
technické feseni a ¢astecnou realizaci jednoduchého zafizeni, které pokryva
prakticky orientovanou vyuku fyziky, informatiky, elektroniky, automati-
zace, mechatroniky, robotiky, dle mozné zvolené aplikace.

Popis konstrukce experimentalniho prumyslového manipulatoru
pro praktickou vyuku

Uvedené zaiizeni vzniklo piivodné na FZU CR v.v.i. na zékladé poza-
davku vytvareni tenkych vrstev jinym postupem, tedy pro tcely porovnani
s pouZivanymi plazmatickymi technologiemi depozice tenkych vrstev [4].
Jak vyplyva z anglického nazvu pramyslového manipulatoru pro vytva-
feni vrstev z roztoki: dip — ponofit, coater — pokryvac. ,Dip-Coater® [5,
6, 7] je zafizeni, které vhodny pfedmét, naptiklad kryci nebo podkladové
sklicko do mikroskopu, definovanou rychlosti ponoii do nadoby s rozto-
kem, v roztoku skli¢ko, vzorek setrva stanoveny c¢as a opét definovanou
rychlosti sklicko vytahne. Na sklicku se v roztoku vytvoii vrstva, kterou
pozadujeme. Ptivodni konstrukce vychéazela z pouziti mechanickych kon-
strukénich dild vytfazené tiskarny, které byly uzptisobeny ke konstrukei i
funkci manipulatoru ,,Dip—Coater* a taktéz doplnény o dalsi dily.

Mechanicka konstrukce manipulatoru
Rém tvori svisly nosnik z plochého ocelového profilu 35 x 4 x 400 mm,

na ktery jsou v horni dolni ¢asti srouby M5 pfiSroubovany vrtané drzaky
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tvaru L 25 x 25 x 1,5 mm pro upevnéni vodici ty¢e kruhového prifezu
vymontované z tiskarny. Zjednodusené principialni schéma konstrukce ma-
nipulatoru je patrné z obr. 1.

Svisly nosnik je prisSroubovan dvéma Srouby M5 stejnymi dvéma proti-
lehlymi drzaky k zékladné z ocelového platu 100 x 150 x 10 mm. Nosnik
je mozno prisroubovat na podkladovou desku stolu nebo desku z jiného
materidlu. Drzak tvaru L 30 x 65 x 1,5 mm, prisSroubovany dvéma Srouby
M5 v dolni ¢asti, slouzi k upevnéni vhodného motoru. Zptisob upevnéni
vSech drzaki, respektive svrtani drzakt s nosnikem, umoznuje prizpuso-
beni délce dostupné vodici tyce, poloze motoru a dalsim ¢astem konstrukce.
Po vodici ty¢i se pohybuje posuvny vozik, pouzity a upraveny téz z vy-
fazené tiskarny. Vertikalni posuv voziku je zajistén ozubenym Femenem
upevnénym ve voziku. Remen je veden v horni ¢asti po kladce s napiné-
nim pouzitym a upravenym z tiskdrny a pfipevnénym plochym drzakem
30 X 65 x 1,5 mm.

Obr. 1 Zjednodusené principiadlni schéma konstrukce manipulatoru
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Legenda k obr. 1: 1 — svisly nosnik, 2 — posuvny vozik, 3 — vodici ty¢,
4 — drzék vzorkd, 5 — krokovy motor, 6 — femen, 7 — dolni, 8 — stfedni,
9 — horni snimaé¢ polohy, 10 — kladka femenu, 11 — femenice, 12 — kryci
sklicko, vzorek, 13 — kadinka s roztokem.

Do vyvrtanych otvord neni tfeba Fezat zavity, lze vyuzit diry prachozi
a pouzité Srouby osadit plochymi podlozkami a maticemi M5. Poloha vo-
ziku s prisroubovanou a nastavitelnou mechanickou zavorou je sniména
tfemi fotosnimaci s prerusovanim paprsku, optickymi zavorami, naptiklad
TCST110 [8], ve vychozi, horni koncové, stiedové a spodni koncové poloze.
Poloha snimacti s vystupem TTL a optickou indikaci dosazeni pozice svitici
LED je téz nastavitelna. Schéma snimact polohy je na obr. 2. V dolni ¢asti
je ptisroubovén krokovy motor fady SMR 300-300 napajeny 24 V [9] s pfe-
vodovkou s nalisovanou vysoustruzenou femenici s o priméru 15 mm, vrta-
nou dirou o priiméru 9,9 mm a $itkou 4 mm z polyamidu. Remenici Ize téz
upravit z kladky vyjmuté z tiskarny pievrtanim diry dle primeéru hiidele
pouzité prevodovky nebo pfimo na pramér hiidele motoru. Pfevodovka
s vystupnim hridelem o priméru 10 mm a velkjm pfevodovym pomeérem
vykona 1 otacku za 1 minutu pfi napajenim krokového motoru 50 Hz.
Uvedena pohonné jednotka umoznuje plynuly posun voziku s upevnénymi
a7 osmi vzorky, sklicky o relativné vysoké hmotnosti rychlosti 10 mm/s a
1 mm/s i nizsi, dle frekvence Fidicich impuls.

+5 Vv
o

[] 220

TCST 111

Vystup

GND i

Obr. 2 Snimaé polohy s optickou zavorou, vystupem TTL a indikaci dosazeni
pozice

Provedeni spinacu krokovych motoru
Spinace krokového motoru vychézeji z napdjeni motoru SMR 300-300,
24 V, pro ktery byl navrzen napéjeci zdroj s transformatorem do tisté-
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nych spoji [10]. Vykon transformatoru 230 V/15 V s oddélenym vinutim
a izolaénim napéti 4 kV je ovéfen pro vykon 8-10 VA a jmenovité vy-
stupni napéti 15 V pii zatézi. Toto nestabilizované napéti je po usmérnéni
a filtraci vyssi, az +26 V, a i pii kolisajicim odbéru ze zdroje je toto pro-
vedeni vyhovujici pro napéjeni az dvou krokovych motort. Po doplnéni
zdroje monolitickym pétivoltovym stabilizdtorem 7805 [11] poskytuje téz
stabilizované napajeni +5 V pro ¢islicové obvody, optoelektrické vazebni
¢leny i spinace. Ke konstrukci univerzalniho spinace poslouzilo Darling-
tonovo zapojeni tranzistort BC 337 [12] a BD 239 [13], které umoziiuje
pfipojeni optoelektrickych vazebnich ¢lenit PC817 [14] pro galvanické od-
déleni az 5 kV od fidici elektroniky pocitace. Ke spinani uvedeného typu
krokového motoru jsou potfebné étyfi spinace (obr 3). Jako Fidici jednotka
bylo pouzito v nasem piipadé PC (viz déle).

Galvanicky oddélend napdjeni O 24 v
+5 V
228 1 civka
18k motoru

BC337

PCEBL7 |/
M,

BD23°

72

1k5

Dddélena GND

Obr. 3 Budi¢ jedné civky krokového motoru

Ridici systém a rozhrani

Plvodné byl pro fizeni manipulatoru , Dip-Coater* pouzit vyrazeny
osobni pocitaé fady PC, podobné jako v pfipadech [15, 16]. Ovlddani kro-
kového motoru i indikace stavii snimaci polohy bylo prenaseno standard-
nim paralelnim rozhranim pro tiskarnu, respektive vystupnim portem ve
standartnim rezimu ,SPP* [17, 18]. VSechny signdly jsou v parametrech
Cislicové logiky TTL, logickd ,,0“ (0 V-0,75 V), logicka ,1¢ (3,5 V-5 V),
vystupni proudy do —1 mA, resp. pro budice s optoelektrickymi vazebnimi
¢leny +1 mA. K vystupu z PC, resp. ovladani krokového motoru, byl po-
uzivan osmibitovy stiadac¢ vystupniho slova na bazové adrese 378h, 888d
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dekadicky, fyzicky datovy vystup odpovida pin nebo dutinka 2-9, bit 0 —
»2¢ = bit 7 — 9%, resp. pro jeden krokovy motor dutinky 2%, 3%, 4%,
,0“ oproti nulovému potencialu na dutince ,,13* na konektoru CANON25.
Pro snimani polohy voziku slouzi tii detektory. Signal pro vstup detektort
je Cten ze vstupniho stavového registru na adrese (bazova adresa +1) tj.
379h., dekadicky 889d. Signéal horniho detektoru je sniman jako logicka
uroven na dutince ,,11“ (signal/BUSY), signél stfedniho detektoru je sni-
man na dutince ,,10¢ (signil ACK), signdl dolniho detektoru je sniman na
dutince ,,12¢ (signal PE). Dutinka ,13“ je uzemnéna a dutinka ,15“ je
pfivedena na +5 V pies rezistor 10 k2.

Programové vybaveni

K pouzitému fidicimu systému vyrazeného osobniho pocitace byly do-
stupné vyvojové prostiedky firmy MICROSOFT Co®, programovaci ja-
zyky BASIC®, C®, véetné opera¢niho systému. Vyvinuté testovaci a apli-
kaéni programy byly spoustény pod OS MS-DOS®. Pro tyto acely pouzity
vykonny systém, pfes svou moralni zastaralost, umoziuje jednoduse na-
psat libovolné slozity ridici program, véetné zdznamu a zalohovani komen-
tare, prostfednictvim standardniho vystupu na disk nebo grafického vy-
stupu na displej. Navic se dané feSeni ukazalo jako ekonomicky nejvyhod-
néjsi, protoze veskeré informatické komponenty byly k dispozici a kromé
objektu fizeni, vyvinutého manipuldtoru, nebylo tfeba nic pofizovat.

Dosazené parametry

Vyse popsany prumyslovy manipulator umoznuje nastaveni drzaku vzor-
ki do vychozi polohy, manuélni zavedeni vzorkd do drzaku, jejich nama-
¢eni do roztokil nastavitelnou, programovatelnou rychlosti, libovolnou na-
stavitelnou hloubku ponofeni a presnou dobu setrvani v roztoku a presné
a spojité vytazeni vzorkd z roztoku bez zakmiti do vychozi polohy, na-
stavitelné setrvani v poloze do oschnuti vzorkl a jejich vyjmuti. Progra-
movatelna rychlost posuvu voziku, respektive rychlosti pohybu vzorkt
0,0003 mm/s az 20 mm/s. Hmotnost vzorki, tedy zatiZeni voziku ma-
nipulatoru, mtze pfesdhnout 100 g. Pii optimalizované rychlosti posuvu
10 mm/s je pohyb rovnomérny a spojity. Je tak vytvafena kvalitni vrstva
priblizné stejné tloustky bez povrchového zvlnéni. Program nebo proces
muze byt kdykoli prerusen. Obsluzny program umoznuje vytvatreni proto-
kol k provadénym experimentim, vkladani komentait, podminek experi-
mentu, datu, redlném case a ¢asu a rychlosti pohybu vzorku a uchovavani
jednotlivych dat o experimentech ukladanim v textovém formatu na disk.
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Aplikacéni doporucent

Jednotlivé mechanické a elektronické ¢asti primyslového manipuldtoru
,Dip-Coater“, taktéz ridici jednotky, je mozno libovolné ménit, dle tech-
nologickych podminek a pozadavkiu vyuky. Pro manipulator byl vyvinut i
,bezprocesorovy“ jednoucelovy fidici sekvenéni obvod s vyuzitim progra-
movatelnych logickych obvodi GAL [19] a obvodu nizké a stfedni inte-
grace SSI, MSI. Pro konstrukei fidici jednotky se nabizeji, stale dostup-
néjsi i vyvijejici se mikroprocesorové stavebnice, napiiklad mikroproceso-
rové stavebnice Lab-Jack® [20], Raspberry-pi® [21] nebo oblibené a stale
zdokonalované a rozsifované Arduino® [22].

Pro aplikace ve vzdélavacim procesu, at uz ve vyuce nebo vyzkumu,
je v soucasnosti upravovana verze podobného zarizeni, které je fizeno mi-
kroprocesorovou stavebnici Arduino®, ke kterému je bez tprav pivodni
zafizeni—manipulator pfipojitelné i véetné alternativy s napéjenim 3,3 V.
Je mozno pfimo pripojit jak budice krokového motoru, tak bezkontaktni
snimace polohy. Pouzitelné jsou i vytvorené dosavadni Siroce dostupné
programové prostiedky i zpracované knihovny prakticky bez taprav. Nej-
jednodussi aplikaci pro badatelsky orientovanou praktickou vyuku [23] na
nizsich stupnich $kol je moznost, aby zaci sami sestavovali pristroj s pra-
béZnym vysvétlenim funkce jednotlivych ¢asti zafizeni. Dale z hlediska
tvorby nejjednodussich algoritmil a nésledné programu je postacujici vy-
uziti prostého vertikdlniho posuvu s nastavitelnou polohou (,,model vy-
tahu“) i bez vyuziti snimac¢t polohy. Postupné lze algoritmy a programy
rozvijet s programové nastavitelnou rychlosti a dale s vyhodnocovanim
stavii snimact polohy. Zafizeni lze pouzivat i v horizontalni poloze, pro
jinou formu horizontalniho manipulétoru.

Jinym doplikem je doplnéni voziku fotodetektorem a sniméani intenzity
svétla rozlozeného hranolem nebo miizkou, tedy vytvofeni nejjednodussiho
spektrometru. Tviréim rozsifovanim manipulatoru o dalsi ¢asti, naptiklad
o elektromagnetické klesté, lze jeho vyuziti dale zdokonalovat. Postupnym
zapojovanim elektronickych, mechanickych a softwarovych komponenti
je mozné se propracovat k ukazce elementarniho zpétnovazebniho fizeni
v automatizaci, pripadné k nejjednodussim aplikacim v robotice, tvorbé
programu v informatice a v mechatronice.

Zavér
Vyvinuty pramyslovy manipuldtor je pod nazvem ,Dip-Coater® ko-

mercné dostupny, podle vybaveni a s nabizenymi funkcemi jej lze poridit za
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1000 az 5 000 USD 6, 7, 8]. Pro ptivodni ti¢ely ¢asové omezené experimen-
talni depozice tenkych vrstev z roztoki, je s dosazenymi vyse uvedenymi
parametry zcela dostac¢ujici a umoziiuje dalsi adaptace a modifikace podle
pozadavkl vyvoje a potieb experiment dané problematiky. Jeho zkon-
struovani vyzaduje pouze jednoduché strojové vybaveni, vrtacku, vrtaky
5 mm a 10 mm, pilu na kov, pajecku. Manipulator je materidlové nena-
rocny, a to jak z hlediska jeho konstrukce, tak pofizeni ridici jednotky.
Pottebujeme polyamid nebo silon o délce 10 mm a priméru 15 mm az
20 mm na kladku a femenici, dale ocelovou ty¢ 30 x 4 x 600 mm, 6 ks
Sroubtt M5 x 10 mm, 6 ks matic M5 k mechanické konstrukci nosniku.
Elektronicka ¢ast vyzaduje univerzalni desku tisténych spoji nebo desku
pro vyrobu obrazce tisténych spoji 100 x 150 mm, Déle 11krat tranzis-
tor BC377-40, 4krat BD239, 3krat optickd zavora TCST110 a miniaturni
rezistory — viz schémata optické zavory a budice krokovych motorti. Pro
napéjeci zdroj je nutné pofidit transformator 230 V/15 V, 8-10 VA, usmér-
flovaci blok 1,5 A, elektrolytické kondenzatory 4700 mF /35 V, stabilizator
napéti 5 V/1 A. Nejndkladngjsi ¢asti je vyse uvedeny krokovy motor, avSak
motor, ktery je dodavan k systému Arduino® [22], je ekonomicky i tech-
nicky vyhodnéjsi, je dodavan i s modulem budi¢i a napajecim zdrojem.
Alternativnim zdrojem komponent i jiného materidlu muze byt vyfazend
tiskdrna, at uZ mozaikové nebo ,Ink-jet“, pfipadné PC pouZité na Fidici
jednotku. Navic zafizeni, které je vyvijené na riznych trovnich i z hlediska
pokryti pfedmétt a cila vyuky, se jevi jako vhodné pro vyukové ucely i
z hlediska ekonomické dostupnosti.
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Maximalni rychlost podani

v

tenisu

JIRI KOHOUT - KAREL RAUNER

Fakulta pedagogicka, Zapadoceska univerzita, Plzen

V prvni ¢asti ¢lanku ukazeme, jak stanovit maximélni moznou velikost
rychlosti (déle jen rychlost, smérem rychlosti se nezabyvédme) tenisového
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podéni (obr. 1) uzitim zjednoduseného modelu vyuzitelného v rdmci stie-
doskolské fyziky. Ve druhé c¢asti se pak podrobnéji zamyslime nad pres-
nosti modelu, uvedeme nékterd jeho mozna vylepSeni a porovname nase
poznatky s tim, co je zndmo z literatury.

Pro rychlost micku pfi podani je samoziejmé dilezita maximalni rych-
lost ruky tenisty, ktery drzi tenisovou raketu. Jak ji ale urcit? Pomizeme
si jinou sportovni disciplinou z oboru lehké atletiky. Podobny pohyb paze
miizeme totiz vidét pii hodu ostépem (obr. 2). Spickovym vykonem pri
hodu ostépem je vykon 90 metri. Predpokladejme, Ze je oStép vyhozen
pod thlem 45° a ze se pohybuje po parabole jako pfi vrhu sikmém. Mezi
délkou ! hodu a pocatecni rychlosti v muzeme jednoduse odvodit vztah

v=vg-l

kde g je velikost tihového zrychleni. Clinek se zab§véa jen odhadem, proto
dosadime g = 10 m-s72, [ = 90 m a vyjde v = 30 m-s~!. Samoziejms,
Ze let oStépu je velmi slozity', pfisobi na néj odporova sila vzduchu, na
druhou stranu sportovetim pfi vrcholovych vykonech poméaha vitr.

Obr. 1 Tenisové podani Rogera Federera

1Podrobnéjsi informace o biofyzice hodu otépem lze nalézt naptiklad na http://
is.muni.cz/th/72727/fsps_m/diplomova_prace.pdf
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Obr. 2 Hod ostépem v podéni ¢eského reprezentanta Jakuba Vadlejcha

Predpokladame, ze hmotnost tenisové rakety a ostépu je pritom radove
srovnatelnd — hmotnost rakety je typicky zhruba 300 gramt, hmotnost
muzského ostépu 800 gramt. Mensi hmotnost rakety mize byt ,dorov-
nana“ momentem setrvacnosti a vé€tsim odporem vzduchu. Rychlost ruky
je navic pri malych hmotnostech hazeného predmétu na hmotnosti neza-
visla. Pfi hodu ostépem se ovsem atlet rozbiha. Odhadneme rychlost béhu
na 5 m-s~!. Proto budeme podcitat s tim, Ze ruka tenisty se miize pohybovat
maximélné rychlosti v = 25 m-s~ 1.

Protoze soustava paze-raketa pfi podani rotuje kolem ramenniho kloubu,
bude rychlost vypletu rakety v misté dotyku s mickem vétsi (obr. 3).

Obr. 3 Parametry soustavy paze-raketa pfi tenisovém podani

Predpokladame-li stejnou thlovou rychlost, plati pro rychlost v, vypletu
v misté dotyku s mickem

Tp + Ty
Up =0V —,
Tp
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po dosazeni v, = 43 m-s~!. Kdyby byla hmotnost micku proti raketé
zanedbatelné, micek by po tuderu letél dvojnasobnou rychlosti’. To by
znamenalo rychlost 310 km-h™*.

Ve skutecnosti preda raketa po tderu ¢ast hybnosti i energie micku.
Predpokladame, ze srazka rakety s mickem je dokonale pruzna a pro vypo-
¢et miZzeme proto vedle zakona zachovani hybnosti® pouzit i zakon zacho-
vani mechanické energie. Oznacime rychlost micku indexem vy,, rakety r,
index 1 znamend pfed srazkou, index 2 po srézce. Horizontalni rychlost
micku pred srazkou vy je pfi podani s dostatecnou presnosti rovna nule.
Hmotnost rakety oznac¢ime m,, hmotnost micku my:

MyUp1 = MyUr2 + M Um2,

Lo 1 5 1 2
Emrvrl = imrvr2 + immva.
Jednoduchym vypoétem (detailné je postup uveden napf. v [1]) dojdeme

k hledanému vztahu
2m,
Um2 = Ur1,
My + My

Protoze hmotnosti jsou m, = 300 g a m,, = 58 g, je vypocitand maxi-
mélni rychlost podani 72 m-s—1, tj. 259 km - h™'. P¥i porovnani se své-
tovym rekordem 263 km -h™!, kterého dosahl australsky tenista Samuel
Groth v roce 2012, se muze zdat presnost naseho vypoctu obdivuhodna.
Je ale pravdépodobné, ze se chyby v odhadech a pfedpokladech shodou
okolnosti eliminovaly.

Pojdme se podivat na moZné nepiesnosti v predchozim vypoctu po-
nékud podrobnégji (za cenu toho, Ze jiz mirné pfekro¢ime rozsah klasické
stredoskolské fyziky a néasledné avahy tak budou vhodné spise pro hlubsi
zdjemce o tuto problematiku). Pfedné je otdzka, do jaké miry interakci
mezi raketou a mickem muzeme pokladat za pruzny raz. Timto tématem
se experimentalné i teoreticky zabyvali rtuzni autofi a zjistili, Ze tzv. koefi-
cient restituce e (pomér rychlosti po odrazu a pfed odrazem) vystihujici
miru pruznosti daného razu (dokonale nepruzny riz ma e = 0, dokonale
pruzny raz poté e = 1) nabyva pro danou situaci a rychlost rakety pred

2V soustavé spojené s raketou se micek blizi rychlosti 43 m -s~1, po odrazu se
vzhledem k raketé vzdaluje stejnou rychlosti. Protoze raketa se v soustavé spojené
s kurtem pohybuje stejnou rychlosti, je rychlost mic¢ku vzhledem ke kurtu dvojnasobna.

3Vzhledem k tomu, ze sréazka rakety a micku trva velmi kratkou dobu (nejdéle 5 mili-
sekund), miZzeme zanedbat silové plisobeni ruky na raketu béhem srazky.
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srazkou s mic¢kem hodnoty zhruba e = 0,6 [2]. P¥i znalosti koeficientu resti-
tuce je mozné vztah (5) pro rychlost micku po srdzce prevést jednoduchym
postupem (podrobnosti napf. v [1]) do tvaru
(1+e)m,
Um2 = ————  Ur1-
my + Mm

Vsimnéme si, Ze pro dokonale pruzny raz (tj. e = 1) ziskdvame rovnou
vztah (5). Pro uvazované hodnoty hmotnosti micku a rakety (a koeficientu
restituce) snadno zjistime, Ze rychlost micku je cca o 35 % vétsi ve srov-
nani s rychlosti rakety pfed srazkou (v pfipadé dokonale pruzného rézu to
bylo téméf o 70 %). Uvedenych 35 % je v pomérné dobrém souladu s ex-
perimentem. Napftiklad Mitchell [3] uvadi rychlost rakety (méfeno v misté
dopadu micku tésné pred srazkou) 33 m-s~! a rychlost micku po srazce
45 m s~ Chow [4] poté namétil pro prvni podéani u testovanych muzii
hodnoty 39m-s~! a 51m-s~!. Gross pak na zakladé komplexniho modelu
spocital pro vice nez 100 riznych tenisovych raket rychlosti micku typicky
0 35 %40 % vétsi ve srovnani s rychlosti rakety [5]. Pro vySe uvedenou
rychlost rakety v, = 43 m-s~! bychom tak dostali rychlost mi¢ku cca
58m-s~ !, coz je 209 m-s~! a tedy vyrazné pod rekordni hodnotou.

Zd4 se tedy, ze rychlost rakety v misté dopadu musela byt pfi rekordnim
podani ve skute¢nosti znatelné vétsi nez onéch 43m-s~1. To miiZe souviset
napriklad s tim, Ze vzdalenost dopadu micku r, = 50 cm od drzadla rakety
byla uvazovana pro pripad, kdy misto dotyku raketa-micek je priblizné
ve stfedu vypletu (podle norem Mezindrodni tenisové federace mize byt
samotna délka rakety az 73,7 cm, pricemz délka vypletu nesmi pfesahnout
39,4 cm [6]). Jak se v8ak miZzeme pfesvédcit diky velice zajimavym zpo-
malenym analyzam podani, které jsou dostupné volné na Youtube?, pii
podani o vysokych rychlostech dojde velmi ¢asto k zasahu micku v horni
Casti rakety, kde je v souladu se vztahem (2) pFislusna rychlost rakety vétsi.
V pfipadé, ze r, = 65 cm (to neni pro dané rozméry rakety nerealistickd
hodnota) by rychlost rakety v misté dopadu byla v, = 48 m-s~1, coz by
néasledné odpovidalo (za pfedpokladu, ze e = 0,6) rychlosti podani téméf
235 km-h™".

To je sice stale o néco mensi hodnota nez vyse uvedeny rekord, ale
soulad je jiz podstatné lepsi. Nebudeme zde dale pokracovat ve zpiesnovani
modelu, pouze uvedme, Ze v odborné literature lze najit studie (napf.

v

4Napf. na https://www.youtube.com/watch?v=VHV1YbeznCo
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a nasledné je stanovena tzv. efektivni hmotnost rakety, u niz hraje roli
i jeji moment setrva¢nosti (jeho stanoveni popisuje detailné Brody v [7])
a vzdalenost od mista dopadu micku. Tyto komplexnéjsi modely mohou
vést jesté k presné€jsim odhadim, vyzaduji vSak jiz podrobnéjsi rozbor
a nejsou tak uplné vhodné pro skolskou fyziku. Rozhodné vSak plati, Ze
vyuziti fyziky v tenisu je zajimavé (a v Ceské republice dosud prakticky
nestudované) téma potencidlné zvysujici motivaci studentd. Svédéi o tom
i ¢lanky zaméfené timto smérem a publikované v uznavanych zahrani¢nich
fyzikélné-didaktickych éasopisech Physics Teacher [7] a American Journal
of Physics [8, 9].
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Z,Casti tispésny pokus o vyrobu
zavazi

FRANTISEK JACHIM

Zakladni skola, Volyné

P1i méfeni hmotnosti zaci bézné vyuzivaji digitalni vahy, jejichz ob-
sluha je jednoducha a mérfeni rychlé i presné. Pro vétsi zajimavost hodin
fyziky jsme néktera vazeni provadeéli i na pakovych vahach, pficemz jsem
zaktm chtél ukazat, Ze tato vazeni vyzaduji trpélivost a jistou zrucnost
pfi provadéni a také odhad, podle kterého voli uziti zévazi. Co mne ale
nejvice prekvapilo, byl zajem zakl o sadu zavazi. Pro¢ jsou zrovna tako-
vych hodnot, jak se vyrabéji, ze jsou presna, atd. Z fad zaku vznikl napad,
zévazi si vyrobit. Kdyz jsme se domluvili, jakym zptisobem se pokusime
sadu zavazi zhotovit, usporadal jsem navrhy déti do nasledujicich krokt.

1. Vicka z PET lahvi upravit na zdvazi zcela libovolnych hodnot. Pri-
pravili jsme si vicka, olovéné broky, svicky a zapalky. Do vicek dali zaci
broky, zakapali je voskem (obr. 1), na digitalni vdze uréili jejich hmot-
nost a zjisténou hodnotu na né nalepili. Postupné dostéavali sady zavazi
nejriaznéjsich velikosti (obr. 2).

Obr. 1 Obr. 2

2. Z vicek PET lahvi zhotovit zdvazi predem urcengch hodnot. K tomu
si zhotovili $titky s hodnotami budoucich zévazi (obr. 3).
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Obr. 3

Ukol byl jiz t&zsi, nebof hmotnost zévazi byla ,kvantovana“ hmotnosti
olovéného broku a v detailu i hmotnosti kapky vosku. Cinnost provadéli
primo na digitalni véaze s citlivosti 0,1 g (obr. 4). Po peclivé praci se vétsi-
nou podafilo zhotovit zavazi pozadovanych hodnot s toleranci +0,1 gramu.

p N

Obr. 4

Odlisnou ¢innosti bylo uskutec¢néni druhého napadu — zhotoveni zavazi
ze dfeva. Domluvili jsme se s détmi, Zze navrhneme krychle ze dieva, jejichz
hmotnost bude odpovidat 1 g, 2 g, 5 g, 10 g, 50 g, 100 g, 200 g, 500 g, tedy
hodnotam zavazi v dodavané sadé. Vyroba méla byt provedena z tramku
smrkového dfeva o prifezu 12 x 12 cm. Po zvéazeni a vypoctech jsme zjis-
tili hustotu dieva p = 0,507 g/cm?, pro dalsi vlastni vypoéty jsme pouzili
hodnotu p = 0,5 g/cm®. Pak podle vztahu V = m/p Z4ci poéitali ob-
jem pfislusnych krychli a ja jim vypocetl délku jejich hrany. Dostali jsme
nasledujici tabulku:
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Er(f:ti?)‘;?n(ag) Objem (cm?®) | Hrana (cm)
1 2 1,3
2 1,6
5 10 2,2
10 20 2.7
20 40 3,4
50 100 46
100 200 9,8
200 400 7,4
500 1 000 10,0

Vyiiznuti krychli ndm s milimetrovou piesnosti provedli na mistni VOS
a SPS. Zajimavé bylo koneéné posouzeni vyrobenych zavazi (obr. 5, 6).

Obr. 6

Porovnani skutecnych hmotnosti dfevénych krychli s pozadovanou hmot-

nosti ukazuje tabulka.
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Pozadovand hmotnost (g) | 1 | 2 | 5 [10]20] 50 | 100 | 200 | 500
Skuteéna hmotnost (g) 1,1]2,0]4,8]11|23]52,6 |100,8 | 205 | 515
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INFORMATIKA

Wolfram|Alpha ve finan¢ni
matematice s aplikaci
geometrickych posloupnosti

DANA RIHOVA - LENKA VISKOTOVA

Provozné ekonomickd fakulta, Mendelova univerzita, Brno

Na vyuziti informac¢nich technologii ve vyuce a vzdélavani je v dnesni
dobé kladen velky duraz, stejné tak je souasnym trendem podporovat fi-
nan¢ni vzdélavani. A préavé problematika finanéni matematiky s vyuzitim
vypocetniho ndstroje Wolfram|Alpha je tématem tohoto ¢lanku. Interne-
tovy vyhleddva¢ Wolfram|Alpha je volné pfistupny prostfednictvim webo-
vého prohlizede na adrese [6]. Krom& matematickych vypoétl umoziiuje
rovnéz Fesit celou fadu témat z oblasti finanéni matematiky. Ve vyuce
je vhodny zejména pro svou jednoduchost, intuitivni ovladani a volnou
dostupnost.

Studenti stfedni Skoly se v hodindch matematiky setkévaji s posloup-
nostmi zadanymi rekurentné nebo predpisem pro n-ty ¢len, a to zejména
u aritmetické a geometrické posloupnosti. V ¢lanku se budeme zminé-
nou geometrickou posloupnosti zabyvat, a to v souvislosti s jejimi eko-
nomickymi aplikacemi. Zaméfime se na oblast finanéni matematiky, pri-
¢emz uvedeme pripady slozeného tiro¢eni, dlouhodobého spofeni a splaceni
avéru. Sestavime prislusné modely, které odpovidaji rekurentnimu zadani
posloupnosti, a tyto modely doplnime vztahem pro n-ty ¢len vzniklé po-
sloupnosti. Timto postupem ziskdme zakladni vzorec daného finanéniho
produktu. Ke kazdému typu uvedeme ilustrativni ptiklad. Odvozeni zmi-
novanych vzorcl a feSeni odpovidajicich ptikladt ukdzeme také s pomoci
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webové sluzby Wolfram|Alpha.

Pfipometime, Zze geometrickd posloupnost (a,),., s kvocientem ¢ je
zadana rekurentnim vztahem a,4+1 = a, q, n € N, ¢ # 0 a n-ty ¢len této
posloupnosti vypocteme predpisem

an =ay¢" L. (1)
Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti uréime podle vzorce
" -1
S=a , 1. 2
o1 ¢ # (2)

SloZzené Urodeni

Jestlize vlozime do banky penézni ¢astku (kapital), pfinasi ndm zisk ve
formé droku. Pfi sloZzeném troceni se troky pripocitavaji k pocateénimu
kapitalu a v dalsim obdobi se tento ztaroceny kapital bere jako zaklad pro
dalsi droceni. U tzv. slozeného troceni polhiitniho se Groky vyplaceji na
konci kazdého trokovaciho obdobi, které je definovano jako casovy tsek
mezi dvéma bezprostiedné po sobé nasledujicimi trocenimi. V pfipadé,
Ze Gro¢ime m-krat roéné (napf. mési¢né), mluvime o trokovacim obdobi
podro¢nim.

Odvodime vztah pro vypocet hodnoty splatné ¢astky za dobu n troko-
vacich obdobi. Uvazujme pocatecni hodnotu kapitdlu K. Ro¢ni trokova
sazba r, kterou poskytuje banka, se vyjadiuje v procentech za rok, coz
zapisujeme vyrazem p.a. (z latinského per annum). Je vhodné ji ve vypo-
¢tech vyjadiovat jako desetinné &islo r € (0, 1). Uroky se mohou piipisovat
jednou nebo nékolikrat za rok, ¢etnost jejich pripisovani za rok ozna¢me m.
Urokova sazba za jedno tirokovaci obdobi je pak dana podilem . Sazbu
dané z arokt, kterd je 15 %, uvaZovat nebudeme. Necht P, piedstavuje
stav kapitalu na konci n-tého trokovaciho obdobi. V nasledujicim obdobi
miuzeme vysi kapitalu vypocitat ze vztahu

mﬂzm+iﬂ=@+iﬁ% n=01,2,...
m m
Jelikoz zname pocateéni hodnotu kapitdlu K, reprezentuje
P =K, Pn+1:(1+L)Pn, n=0,12,... 3)
m

rekurentni zadani geometrické posloupnosti s kvocientem g = 1+--. Udava
nam hodnotu ztroceného kapitalu.
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Nyni si ukdzeme postup vypoctu stavu kapitalu na konci jednotlivych
urokovacich obdobi.

1. P1:P0(1+1):K(1+1)
m m

2

2. P2:P1(1+L):K<1+L)
m m

r T3
3. Pg:Pg(l—i——):K(l—i——)
m m

: n
nté P, =P, , (1+i) :K(Hi)
m m

Z vyse uvedené uvahy a také ze vztahu (1) plyne, Ze stav kapitdlu
troceného m-krat za rok bude po uplynuti n tirokovacich obdobi

Pn:K<1+%>n, (4)

coz je zakladni vzorec pro slozené troceni, ktery zaroven predstavuje pred-
pis pro vypocet n-tého ¢lenu geometrické posloupnosti (3) zadané reku-
rentné. Chceme-li zjistit, jakd bude vySe splatné Castky za N let, staci
polozit n = mN.

Uvedeny vysledek mtizeme dostat také prostfednictvim webové sluzby
Wolfram|Alpha, ktera je volné pfistupné na adrese [6]. Do vstupniho pole
v zlutém ramecku stadi zapsat rekurentni zadani posloupnosti (3) oddélené
¢arkou a stisknout enter. Indexy piseme do zévorek. Jak ukazuje obr. 1,
nejprve se zobrazi interpretace vstupnich tdaji, pod nimi pak vidime vy-
sledny vzorec, ktery odpovida vztahu (4).

#WOlﬁ'amA]pha oy

| Pn+1)=(1+1/m)=P(n), P(0)=K 8 |

- D E D = Examples = Random

Input:

P(n+1]:(:—n+1]P(n) | PO =K

Recurrence equation solution:

Py = K(%l

Obr. 1 Vzorec pro sloZené troceni
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Priklad 1

Jakou ¢astku bude mit pan Sedldcek na Gétu za 6 let pfi irokové sazbé
1,5 % p.a. se ¢tvrtletnim pripisovanim troki, jestlize podatecni vklad ¢ini
120000 K¢?
Reseni. K vypoctu splatné ¢astky P, pouzijeme vzorec (4), ve kterém po-
¢atecni vklad K = 120000, ro¢ni arokova sazba r = 0,015, pocet rokova-
cich obdobi za rok m = 4 a celkovy pocet trokovacich obdobin = 4.6 = 24.

0,015\**
Pyy = 120000 <1 + 4> = 131278,81

Dany vklad vzroste na 131 278,81 K¢.

Regeni pomoci Wolfram| Alpha. Ptiklad lze vypoéitat tak, Ze do vstupniho
pole Wolfram|Alpha napiSeme vzorec (4) v obvyklé matematické syntaxi
pro systémy pocitacové algebry. Za nim uvedeme pomocné slovo where a
hodnoty jednotlivych vstupnich proménnych. Pod interpretaci vstupnich
udaju se zobrazi vypoctena castka, jak ukazuje obr. 2.

[ K*(1+r/m)"n where K=120000, r=0.015, m=4, n=24 [E] J
- oE om T = Examples == Random
Input interpretation
Tn
K(1+ =) where K =120000, 7 = 0.015, m =4, n =24
m

Result:

131279,

Obr. 2 Vypocet prikladu 1 dosazenim do vzorce

Pro nékteré typy tloh z oblasti financi nabizi Wolfram|Alpha v od-
dilu Examples > Money & Finance vytvorené formulafe, které staci pouze
vyplnit. U slozeného troceni je nutné nejprve do vstupniho pole zapsat kli-
¢ové slovo compound interest. Pozadujeme-li frekvenci tiroéeni ro¢ni, pti-
padné piilroc¢ni, ¢tvrtletni, mési¢ni, tydenni nebo denni, ptred kli¢ové slovo
napiSeme annual, semiannual, quarterly, monthly, weekly nebo daily.
Zobrazi se nam pak formulaf, do kterého vepiSeme vstupni tidaje. Za slo-
vem calculate nejdiive vybereme, co chceme vypocitat. V pfikladu 1
jsme chtéli zjistit splatnou ¢astku, proto v ramecku zvolime future value.
Déle doplnime hodnotu pocatecniho vkladu present value, ro¢ni troko-
vou sazbu interest rate a pocet let zadame pomoci interest periods.
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Ziskany vysledek zaokrouhleny na celé stovky i s pouzitym vzorcem je zna-
zornén na obr. 3.

[ quarterly compound interest =] ]

- eE D = Examples == Random

Assuming present and future value | Use present and future value (using dates) or | more ¥ | instead

Calculate | future value v |
= presentvalue:  [120000 K&
= interestrate: (1.5 %

= interest periods: :6

Input information:

Present and future vaiue:

future value = K&131300 (Czech koruny)

FV=PV(1+4 I
Obr. 3 Vypocet prikladu 1 zadanim kli¢ovych slov a vstupnich udaji

Dlouhodobé sporeni

Castym piipadem v praxi je, Ze klient do banky uklada pravidelné ob-
vykle stejnou penézni ¢4stku (nazyva se anuita) po dobu nékolika tro-
kovacich obdobi. Dlouhodobym spofenim rozumime takové sporeni, kdy
ukldddme vzdy jednu tlozku za jedno trokovaci obdobi, a to bud na jeho
zacétku (dlouhodobé predlhiitni spofeni), nebo na jeho konci (dlouhodobé
polhiitni spofeni). Ulozky jsou tiroceny sloZenym trodenim s roéni tro-
kovou sazbou, kterou vyjadiime desetinnym &slem » € (0,1). Urok je
pfipisovan na konci kazdého trokovaciho obdobi. Zdanéni Groki opét ne-
uvazujeme.

Vypocteme celkovou nasporenou ¢astku za n obdobi, jestlize ¢astku
a ukldddme vzdy koncem trokovaciho obdobi. Pocet trokovacich obdobi
v roce a frekvence troceni je m. Za jedno trokovaci obdobi mame trokovou
sazbu -. Ozna¢me S, celkovou hodnotu naspoiené ¢istky véetné troki
na konci n-tého obdobi. Naspofena ¢astka se na konci kazdého turokovaciho
obdobi zvétsi o pripsané iroky z predchozi naspotrené ¢astky a o ulozku a,
coz miizeme vyjadfit schématem

S’n+1:Sn+LSn+a:<1+L)Sn+a, n=20,1,2,...
m m

56 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Protoze pocatecni hodnota naspofené ¢astky je nulova, predstavuje
r
Sp =0, Sn+1:(1+—>5’n+a, n=0,1,2,... (5)
m

rekurentni zadani posloupnosti.
Vyjadrime si stavy uspor na konci jednotlivych trokovacich obdobi.

1. S1=a

2 52_51(1+%)+a=a(1+1)+a

3 83—52(1+%)+a= a(1+%)+a] (1—!—%)4—@:
Za(l—k%)Q—I—a(l—i—%)—i—a

’ , ran—1 r\n—2 r
n-té Sn:a(l—‘,——) —‘,—a(l-ﬂ,-f) +"'+CL(1+*)+CL
m m m

n—1)°
soucet prvnich n ¢élentt geometrické posloupnosti (a (]. + %) )

n=1

Vidime, Ze celkova naspofena ¢astka na konci n-tého obdobi je sou¢tem
prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 1 + - a prv-
nim ¢lenem a; = a. PouZijeme-li vzorec (2), dostaneme nésledujici vztah
k urceni celkové nasporené c¢astky

—a—, (6)

ktery je pfedpisem pro n-ty ¢len posloupnosti (5) definované rekurentné.

Vztah (6) ziskdme pomoci vypocetniho néstroje Wolfram|Alpha, jestlize
do vstupniho pole zapiSeme rekurentni zadani (5). Vysledny vzorec pro S,
na obr. 4 dole je oproti (6) uveden pouze v jiném tvaru.

Jestlize zname konecnou vysi nasporené castky S,,, mizeme z vyse uve-
deného vzorce (6) stanovit vysi ulozky

S

(1+2)" -1
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S(n+1)=(L+r/m)*S(n)+3, S(0)=0 g |

mmom D = Examples =2 Random

Input:

scn+1)=a+[i +1)Sm) | S@ =0
m

Recurrence equeation solution

S(n) = 7'”“[(7}“ _1]

Obr. 4 Nasporend ¢astka pti dlouhodobém sporeni

Priklad 2

Pan Pokorny planuje na konci kazdého pololeti posilat na spofici icet
s tirokovou sazbou 1,2 % p.a. ¢astku 10000 Ké&. Uroceni probiha jednou za
pul roku. Jakou ¢astku naspori za 5 let?

Reseni. Ze vzorce (6) vypo¢teme hodnotu cilové ¢astky S, pficemz mé-
si¢ni tlozka a = 10000, ro¢ni trokova sazba r = 0,012, pocet Grokovacich
obdobi za rok m = 2 a celkovy pocet obdobi n =2-5 = 10.

0,01210
_|_ e Aol —

S10 = 10000 - ( 02012) = 102 743,66

2

Pan Pokorny naspoti za 5 let 102 743,66 Kc¢.

Reseni pomoci Wolfram| Alpha. Pocitame-li nasporenou ¢astku pomoci
vzorce (6), staéi jej zapsat do vstupniho pole, kde pfiddme slovo where
a hodnoty jednotlivych proménnych, jak je vidét na obr. 5.

[ a*{(1+r/m)~n-1)/(r/m} where a=10000, r=0.012, m=2, n=10 =] ]

- e o@D = Examples =2 Random

Input interpretation;
(LeL)p-1
m

T

m

where a = 10000, r = 0.012,m = 2, n = 10

ax

Resut

102 744,
Obr. 5 Vypocet prikladu 2 dosazenim do vzorce
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I pro tento typ tlohy Wolfram|Alpha nabizi moznost doplnéni potieb-
nych tdaja do pripraveného formuléafe. Do vstupniho pole vepiseme kli¢ové
slovo future value annuity. Zobrazi se ndm pozadované vstupni udaje.
Nejdiive v modrém okné dole klikneme na future value. Tim se ndm
za slovem calculate nahofe v rdmecku objevi future value, chceme
totiz vypocitat vyslednou nasporenou ¢astku. Pak klikneme tplné dole
na vyraz payments per period. Potom doplnime vstupni tidaje: roc¢ni
arokovou sazbu interest rate, pocet let number of periods, frekvenci
vkladd payments per period a nakonec vysi lozky periodic payment.
Obrazek 6 ukazuje vypoc¢tenou hodnotu nasporené ¢astky po zaokrouhleni
na celé stovky i pouzity vzorec.

l future value annuity B J
- em P = Examples >< Random
Assuming annuity | Use annutty due instead
Calculate [ future value v
= interest rate: 1.2 %

= number of perieds: |5
= payments per period: |2
= periodic payment: 10000 KE

Assuming future vaiue | Use present value instead

Alsp include: perindic payment growtn rate

Result

future value = K&102700 (Czech koruny)

Equation:
OO e i,

f

Obr. 6 Vypocet prikladu 2 zadanim klicovych slov a vstupnich tdaju

Splaceni avéru

Kromé spoficich produktt nabizeji banky klienttim také uvéry. Za po-
skytnuti penézni ¢astky pozaduji odménu, kterou je trok. V piipadeé stied-
nédobych a dlouhodobych avéri (tj. avért s dobou splatnosti od 3 let vyse)
splaci klient dluznou ¢astku obvykle pravidelnymi konstantnimi splatkami
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(nazyvaji se anuity) po pevné stanovenou dobu.

Budeme se zabyvat pfipadem splaceni uvéru ve vysi D, ktery ma byt
splacen i s uroky celkem n stejnymi splatkami s, jez budou splaceny vzdy
koncem turokovaciho obdobi. Roc¢ni urokova sazba je vyjadrena c¢islem
r € (0,1). Banka si troky z dluzné ¢astky pfipisuje na konci kazdého
urokovaciho obdobi, pocet téchto obdobi v roce ozna¢me m. Podil - pak
predstavuje trokovou sazbu za jedno trokovaci obdobi. Zdanéni trokt ne-
uvazujeme. Nasim tikolem je urcit vysi splatky s.

Necht T, znadi zbyvajici dluznou ¢astku po n-té splatce. Na konci na-
sledujiciho obdobi se vyse dluhu zvysi o pripsané troky z dluzné ¢astky a
snizi o splatku s, coz mizeme vyjadiit modelem

Tn+1=Tn+1Tn—s=(1+1)Tn—s, n=0,1,2,...
m m
Hodnota uvéru je D, tudiz
T, = D, Tn+1:(1+L)Tn—s, n=01,2,... (7)
m

je rekurentnim zadanim posloupnosti.
Znéazornime si vysi dluhu na konci jednotlivych obdobi.

1. T1:D<1+1)75
m

2 To=Ti(1+ ) —s=[D(1+ 1) =] (1+ 1) =5 =

{1 ) r(1e ) -1
e )0 5)

3. T3:T2(1—|—L)—S:
m

_ [D(H;)Q_S(H;)_s} (1+ 1) —s=
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n-té

e n () (e ) ) e ()

o

n—1
soucet prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti (8 (]. —+ #) )
n=1

Nyni pomoci vzorce (2) se¢teme prvnich n ¢lent vySe uvedené geome-
trické posloupnosti s kvocientem ¢ = 1 + .- a prvnim ¢lenem a; = s.
Dostaneme soucet N
T

(I+3) -1
R .
m

S

Dluznou ¢astku pak muzeme vyjadrit nasledovné

TnD(H;)”sM)"‘l, (8)

i
m
coz je predpis pro n-ty ¢len rekurentné zadané posloupnosti (7). Prvni ¢len
na pravé strané rovnice znaci ¢astku, na kterou se po n obdobich zirocil
pocatecni dluh, druhy ¢len predstavuje mnozstvi, na které se za stejnou
dobu zurocily pravidelné splatky. Rozdil téchto ¢lent tvori zbyvajici dluh.

S vyuzitim Wolfram|Alpha zapiSeme do vstupniho pole rekurentni za-
déani (7). Ziskany predpis pro zjisténi dluzné ¢astky T, v dolni ¢asti obr. 7
je vyjadfen v ponékud jiném tvaru nez (8), pomoci vhodnych tprav jej lze
snadno obdrzet.

|' T(A+1)=(1+r/m)*T(n)-s, T(0)=D =] ]

[ = Examples =2 Random

Input

T{n+1)=(i +1)Tm—-s | T@O)=D

Recurrence equation solution
(2= (Dr—ms)+ms
O ——

Ty =
r

Obr. 7 Urceni dluzné castky pfi splaceni tvéru

V praxi se casto urcuje vyse splatky avéru pii jeho dané pocatecni vysi,
dané dobé€ splatnosti a dané tirokové sazbé. Pro vypocet hodnoty splatky
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s pouzijeme podminku T, = 0, protoze dluh ma byt splacen pravé po n
urokovacich obdobich. Polozime-li vztah (8) roven nule:

14+ 2)"—1

)

O:D(1+%>nfs(

3153k

dostaneme z uvedené rovnice nasledujici vzorec pro vysi konstantni splatky

T r\"
(1+L)" =1
Priklad 3
Pani Vodickova potfebuje avér na rekonstrukci kuchyné ve vysi 150 000
Ké. Jakd musi byt mésiéni splatka, pokud trokova sazba ¢ini 13,9 % p.a.
a uveér je poskytnut na dobu 7 let?

Resend. Konstantni splatku s uréime pomoci vzorce (9), pfi¢emz vyse tvéru
D = 150000, ro¢ni trokova sazba r = 0,139, pocet urokovacich obdobi
za rok m = 12 a celkovy pocet obdobi n =12 -7 = 84.

84
0.139 . 150000 (1 + %/22)

(14259 —1

S =

= 2802,72

Pravidelna mési¢éni splatka bude 2802,72 K¢.

Reseni pomoci Wolfram|Alpha. Abychom vypocetli mésiéni splatku, na-
piseme do vstupniho pole vzorec (9), doplnime slovo where a hodnoty
potfebnych vstupnich adaju, jak ukazuje obr. 8.

| rim*D*((1+r/m)}~n)/{(1+r/m)~n -1} where r=0.139, m=12, n=84, D=150000 =] ]
- e om T = Examples >2 Random
Input interpretation
r L+ )
- D= Lo where r = 0.139, m = 12, n = 84, D = 150000
L e

Resuit

2802.72

Obr. 8 Vypocet prikladu 3 dosazenim do vzorce
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Také v tomto ptipadé Wolfram|Alpha nabizi zapsan{ vstupnich adaji do
pripraveného formulafe. Nejprve ve vstupnim poli napiSeme kli¢ové slovo
mortgage calculator. Jakmile se objevi formulaf, vepiseme vysi tvéru
loan amount, dobu splatnosti v letech loan period a nakonec ro¢ni tro-
kovou sazbu annual percentage rate. Na obrazku 9 vidime, Ze kromé
vypoctené mésicni splatky se nam napiiklad zobrazi celkova ¢astka a troky,
které zaplatime.

[[ mortgage calculator ol - | ]|
(=] | & = Examples =2 Random
Assuming fixed rate | Use adj rate instead
® Ioan amount: |150000 k2 |

u loan period:
» annual percentage rate: [13,9 D,Z,
Assuming loan amount | Use sale amount and down payment instesd

Also include: paints | interest-only periad | tax rate | balloan payment

Monthly payments:

monthly payment Ké2803

effective interest rate | 14.821%

Units =

Mortgage totals:

principal paid | K&150000 s
total interest paid | K&B85 429 |

total payments K&235429 irterest

Obr. 9 Vypocet prikladu 3 zadanim klicovych slov a vstupnich tdaju

Wolfram|Alpha navic poskytne umotovaci plan, ve kterém je pro kazdy
rok uvedena zbyvajici hodnota dluhu, splacené c¢astka a zaplacené uroky.

Zavér

Cilem ¢lanku bylo ukézat pouziti webové sluzby Wolfram|Alpha spolu
s geometrickou posloupnosti ve finanéni matematice, a to pro odvozeni
vzorcu vybranych zakladnich finanénich produkta. Zaroven byly uvedeny
ilustrativni pfiklady a pomoci Wolfram|Alpha byla doplnéna jejich FeSeni.
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Jednalo se tedy o ukazku propojeni klasického stfedoskolského uciva s pro-
blematikou bézného zZivota v oblasti financi za pomoci vyuziti informacnich
technologii dnesni doby. Hlavnim pfinosem pfispévku je tudiZ podpora fi-
nancni gramotnosti a vyuziti znalosti z oblasti informatiky ve vzdélavani.

Zavérem poznamenejme, ze ilustrac¢ni obrazky uvedené v c¢lanku byly
ziskany prostfednictvim néstroje Wolfram|Alpha [6] a nékteré z nich byly
vzhledem k svému rozsahu upraveny a zkraceny.
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Uziti software Woliram Alpha
pIi vyuce matematiky

JIRI MAZUREK
Obchodné podnikatelska fakulta SU, Karvina

Moderni vyuka matematiky se v soucasnosti jiz neobejde bez vhodného
matematického software, ktery miZe slouzit jak k jednodussim i sloZitéj-

$im vypoctim, tak k vizualizaci dat a vysledki, k simulacim, modelovani,
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optimalizaci, dobyvani dat z databazi, a podobné. Na stfednich a vyso-
kych skolach je pouzivan naptiklad MS Excel, Derive, Cabri, Matlab, Ma-
ple, Mathematica, Statistica, Gretl, SPSS, NCSS, Scilab, CPLEX, LINGO
apod. Nevyhodou téchto produktt je jejich vysoka cena. Vypocty ¢i simu-
lace 1ze ale provadét i na nékterych internetovych portalech (napf. [1]).

Zajimavou piilezitost ve vyuce (nejen) matematiky nabizi program Wol-
fram Alpha, [2]. Jde o ,odpovidaci stroj* vytvoreny spolecnosti Wolfram
Research na bazi softwaru Mathematica a spustény 15. 5. 2009. Jde o webo-
vou sluzbu, ktera si klade za cil ,zpFistupnit (ucinit vypocitatelnym) ves-
keré systematické védéni“ [2]. Zakladni verze je zdarma, nékteré pokroci-
lejsi aplikace jsou jiz zpoplatnény.

Obr. 1 ukazuje titulni stranku Wolfram Alpha. PoloZenim dotazu do
zlutého ramecku se sluzba spusti. Uzivatel si miize vybrat z mnoha tema-
tickych oblasti (viz nabidka ikon pod rdmeckem), k dispozici jsou rovnéz
vyukova videa, pfedem pripravené ilustrativni priklady nebo simulace.

& WolframAlpha iz

caderium b oz

Obr. 1 Hlavni stranka Wolfram Alpha

Dalsi podrobnosti o Wolfram Alpha lze najit napfiklad v [3]. Hlavnimi
pfednostmi této webové sluzby jsou:

e snadnd dostupnost (lze spustit zadarmo vSude, kde je internet),

e unikatni rozsah databéze, kterou program disponuje (zahrnuje nejen
matematiku, ale i dalsi védy: fyziku, biologii, chemii, geografii, his-
torii, apod.),
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e interaktivni prostfedi s moznosti experimentovat a objevovat,

o grafické znazornéni vysledkd,

e propojenost mezi pojmy (zobrazi se nejen zaddany pojem, ale i jeho
vztah k jingm pojmim),

e _ uméla inteligence®, kterd umoznuje ,komunikaci“ s programem ve
vSech oblastech lidského zivota.

Anglicky jazyk nutny pro praci s Wolfram Alpha by uZz v dnesni dobé
nemél byt pro studenty stiedni $koly piekazkou. Casto ani neni nutné za-
dani tlohy, naptiklad rovnice, doprovodit slovné (slovesem ,solve“), pro-
gram se pusti do feSeni automaticky. V piipadé nejednoznacného zadani
se pak program uzivatele zepté, jak bylo zadani minéno.

Moznosti uziti Wolfram Alpha ve vyuce matematiky na stiedni
skole

Pro vyuku na stfedni Skole nabizi Alpha napfiklad tyto moZnosti:

vvvvv

e vykresleni grafu funkce jedné a vice proménnych, urceni extrému
funkce, monoténnosti, apod.,

e urcéeni defini¢niho oboru a oboru hodnot funkce,
e feSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav,

e vypocty s vektory, maticemi a determinanty,

e vypocet derivaci a integrali,

e rozklad celych (sloZengch) ¢isel na prvocisla,

e vypocet faktoriadli a kombinacnich ¢isel,

e vypocet kombinaci, variaci a permutaci.

Wolfram Alpha miuzZe plnit je$té jednu velmi dulezitou funkci, a tou
je kontrola vysledkt. Studenti se ve Skole naud¢i feSit rizné typy uloh,
ale Casto si neumi spravnost svého feseni ovérit, a to zvlasté tehdy, je-li
numerické feSeni naro¢néjsi (napf. pfi nasobeni matic). Kontrola vysledku,
ve §kolni vjuce casto opomijend, je pritom pfedevsim pfi uziti matematiky
v praxi velmi dtlezita. Nedilnou soucasti vyuky matematiky by mélo byt
i experimentovani a objevovani nového v intencich filozofie prof. Hejného
(viz napt. [4]). To Wolfram Alpha svou interaktivnosti umoziuje.
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Pro praktickou ukazku prace s programem byly vybrany nasledujici

ulohy:
1. Nacrtnéte graf funkce
Yy =2sinz.
2. Reste v R? soustavu rovnic:
204+3y =5
or — 2y = 8

8.

. Urcete defini¢ni obor funkce

y =25 — 2.

. Znéazornéte graf funkce
z=a2%+ y2.
. Vypoctéte
1,3
2,4
. Urcete pocet kombinaci a variaci druhé t¥idy z osmi prvku.

. Zobrazte rovinu

r+3y+52—-1=0.

Nagcrtnéte graf binomického rozdéleni pro n = 20 a p = 0,3.

Reseni tloh je ukdzano postupné na obr. 2-7. Z dfivodu tspory mista
nejsou ukazany Gplné vystupy programu na zadané otazky (ty jsou Casto
zna¢né rozséhlé). Program totiz poskytne uZivateli nejen FeSeni dané ulohy,
ale i mnoho dalsich informaci souvisejicich s danym problémem vcetné
vizualizace FeSeni pomoci grafii a obrazka (viz napf. obr. 6).

Protoze Wolfram Alpha ,umi“ vice neZ jen matematiku, bylo do pro-
gramu na zavér zadano i jméno jednoho stiedné velkého mésta Ceské re-
publiky. Co v8e o ném Wolfram Alpha vi? To nechf si ¢tena¥ (Zéci) zkusi
zjistit sam.
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Zavér

Cilem c¢lanku bylo predvést moznosti, které skyta ve vyuce matematiky
na stfedni Skole program Wolfram Alpha. Autor ¢lanku vyzkousel program
ve vyuce na gymnéaziu, studenty program velice zaujal a vénovali se jeho
»zkoumani“ dokonce i ve svém volném case. Ve vétsiné pfipadi je zaujala i
moznost samotné komunikace s umélou inteligenci. Diky rozsahlé databazi
této webové sluzby ji lze vyuzit i v jinych pfedmétech, nez je matematika.
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Z HISTORIE

Ilya Prigogine: Velikdn nerov-
novazné termodynamiky

(K 100. vyroc¢i narozent.)

S

Ilya Prigogine (prigozin), nositel No-
belovy ceny za chemii (1977), se ve dva-
catém stoleti vyznamné podilel na rozvoji
poznani zakonitosti nerovnovaznych déju
v chemii, biologii a fyzice. Vénoval se pre-
devsim otézce nevratnosti procesi.

Narodil se 25. ledna 1917 v Moskvé, ale
jiz ve svych ¢tyfech letech se spolu s rodici
prestéhoval nejprve do Némecka a pak do
Belgie. Roku 1929 se rodina usadila v Bru-
selu, kde pozdéji Prigogine ziskal univer-
zitni vzdélani (obor chemie na Université
Libre de Bruxelles).

Ve tficatych letech minulého stoleti
byla termodynamika zpravidla vniméana
jen jako termostatika rovnovaznych pro-
cesl, a proto se i leckdo z prednich fy-
zikl pozastavoval nad snahou mladého Ilyi
Prigogina studovat nevratné transportni
dégje (diftze, pfenos tepla aj.) termody-
namickymi metodami. Diky podrobnému
rozboru predikce a kauzality téchto déja
vytvoril v prvni poloviné minulého stoleti
Ilya Prigogine zaklady nerovnovazné ter-
modynamiky — nové oblasti termodyna-
miky, ktera se zabyva nerovnovaznymi déji

a popisuje chovani soustav v blizkosti rov-
novahy. Dokazal pfitom uplatnit své zku-
Senosti ze statistické mechaniky, kde se
vénoval jednoduchym dynamickym mode-
lim. Spolupracoval s mnohymi fyziky a
chemiky, predevsim vsak s americkym fy-
zikalnim chemikem norského puvodu Lar-
sem Onsagerem (1903-1976), ktery pti-
spél zna¢nym podilem k popisu zminénych
procesu — spole¢né tak vytvorili zaklady li-
nearni nerovnovazné termodynamiky.

Fenomén nevratnosti, hrajici v pfipadé
transportnich jevi klicovou tlohu, se dfive
ztotoznoval s degradaci a ztratou uzitecné
prace. Zatimco izolované systémy vzdy
sméruji do rovnovazného stavu, oteviené
systémy mohou (ale nemuseji) prejit do jis-
tého staciondrniho (na case nezavislého)
stavu, ve kterém dochazi k prubézné vy-
méné komponent mezi systémem a jeho
okolim. Takové nevratné déje potiebuji ne-
ustaly pritok energie k tomu, aby systém
mohl konat praci. Pokud vsak termodyna-
mické sily plisobici na otevieny systém do-
séhnou jisté mezni hodnoty, opusti systém
stabilitu stacionarniho stavu a vlivem rtz-
nych fluktuaci se od néj vzdaluje. Prudce
tim roste pocet moznych stavi, které sys-
tém muze zaujmout, coz je pri¢inou ob-
tizné predvidatelného dalsiho vyvoje.

Tuto problematiku Prigogine podrobné
studoval na fadé chemickych a biologic-
kych systémi vzdalenych od termodyna-
mické rovnovdhy. V poloviné dvacatého
stoleti pak pod jeho vedenim vznikl Bru-
selsky institut nerovnovazné termodyna-
miky s cilem najit zobecnéné vztahy pro
zivé systémy.

V nerovnovaznych systémech muze do-
chéazet k velkému zesileni ndhodnych, ne-
meéfitelnych a nepredvidatelnych poruch
— fluktuaci. Diky tomu se v nich vytva-
feji makroskopické struktury, které nejsou
jednoznacné odvoditelné z chovani mole-
kul tvoricich systém. Aby Prigogine odli-
§il tyto struktury od rovnovaznych, nazval
je disipativni, protoze rozptyluji (disipuji)
teplo a jimi protékajici energii do okoli.
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Zaroven mohou fluktuace kladnou zpétnou
vazbou zpusobit az destabilizaci systémii,
coz ma za nasledek zniceni jejich puvod-
niho usporadani.

Existence disipativnich struktur Prigo-
gina velmi zaujala. Jeho nadseni vybu-
dovat vhodnou teorii z hlediska nerovno-
vazné statistické mechaniky brzy vzbu-
dilo i zdjem spolupracovniki. V roce 1967
proto Prigogine zalozil Centrum pro statis-
tickou mechaniku, pozdéji po ném prejme-
nované na Centrum I. Prigogina pro stu-
dium statistické mechaniky a komplexnich
systému. Prestoze fada problému z teo-
rie disipativnich struktur a chaosu zustava
stile oteviend a Prigoginovy prace vyvo-
laly fadu diskuzi a sport, daly predevsim
podnét mnoha fyzikam, biologiim i chemi-
ktm k hledani dalsich souvislosti na cesté
k pochopeni podstaty zivych systémua.

Vyvoj zminénych oblasti fyziky prodé-
lal za poslednich padesat let diky Prigo-
ginovi takovy skok kupfedu, zZe si jde jen
stézi predstavit, jakym smérem by se ubi-
ral bez jeho skvélych myslenek a védecké
intuice.

Béhem svého zivota se Ilya Prigogine
stal ¢lenem 64 védeckych organizaci, zis-
kal fadu ocenéni (napf. Francquiho cenu
(1955), Rumpfordovu medaili (1976) aj.),
z nichz jisté nejprestiznéjsi je Nobelova
cena za chemii (1977). Déle také obdr-
zel vice nez padesat Cestnych titula. Své
poznatky se snazil zpfistupnit a populari-
zovat pro Sirsi vefejnost — k jeho nejzna-
mé&jsim kniham patii Rad z chaosu (1984,
spoluautorka Isabelle Stengers), tato pub-
likace se zanedlouho po svém vydani stala
bestsellerem a v roce 2001 se opozdéné
dockala i Ceského prekladu (nakl. Mlada
fronta).

Ilya Prigogine — velikdn nerovno-
vazné termodynamiky a vyjimec¢ny bada-
tel o podstaté zivota — se kromé pfirodnich
véd vénoval i filozofii, hudbé, déjindm, vy-
tvarnému uméni a archeologii.

Zemfel v Bruselu 28. kvétna 2003 ve
véku 86 let.
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Jitka Proksovd

Carl David Anderson:
objevitel pozitronu

Neezistuje nic jiného nez atomy a
prdazdny prostor. Vse ostatni je jen

nas ndzor.
Démokritos
Znalosti nikdy nepfichazeji k lidstvu
v konec¢né podobé. V prvni tietin€ 20. sto-
leti jiz fyzikové védéli, ze se hmota sklada
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z elektronti, protond a neutroni. Jak po-
stupné ziskdvali dalsi informace, ukazalo
se, ze mnoho jevu teprve Cekd na vysveét-
leni. Byla nalezena fada jinych subatomar-
nich ¢astic a vSe zacalo byt mnohem slozi-
t&j8i, nez se zprvu predpokladalo.

Jiz v roce 1785 zjistil francouzsky fyzik
Ch. A. Coulomb, ze nabity elektroskop se
na vzduchu vybiji. Pozdéjsi vyzkumy né-
meckych fyzika J. Elstera a H. F. Geitla
ukazaly, ze pri¢inou tohoto vybijeni je io-
nizace vzduchu, jejimz pivodcem neni za-
feni vychézejici z povrchovych vrstev pudy
ani zareni radioaktivnich plynt. Rok 1912
nebyl vyznamny jen potopenim Titaniku,
ale také tehdy doslo k objevu dosud ne-
znamého fenoménu — kosmického zareni.
V letech 1911 az 1913 zah&jil rakousky
fyzik Victor Hess (1883-1964), od roku
1910 asistent v radiologickém ustavu Vi-
denské akademie véd, sérii experimentu
s lety horkovzdusnymi balény vybavenymi
velmi citlivou verzi elektroskopu pro indi-
kaci a méfeni elektrického naboje. Ctvrty
pokusny balén naplnény vodikem s lid-
skou posddkou a pojmenovany Bohmen
byl také odstartovan 7. srpna 1912 z che-
micky v Usti nad Labem. Cilem bylo ové-
fit ve vétsich vyskach prekvapivé zjisténi
némeckého fyzika Theodora Wulfa (1868—
1946), u¢inéné v Parizi roku 1910 p¥i vy-
stupu na 307 m vysokou Eiffelovu véz. Po-
moci jednoduchého detektoru naboju zjis-
til, ze vzduch ve vétsi vysce je vice nabity
nez dole, tedy opacné, nez by se dalo Ce-
kat. Hess dosahl v balonu vysky 5 300 m a
vratil se s objevem, ktery mu v roce 1937
vynesl polovinu Nobelovy cenu za fyziku.

Novy jev vysvétlil tim, Ze ionizujici za-
feni nevychazi ze Zemsé, ale z vesmiru (Fec.
kosmos). Otevfel tak pro fadu fyzikd no-
vou oblast védeckého badani s velkymi
moznostmi dalsi objevi. Za primarni kos-
mické zareni je obvykle povazovan vysoko-
energeticky proud castic, které do zemské
atmosféry pronikéd z kosmického prostoru.
Ty se srazi s Casticemi zemské atmosféry.
Srazkami vznikaji dalsi a dalsi ¢astice a

vysledkem je sprska sekundarniho kosmic-
kého zareni, které dopada na zemsky po-
vrch. Z nejvétsi Casti je tvofeno protony
(kolem 90 %), zbytek tvofi jadra helia a
tézsich prvku, jisté malé zastoupeni maji
také elektrony.

Dalsi soucast predstavuji stabilni neu-
trina. Pozdéjsi vyzkumy ukazaly, ze kos-
mické zafeni je plné podivnych, exotic-
kych a doslova mimozemskych subatomar-
nich ¢astic. Mezi ty, ktefl je nejintenziv-
néji zkoumali a shroméazdili o nich znac¢né
mnozstvi poznatki do té doby neznamych,
patfil vedle R. A. Millikana (Nobelova
cena za fyziku za prace o elementarnim
elektrickém néboji a fotoelektrickém jevu),
dalsi americky experimentalni fyzik Carl
David Anderson.

Narodil se v roce 1905 v New Yorku
§védskym pristéhovalctim, ktefi se roz-
hodli zit trvale v USA. Studoval fyziku
a techniku na jednom z nejvyznamnéj-
Sich vzdélavacich a vyzkumnych stiedis-
cich na svété, prestiznim soukromém Kali-
fornském technologickém institutu v Pasa-
dené (California Institute of Technology,
Caltech) — titul bakalare v oborech fyzika
a inzenyrstvi (B. S.) ziskal v roce 1927,
titul doktora (Ph. D.) v roce 1930. Po
ukonceni studia zde nastoupil jako asis-
tent, v roce 1933 se stal profesorem ex-
perimentalni fyziky a na Caltechu stravil
vétsinu svého zivota. Béhem druhé svétové
valky se aktivné podilel na projektech za-
davanych Narodni bezpecnostni komisi a
Utadem pro védecky vyzkum a rozvoj. Po
skonceni valky se v roce 1946 ozenil. V roce
1956 byl zvolen ¢lenem Narodni akademie
véd (USA). Zemfel v roce 1991 v kaliforn-
ském San Marinu a je pochovan v Los An-
geles.

Anderson se zpocatku se zabyval pro-
blémem prostorového rozlozeni fotont pro-
dukovanych rentgenovymi paprsky v rtz-
nych plynech. Poté pod vedenim profe-
sora R. A. Millikana zacal studovat vyso-
koenergetické kosmické zareni pomoci fo-
tografii z Wilsonovy mlzné komory. Béhem
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tohoto vyzkumu necekané objevil novou
&astici, jejiz draha ukazovala na nepatrnou
hmotnost castice s kladnym elektrickym
nabojem, a nazval ji pozitron podle slov
,pozitivni elektron“. Objev pozitronu, pu-
blikovany v roce 1932/33 (The Positive
Elektron, Phys. Rev. 43, 491, 1933), potvr-
dil teoretickou predpovéd anglického fy-
zika P. A. M. Diraca (Nobelova cena za
fyziku — 1933) z roku 1928.

Objev pozitronu v kosmickém zafeni
podnitil Andersona hledat tuto castici i
v pozemskych podminkach. A tak v roce
1933 se svymi spolupracovniky skutecné
nasel prvni pfimy dtkaz, ze pfi dopadu
urcitého druhu zafeni gama na rtzné ma-
teridly vznikaji elektron—pozitronové pary.
V dal$im obdobi zkoumal rozdéleni energie
Castic z vesmiru, energii kosmického zareni
a ztratu energie elektronu s velkou rych-
losti pfi prichodu rtznymi latkami.

V roce 1936, kdy obdrzel Nobelovu
cenu za fyziku za vyznamny objev pozi-
tronu (sdilel ji s Viktorem Hessem), pfi-
vedl jej vyzkum sprsek kosmického zareni
znovu k velkému nélezu — se svym studen-
tem Sethem Neddermeyerem objevil dalsi
novou ¢astici. Tato ¢astice se pti prachodu
magnetickym polem stacela pod vétsSim
thlem nez elektrony, ale mensim nez pro-
tony. Dostala jméno mion a je to hmot-
néjsi pribuzny elektronu.

Japonsky teoreticky fyzik a profesor na
univerzité v Kjétu (NC za fyziku — 1949)
Hideki Yukava se snazil zjistit, co drzi ato-
mové jadro pohromadé. Roku 1934 nazna-
¢il, ze tato silnd sila (dnes znamé jako
silnd interakce) by méla byt zprostfed-
kovéana ¢asticemi stfedni velikosti, jejichz
hmotnost je néco mezi elektronem a proto-
nem (¢ neutronem). Tak teoreticky pied-
povédél existenci novych zakladnich ¢astic
— mezonu, zprostifedkujicich silnou inter-
akci mezi protonem a neutronem. Srazky
kosmického zafeni s atmosférou mély veétsi
rychlost nez kterykoli ¢asticovy urychlo-
vac tricatych let minulého stoleti. Daly se
sice pozorovat jen s obtiZemi, ale byl to

nejlepsi zpusob hledani dalsich subatomar-
nich ¢astic s kratkou dobou Zivota (mili-
ardtiny sekundy). Dalsi krok do poznéni
svéta Castic mensich nez atom byl ucinén.

Bohumil Tesarik

ZPRAVY

10. roc¢nik Stredoevropské
matematické olympiady

EUROPEAN

VOCKLABRUCK
AUSTRIA 2016

Jubilejni desaty ro¢nik Stfedoevropské
matematické olympiddy (MEMO) se ko-
nal ve dnech 22.—28. srpna 2016 v ra-
kouském Vicklabrucku. Soutéze se zua-
Castnilo 60 soutézicich z deseti stiedoev-
ropskych zemi (Svycarska, Némecka, Slo-
vinska, Chorvatska, Madarska, Slovenska,
Litvy, Polska, Ceské republiky a potada-
jiciho Rakouska). Kazdou zemi reprezen-
tovalo Sestic¢lenné druzstvo slozené z zaki,
ktefi v uplynulém skolnim roce nematu-
rovali. Ceské reprezentac¢ni druzstvo bylo
slozeno ze tii vitézu a tii tspésnych rfesi-
telt dstfedniho kola 65. ro¢niku v katego-
rii A, ktefi spliiovali podminky této mezi-
narodni soutéze a nezucastnili se 57. IMO
v Hong Kongu.

Slozeni ¢eského tymu na 10. MEMO
bylo nasledujici: Lenka Kopfovd (1/4 MG
Opava), Danil KozZevnikov (6/8 GJK
Praha 6), Jan Petr (7/8 GJK Praha 6),
Ondrej Motlicek (7/8 G Sumperk), Martin
Raska (6/8 WG Ostrava-Poruba) a On-
drej Svoboda (7/8 G Brno, tf. Kpt. Ja-
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rose). Vedoucim ¢eské delegace a jejim za-
stupcem v jury byl doc. RNDr. Jaroslav
Zhouf, Ph.D., z FIT CVUT Praha, peda-
gogickym vedoucim druzstva byl RNDr.
Jaroslav Svréek, CSc., z Pfirodovédecké
fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.

Den pred soutézi jednotlivet provedla
mezinarodni jury definitivni vybér vsech
12 soutéznich uloh, a to po jedné z alge-
bry, kombinatoriky, geometrie a teorie ¢i-
sel pro soutéz jednotlivci, a dale pak po
dvou jinych ulohach ze stejnych oblasti
pro tymovou soutéz. Individudlni soutéz se
konala ve stiedu 24. srpna, tymova sou-
téz probéhla o jeden den pozdéji. Po oba
dny se pfitom soutézilo v uc¢ebnach Bun-
desrealgymnasia Schlo3 Wagrain ve Voc-
klabrucku.

Naésledujici dva dny po soutézi druz-
stev probihala koordinace soutéznich aloh
za pritomnosti vedoucich narodnich tymi.
Kazda soutézni tloha byla pfitom hodno-
cena nejvyse 8 body (s celo¢iselnym bodo-
vacim schématem v rozpéti 0-8 bodi. Sou-
tézici se svymi rakouskymi pruvodci vsak
v patek 26. srpna absolvovali spolecny vy-
let do Linze, kde byli prijati na tamni
radnici a poté navstivili mistni univerzitu.
Na posledni den pobytu v Rakousku, kte-
rym byla sobota 27. srpna, pripravili ra-
kousti organizatofi pro vSechny ucastniky
soutéze spole¢ny jednodenni vylet spojeny
s turistickou prochézkou z Obertraunu ko-
lem Halstatského jezera (Hallstatter See)
s prekrasnymi vyhledy na uboc¢i Dachs-
teinu.

Ihned po navratu byli na zavére¢ném
slavnostnim vederu (za pFitomnosti né-
méstkyné rakouské federalni ministryné
pro vzdélavani Sonji Hammerschmidové)
oficialné vyhlaseni vitézové soutéze jednot-
livel i soutéze druzstev. V soutézi jednot-
livea bylo letos udéleno 6 zlatych, 9 st¥i-
brnych a 16 bronzovych medaili. Dva nasi
soutézici — Danil KozZevnikov a Jan Petr
— zikali stfibrné medaile a déale jedina
divka v celé soutézi — Lenka Kopfovd —
si domu pfivezla medaili bronzovou. Cen-

ného, historicky dosud nejlepsiho vysledku
v soutézi druzstev dosdhlo ceské repre-
zentaCni druzstvo, které skoncilo na vy-
nikajicim 3. misté za druzstvy Chorvat-
ska a Polska, avSak pfed silnymi celky Neé-
mecka, Madarska a dalsimi stfedoevrop-
skymi tymy. Vsichni ¢lenové naseho druz-
stva tak pfevzali na slavnostim vyhlaseni
vysledkt z rukou prof. Gerda Barona, ra-
kouského iniciatora vzniku MEMO, bron-
zové medaile.

Podrobnéjsi informace doplnéné foto-
galerii ze soutéze mohou zajemci na-
1ézt na oficidlnich strankach 10. MEMO
(www.math.aau.at/MEMO2016).

Na zavér uvadime texty vSech soutéz-
nich uloh. V zavorce je uvedena zemé,
ktera tlohu navrhla.

Soutéz jednotlivea
(24. srpna 2016)

Priklad I-1

Necht m > 2 je ptirozené é&islo a
r1,T2,...,Ty jsou redlnd dcisla splnujici
soucasné podminky

(a) = >—-1proj=1,2,...,n,

(b)

Dokazte nerovnost

;1+xj *Zlﬂc?

Jj=1

1 +x2+...+xTHn =n.

a urcete, kdy nastane rovnost.
(Rakousko)

Priklad I-2
Na tabuli je napsano n (n > 3) pfi-
rozenych ¢isel. V jednom kroku vybereme
na tabuli tfi ¢isla a, b, ¢, kterd jsou dél-
kami stran nedegenerovaného, nerovno-
stranného trojuhelniku, a nahradime je
Cisly a+b—¢, b+c—aac+a—b
Dokazte, Ze neexistuje nekone¢nd posloup-
nost téchto kroku.
(Svycarsko)
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Priklad I-3
Necht ABC je ostrouhly trojihelnik,
v némz |[JL BAC| > 45° a O znadi stied
kruznice jemu opsané. Bod P je takovym
vnitinim bodem tohoto trojuhelniku, ze
body A, P, O, B lezi na téze kruznici
a pfimka BP je kolma k C'P. Bod Q je
takovym bodem usecky BP, ze primka
AQ je rovnobézna s PO. Dokazte, ze plati
ILQCB| = [ PCO|.
(Slovensko)

Priklad I-4
Urcete vsechny funkce f: N — N ta-
kové, ze pro vSechna a,b € N je dislo
2(a + b — 1) délitelné ¢islem f(a) + f(b).
Poznamka. Symbol N zna¢i mnozinu vsech
pfirozenych ¢isel, tj. N={1,2,3,...}.
(Chorvatsko)

Soutéz druizstev
(25. srpna 2016)

Piiklad T-1
Urcete v8echny trojice (a, b, ¢) redlnych
¢isel, které vyhovuji soustavé rovnic

a?+ab+c = 0,
b +bct+a =0,

A tcat+b=0.
(Chorvatsko)

Priklad T-2

Necht R zna¢i mnozinu realnych ¢isel.
Urcete vSechny funkce f: R — R takové,
ze pro vSechna realna cisla x a y plati

f@)fy) = zf(f(y—=))+af(2z)+ f(?).
(Litva)

Priklad T-3

Ctvercové tizemi 8 x 8, jehoz strany
jsou orientovany ve smeérech sever—jih a
vychod—zapad, je sloZena ze 64 parcel 1 x 1.
Na kazdé parcele mtze byt postaven nej-
vyse jeden diim, jehoz zédklady jsou shodné
praveé s touto parcelou.

Rekneme, Ze dim je ve slunecnim
stinu, pravé kdyz existuji tfi domy na

parcelach bezprostiedné s nim sousedicich
soucasné na vychodé, jihu i na zapadé.
Jaky maximalni pocet domu lze sou-
¢asné postavit na daném CEtvercovém
uzemi tak, aby zadny z nich nebyl ve slu-
neénim stinu?
Poznamka. Domy na vychodni, jizni a za-
padni strané celého tzemi nejsou ve slu-
necnim stinu.

(Chorvatsko)

Priklad T4
Zaci stiedni Skoly psali test. Kazda
otazka byla hodnocena bud jednim bodem
za spravnou odpovéd, nebo zadnym bo-
dem za chybnou odpovéd. Kazda otazka
byla spravné zodpovézena aspon jednim
zakem a pritom aspon dva zaci neziskali na
zaveér stejny pocet bodu. Dokazte, Ze exis-
tovala takova otéazka, ze zaci, ktefi ji zod-
povédéli spravné, dosahli v pruméru vys-
siho poctu bodu nez ti, ktefi ji zodpoveédéli
chybné.
(Rakousko)
Priklad T-5
Necht ABC je ostrouhly trojihelnik,
v némz |AB| # |AC| a O je stfed kruz-
nice w jemu opsané. Pfimka AO protina
kruznici w v dals$im bodé D a pfimku
BC' v bodé E. Kruznice opsand trojuhel-
niku CDE protind ptimku C'A v dal$im
bodé P. Piimka PFE protind pfimku AB
v bodé Q. Rovnobézka s pfimkou PFE pro-
chazejici bodem O protina vysku trojuhel-
niku ABC' z vrcholu A v bodé F'. Dokazte,
ze |FP| = |FQ)|.
(Chorvatsko)
Priklad T—-6
Necht ABC je trojuhelnik, v némz
|AB| # |AC]|. Stiedy jeho stran BC, C'A,
AB oznaéme po tadé K, L, M. Kruz-
nice vepsana trojuhelniku ABC, kterd ma
stfed I, se dotyka strany BC v bodé D.
Primka g prochéazejici stfedem usecky
ID ktera je kolma k primce IK, pro-
tind pfimku LM v bodé P. Dokazte, ze

PIA| =90°.
< | (Polsko)
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Priklad T-7

Prirozené ¢islo n nazveme mozartov-
skym, pravé kdyz v posloupnosti cisel
1,2,...,n je kazda cislice desitkové sou-
stavy pouzita v sudém poctu. Dokazte tvr-
zeni:

a) Kazdé mozartovské &islo je sudé.

b) Existuje nekoneéné mnoho mozar-

tovskych cisel.
(Slovensko)

Priklad T-8

Uvazujme rovnici a®4-b%+c2 +n = abc,
kde a, b, ¢ jsou prirozenda cisla. Dokazte
tvrzeni:

a) Pro n =
(a,b,c).

b) Pro n = 2016 je ¢islo a délitelné
t¥emi pro kazdé feseni (a, b, c).

¢) Pro n = 2016 ma dand rovnice ne-
kone¢né mnoho feseni (a, b, c).

(Rakousko)

2017 neexistuje reseni

Nésledujici (11.) roénik MEMO se
bude konat na zakladé oficidlniho pozvani
v roce 2017 v Litve.

Cesky tym na 10. MEMO

Vedeni ceského reprezentac¢niho tymu
dékuje prerovské firmé MEOPTA a brnén-
ské firmé Neogenia za jejich sponzorskou
pomoc pii zajisténi jednotného obleCeni
vSech ¢leni reprezentacéniho druzstva pro
10. MEMO.

Jaroslav Svréek

LITERATURA

Galileo Galilei: Hvézdny posel

Johannes Kepler:
Rozprava s Hvézdnym poslem

Péci PhDr. A. Hadravové, PhD. a doc.
RNDr. P. Hadravy, DrSc. se ¢eskému cte-
nari dostavaji do rukou dva pozoruhodné
spisy, majici trvalé misto v déjinach astro-
nomie. Vydalo je nakladatelstvi Pistorius
& Olsanska v Pfibrami v roce 2016 (207 s.,
ISBN 978-80-87855-38-6).

Prvnim spisem je Galiletv Hvézdny po-
sel (Sidereus nuncius), shrnujici jim pro-
vedend pozorovani vesmiru dalekohledem
z ledna a tnora 1610. Dilo jim zaslané na
dvur cisafe Rudolfa II. se dostalo do ru-
kou Johannesa Keplera, jehoz zaujalo na-
tolik, ze velmi rychle Galileovi odpovédél
svoji Rozpravou s Hvézdnym poslem (Dis-
sertatio cum Nuncio sidereo).

I q:arJr,T-‘.n.G‘,@T,I-L-I:-;_i
HVEZDNY
OS5 E 1
TOUANN LS KEPLER

ROZPRAVA

S HYEZUNTHM TOSTTM

Pro lepsi prehlednost je preklad for-
malné clenén cislovanim c¢éasti podle té-
mat, coz ¢tenafi velmi usnadni orientaci
v textu. O ¢em Galileo pise? Popisuje
stavbu dalekohledu, ktery pri pozorovani
pouzival, popisuje vzhled povrchu Mésice
i pfic¢inu jeho popelavého svitu, predklada
zjisténi, ze hvézd je mnohem vice, nez je
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jich vidét pouhym okem. (P¥i popisu kra-
teru Albategnius poznamenava, Ze tento
mé tvar tzemi Cech lemované prstencem
hor.) Posledni ¢ast spisu je vlastné pozoro-
vacim denikem s prubéznymi nakresy po-
loh ¢tyf Jupiterovych mésici.

Dilo je pripséano toskanskému vévodovi
Cosimovi II. Medicejskému, jehoz jmé-
nem Galileo pojmenoval Jupiterovy mé-
sice — Medicejské planety. Tato skutec-
nost je zdvofilostni, hlavni vyznam spis
ziskal tim, ze se dostal do Prahy Johan-
nesu Keplerovi.

Keplerova Rozprava je predevsim oce-
nénim Galileova pojednani. Vnitfni po-
hnutku k odpovédi nepochybné Kepler
mél a navic ho pobidl i cisaf Rudolf:
,,Odvahu mi dodal pfikaz nejvznesenéjsiho
cisafe Rudolfa II, ktery si vyzadal moje vy-
jadreni k této véci“, pise.

Kepler nejprve popisuje vlastni snahy
o sestaveni dalekohledu se dvéma spoj-
nymi cockami. Ustupuje od svého pre-
svédCeni, Ze pfesnost pozorovani Tychona
Brahe nemuze byt pfekondna a uzniva,
ze dalekohled pfevratnym zptsobem tuto
presnost muze nasobit.

V charakteristice nerovnosti povrchu
Mesice se s Galileem shoduje, ma vsak za
to, ze na rozdil od néj jsou tmavé rozsahlé
plochy na Meésici mote, obdobné jako se
jevi ocedny na Zemi tmavsi nez pevnina, a
svétlé oblasti ukazuji mési¢ni pevninu, za-
timco Galileo povazoval tmavsi oblasti za
pevninské.

Pokud jde o Jupiterovy satelity, soudi,
ze planeta je planeta obydlenad a Ze mé-
sice k ni pat¥i podobné jako Mésic k Zemi.
V usporadani systému Jupitera vidi pod-
poru Kopernikova heliocentrizmu. I ko-
lem ostatnich planet obihaji mésice, je jen
otazkou dalsich pozorovani, kdy budou ob-
jeveny.

Kniha je uvedena zakladnimi charak-
teristikami obou spisti, grafickym zpraco-
vanim Galileova pozorovani Jupiterovych
meésici, zminkou o velkém odpiurci Galileo-
vych objeviu Martinu Horkém i o ohlasech

na Galileova pozorovani. Zajimava je i
stat o norimberském astronomovi Simonu
Mariusovi, jenz dal galileovskym mésicam
dnesni nazvy.

Ceskému étenafi se tak naskytla vy-
borna prilezitost prozit u knihy atmosféru,
v niz doslo béhem velmi kratkého casu
k zasadnim astronomickym objevim.

Frantisek Jachim

Stanislav Trdvnicek:
Pojdme na to s pocitacem
(i kdyZ nejsme informatici)

Pojdme na to
s poﬁtaiem

(i kdyZ nejsme
-_intormatici}

Stanishy Trvniiek

S odstupem dvou let od vydani knihy
Pojdme na to s matematikou (a nékdy i
s pocita¢em) renomovaného autora Sta-
nislava Trdavnicka vySla v roce 2015 ve
Vydavatelstvi Univerzity Palackého v Olo-
mouci jeho volné navazujici publikace na-
zvand Pojdme na to s poéitacem (i kdyz
nejsme informatici).

Autor, ktery je dlouholetym vysoko-
Skolskym ucitelem matematiky a didak-
tiky matematiky s vazbami na informa-
tiku, v ni soustfedil fadu zajimavych
(i v praxi vyuzitelnych) vysledkt své dlou-
hodobé prace zaméfené na raciondlni vy-
uziti pocitaci. Publikace je prehledné roz-
Clenéna do nékolika tematicky nezavis-
Iych kapitol, které pokryvaji sirokou ob-
last elementarni matematiky (véetné né-
kolika nahledii do nékterych oblasti ma-
tematiky nadstandardni): Rige é&isel, Po-
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Cetni operace, Prvocisla, Soucet déliteli,
Fibonacciho posloupnosti, Nahlédnuti do
geometrie, Kombinatorika, Rozklady cisel,
Grafy funkci a Hry. V kazdé z nich je
formulovdno a feSeno nékolik vice nebo
méné znamych matematickych tuloh, je-
jichz vyfteseni na pocitaci je jednak prak-
ticky vyuzitelné a navic casto poskytuje
nebyvalé vhledy do pfislusné problema-
tiky. V Travnickové knize jsou k reseni
vytvareny strukturované programy sesta-
vené jen ze zdkladnich ptikazi jazyka Pas-
cal prostfedky vhodnymi i pro amatéry,
které se ukazaly jako zcela dostacujici a
pritom programy pracuji velmi efektivné.
Uvedeny pristup je v dostupné literature
uplatnovan spise vyjimecné.

Uvedena publikace, kterd je napsana
vytiibenym matematickym jazykem, ma
celkové 112 textovych stran. Jako bonus
obsahuje elektronickou prilohu na CD, je-
jimz obsahem je vice nez 50 programi fe-
icich dlohy formulované ve vSech kapito-
lach, a to jejich zdrojovy kdéd i soubor exe.

Moznosti pouziti publikace jsou do-
sti Siroké. Pfedné je tu zduraznéna spja-
tost vyuky matematiky s informatikou na
stfednich skoléach, coz oslovuje ucitele ma-
tematiky i didaktiky. Programové analyzy,
pouzité algoritmy a zdrojové texty pro-
gramil jsou zase bohatym materidlem pro
informatiky — hledani alternativnich pro-
gramovych prostiedki, vytvareni verzi.

A koneéné je tato kniha inspiraci a po-
vzbuzenim pro vSechny ty z nejriznéjsich
obort, ktefi maji nestandardni odborny
problém, kde by jim mohlo pomoci po¢i-
tacové zpracovani, aby po nezbytném po-
uceni ochutnali svizele i radosti z tvorby
pocitacového programu.

Jaroslav Svréek

Keith Devlin: Jazyk matematiky

Kniha Keitha Devlina (344 stran, 110
ilustraci) vysla v roce 2016 v 2. vydéni
v nakladatelstvi Dokofan. Z origindlu Lan-
guage of mathematics knihu prelozil Jan
Svdbenicky. Autor se snazi pfiblizit zvida-

vym c¢tenadfum podstatu matematiky. To
je dost odvazné, nebot, jak se tvrdi v knize,
v roce 1900 bylo mozno shrnout matema-
tické znalosti do 80 knih, dnes jsou to sta-
tisice. Presto stoji za to priblizit Sirsi ve-
fejnosti moderni matematiku.

h Devlin

J.azyk matematiky

K. Devlin, profesor na katedife mate-
matiky Stanfordské univerzity, prokazal si-
roké znalosti a nesporny literarni i popula-
riza¢ni talent. Kniha je rozdélena do osmi
kapitol, predmluvy a tvodu a rejstiiku a
barevné prilohy. Pfijemné mé prekvapila
forma a vzhled knihy, kterd je véazana.
Uvod patii pravem starovéké matematice
tedy Pythagorovi, Euklidovi a jeho Zakla-
dium a prvocislum.

Samostatné kapitolky patii zakladate-
lim moderni matematiky Gaussovi a Fer-
matovi. U néj se zminuje o Malé a Velké
Fermatové vété. Druha kapitola je o prin-
cipech uvazovani a dtkazech. Tady mys-
lim autor prestrelil, nebot precenuje schop-
nosti ctenafld. Sadm jsem ucitel matematiky
a ani na VS jsem nemél zaklady logiky a
vysvétlovani autora mi pfipada dost na-
ro¢né. Myslim, ze pro Sirsi vefejnost bude
tézko stravitelny hlavné zptsob vykladu
Aristotelovy logiky nebo Booleovy logiky.

V podkapitole o Kurtu Gddelovi mohl
prekladatel uvést, Zze se tento jeden
z nejvyznamnéjsich svétovych matematiki
20. stol. narodil v Brné. Za zajimavou pro
mé osobné povazuji zminku o matematické
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lingvistice, o které jsem dosud téméf nic
nevédél. Zaroven jsem si potvrdil nékteré
postupy, které jsem pouzival pfi amatérské
analyze Casopiseckého textu.

Pékny je naopak vyklad integralniho
poctu a souctu nekonecéné fady, trochu na-
ivni mi pripada charakteristika inverzni
funkce jako funkce, kterd puvodni funkci
anuluje. Kdyz se autor zminuje o limité
a Karlu Weierstrassovi a Augustinu Cau-
chymu, mél se také zminit o nejvyznamnéj-
Sim Ceském matematikovi Bernardu Bol-
zanovi, ktery k rozvoji moderni matema-
tiky v dané oblasti vyznamné prispél.

V dalsi kapitole o geometrii prekladatel
v podkapitole o projektivni geometrii pre-
lozil pojem, ktery se v Cestiné zpravidla
prekldda terminem dvojpomér, jako kii-
7ovy pomér. Siri vefejnost ma zde moz-
nost seznamit se s neeukleidovskou geo-
metrii a jeji historii. V kapitole o teorii
grup pak pouzivd pojem polynomidlni rov-
nice, ktery znam ze skoly jako algebraicka
rovnice.

Nejzajimavéjsi pro mé byla ¢ast o topo-
logii, kde kromé zminky o teorii grafd, je
také zminéna teorie uzla, kterou jsem do
té doby neznal. Posledni dvé kapitoly jsou
o teorii pravdépodobnosti a vesmiru po-
tazmo fyzice. Vzhledem k tomu, Ze nejsem
fyzik, byl pro mé obtizny vyklad teorie
elektromagnetického pole a teorie relati-
vity. Kniha pomiize zvysit povédomi Sirsi
verejnosti o matematice u vzdélanéjsi ¢asti
populace a proto je uzitecna. Matematika
nam déava oci, kterymi muzeme spatfit to,
co by nasemu zraku zustalo jinak skryto,
pisSe se na zadni strané obalky knihy. I kdyz
autor vétsinou nejde za hranici stfedoskol-
ského nebo max. vysokoskolského kurzu
matematiky, je kniha ur¢ité uzitecna, pro-
toze Ctenafe seznamuje s historii jednotli-
vych matematickych myslenek, navic jsem
se Fadu véci z ni dozvédél, i kdyz mam ma-
tematické vzdélani. Na kvalité knihy se po-
dilel i vyborny pieklad. Co mné vsak chy-
bélo, byl seznam pouzité literatury.

Karel Vasicek

Vzajemné pohyby Slunce, Mésice a
Zeme a jejich dtsledky pro nas zivot

Cab B AR R R A G B L )

Divejte se na hvézdy a ucte se z nich!
Albert Einstein

Ackoliv po celd tisicileti byli lidé fasci-
novani a okouzleni nejen nocni, ale i denni
oblohou, v dnes$ni uspéchané dobé se ma-
lokdo zastavi, aby se pokochal krasami,
které se nam pri pohledu vzhiru nabizeji.
Pro nase predky byli nebe a zemé, lidé a
bohové, zvirfata a rostliny nedilnou sou-
¢asti jednoho celku a vzajemné na sebe
pusobili. Slunce, Mésic a hvézdy poskyto-
valy svétlo a teplo, nezbytny pfedpoklad
pro prospivani zivych tvoru. Jejich pravi-
delné pohyby a promény vedly k tomu, ze
je lidé zacali vyuzivat v bézném kazdoden-
nim zivoté k méfeni ¢asu a ndmorni navi-
gaci — jako hodiny, kalendar ¢i kompas.

Systematickd pozorovani Slunce a Mé-
sice jsou zahalena mlhou davnovéku, kdy
se vérilo, ze predevsSim nocéni obloha do-
dava smysl a vyznam veskerému lidskému
usilovani. Zafezy na kostech starych asi
40 tisic let znazornuji lunarni cykly, a je-
jich sledovanim, jako naptiklad uplnku,
zatméni a konjunkci planet, odvozovali
starovéci astronomové zaklady kosmologie
(védniho oboru zabyvajiciho se studiem
puvodu, struktury a vyvoje vesmiru, sna-
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zicitho se odpovédét na takové otazky, jak
a kdy se zrodil vesmir, jaky je jeho celkovy
tvar, z ceho se skldda a jaky bude jeho ko-
nec), a to jak ciselné, tak i geometricky.

Delfské prislovi ,,Jak nahote, tak dole
naznacuje, ze se kosmické vzory odrazeji
v pozemském zivoté a jsou tedy zdrojem
informaci pro lidsky zivot. Idedlnim pfi-
kladem tohoto pfistupu je Velkd pyramida
v Gize (2480 pf. n. 1.), orientovand piesné
podle svétovych stran, se Sachtami zamé-
fenymi na hvézdy, se zakladnou a vyskou
odpovidajici ,kvadratufe kruhu“ Zemé a
Meésice.

Stari Sumerové sledovali hvézdné cykly
jiz v obdobi okolo roku 2200 pt. n. 1. a poz-
déji zavedli 24hodinovy den a kruh o 360
stupnich. Tyto staroddavné znalosti pre-
vzali kolem roku 600 pf. n. 1. staii Re-
kové (Eratosthenes, FEudozos, Hipparchos,
Meton), poté Rimané a po zaniku jejich
fise (kolem roku 500) pochodeli poznéani
prevzali Arabové. V obdobi poc¢atkn rene-
sance se vétSina nashromazdénych védo-
mosti vratila zpét do Evropy (Kopernik,
Galileo, Newton). Od té doby se zacala
rozvijet moderni astronomie (zédkladem je-
jich znalosti je ziskavani pozorovani kvan-
titativniho charakteru a vysvétlovani zjis-
ténych jevli pomoci matematickych a fyzi-
kélnich zakont), Fazena mezi zékladni p¥i-
rodni védy a tvofici soucast skolni vyuky.
Presto vétsina dnesnich lidi nevi témér nic
o systému, ve kterém se Slunce, Mésic a
Zemé vzajemné pohybuji, ackoliv jsme na
jeho rytmu naprosto existen¢né zavisli.

To vS8e chce trochu napravit a ozivit ale-
sponi néco z ducha davnych dob utla (64
stran) a bohaté ilustrovana (136 obrazk)
knizka ,,Slunce, Mésic a Zemé“, kterou na-
psal britsky spisovatel a védec na volné
noze Robin Heath. Tento autor fady knih
o archeoastronomii a architektufe prehis-
torickych sidlist sice vystudoval elektroin-
zenyrstvi, ale zahy se pfeorientoval na ast-
ronomii a astrologii, které také vyucuje na
Oxfordské letni skole. Pieklad Jana Svd-
benického vydalo nakladatelstvi Dokoran

(Praha 2015, 1. vyd.) v edi¢ni fadé Per-
gamen, ve které jiz témér deset let syste-
maticky mapuje pro ¢eského ctenare lidské
poznani na pomezi védy a tajemna, gra-
ficky atraktivné zpracované ochutnavky
velkych témat, které se nebrani ¢isté spe-
kulaci ¢i mystice.

Ve stale vzrustajicich snahach objevo-
vat, porozumét a ridit na svété Uplné vse,
se naSe soucasné véda a kultura natolik od-
chylila od cesty jednoduchosti a krésy, ze
nas udivuje a n€kdy az dési, kdyz se néja-
kym zpusobem opét projevi. Jedna takova
se ukryva v cyklech Slunce a Mésice pozo-
rovanych ze Zemé, ktera je tak racionalni,
jednoduché a elegantni, Ze neni tfeba zad-
ného védeckého prostiednika k jejimu vy-
kladu. Ve 28 kratkych kapitolach doplné-
nych diagramy a dalsimi napaditymi vy-
obrazenimi nas autor zavadi do problema-
tiky vzajemnych pohybi téchto tii vesmir-
nych téles, tak jak je mizeme pozorovat ze
Zemé. Podrobnéji se pak vénuje pohybu
Meésice kolem Zemé a seznameni s jeho
dusledky, tak dilezitymi pro veskery zi-
vot. Dozvime se, pro¢ dochazi k zatmé-
nim Slunce a Meésice, kterd z nich jsou
Cetnéjsi a jak slozité je zatméni predvi-
dat. Ctenéfi se také mohou pokusit se-
stavit kalendar, ktery by mél zohledrnovat
jak slunecni rok, tak i mési¢ni faze, mél
by mit jednoduché déleni do tydni, mé-
sicii a ro¢nich obdobi a vyjadfovat aktu-
alni fazi a polohu Mésice, prilivu, odlivu a
zatmeéni. Zavérem lze nahlédnout do magie
¢isel skrytych v planech megalitickych ka-
mennych kruhti, které v prehistorickych
dobach slouzily zfejmé také jako kamenné
kalendare.

K porozuméni této urcité pozoruhodné
publikace staci ¢tenafi znalost zakladnich
pocetnich tkonu, kalkulacka a obecné vé-
domosti zvidavého teenagera. Autor nam
v ni netika, které vyklady vesmiru jsou
spravné a které ne. Navic, nékteré otazky
podle ného jiz vibec nejsou pokladany,
o odpovédich ani nemluvé.

Bohumil Tesarik
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