MATEMATIKA

Vyuziti diskriminantu
kvadratické rovnice

JAROSLAV SVRCEK - DAG HRUBY

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pojem diskriminantu kvadratické rovnice patii mezi zakladni pojmy
stfedoskolské matematiky. Setkdvame se s nim nejen pfi Feseni kvadratic-
kych rovnic, ale také pri studiu kvadratickych funkci nebo pfi urcovani
tecen ke kuzeloseckam. Cilem c¢lanku, ktery je urcen predevsim uciteltm
pracujicim s nadanymi zéky, je poukazat na dalsi moznosti vyuziti zna-
mych vlastnosti diskriminantu pfi dikazech nékterych typt algebraickych
nerovnosti, pfi feSeni jistych typt diofantovskych rovnic a také pfi hledani
extrému nékterych funkci bez pouziti diferencialniho poctu.

K pochopeni uvedené problematiky nejsou potfebné zadné specialni
znalosti pfesahujici rdmec stfedoskolské matematiky. Pfipomenme nyni
zakladni pojmy, které budeme v tomto piispévku pouzivat.

Kvadratickou rovnici o nezndmé z s redlnymi koeficienty a # 0, b, ¢
rozumime rovnici

ax® +bx +c=0.

Jak znamo, tato kvadratickd rovnice ma dva realné koreny, pravé kdyz
jejl diskriminant D = b% — 4ac je nezéporny. V opa¢ném piipadé ma tato
rovnice dva komplexné sdruzené koreny. Pro D < 0 nemd graf funkce
y = ax?® 4+ bz + c s osou x kartézského souradnicového systému Ozy zadny
spole¢ny bod.

Jednotlivé aplikace diskriminantu kvadratické rovnice budou dale pre-
zentovany a komentovany pii reseni konkrétnich tuloh. V zévéru ¢lanku jsou
pak uvedeny nékteré dalsi nefesené tilohy k procviceni uvedenych postupt.
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1. Dukazy algebraickych nerovnosti

Vlastnosti diskriminantu lze, jak vzapéti ukazeme, efektivné vyuzit v du-
kazech algebraickych nerovnosti, v nichz aspon jedna z proménnych v do-
kazované nerovnosti je stupné 2.

Piiklad 1 (6. ¢esko-polsko-slovenskd MO juniort, 2017, viz [1])
Dokazte, ze pro libovolna redlna ¢isla x, y plati nerovnost

(2 4+ 1)(y2 + 1) > 2(zy — 1)(z + ).
Reseni. Danou nerovnost prepiseme do ekvivalentniho tvaru
(y —1)%” —2(y* — Dz + (y +1)* 2 0. (1)

Je-li y = 1, je nerovnost (1) a také dana nerovnost splnéna trividlné pro
vSechna redlnd Cisla x. Predpokladejme dale, Zze y # 1. V tomto piipadé
lze na levou stranu (1) pohlizet jako na kvadratickou funkci o proménné x
a (redlném) parametru y. Snadno se vidi, Ze pro diskriminant odpovidajici
kvadratické rovnice plati

D=4(y—1)*(y+1)° —4(y—1)>*@y +1)*=0.

Vzhledem k tomu, Ze koeficient u kvadratického ¢lenu zkoumané funkce je
kladny (plati totiz (y — 1)2 > 0), je nerovnost (1) splnéna pro libovolné
realné ¢islo x a pro libovolné y # 1. Tim jsme dokézali platnost dané
nerovnosti pro vSechna redlna ¢isla x, y.

Pozndmka. Dilkaz dané nerovnosti lze mj. vést napt. vyuzitim skutecnosti,
7e levé strana ekvivalentni nerovnosti (1) je druhou mocninou vyrazu

z(y—1)—(y+1),
kde x, y jsou libovolna realna ¢isla.
Piiklad 2 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost)
Necht n je pfirozené ¢islo. DokaZte, Ze pro libovolna redlnd ¢isla x;, y;
(i=1,2,...,n) plati nerovnost
(@ +a3+. . Fan) Wi +ys +. o hyn) 2 (@y F oy ayn)? (2)

Kdy nastane rovnost?
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Reseni. Pokudz; =23 =... =2, =0neboy; =y2 = ... =y, = 0, je ne-
rovnost (1) splnéna trividlné a navic v ni nastane rovnost. Pfedpoklddejme
dale, ze x2 + x3 + ... + 22 > 0, a uvazujme funkei f()), kde

FO) = Az —y1)* + Oag — )’ 4+ ... 4+ Az — yn)? (3)

s redlnymi parametry z;, y; (i = 1,2,...,n). Je zfejmé, Ze funkce f(X)
nabyva pro vSechna realna ¢isla A nezapornych hodnot, a to bez ohledu
na volbu redlnych parametrt z;, y;. Funkéni pfedpis (3) upravime déle
(s ohledem na ptedpoklad 23 + 23 + ... + 22 > 0) do tvaru kvadratické
funkce s proménnou A a redlnymi parametry xz;, y;. Plati

F) =@+ . 422N = 2@y 4.+ Ty A+ 4.+ 12) (4)

Vzhledem k tomu, ze tato kvadratickd funkce nabyva vyhradné nezapor-
nych hodnot, je jeji diskriminant D je nekladny, tj. plati nerovnost

D =4(z1y1 + ... Fxpyn)? — 4@ 4+ .. F22) (i + ...+ y2) <0.

Odtud jiz bezprostfedné plyne nerovnost (2) a diikaz je tedy i v tomto
pripadé uzavien.

Rovnost v (2) nastane s ohledem na tvar (3) funkce f(\), pravé kdyz
existuje realné ¢islo \ takové, Ze pro v8echna i € {1,2,...,n} plati Az; = y;
nebo pokud 1 =29 =...=x, =0.

2. ReSeni diofantovskych rovnic

V této casti poukazeme na moznost vyuziti diskriminantu kvadratické
rovnice pii feSeni nékterych typu diofantovskych rovnic. NiZze prezentovany
postup se ¢asto nazyva metoda diskriminantu.

Priklad 3
Urcete vSechny dvojice (z,y) celych ¢&isel vyhovujicich rovnici

P 4r+1=1y>%

Resent. Danou diofantovskou rovnici muzeme fesit jako kvadratickou rov-
nici s neznamou x a celo¢iselnym parametrem y ve tvaru

P +ax+(1-9%)=0. (5)
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Snadno se pfitom vidi, ze pro kazdy celoCiselny parametr y (y # 0) je
diskriminant D = 4y? — 3 rovnice (5) kladny. K tomu, aby kvadratické
rovnice (3) méla celoéiselny kofen x je nutné (nikoliv vSak postacujici), aby
hodnota jeho diskriminantu byla druhou mocninou nékterého prirozeného
¢isla, tj. aby platilo

4% — 3 =m?,

kde m je pFirozené ¢islo (pravé tento krok je ¢asto oznacovéan jako metoda
diskriminantu). Po tpravé posledni rovnice dostaneme

4y* —m? = (2y —m)(2y +m) = 3. (6)

Protoze prava strana rovnice (6) mé prvoéiselnou hodnotou, mame pravé
dvé moznosti, jak rozlozit prvocéislo 3 na sou¢in dvou celoéiselnych cinitelti.
Plati tedy (bez ohledu na potadi ¢initeli)

(2y —m)(2y+m)=3=1-3=(=1)-(-3).

Vzhledem k tomu, Ze m je pfirozené ¢islo, je 2y — m < 2y + m. Stadi tedy
uvazovat pouze nasledujici dvé soustavy linearnich rovnic o nezndmych y
a m. Prvni z nich

20—m =1,
20+m =3

ma feSeni y = 1, m = 1 a pro diskriminant D prislusné kvadratické rovnice

plati D = 1. Odpovidajici hodnoty neznamé x v dané diofantovské rovnici

pro nalezenou hodnotu y ziskdme dosazenim y = 1 do rovnice (5) a FeSime

tak kvadratickou rovnici 22 + x = 0, kterd ma celociselné koteny 0 a —1.
Podobné fesenim druhé soustavy rovnic

2y —m = -3,
20+ m = —1
dostavame y = —1 a m = 1. Dosazenim za y do (5) Fesime stejnou kvad-

ratickou rovnici jako v predchozim pfipadé s kofeny 0 a —1.

ZAVER. Dand diofantovska rovnice mé ¢tyfi celociselnd feSeni, jimiz jsou
uspofadané dvojice (x,y) € {(0;1),(—1;1),(0; -1), (—1;-1)}.

Pozndmka. Z pohledu analytické geometrie kuzelosecek predstavuje dana

rovnice v pfikladu 3 rovnici hyperboly. Zavér feSeni této tllohy nas pfitom
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vede k zajimavému zjisténi: Na obou vétvich této hypeboly lezi pouze
4 body s obéma celodiselnymi soufadnicemi (tzv. miiZové body). Jejich
soufadnice koresponduji s feSenimi dané tlohy.

Piiklad 4 (50. Béloruska MO, 2000)
Urcete v8echny dvojice (x,y) celych éisel, pro néz plati

y(z? 4 36) + x(y® — 36) + 32 (y — 12) = 0.

Reseni. Danou diofantovskou rovnici nejprve upravime do tvaru kvadra-
tické rovnice
ya? +(y* — 36)z +y(y — 6)* =0 (7)

s neznamou z a s celo¢iselnym parametrem y. Je-li y = 0, pak podle (7)
plati i x = 0, a dvojice (x,y) = (0;0) je FeSenim dané rovnice.

Dale necht y # 0. Diskriminant D kvadratické rovnice (7) musi byt
nutné nezaporny a navic musi byt druhou mocninou nékterého celého ne-
zaporného c¢isla. Plati pfitom

D = (y°—36)°—4y*(y—6)* = (y—6)°[(y+6)>—4y”] = 3(y—6)*(6—y)(y+2).

Odtud plyne, ze bud y — 6 = 0, tj. y = 6, nebo soucin 3(6 — y)(y + 2)
musi byt druhou mocninou nékterého celého nezdporného ¢&isla. ReSenim
kvadratické nerovnice

6—y)y+2)=0

zjistime, Ze hledand celd &isla y patii do uzavieného intervalu (—2;6). Po-
stupnym dosazenim vsech deviti celo¢iselnych hodnot y z tohoto intervalu
do vyrazu 3(6 — y)(y + 2) snadno zjistime, Ze tento vyraz je dvojmoci né-
kterého celého nezaporného c¢isla, pouze pokud y nabyva nékterou ze tii
celodiselnych hodnot —2, 4 nebo dfive urcené ¢islo 6.

Tim dostavame dalsi ¢tyfi celociselnd feSeni dané rovnice, kterymi jsou
usporadané dvojice (—8; —2), (1;4), (4;4) a (0;6).
ZAVER. Dané diofantovskd rovnice mé pét celo¢iselnych FeSeni, jimiz jsou

uspofddané dvojice (x,y) € {(0;0), (—8;—2),(1;4), (4;4), (0;6)}.

3. VysSetfovani extrému funkci

Hledéani extrémii, tj. nalezeni nejvétsi a nejmensi hodnoty dané funkce
jedné realné proménné na svém definiénim oboru patii mezi zakladni tikoly
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pri zkouméani prubéhu dané funkce. Pfi feseni nasledujicich dvou tloh uka-
zeme, jak je mozno v nékterych pripadech postupovat pfi feseni uvedeného
problému bez pouziti diferencidlniho poctu (bez derivace funkce). Jedna
se predevsim o nékteré funkce, jejichz funkéni pfedpis y = f(z) lze po
upravé ziskat ve tvaru kvadratické rovnice s nezndmou z a s (redlnym) pa-
rametrem y, a také o samotné kvadratické funkce. Poznamenejme jesté, ze
pri hledani extrémii (popf. lokdlnich extrémi) mnoha takovych funkcei lze
Casto vyuzit (kromé diferencidlniho poétu a nebo napt. doplnéni kvadra-
tického trojélenu na dvojmoc) také napf. zakladni algebraické nerovnosti,
jako je zndméa A-G nerovnost.

Priklad 5
Urcete extrémy (kvadratické) funkce

y=2z%—z+1.
Resent. Danou funkci upravime do tvaru kvadratické rovnice
202 —x+(1—9y) =0 (8)

s neznamou zr a realnym parametrem y. Definiénim oborem dané funkce
je mnozina R vSech redlnych cisel, a proto pro libovolné y z hledaného
oboru hodnot dané funkce existuje (asporti jedno) = € R takové, ze plati
(8). Uréime tedy vSechna y € R, pro néz m4 kvadratickd rovnice (8) redlné
kofeny, tj. hleddme vSechna y € R, pro néz je diskriminant rovnice (8)
nezdporny. Pro diskriminant D rovnice (8) musi proto platit

D=1-4.2-(1—y)=8y—7>0,

a tudiz y > 7/8. Dand kvadratickd funkce tedy nabyva svého minima
y = 7/8 pro x = 1/4, jak snadno zjistime dosazenim nalezené nejmensi
hodnoty y = 7/8 do dané rovnice nebo do rovnice (8). Z nalezeného vy-
sledku je rovnéZ patrné, ze dand funkce neni shora omezend, coz je ve
shodé se znamym chovanim kvadratické funkce daného typu.

Priklad 6

Urcete extrémy funkce
x

22 +1
Reseni. Pro y # 0, tj. pro = # 0 upravime danou funkci do tvaru kvadra-
tické rovnice

y:

yr? —x+y=0. (9)
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Defini¢nim oborem dané funkce je i v tomto pfipadé celd mnozina readlnych
Cisel. Vyuzitim vlastnosti diskriminantu kvadratické rovnice (9) urcime jeji
obor hodnot. Kvadraticka rovnice (9) mé diskriminant D = 1 —4y?, ktery
musi byt nezaporny, tj. musi platit 1 — 4y > 0. Pro odpovidajici funkéni
hodnoty y tedy plati y € (—3;%). Odtud vidime, Ze zkoumana funkce je
omezend, tj. omezena soucasné shora i zdola. Jeji minimalni hodnota je

y = —3, kterou, jak snadno zjistime po dosazeni za y do (9), nabyva pro
xz = —1. Jeji maximélni hodnota je y = %, jiz. dané funkce nabyva pro
x = 1. Vzhledem k tomu, Ze funkéni hodnota y = 0 (dosazena v bodé

# = 0) neni extremélni hodnotou dané funkce (=3 < 0 < 1), je dana
uloha vyfesena.

K procviceni uvadime trojici nefeSenych tloh (po jedné ke kazdé z vyse
uvedenych aplikaci diskriminantu kvadratické rovnice).

Priklad 7
Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla x, y, z plati nerovnost

x2+y2+z2 >zy+yz+zx
a urcete, kdy nastane rovnost.

Priklad 8
Urcete vSechny dvojice (m,n) celych ¢isel splitujicich rovnici

m? +n? =mn + 3.
[RE§eni: (mvn) € {(la 71)7 (71; 1)7 (2; ]-)7 (17 2)7 (72; 71)7 (*1; 72)}]

Priklad 9
Urcete extrémy funkce
rz—1

24+ax+1
[Ymin = —1 —2v3/3 pro x = 1 —/3; Ymax = —1+2v/3/3 pro z = 1+ /3]

y:

Literatura

[1] Swrcek, J.: 6. ¢esko-polsko-slovenskd MO junioréi. MFI, roé. 26 (2017), ¢. 4, s. 318
319.
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O porovnani mocnin a’ a b

JAROMIR SIMSA
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Vyuka diferencidlniho poc¢tu na gymnaziich vrcholi praktickymi ukéz-
kami vySetfovani prubéhu konkrétné zadavanych elementarnich funkci.
Z ¢asovych duvodu pritom zaktm neuvadime motivacni situace, které k po-
tfebé zkoumani té ¢i oné funkce vedou. V ucebnici [1] sice par takovych
praktickych ukazek z oblasti geometrie a fyziky nechybi, otdzkou vsak zi-
stavé, kolik z nich v omezeném case stac¢ime s zaky probrat. V tomto ¢lanku
se proto budeme vénovat jedné pomérné malo znamé, pojmoveé dobte pti-
stupné a Casové nenarocné ukazce uziti diferencidlniho poctu v oblasti
¢iselnych vypoctn, ukazce, na kterou lze i k nasemu predmétu lhostejnéjsi
zaky navnadit nabidkou experimentovani s kalkulackami. Ukazeme rov-
néz, jak lze dané téma pro matematicky zdatnéjsi zaky prodlouzit o malou
exkurzi do teorie raciondlnich cisel. Méné zdatnym zakim miZeme misto
toho alespori nabidnout zajimavy pfiklad na pocitani s mocninami, ktery
autor ¢lanku v zadné sbirce piikladd na Gpravy algebraickych vyrazi snad
nikdy nevidél (uréité by si ho zejména v mladsim véku zapamatoval). Néco
mocninnym a exponencialnim funkcim.

Slibeny namét je prozrazen jiz v nazvu naSeho ¢lanku: budeme fesit
jak pro dand kladnd redlnd c¢isla a a b v pripadé a # b rozhodnout, kterd
z mocnin a® nebo b® je vétsim cislem. Ukazeme, %e pro nékteré takové
dvojice (a,b) je odpovéd snadnd (pfiklad 1), pro jiné dvojice lze uplatnit
hlubsi vétu 1, k jejimuz dikazu budeme — mozné ponékud prekvapivé —
potiebovat pravé diferencidlni pocet. Kone¢né pro zbyvajici dvojice (a,b)
je porovnani mocniny a® s mocninou b® obtiznou otézkou, p¥i niz pres
predpoklad a # b nelze vyloucit kuriézni rovnost a® = b®. Té se budeme
téz v ¢lanku zevrubné vénovat a mj. pro ni dokdzeme pozoruhodnou vétu 2.

Co vSe napovi kalkulacka

Zaky vybavené kalkulackami s tlacitkem |~ | miizeme vyzvat, aby se po-
kusili zjistit néjaké poznatky o srovnani hodnot a’ a b® cestou rtiznjch
voleb kladnych ¢isel a a b. Nemusime k tomu hned dodavat néjaké in-
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strukce, staCi jen poznamenat, pro¢ nas nezajima ani pfipad a = b, ani
pripad, kdy jedno z ¢isel a, b je rovno jedné.

Neni vylouceno, ze brzy poté se nékdo z zakiu vytasi s prekvapivou
rovnosti 2* = 42. Pokud ne, mtZeme t¥idu k hleddni takového piikladu
ponouknout. A kdyz uz ono dvoji vyjadreni ¢isla 16 napiSeme na tabuli,
zeptame se vzapeéti zakl, zda nékdo najde jiny piiklad téhoz razeni. Pro-
toze se tak patrné nestane'), po chvili dotyéného ticha vyzveme zaky, aby
rovnost a® = b® otestovali na kalkuladce pro hodnoty a = V3ab=3V3
— bude to soucasné i provérka toho, jak dobfe zaci praci s kalkulackou
ovladaji i jak je kalkulacka pfesna. V nékterych tridach si pak dovolime
i polozit znepokojujici otazku, zda shodnost obou na displeji zobrazenych
vysledktt mocnéni je skuteénym dtkazem posuzované rovnosti. Ten pak
s zaky snadno provedeme, kdyz obé strany rovnosti upravime na mocninu
¢isla 3 s tymz exponentem %\/g

V druhé fazi numerického experimentovani s kalkulackou nasmeérujeme
zaky, aby porovnavali hodnoty mocnin a® a b* pro dvojice kladnjch ¢&isel
a, b s malou (kladnou) odchylkou |a — b|. Nejdiive je pfitom vyzveme
k ovéfeni nerovnosti

2,12 > 231 (4,41 > 4,287...),
3,13 < 3%t (29,791 < 30,135...),

které ukazuji, ze ¢isla 2 a 3 patfi, obrazné feceno, do dvou riaznych tabort
Cisel, protoze maji v daném ohledu protichéidné vlastnosti. Zaci mohou déle
otestovat, ze do tabora ¢isla 2 patii véechna (kladnd) ¢isla mensi nez 2 a ze
do tabora ¢isla 3 patii vSechna cisla vétsi nez 3. Pak mtizeme vystupnovat
napéti ve t¥idé otdzkou, kdo najde co nejvétsi ¢islo z prvniho tabora (patii
tam napiiklad ¢islo 2,6) a co nejmensi ¢islo z druhého tédbora (s éislem
kupiikladu 2,8). Tteba se pak nékdo z Zactva ptihlasi s domnénkou, Ze
oba tabory na Ciselné ose oddéluje proslulé ¢islo e, které zname jako zdklad
prirozengch logaritmi. Budeme tak s zaky motivovani k ,intervalovému*
vymezeni obou tabort danému nize ve vété 1, kterd doty¢nou hypotézu
v obecnéjsi podobé potvrzuje a kterou uzitim derivaci snadno dokazeme.
Ve tfidach, kde diferencialni pocet neprobirdme, mtzeme zaktim vétu 1
pouze prozradit, ilustrovat jeji obsah dal$imi numerickymi ukézkami a
obecné vyftesit alesponi nasledujici priklad.

1) Jak se déle ukaze, neni toto negativni konstatovani projevem autorova pedagogic-
kého pesimismu. Pfi psani ¢lanku ho naopak provazela opacna dusSevni vlastnost, jak
je snad misty z textu patrné. Autor dokonce véri, ze si ho pfectou nejen recenzenti.
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Priklad 1
Je-li0 < a<1<b,jez cisel ab, b* vétsi to druhé. Dokaizte.

Reseni. Exponencialni funkce y = r® s danym zdkladem  je v proménné z
jak zndmo klesajici, resp. rostouci, je-li 0 < r < 1, resp. » > 1. Odtud
dvojim uzitim (pro r = a a pro r = b) za piedpokladu 0 < a < 1 < b
dostaneme potiebné:

W>'=1>a=a'>a.

Véta 1
Pro libovolna kladna reélna ¢isla a, b v piipadé a < b < e plati b* > a’,
zatimco v pifpadé e < a < b plati naopak a® > b®.

Dikaz. Jak uc¢inné vystihnout, kdy pro kladné ¢isla a, b plati nerovnost
a’ > b*? Jejim logaritmovanim a naslednym vydélenim soucinem ab do-
staneme ekvivalence
Ina Inb
a’ > b < blna>alnb < —>T.
a
S ohledem na symetrii feSené otazky v cislech a, b vidime, Ze porov-
nani hodnot a’, b* dopadne vZdy stejné jako porovnani hodnot f(a), f(b)
(v tomto pofadi) pro funkci f definovanou na mnoziné vsech kladngch ¢isel
predpisem
_Inz

fla) ===,

x
Tvrzeni dokazované véty tak lze zapsat implikacemi

O0<a<b<e= f(a)< f(b) a e<a<b= f(a)> f(b),

které vyjadiuji pravé to, ze funkce f je rostouci na intervalu (0,e) a klesa-
jici na intervalu (e, 00). To mtzeme (podle zndmé poucky z diferencidlniho
poctu) ovéfit vypoctem jeji derivace a uréenim intervalti, kde je tato deri-
vace kladna, resp. zaporna:

)

lnx)/_ (1/z)-x—nz-1 1-Inz
x

o = (

f(2) >0 < Inz <1 < z€(0,e),

2 2

() <0 < Inz>1 < x € (e,00).
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Tim je cely dikaz hotov.?) Graf funkce f, kterou jsme pii ném vyuzili, je
vykreslen na obr. 1, a to spole¢né s pfimkou o rovnici y = ¢, kde konstanta ¢
je spole¢na hodnota funkce f v bodech z = 2 a x = 4. Skutecné,

f(2)= %ln2 = iln4 = f(4),

coz odpovida také diive uvedené rovnosti 2% = 42.

yl\

0,4

0,3

0,2

0,1

i J S
Y SN

N ———— e ———

Y

) I1
Obr. 1

Ptipad rovnosti a® = b®

Podle piikladu 1 a postupu z dikazu véty 1 je zfejmé, ze porovnani
mocnin a® a b je problematické v situaci, kdy obé éisla a, b jsou vétsi nez 1
a pritom ,o0dd€leny* ¢islem e, tedy 1 < a < e < b bez jjmy na obecnosti.
Graf funkce f to dobfe dokldda, navic umoznuje graficky urcovat dvojice
Cisel (a,b) spliiujici podminky

a® =0, kdeac€ (1,e) abc (e,00),
a to s mirou presnosti odpovidajici kvalité jeho vykresleni. Dokonce je
o¢ividné (a Bolzanovou vétou o mezihodnotéch spojité funkce exaktné za-
ruéené), ze pro kazdé a € (1,e) existuje takova dvojice (a,d) s (jedinym)
vhodnym b € (e, 00). Bylo by jisté zddouci mit pro doty¢né dvojice (a,b)

2)Fakt, 7e intervaly monotonie (0,e) a (e, 00) mizeme rozsifit na intervaly (0,e) a
(e, 0), je disledkem spojitosti funkce f (v bodé e).
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analytické vzorce! Ano, takové vzorce existuji a uvedeme je ted v zadani
ukolu, ktery mutze nezasvéceného vykonavatele v pripadé tspésného do-
poctu docela mile prekvapit.

Priklad 2
Vypoététe rozdil a® — b pro hodnoty a, b uréené vzorci

a=<1+i>r a b:(1+i)r+l, (V)

kde r > 0 je dané cislo.

Reseni. Hledany rozdil je roven nule pro kazdé r > 0, nebot obé mocniny
a® a b® se pro uréené a, b rovnaji:

1 r (1+%)7~+1 T_[(r4;1)]r+1
()
T

= " =
(rtnrtl a
rl % r41 (r+1)a 1 r+1 .
r r r

K ptikladu 2 dodejme, ze volbou r = 1/2 ve vzorcich (V) dostaneme
dvojici ¢isel a = V3ab= 3\/3, se kterou jsme se seznamili uz diive. To
vsak nijak nesnizuje udiv nad moznosti, ze nékdo mohl dotycné vzorce
pro dvojice ¢isel (a,b) s vlastnosti a® = b* jen tak uhodnout. Poodhalime
rousku oné zdhady kratkou avahou, kterd nas dokonce privede k odvozeni
vzorcii (V) pro kazdé feSeni rovnice a® = b® v oboru kladnjch realnych
¢isel a a b, pro néz navic plati a < b.

Diky posledni nerovnosti mame b = ka pro vhodné (redlné) ¢islo k > 1.
Dosadime-li to do rovnice a® = b, dostaneme

a =

a* = (ka)?,
odkud po umocnéni obou stran ¢islem 1/a obdrZime
a* =ka meboli o' =k,
takze po dalsim umocnéni, tentokrat ¢islem 1/(k — 1), dojdeme k vyjad-

fenim
1 141
a=k* 1 a b=ka=k %1,
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Piejdeme-li od parametru & > 1 k novému parametru r = 1/(k — 1) > 0,
s ohledem na zpétny vztah k =1 + % jiz z¥ejmé obdrzime vzorce (V).

Poté, co jsme objasnili pivod vzorct (V), obratme nasi pozornost na
atraktivni tikol, kterym je feSeni rovnice a® = b® v oboru kladnych racio-
ndlnich &sel a a b.?) Protoze nas nezajimaji trivialni feSeni a = b, mizeme
diky symetrii opét pfedpokladat, ze plati a < b. Stojime tak podle pfedcho-
ziho vykladu vlastné pred otazkou, pro kterd kladna redlné ¢isla r urcéuji
vzorce (V) dvé racionélni ¢isla a a b.

Mezi hledand ¢isla r ziejmé patii vSechna pfirozena cisla, kterym od-
povidaji dvojice (a,b) tvaru

(2’4)) 97g Y %7@ LA
48 277 81

(vy¢islili jsme je pouze pro r = 1,2,3). Ze pro jiné hodnoty r jiz zadnou
dvojici racionalnich ¢isel nedostaneme, je netrividlni poznatek, ktery nyni
uvedeme i s Uplnym dikazem.

Véta 2
Nechf pro kladna racionalni ¢isla a a b plati a® = b, pficemz a < b.
Pak existuje pfirozené ¢islo n takové, ze Cisla a a b maji vyjadieni

1 n 1 n+1
a(1+) a b(1+) .
n n
Diikaz. PopiSeme postup z ¢lanku [2]. Podle ného pfedpokladanou rovnost
a® = b® nejprve upravime na

Sl

b=a-,

odkud po vydéleni ¢islem a dostaneme

Diky pfedpokladu a < b je exponent mocniny na pravé strané€ rovnosti
kladné racionalni ¢islo, které nyni zapiseme zlomkem v zékladnim tvaru:
b m

S 1=,
a n

3)V oboru p#irozengch Esel méa tato rovnice za podminky a < b jediné Feseni (a,b) =
= (2,4), jak plyne z véty 1, podle které pak totiz musi byt a € (1,e), tj. nutné a = 2.
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kde m a n jsou dvé nesoudélna prirozena cisla. Dosazenim do obou stran
doty¢né rovnosti tak dostaneme

m m
7+1:an7
n

neboli
m-+n

m
:a’ﬂ.

n

odkud po umocnéni obou stran na n-tou dostaneme

(m +n)"
n’!L

=a™. (%)

S rovnosti (x) spojime klicovou tivahu: zapiSeme-li raciondlni ¢islo a™ zlom-
kem v zakladnim tvaru a poté jeho Citatel i jmenovatel rozlozime na prvo-
¢initele, bude kazdé prvodislo p, pfitomné af uz v Citateli ¢i jmenovateli,
vystupovat v mocniné, kterd ma exponent délitelny ¢islem m — bude totiz
m-nasobkem prislusného exponentu mocniny prvocisla p v Citateli, resp.
jmenovateli toho zlomku v zédkladnim tvaru, ktery je roven ¢islu a. Odtud
s ohledem na to, ze ¢isla m + n, n jsou stejné jako ¢isla m, n nesoudélna,
z odvozené rovnosti (x) plyne, Ze také obé mocniny (m + n)” a n' maji
ve svych rozkladech vsechna prvocisla zastoupena s exponenty délitelnymi
¢islem m. Protoze vSak tyto exponenty jsou zfejmeé i délitelné cislem n,
jsou dokonce délitelné soucinem mn (opét diky nesoudélitelnosti m a n).
Proto existuji pfirozena ¢isla u a v takova, ze

(m + n)n — umn a nn — ,Umn

odkud po odmocnéni plyne
m+n=u" a n=v
Rozdil u™ — v™ je tak roven c¢islu m, coz je mozné, jak vzapéti ukdzeme,

jediné v pripadé, kdy exponent m odecitanych mocnin je roven 1. Skuteéné,
v pfipadé m > 2 bychom totiz podle binomické véty dostali

m=u"—0">@w+ )" —0" > (1

m) ,Umfl Z m7
a tedy m > m, coz je potiebny spor.

334 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Dosazenim m = 1 do (*) dostaneme jiz pfimo dokazované vyjadieni pro
¢islo a, pro ¢islo b pak staci dosadit uréené a do rovnosti

boy_m_1

a n n
kterou jsme ¢isla m a n zavedli. Dtikaz je hotov.

Na uplny zavér dodejme, ze ¢isla z dokazané véty 2 tvori posloupnosti

pP= {1+1]
n

n=1

1 n+1\
n
n=1

které jsou znamé tim, ze v klasickych kurzech matematické analyzy jsou
vyuzivany k samotné definici ¢isla e. Tak je tomu napf. na str. 96-98
dnes jiz legendédrni ucéebnice [2] sepsané Vojtéchem Jarnikem. Tam je také
podéan elementarni algebraicky dikaz toho, Ze posloupnost P je rostouci,
posloupnost ) klesajici a Ze obé maji stejnou limitu. Pravé ta je pak
prohlasena za cislo e a slouzi pozdéji k odvozeni vlastnosti ocekdvané od
zékladu prirozenych logaritmi, kterou je rovnost
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Variace na téma lichobéznik
a jeho obsah

JANA HROMADOVA — ZDENEK HALAS — VLASTA MORAVCOVA —
JARMILA ROBOVA

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Cilem c¢lanku je na konkrétnim pripadé ukazat jeden z konstruktivistic-
kych pristupt, jimz lze ve skolské matematice zavadét pojmy. Pt pozna-
vani cest, jak si déti buduji nové pojmy, je uzitecné podivat se na vznik
pojmi v historickém vyvoji ¢lovéka a jejich budovani v matematice jako
védecké discipliné.

Zamysleme se nejprve nad ptivodem matematickych pojmia. Ty zpo-
¢atku vznikaly prevazné z popudu praxe. Pfedstavme si tirodné udoli feky
Nil, kde bylo po kazdoro¢nich zaplavach potieba znovu a znovu vyméro-
vat pole, evidovat trodu a stanovovat dané. Z potieby feSeni takovychto
konkrétnich problémt se vytvafely prvni geometrické pojmy.

Pii transformaci pojmt do skolské matematiky je vhodné vychazet z his-
torie, musime vsak dbat na to, aby transformace byla pfiméfena véku zakh
a jejich schopnostem. Pti zavadéni pojmu se snazime vychézet z realné
praxe. Postupné se pokousime zaky dovést k tomu, aby si vlastni aktivni
¢innosti novy pojem osvojili. Opirdme se pfi tom o jiz nabyté znalosti a
zkuSenosti zakt z predchozi vyuky ¢i ze zivota. Ukazeme si vSe na kon-
krétnim prikladu pojmu lichobéznik a jeho vyuziti v praxi.

S pojmem lichobé&znik se zaci obvykle setkavaji poprvé v 7. ro¢niku za-
kladni skoly (viz udebnice [1, 2]), respektive v sekundé na nizsich stupnich
gymnézii (viz [3]). Lze pfedpokladat, ze jiz dobfe znaji pojmy trojihel-
nik, ¢tyrahelnik, ¢tverec ¢i obdélnik, mizeme se tedy o tyto pojmy opfit
a navazat na né. V né€kterych ucebnicich je pred lichobéznikem probiran
i rovnobéznik ([1, 2]), jinde je tomu naopak ([3]). Ve vSech tfech je po-
jem uveden definici, v [1] a [2] jsou pak pomoci ndvodngch otézek a tikoli
postupné odvozeny zakladni vlastnosti lichobézniki. Uéebnice [3] je spise
vykladova, nevybizi pfimo k samostatné ¢innosti zaka. V ucebnicich ne-
byva prilis prostor pro motivacni tlohy z realné praxe. Predvedeme dale
tlohu, kterou bychom mohli vyuzit pfi prvnim seznameni s lichobéznikem.
Vzhledem k tomu, ze se jedné o dlohu z praxe, bude nasim cilem i uréeni
obsahu lichobézniku.
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Zadani motivaéni alohy

Clst strechy rodinného domku je porostld mechem (obr. 1). Pod mechem
se dlouhodobé udrzuje vlhkost a stresni krytina tim ztrdci kvalitu. Magitel
domu proto zakoupil roztok slouZici k odstranéni mechi. Vyrobce uddvd
spotiebu 1/4 litru roztoku na 1 m?2. Cena za litr roztoku je 63 K¢&. Rozméry
poskozené &dsti strechy v metrech jsou zndzornény v obrdzku (obr. 2), pro
ndzornost je piilozen i pidorys domku (obr. 3). Jsme schopni ze zadangch
idaju spolitat cenu roztoku potiebného k ocisténi dané céasti stiechy?

Obr. 3
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Cilem této motivac¢ni tlohy je ivodni sezndmeni s pojmem lichobéznik a
hledéani vlastnosti a souvislosti s jiz zaktim zndmymi geometrickymi tvary.
Zaci by si méli v§imnout, e zkoumand ¢ast stiechy mé tvar ¢tyithelniku,
ktery ma dvé protéjsi strany navzajem rovnobézné a zbylé dvé riiznobézné.
Z fotografie (obr. 1) a pfiloZzeného ptdorysu (obr. 3) miizeme odhadnout,
ze ruznobézné strany nejsou stejné dlouhé.

K urceni ceny roztoku potfebného k vycisténi stfechy potfebujeme znat
obsah poskozené ¢asti stfechy. Dokazeme vypocitat obsah neznamého ¢tyr-
thelniku? MuZeme navést zaky k tomu, aby vyuZili svych znalosti a roz-
lozili zkoumany &tyftuhelnik na éasti, jejichZ obsah spoéitat umi. Zaky lze
rozdélit do skupin a vypocet obsahu pojmout jako soutéz, na jejimz zavéru
si porovname vysledky. Pravdépodobné se sejdou rizné navrhy, nékteré
z nich jsou zobrazeny na nésledujicich péti obrazcich (obr. 4 az obr. 8):

4,8 4,8 4,8
10 5 5 4,8 5,2

Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

Na obr. 4 je ¢tyftuhelnik rozdélen na dva trojuhelniky, jejichz zakladny
maji délky 10 m a 4,8 m, oba trojihelniky maji stejnou vysku 4,5 m. Pro
obsah celého ¢tyrihelniku plati

g 10-4,5+4,8~4,5
o 2 2

) m? = 33,3 m?.

Na obr. 5 je ctyithelnik rozdélen na tii trojuhelniky se spole¢nym vrcholem

vvvvv

rianta, ale 1ze pfedpokladat, ze jej néktery zak pouzije. Opét maji vsechny
trojuhelniky stejnou vysku, pro obsah tedy plati

5-4,5 48-45
52(2 5 + ) )

5 5 ) m? = 33,3 m?.

Analogicky bychom postupovali, kdyby spoleény vrchol byl libovolnym
jingm bodem nejdelsi strany ¢i strany s ni rovnobézné.

Na obr. 6 jsme pouzili rovnobéznik a trojuhelnik. Strana rovnobézniku
ma délku 4,8 m, prislusnd vyska je 4,5 m. Vyska trojihelniku je stejné,
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odpovidajici zdkladna mé délku (10 — 4,8) m = 5,2 m.

52-4,5
S = (4,8~4,5+’2’> m? = 33,3 m2.

4.8 T
4.5 4.5
T Yy
10 10

Obr. 7 Obr. 8

4,8 Y

Mozné se najdou i zaci, ktefi ¢tyithelnik pomoci dvou svislych car
rozdéli na obdélnik o stranich délky 4,8 m a 4,5 m a dva trojihelniky
o vysce 4,5 m (obr. 7), jejichz zdkladny x, y sice nezname, ale vime, Ze
dohromady tvoii jeden trojihelnik o zédkladné z+y = (10—4,8) m = 5,2 m.

52-4,5
2) m? = 33,3 m?.

S = (4,8 -4.5 +
Neni ndhodou, Ze zapis vypoctu obsahu S k obrazkim obr. 6 a obr. 7 je
stejny. Ukazuje se zde vazba mezi obsahem obdélniku a obsahem rovno-
bézniku.!)
Na obr. 8 je ¢tyftahelnik doplnén na obdélnik o stranach délky 10 m
a 4,5 m, od jehoz obsahu odecteme obsahy trojihelnikti o zdkladnéch z, y
a vysce 4,5 m.

2.4
S = (10.4,5—5’2’5) m? = 33,3 m>.

Pti vSech zptisobech rozdéleni vidime, zZe velmi podstatna je znalost vzdale-
nosti dvou rovnobéznych stran ¢tyftuhelniku. Tato vzdalenost je spole¢nou
vyskou vsech vySe zkoumanych utvari. Pokud tuto informaci mame, jsme
schopni dlohu vyftesit, a tedy kladné odpovédét na otazku z motivacniho
prikladu.

D Piesunutim vhodného trojihelniku transformujeme rovnobéznik na obdélnik o stej-
ném obsahu (viz [1, str. 55], [3, str. 98]).
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Litrové baleni roztoku vystaci na oSetveni 4 m? stvechy. Na osSetieni

plochy 33,3 m? potrebujeme 322 | = 8 325 litru roztoku. Musime tedy
zakoupit 9 litrovych balent v celkové cené 567 K¢.

V motivacni tloze jsme zdkim piedlozili ke zkoumani jeden typ li-
chobézniku. Chceme-li, aby si zaci pojem lichobéznik spravné osvojili, je
tfeba jim predkladat i dalsi ukézky. Na obr. 9 a 10 si vSimnéme cervené
zvyraznénych c¢asti stfech domi.

Obr. 10

Mizeme se zaky diskutovat, co maji vsechny ¢tyftahelniky pouzité k za-
stfeseni domt spolecného. Zda, pripadné jak, se lisi od jiz znadmych Gtvart —
¢tverce, obdélniku ¢i rovnobézniku.

Dojdeme k zavéru, ze se jedné o ¢tyrithelniky, které maji dvé protilehlé
strany navzajem rovnobézné, zbyvajici dvé strany jsou rtznobézné. Mu-
zeme si vS§imnout, Ze na obr. 9 jsou ruznobézné strany ¢tyrtuhelniku stejné
dlouhé, zatimco v motiva¢ni tloze (obr. 1) mély rtznou délku. Podobné
je tomu na obr. 10, kde je navic jedna strana ¢tyfthelniku kolmé k dvo-
jici rovnobéznych stran. Tyto zavéry ovSem nemusi byt z predlozenych
fotografii na prvni pohled patrné, vhodné&jsi by bylo pfipravit si modely
takovych stiech, at jiz fyzické nebo alespori virtualni za pomoci grafického
softwaru.

Nyni jiz mtzeme prejit k definici lichobézniku a pojmenovani jeho zéa-
kladnich prvk.

Lichobéznik je étyruhelnik, ktery ma jen jednu dvojici rovnobézngch
protilehlych stran.

Jak vlastné vznikl nazev lichobéznik? Ptvod slova lichy vychézi z indo-
evropského zéakladu leiku ve smyslu prebyvat, zbyvat. Samotné slovo lichy
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znamenalo nepdrovy, prebytecny, v pozdéjsim vyznamu odchylny. Tento
vyznam se pak objevuje v nazvu lichobézniku, ktery je tedy utvarem od-
chylnym od rovnobézniku. Viz nap¥. [4, 5].

V nékterych starsich ucebnicich, napt. [6], se miZeme téz setkat s jinym
vysvétlenim ptivodu pojmu — lichobéznik mé sviij nazev podle toho, ze je
to ¢tyfuhelnik, ktery ma lichy pocet part rovnobéznych stran.

Vratime-li se k rozdéleni lichob&zniku na ¢4sti z motiva¢ni alohy (obr. 11),
muzeme s zaky snadno odvodit vzorec pro obsah lichobézniku.

c

a
Obr. 11

a-v c-v (a+ce)wv
S=—4+ =2
2 2 2
V uvedeném vzorci se vyskytuji adaje a, c; strandm a, ¢ budeme fikat
zdkladny. Ty jsou rovnobézné, a ma tedy smysl hovorit o vzdalenosti pti-
mek, na nichz zékladny lezi, budeme ji nazyvat vyskou? a znacit v. Pro
oznaceni zbyvajicich dvou stran budeme pouzivat pojem ramena.

D zakladna C
c 1~/

rameno vyska rameno

v

a “

zakladna

Obr. 12

2)Pojem vysky je u lichob&zniku definovan jako vzdalenost piimek, na nich# lezi
zdkladny, ale nékdy ji také chapeme jako p¥islusnou tsecku, kolmou k zakladnam (viz
obr. 11, obr. 12).
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Vratime-li se ke vztahu pro obsah ve tvaru S = “JQFC -v, muzeme zkoumat

geometricky vyznam tsecky o délce “;C. Rozdélme lichobéznik ABC D
(obr. 13) na trojuhelniky ABC, CDA a vyzna¢me v nich stfedni pficky
XY, YZ rovnobézné se zakladnami AB a C'D. Z vlastnosti stfednich pti-

¢ek v trojihelniku zndme jejich délky &, 5. Je zfejmé, Ze tyto pricky lezi

na jedné piimce,*) z ehoz vyplyva, Ze tsecka X Z je rovnobéina se zaklad-
nami a mé délku 2£<. Tuto usecku (piipadné jeji délku) nazyvame stredni

pricka lichobézniku.

D c C
€
2
X ” a 4
2
A a B
Obr. 13

Oznacime-li délku stfedni pficky s, mizeme vztah pro obsah lichobéz-
niku zapsat ve tvaru

a+c

2
Nyni se Ize ptat na geometricky vyznam vyrazu s -v. Zaci by mohli piijit
na to, ze obsah lichobézniku odpovida obsahu obdélniku o stranach s a v
(obr. 14).

D C D C

\ '
A B A B
Obr. 14

S =

vV=S§-0.

Dale je vhodné se zaky diskutovat, kde se s lichobéznikem setkédvame
v redlném zivoté. Takovych piikladi je celd fada: okénka u auta (obr. 15),

3)Obé prochazeji sttedem Y usecky AC a timto bodem lze vést jedinou rovnobézku
se zékladnami (plyne z patého Eukleidova postulatu).
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okna budovy (obr. 16), vlajky (obr. 17), dlazba na chodniku, lichobé&zni-
kovy zavit Sroubu atd. Nékolik jich mtzeme zaktm ukazat a nechame na
nich, aby do pfisti vyucovaci hodiny dohledali dalsi ptriklady, popfipadé
pfinesli obrazky zachycujici vyuziti lichobéznikt v praxi.

Obr. 17

Vyznamnou roli pii objevovani novych poznatki a souvislosti mezi nimi
hraji didaktické pomtcky, s nimiz zaci manipuluji. Je zndmo, Ze prijimame-
-li nové poznatky nejen vizudlné ¢ verbalné, ale téz hmatem (hapticky),
dochazi k propojeni vice center v mozku, a tim i k lepSimu zapamatovani
poznatki (viz napf. [7, str. 152-153]).

Do vyuky mtzeme zaradit nasledujici aktivitu. Rozddme zaktim pa-

......
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abychom ziskali uzsi pruh papiru. Ukolem zakt bude ohybanim papiru vy-
tvorit lichobézniky rtiznych tvart. Ty pak pfipneme na magnetickou tabuli
¢i na nasténku a spoleéné diskutujeme, zda se skutecné jednda o lichobéz-
niky a zda nékteré z nich maji spolec¢né vlastnosti. Po zacich chceme, aby
u kazdého lichobézniku uréili zékladny a ramena, popf. vyznacili vysky
a stfedni pricky. Pokud zadny zak nevytvori ,nelichobéznik®, pouzijeme
pfedem pfipraveny ¢tyfuhelnik, ktery neni lichobéznikem, abychom zaktm
ukazali i protipiiklad®). Postupné tak mtzeme dojit k pojmim rovnora-
menny a pravouhly lichobéznik. Nékolik riznych lichobéznikt si pak zaci
prekresli do sesitu. Dbame na to, aby nekreslili vSechny lichobézniky se
zékladnami ve vodorovném sméru, aby nebyla vzdy delsi zdkladna ,,dole“
a aby se mezi nimi objevily oba vySe uvedené specidlni typy (obr. 18

v/

vpravo). Cilem je, aby si nezafixovali pojem lichobéznik jen pro specialni

piipady ¢&i polohy (obr. 18 vlevo).

Obr. 18

Téma lichobézniku jsme v ¢lanku zdaleka nevycerpali. Jisté by nas na-
padla fada dalsich zptisob® odvozeni vzorci pro obsah lichobézniku ¢i
délku stiedni pricky, k nimz by zaci mohli dospét vlastni ¢innosti. V roz-
poru s humornou pedagogickou zésadou ¢. 28 Emila Caldy® neni nasim
cilem sdélit zakum vse, co vime. Naopak, chceme jim nechat prostor k osvo-
jeni pojmu vlastni aktivni ¢innosti, aby zaklady, které budujeme, byly
dostatecné pevné. Postup popsany v ¢lanku lze aplikovat i na dalsi geo-
metrické pojmy.

4)Zajimavé je, ze napiiklad v anglickych udebnicich je lichobéznik definovan jako
Ctyrahelnik, ktery ma minimélné jeden par rovnobéznych stran, tedy mezi lichobézniky
patfi i rovnobéznik, potazmo obdélnik, ¢ ¢tverec. PFi této definici bychom s proti-
priklady museli byt opatrni a volit takovy ctyruhelnik, ktery nema zadné rovnobézné
strany. Za povSimnuti stoji i to, Ze strany, které nazyvame rameny, se v anglosaské
literatufe nazyvaji legs, tj. ,nohy“ lichobézniku.

5) Umime-li dany priklad vyfesit vice zpiisoby, ukdZeme je. Jednim zpisobem je ik
deprimovdn pouze jednou. ([8], str. 20).
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 237 a 238 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2018 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu
mfiQupol.cz.

Uloha 239
Ozna¢me M stied zdkladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC
a F patu kolmice z bodu M na stranu BC'. Pfimka ¢ je kolma k AF a
prochézi bodem C'. Dokazte, Ze pfimka ¢ prochézi stfedem tsecky M F.
Robert Geretschliger (Graz)
Uloha 240
Petr vylozil na stal 2017 karet popsanych ¢isly 1,2,...,2017. Na lici
kazdé karty je napsano praveé jedno prirozené ¢islo, rub je prazdny a karty
jsou otoceny rubem nahoru. Poté s kartami provedl nasledujicich 2017
krokil. V k-tém kroku otoéil (zaménil rub a lic) kazdou kartu oznacenou
Cislem délitelnym k. (V prvnim kroku oto¢il véechny karty licem nahoru,
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poté otocil rubem nahoru vSechny karty popsané sudymi ¢isly, atd.) Urcete
soucet Cisel na kartickach obracenych licem nahoru po téchto 2017 krocich.
Jozef Mészdros

Dale uvadime feSeni uloh 235 a 236, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve tretim Cisle aktudlniho ro¢niku naseho casopisu.

Uloha 235

Na jednotkové kruznici se stiedem S je ddna kone¢nd mnozina obloukt
délek mensich nez 7, pritom soucet délek vSech oblouki je vétsi nez 2.
Dokazte, ze existuje primka prochazejici bodem S, ktera protina aspon tii
z téchto oblouki. Jacek Uryga (Katowice)

Reseni. Ozna¢me O danou mnozinu oblouki. Délka kazdého oblouku o
z mnoziny O je mens$i nez w, proto tento oblouk nemé zadny spoleény
bod s obloukem o', ktery je soumérné sdruzeny s obloukem o podle podle
bodu S. Oznaéme O’ mnozinu vSech soumérné sdruzenych obloukt s ob-
louky mnoziny O.

Podle zadéni je soucet délek vSech obloukt mnoziny O U O’ vétsi nez
47. Pokud by kazdy bod dané jednotkové kruznice s obvodem 27 patfil
nejvyse dvéma oblouktim mnoziny OUQ’, soucet délek vSech obloukt této
mnoziny by byl mensi nez 47, coz je spor. Proto existuje alespon jeden bod
A dané jednotkové kruznice, ktery patii alespon tfem obloukdm mnoZiny
O U O'. Nékteré z nich jsou z O, jiné z O’.

Uvazujme nyni primku AS. Pokud bod A patii oblouku o € O, protina
piimka AS oblouk o v bodé A. P¥imka AS déale prochdzi bodem A’ sou-
mérné sdruzenym s bodem A podle S. Pokud bod A patii oblouku ' € O’,
protind piimka AS v bodé A’ oblouk b € O, ktery je vzorem oblouku &’
v soumérnosti se stfedem S. Podle tvrzeni prvniho odstavce neni bod A
bodem oblouku b. Existuji tak t¥i rizné oblouky z mnoziny O, kterymi
prochézi primka AS, coz jsme méli dokazat.

Spravna Feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Martin Raszyk z ETH Zii-
rich, Matéj Dolezdlek z G v Humpolci, Denisa Chytilovd a Jana Pallovd,
obé z GJS v Prerové, Vit Jelinek, Josef Minarik, Tomds Perutka, Sté-
pdn Smid, vichni z G v Brnég, ti. Kpt. Jarose, Danil KoZevnikov z GJK
v Praze 6, Parlérova, Vojtéch Lengdl z GChD v Praze 5, Zborovska, Jifi
Nabélek a Bdra Tizkovd, oba z GMK v Bilovci.

Netiplné feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky a Vojtéch Lanz z GChD
v Praze 5, Zborovska, Vit Piskovsky z GOH v Ostravé-Porubé, Martin
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Raska a Jiii Skrobdnek, oba z WG v Ostravé-Porubé a Vdclav Steinhouser
z G v Dagicich.

Uloha 236

Uvniti pravothlého trojuhelniku ABC s pteponou BC' je dan bod D
tak, ze |DB| = |DC!|. Pro vnitini bod E odvésny AB plati DE || AC. Pro
vnitini bod F pfepony BC plati |EB| = |EF|. Dokazte, 7e piimka AF je
kolmé na pfimku BD. Patrik Bak

Reseni. Oznaéme S stied piepony BC. Z vlastnosti pravothlého troj-
thelniku plyne, ze |SA| = |SB| a tedy ABS je rovnoramenny trojihelnik.
Ze zadani plyne, ze FFBE je rovnoramenny trojuhelnik, ktery mé shodny
vnitini thel u zdkladny pii vrcholu B jako trojihelnik ABS. Tyto dva
trojuhelniky jsou tak podobné a plati

|BA| B |BS]|
|BF| ~ |BE|’ (1)
C
F
\ E/
1 S
D
A s’ E B

Ozna¢éme E’ prisecik piimky BC' s pfimkou DE a S’ prusecik piimky
AB s piimkou DS. Podle zadé4ni jsou oba trojuhelniky BSS’ a BEE' pra-
vouhlé s pravymi thly pii vrcholech S a E. Prvni kolmost plyne z rovnosti
|DB| = |DC], tedy SD je osou tise¢ky BC, druhd kolmost plyne z kol-
mosti odvésen pravouihlého trojuhelniku ABC a rovnobéZnosti odvésny
AC s pfimkou DE. Oba trojthelniky BSS’ a BEE’ se také shoduji ve
vnitfnim thlu pfi vrcholu B, jsou tedy podobné a plati

|BS)| B |BS’|
|BE|  |BE'|’
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Spolu s (1) to znamend, Ze

|BA| |BS|  |BY|
|BF| |BE| |BE'|

Odtud jiz vyplyva rovnobé&znost piimek FA a E'S’.

Bod D je priisec¢ikem vysek z vrcholt E’, S’ trojihelniku E'S’ B, piimka
BD je tak tieti vyskou tohoto trojuhelniku a je kolmé na stranu E’S’.
Proto je kolmé i na pfimku F'A, kterd je s touto stranou rovnobézna, coz
jsme méli dokéazat.

Pozndmka. U tohoto prikladu se objevilo mnoho netplnych feseni. Jejich
idea byla velmi podobné. Resitelé pouzili vétu o obvodovém tihlu. Ukazali,
ze body FE, B, S, D lezi na jedné kruznici. Déale chtéli ukazat, ze body A,
E, S, F lezi na jedné kruznici. I kdyz zfejmé body F', S lezi na tiseéce BC),
Tesitelé si neuvédomili, Ze jejich potradi zavisi na délkéch odvésen trojihel-
niku ABC. V pifipadé |AB| > |AC| lezi na pfeponé body v pofadi B, S,
F, C, v pfipadé |AB| < |AC]| jsou body v potadi B, F, S, C (a v pii-
padé |AB| = |AC| body S a F dokonce splyvaji). Potom uréovali velikost
thlu FAF, porovnavali ji s velikosti thlu £SB a nakonec s velikosti ithlu
EDB. Podle svého obrazku diskutovali jeden z pfipadt a neuvédomili si,
7e je t¥eba vést jinou (i kdyZ podobnou) diskusi ve druhém z piipadu.
Napriklad v pfipadé na obrazku vzorového feseni lezi ¢tyfi uvedené body
na kruZnici, protoze je vidét usecka ES z bodi A a F pod stejnym thlem,
ve druhém piipadé protoze soucet protilehlych thlt u vrchold A a S ve
¢tyrahelniku AEF'S je 180°. Podobné se méla vétvit diskuse pii vypoctu
thlu FAF.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky,
Martin Raszyk z ETH Ziirich, Matéj DoleZdlek z G v Humpolci, Jiri Skro-
banek z WG v Ostravé-Porubé a Bdra TiZkovd z GMK v Bilovci.

Netplné feseni zaslali Frantisek Jachim z Volyné, Denisa Chytilovd
a Jana Pallovd, obé z GJS v Pierové, Vojtéch Lanz a Vojtéch Lengdl,
oba z GChD v Praze 5, Zborovska, Josef Minarik, Tomds Perutka, Stépdn
Smid, v&ichni z G v Brné, ti. Kpt. Jarose, Vit Piskovskyj z GOH v Ostrave-
Porubé, Martin Raska z WG v Ostravé-Porubé a Viclav Steinhouser z G
v Dadicich.

Pavel Calabek
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FYZIKA

Vysledky ¢eskych zaki v Setfeni
TIMSS 2015

DANA MANDIKOVA — VLADISLAV TOMASEK
MFF UK, Praha — Ceska $kolni inspekce, Praha,

TIMSS (zkratka pro Trends in International Mathematics and Science
Study) je mezindrodni projekt, ktery zjistuje védomosti a dovednosti zaka
v matematice a pfirodnich védach. Organizuje ho Mezinarodni asociace pro
hodnoceni vysledki vzdélavani (IEA). TIMSS se zaméfuje na devitileté a
tFinactileté zaky (obvykle jde o zaky 4. roéniki zakladnich skol a 8. ro¢nikt
zékladnich kol a odpovidajicich roénikt viceletych gymnéazii) a probiha
ve ¢tyfletych cyklech. Ceska republika se zapojila jiz do prvniho Setient,
které probéhlo v roce 1995, a tcastnila se vSech cykld kromé roku 2003.
V letech 2011 a 2015 byli u nas testovani jen zaci 4. ro¢niku zakladni skoly.

Védomosti a dovednosti zéki se zjistuji pomoci pisemnych testii, které
obsahuji tlohy z matematiky a pfirodnich véd. Soucasti vyzkumu je vzdy
i rozsédhlé dotaznikové Setfeni mezi rediteli, uciteli a zaky, které zjistuje in-
formace o podminkéch vzdélavani, prubéhu vyuky, rodinném zazemi zaku.
Ty se pak vyuzivaji pii vysvétlovani rozdiléi ve vysledcich zéki. V Ceské
republice se do Setfeni TIMSS v roce 2015 zapojilo 159 zakladnich skol,
pres 5000 zaki a jejich rodich, témeér 350 ucitelt a 159 feditelti skol.

Clanek podava zakladni informaci o celkovych vysledcich éeskjch zaki
v Setfeni TIMSS 2015 a o jejich ¢asovém vyvoji v uplynulych dvaceti letech.

Koncepce Setfeni TIMSS 2015

Védomosti a dovednosti zakd jsou v matematice i v pfirodnich védach
hodnoceny ze dvou pohledi oznacovanych jako obsah a operace. Obsah
je vymezen ucivem, jehoz zvladnuti je testovano. Operace jsou vymezeny
dovednostmi, které maji zaci pii praci s ucivem prokazat.
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V tabulce 1 jsou uvedeny sledované oblasti u¢iva a dovednosti s podilem
jejich zastoupeni.

Tab. 1 Oblasti uciva a dovednosti

Oblasti uciva
Dovednosti
Matematika Pfirodovéda
Cisla 50 % | Ziva pfiroda 45 % | Prokazovani 40 %
znalosti
Geometrické 35 % | Neziva priroda | 35 % | Pouzivani 40 %
tvary a méfeni znalosti
Znazornéni dat | 15 % | Nauka o Zemi | 20 % | Uvazovani 20 %

Prezentace vysledku

Vysledky zemi jsou ve vyzkumu TIMSS prezentovany dvéma zpisoby.
Prvnim je prezentace pomoci skérti (po¢tu bodit), které vyjadiuji tispés-
nost zakt na skalach vysledkt. Pro matematiku i pfirodovédu byly zkon-
struovany jednak skaly celkové, jednak skaly dil¢i odpovidajici jednotlivym
obsahovym a opera¢nim kategoriim. Skaly byly vytvofeny tak, aby umoz-
novaly srovnavat vysledky zakt v pribéhu casu.

Zakladem druhého zpiisobu prezentace vysledkt zaki jsou ¢tyri védo-
mostni trovné (jejich vymezeni lze nalézt v [3, s. 54-57]; ukazky nékolika
tloh pro rizné trovné jsou na konci tohoto ¢lanku). Kazd4 tato troveti je
urcena minimalnim pocétem bodi, kterého musi zdk dosdhnout. Vysledky
zemi jsou pak vyjadfeny procentualnim zastoupenim jejich zakd na jed-
notlivych védomostnich tirovnich.

Celkové vysledky a jejich vyvoj

Setieni TIMSS 2015 se ve ¢tvrtjch roénicich v matematice ztcastnilo
49 zemi (z toho dva samospravné celky, Tchaj-wan a Hongkong), v pfiro-
dovédé to bylo o dvé zemé méné. Jejich piehled s primérnymi vysledky
74kl 1ze nalézt napf. v [3, s. 58-59).

Matematika

Primérny vysledek Ceskych zaki 4. roéniku v matematice (528 bodu)
byl nad priimérem $kaly TIMSS (500 bodi). V§znamné lepsiho vysledku
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nez Cesti zaci dosahli zaci 18 zemi ze 49 zucastnénych. Nejlepsi vysledky
méli jiz tradiéné zaci asijskych zemi (Singapur, Hongkong, Korea, Tchaj-
wan a Japonsko) nasledovani zaky Severniho Irska a Ruska. Vysledky zakt
Nizozemska, Madarska, Bulharska a Kypru byly srovnatelné s éeskymi
zaky.

Z 15 zemi, které se zucastnily Setieni v roce 1995 i 2015, jen Ceska
republika a Nizozemsko dosahly po dvaceti letech vyznamné horsiho pri-
mérného vysledku, Madarsko mélo vysledek srovnatelny a ostatni zemé se
vyznamné zlepsily (nejvice Portugalsko). Cesti zaci se od roku 1995 do
roku 2007 v matematice zhorsili nejvice ze vSech zemi, které se zapojily
do obou Setfeni ([1, 5]). Od roku 2007 se vysledek ¢eskych zdki vyznamné
zlepsil jak v Set¥eni 2011 ([4]), tak 2015, pFesto je tento posledni vysledek
stale o 13 bodd pod vysledkem v roce 1995.

Vyvoj prumérnych vysledki ¢eskych dévcat a chlapci ukazuje graf na
obr. 1. Chlapci byli ve v8ech Setfenich vyznamné lepsi nez dévcata.

Pramérny
vysledek
350
340 —g~C
530
520

510 RN A

rd
)

300 o~ : il //‘./
490 ~ :.//
480

470

1995 1999 2003 2007 2011 2015
—#—Chlapci  —®Divky Rok testovani

Obr. 1 Vyvoj vysledki ceskych chlapct a dévéat — matematika

Vyvoj zastoupeni ¢eskych zakid na jednotlivych védomostnich Grovnich
zachycuje graf na obr. 2. Podil zakd na nizké védomostni trovni a pod
ni se od roku 2007 do roku 2015 snizoval a je srovnatelny s rokem 1995.
ZvySoval se podil zakt na dvou nejvyssich trovnich, ale presto je jeho
hodnota pro nejvyssi Groven polovicni oproti roku 1995. Podily ceskych
divek a chlapci ve védomostnich drovnich se 1isi mélo. Alesponi druhé
nejvyssi trovné dosdhlo ale o 5 % chlapcii vice nez divek, coZ je statisticky
vyznamny rozdil.
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Obr. 2 Vyvoj zastoupeni ¢eskych zaki na védomostnich trovnich — matematika

Vysledky na dil¢ich skalach

Cesti zaci méli s celkovym vysledkem v matematice srovnatelné vy-
sledky v tematickém okruhu ¢isla a v praci s daty, v geometrii dosahli
lepsiho vysledku. Cesti chlapci byli lepsi nez divky v okruhu ¢isla, ve zby-
Iych dvou okruzich se jejich vysledky vyznamné nelisSily. Nejhorsi vysledek
méli chlapci i divky v praci s daty.

Zmény ve vysledcich na dil¢ich skalach se daji sledovat od roku 2007,
kdy doslo ke sniZeni po¢tu tematickych okruhti. Ceska republika se za
téchto osm let zlepsila ve vSech tfech okruzich uéiva nejvice z 18 zemi,
které se do téchto Setieni zapojily. Zménu ve vysledcich ¢eskych chlapct a
divek ve sledovanych okruzich uciva a dovednostech mezi lety 2007 a 2015
ukazuje graf na obr. 3.

Cisla |
Geomerrie |
Dara | —
Prokazovini znalosti [
Pouzivani znalosti |
Uvazovini |
0 10 20 30 40 30 60

BChlapci M Divky Zména vysledku v bodech

Obr. 3 Zmeény ve vysledcich €eskych chlapct a divek na dil¢ich skalach mezi
roky 2007 a 2015 — matematika
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Co se sledovanych dovednosti tyce, vedli si ¢esti zaci ve srovnani s cel-
kovym vysledkem v matematice htife v prokazovani znalosti a naopak lépe
v uvazovani. Cesti chlapci méli lepsi vysledek nez divky v prokazovani a
v pouzivani znalosti, v uvazovani byly jejich vysledky srovnatelné.

Podobné jako u okruhii uciva se ¢esti zaci zlepsili za poslednich osm let
i ve sledovanych dovednostech nejvice z 18 ztcastnénych zemi. Nejvetsi
bodovy nartst byl na skale uvazovani (53 bodi).

Prirodovéda

Vysledek ¢eskych zaki v pirodovédé byl nadprimérny (534 bodt). Vy-
znamné lepsiho vysledku doséhlo jedenact zemi ze 47 zucastnénych. Nej-
lepsi vysledky méli opét Zaci ze Singapuru, Koreje a Japonska, nasledovani
zéky Ruska, Hongkongu, Tchaj-wanu, Finska a Polska. Srovnatelného vy-
sledku s ¢eskymi zaky dosahli napi. zaci v Madarsku, Svédsku, Norsku,
Anglii a Némecku.

Vysledek ceskych zaki v ptrirodovédé v roce 2015 je srovnatelny s vy-
sledkem z roku 1995. ZhorSeni, ke kterému doslo v roce 2007 (bylo vyrazné
mensi nez v matematice), ¢esti zaci dohnali do roku 2011. Z 15 zemi, které
se zUCastnily Setfeni v roce 1995 i 2015, se dvé zhorsily (Nizozemsko a Nor-
sko), étyii mély vysledek srovnatelny (CR, USA, Australie a Novy Zéland),
ostatnich devét zemi se vyznamné zlepsilo (nejvice Slovinsko).

Pramérny
vysledek
550
, A
540 * . / —
530 = .
. SN2
320 =

‘“"""--._ V
510 ==

1993 1999 2003 2007 2011 2015
—4—Chlapci —8—Divky Rok testovani

Obr. 4 Vyvoj vysledka ceskych chlapct a dévéat — prirodovéda

Vyvoj prumérnych vysledku ¢eskych dévcat a chlapci ukazuje graf na
obr. 4. Chlapci byli ve vSech Setfenich vyznamné lepsi nez dévcata. Ve
vysledcich chlapct jsou vidét vétsi zmény nez u divek. Chlapci se od
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posledniho Setifeni mirné zhorsili a jejich vysledek je nepatrné horsi nez
pred dvaceti lety, zatimco vysledek divek se téméf nezménil a je naopak
0 néco lepsi nez pred dvaceti lety.

Vyvoj zastoupeni ceskych zakid na jednotlivych védomostnich Grovnich
zachycuje graf na obr. 5. Podil zak na nizké védomostni trovni a pod
ni po zvySeni v roce 2007 poklesl. Zastoupeni zakd na dvou nejvyssich
arovnich je srovnatelné s rokem 1995, podil zaki na velmi vysoké irovni ale
poklesl. Na velmi vysoké tirovni je vyznamné vyssi podil ¢eskych chlapct
nez divek, stejné tak je vyznamné vyssi zastoupeni chlapct dosahujicich
alespon vysoké tirovné. V ostatnich tirovnich jsou rozdily minimalni.

M Pod nizkou urovni
Nizkd

W Stiedni

BVysoka

B Velmi vysokd

201

2007

1995

0% 20% 40% 60 % 80% 100 %

Obr. 5 Vyvoj zastoupeni ¢eskych zakt na védomostnich trovnich — pfirodovéda

Viysledky na diléich skalach

Cesti zaci si relativné 1épe vedli v tlohach z okruhu Zivé pfirody, méné
Gaspésni byli v tlohach z nezivé prirody a nauky o Zemi, rozdily ale nejsou
piilis velké. Cesti chlapci byli lepsi nez divky v okruhu neziva piiroda a
nauka o Zemi, v okruhu ziva priroda se jejich vysledky vyznamné nelisily.

Zmény ve vysledcich na dil¢ich skalach se daji sledovat od roku 2007,
kdy doslo ke snizeni poctu okruhi. Vysledek ceskych zakt v roce 2015 byl
oproti roku 2007 vyznamné lepsi ve vSech tfech okruzich uciva. Ke zlepseni
ve vSech tfech okruzich doslo jiz od roku 2007 do roku 2011. Od roku 2011
do roku 2015 se pak vysledek vyznamneé zlepsil jen v okruhu neziva pfiroda.
V okruhu nauka o Zemi ztistal vysledek srovnatelny a v okruhu ziva ptiroda
se vyznamneé zhorsil, coz je zapfi¢inéno hlavné zhorsenim chlapcu.

Co se sledovanych dovednosti tyce, vedli si Cesti zaci ve srovnani s cel-
kovym vysledkem v pfirodovédé vyrazné lépe v prokazovani znalosti a na-
opak hiife v jejich pouzivani a v uvazovani. Cesti chlapci méli vyznamné
lepsi vysledek nez divky v prokazovani znalosti, v pouzivani znalosti a
v uvazovani byly jejich vysledky srovnatelné.
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Cesti Zaci se v obdobi od roku 2007 do roku 2011 vyznamné zlepsili
v prokazovani a pouzivani znalosti, do roku 2015 se pak v téchto doved-
nostech nevyznamné zhorsili. V uvazovani se v prvnim obdobi zlepsili jen
nepatrné, do roku 2015 pak bylo zlepSeni statisticky vyznamné.

Zménu ve vysledcich ¢eskych chlapci a divek ve sledovanych okruzich
uciva a dovednostech mezi lety 2007 a 2015 ukazuje graf na obr. 6.

Zivé ptiroda
Neziva piiroda
Nauka o Zemi

=

==,

- —

Prokazovini znalosti | —

Pouzivini znalosti [ —
Uvazovini [ —

0 5 10 15 20 25 30

HChlapci MDivky Zména vysledku vbodech

Obr. 6 Zmény ve vysledcich Ceskych chlapcti a divek na dil¢ich skalach mezi
roky 2007 a 2015 — pfirodovéda

Postiehy z dotaznikovych Setreni

Soucasti setfeni TIMSS 2015 bylo dotaznikové Setfeni mezi fediteli skol,
uciteli testovanych zakt, samotnymi zaky a jejich rodi¢i. Dotazniky posky-
tuji cenné doplnujici informace a pomaéahaji pfi interpretacich vysledkt.
V dotaznicich se obvykle vztahuje vice polozek k danému tématu a z od-
povédi na né se pak vytvari obecnéjsi ukazatele (indexy). Dale uvadime
néktera vybrand zjisténi z dotaznikovych Setfeni.

Cesti ucitelé hodnotili podminky pro vyuku matematiky a pfirodovédy
na $kolach nejlépe ze vsech zemi. Také podle feditelt je vyuka malo ovliv-
néna nedostatkem zdroji. Ceska republika tak patii mezi tfetinu vyspélych
zemi s nejlepsimi podminkami.

Klima na ceskych Skolach vySlo v hodnoceni jako primeérné. Rovnéz
zavaznost kazenskych problémt zakt hodnotili ¢esti Teditelé na trovni
mezinarodniho priméru a také bezpecnost prostiedi na skolach byla uciteli
hodnocena jako primérna v porovnani s ostatnimi zemémi.

vvvvvv

je primér zadastnénych zemi. Presto 12 % zaki uvedlo, Ze se s ni setkalo
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asi jednou tydné. Tato skupina zak® méla vyrazné horsi pramérny vysledek
v testech nez skupiny s méné castou Sikanou.

Sledoval se také diiraz Skol na studijni ispéch. Podle feditelti patfime
k zemim s mensim dérazem na studijni tspéch. Z pohledu uciteld bylo
hodnoceni pozitivnéjsi a fadime se k prumérnym zemim v Evropé.

Poéet hodin matematiky je v Ceské republice podpriimérny, a co se
prirodovédy tyce, patfime k zemim s nejnizsim poctem hodin.

Cesti ucitelé se citi byt po Japonsku pfi vjuce nejméné omezovani nedo-
state¢nymi pfedchozimi znalostmi zakd, vyrusovanim, nezdjmem o vyuku,
specialnimi vzdélavacimi potiebami zaki.

Do dalsiho vzdélavani se zapojuji Cesti ucitelé vice v matematice nez
v prirodovédé. Oproti jinym evropskym zemim se ¢esti ucitelé mnohem
méné vzdélavaji v oblasti kurikula, obsahu prfedmétu a hodnoceni zaki,
naopak vice ve vyuzivani informac¢nich technologii.

Cesti ucitelé vyjad¥ili malou spokojenost se sv§m povolanim. Velmi spo-
kojeni ucitelé vyucuji jen tfetinu zaka 4. ro¢niki — obr. 7 ukazuje, jak cesti
ucitele hodnotili dil¢i polozky tvorici index spokojenosti s povolanim.

Jsem rid, Ze uéim na této $kole

Se svym povolinim uéitele jsem spokojeny

Ve své praci nachizim hluboky vyznam a smysl
Chci mistat uéitelem, jak dlouho budu moci

Pocituji nad$eni pro svou praci

M4 price mé inspiruje
Jsem hrdy na praci, kterou délim [N |
0% 20% 40% 60 % 80% 100 %
B Velmi dasto W Casto Nékdy MNikdynebo téméf nikdy
Obr. 7 Hodnoceni dil¢ich poloZek indexu spokojenosti s povolanim ¢eskymi
uciteli

Z4ci, ktefi maji mensi poc¢ateéni piipravu na skolu, dosahuji v testech
TIMSS horsich vysledkii. V Ceské republice je jedna z nejrozséhlejsich
predskolnich priprav, pfesto podle hodnoceni fediteli patiime mezi zemé
s nejnizsi mirou pocatecnich dovednosti pii nastupu do skoly. Také rodice
hodnotili schopnosti zaki jako velmi malé.
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Cesti zaci chodi ze vech ztcastnénych zemi do Skoly nejméné radi,
vyjadrili jednu z nejnizsich soundlezitosti se Skolou a nemaji k ni dobry
vztah.

Cesti zaci vyjadrili jen podprimérnou chut ucit se matematiku a pii-
rodovédu, v matematice poklesl zadjem zaki o jeji studium a v obou pred-
métech si zaci mélo véri. V grafech na obr. 8 a 9 je zachycen vyvoj miry
obliby matematiky a pfirodovédy u ceskych zaki.

1005 [ n

0% 20% 40% 60 % 80 % 100 %
BRozhodné souhlasim M Spise souhlasim
SpiSe nesouhlasim BRozhodné nesouhlasim

Obr. 8 Mira souhlasu ¢eskych zaka s tvrzenim ,,Matematiku mam rad/a“.

2015 . |
201 [ . ||
2007 I
1995 [N |
0% 20% 40% 60% 80% 100%

mRozhodné souhlasim  m SpiSe souhlasim
Spie nesouhlasim B Rozhodné nesouhlasim

Obr. 9 Mira souhlasu Geskych zakl s tvrzenim ,,Pfirodovédu mam rad/a“.

V Ceské republice byla zjisténa velka souvislost mezi vysledky zaki a
jejich rodinnym zazemim.
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Zajimavé je, ze zaci s vlastnim pocitacem ¢i tabletem dosahli v prameéru
horsiho vysledku nez zaci, ktefi ho nemaji.

ZAvér

V roce 1995, kdy se Ceska republika poprvé ztucastnila setieni TIMSS,
byli testovani zaci 4. i 8. ro¢niku a dosahli velmi dobrych vysledkt. V pri-
bylo Setfeni TIMSS zaméfeno pouze na 8. ro¢niky a vysledky ¢eskych zakt
se zhorsily, coz bylo pfipisovano zménam souvisejicim s prodlouzenim za-
kladni skoly z osmi na devét let a presunem nékterych tematickych celki do
vyssich roénikii. V roce 2003 se Ceska republika setfeni neti¢astnila. V roce
2007 pak doslo u obou testovanych ro¢niki ke zhorseni. V matematice bylo
zhorSeni oproti roku 1995 vyznamné u obou ro¢niki. V prirodoveédeé se zaci
4. ro¢niku téz vyznamné zhorsili. Vysledek zaka 8. roéniku byl na trovni
roku 1999.

V Setfenich v letech 2011 a 2015 se testovali bohuzel pouze Zaci 4. roc¢-
niku a déle lze sledovat zmény jen v jejich vysledcich. Obé Setfeni pfinesla
zlepseni vysledki Ceskych zakd. V matematice bylo zlepseni vyznamné jak
v obdobi do roku 2011, tak do roku 2015. Ptesto je vysledek stale horsi
nez v roce 1995. Urovné z roku 1995 nedosahuje ani podil ¢eskych zaki
s vybornymi vysledky v matematice. V prirodovédé je vysledek ceskych
zakd na arovni roku 1995. Propad z roku 2007 dohnali zaci jiz za obdobi
do roku 2011 a do roku 2015 se pak vysledek nezménil. O néco nizsi nez
v roce 1995 ztistava podil zakl s vynikajicimi vysledky v prirodovédé.

Je zajimavé, Ze Cesti Teditelé i ucitelé hodnotili materidlni podminky
pro vyuku velmi dobfe a uvadéli, Ze pii ni nejsou ani priliS omezovani
potfebami zakt. Dosazené vysledky zak tomu ale uplné neodpovidaji.
Svou roli mtze hrat nizka spokojenost ceskych ucitelt se svym povolanim,
velmi mala soundlezitost zak se skolou a maly zajem ucit se matematiku
a prirodovédu. Jako primeérné je hodnoceno skolni klima, maly dtraz je
v Ceskych skoldch ve srovnani se zahrani¢im kladen na studijni tspéch.
Dilezité je proto hledat cesty, jak ziskavat zajem zakd o matematiku a
pfirodni védy a motivovat je k uceni. Je také potieba vytvaret ve Skole
pratelskou atmosféru a bezpecné prostiedi, ve kterém se zaci budou citit
dobie, poméahat jim zvySovat vlastni sebedtivéru a davat prostor k aktiv-
nimu zapojeni do vyuky. Vhodné motivovat je ale tfeba i samotné ucitele.
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Dalsi informace a materialy k projektu TIMSS lze nalézt na adreséach:
Mezinarodni stranky: http://timssandpirls.bc.edu/
Nérodni stranky: http://www.csicr.cz/Prave-menu/Mezinarodni-setreni/TIMSS

Priklady uloh pro ruzné védomostni tirovné

Matematika

Nizkad droven

Ktery obdélnik méa % vybarvenou?

Y S g

Stredni drovern

Ve 3:00 sviraji hodinové rucicky pravy thel. Ve ktery jiny cas rucicky
sviraji pravy thel?

A)3:15 B)345 C)9:00 D) 9:45
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Vysokd droven

Bara vymyslela tuto hadanku o ¢étyfciferném éisle: Cislice na misté sto-
vek je 7. Cislice na misté tisicti je vétsi nez ¢islice na misté stovek. Cislice
na misté jednotek je mensi nez Cislice na misté stovek. Které je Bafino
Cislo?

A)2708 B)4733 C)8726 D)9718

Velmi vysokd droven

Sylva mé 12 kouskt dratu, 40 kulatych koralkt a 48 plochych koralku.
Na vyrobu jednoho néhrdelniku potfebuje 1 kousek dratu, 10 kulatych
koralkti a 8 plochych koralkd. Jestlize Sylva udéla vSechny nahrdelniky
stejné, nejvyse kolik ndhrdelnikd muze vyrobit?

A)40 B)12 C)5 D)4

Prirodovéda

Nizka uroven

Voda se vyskytuje jako pevnd latka, kapalina nebo plyn. Co z nasledu-
jiciho je pevna latka?

A) para  B) kostka ledu C) mrak D) destova kapka

Stredni drovern

Prohlédni si kvadr, ktery lezi na stole. Ktera Sipka ukazuje smér ptiso-
beni gravitacéni sily?

A)1 B)2 C)3 D)4
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Vysokd droven

V nésledujici tabulce jsou informace o pocasi ze ¢tyf raznych mist

Misto | Teplota | Obla¢nost
A 5°C obla¢no
B —5°C | jasno
C —-5°C oblac¢no
D 5°C | jasno

Ve kterém misté bude s nejvétsi pravdépodobnosti snézit?
A) misto A B) misto B C) misto C D) misto D

Velmi vysokd droven

Dravec je v potravnim Tetézci takovy zivocich, ktery se zivi jinymi
zivocichy. Kotist je zivocich, ktery je potravou dravce.
Které tvrzeni o dravcich a kofisti je pravdivé a které je nepravdivé?

Vybarvi jeden krouzek u kazdého tvrzeni.
Pravdivé  Nepravdivé

Zivodich s ostrymi zuby bude asi dravec.--------------- O--------- ¢)
Dravci jsou vzdy vétsi nez jejich kofist. ---------------- O--===-=-=-- e
Velky zivocich nemize byt kofisti. -------------------- O-----=---- e)
Néktefi zivocichové mohou byt zaroven dravcem i kofisti. - O --------- ¢)

Meérime teplotu vody.
Jednoduché. Nebo ne?

PETR KACOVSKY
MFF UK, Praha

Teplota je fyzikalni veli¢inou, kterd se v termodynamice zavadi jako
charakteristika rovnovazného stavu termodynamického systému (tzv. em-

pirické teplota, [1]). Podobné jako napiiklad s energii, také s teplotou se
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setkavame prakticky ve vSech partiich fyziky — ¢asto pfitom plni roli pa-
rametru, ktery determinuje podobu fyzikalnich a chemickych procesi; pro
prirodni védy je tak méfeni teploty vyznamnym zdrojem informaci o na-
Sem svété.

Protoze mnoho fyzikalnich veli¢in a velkd vétSina materidlovych kon-
stant je v redlném svété funkci teploty, nabizi se mnoho riaznych princip,
které lze k méfeni teploty vyuzit [2]. V prvnim pfibliZeni lze tyto tech-
niky méreni rozdélit na kontaktni a bezkontaktni, kde obé skupiny maji
své vyhody i slaba mista. Kontaktni méfeni teploty predpoklada dosa-
zeni rovnovazného stavu mezi teplotomérnym prvkem a méfenou latkou,
které vsak nebyva dokonalé; naproti tomu bezkontaktni méfeni vyzaduji
pomérné dobrou (a nesamoziejmou!) znalost vliastnosti méfeného povrchu.

Tento ¢lanek popisuje tii jednoduché experimenty vyuzivajici kontaktni
méfeni teploty termistorovymi teploméry. Studované déje jsou spojeny
s ohfevem ¢i chladnutim vody a lze je zafadit do bézné stredoskolské vyuky
v souvislosti s konceptem (mérné) tepelné kapacity, pfi zmince o Newto-
novu zakonu ochlazovani, proudéni v kapalinach ¢i béhem vykladu o zméné
hustoty vody s teplotou. Cilem autora je upozornit na to, zZe i jednoducha
méfeni mohou byt zdrojem nékdy i neocekavanych vysledki a jejich in-
terpretace vyzaduje hlubsi a komplexnéjsi fyzikalni vhled. Takové situace
pak byvaji bohatym zdrojem problémovych otazek pro studenty, na jejichz
zékladé lze propojovat poznatky z rtiznych fyzikalnich kapitol.

Experiment 1: Tepelna kapacita teploméru

V ramci stfedoskolského uciva se zminuje tepelné kapacita ve vyznamu
jakési ,,ochoty“ téles ménit teplotu — télesim s velkou tepelnou kapaci-
tou je tfeba k jejich ohfati o 1 °C dodat vice tepla nez télesim s tepelnou
kapacitou malou. Pokud by mél nas teplomér, pro jednoduchost tfeba o po-
kojové teploté, velkou tepelnou kapacitu, prijal by napfiklad po ponoreni
do horké vody velké mnozstvi tepla, ¢imz by doslo k ochlazeni vody a tudiz
zkresleni méfeni. Pii kontaktnim méreni teploty tedy zifejmé pozadujeme,
aby byla tepelna kapacita teplomért co nejnizsi. Nasledujici experiment
ukazuje, Ze splnéni tohoto pozadavku s sebou ale nese i urcité obtize pti
interpretaci nékterych dat.

Usporadani experimentu: Do rychlovarné konvice s vodou byly do tés-
ného sousedstvi umistény dva teplotni senzory Vernier, jeden s masivnim
kovovym télem (méfici prvek je umistén v jeho Spiccee), druhy ve formé bo-
dového cidla; oba senzory byly situovany co nejblize vertikalni osy konvice
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(obr. 1). Po zapnuti konvice byl obéma teploméry opakované proméfen
narust teploty z pokojovych 25 °C na teplotu 60 °C; priumér naméfenych
zavislosti ukazuje obr. 2.

Vernier Go!Temp
c¢idlo s kovovym télem

Vernier STS-BTA
bodové cidlo

objem vody
1,8 litru

=

'koh konvice 2 kW

Obr. 1 Usporadani experimentu

teplota / °C Riist teploty pii zahfivani vody v rychlovarné konvici
(primér z $esti méteni)

60 T | { 7ol
—— Vernier GoTEMP /
55 + (¢idlo s kovovym 7
télem) /
1 3 o
50 —— Vernier STS-BTA /
(bodové ¢idlo)
45 + y//-
i / ///f
» / ”~ /
30 yA/
. 'z
20
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
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Obr. 2 Zahfivani vody se dvéma teplotnimi ¢idly (konvice byla zapnuta v Case
t=10s)
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Interpretace namérenych dat: V grafu na obr. 2 jsou patrné dva efekty.
Prvnim z nich je poloha namérenych kiivek — béhem celého méreni ukazuje
bodové ¢idlo vyssi hodnoty nez ¢idlo kovové. Tento jev je oCekavatelny —
bodové ¢idlo ma velmi malou tepelnou kapacitu, jeho ohfev je tedy snadny
a cidlo tak reaguje pruznéji na zmény teploty.

Druhy efekt, ktery pti pohledu do grafu zaujme, je ,neucesanost® Cer-
vené kiivky — pfestoze jde o pramér z Sesti méfeni, hodnoty mérené bo-
dovym ¢idlem fluktuuji vyrazné vice nez v pripadé kovového teploméru.
Zde je role rozdilné tepelné kapacity zcela zrejma — zahtivajici se kapalina
béhem experimentu proudi a k ¢idlim se tak ndhodné dostéavaji jeji chlad-
néjsi a prohfatéjsi ¢asti; zatimco bodovy teplomér tyto nuance zachyti,
kovové télo teploméru se prizptisobuje zménam velmi pomalu a drobné
vikyvy teploty tak prakticky neregistruje;') nartist teploty se pak jevi byt
Cisté linearni.

O tom, Ze proudéni v kapaliné skuteCné znacné ovliviiuje teplotu jed-
notlivych jejich ¢asti, se lze presvédc¢it naptiklad i termovizni kamerou. Na
obr. 3 je sekvence snimk, na kterych je zachycena hladina vody v kadince;
sekvence byla pofizena 10 minut poté, co byla do kddinky nalita vrouci
voda. Je patrné, ze v fddu sekund se teplota jednotlivych ¢asti hladiny
(i u znacéné ,odstité vody) méni v rozmezi cca 1 °C az 2 °C.

0 sekund 4 sekundy 8 sekund 12 sekund 16 sekund

Obr. 3 Hladina chladnouci kapaliny v kddince o objemu 250 ml; barevna skéla
snimku m4 rozsah 68 °C (fialova) az 76 °C (bild), okolni pokojova teplota byla
pfiblizné 25 °C.

Experiment 2: Chladnuti vody v ruznych hloubkach v odmérném
valci

Mnoho chemickych a fyzikalnich situaci vyzaduje méreni teploty kapalin
v del$im ¢asovém tiseku minut ¢i desitek minut. Kde v kapaliné ale teplotu

vz

mérit, abychom dostali co nejpfesnéjsi idaje? U hladiny, u dna, nékde

DKromé toho je teplota mérena Spickou kovového cidla stabilizovana vedenim tepla
z horni ¢éasti teploméru, ktera je také obklopena vodou.
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uprostied? A lze vibec hovofit o pfesnosti, ma smysl mluvit o teploté
kapaliny jako o jednom jediném cisle?

Cilem nésledujiciho experimentu je ukéazat, ze odpovédi na vyse uve-
dené otazky si zasluhuji nasi pozornost, abychom pfi fyzikalnich méfenich
nedochazeli ke zcela zavadéjicim vysledktm.

Uspordddni experimentu: V experimentu bylo pomoci bodového teplo-
méru Vernier STS-BTA opakované proméfeno chladnuti vody o objemu
110 ml v po okraj naplnéném odmeérném vélci o vysce 23 cm a primeéru
2,5 cm. Voda byla do valce nalévana z rychlovarné konvice vzdy témér
vrouci, tj. tésné pod svoji teplotou varu; teplota mistnosti se pohybovala
kolem 25 °C. Takto popsané méreni bylo provedeno pro Sest riznych poloh
teploméru ve vélci (obr. 4 vlevo), pficemz pro kazdou polohu bylo pétkrét
zopakovano a ziskand data zprimérovana. Finalni zavislosti jsou vyneseny
do grafu na obr. 4 vpravo.

_ teplota / °C Pokles teploty vody v odmérném valci
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Obr. 4 Vlevo usporadéni pokusu, vpravo naméfené zavislosti. Vzdélenosti v le-
gendé grafu predstavuji vysku bodového teplotniho ¢idla nade dnem nédoby.

Interpretace namérenych dat: Graf na obr. 4 dava jasné odpovédi na
otazky uvedené v tivodu tohoto experimentu. Pokud nebudeme kapalinu
v nadobé béhem jejiho ohfivani ¢i chladnuti neustale promichavat, vytvori
se v ni teplotni rozdily vyplyvajici ze zavislosti hustoty kapaliny na tep-
loté. Vyznamnost téchto rozdili samoziejmé znacné zavisi na parametrech
nadoby ¢i druhu kapaliny — naptiklad anomalni chovani vody v rozmezi
0°C a4 °C je velmi unikétni.
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Vysoky a tzky odmeérny valec byl zvolen zamérné, aby zminéné rozdily
vynikly, ovSsem i v bézné sklenicce je lze namérit. Lze si povSimnout toho,
ze teplota ve valci se v daném case rozhodné neméni linearné s hloubkou —
vyrazné chladnéjsi vrstva vody se vytvaii v bezprostiedni blizkosti dna
valce, ale jiz ve ¢tvrtiné vysky vodniho sloupce se teploty blizi hodnotam
meérenym v horni ¢asti nddoby. Pokud bychom ale porovnali idaje méfené
teplomérem u dna a u hladiny, v nékterych okamzicich se béhem chladnuti
puvodné vrouci vody budou v této konkrétni nddobé lisit az o 21 °C!

Jestlize podrobné rozebereme prvni sekundy méfeni, kdy dochazi k na-
lévani vrouci vody do valce, zjistime navic, ze v pfipadé nejnize polozeného
teplomeéru, ktery je vodou zaplaven nejdrive, se maximalni mérend teplota
ani neprehoupla pres 82 °C; ¢im je teplomér vyse, tim vyssi teplotu na po-
¢atku méfeni ukazal. Tento vysledek jde zdanlivé proti nasi zkuSenosti —
voda by méla byt nejteplejsi ihned po vypnuti konvice, s tim, jak ji po-
stupné do vélce lijeme, by méla spiSe chladnout; tento paradox muze byt
ve vyuce vyuzit jako problémovéa tloha pro studenty. Vysvétleni se skryva
v tepelné vyméné mezi nalévanou vodou a nadobou — ve chvili, kdy je
zaplaven nejnize polozeny teplomér, je vody ve valci malo a rychle snizuje
svoji teplotu pii kontaktu se sklem valce. S rostoucim objemem pfilité
vody role ochlazovani nddobou sldbne, a vySe polozené teploméry tak na-
meéti vysSsi maximélni teplotu; teplota méfend spodnimi teploméry ale jiz
nevzroste, protoze pravé k nim klesd voda ochlazena v hornich ¢astech
valce jeho sténami.

Experiment 3: Porovnani mérné tepelné kapacity oleje a vody
Analogicky tepelné kapacité predstavuje mérna tepelna kapacita jakousi
ochotu latky ménit svoji teplotu; tentokrat je tato ,ochota“ vztazena na
jednotkovou hmotnost. Uvaham a vypoétiim s mérnou tepelnou kapacitou
se vénuje ve stfedoskolské vyuce pomérné velkd pozornost, tkolem byva
napiiklad urcit ze zavislosti teploty na dodaném teple mérnou tepelnou
kapacitu dané latky [3]. Pokud mé tedy napiiklad olej ptiblizné poloviéni
mérnou tepelnou kapacitu ve srovnani s vodou, je prirozené ocekavat, ze
jeho teplota bude pfi zah¥ivani rychleji rtst (...a pfi ochlazovani rych-
leji klesat, na coz se nékdy ve viru kalorimetrickych vypocti zapomind).
Jestlize se ale toto ocekavani pokusime experimentalné potvrdit, mizeme
narazit na efekt, ktery ndm interpretaci ponékud zkomplikuje.
Usporddani experimentu (zkraceny popis ze [4]): Do dvou mensich néddo-
bek byla odvazena stejnd hmotnost oleje a vody a nddobky byly postaveny
vedle sebe na plotnu elektrického varice; aby bylo méfeni co nejprikaznéjsi,
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je vhodné je umistit stfedové symetricky vzhledem ke stfedu varice, aby
bylo jejich zahfivani skute¢né rovnocenné. Do kazdé nadoby bylo zavedeno
teplotni ¢idlo Vernier, at jiz bodové ¢ s kovovym télem (obr. 5 vlevo);
podstatné je, aby oba teploméry méftily teplotu ve stejné vysSce nade dnem
nadobky. Soucasné se spusténim méreni byl vafi¢ zapnut.

Zavislost teploty na ¢ase

teplota /°C .
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Obr. 5 Vlevo uspotadani pokusu, vpravo vysledna zavislost

Interpretace nameérenych dat: Vzorové namérena data zachycuje obr. 5
vpravo. Je sice patrné, ze za celou dobu méfeni se skutecné vice ohtal
olej nez voda, coz odpovida o¢ekdvanému vysledku, ale zaroven je z grafu
zfejmé, Ze po uritou dobu (v ¢ase pfiblizné 30 az 90 sekund) se voda
ohfivala rychleji nez olej. Tento efekt neni mozné vysvétlit na zakladé
rozdilnych mérnych tepelnych kapacit obou kapalin.

Pri hledéni jeho ptivodce si ale miZeme pomoci dvéma nepatrnymi
Upravami experimentu — pokud obé c¢idla zvedneme vyse k hladiné ka-
palin, efekt jesté posilime; naopak, jestlize umistime ¢idla tésné nad dno
nadobek, bude efekt minimalni a olej se bude prakticky od zac¢atku méreni
»Sporadané“ zahtivat rychleji nez voda.

Tyto dva dil¢i experimenty, které je vhodné se studenty provést, jiz
naznacuji, ze vysvétleni je tfeba opét spojit s vlivem proudéni v kapalinach.
Zatimco malo viskézni voda proudi ode dna k teploméru pomérné snadno,
olej s nasobné vétsi dynamickou viskozitou cirkuluje znatelné pomaleji.
Jestlize tedy zahfivime nadobky zespoda, trva relativné dlouhou dobu,
nez ohraty olej vystoupa ode dna k teplotnimu ¢idlu, které narist jeho
teploty registruje. Efekt zptsobeny rozdilnym proudénim ve vodé a v oleji
je zjevné tim silngjsi, ¢im jsou teplomeéry vzdalené€jsi ode dna.
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Zavér

Meéieni teploty je ve vyuce fyziky pomérné ¢astym experimentalnim
tkonem, ze kterého lze zejména ve stiedoskolské termodynamice vyvozo-
vat pomérné rozsahlé zavéry (teplotni zmény pii skupenskych pfeménach,
vysledky kalorimetrickych tloh, teplotni zavislosti hustoty, objemu, délky,
atd.). Clanek se ve tfech vySe uvedenych experimentech snazi upozornit
na skuteCnost, ze prosté méreni teploty v nadobce s vodou mize déavat
v riznych situacich rtizné vysledky — zdsadnim vlivem, ktery je tfeba mit
béhem takovych méfeni na paméti, je vertikalni proudéni v kapalindch
dané teplotné zavislym rozdilem hustot. Stejné tak je u kontaktnich mé-
feni tfeba zohlednovat fakt, ze teplomér méri vzdy teplotu sebe sama, coz
nezbytné vnasi do vysledki vliv jeho vlastni tepelné kapacity.
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Rozvijanie vybranych zruc¢nosti
v Badatelskom prirodovednom
laboratoriu SteelPark Kosice

MARIA BILISNANSKA — MARIAN KIRES
Prirodovedecka fakulta UPJS, Kosice, SLOVENSKO

Neformalne vzdelavanie a popularizacné podujatia st celosvetovo vyuzi-
vané na podporu zdujmu mladeze a budovanie pozitivneho postoja spoloc-
nosti k vede. V mnohych metropolach uz dlhodobo funguji centra vedy,
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exploratoria ¢i zabavno-naucné parky, napriklad Cité des Sciences et de
Uindustrie v Parizi, Universum v Goteborgu, Science Museum v Londyne,
Paldc zdzrakov v Budapesti a pod. Formou interaktivnych pokusov a hier
sa v nich navstevnici zoznamuji so zdkonmi prirody, Zeme a vesmiru. Za-
bavnym spdsobom sa najmé u deti prebtudza zdujem o tajomstva okolitého
sveta, nezabudnutelnymi zézitkami objavuju GZzasny svet fyziky a dalsich
prirodovednych predmetov. V sticasnej dobe, kedy sa osobné skiisenosti co-
raz Castejsie zamienaju za pocitacové simulacie, moézu ziaci na vlastnej kozi
okusit mnozstvo experimentov. Myslienku kreativnej fabriky priniesol do
Kosic prezident kosickej oceliarne — George F. Babcoke, U.S.Steel Kosice.
Néavstevnici objavuju ,,pribeh ocele“ — od fazby surovin, cez spracovanie
az po vysledné vyrobné procesy a hotové vyrobky. Vyse 50 interaktiv-
nych exponatov spaja poznatky a kreativitu z viacerych vednych oblasti
s vyrobou a vyuzitim hutnickych produktov.

Dva roky prevadzky centra ukézali, Ze vyrazny podiel na navstevnosti
centra maju Skolské skupiny ziakov. Pre opakovany navrat do centra vsak
vznikala prirodzend poziadavka zo strany ucitelov, vyuzit motivaéni fun-
kciu vedeckého centra na posilnenie vzdelavacieho t¢inku, najméi v oblasti
rozvijania vybranych badatelskych zrucnosti ziakov zdkladnych a stred-
nych 8kol. V priestoroch SteelPark sme preto v oktébri 2014 zriadili a
rozbehli aktivity Badatelského prirodovedného laboratdria.

Badatelské prirodovedné laboratérium

Badatelské prirodovedné laboratérium (BPL) je uréené ziakom zaklad-
nych a stredngch 8kol a ich uéitelom s cielom ziskat skisenosti s badatelsky
orientovanou vyucbou. V neformalnom prostredi sa stretavaja s netradic-
nymi meraniami, pozorovaniami spojenymi s objavovanim novych poznat-
kov. Ziaci pracuji podla navodu v pracovnom liste v troj alebo stvor-
¢lennych skupinach, pod vedenim zaskoleného lektora. Uéitel je v pozicii
pozorovatela, ktory sleduje priebeh vyskumne ladenej koncepcie prirodo-
vedného vzdelavania (IBSE) (SAILS, Establish project).

Aktivita v badatelskom prirodovednom laboratériu trva 60 min. Jej
néapliou je ziacke fyzikalne skimanie podporujice rozvijanie vedeckej gra-
motnosti. S dérazom na aktivnu Gcast vSetkych Studentov a rozvoj ich
experimentalnych zrucnosti, maximalny pocet ziakov v jednej skupine je
Sestnast. Pontkané st preto dve rozne, paralelne beziace aktivity, pocas
ktorych je mozné zapojit vsetkych ziakov klasickej triedy.

Aktivne prirodovedné experimentovanie rozvija zruc¢nosti Studentov,
nuti ich aplikovat ziskané poznatky a prehlbuje pochopenie vybranych
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javov. Netradi¢né pokusy motivuju mladych Tudi k tvorivej praci v men-
gich skupinkédch, k samostatnému objavovaniu a postupnému odhalovaniu
novych tloh. Podnetné prostredie novozriadeného vedeckého centra za-
roveni slizi na vtiahnutie ucitelov do neforméalneho vzdelavania. Népady,
metodiky a pracovné listy moézu vyuzit vo svojej vlastnej praxi na Skole.
Béadatelské prirodovedné laboratérium stcéasne vyuZzivame ako podporu
pre prakticka pripravu Studentov medziodborového a uditelského studia
v kombindcii s fyzikou. Lektorovanim sa pripravuji na svoje budtce po-
volanie. Ziskavaji cenné skusenosti s badatelskymi aktivitami, uéia sa ich
realizovat a podielaju sa na zbere tidajov didaktického prieskumu.

Obr. 1 Badatelské prirodovedné laboratérium v SteelParku

Pocas dvadsiatich mesiacov fungovania BPL sa na Sestnastich aktivitach
vystriedalo 7 447 castnikov. Ro¢nd navstevnost z roka na rok narasta.
Pocas troch skolskych rokov (2014/2015, 2015/2016, 2016,/2017) bolo pre
ziakov pripravenych 16 aktivit. V nasledujtcej tabulke sit uvedené nazvy
jednotlivych aktivit, po¢ty ziakov zakladnych a strednych skol a celkovy
pocet zucastnenych ziakov.
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Tabulka 1 Aktivity v BPL v $k. roku 2014/2015, 2015,/2016 a 2016,/2017

YA SS spolu
AKTIVITA Mesiac podet podet podet
Ziakov Ziakov Ziakov
2014/2015
1. Dokézeme odvazit’ vzduch? OKTOBER 134 183 317
2. Co vietko nam prezradi laserovy dialkomer? NOVEMBER 156 357 513
3. Siiboj na labilnej ticke DECEMBESAJANUAR’ 210 26 236
4. Stala sa vrazda FEBRUAR / MAREC 342 81 423
5. Ako ¢lovek dycha FEBRUAR / MAREC 295 113 408
6. Natankuj vodu a jazdi APRIL / MAJ 298 151 449
7. Ako netopier zachyti na§ pohyb APRIL / MAJ 420 185 605
Spolu 2951
2015/2016
> I OKTOBER /
8. Co ukazuje vaha DECEMBER 410 102 512
PR OKTOBER /
9. Ako hori sviecka DECEMBER 410 102 512
10. JO-JO, detska hracka plna fyziky JANUAR / FEBRUAR 71 82 153
11. Po stopach fyzikalnej veliginy JANUAR / FEBRUAR 220 71 291
12. Odkial’ ziskavame kyslik, ktory dychame MAREC / APRIL 350 185 535
13. Tiene zname - nezname MAREC / APRIL 387 163 550
14. Opravme rozbity Galileov teplomer MAJ/JUN 406 101 507
15. Ako fotit pohybujtice sa objekty MAJ /JUN 298 72 372
Spolu 3432
2016/2017
. i ; OKTOBER /
1. Dokéazeme odvazit’ vzduch? NOVEMBER 33 492 538
- ; , o . OKTOBER /
2. Co vsetko nam prezradi laserovy dial’komer? NOVEMBER 28 377 526
8. Co ukazuje viha DECEMBER / FEBRUAR
16. Ako oklamat’ svoje zmysly DECEMBER / FEBRUAR
Spolu 1064
Spolu 2014 - 2017 7447

Mapovanie Ziackych prekonceptov prostrednictvom vstupného
koncept testu

Na sirokej vzorke navstevnikov sme v ramci jednotlivych aktivit reali-
zovali didakticky experiment sktimajici prekoncepty a rozvoj vybranych
zruénosti ziakov. V tivode aktivity pisu acastnici vstupny koncept test za-
merany na klicové pojmy danej témy. Stc¢asne slizi na vtiahnutie Ziakov
do danej problematiky a s fiou stivisiace problémy.
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e Prud uloha v koncept teste: Zakreslite do obrdazka, kde sa musite po-
stavit, aby ste videli svetlo zo Ziarovky.

Pocas aktivity ,Tiene — zndme, nezndme* sme zisfovali ziacke prekon-
cepty na otvorent otazku: kde sa musite postavit, aby ste videli svetlo zo
Ziarovky (obr. 2). Ziaci zakreslovali svoju odpoved do obrizka, pri¢om az
75 % opytanych neuviedlo slovné vysvetlenie svojej odpovede.

1. Ziarovku urniestnime do krabice s malym otvorom, ako je zobrazené na obrazku.

Stery

[e.

Zakreslite do obrazka, kde sa musite postavit, aby ste videli svetlo zo Ziarovky.
Bude to len jediné miesto? Vysvetlite.

Obr. 2 Uvodna otazka k aktivite , Tiene — znime, nezname“

Porovnali sme odpovede ziakov, ktori este tematicky celok optika v skole
nepreberali (Ziaci 6. a 7. roénika ZS) a ziakov vyssich roénikov (8., 9. ro¢nik
ZS a stredogkolskych $tudentov). Porovnatelny pocet ziakov na otézku
neodpovedal spravne: 92 % ziakov, ktori dany tematicky celok nepreberali,
93 % ziakov zékladnych §kol, ktori maji skolské poznatky z optiky a 87 %
Studentov strednych skol.

Ziacke odpovede na otdzku:
Kam sa musite postavit, aby ste videli svetlo zo Harovky?

KT

Obr. 3 Ziacke odpovede na prvi tivodnt otazku k aktivite

! bez odpovede

M biizko pred otvor krabice

M na priamke medzi otvorom
krabice a stenou

svetlo sa rozptyluje do
tvaru kuiefa

m svetlo vidime viade

Medzi najpocetnejsie chybné odpovede (obr. 3) patrilo zakreslenie pa-
nacika na priamke medzi otvorom krabice a stenou (37 % vSetkych opy-
tanych, obr. 4). Ako argumenticiu ziaci uviedli, ze ,svetlo sa $iri pria-
modiaro“. Druhou najéastejsou odpovedou (27 % opytanych) bol panacik
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v tesnej blizkosti otvoru krabice s vysvetlenim: , Ziarovku wvidime, len ak
sa postavime pred otvor krabice“, ,tesne pred otvorom krabice je svetlo
zo Ziarovky nagjsilnejsie”. 24 % ziakov zakreslilo ,svetelny kuzel“ k otvoru
krabice (obr. 4). Kdekolvek sa v tomto kuzeli postavime, svetlo zo ziarovky
uvidime. Niektori ziaci pridali aj poznamku: ,svetlo je rozbiehave, §iri sa
do prostredia“.

Len 9 % z pitstopitdesiat opytanych respondentov odpovedalo na otazku
spravne, t.j. svetlo vidime v8ade. Mnohi sa nad otazkou logicky nezamys-
leli. Odpovedali podla naucenych formulécii: svetlo sa $iri priamocdiaro,
svetelné€ luce su rozbiehavé. Mylni predstavu podporuje aj stotoznovanie
svetla s jeho zdrojom (napr. Zziarovkou) (Mandikova, 2011). Z ¢oho pra-
meni vicsina odpovedi: svetlo uvidim vtedy, ak zdrovern vidim aj Ziarovku
(88 % opytanych).

1. Fiarovku umiestnime do krablce s malym otworom, ako je zobrazené na obrazku.

Seny

= )

Zakreslite do obrizka, kde 5a musite postavif, aby ste videll svetlo zo Earovky.
Bude to len jediné miesto? Vysvetlite,

Ay A gy prearce

1. Fiarovku umiestnime do krabice s malyrn otvorem, ako je zobrazené na obrizku,

9 Stery

=
-0

D/“:

Zakretlite do obrizka, kde sa musite postavit, aby ste videli svetlo zo Harovky.

Eudeln}err.edmémmslu"'\"lrwe‘t!ll.e . ; A /‘IJ, /J(} g
T A il i L/
‘}EJWW h'Ljff“q;U A T
| st NI [y ingune /Ry Dby

Obr. 4 Najcastejsie odpovede ziakov na prvi tvodnu otazku k aktivite

e Druhd dloha v koncept teste: Zakreslite tien, ktory uvidite na tienidle
v kaZdom z uvedengch pripadov.

Kedze koncept test svojou formou pripomina Skolskii pisomku, viicSina
ucastnikov odpovedala naucenou pouckou bez zamyslenia sa. Musime sa
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preto u navstevnikov BPL zamerat aj na precvicovanie zruc¢nosti éitat s po-
rozumenim a motivovat ich k logickému uvazovania. Do tivahy prichadza
aj zmena sposobu vypliiania koncept testu, aby sa u¢astnici v prvej chvili
necitili ,ako v Skole na pisomke“. Vhodnou alternativou je spolocné za-
znamendavanie odpovedi na tvodné otdzky v mensich (troj, Stvorélennych)
skupinach. Podporime pritom ziacku diskusiu a premyslanie nad otdzkami.
Upraveny sposob zaznacovania ziackych prekonceptov planujeme zaradit
v ramci najblizSej vymeny aktivit. Pevne verime, ze zaroven zvysime po-
cet slovnych vyjadreni ziakov. VSimli sme si, Ze jednotlivec ¢asto nedokaze
sformulovat svoje myslienky do ucelenej vety. Jednoduchsie je prenho len
naznacenie svojej odpovede do obrazka. Konkrétne na prvu otazku: kde
sa musite postavit, aby ste videli svetlo zo Ziarovky, zakreslilo priamo do
obrézka svoju odpoved 97 % opytanych. Avsak len 25 % uviedlo aj slovné
vysvetlenie.

2. Zakreslite tied, ktory uvidite na tienidle v kaldom z uvedenych pripadov

Obr. 5 Odpovede tcastnikov na druha otazku v koncept teste

Pri dalsej otazke tdastnici zakreslovali tiefi do obrazka v troch roznych
pripadoch umiestnenia svetelného zdroja a prekdzky od tienidla (obr. 5).
Tu sa prejavila viicSia predstavivost stredoskolskych studentov, kedZze 62 %
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opytanych zakreslilo vsetky tri pripady spravne. V opa¢nom pomere odpo-
vedali ziaci zdkladnych $kol. Nespravne zakreslené tiene (velmi velké tiene,
tiene vo velkosti prekdzky alebo tiene za prekdzkou sa zuzujuice, obr. 5)
malo 64 % ziakov 6., 7. ro¢nika a 62 % ziakov 8., 9. ro¢nika.

Respondenti zdkladnej skoly pred vyucbou tematického celku optika,
ale aj po jeho absolvovani odpovedali na zadant otédzku v porovnatelnom
pocte spravne (36 % az 38 %). Ziaci ZS, ktori uz optiku v $kole prebe-
rali, pravdepodobne este nemaju ziskané vedomosti vzité a prepojené so
situdciami z bezného zivota. Nevedia ich pouzit v novych problémovych
tlohach. Na druhej strane vedomosti Ziakov strednych §kol uz stihli dozriet.
Spolo¢ne so svojou predstavivostou ich dokézali aplikovat pri odhade vel-
kosti tiefia v zavislosti od umiestnenia svetelného zdroja a prekazky. Opét
sa nam potvrdil zéver tykajuci sa podpory logického myslenia ziakov. Mla-
dych Tudi musime nabadat k premyslaniu, pontikat im priklady prepojené
s realnym zivotom, aby vnimali zmysel uenych vedomosti a zrucnosti a
dokézali ich vyuzivat v novych situdciach.

o Tretia uloha v koncept teste: Pri sledovani futbalového zdpasu mo-
Zeme niekedy sledovat zaujimavé tiene futbalistov. Struéne odévod-
nite, ako si vznik takiyjchto tieriov vysvetlujete.

V ramci poslednej otazky mali Ziaci strucne odovodnit zaujimavé tiene
futbalistov na $tadidne (obr. 6). VidSina opytanych (72 %) odpovedala
spravne. Mnohi ako vysvetlenie uvadzali Styri svetelné reflektory v rohoch
Stadidna, ¢o vyplyva z ich vlastnej skiisenosti. V poslednej otézke sa ne-
prejavil Statisticky v§znamny rozdiel medzi odpovedami Ziakov ZS pred,
po vyucbe tematického celku optika a ziakov SS.

3. Pri sledovani futbalového zapasu moZeme niekedy sledovat zaujimavé tiene futbalistov.

Struéne oddvodnite, ako si vznik takychto tiefiov vysvetlujete.

5 : s nll

e Ao viee svehe/
o kozde svdklo

v *al-uiu' e A hat

Obr. 6 Uvodna otazka k aktivite , Tiene — znidme, nezniame*

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 375



Porovnanim odpovedi respondentov zakladnych a strednych skol na jed-
notlivé otazky sme dosli k zaveru, Ze nie je relevantny rozdiel medzi ich
konceptudlnym porozumenim danej témy. Zhruba rovnaky pocet ziakov
pred vyucbou daného tematického celku (Ziaci 6., 7. ro¢nika ZS), po jeho
vyuébe (ziaci 8., 9. roénika ZS) a stredogkolskych $tudentov odpovedali
na jednotlivé otézky sprévne, ¢o znézornuje aj nasledujuci graf (obr. 7).
Ukazuje sa, Ze Ziaci so svojimi vedomostami nenapreduji. Ziskané znalosti
vnimaji izolovane od bezného zivota. Casto aj po prebrati daného uciva
v nich pretrvavaju miskoncepcie, ktorymi si mylne vysvetluji okolité javy.

Konceptudlne porozumenie Zzakov
jednotlivych rofnilov

B80%

T70% -

G0% | M Spravne odpovede

50% - tiakov 6.,7. roénika Z§

40% —= Spravne odpovede

30% - imkov 8.9. roénika 28§

20% - M Spravne odpovede
Studentov 55

10% -

0%

1. otazka 2 otazka 3. otazka

Obr. 7 Spravne odpovede ziakov na jednotlivé otdzky vo vstupnom koncept
teste

Riadené badanie s podporou pracovnych listov

Uvodna motivéacia k danej téme v podobe koncept testu a zhodnotenie
spravnych odpovedi priamo nadvizuje na aktivity v pracovnom liste. Ziaci
postupuju podla névodu s jasne vymedzenymi krokmi. Ziskavaji pritom
zrucnosti vedeckej prace pocas pozorovania, hodnotenia, merania, zberu
a vyhodnotenia tdajov (Wenning, 2007). V pracovnom liste maja vyme-
dzeny priestor na zaznacovanie svojich predikcii, planovanie experimentu,
argumentaciu a vyslovenie zéveru (Berg, 2013). Zhodnotenim pracovnych
listov, ale aj pozorovanim préace ziakov pocas samotnych aktivit vidime
znacné rezervy ziakov v nasledovnych zrucnostiach vedeckej prace:

e zaznamenéavat svoje predikcie, komentare a poznamky; naformulovat
vlastni myslienku bez pomoci uéitela/lektora,
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e (itat s porozumenim,
e problém s argumentaciou, obhajenim si vlastného néazoru,
e s planovanim experimentu,

e problém spolupracovat v time, diskutovat, rozdelit si tlohy v time.

Preto sa ilohami v pracovnych listoch snazime precvicovat tieto ne-
dostatky ziakov a rozvijat vybrané zruc¢nosti vedeckej prace. Konkrétne
pocas aktivity , Tiene — zname, nezname“ sme sa zamerali na precvicenie
zrucnosti predpovedat vysledok a zaznacif ho, pozorovat a manipulovat
s pomdckami v time, zaznamenat vysledky, naformulovat vysvetlenie na
zéklade ziskanych vysledkov, diskutovat v time aj v celej skupine, aplikovat
experimentalnu techniku na nové skiimanie a opétovna predikcia jeho vy-
sledku. Ucastnici diskutovali o principe zobrazovania rovinnym zrkadlom
a jeho vyuziti v praxi. Rozpravali sa o tiefioch a podmienkach ich vzniku.
Vytvarali dvojity tien prostrednictvom jedného svetelného zdroja a ob-
jektu umiestneného na zrkadle (Cepic, 2006). Kreslili predikciu svetelnych
lacov, ktoré takyto tien vytvaraju. Postupne sktimali princip tajomstva
dvojitého tienia a zaznamenavali svoje pozorovania. V zavere na zaklade
predoslych zisteni kreslili a v timoch vysvetlovali vznik dvojitého tiena.
Ziskané vedomosti a zruc¢nosti aplikovali pri navrhovani novych objektov,
symetrickych i nesymetrickych a zakreslovani ich dvojitych tietiov.

Vzhladom k zistenym miskoncepciam a chybnym prekonceptom pro-
strednictvom ivodného koncept testu, musime do pracovného listu zaradit
alohy zamerané aj na zakladné poznatky z tematického celku optika. Ziaci
maji problém s chdpanim principu Sirenia svetla, so zakreslovanim sve-
telnych lucov, s naznacovanim jednoduchych tieriov a vysvetlovanim ich
vzniku. V ramci najblizsieho zaradenia aktivity ,, Tiene — zname, nezname*
v BPL sa v tivode pracovného listu zameriame na precvicenie zakladnych
pojmov danej témy a plynule prejdeme k sktimaniu principu dvojitého
tiena vytvaraného od jedného svetelného zdroja.

Spidtna vizba a sebahodnotenie Ziakov

V zavere aktivity ziaci kriticky hodnotia troven svojich zruc¢nosti, ktoré
boli pocas aktivity rozvijané, formou sebahodnotiaceho harku (v trojbo-
dovej skédle: dant zrucnost zvlddnem s vydatnou pomocou, s pomocou,
samostatne, tab. 2). Zaroveini sa zamyslaji nad tym, ¢o sa naudili, ¢o bolo
pre nich najviac zaujimavé, comu stile nerozumeju, t.j. hodnotia vysledok
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svojej prace prostrednictvom zadanej spétnej vdzby. Sebahodnotenim sa
zameriavame na formativne hodnotenie prace ziaka (Wenning, 2007).

Pri manuéalne orientovanych ¢innostiach je dosiahnuta uspokojiva miera
hodnotenia rozvoja zru¢nosti (tab. 2). Smerom k intelektudlne narocénej-
$im ¢innostiam postupne klesi Ziacka istota zvladnut dant zrucnost sa-
mostatne. Zakreslit odraz la¢ov dokaze samostatne okolo 60 % ziakov. Av-
sak opisat vznik dvojitého tiefia len vySe polovica opytanych. Zaradenim
novych tloh do pracovného listu zameranych na precvicenie zakladnjch
pojmov témy optika ocakdvame percentudlny néarast hodnotenia ziakov
zvladdnuf dand zruénost samostatne.

Tabulka 2 Kritické hodnotenie Grovne svojich zrucnosti ziakmi v zévere
aktivity

Vybrané zruc¢nosti S vydatnou S pomocou | Samostatne
pomocou

Po tejto aktivite uz viem. .. % % %
Zakreslit odraz laéov od rovin- 6 32 62
ného zrkadla.
Zakreslit odraz lac¢ov od rovin- 8 31 61
ného zrkadla na konci ktorého
je prekazka.
Zakreslit odraz lac¢ov od rovin- 8 30 62
ného zrkadla na zaciatku kto-
rého je prekazka.
Zakreslit odraz lac¢ov od rovin- 7 34 59
ného zrkadla v strede ktorého je
umiestnend prekazka.
Opisat vznik dvojitého tiena. 11 38 51

Na otéazku, ¢o sa pri dnesnej aktivite , Tiene — zname, nezname* Ziaci
naudili (obr. 8), odpovedalo 31 % zacastnenych, Ze ziskali informécie o tom,
ako vzniké tiefi, ¢o je to tien, ako pozorovat tiefi, aké typy tiefiov pozndme.
23 % ziakov sa naucilo vytvarat dvojity tient (s pouzitim jedného zdroja
svetla). 13 % sa dozvedelo vela zaujimavych informécii. 12 % opytanych
ziskalo rézne vedomosti (o zakreslovani svetelnych lucov, odraze a lome
svetla, o zrkadle a pod.). 14 % ziakov na otdzku neodpovedalo a 7 % sa
nedozvedelo ni¢ nové, resp. si zopakovali uz zname poznatky.

378 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Nit nove
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14% ako vznika
31%
Iné 12%
vela !
zaujimawych |
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Obr. 8 Ziacke odpovede na otézku, ¢o sa pri dnesnej aktivite , Tiene — zname,
nezname“ naucili

Zaver

Pozitivna spétné viizba od uditelov a ziakov i ndvstevnost Badatelského
prirodovedného laboratéria SteelPark v Kosiciach nds motivuje pokradovat
v priprave a realizacii dal$ich aktivit podporujucich tvorivé a aktivne po-
znavanie. Verime, ze v tomto neformalnom prostredi podporujeme skolské
fyzikalne vzdelavanie, rozvijame vedeckl gramotnost Ziakov a inSpirujeme
mladych Tudi k prirodovednému vzdelavaniu.
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Experimentalni realizace
Buquoyovy tlohy

CENEK KODEJSKA — JAN RIHA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Uvod

Préace experimentdlné ovéiuje teoretické feseni tlohy o kmitavém po-
hybu jednorozmeérného otevieného systému s proménnou hmotnosti. Tato
uloha je znama z historie pod nazvem Buquoyova tloha, protoze hrabé
J. F. A. Buquoy (1781-1851) se jako prvni zabyval feSenim tloh na pohyb
soustav s proménnou hmotnosti uz v roce 1814. Teoretické feseni Buquy-
ovy tlohy je v [1].

Teorie byla ovéfovana experimentalné pomoci soustavy balénku napl-
néného heliem, ktery je zatizen zavéSenym ohebnym vldknem s proménnou
hmotnosti (obr. 1). Vztlakovi sila piisobici na balének je taznou silou sou-
stavy, pro jejiz vypocet se predpoklada, ze balének méa ptiblizné kulovy
tvar. Pfi pohybu balénku se méni hmotnost zavéseného vldkna a tedy i
tihova sila, kterou vldkno ptisobi na balének. Vysledna sila pak vyvola
tlumené kmitani celé soustavy.

R

Obr. 1 Balének naplnény heliem zavéseny na fetizku
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7Z teoretického hlediska je pohyb soustavy popsan diferencidlni rovnici
(viz [1]), pfiCemz staciondrni feSeni diferencidlni rovnice je déno vzta-
hem (1)

F
Yo = (1)
kde y. je vyska konce vlakna nad zvolenou nulovou potencialni hladinou
ve stavu, kdy se vldkno nepohybuje a vysledna sila je nulova, F' je svisle
vzhiiru plisobici konstantni sila, 7 je linedrni hustota vladkna a g je tihové
zrychleni.

Pfi navrhu experimentalniho provedeni bylo tedy tfeba nejprve urcit li-
nearni hustotu vlakna. Protoze jsme chtéli dosahnout toho, aby bylo mozné
experiment demonstrovat ve t¥idé, jejiz maximalni vyska byva priblizné
330 cm, pii odhadu linedrni hustoty jsme volili y. = 2 m a maximalni
vysku yy = %yc =3 m.

Primeérnd hodnota primeéru balénku byla urcena z jeho obvodu jako
d = (30 £ 2) cm, jeho polomér je tedy r = (15 £ 1) cm. Uvazujeme-li
ptiblizné kulovy tvar, je objem balénku V = 14,1 - 1073 m?3.

Na balének naplnény heliem podle Archimédova zakona ptisobi ve vzdu-
chu vztlakova sila Fy, = Vpg, kterd je soucasné taznou silou soustavy.
Linearni hustotu pak mizeme vyjadrit jako

Vo
n=—,
Ye

(2)

kde V je objem balénku a p je hustota vzduchu. Po dosazeni konkrétnich
hodnot ziskdme piiblizny odhad linearni hustoty vlakna n = 9,11 g-m~1!.

Aby se hmotnost vldkna se stoupajici vyskou balénku zvySovala line-
arné, musi byt vldkno vyrobeno z jednotlivych maljch ¢asti, které jsou
vzédjemné propojeny. Jako optiméalni se nakonec ukazal fetizek tvofeny
malymi kulickami pouzivany vétsinou v koupelné u umyvadla nebo vany.
Protoze i zde vyrobci dodévaji razné velké kulicky, zvolili jsme nakonec fe-
tizek s nejmensimi kulickami, jehoz linearni hustota byla zmeéfena digitalni
vahou jako n = (10,4 +0,01) g-m~1.

2. Realizace experimentu

Systém Buquoyova oscildtoru v rovnovazné poloze je uveden na obr. 1.
Jeho pohyb byl zaznamenan digitalni kamerou a obrazovy zadznam byl
analyzovan metodou videoanalyzy s pouZzitim programu Tracker. Na obr. 2
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je vysledny graf zavislosti y-ové souradnice konce vlakna (fetizku) na case.
Z grafu plyne, ze stacionarni poloha je pfiblizné y, = 1,38 m, vypocétem
urcend hodnota podle vztahu (1) dava pfi tahové sile F' = 0,136 N vysledek
ye = 1,33 m, ktery je o 4 % mensi nez experimentalné naméfend hodnota.

Maximalni vyska vystupu urend experimentalné z grafu na obr. 2 je
ym = 1,92 m. Pouzijeme-li priblizny vztah pro vypocet yy uvedeny vyse,
ziskdme hodnotu yy = 2,07 m, kterd je pfiblizné o 8 % vétsi.

Tm e e Tiaca Crermmate Sy vew new

S0 #e m e o m B Qwe |~ A A LS ik sse
e e e o et LA o e
-

s )

v
g & ¥ 8 8 5 E % §

Obr. 2 Oscilogram ziskany videoanalyzou pohybu Fetizku

Pro pfesny vypocet miZeme pouZit vztah (3), viz [1]:

1/3 1 /3
- _ | = _ _ —_ _ 2 _ Y2
M =g (Q(yc ym> + 2\/2(yc Ym)? — 4y, (3)

kde y, je pocateéni vyska balénku (konce Fetizku) p¥i pohybu vzhiru
s nulovou pocatecni rychlosti. Tento vztah mizeme za predpokladu, ze
ym = 0, zjednodusit na vztah (4):

3 2
=201 2 ) ye = 1,36y 4
YM 4<+\/;>y 36y, (4)

Po dosazeni do vztahu (4) za y. = 1,38 m ziskdvdme hodnotu yp; = 1,88 m,
kterd je pro zménu o 2 % mensi nez hodnota urdend experimentalné.
Uvéazime-li nejistotu méreni priblizné 2 cm, ktera vznikne nastavenim sou-
fadnych os a délky kalibracni tyce v programu Tracker, na jednom metru
délky ziskdme stejnou relativni nejistotu, tj. 2 %. Z experimentu tedy plyne
v ramci 2% nejistoty méfeni velice dobra shoda teorie s experimentalné na-
méfenymi daty pro maximalni vysku vystupu.
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Vsechna méfeni byla realizovana s nulovou pocéatecni rychlosti. Z obr. 2
je také patrny charakter kmitd vlakna, které kona tlumené kvaziperiodické
kmity s periodou blizkou periodé Tg, pro kterou plati podle [1] rovnice (5):

o= 2 2 )
gyn
Nami zméfenad tahova sila balénku pomoci siloméru Vernier byla
F = (0,136 + 0,006) N a hodnota periody vypoc¢itand podle vztahu (5)
je Ts = 2,31 s. Experimentalné zjisténd primérna hodnota periody podle
grafu na obr. 2 je Texp = (2,85 £ 0,02) s. Rozdil mezi teoreticky vypoéi-
tanou hodnotou a experimentilné nameétfenou, ktera je vétsi, lze vysvétlit
tim, Ze pohyb balénku i vldkna nebyl po celou dobu pohybu kolmy k pod-
lozce. Baldnek se pohyboval chvilemi i v horizontalnim smeéru, takze doslo
k provéseni vldkna a vleceni jeho ¢asti po podlozce.
Simulace pohybu fetizku upevnéného k balénku je zalozena podle [1]
na pohybové rovnici (6):

. Ye 1 -y2
—g(Z 1) - (1 +smpl 6
] g(y > 2( gy)y (6)

Tato diferencialni rovnice specidlnim zptisobem zavisi na rychlosti. V pro-
gramu Wolfram Mathematica jsme rovnici fesili numericky pii vyuziti pa-
rametr danych experimentem (obr. 3):

Module[{sol =
NDSolve[{y''[t] = g# (1.55/y[t]-1)-0.54 (1+Sign[y'[t]]) #y'[t]"*2/y[¢t],
y[0.6] =0.11, y'[0.6] =0}, vy, {t, 0.6, 24}]},

Show[Plot[Evaluate[y[t] /. sol], {t, 0.6, 24}, PlotRange -» {Automatic, {0, 2.5}},
BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize - 14}, AxesLabel -+ {"t/s", "y/m"},
GridLines - Automatic, PlotStyle » {Thickness[0.005]}],

ListPlot[oscilace, PlotStyle » {Black, PointSize[0.002]}]] ]

Obr. 3

Obr. 4 ukazuje graficky vystup feSeni pohybové rovnice (6) v pro-
gramu Mathematica (modré k¥ivka) a experimentélné ziskana data (¢erna
k¥ivka). Na prvni pohled je viditelny rozdil mezi obéma k¥ivkami, ktery je
patrné zpiisoben odporem vzduchu. Cerné kiivka vykazuje vyraznéjsi tlu-
meni i vétsi kvazi-periodu mezi jednotlivymi prichody rovnovaznou polo-
hou a jeji pribéh je identicky s funkci ziskanou videoanalyzou v programu
Tracker na obr. 2.
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Obr. 4 Reseni pohybové rovnice (modré kiivka) a realny pritbéh pohybu (erna
kiivka)
Zavér

P1i realizaci experimentalniho ovéfeni Buquyovy tlohy jsme v prvni fazi
fesili realizaci parametrti tohoto oscilatoru, kterymi jsou tazna konstantni
sila a linearni hustota vlakna. Za zdroj sily jsme nakonec zvolili balének
o pruméru d = (30 £ 2) cm naplnény heliem, ke kterému jsme pfipevnili
koupelnovy fetizek slozeny z jednotlivych malych kulicek. Jeho linedrni
hustota byla experimentalné uréena jako n = (10,4 +0,01) g-m~1.

Pohyb fetizku jsme analyzovali nejprve pomoci videoanalyzy v pro-
gramu Tracker a potom jsme takto ziskana data fitovali teoretickou kiiv-
kou v programu Wolfram Mathematica. V rdmci 2% nejistoty méfeni jsou
v dobré shodé experimentalné naméfené hodnoty maximalni vysky vy-
stupu a stacionarni polohy s teoreticky vypocitanymi. Redlny pribéh po-
hybu se vSak od teoretického modelu 1isi jak v hodnotdch amplitud, tak
v hodnotach period pro pohyb vzhuiru i dolu.

Zavérem lze konstatovat, ze nami analyzovany pohyb Buquoyova vldkna
pouze Céastecné odpovidé teoretickym zavértm, které ucinili autofi v [1].
Rozdil je ziejmé zptisoben odporem vzduchu pfi pohybu balénku, ktery
autofi v [1] do modelu nezahrnuli.

Literatura
[1] Sima, V., Podolsky, J.: Buquoyova tiloha. Pokroky matematiky, fyziky a astrono-

mie, roé. 51 (2006), ¢&. 3, s. 177.
Dostupné na: https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/141315
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INFORMATIKA

Vzpominka
na Stanislava Travnicka

V cervnu letosniho roku se matematicka verejnost
naposledy rozloucila s dlouholetym redaktorem in-
formatické casti casopisu Matematika—fyzika—infor-
matika, skvélym ucitelem a kolegou — panem doc.
RNDr. Stanislavem Travnickem, CSc.

Stanislav Travnicek se narodil 31. 3. 1935 ve Skas-
ticich na Kromérizsku. Po ukonceni studia ucitelstvi
obori matematika a deskriptivni geometrie na P¥iro-
dovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci
nastoupil jako uéitel na gymndziu ve Straznici, avsak
po roce se vratil do Olomouce, kde se stal asistentem na Katedife matema-
tické analyzy PfF UP. Ihned po nastupu na fakultu se zapojil do védeckého
vyzkumu v oblasti obycejnych diferencialnich rovnic ve skupiné akademika
O. Borivky na brnénské univerzité. Zde ziskal také prvni védecké ostruhy
v uvedené oblasti vyzkumu.

Jeho uditelska kariéra byla vSak nacas prerusena po roce 1968, kdy Sta-
nislav Travnicek ptisobil nejprve kratce v Laboratofi vypocetni techniky
UP, poté v Chronotechné Sternberk a od roku 1979 na Generalnim Fedi-
telstvi AZD, kde stal vedoucim oddéleni ASR. Po celou tuto dobu se vsak
aktivné podilel na praci s mladymi talentovanymi matematiky, zejména
pak na seminéfich pro fesitele MO poradanych krajskym vyborem MO
v Olomouci.

Na Prirodovédeckou fakultu UP se vratil v roce 1990, kde se stal vedou-
cim oddéleni didaktiky matematiky a elementarni matematiky na Katedfe
algebry a geometrie PTF UP. V letech 1992-1997 vykonéaval funkci prorek-
tora UP pro organizaci a rozvoj. Jeho prace byla olomouckou univerzi-
tou ocenéna zlatou medaili UP a mnoha dal$imi vyznamenanimi. Po cely
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zivot se zabyval stfedoskolskym matematickym vzdélavanim. V této ob-
lasti publikoval vice nez 200 ¢lankd a na konci zivota mu byly vydany dveé
na sebe navazujici knizni monografie.

Stanislav Travnicek zesnul 2. 6. 2017. Pro kazdého z nés zistane vzorem
po strance odborné a pedagogické, zejména vsak ale po strance lidské. Cest
jeho pamatce!

Redakce casopisu Matematika—fyzika—informatika

Kroneckertiv algoritmus

LUKAS HONZIK
Fakulta pedagogickd ZCU v Plzni

V soucasné dobé si jiz vétsina matematikti a uciteli matematiky ne-
umi predstavit Zivot bez vyuzivani systémt pocitacové algebry. Pomérné
zndmy je v tomto sméru napiiklad program Wolfram Mathematica, ktery
zvlada Tesit Siroké spektrum nejen matematickych problémt. Mimo jiné
dovede celkem rychle provadét i faktorizaci polynomt v Z[z], kterou je na
zékladnich a hlavné stfednich a vysokych skolach ¢asto nutné zvladnout.
Do programu staci zadat prislusny prikaz a mnohoclen, ktery chceme roz-
lozit, feknéme kupiikladu 2% — 5270 — 1225% — 4253 4 250 + 3245 + 60240+
+20228 — 5225 — 362'° — 122 + 3, a béhem okamziku je proveden rozklad
a na obrazovku se vypiSe vysledek (2% —1221° — 423 +1) - (2%° — 5225 + 3).
Rychlost a efektivnost zminéného procesu je zajisténa skutecnosti, ze pro-
gram disponuje sofistikovanymi algoritmy pro vypocet faktort — naptiklad
algoritmy pro faktorizaci polynomi v koncenych télesech prostfednictvim
Petrovy—Berlekampovy matice (pfipomenime, Ze za poznatky v této oblasti
stoji nemaly piispévek &eskoslovenskych matematiki Karla Petra a Ste-
fana Schwarze) a Henselovym zdvizenim. Schéma takto pojaté faktorizace
je znazornéno na obr. 1.

Pocatky systému Mathematica a jemu podobnych programt vsak byly
0 poznani skromnéjsi. Zaroven je také nutné pfripomenout, Ze i nékteré
v dnesni dobé relativné ¢asto pouzivané programy — naptiklad znamy pro-

ey

telefony — si stale musi vystacit s jednodussimi metodami. Ty je sice ome-
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dobie pouzitelné. Zaroven takto jde ukazat lidskou vynalézavost a duvtip,
které dovolily tyto matematické problémy fesit davno pred tim, nez se
viitbec objevily prvni pocitace, na nichz by takovéto postupy mohly byt
aplikovany v podobé nam dnes znamé jako pocitacové algoritmy. Jednim
z takovych starSich postupt v pripadé faktorizace polynomu s celocisel-
nymi koeficienty je tzv. Kroneckeriv algoritmus.

rozklad f{x) v Z[x]

(slozité)
X o
£ T
a N
— >
= Z[x] 3
= o
=3
F Zplx] o
k=] p ]
<] a
A c
o Q
2 ad
[=%

rozklad F(x) v Z,[x]
(jednoduché)

Obr. 1

Leopold Kronecker a historie

Kroneckeriv algoritmus nese jméno vyznamného pruského matema-
tika Leopolda Kroneckera (1823 az 1891). Zaklady jeho matematického
vzdélani polozili soukromi ucitelé najimani Kroneckerovymi rodici a dale
byly prohloubeny na gymnaziu, kde jej vyucoval matematik Ernst Eduard
Kummer. Ten také rozpoznal Kroneckertiv talent a vSemozné jej podpo-
roval. P#i studiich na Berlinské univerzité se sice Kronecker nevénoval jen
studiu matematiky, zajimaly jej také chemie, astronomie ¢i meteorologie,
jeho doktorska prace pak jiz ale byla zaméfena matematicky a tykala se
algebraické teorie ¢isel. Po skonceni studii se roce 1861 stal ¢lenem Berlin-
ské akademie véd, byl editorem v Crellové matematickém casopise a v roce
1884 byl jmenovan ¢lenem Kralovské spole¢nosti v Londyné.

Zajimavosti pro ¢tenare budiz skutecnost, ze prestoze algoritmus nese
Kroneckerovo jméno, nebyl tim, kdo jej vymyslel. Tato zasluha patii Her-
mannu Schubertovi, dalsimu némeckému matematikovi, ktery ideu algo-
ritmu pro faktorizaci polynomut popsal jiz v posledni dekadé 18. stoleti.
Kronecker pak po vice nez piilstoleti Schuberttiv algoritmus znovuobjevil
a upravil pro Sirsi pouziti.
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Zakladni myslenka algoritmu

Samotny algoritmus slouzici k nalezeni rozkladu polynomu f(z) v Z[x]
v souc¢in dvou polynomu g(x) a h(x) nizsich stupiiti je veelku jednoduchou
zalezitosti a skldda se z 5 krokd:

)

388

Hleddme jisty mnohoc¢len g(x) s celoéiselnymi koeficienty stupné
st(g) > 1, ktery déli zadany mnohoélen f(x) v Z[z], jehoz stupen
je st(f) = n. Omezime se pouze na ty polynomy, jejichZ stupen je
rovny hodnoté s = [n/2] (celd ¢ast zlomku), anebo mensi nez tato
hodnota. Jedna se tedy o horni odhad stupné hledaného polynomu
g(x) vychéazejici z faktu, Ze pro tii polynomy f(x), g(x) a h(z), kde
f(x) = g(x) - h(x), plati rovnost st(f) = st(g) + st(h). Bez Gjmy na
obecnosti jde tedy pfedpokladat, ze st(g) < st(h); pokud by tomu
tak nebylo, provedli bychom pfeznaceni obou polynomi. Mezni pti-
pad nastane pfi rovnosti st(g) = st(h), kdy lze psat st(f) = 2st(g).
Proto je nutné hledat stupen polynomu g(z) v intervalu 1 < st(g) < s,
kde st(g) € Z.

Dosazenim s + 1 hodnot, napiiklad z = 0,1,...,s, do pfedpisu f(z)
dostaneme s + 1 celoc¢iselnych funkénich hodnot.

Déli-li hledany mnohoélen g(z) zadany polynom f(z), musi nutné i

jeho funkéni hodnoty v bodech z = 0,1, ..., s délit pfislusné funkéni
hodnoty polynomu f(z). Tedy plati g(0)|£(0), g(1)|f (1), ..., g(s)|f(s),
a proto zavedeme mnoziny Dy, Dy, - .., Dy(s) déliteli cisel f(0),

f(1), ..., f(s). Pokud by pro nékterou z hodnot f(i), 7 =0,1,...,s,
platilo f(¢) = 0, znamen4 to, Ze jsme pouhym dosazenim zjistili je-
den kofen mnohoélenu f(z). Polynom g(x) bychom pak mohli psat
jako g(x) = x — i a pro rozklad polynomu f(z) by platila rovnost
f(x) = (x — 1) - h(x), pficemz h(x) € Z[x] a st(h) = st(f) — 1. Pokud
naopak pro zaddnou hodnotu f(i), i = 0,1,...,s, neplati f(i) = 0,
jsou vSechny mnoziny Dy ), Dy (1), - -, Dy(s) konecné.

Za pomoci vybranych s + 1 hodnot g(0) € Dy, g(1) € Dy, -,
g(s) € Dy(s) vypocteme polynom g(z), ktery v bodé z = 0 nabyva
hodnoty ¢(0), v bodé z = 1 hodnoty g(1) atd.

Urceni tohoto polynomu provedeme uzitim postupu pro nalezeni New-
tonova interpola¢niho polynomu pfi znalosti vyse vybranych s 4 1
funkénich hodnot. Jeho zapis je ve tvaru

g(x) = Ao+ 1 (x—z)+ A2 (z—x0) (x—21)+. . A A (2—20) -+ (B—25-1),
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pricemz dopocteni koeficientd Ag, A1,..., As 1ze zjednodusit zapisem
do tzv. ,,schématu rozdilu*

9(20)
Ag(o)
g(z1) A?g(zo)
Ag(z1) A3g(xo)
9(z2) A?g(z1)
Ag(x2)
g(zs3)

)

kde Ag(z;) = g(zit1) — g(xi), A%g(x:) = Ag(ziy1) — Ag(wi), atd.,
a naslednym dosazenim zjisténych hodnot do vzorce

AFg(x;)
A = —

Takto ziskany polynom g(2) nemusi nutné byt mnohoclenem s celo¢i-
selnymi koeficienty, v takovém p¥ipadé je tieba se vratit ke kroku 4)
a vybrat jinou mnozinu s + 1 hodnot ¢(0), g(1),...,g(s).

Pat¥i-li naopak g(z) mezi polynomy s celodiselnymi koeficienty, mu-
sime otestovat, zda je faktorem mnohoélenu f(z), ¢ili zda v Z[z]
déli tento mnohoclen. Pokud plati g(z)|f(z), nalezli jsme faktor po-
lynomu f(z) a miizeme psét f(z) = g(z)-h(z), kde g(x), h(z) € Z[z],
st(g) > 0, st(h) > 0. Pokud naopak g(z) nedéli f(z), je tieba vratit se
ke kroku 4) a vybrat jinou mnozinu s + 1 hodnot ¢(0), g(1),...,g(s).

Vyzkousime-li touto cestou vsechny mozné kombinace s + 1 hodnot
z mnozin Dy, Dy(1), ..., Dy(s) a piesto nenalezneme zadny odpo-
vidajici faktor g(x), je zfejmé, Ze polynom f(zx) je nerozlozitelny.

Cely algoritmus pak muzeme jednoduseji znazornit pomoci vyvojového
diagramu (obr. 2). Pro Gplnost jesté piredvedme praktické pouziti na né-
kolika vybranych tlohéch.
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Ilustra¢ni priklady

Uloha 1
Naleznéte v Z[x] rozklad polynomu f(z) = 23 + 22 + z + 1.

Resend. Stupeni polynomu f(x) je st(f) = 3, hledany mnohoclen g(z) tedy
musi byt maximélné prvniho stupné, nebot s = [3/2] = 1, a pro vypocet
tak potfebujeme dvé funkéni hodnoty f(x). Volme x € {0,1}, ¢imz ziské-
vame f(0) = 1 a f(1) = 4. Z4dn4 z funkénich hodnot neni nulové, a tak
vytvofime mnoziny délitelt Dyy = {£1}, Dyq) = {£1,£2,+4}. V nej-
horsim pfipadé by tedy bylo nutné otestovat 12 rtznych kombinaci. Pro
prvni pokus vyberme napiiklad kombinaci hodnot g(0) = 1 a g(1) = 1,
schéma rozdilti pak vypadé nasledovné:

1
1

Poté dostavame koeficienty A\g = é =la) = % = 0, takze polynom g(x)
by mél byt ve tvaru g(xz) = Ao + A1(x —0) = 1+ 0(x — 0) = 1. Je ziejmé,
7e nalezeny polynom g(z) = 1 je sice ze Z[x], ale zdroveii je konstantni,
pricemz z libovolného polynomu jde vzdy vytknout hodnotu 1, kterd nas
v tuto chvili nezajima. Je tedy nutné zvolit jinou kombinaci prvkt z mnozin
deélitelt.

Vyberme g(0) =1 a g(1) = 4, poté schéma rozdilt vypada takto:

1
3
4

a koeficienty maji hodnoty \g = é =lal = % = 3. Po dosazeni do

vzorce dostavame g(z) = 1+ 3(z — 0) = 3z + 1. Tento polynom je sice ze
Z|z] a dokonce prvniho stupné, ale pokud bychom se jim pokusili vydélit
zadany mnohoc¢len f(z), podilem by jiz nebyl polynom s celo¢iselnymi
koeficienty. Proto je nutné otestovat jinou kombinaci z mnozin déliteli.
Zvolme g(0) =1 a g(1) = 2, potom dostaneme schéma rozdil ve tvaru:

1
2

a koeficienty maji hodnoty \g = & =la)l = % = 1. Dostavame polynom

g(x) =14+ 1(x — 0) = z + 1, ktery patii do Z[x] a zaroven déli polynom
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f(x). Podil je f(z): g(x) = 2% + 1 a miiZeme psat vysledny rozklad

f)=2*+2 +z+1=(z+1)(2* +1).

Uloha 2
Naleznéte v Z[x] rozklad polynomu f(x) = 25 + 3z* + 223 + 222 + 1.

Resend. Stupeti polynomu f(z) je st(f) = 5, stupeti hledaného polynomu
g(x) tedy musi byt maximélné st(g) = [5/2] = 2. Pro jeho vypocet budeme
potfebovat 3 funkéni hodnoty f(z): f(0) = 1, f(1) = 9 a f(2) = 105.
Utvofime mnoziny délitelti, kde Dy = {£1}, Dyny = {£1,£3,+9}
a Dy = {#1,%3,45,+7,+15,421,+35,+105}. V nejhorsim pripads
bychom nyni potiebovali vyzkouset 2 -6 - 16 moznych kombinaci, abychom
mohli konstatovat, Ze polynom f(z) je ireducibilni.

Vyberme néasledujici trojici g(0) =1, g(1) = 3 a g(2) = 7 a ve schématu
rozdild obdrzime

1
2

3 2
4

7

takze koeficienty budou A\ = & =1, = % =2, = % = 1. Po dosazeni
dostaneme g(z) = 1+ 2(z — 0) + 2(z — 0)(x — 1), coz se po roznasobeni
rovné g(x) = 22 +x+1. Tento mnohoélen v Z[x] beze zbytku déli polynom
f(x), je tedy jeho faktorem a miZzeme psat jeho rozklad ve tvaru

flz) = (2® + 2+ 1) (2 + 222 — 2 + 1).

Nakonec feSme jesté jeden ilustracni priklad, na kterém ukazeme, Ze
Kroneckeriv algoritmus neni pravé efektivnim prostfedkem faktorizace.

Uloha 3
Rozhodnéte v Z[z], zda je polynom f(z) = 219 —22% + 528 — 427 + 426+
+ 2% — 223 4 522 — 4z + 4 rozloZitelny.

Reseni. Zadany polynom je stupné st(f) = 10, proto hledany faktor g(x)
bude mit stupeili maximalné st(g) = 5. Pro jeho vypoéteni potFebujeme
6 funkénich hodnot, coz je pomérné velké mnozstvi. Algoritmus v tuto
chvili miZeme zefektivnit vhodnou volbou hodnot nezévisle proménnych
x takovych, Ze ziskané funkéni hodnoty budou mit ,malé“ mnozstvi déli-
telit. Nejvhodnégjsi se jevi hodnoty f(—2) = 4160, f(—1) = 32, f(0) = 4,
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f(1) =8, f(2) =1040, f(3) = 46 720, jelikoz ostatni funkéni hodnoty jsou
jiz prilis velké.

Pokud nyni vytvofime mnozZiny délitelt zminénych funkénich hodnot,
zjistime, Ze mnoziny Dy_a), Dy—1), Dsoy, Dyra), D) a Dy) obsa-
huji postupné 56, 12, 6, 8, 40 a dokonce 64 délitelti. To dohromady ¢ini
82575360 moznych kombinaci eventudlnich funkénich hodnot hledaného
mnohocélenu g(x). V tuto chvili je zfejmé, jak ¢asové a pamétové narocny
takovyto vypocet rozkladu polynomu muze byt. Pokud by bylo nutné pro-
jit vSechny zminéné kombinace, abychom mohli konstatovat ireducibilitu
zadaného polynomu, a vénoval-li by pocitac¢ kazdé z téchto kombinaci pou-
hych 10 milisekund, zabral by cely proces celkem vice nez 229 hodin, tedy
vice nez 9,5 dne.

Pro potddek poznamenejme, ze zadany polynom f(z) v Z[z] rozlozitelny
je, hledani faktort by tedy nedosahovalo takovych velkych ¢asovych né-
rokii, a iplny rozklad lze zapsat jako soucin (z2+1) (2% —z+2)2(z*—2%+1).

Zavér

Jak jsme ukézali v posledni tloze, nemusi byt rozkladany polynom
nikterak vysokého stupné a i pii nejlepsi snaze o optimalizaci mize byt
nakonec cely proces nadmiru vypocetné naroc¢ny. Kvili tomu je Kronecke-
riv algoritmus i pfes pomeérné elegantni a jednoduchou zakladni myslenku
v fadé pfipadd nepouzitelny a v dnesni dobé jsou v systémech pocitacové
algebry dostupné sofistikovanéjsi vypocetni postupy, jak bylo zminéno na
zacatku textu. I tak se ale jedné o ¢ast matematické historie a pékny diikaz
lidské vynalézavosti a davtipu, ktery mize byt vyhodné pouzit naptiklad
jako dobra motivace nadanych zaku a studentd k dal§imu a hlub$imu stu-
diu matematiky a vypocetni techniky.
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Volné dostupné grafické editory
ve skole

LUKAS RACHUNEK

Ptirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pri zavadéni zédkladnich kurzt grafického designu — jako doplnku jinych
oboridl — se Casto objevuji otadzky ohledné ndkupu potfebného programo-
vého vybaveni. Vzhledem k tomu, Ze v zédkladnich kurzech se nedostavame
napi. do oblasti spoluprace s grafickymi studii a tiskdrnami, neni ptilis da-
lezité, které programy se budou pouzivat, pokud splnuji urcité pozadavky
principy préace s grafickymi editory, nez naucit se pracovat s konkrétni verzi
konkrétniho editoru, ovSem samoziejmé je potieba si vSe prakticky procvi-
¢it. Proto je vyhodné, pokud si studenti mohou vyzkousSet praci s vétSim
poc¢tem programu tohoto typu. Z tohoto divodu je dobré podivat se, co
zajimavého a pouzitelného nabizi volné sifena oblast, a ze stejného dtivodu
se zaméfujeme na programy dostupné pro vice typt pocitacovych systémii
soufasné (minimélné Windows, Mac OS X a Linux).

1. Rastrové grafické editory

GIMP

GIMP je typickym predstavitelem editoru uréeného pro zpracovani
rastrové grafiky. Vzhledem k jeho dlouhodobé dostupnosti pro vice ope-
rac¢nich systémi ho obvykle pfi vyuce probiram spolecné s placenym edi-
torem Adobe Photoshop v rdmci kurzu rastrovych editorti. GIMP je ¢asto
predstavovan jako alternativa pravé Photoshopu. V obou programech pro-
vadime podobné grafické tkoly (tpravu hotovych obrazki i vytvafeni no-
vych), pti¢emz studenti vidi podobnosti i odlisnosti a ziskdvaji ur¢ity nad-
hled nad zptsobem prace tohoto typu.

Z pohledu uzivatele poslednich verzi Photoshopu mutze byt zajimavé,
ze GIMP od verze 2.7 umoziiuje ukotveni nastrojovych paneld v jednom
okné (véetné vicesloupcového rozloZeni). Pro pokrodilejsi uzivatele byly
v poslednich letech uvedeny napt. skupiny vrstev nebo transformace po-
moci klece. Soucasné vyvojova verze nabizi 16 a 32 bitd na barevny kanal,
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nastroje pro kombinované transformace, pokrocilé malirské nastroje, ne-

destruktivni otaceni platna nebo praci s formaty OpenEXR a WebP.

visitxcf-2.0 (Barva RGB, 628 wrtev) 1000x5200 - GIMP
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Odlisny pristup zvolili autofi grafického editoru MyPaint, ktery je ur-
Cen k tzv. digitalni malbé. Jde o jednodussi program zameéreny na nékteré
funkce, které casto nejsou dostupné v univerzalné orientovanych editorech,
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predevsim programovatelné malifské nastroje. Nesnazi se tedy bézné pou-
zivané editory nahrazovat, ale dopliovat. Piikladem komercni alternativy
muze byt nap¥. ArtRage. Z divodu jeho tradiéné uméleckého zaméfeni ma
vyuziti pfedev§im pomoci grafického tabletu, coz muze byt v béZné pocita-
¢ové ucebné problém. Do vyuky ho planujeme zaradit jako ukazku jiného
typu rastrového editoru nez je naptr. GIMP, a také jako ukazku spoluprace
vice programu stejné kategorie, které se navzajem dopliuji.

Krita

Krita nabizi zajimavou kombinaci pfistupi obou pfedchozich editort,
pficemz obsahuje nékteré neobvyklé pomiicky, jako napf. nastavitelnou
soustavu perspektivnich miizek pro kresleni prostorovych scén. Kromé
spousty rezimu vrstev pridava navic vektorové vrstvy véetné nékterych
nastroju z vektorovych editort. Asi nejblizsi komeréni alternativou je Co-
rel Painter. Ve vyuce mize slouzit jako priklad editoru kombinujiciho vice
zplusobdl vytvareni a uUpravy obrazkt, na kterém si studenti vyzkouseji
odlisny zptisob prace.
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ImageMagick

Pod nazvem ImageMagick se skryva sbirka nastrojt urcenych ke grafic-
kym operacim, které se pomoci mysi provadéji obtiznéji. Napf. hromadné
tpravy vétsiho poc¢tu obrazki, pievod mezi riznymi grafickymi forméaty
atd. Pfi vyuce muZe byt uziteéna v kurzech, které kombinuji grafické edi-
tory s dalsimi typy programi.
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2. Vektorové grafické editory
Inkscape

Inkscape je typickym predstavitelem editoru uréeného pro zpracovani
vektorové grafiky. Vzhledem k jeho dlouhodobé dostupnosti pro vice ope-
racnich systémi ho obvykle probirame v ramci kurzu vektorovych editort
spole¢né s placenym editorem Adobe Illustrator. Z duvodu jeho vzhledu
je Inkscape také uvadén jako alternativa editoru CorelDRAW. Stejné jako
v kurzu rastrovych editorti, i v tomto pfipadé provadime v obou progra-
mech podobné grafické ikoly pro srovnani a ziskdvani obecnéjsich navyki.
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Inkscape pouzivame nejen pfi vyuce principt vytvareni vektorovych
obrazku, ale také ke kombinovani rastrové a vektorové grafiky na ukazku
spoluprace programu riznych typt, napt. pii vytvareni plakata. Inkscape
umoznuje také vektorizaci rastrovych obrazkd, napt. fotografii, a samo-
ziejmé také naopak vektorové obrazky prevést do rastrového forméatu a po-
uzit v rastrovém editoru. Matematicky zaméfené uzivatele mize zaujmout
moznost vykreslovani grafti funkeci, mnohostént nebo vzorci TEXu.

Karbon a LibreOffice Draw

Mezi jednodussi vektorové programy patii Karbon, ktery je soucasti
kancelarského baliku Calligra Suite. Vzhledem pfipomina velmi zjedno-
duseny Adobe Illustrator a mohl by se libit méné naroénym uzivatelim
rastrového editoru Krita, protoze jeho ovladaci prvky jsou vytvoreny ve
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stejném stylu (podobné jako novéjsi verze dvojice Photoshop a Illustrator
nebo Photo-Paint a CorelDRAW). Do vyuky ho lze pfidat jako ukazku
dopliku jiného editoru se stejnym zptisobem ovladani.

Fle Edit View Object Path Effects Settings Help

Onew [Jopen fswe D)undo @gedo | S [CJcopy [[raste $Qoekte < Fatenpath i Refinepath 7T Round Comers TR Whilinch
Srogeand 7

el

<] Shape Propert... (@[3

Dalsim vektorovym programem s omezenymi moznostmi je LibreOffice
Draw, ktery je podobné sladény se stylem kancelaiské sestavy LibreOffice.
Komerc¢ni alternativu mohou predstavovat grafické nastroje baliku Micro-
soft Office.

Xara Xtreme

Starsim, ale uznavanym a velmi pouzitelnym editorem je Xara Xtreme,
jehoz historie sahd az do osmdeséatych let 20. stoleti k pocitac¢am Acorn
Archimedes. Obcas je uvadén jako nejrychlejsi ze soucasnych vektorovych
editori, nékdy je vyzdvihovana jednoduchost ovladani. Samoziejmé zalezi
na tom, co komu vyhovuje, ale kazdopadné jde opét o dobrou ukizku
editoru vektorového typu s urcitymi odliSnostmi. Je dostupny ve starsich
verzich zdarma pro Linux a Mac OS X, v novéjsich placenych verzich pro
Windows. V tomto pfipadé tedy zalezi na tom, jak je program pro vyuku
dilezity, jaky operacni systém je pouzivan a jakd verze tohoto editoru je
zapotiebi.

398 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Xara Xtreme 20
Fle Edt Amange Uiitis Window Help

DEEH X 200% |v) 0 R B [None [v] e ) [None [v] > &F &5 B2 B0 NT 7
CHERl asK o

Wt
5 | [ |

Line gallery

I
B Stroke shapes / Pressure profies

Constant Fallout o Elpse

Within:
© election bounc
Oragels O sprea

PHTCHOSWHOSEAOTAYR

Horizontal

No change v g enLE0S
‘ vJO )

Vertical positons: bt O

No change v

Apply | [ close | [ Hep |

1 shape on layer Watch main:

sK1

SK1-INew Document 1] il
Fle Edit View Layout Arange Effects Gitmaps Syle telp

DR Ed-80vyxd O BHBAAGAXD RS
& rerss [ o772 1) | s (o [ | (A P oo 5D @ @ | i By | 52 Q

L s = I i I ] Plugin Browser

] solid Fill

Colorspace:

Ry =
als |2
sl
o |

Apha channet 75512
Vi

R S00C YLz

<@

5 Auto Update
Apply

] Outline Properties

coor: [])

W tnewict: o1 J2}mm
e
. Style: =
=] Cormers = clins cans =
S Aovly
Polyetier (9162 nodes n 1252 path) an Loyer 1 il 169 G215 818
‘Selection size: 161.9 x 107.7 mm Outline: None] 3

Dalsi pékny program s neobvyklym nazvem sK1 je zamétfen predevsim
na pripravu grafickych dokumentt pro tisk a obsahuje pokrocilé funkce
z této oblasti, ale soucasné se jedna o univerzalni vektorovy editor stejné
kategorie jako predchozi ukéazky. Casto je povazovan za alternativu Co-
relDRAW, k ¢emuz pfispiva i velmi dobra podpora formatu CDR praveé
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z tohoto editoru. Je k dispozici pro Linux, brzy by se mély objevit i verze
pro Mac OS X a Windows. Planujeme zatfadit ho do vyuky jako pfiklad
volné §ifeného vektorového nastroje pro pripravu pro tisk, ktery pritom
nepatii pfimo do oblasti typografie.

Souvisejici programy

Pokud jde o souvisejici grafické programové vybaveni, které nepatii do
uvedenych kategorii, vyuzivame ve vyuce Adobe InDesign a Rhinoceros
(z komeré¢ni oblasti) a také p¥imo pro vyuku nebo jako doplitky a ukézky
Scribus, TEX, LibreCAD, Gnuplot, POV-Ray a Blender (z volné §ifené
oblasti, dostupné pro vice opera¢nich systémil). Do vyuky déle planujeme
zafadit (rovnéZz volné §ifené a multiplatformni) Wings 3D, MakeHuman a
FreeCAD.

Zavér

Cilem tohoto stru¢ného prehledu neni doporuceni nahradit placené pro-
gramy volné Sifenymi, ale ukdzat moznosti, které soucasny vybér nabizi,
zvlast pokud jde o vyuku. Kvalitni vybaveni dostupné pro nejrozsifenéjsi
systémy lze nalézt jak v rastrové (GIMP, MyPaint, Krita, ImageMagick),
tak i vektorové oblasti (Inkscape, Karbon, Xara Xtreme, sK1), ¢imz lze
zjednodusit vytvareni zakladnich kurzt pouzivajicich grafické editory, roz-
§ifit studentim obzory a naudit je ziskat nadhled nad pristupem k praci
tohoto typu.
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