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MATEMATIKA

Thébaultiv problém 3887

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice

Francouz Victor Michael Jean-Marie Thébault (1882-1960) byl ptivodné
ucitelem matematiky. V roce 1910 zménil zaméstnani, protoze mél jiz Sest
déti a ucitelsky plat na zajisténi rodiny nestacil. Vypracoval se na inspek-
tora pojistovny a ve volném c¢ase se vénoval hlavné elementarni geometrii
a teorii ¢isel. Ziskal velkou popularitu mezi matematiky. V riznjych caso-
pisech publikoval vice nez 1000 problémi, z toho asi 600 v The American
Mathematical Monthly (dale jen Monthly). Tam mu v roce 1938 zvefejnili
jeho tdajné nejslavnéjsi problém ¢. 3887, jemuz je vénovan tento ¢lanek.

Obr. 1 Tlustrace k problému 3887

Problém 3887 (Upraveny preklad z ¢asopisu Monthly.)

Uvniti strany BC' trojuhelniku ABC' je zvolen bod M. KruZnice
h1(O1;71) a ha(Os2;1r2) vepsané do thla AMB a AMC maji vnitini do-
tyk s kruznici trojihelniku opsanou (obr. 1). Je-li ¢ velikost thlu AMC' a
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v(I; p) kruznice trojuhelniku vepsand, pak pfimka O; Oz prochézi bodem I,

|021| 2 ¥
=tg° = 1
o~ ® 3 (1)
a
1+ 1o = p?sec? % (2)

Poznamenejme, Ze vztah (2) je zfejmé nepravdivy (nevyhovuje ani roz-
mérové). Resitelé problému jej pozdéji nahradili spravnym vztahem
29 _

71 sin? % + 7ro cos 5 p. (3)

Je zarazejici, ze Thébaultovo tvrzeni o kolinedrnosti bodt O1, O2 a I
tvori ¢ast obecnéjsi véty kterou v témze ¢asopise dokazal japonec Y. Sawa-
yama [3] o 33 let diive. Tiistrankovy ¢lanek né&jakého instruktora Ustiedni
vojenské skoly v Tokiu ¢tenafe pravdépodobné nezaujal a brzy se na n€j
zapomnélo.

Sawayama se zabyval mnozinou osmi kruznic, které se dotykaji dané
kruznice k a jejich seen p a ¢ s prusefikem uvnité kruznice (obr. 2).
Dokazal, ze pro libovolny ze ¢ty moznych trojuhelniki, jejichz vrcholy
lezi v prusecicich kruznice se seCnami, lze kruznice mnoziny rozdélit do
¢tyt dvojic tak, ze v kazdé dvojici se stfednd a primky prochazejici body
dotyku primek p, ¢ s kazdou z obou kruznic protinaji ve stfedu kruznice
bud vepsané, nebo pripsané zvolenému trojuhelniku.

Na obr. 2 vidime jednu z moznych situaci. Zvolen je trojuhelnik ABC,
piislusné kruhy maji v kazdé dvojici stejnou barvu. Zluté kruhy odpovidaji
situaci z Thébaultova problému.

Co se tykad reakce matematikti na Thébaultiv problém, neni znadmo
zadné Teseni z obdobi let 1938 az 1972. V roce 1962 pfipomnél Thébaulav
problém C. S. Ogilvy v publikaci Matematika zitika, nevyresené problémy
pro amatéry. Zminil zde, Ze tloha je mimoradné obtizna, avSak ziejmé
feSitelna elementarnimi metodami. Teprve po prekladu knihy do némdiny
(1969) a jejim druhém vydani v anglictiné (1972) se zacinaji objevovat
prvni publikované prispévky k problému.

Holandsti matematici, H. Streefkerk, B. C. Dijkstra-Kluyver a G. R. Veld-
kamp uvedli v letech 1973 a 1974 nékolik riiznych feseni v casopise Nieuw
Tijdschrift voor Wiskunde. Jejich prace nepronikly za hranice Holandska.

242 Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018



Obr. 2 Sawayamovy kruznice

Jako prvni poslal své feseni do Monthly B. J. English v roce 1975. To
se vSak nékde v redakci ztratilo a bylo otisténo az v roce 2003. Veslo se na
dvé stranky.

Prvni feSeni zminéné v Monthly [4] je z roku 1983 a pochézi od K. V. Tay-
lora. Udajné ma rozsah 24 stranek. Ptivodni pifspévek vsak editor ¢asopisu
s omluvou autorovi zredukoval na ptl stranky, takze se z toho ¢tenar moc
nedozvi. Povést o obtiznosti diikazu nyni jiz Thébaultovy véty vzrostla a
nasledovala fada dalsich pfispévka.
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Na existenci Sawayamova ¢lanku [3] upozornil roku 2003 Jean-Luis
Ayme [1] po zpFistupnéni prvnich roéniktt Monthly na JSTOR. Od té
doby se prosazuje nazev Sawayamova—Thébaultova véta.

Tvrzeni o kolinearnosti boda O;, O2 a I mizeme pokladat za dusledek
nékolika geometrickych vét, s nimiz se nyni sezndmime. Prvni ti z nich
pripominaji zékladni poznatky. Protoze budeme pracovat s ithly v kruznici,
upfesnime nejprve nékteré pojmy.

Body A, B kruznice k urcuji dva oblouky. V zajmu jednoznac¢nosti bu-
deme rozlisSovat oblouk AB od oblouku BA. Prvni z nich je uréen pohybem
po kruznici od A k B druhy pohybem od B k A. Pfitom oba pohyby jsou
proti sméru pohybu hodinovych rucicek. Velikost orientovaného stfedového
thlu AOB budeme nazyvat whlovd velikost oblouku AB a znadit wap.

Obr. 3 Véta o thlu secen

Véta 1 (o uhlu seden)
Necht AC a BD jsou seény z bodu M ke kruznici k a ¢ = [XAMB|.
Pak pro kazdou ze situaci zndzornénych na obr. 3 plati

2¢ = |wAB+wCD|. (4)

Diikaz. St¥edem O kruznice k vedme tétivy VY || AC a XZ || BD (obr. 4).
Plati Wyx = Wyz = @, Wpz = WXRB & WyA = WCy, nebot oblouky
ohranic¢ené rovnobéznymi seCnami jsou shodné. Odtud

Wpy tWyz =wWxA+t+wap & wWyx +wWxa =Wep +Wpy-
Sec¢tenim obou rovnosti obdrzime wy z + wyx = wap + wep a odtud (3).

Pozndamka. Umisténim secen tak, aby platilo C' = D = M € k, dostaneme
vétu o obvodovych thlech:

2¢ = |wagpl. (5)
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Obr. 4 K dikazu véty o thlu secen

Véta 2 (Euler)
Je-1li L pruseéik osy vnitiniho tthlu AC B libovolného trojihelniku ABC
s opsanou kruznici a I stred vepsané kruznice, pak

|AL| = |BL| = |IL|. (6)

Obr. 5 K dukazu véty 2

Diikaz. Necht osa thlu BAC protind opsanou kruznici v bodé N (obr. 5).
Pomoci (5) snadno zjistime wa;, = wrpp = v a wpy = wye = . Ze
shodnosti oblouktt AL a LB plyne prvni z dokazovanych rovnosti.

K dtkazu druhé staci ukézat, ze |[ALAI| = |XAIL|. To vSak plyne
z aplikace vztahu (4) na dvojice tétiv LA, NA a AN, LC:

2| LAI| = 2|XLAN| = |wrp +wpn| =7+ a = |war +wne| = 2| ALL|.
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Véta 3 (zobecnéni Eukleidovy véty o odvésné)

Necht m4 kruznice n vnitini dotyk s kruznici m v bodé T a tétiva BC'
kruznice m se dotyka kruznice n v bodé @Q (obr. 6). Je-li D # T prusecik
kruznice m s pfimkou T'Q, pak plati

|DBJ* = |DT| - |DQ). (7)

Obr. 6 K dukazu véty 3

Diikaz. Stejnolehlost se stfedem T, jez prevadi kruznici n na kruznici m,
zobrazi teénu BC' kruznice n na teénu t kruznice m, pfi¢emz ¢ | BC. Bod
D je obrazem bodu Q. Je tedy bodem dotyku kruznice m s piimkou ¢ a
proto i stfedem oblouku BC. Shodnym oblouktm DC a BD odpovidaji
shodné tétivy i shodné obvodové thly DBC, BC'D a BTD (obr. 6). Troj-
thelniky BD@Q a T DB maji navic spoleény thel pfi vrcholu D. Z jejich
podobnosti podle véty uu plyne % = % a odtud (7).

Pozndmka. Za predpokladu [ DBQ| = | BT D| plati vztah (7) pro kazdy
trojahelnik BDT s bodem @ uvnitt strany DT (obr. 7 vpravo). Mé-li tento
trojuhelnik pravy thel pfi vrcholu B, je bod @ patou jeho vysky a vztah
vyjadiuje Eukleidovu vétu o odveésné.

Véta 4

Uvnitt strany BC' libovolného trojthelniku ABC' je zvolen bod M a
do thlu AMC vepsana kruznice h tak, ze ma vnitini dotyk T s kruz-
nici k& opsanou trojihelniku ABC'. Stfed kruznice trojuhelniku vepsané

246 Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018



oznac¢me I. Kruznice h se dotyka tisecky M B v bodé @ a protina tsecku Q1
v bodé P. Pak plati:

a) Ctytahelnik ATPI je tétivovy,

b) P je bodem dotyku kruznice h s pfimkou AM.

Obr. 7 K dikazu véty 4

Diikaz
a) Stejnolehlost se stfedem T, jez prevadi kruznici h na kruznici k,
zobrazi oblouk T'Q na oblouk T'L (obr. 6). Obvodové thly QPT a LAT
jsou proto shodné a plati [LTAT| + [XTPI| = [XQPT|+ |XTPI| = 180°.
Ctyithelnik AT PI je tétivovy.
b) Uzitim (7) a (6) zjistime |LI|?> = |LQ| - |LT], neboli
L1 |LQ|
|LT|  |LI|"
Trojthelniky LQI a LIT jsou podle véty sus podobné (shoduji se v ihlu
pfi vrcholu L a poméru piilehlych stran). Maji tedy shodné vngjsi thly
TQI a TIA. I obvodové thly TIA a T PA jsou shodné.
Z rovnostl [XTQP| = |XTQI| = |XTPA| pak plyne, ze AM je te¢na
ke kruznici h.

Vétu 4 1ze analogicky vyslovit a dokéazat i pro vnéjsi dotyk kruznic h, k.
Stfed kruZnice vepsané je ovSem nutno nahradit stfedem nékteré z pii-
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psanych kruznic. Dokonce ji lze zformulovat a dokazat pro situace, kdy
bod M lezi vné trojihelniku na prodlouzené strané BC. (Nékteré z nich
znazoriuje obr. 8.)

Obr. 8 Sawayamovo lemma, vnéjsi situace

Sawayama vySetfil vSechny tyto situace metodami podobnymi nasemu
postupu. Vysledek Ize shrnout do véty 5, kterou uvadime jako ekvivalenci.
(Platnost obrécené implikace je dtisledkem faktu, z faktu, Ze vSechny kruz-
nice vepsané do daného thlu maji tétivy s krajnimi body v bodech dotyku
kruZnice s rameny uhlu navzajem rovnobézné.)

Véta 5 (Sawayamovo lemma).

Necht je dan trojuhelnik ABC' s bodem M na pfimce BC riiznym od
vrcholt B a C. Kruznice, ktera se dotyka piimek AM a BC' v bodech P
a @, ma dotyk s kruznici opsanou trojuhelniku ABC, pravé kdyz primka
PQ prochézi stfedem kruznice trojihelniku bud vepsané, nebo pripsané.

Véta 6

Maji-li kruznice h1(O1;7r1) a ha(Os; ra) spoleénou vnitini teénu p s body
dotyku A; a A a vnéjsi teénu ¢ s body dotyku By a Bs, pak se pfimky
A1 B;, A3Bs, a 010, protinaji v jediném bodé.

Dikaz P¥imky VOp a VO3 jsou navzdjem kolmé, nebot to jsou osy rizno-
bézek p, ¢q. Snadno nahlédneme, ze A1B; 1. VO, a A3By 1 VOs. PFimky
A1 By a AyBs tedy sviraji pravy thel a jejich prusecik K lezi v priniku
Thaletovych kruznic m a n s praméry A; As a By Bs.

Necht L je druhy priisec¢ik kruznic m a n. Pfimka K L je jejich chordéla.
Stfed O, kruznice hy na ni lezi, protoze mé stejnou mocnost 73 od obou
kruznic. Analogicky zdivodnime, Ze i bod O; lezi na pfimce K L.
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Obr. 9 K dukazu véty 6

ResSeni problému 3887

Ozna¢me s; (i € {1,2}) tu seénu kruznice h;, kterd prochazi body
dotyku s jejimi te¢nami z bodu M (obr. 10. Prise¢ikem piimek s; a so je
podle véty 5 bod I. Podle véty 6 lezi tento prusecik i na stfedné O10s.
Body O;, O5 a I jsou tedy kolinearni.

K dikazu trigonometrickych vztahi pouzijeme obr. 10, kde J je prusecik
primek s; a O1 M, bod F prusecik piimek s a O3 M. Paty kolmic z bodu
O1, J, I, F a O na pfimku BC jsou potfadé Th, K, T, G aTy; |TI| =p
a |0;T;| = r;. Z pFedchozich vysledku plyne, Ze JM FI je pravouhelnik a
ze vSechny thly vyznacené na obrazku maji velikost Z.

Diikaz vztahu (1). Z pravouhlych trojuhelnikt T4 IT a IT>T plyne

T \nT] |IT) LT (0]

tg® - =tg - - tg

29 _ P
2 2

e {T| |IT| _ |1T| _ |0
2

nebot rovnobézné promitani zachovava poméry délek na pfimce.

Diikaz rovnosti (3). Z podobngch pravothlych trojihelnika 77 JK a
0,11, J dostavame

|JK| = |T1J| sin 2 — 71 sin® L
2 2
Z trojuhelniktt FT3G a T, O F pak analogicky plyne |FG| = r; cos® .
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Obr. 10 K dikazu problému 3887

Soumeérnost podle stiedu S pravothelniku IJMF' zobrazuje bod J na
bod F' a use¢ku MT; na tse¢ku IE || BC. Trojuhelnik K JT) zobrazuje
na trojuhelnik DF E. Plati tedy

p=|IT| = |DG| = |DF| + |FG| = |JK| + |FG| = 1 sin2 % + 73 cos? %.

Zavér

Prispévek vznikl z autorovy prednasky na Soustfedéni nejlepsich fesi-
telt 65. roéniku MO (Janské Lazné, 2016). Lze jej vyuZzit pro préaci s ma-
tematickymi talenty na stfedni skole.

Tak zvand Sawayamova—Thébaultova véta tvori jen ¢ast toho, co uvedl
Sawayama. Pfidané trigonometrické vztahy lze povaZzovat za pouhy dopl-
nék k zasadnimu poznatku, kolinearité boda Oy, Os a I.

Sawayamiv vysledek je obecnéjsi, tyka se i kruznic s vnéjsimi dotyky
a nevaze se na jediny trojuhelnik. Mél by se formulovat samostatné jako

Sawayamova véta, jejimz disledkem je naptiklad Feuerbachova véta. K této
problematice se vratime v né€kterém z ptistich ¢isel ¢asopisu.
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O jedné tloze z AIME

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice — Uniwersytet Pedagogiczny, Krakéw

Ve Spojenych statech americkych existuje nepfeberné mnozstvi nej-
USAMO (matematické olympidda Spojnych statl), jejiz nejuspésnéjsi fe-
sitelé reprezentuji USA na mezinarodni matematické olympiddé. USAMO
je organizovana v nékolika kvalifika¢nich kolech s rostouci obtiznosti (napf.
v roce 2013 se z pocatec¢nich 350 000 fesitela kvalifikovalo do finalové ¢asti
jen 264 nejlepsich). Ve druhém kole (oznacovaném jako AIME — American
Invitational Mathematics Examination) fesi studenti 15 tloh béhem t¥i
hodin z nejriiznéjsich témat stiedoskolské matematiky. Reseni problémii
v tomto kole jiz vyzaduje nejenom ,kreativni“ uziti matematickych zna-
losti, ale i znacnou obratnost, nebot studenti maji na FeSeni jedné tlohy
v prumeéru 12 minut. Pravidelné se objevuji i tlohy z poctu pravdépodob-
nosti, které vzdy patii k tém obtiznéjsim a casové narocnéjsim. Na druhé
strané se u nich v nejvétsi mife uplatnuje kreativita resitell, tj. obvykle
se najde nékolik zcela rtiznych feseni, jak si ukdzeme na 15. tloze z roku
1995.
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AIME 1995 — 15. tloha

Oznacéme p pravdépodobnost, Ze pri opakovaném hodu (symetrickou)
mincit se objevi posloupnost péti po sobé jdoucich rubi drive neZ posloup-
nost dvou po sobé jdoucich licii. Hledan€ p zapiseme ve tvaru ==, kde m a
n jsou nesoudélnd prirozend cisla. Kolik je m +n?

Nejdfive si ukdzeme originalni feseni uvedené v [4].

1. FeSeni

Spocitame pravdépodobnost dopliikového jevu, tj. uréime s jakou prav-
dépodobnosti se objevi dfive posloupnost Il nez posloupnost rrrrr. Oznac-
me r; pravdépodobnost, Ze posloupnost Il nastane diive nez posloupnost
rrrrr, pokud v i poslednich hodech padl rub (jde tedy o podminénou prav-
dépodobnost). Podobné ozna¢ime I; pravdépodobnost, Ze posloupnost Il
nastane diive nez posloupnost rrrrr, pokud v ¢ poslednich hodech padl
lic. Pak plati, ze r5 = 0 a I = 1. Pokud budeme znat r; a [, je hledana
pravdépodobnost rovna

% (7“1 + 51>7

nebot v prvnim hodu ndm se stejnou pravdépodobnosti % padne rub, nebo

lic. Pro Iy plati, ze
1 1
Iy = 512 + 57”1,

protoze pokud v poslednim hodu padl lic, tak v nésledujicim hodu padne lic
s pravdépodobnosti % a jsme ve stavu [y nebo se stejnou pravdépodobnosti
padne rub a dostaneme se do stavu ry. Podobné plati:

1 1
r = 57’2 + 5117
1 1
2 =57 + 5117
1 1
r3 = 57“4 + 5117
1 1
T4 = 57‘5 + 511

Vzhledem k tomu, Ze r; = 0, dostaneme z posledni rovnice, Ze r4 = %ll.
Déle postupné dostaneme
1 1 3 1 1 7 15

= + -l =-1 = + -l =<l = +ll——
rg=—ra+ =l1 =~ ro=—r3+ =1 == r==re+ -l1 = —.
3= gt gh=7h, m2=grst ol =gh, =gt oh
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Protoze

] ll+1 1+1 15[ tak 16 15 16 15
== ==+ = — a =— ar=-— —=—.
R R B T T YTar Y T 16 1 1T
Vime tedy, Ze posloupnost [l nastane dfive nez posloupnost rrrrr, s prav-
dépodobnosti %(7"1 +1h) = 2711' Opacny jev nastane s pravdépodobnosti
p= 3% a tedy m = 3 a n = 34. Soucet m + n je roven 37.

V publikaci [1] najdeme jiné feseni, které uvddime v origindlnim znéni.
Tento pristup se zda rychlejsi, ale to muze byt zpiisobeno tim, Ze jsou
vynechany nékteré ivahy nebo vypoéty (napf. vyfeSeni soustavy rovnic).

2. feseni

Posloupnost rubi a licti nazveme tispésnou, pokud se v této posloupnosti

fetézec rrrrr objevi difve nez fetézec 1. Uspésné posloupnosti jsou trojiho
druhu:

(i) Prvni pismeno je [, pak néasleduje Gspé$nd posloupnost s prvnim
pismenem 7.
(ii) Na pocateéni znak/y r, rr, rrr, nebo rrrr navazuje UspéSna po-
sloupnost zac¢inajici znakem .
(iii) Posloupnost rrrrr.

Oznacme P, pravdépodobnost, ze ziskdme tspésnou posloupnost zacina-
)

jici znakem r a P, pravdépodobnost, ze ziskame tspésnou posloupnost

zacinajici znakem [. Pak

P =P

ﬂ
I
7 N
| =
+
| =
+
| =
+

| —
SN—

+

| —

Po vyfeseni této soustavy rovnic dostaneme

1 1
Pr—ﬁaa—ﬁ.
Pak
1,13
T YRV

a tedy m = 3 a n = 34. Soucet m + n je roven 37.
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Je zfejmé, Ze obé uvedend feSeni vyzaduji podstatné vice ¢asu nez jen
12 minut. Autortim tohoto pfispévku se podafilo najit jesté tii jind FeSeni.
Dvé z nich jsou ¢asové priblizné stejné narocné jako 1. a 2. feSeni. Nejjed-
nodussi a Casoveé nejrychlejsi feseni vyuzivajici vlastnosti stochastického
grafu si nyni ukazeme i s podrobnym vysvétlenim.

3. feseni
Posloupnost rubii a lici a jeji stav v kazdém okamziku si mtizeme znazornit
jako hru, v niz se figurka pohybuje po hracim platnu na obr. 1. Na zac¢atku
hry stoji figurka na policku (5) a podle vysledki jednotlivich hodu se
presouvd po hracim platné tak dlouho, az dorazi bud do bodu [rrrrr],
nebo do bodu [11].

1
@27 T T [rrr] T [rrrr] T [rrrrr

1
2 2 2 2 2

Obr. 1 Stochasticky graf jako hraci platno hry

Predstavme si, Ze na pocatku hry stoji 64 figurek v bodé (5) a jednot-
livé pravdépodobnosti na obr. 1 interpretujeme jako pomér, ve kterém se
figurky v daném bodé rozdéli k dalsimu putovani ve sméru Sipek. Zajima
nas, kolik figurek dojde (bez vraceni) do bodu || a kolik do bodu [rrrrr].
Z bodu (8 vyjde 64 figurek a polovina z nich, tj. 32 dorazi do bodu [7].
Druh4 polovina (32 figurek) dojde do bodu [1], viz obr. 2.

16+15:31{

2
.
16

@ 32 16+8 8+4 4+2 l’I“TTT]2+1:3[TT7“TT

Obr. 2 Figurky na grafu hry

2]
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Sledujme nejprve ,modré“ figurky. Z bodu || polovina figurek (tj. 16)
dojde do cile v bodé [Il]. Druhé4 polovina (16 figurek) dojde do bodu [7].
Osm z nich dorazi do bodu a do kazdého z nasledujicich bodt dojde
vzdy polovina figurek, z bodu predeslého. Do cile v bodé dorazi tak
jedina figurka.

Podobné postupujeme i v pripadé ,Cervenych“ figurek. Z 32 figurek
v bodé dorazi do cile v bodé dvé figurky. Do bodu [[| piejde
postupné celkem 16+8+4+2 = 30 figurek a polovina z nich, tj. 15 figurek
dorazi do cile v bodé .

Do bodu dorazily celkem 3 figurky, do bodu dorazilo celkem

31 figurek. Pak
3 3

T 31+3 34
a tedy m = 3 a n = 34. Soucet m + n je roven 37.

p

Na mnoha pfipadech jsme si ovérili, ze k vytvofeni stochastického grafu
a urceni po¢tu ,,putujicich figurek“ stacilo studenttim 57 minut. Uvedenou
metodu navic ispésné zvladlo Siroké spektrum studenti, nejenom zdjemcti
o matematiku.

Literatura
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Leonardtiv drap
a Leonardovo zrcadlo

TEREZA HANUSOVA - MARTINA STEPANOVA
7S Buresova, Praha — Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Leonardo da Vinci (1452-1519), rodnym jménem Leonardo di ser Piero,
je znadm predevsim jako vyte¢ny italsky malif (specidlné autor obrazu
Mona Lisa, zfejmé nejslavnéjsiho portrétu vsech dob). Méné prosluly je
jako vynélezce, konstruktér, sochar ¢i hudebnik. Byl vsak rovnéz geome-
trem. Béhem svého studia kvadratury kruhu, kterou se mu samoziejmé
nikdy nepodafilo piesné sestrojit, se zabyval rovinnymi obrazci, které jsou
ohraniceny k¥ivkami (jeho pozornost upoutaly napi. Hippokratovy mé-
si¢ky). Vysledky badani 1ze objevit v jeho rukopisech [1] a [2]. Pro zajima-
vost uvedme, ze psal levou rukou zprava doleva.

V ¢lanku jsou predstaveny dva rovinné utvary, které zavedl a jsou po
ném pojmenovany, a to tzv. Leonardiuv drdp a Leonardovo zrcadlo. Uve-
deny jsou také véty o kvadratuie Leonardova drapu, resp. poloviny Leo-
nardova zrcadla.

Leonarduv drap

Definice 1

Uvazujme c¢tverec, kruznici k1 tomuto ¢tverci vepsanou, kruznici ko
se stfedem v jednom z vrcholi Ctverce a polomérem totoznym s polo-
mérem kruznice ki a kruznici ks, kterd ma vnéjsi dotyk s kruznici kq,
resp. vnitini dotyk s kruznici ko, pficemz stfedy vSech tfech uvedenych
kruznic lezi v jedné pfimce (obr. 1). Oznaéime-li kruhy ohrani¢ené kruz-
nicemi k1, ks a k3 po fadé Ky, K3 a K3, potom ttvar D = Ky \ (K1 U K3)
nazyvame Leonarduv drdp.

Oznaceni k1, ko, k3, K1, K2, K3 7 definice Leonardova drapu budeme pro
prislusné kruznice a kruhy pouzivat i v dalsich ¢astech textu, aniz bychom
symboliku znovu zavadéli.

Odvodme nyni vztah mezi obsahy jistych kruhovych tseéi, ktery pou-
zijeme k ditkazu nize uvedené véty o obsahu Leonardova drapu.
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Obr. 1 Leonardtv drap
C

Al

A B

Obr. 2 Obsahy tsec¢i
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Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s preponou ¢ a odvésnami a, b
a dale kruhové uisece, které jsou sestrojené nad jeho stranami a které jsou
navzajem podobné (obr. 2). Ozna¢me O; sted, resp. r1 polomér, kruznico-
vého oblouku, ktery ohranicuje ise¢ sestrojenou nad pfeponou ¢, a v vzda-
lenost bodu O; od této pfepony. Obdobné necht Os, ry, v znadi analogické
pojmy prislusejici Gseci sestrojené nad odvésnou a a konecné Os, 13, v3
analogické pojmy prislusejici tseci sestrojené nad odvésnou b.

Jelikoz vime, Ze jsou tsece podobné, je

a ro U b r3 v
_——=— = — = k" _—— = — = m’ (1)
C T1 V1 C 1 U1

2

kde k a m jsou kladna redln ¢isla. Protoze c? = a?+b?, plyne ze vztahti (1)

rovnost ¢ = c2k% 4+ 2m?, a tedy
1=k +m? (2)

Obsah Sy, tsece sestrojené nad pifeponou c je roven rozdilu obsahu Sy,
prislusné vysece a obsahu S, trojuhelniku ABOq, tj.

ria cu

360° 27

Sv, =Sy, — S, =

kde a je velikost stfedového tihlu uvazovaného kruznicového oblouku.
Oznacime-li obdobné Sy,, Sv,, St,, resp. Sv,, Sv,, St,, obsahy lsece,
vysece a trojuhelniku prislusejicich odvésné a, resp. b, plati

mria ave  Twria bus

360° 2 360° 2

SU2 + SU3 = SV2 - ST2 + SV3 - ST3 =

Vyuzitim vztaht (1) a (2) dostaneme

S 4 S — ﬂ'er%a B kckvy 7Tm2r%oz _ memuy
U2 PUs T 600 2 360° 2

2
2) _ mria cvp

2
Wla(kum?)*%(kum T 360° 2

= 360°
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Tim jsme odvodili nésledujici tvrzeni.")

Lemma 1

Necht je dén pravouhly trojuhelnik. Sestrojime-li nad jeho stranami
navzajem podobné kruhové tsece, je obsah tusece sestrojené nad preponou
roven souctu obsaht tseci sestrojenych nad odvésnami.

Nyni mtzeme dokazat vétu o obsahu Leonardova drapu:

Véta 1
Obsah Leonardova drapu je roven obsahu ¢tverce, ktery je vepsan kruz-
nici ks (obr. 3).

Obr. 3 Obsah Leonardova drapu a étverce

Diikaz: Do kruznice ks vepisme ¢tverec ABCD tak, aby bod D lezel na
kruznici k1, a tento ¢tverec rozdélme jeho thlopiickami na ¢tyfi ¢asti.

DRadgji vyslovné upozornéme, 7e lemma pojednava o kruhovych usedich, nikoliv
pouze o polokruzich. Plati dokonce i obecnéjsi tvrzeni, které se nejCastéji nazyva Zo-
becnénd Pythagorova véta: Necht je ddn pravouhly trojihelnik. Sestrojime-li nad jeho
stranami navzdjem podobné dtvary tak, aby si po dvou odpovidaly v podobnostech,
v nichZ si odpovidagi strany trojihelniku (koeficienty podobnosti jsou rovny pomérim
délek prislusnych dvojic stran trojihelniku), je obsah itvaru sestrojeného nad preponou
roven souctu obsahi utvari sestrojenych nad odvésnami.
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Priseciky kruznic k1 a ko ozna¢me M, N a kruhové tsece a trojihelniky
lezici v kruhu K5 popisme Vi, Vo, Wy, Wy, Uy, Us, Ty, Ty, T3, T4 podle
obr. 4.

B
Obr. 4 Jednotlivé ¢asti kruhu Ko

Sestrojme kruh L s hraniéni kruznici I, ktery je shodny s kruhem Kj,
a ¢tverec EFGH, ktery je vepsan kruZnici [ (obr. 5).

H D’ G

A (0
l

E B’ F

Obr. 5 Kruh L shodny s kruhem K>,

Délka strany tohoto ¢tverce je totozna s délkou tisecky MN (dvé strany
Ctverce z definice Leonardova drapu totiz prochazi stfedem kruznice ks,
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a proto jsou jejich Casti lezici uvnitf kruhu K5 soucasné polovinami th-
lopiicek ¢tverce vepsaného kruznici kg). Sestrojme dalsi étverec A’B'C'D’
tak, aby jeho vrcholy byly stiedy stran ¢tverce EFGH. Délka uhlopficky
tohoto ¢tverce je totozna nejen s délkou strany ¢tverce EFGH, ale i s dél-
kou uisecky MN. Jelikoz M N| = |HG| = |EF)|, jsou kruhové tiseée Uy a Us
shodné s tseCemi vytknutymi stranami ¢tverce EFGH z kruhu L. Proto
plati také |BD| = |B'D’|, z ¢ehoz plyne, ze ¢étverce ABCD a A'B'C'D’
jsou shodné.

Soucet obsahi tseci Vi a Va, které prindlezeji odvésnam pravouhlého
trojuhelniku ABD, je podle lemmatu 1 totozny s obsahem jim podobné
usece V sestrojené nad pieponou uvazovaného trojihelniku (obr. 6 vlevo).
Uvedeny soucet je vSak roven také obsahu tsece vytknuté stranou GF
v kruhu L (obr. 6 vpravo), nebot tato tGse¢ je s tseéi V' shodna. Obdobné
1ze odiivodnit, ze soucet obsahti tiseci W7, W5 roven obsahu tsec¢e W, ktera
je soucasné tise¢i kruhu L (obr. 6).

Obr. 6 Shodnost obsaht tiseci

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze trojuhelniky Ty, T, T3, Ty a FC'B’,
EB'A’, HA'D', GD'C’ jsou shodné (obr. 7).

Shodné kruhy K5 a L maji stejny obsah. Protoze také ¢asti shodnych
kruhit K5 a L, které jsou na obr. 7 obarvené, maji stejny obsah, musi mit
stejny obsah rovnéz ¢asti neobarvené. Témito utvary jsou vSak Leonardtv
drap, resp. ¢tverec A’B’C'D’. Odtud a ze shodnosti ¢tverca A’B'C'D’,
ABCD plyne platnost véty.

Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018 261



Obr. 7 Premisténi trojﬁhelnikﬁ Tl, TQ, Tg, T4

Leonardovo zrcadlo

Definice 2

Uvazujme ¢tverec ABCD a kruznici k o stfedu A a poloméru |AB|. Se-
strojme obraz D’ vrcholu D ve stfedové soumérnosti se stfedem v bodé A,
nad priimérem AD, resp. AD’, sestrojme kruh L, resp. L', a nad primsé-
rem DD’ sestrojme ptilkruh K obsahujici bod B. Jestlize M = (K UL)\ L'
a M’ je obraz utvaru M v osové soumérnosti s osou DB, potom se utvar
Zapep = (M UM\ (M N M') nazgvé Leonardovo zrcadlo (obr. 8).

Véta 2
Obsah Leonardova zrcadla Z 4 gcop je roven dvojnasobku obsahu ¢tverce
ABCD.

Diikaz: Leonardo zrcadlo Zapcp rozdélme podél jeho jediné osy sou-
meérnosti na dvé poloviny a jednu z téchto polovin rozdé€lime déle po-
dél stran ¢tverce ABCD na t¥i ¢asti U, V, W (obr. 9). Pilkruh U zob-
razme v rotaci se stfedem D a thlem oto¢eni 90° (obrazem jeho prii-
méru AD je strana C'D ¢tverce ABCD). Obdobné ¢ast W zobrazme v ro-
taci se stfedem B a tthlem otoceni 270° (obrazem tsecky AB je strana CB
étverce ABCD). Je zfejmé, Ze sjednocenim Gtvaru V a obrazi Gtvara U
a W ve zminénych rotacich je ¢tverec ABCD. Jeho obsah je tedy ro-
ven poloviné obsahu Leonardova zrcadla, neboli obsah Leonardova zrca-
dla Zapcp je roven dvojnasobku obsahu ¢tverce ABCD.
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Obr. 9 Obsah Leonardovo zrcadla a ¢tverce

Literatura
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice tloh. Reseni novych tloh 245 a 246 mi-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 11. 2018 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 247
Kolik tupouhlych trojuhelnikd ma vsechny své vrcholy ve vrcholech

daného pravidelného 26ihelniku.
Jacek Uryga

Uloha 248
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li (pfi obvyklém oznaceni délek jeho stran
a velikosti vnitinich thlt) déno: o, a + b, a + c.
Jaroslav Svrcek

Daéle uvadime fesSeni tloh 243 a 244, jejichz zadani najdete ve druhém
¢isle tohoto (26.) ro¢niku naseho ¢asopisu.
Uloha 243

Petr chce na kalkulacce, kterd umi jen scitat, odcitat, nasobit a délit,

vypocitat logs,140. Jak mé postupovat, kdyz zné cisla a = log,,40 a
b = logg 357 _

Stanislav Trdvnicek
Reseni. 7 vlastnosti logaritmické funkce plati
log,40  log, 23 +1logy 5 3+ 1log, 5
log, 20 logy, 22 +logy5 2 +1logy 5

a = logy 40 =

Jelikoz ziejmé a # 1, plyne odtud

3—2a
1 = .
082 a—1
Podobné z vyjadieni
1 1
b=logg3s = 222 0821 5; 08, 7
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ziskdme uzitim predchazejiciho vztahu

3—2a
a—1"

logy 7 =3b —log, 5 = 3b —

Pro hledanou hodnotu vyrazu

2+1log, 5+ 1logy 7

1 140 =
0850 14 2log, 5

dostaneme uzitim odvozenych vztahid pro log, 5 a log, 7

2+372a+3b 3 —2a
o a—1 a—1 _ (a—1)(2+3b)
logs, 140 = = .
3—2a 5—3a
142
a—1

Hodnotu tohoto vyrazu jiz mtze Petr vypocitat uzitim své kalkulacky.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH Ziirich a Alexy Walczak,
LO Tarnowskie Gdry.

Uloha 244
Najdete vsechny usporadané dvojice prirozenych ¢isel, jejichz nejmensi
spolecny nasobek je o 2018 vétsi nez jejich nejvetsi spolecny délitel.
Ales Kobza

Resend. Oznaéme d nejvétsi spoleény délitel hledanych pfirozenych éisel A
a B. Potom existuji nesoudélnd prirozena ¢isla a, b tak, ze plati A = da a
B = db. Podle znamého vztahu mezi dvéma prirozenymi ¢isly, jejich nej-
vétsim spolecnym délitelem a nejmensim spole¢nym nasobkem n je tento
roven

AB

Dle zadani plati dab = n = 2018 + d, tedy
d(ab—1) = 2018 = 2 - 1009.
Na predchéazejicim fadku je rozklad ¢isla 2018 na soucin prvocisel, proto

je jeho (pfirozeny) délitel d z mnoziny {1,2,1009,2018}. VSechny ¢&tyfi
moznosti rozebereme samostatneé.
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a) Pro d = 1 plati ab = 2019. Rozkladem na souéin prvoéisel dostaneme
2019 = 3 - 673, existuji tak ¢tyfi dvojice nesoud€lnych Cisel

(a,b) € {(1;2019), (3;673), (673;3), (2019; 1)}
vyhovujici dané rovnosti. Jim odpovidaji ¢tyfi dvojice
(A, B) € {(1;2019), (3;673), (673; 3), (2019; 1) }. (1)
b) V pripadé d = 2 dostaneme ab = 1010 = 2-5-101. V tomto p¥ipadé
existuje 8 dvojic nesoudélnych ¢isel
(a,b) € {(1,1010), (2;505), (5;202), (10;101),
(101;10), (202; 5), (505; 2), (1010; 1)}
Proto
(A, B) € {(2;2020), (4;1010), (10; 404), (20; 202), (202; 20),
(404;10), (1010;4), (2020;2)}.  (2)
¢) Pokud d = 1009 plati ab = 3. V tomto piipadé existuji dvé vyhovujici
dvojice nesoudélnych cisel
(a,0) € {(1;3),(3; 1)}
Odtud dostavame
(A, B) € {(1009; 3027), (3027;1009)}. (3)
d) Koneéné pro d = 2018 plati ab = 2, tedy

(a,0) € {(1;2),(2;1)}
a pro hledané dvojice tak v tomto pripadé plati
(A, B) € {(2018;4036), (4036;2018)}. (4)
Celkem existuje 16 dvojic hledanych ¢isel, jsou jimi dvojice ze vztahtu
(1), (2), (3), (4).
Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,

Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich a Alexy Walczak,
LO Tarnowskie Gdry.

Netiplné feseni zaslali Anton Hndth z Moravan a Frantisek Jdachim z Vo-
lyné.
Pavel Caldbek
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FYZIKA

Nové vydani ucebnice
Mechanické kmitani a vinéni

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Ucebnice Fyzika pro gymndzia — Mechanické kmitdni a vinéni je sou-
¢asti osmidilného souboru monotematickych ucebnic. Vydalo ji naklada-
telstvi Prometheus, které vzniklo pred 25 lety v zafi 1993 a gymnazi-
alni ucebnice patii k jeho prvnim nakladatelskym pocinim. Uplynulych
25 let provérilo kvalitu téchto ucebnic, které byly prubézné inovovany a
patii k zadkladnimu fondu ucebnic pro stfedni skoly. Ucebnice Mechanické
kmitdni a vlnéni vysla v prvnim vydani v roce 1994 a navazuje na tzv.
yfederalni* ucebnice, které byly vytvoreny v pribéhu 80. let minulého sto-
leti v gesci Vyskumného tstavu pedagogického v Bratislavé (podrobnéji
viz [1]). Ptavodni ucebni text byl vyraznéji inovovén v roce 2001, kdy vy-
slo tfeti, upravené vydani ucebnice.

Nové, paté prepracované vydani zavrsuje soucasnou inovaci uc¢ebnic fy-
ziky pro gymnézium, kterou nakladatelstvi Prometheus realizuje od roku
2013. V prepracovaném vydani vyslo celkem pét z celkového souboru osmi
monotematickych ucebnic pro gymnézia (viz katalog nakladatelstvi Pro-
metheus: http://www.prometheus-nakl.cz). Inovované uéebnice pred-
stavuji netradi¢ni komplexni ucebni pomiicku, jejiz standardni knizni po-
dobu doplnuji dalsi elektronické uéebni materidly na pfilozeném CD. I za
pomeérné kratkou dobu, po kterou inovované ucebnice vychézeji, vsak doslo
k vyraznému posunu ve vyvoji prostiedki pro prezentaci elektronickych
materiald, jako jsou nové typy notebookt bez mechaniky CD, tablety a
¢tecky e-knih. To by mohlo ztézovat praktické vyuziti prilozeného CD.
Proto nakladatelstvi pfipravilo pro uzivatele u¢ebnic moznost, jak ziskat
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elektronickou ¢ast ucebnice piimo z ulozisté nakladatelstvi. Mizete si ji ke
konkrétni ucebnici stahnout z adresy http://www.prometheus-data.cz/.
Ptislusny postup je zde u kazdé ucebnice uveden. Je ovS§em mozné také pre-
kopirovat CD z pocitace vybaveného mechanikou CD na flash disk, popft.
pfimo do tabletu nebo ctecky.

Mechanické

kmitani
avinéni

K

™
Mechanleld
kmitani .
a vindni
g &\. N :II
S b
e o

PRO GYMNAZLA

A

PRO GYMMNAZLA

Vybér a zpracovani uciva v knizni ¢asti ucebnice odpovida poznatktm,
které uvadi Ramcovy vzdélavaci program pro gymnéazia (RVPG; viz [2,
s. 28]). Ten vSak vymezuje vzdélavaci obsah tematického celku Mechanické
kmitani a vinéni tak strucné, Ze je pro zpracovani Skolniho vzdélavaciho
programu (SVP) uéitelem prakticky bezcenny. Proto lze povazovat za vy-
chozi u¢ebni material pro tvorbu osnov v SVP spise obsah a pojeti uciva,
jak ho prezentuje knizni ¢ast ucebnice.

Mechanické kmitani a vinéni patfi k nejstarsim témattm ve vyvoji ob-
sahu 8kolské fyziky, s poznatky sahajicimi az do starého Recka. Je mozné
diskutovat o tom, co jesté dnes patii do uciva na stfedni Skole s vSeobec-
nym zameéfenim, a co uZ je spiSe jen seznameni s historii vyvoje fyziky,
s poznatky z ¢asti jiz bez valného prinosu k potfebam technologicky rozvi-
nuté spole¢nosti. Typickym prikladem takového historizujiciho uciva jsou
poznatky o kyvadle, které snad jediné ve vztahu k této ucebnici vyvolalo
urcité diskuse (viz [3]). Ty se ani tak netykaly standardniho metodického
postupu, kterym se dospéje ke vztahu pro periodu kyvadla, v soucasnosti
uz s problematickym praktickym vyznamem, ale v podstaté jen obrazku
zobrazujiciho sily, které na kyvadlo piisobi.
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Je na uciteli, zda kyvadlo vibec do vyuky zafadi, ponévadz RVPG
to explicitné nepozaduje. Nicméné kyvadlo je jednoduchy fyzikalni objekt
spjaty s osobnosti Galilea Galileiho, s historii méfeni ¢asu apod. Z di-
daktického hlediska je cennd moznost realizovat ve skolnich podminkéch
jednoduché experimentélni méfeni tthového zrychleni. To je také dtvod,
pro¢ ucivo o kyvadle i v novém vydani ucebnice pretrvava v podobé mo-
delu, o ktery se opird vytvareni pojmu mechanicky oscilator a harmonické
kmitdnd. V ucebnici je také nové zpracovano laboratorni cviceni s kyvadlem
s pouzitim méficiho systému Vernier (viz dale).

Harmonické kmitani kyvadla pfedpokladé, ze pocatecni vychylka kyva-
dla je mala. Pii demonstracich vSak ucitelé vétsinou voli vychylku veétsi,
pri niz uz pohyb kyvadla presné neodpovida teorii uvedené v textu uceb-
nice a jeho perioda se prodluzuje. Se zfetelem k tomu je Cviceni 2 na CD
nové rozsifeno o feSeny piiklad 5 (viz dale).

Celkové 1ze uc¢ivo o mechanickém kmitani a vlnéni chépat hlavné jako
propedeutiku k ucivu, které je pro soucasnost podstatné vyznamnéjsi, a je
jim ucivo o elektromagnetickém kmitani a vlnéni. Takovou koncepci mélo
zpracovani tohoto uciva ve zminénych ,federalnich“ ucebnicich, kde bylo
mechanické kmitani soucasti integrované poznatkové soustavy o periodic-
kych déjich. RVPG vsak tuto koncepci vratil zpét az do 19. stoleti, kdyz ho
fadi do ivodniho tematického celku stfedoskolské fyziky, ¢ili do mechaniky.

Pro nové vydani ucéebnice je charakteristicky podstatné zmenseny roz-
sah knizni ¢4sti, odpovidajici pfiblizné 2/3 rozsahu 3. vydani ucebnice.
Samotna struktura uciva se nezménila a zahrnuje opét tii zékladni te-
matické celky: 1. Kmitani mechanického oscilatoru, 2. Mechanické vinéni,
3. Zvukové vlnéni. Do knizni ¢asti nejsou zahrnuta Teoretickd cviceni a
Laboratorni cviceni, ktera byla presunuta mezi dopliujici elektronické ma-
teridly na CD (obr. 1).

PRO GYMNAZIA
Mechanické
kmitéani
a vinéni

Riztgupoludbn Teorotickaodiden]  LabomiomiewMosk  Animaoe  Modsly  Historiokd poznimiy

Shrymitak poqmi

Dopliujici elektronicke materialy k ucebnici

Obr. 1
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Rozsirujici ucivo

Klicovou soucasti ucebnich materidlt na CD je Rozsirujici ucivo, ob-
sahujici poznatky, které nejsou do RVPG zahrnuty. Uciteli je tak dana
moznost vyuzit tyto materidly pfi vyuce podle individualné koncipova-
nych SVP. Z uéiva o mechanickém kmiténi oscilatoru jsou zde zpracovany
zejména poznatky o slozeném kmitani a podrobnéji jsou vylozeny poznatky
0 tlumeném kmitani a rezonanci mechanického oscilatoru. Vyklad mecha-
nického vlnéni je rozsifen o chvéni mechanickych soustav, odraz, lom a
ohyb vIlnéni, coz jsou vyznamné pojmy pro pozdéjsi vyklad vinové optiky.

Zcela noveé jsou zpracovany tii ¢lanky uciva akustiky: 1. Hudebni akus-
tika, 2. Zdroje zvuku v hudebni akustice a 3. Fyziologickd akustika. Na
zékladé historickych souvislosti jsou objasnény zéakladni pojmy hudebni
akustiky — hudebni interval a tonovd stupmice. Konsonance a disonance
ténu je ilustrovana casovymi diagramy hudebnich intervalt vytvofenymi
programem MS Excel. V dalsim ¢lanku jsou vylozeny fyzikdlni principy
vybranych hudebnich néstroji. Vedle klasickych strunnych a dechovych
nastroju jsou popsany také typy elektroakustickych hudebnich nastroju.
Ve tfetim c¢lanku jsou poznatky o sluchovém organu doplnény vykladem
pojmi binaurdlni slyseni a stereofonie. Rozsifujici u¢ivo uzavira vyklad
Dopplerova jevu, obsazeny jiz v predchozich vydanich ucebnice.

Teoreticka cvicent

Zmény ve vybéru fesenych priklada a tloh teoretickych cviceni jsou mi-
nimalni. Je vyuzita moznost pouzit u obrazka vice barev, takze nékteré
casové diagramy jsou pro lepsi prehlednost nové vygenerovany pomoci
programu MS Excel. V Cviceni 1 (tloha 6) jsou nové uvedeny zvétSené
obrazové predlohy c¢asovych diagramti harmonickych kmitdni s pomérem
frekvenci 1:2,1:3 a 2: 3. Pfedlohu si zaci mohou vytisknout a s vyuzi-
tim sité soutfadnic vyhledat body grafu, ktery odpovida superpozici obou
kmitani.

Do Cviceni 2 je nové zatazen priklad 5, ktery fesi pohyb jednoduchého
kyvadla pri vétsi pocatecni vychylce, nez odpovidd pozadavku na vznik
harmonického kmitani. Piiklad uvadime v plném znéni.

Priklad 5

V ucivu o kyvadle jsme se zabyvali jen pohybem kyvadla s malou pocatec¢ni vychyl-
kou. Uvazujte nyni jednoduché kyvadlo o délce 1 m, jehoz pocateéni tthlova vychylka
je 60°. Téleso kyvadla ma hmotnost 0,1 kg. Urcete velikost a smér vysledné sily, ktera
na téleso kyvadla ptisobi pti okamzité vychylce 30° (g = 10 m-s~2).
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Reseni
l=1m, m=0,1kg, am =60°, a=30° F =7, 8="7

Pii velké pocatecni vychylce kyvadla se téleso kyvadla pohybuje zrychlenym pohy-
bem po kruznicové trajektorii o poloméru odpovidajicim délce | kyvadla. V pocatec¢nim
okamziku je téleso kyvadla v klidu a ptisobi na néj jen tihova sila Fg, kterou rozlozime
na radidlni slozku F; ve sméru vldkna a te¢nou slozku F; ve sméru tecny k trajektorii.
Radiélni slozka napind vldkno kyvadla a jeji pohybovy ucinek se rusi tahovou silou T
vldkna (obr. C2-3). Kdyz se téleso kyvadla za¢ne pohybovat, zvétsuje se jeho rychlost
a na téleso pusobi kromé uvedenych sil jesté sila dostfedivd Fyq, kterd ma v kazdém
okamziku stejny smér jako tahova sila. Pro velikost tahové sily plati

2
T=Fq+ F, = mlv + mg cos a.

Velikost tahové sily se tedy s rostouci rychlosti kyvadla postupné zvétsuje a pfi prichodu
kyvadla rovnovaznou polohou je nejvétsi, zatim co tecna sila je v tomto okamziku
nulova.

Velikost dostfedivé sily urcime ze zakona zachovani mechanické energie. V pocatec-
nim okamziku je téleso kyvadla ve vySce hg nad rovnovaznou polohou a jeho potencialni
energie vzhledem k rovnovazné poloze

Epo = mgho = mg(l — lcos oum) = mgl(1 — cos am). (1)

Jakmile se téleso kyvadla za¢ne pohybovat, zmensuje se jeho potencidlni energie, ktera
se méni na energii kinetickou. Pro celkovou energii kyvadla pak plati

1
Epo=FEx+ Ep = §m1)2 + mgl(1 — cos ). (2)

Upravou rovnic (1) a (2) dostaneme pro velikost dostiedivé sily vztah

mv2

l

Fy = = 2mg(cos o — cos am)

a po dosazeni

3 1
Fd:2~0,1~10<\2f—2> N = 0,73 N.

Tec¢na slozka tihové sily ma v tomto okamziku velikost
F; = mgsina = 0,50 N.

Cést tahové sily je kompenzovana radialni slozkou tihové sily, takze velikost celkové
sily F. pusobici na téleso kyvadla

Fe = ‘/Fcf + F2 =+/0,732 + 0,502 N = 0,88 N.
Celkova sila svira se smérem te¢ny k trajektorii thel 3, pro ktery plati
Fy 0,73

te 8= -4 —
e

= 1,46 = 3 = 56°.

Pfi okamzité thlové vychylce 30° pusobi na téleso kyvadla celkova sila 0,88 N, které se
smérem tecny k trajektorii svird tthel priblizné 56°.
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ho

Obr. C2-3

Poznamka: Graf zmény velikosti te¢né sily Fy, dostiedivé sily Fy, celkové sily F. a
thlu B v prubéhu étvrtiny periody kyvadla je na obr. C2-4. Graf byl vytvofen pomoci
modelu M3.6 (viz Modely kmitani oscilatort).
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Obr. C2-4

Laboratorni cvicent

Laboratorni cviceni k u¢ivu o mechanickém kmitani a vlnéni patti k ob-
libenym a léty provéfenym tloham. V novém vydani ucebnice jsou tyto
ulohy rozsifeny o experimenty podporované pocitacovym méficim systé-
mem Vernier. Noveé je zafazeno Cviceni 1 Kmitdni pruZinového oscildtoru,
jehoz cilem je praktické sezndmeni se systémem Vernier a jeho senzory.
Uloha je navrzena ve dvou variantach, s pouzitim senzoru polohy a po-
hybu a s pouzitim siloméru DFS-BTA (obr. L1-1).
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Obr. L1-1

Ziskany zaznam kmitani zaci vyhodnoti programem Logger Pro a fito-
vanim ziskaji rovnice pro jednotlivé kinematické veli¢iny kmitani pruzino-
vého oscilatoru (obr. L1-3). Ze ziskanych konstant je nejzajimavéjsi kon-
stanta C, ktera urcuje pocatecni fazi jednotlivych veli¢in v radidnech. Vy-
poctem Zaci uréi fazovy rozdil mezi veli¢inami v nasobcich t (Ag = kn).
S vyuzitim dat na obr. L1-3 napf. vychazi pro fazovy rozdil vychylky a
rychlosti oscilatoru
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Obdobnym zptsobem je v tloze 3 Ouéreni vztahu pro periodu kyvadla
urceno tihové zrychleni. Zéaznamem pohybu kyvadla podle obr. L3-1 se
ziskd Casovy diagram kmitani (méfeni bylo provedeno s kyvadlem o délce
zévésu | = 0,65 m) a fitovAnim se uréi pfislusnd rovnice kmitdni (obr.
L3-3). Z ni je patrné, Ze konstanta B urcuje thlovou frekvenci w kmitani
kyvadla. Pfi znamé délce [ kyvadla je tihové zrychleni uréeno vypoctem:

g=w’1=3902-0,65m-5s2=98)m-s 2

vy

Vysledek se lisi od hodnoty tihového zrychleni v nasi zemépisné sifce pri-
blizné o 1 %.
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Obr. L3-3

Na pripravé laboratornich cviceni podporovanych méficim systémem
Vernier se podileli ndméty, konzultacemi i ovéfovanim navrzenych expe-
rimenttt RNDr. Cenék Kodejska, Ph.D. a Mgr. Viclav Pazdera. Autor
obéma dékuje za spolupraci.

274 Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018



Animace

Vyznamnou podporou nazorné vyuky uciva o mechanickém kmitani a
vlnéni jsou animace, které znézornuji vétsinu klicovych fyzikalnich dé&ju to-
hoto uciva. Autorem velmi kvalitnich animaci je ucitel Stfedni prumyslové
skoly ve Zliné RNDr. Viadimir Vascak, ktery na svych webovych stran-
kéch (https://www.vascak.cz/) prezentuje velké mnozstvi dalsich, volné
dostupnych vyukovych materiali. Po dohodé s autorem byl proveden vy-
bér vhodnych animaci k ucebnici a nékteré animace byly vytvoreny noveé,
popf. byly upraveny tak, aby byly v souladu s textem ucebnice. P¥ikladem
muze byt zdafild animace pro vyklad postupného podélného i pri¢ného
vinéni (obr. 2).

Obr. 2

Na CD je celkem 21 animaci, z nichz 14 se tykd mechanického kmitani a
7 mechanického vlnéni. Animace jsou pfipraveny ke spusténi v operac¢nich
systémech Windows jako spustitelné EXE-soubory. Nékteré prohlizece ne-
dovoluji z bezpeénostnich divodi pfimo spoustét soubory z prohlizece,
v takovém pripadé je vzdy mozné soubor spustit piimo ve slozce Animace
na CD.

Modely kmitdni oscildtori

Vsechny predchazejici inovované uéebnice s CD obsahuji také videoex-
perimenty specialné vytvorené pro jednotlivé ucebnice. V ptipadé ucebnice
Mechanické kmitani a vlnéni bylo od zafazeni videoexperimenti upusténo,
ponévadz na webu je k dispozici velké mnozstvi videozaznamu k tomuto
ucivu, i kdyz je tfeba k mnohym pristupovat kriticky. Nové misto toho
byly zafazeny interaktivni modely, které si ucitel i zaci mohou modifiko-
vat, popf. i sami vytvaret.
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Pocitacové modely k tomuto ucivu byly jiz v minulosti soucasti 1. vy-
déani ucebnice z r. 1994. Bylo to vlastné u nas poprvé, co primo do ucebnice
byly takové interaktivni pocitacové modely zarazeny. Modely v 1. vydani
ucebnice byly vytvofeny programem FAMULUS, ktery ovSem v soucas-
nosti jiz pouzit nelze a jeho vhodna nadhrada neni k dispozici. Proto byly
pro tvorbu modeltt metodou dynamického modelovdni [4] pouzity stan-
dardni tabulkové kalkulatory, které jsou aplikacemi tzv. kancelarskych ba-
lik@t s univerzalnim pouzitim. V praxi nejrozsifenéjsi je tabulkovy kalku-
modely soubézné pripraveny také pro tabulkové kalkulatory kancelaiského
baliku LibreOffice Calc, popf. OpenOffice Calc.

Soubor modeld tvofi ¢tyfi sesity, které lze otevirat z menu CD, popf.
hypertextovym odkazem v ivodnim textu k modelim nebo pfimo z poda-
dresait na CD, odpovidajicich pouzitému tabulkovému kalkulatoru. Sesity
obsahuji nasledujici témata: M1 Harmonicky pohyb (2 modely), M2 Slo-
Zené kmitand (6 modelt), M3 Viastni kmitdni oscildtoru (6 modelt), M4
Nucené kmitand oscildtoru (3 modely).

Vsechny modely maji jednotné zpracovani, vyuzivajici prvnich 19 radka
k prehledu veli¢in, z nichz nékteré lze ménit pomoci posuvniki. Uveden je
také model v obecné podobé. Vystupem modelt jsou grafy, které se zob-
razuji na stejném listu seSitu jako model. Odtud lze graf prekopirovat a
vyuzit napf. k pripravé prezentace do vyuky apod. Vyhodou tabulkového
kalkulatoru také je, ze jakékoliv zména veli¢iny modelu se okamzité pro-
jevi ve vystupnim grafu. Pro ilustraci je uvedena kopie obrazovky modelu
M3.4 (obr. 3). Z grafu je patrnd odchylka ¢asovych diagrami kmitani ma-
tematického kyvadla (teorie) a kyvadla s po¢ateéni vychylkou 50° (model).
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Obr. 3
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Textovymi ¢astmi obsahu CD jsou jesté Historické poznamky a Slov-
nicek fyzikdlnich pojmi. Historické poznamky zpracovala RNDr. Radmila
Hyblovd a obsahuji zivotopisné medailonky 11 vyznamnych osobnosti his-
torie fyziky a kratké historické prehledy vyvoje méfeni ¢asu od pouziti
kyvadla az po atomové hodiny, méfeni rychlosti zvuku a vyvoje piistroju
pro zaznam zvuku. Slovnicek fyzikalnich pojmu je vybérem velic¢in a jevi
daného uciva, které vSak nejsou Tazeny abecedné, ale jsou uspotradany
podle posloupnosti poznatk® v uéebnici. Kapitoly Slovnicku koresponduji
s kapitolami v ucebnici a vybér prislusného pojmu usnadnuje interaktivni
rejsttik v ivodu. U kazdého hesla je uveden jeho anglicky ekvivalent a
néktera hesla rozsifuji poznatky nad rdmec uciva v ucéebnici.

Po technické strance CD pripravil Mgr. Lukds Richterek, Ph.D. a ob-
razky nakreslil programem METAPOST PaedDr. Premysl Sedivy. I kdyz
v prepracovaném vydani ucebnice prevazné nejde o zcela novy text, byl
rukopis znovu posouzen lektory, kterymi byli doc. RNDr. Josef Hubendk,
CSc. a RNDr. Cenék Kodejska, Ph.D. Pro tisk uéebnici velmi pedlivé
pripravili redaktofi nakladatelstvi Prometheus Mgr. Milena Osobovd a
PaedDr. Bohuslav Rothanzl.

Autor dékuje vSem spolupracovniktim, lektorim i redaktortim za dobie
odvedenou praci. Véfim, ze se nové zpracovani ucebnice stane pro ucitele
i zaky gymnazii uzitecnou ucebni pomiickou. Vsichni spolupracovnici také
radi prijmou pfipominky, které by mohly prispét k dalsimu zlepsSeni knihy
i doplnujicich materidla na CD.
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& 4, 5. 276.

[4] Lepil, O., Richterek, L.: Dynamické modelovani, Repronis, Ostrava, 2007.
Dostupné na: http://ufm.sgo.cz/ke_stazeni/Dynamicke_modelovani.
pdf
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Keplerovy zakony
ve vyuce fyziky na gymnaziu

VLADIMIR STEFL
Pfirodovédecka fakulta MU, Brno

V druhé poloviné 16. stoleti shroméazdil dansky astronom Tycho Brahe
(1546-1601) rozsahlé pozorovaci tidaje planet, zejména Marsu. Némecky
astronom Johann Kepler (1571-1630) si v dobé svého pobytu v Praze
(1600-1612) vytkl za cil, stanovit z nich drdhu planety, vyjadfit hleda-
nou kfivku matematicky a odhalit pfi¢inné zakonitosti pohybu. Vysledky
svého badani shrnul do pétidilného spisu Astronomia nova ¢esky Nowvd
astronomie [1, 2|, které vyslo v Heidelbergu roku 1609. Plnym nizvem
byl spis nazvan Astronomia nova seu Physica ceelestis, tradita commenta-
riis De motibus stelle Martis, ex observationibus G. V. Tychonis Brahe. . .
¢esky Novd astronomie, aneb nebeskd fyzika, poddavand v komentdrich o po-
hybu hvézdy [planety] Marsu, kterou na zdkladé pozorovdni urozeného pana
Tychona Brahe. . .

s

i

Obr. 1 Johann Kepler (1571-1630)

Pri zpracovani vyse zmirniovanych pozorovani musel Kepler predevsim
vylozit nerovnomérny pohyb Marsu, rozdilnost délek opsanych obloukt
ve stejnych Casovych intervalech. Autor se neomezoval na pouhé fitovani
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pozorovacich udaju planety a vytvoreni odpovidajiciho matematického vy-
jadreni jeji drahy. Proklamovany novy pristup spatfoval Kepler ve vykladu
nebeskych jevl prostiednictvim fyzikalnich vah. Zkoumal pFi¢inu zmén
rychlosti planety, nalezl jeji zménu v zavislosti na vzdalenosti od Slunce.
Z toho usoudil, ze hybné sila pohybujici planetami musi z néj vychazet.
Proto zacal vztahovat pohyb Marsu ke skutecnému fyzickému Slunci, ni-
koliv ke stfednimu jako Tycho Brahe.

Ve spisu [1] nalezneme historicky ptavodni formulace obou prvnich Keple-
rovych zakont. Byly odlisné od téch, které zname ze soucasnych stfedoskol-
skych ¢i vysokoskolskych ucebnic. Pravidla pro pohyb planet, autor pojem
zakony neuzival, byla vyslovovana v aryvcich textu riznych kapitol. Vy-
raznéjsi podporeni geometrickymi Gavahami a odvozenimi se vyskytovalo
predevsim v zdvéreénych kapitolach spisu [1].

K pochopeni prinosu Keplerovy teorie pohybu planet je tcelné ptipo-
menout astronomicko-historické okolnosti. Pti svém postupu autor nejprve
analyzoval dosud existujici modely planetarnich pohybu, anticky geocen-
tricky pochézejici od Klaudia Ptolemaia (90-165), novéjsi heliocentricky
od Mikuldse Kopernika (1473-1543) a posledni geoheliocentricky Tychona
Brahe. Vsechny umoznovaly pfedpovidat polohy planet. Nebyly vsak v tipl-
ném souladu s novymi pfesnymi pozorovanimi. Ukazané rozpory tak vyza-
dovaly novou interpretaci pozorovani a tvorbu odpovidajici teorie. Proto
Kepler zkoumal riazné tvary drah — kruhové, vejcovité, ovalovité, eliptické.
Jejich ovéfovani bylo doprovazeno znacnym mnozstvim matematickych vy-
poétl, velmi pracnych, nebot v dobé vzniku [1] jesté nepouzival logaritmy.
Zavérecné eliptické feseni doplnil fyzikalnimi hypotézami, zdavodiiujicimi
libraci pravodi¢e Slunce—Mars, tzv. radiusu. Pohyb planety vysvétloval
jako soucet dvou pohybi, rovnomérného po kruhové draze kolem Slunce a
libra¢niho podél radiusu.

Jaky byl chronologicky postup Keplerovych myslenek? Protoze pohyb
Marsu byl pozorovan z pohybujici se Zemé, musel proto nejprve upfesnit
jeji drdhu. Koncem roku 1601 dtvtipnou triangula¢ni metodou, s vyuzi-
tim opozic Marsu nalezl, ze je témér shodné s kruznici, pfiCemz Slunce je
posunuto mimo stied. Tehdejsi pfesnost astronomickych pozorovani nedo-
volovala odhalit nekruhovy tvar. Elipti¢nost se vsak projevila v uvedeném
posunu polohy Slunce a v nerovnomérnosti pohybu. Pravé ta byla zasadni,
nebot v Kopernikové piistupu vychéazejicim z epicyklt a deferentt se Zemé
meéla pohybovat rovnomérné. Kepler vSak prokazal, Zze pohyb planet je ne-
rovnomeérny. Prikladné u Marsu vypocty zjistil, ze v perihéliu pfi vétsi
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rychlosti opsal za dva ¢asové mésice thel 37°, zatimco pfi mensi v aféliu
pouze 25,8°. Zobecnénim takovych tvah dospél k pravidlu ploch, pozdéji
nazvaném II. Kepleriv zdkon. V prosinci 1601 [3] psal svému uciteli M.

Mistlinovi (1550-1631) ,,. .. Gseky, které planeta urazi na své draze, jsou
nepiimo umeérné vzdalenosti od Slunce, v niz pravé planeta je...“. Do

[1] pozdgji zafadil dvé rizné formulace tohoto zékona. Prvni: ,Rychlost
planety je nepfimo umérna vzdalenosti od Slunce,” coz vSak plati pouze
v blizkosti afélia ¢i perihélia planety. Vyjadfeni v soucasné gymnazialni
ucebnici [4] je blizsi znéni druhé: ,Rychlost planety se méni tak, Ze usecka
spojujici Slunce a planetu opisuje za stejny Cas stejné plochy.*

Po upfesnéni geometrického tvaru drahy Zemé pristoupil Kepler k ob-
tiZnéjsimu problému — feSeni téhoz u Marsu. Zvolil si jej promyslené, nebot
byl vhodny k ¢astéjsimu pozorovani a mél, s vyjimkou obtiznéji sledovatel-
ného Merkuru, nejvétsi vystfednost. Vytvoril soupis ¢asovych okamziki,
délek a sifek pro opozice Marsu v letech 1580-1600 (1580, 1582, 1585,
1587, 1589, 1591, 1593, 1595, 1597, 1600), tedy ptivodné celkem 10 poloh
[1]. V matematické interpretaci udaji se zpoc¢atku snazil pouzit Koper-
nikav heliocentricky model. Dosahl souladu vypoctid s pozorovanimi do
8’. Kepler vsak byl presvédéen, ze Tycho Brahe se nedopustil tak velkych
nepfesnosti svych pozorovani (pozdéjsi analyza prokizala jejich pfesnost
na trovni zhruba 2). Dospél k zavéru, Ze volba neni spravna, protoze ne-
odpovidala pozorovacim tdajum. Propocital polohu Marsu v rtznych ¢a-
sovych datech a matematickou analyzou odhalil, ze prolozena kiivka neni
kruznice, nybrz je protazena podél piimky spojujici afélium a perihélium.
Jak jsme jiz konstatovali, z pocatku Kepler provéroval tvary vejcovité a
pozdéji ovalovité. Jesté v roce 1604 [5] psal friskému astronomovi Davidu
Fabriciovi (1564-1617): ,Kdyby draha Marsu méla byt dokonalou elipsou,
jiz dadvno by tuto tlohu vysvétlil Archimédes a Apollénios.“ Na jafe roku
1605 vsak dospél k zavéru, ze draha Marsu je eliptickd. Téhoz roku na pod-
zim v dopise Fabriciovi [5] uvedl: ,Nejpravdépodobnéjsi drahou planet je
elipsa.“ Tento poznatek, pozdéji doplnény o umisténi Slunce v ohnisku, se
dnes nazyva I. Keplerdv zdkon. Na obr. 2 je elipsa z [1].

S pojmem draha je tésné spojena problematika interpretace latinskych
termind orbes a orbita pouzivanych v Keplerovych spisech. Jejich vyznam
se u autora v prubéhu Zivota vyvijel orbes — orbita, od sfér (materi-
alnich objektti), pfes sféry chdpané geometricky, az po myslenou kiivku
(geometricky pojem), ddvanou do kontextu s fyzikdlnim pozadim, jak lze
sledovat v casové posloupnosti vydani spisit Mysterium cosmographicum
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(Cesky Tajemstvi vesmiru) [6] — Astronomia nova (Nové astronomie) [1]
— Epitome astronomie Copernicane (Souhrn kopernikovské astronomie)

[7]-

P;".‘;;;:‘::.::‘_:

d e ——

O -
Obr. 2 Keplerova elipsa ve spisu Astronomia nova

Keplertuv tspésny postup byl podminén matematickymi metodami pfi-
bliznych vypoctu [1], jejichz pomoci se mu podafilo efektivné vyfesit pro-
blém zpracovani rozsahlého pozorovaciho materialu. Prikladné zkoumal
problematiku délky oblouku eliptické drahy, véetné celé elipsy. K tomu
v [1] uvedl: ,Délka celé elipsy je velmi blizkd k aritmetickému priméru
délky kruznice o poloméru rovném velikosti velké poloosy elipsy a kruz-
nice o poloméru rovném malé ose elipsy.“ Pravidlo vyuzil k nalezeni délek
eliptickych planetarnich drah.

Pro obvod elipsy Kepler pouzival vztah o = w(a + b) podle myslenkové
analogie, Ze jeji plocha mab je vytvafena z plochy kruhu na?. Dosadime
¢iselné hodnoty Marsu ay = 2,27937 - 10 m a by = 2,26940 - 10! m do
vztahu

o =n(am +by) = 1,428 996 - 10** m.

V nyni pouzivané aproximaci [8] je
o = [1,5(aM +by) — \/aMbM} — 1,428998 - 10'% m.

Vypocet délky eliptické drahy Marsu podle Keplera ma relativni chybu
0,0001 %, vztah je plné vhodny.
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Jak bylo pfipomindno, nezbytnou soucéasti autorovych uvah byly fy-
zikalni hypotézy, které mély potvrzovat spravnost zvoleného eliptického
tvaru. Kepler vychazel z myslenek W. Gilberta (1544-1603) [9], pfedpokla-
dajicich magnetickou interakci Slunce a planety. Magnetické pfitahovani
a odpuzovani podle autora vyvolavalo diive uvedenou libraci planety po-
dél radiusu. Samotny pojem librace prevzal Kepler z mechaniky, kde byl
pouzivan u vyvazovani paky — libro. V souladu s tehdejSimi pfedstavami
se predpokladalo, ze prirozené pri¢iny lze zachytit jako prfedméty na péace,
fidici se zdkonem rovnovahy na ni.

I v dalsim obdobi po roce 1609 se Kepler neprestal zabyvat problema-
tikou pohybu planet, hledal vztah mezi vzdalenostmi planet od Slunce a
dobami jejich obéht. Vypocty zjistil, Ze s rostouci vzdalenosti se obézné
doby planet zvétsuji rychleji nez poloméry drah, tedy se zmensuje rych-
lost jejich pohybu. V roce 1618 objevil tzv. harmonicky, dnes nazyvany
III. Kepleriv zdkon, vyjadiujici zavislost mezi velikostmi velkych poloos a
obé&Znymi dobami planet. Objev zdkona komentoval Kepler v [10] takto:

8. brezna tohoto roku 1618, pfeje-li si nékdo presny udaj casu, se tento
pomér vynoril v mé mysli. Nemél jsem vSak Stésti, kdyz jsem jej ovéro-
val vypoctem, takze jsem jej zavrhl jako chybny. Konecné se vSak dne
15. kvétna opét vratil a v novém naporu pfemohl temnoty mého ducha.
Vyplynul pritom tak dokonaly souhlas mezi mou sedmnéctiletou praci nad
Brahovymi pozorovanimi a mou soucasnou uvahou, ze jsem se zprvu do-
mnival, Ze jsem snil a Ze jsem hledany vztah vlozil do vychozich pred-
pokladi. Ale je to véc zcela jasna a zcela presnd — pomér, ktery je mezi
obéznymi dobami kterychkoliv dvou planet, je pfesné pil druha néasob-
kem pomeéru strednich vzdalenosti, tedy samotnych drah; ovSem je pfitom
tfeba dbat na to, Ze aritmeticky prumér obou diametria eliptické drahy je
ponékud mensi nez diameter. . .

Pl druha nasobkem pomeéru v latinské matematické mluvé 17. stoleti
znamena, ze prvé veli¢iny, tj. obézné doby, bylo tfeba brat v druhé mocniné
a dalsi veliciny — stfedni vzdalenosti v mocniné treti.

III. Kepleruv zdkon byl uvefejnén v dile Harmonices mundi libri V.,
Cesky Harmonie svéta pét knih, které vyslo v Linci roku 1619-1621 [10]
(na obr. 3 je titulni list).

Doplnéni a zobecnéni zakonil pro ostatni tehdy zndmé planety provedl
autor az v letech 1618-1621 v [7]. Po vétsim ¢asovém odstupu vytvofil
mnohem propracovanéjsi a systematictéjsi vyklad, véetné fady doplnéni:
umisténi Slunce do ohniska elipsy, rozsifeni platnosti prvnich dvou Keple-
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rovych zdkont na vsechny znamé planety, matematicky vhodnéjsi feseni
Keplerovy rovnice atd. Obsah [7] je veden formou otdzek a odpovédi. Jde
o prvni ucelenou ucebnici nové astronomie vychazejici z heliocentrické te-
orie.

Toannis Keppleri
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Obr. 3 Titulni list Harmonie svéta

Objev Keplerovych zakonu predstavoval dulezity krok v poznavani slu-
necni soustavy. Teprve az znalost zdkona vSeobecné gravitace formulova-
ného ve spisu Isaaca Newtona (1643-1727) Philosophie Naturalis Princi-
pia Mathematica Gesky Matematické principy prirodni filozofie [11] umoz-
nila hlubsi studium fyzikalni podstaty pohybu planet kolem Slunce a zod-
povézeni otazky zpiisobu jejich pohybu. Planety tvori spole¢né s central-
nim télesem Sluncem gravita¢né vazanou soustavu, kterd je mozna pouze
pri zaporné velikosti vazebné energie, tj. zaporné sumé kinetické a poten-
cialni energie. Typ tvaru drahy, po které se téleso pohybuje v poli cent-
ralnich sil, je urcovan jeho kinetickou energii. II. Kepleruv zakon ploch je
vyjadieni obecnéjsiho zdkona zachovani momentu hybnosti. Z néj vyklad
Keplerovych zdkont je zachycen piikladné v [12].
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Newtonovo zobecnéni Keplerovych zdkont v Principiich [11] se stalo
impulsem pro rozvoj astronomie. Byly upresnény vzdalenosti ve slune¢ni
soustavé a zejména III. Keplertiv zakon v pfesném tvaru oteviel novou
metodu pozorovanim ze Zemé urcovat hmotnosti nebeskych téles, planet,
Slunce, hvézd ¢i pozdéji cernych dér v dvojhvézdach ¢i v jadrech gala-
xii. Astronomicka pozorovani stanovuji relativné presné tthlové a linearni
veli¢iny, velikosti velkych poloos drah a, coz spolecné s velmi presné sta-
novenym casem, velikosti obézné doby T', dava moznost vyuzit vztah

3
%zﬁgm+%>
pro zjisténi hmotnosti, zakladni charakteristiky kosmickych téles, jak bylo
demonstrovano v [13].

Jednim z poslednich témat, ktera jesté ve vyuce fyziky na gymnéziich
z astronomie zustala, jsou Keplerovy zakony. Maji nejen historicky obsah
ale i vzdélavaci potencidl, jehoz vyuziti bylo diskutovano v [14]. Otazky,
které si pocatkem 17. stoleti polozil Kepler, napadaji i dnes premyslivé
zéky: Pohybuji se vSechny planety stejnou rychlosti? Po jakych drahach?
Existuje vztah mezi vzdalenosti planet od Slunce a dobou jejich obéhu?
Hledani odpovédi na né je pro zéky zajimavé. Matematické feSeni proble-
matiky se opird o prostorovou predstavivost a znalosti z geometrie. Stejné
jako Kepler se i zaci pfi tom mohou naucit pracovat s vlastnostmi elipsy.
Napriklad pfevést znamou stredovou rovnici elipsy do tvaru polarniho oh-
niskového, tj. s poc¢atkem v ohnisku. V pravouihlé soustavé souradnic je
stfedovy tvar rovnice elipsy

22 2

?+%:L (1)
kde a je délka hlavni poloosy a b je délka vedlejsi poloosy, ohniskova vzda-
lenost e = v/a? — b2. Pro popis pohybu planet vSak v historii astronomové
pouzivali rovnici elipsy vyjddfenou v polarnich soufadnicich (r, ), kde
stfed soustavy souradnic Slunce klademe do hlavniho ohniska elipsy a po-
larni thel ¢ se pocitda od blizsiho vrcholu; x = e + rcosp, y = rsine.
Polarni ohniskova rovnice mé tvar

p

- I 2
" 1—cecosyp’ @)

kde r je délka radiusu,
b? 5 e  VaZz-—"b
S N Ll
a a a

p
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Ciselna (numericka) vystiednost elipsy je €. Pomoci vztahu a? = a2 + b?
obdrzime dalsi z pouzivanych tvart

_a(l—¢€?)
 l4ecosp’

(3)

ktery je zpravidla pouzivan az ve vysokoskolské matematice. Ekvivalent-
nost tvart (1) a (2) dokédzeme dosazenim za z, y, a, b do (1), kdy po
algebraickych upravach obdrzime identitu.

Pro procviceni znalosti spojenych s Keplerovymi zakony lze vyuzit na-
sledujici tlohy:

Uloha 1

Urcete velikost plosné rychlosti Zemé a Marsu.
az = 1,49598-10" m, an = 2,27937-10" m, ez = 0,016 71, ey = 0,093 41,
Tz = 1 1ok = 3,1556926 - 10" s, Tjy = 1,880 711 roku.

Reseni. Dosadime do vztahu

b=+/a?(1 —¢e?),

obdrzime by = 1,49577 - 10 m, by = 2,26940 - 10'! m; Uplz = Tagbz —

iy’
=223-10" m? 571, vy = ML — 273101 m? 57
Uloha 2
Najdéte pomér Casil, které Mars potfebuje pro prechod tseku eliptické

drahy ohranicené malou poloosou elipsy o vystiednosti ey = 0,093 41
(obr. 4).

D

B

Obr. 4 Eliptickd draha Marsu
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Reseni. Necht t; je doba priichodu planety po tseku eliptické drdhy DAB
s perihéliem v A, to po tseku BCD s aféliem v C. Podle II. Keplerova
zakona plati

ti_ S
ta  S1’
kde
ab nab 1
S1 = -5 = SarBp, S2 = 3 + SAFBD, §|BD| -|FO| = abe.

Dosazenim ziskame

ad(n+2¢)  m+2e
ad(n —2¢)  m—2e

PR
12 = 1,126 44,
2

ty
tedy to > t1. V Gseku s aféliem se Mars pohybuje delsi dobu.

Uloha 3

Urcete procentudlni zménu vzdalenosti Marsu od Slunce v perihéliu
a aféliu, za jednotku vzdalenosti zvolme astronomickou jednotku au, pfi
a=1,5237 au, ¢ = 0,09341.

Reseni. Pouzijeme vztah (3) pro radius r. V periheliu pfi ¢ = 0° je

a(l—¢e?)
Tp = 174—;5 = 173814 au,
v aféliu pri ¢ = 180° je
1— 2
ra = =) 4 6660 au,
1+¢€

Vypocet procent budeme vztahovat k hodnoté velké poloosy, tudiz

0,284 6
It e =1 .
0,015226 7 % 9%

Uloha 4

Odhadnéte hmotnost cerné diry v jadie Galaxie, jestlize obéznéa doba
hvézdy S0-2 obihajici ve vzdélenosti r = 965,8 au od jadra Galaxie ¢ini
T = 15,2 rokt, viz [15].
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Reseni. Hmotnost &erné diry uréime z upraveného tvaru III. Keplerova

zékona, )
3 [ 2n
M=_[(2Z) =39.10° Ms.
G(T) 3,9-10° Mg

Volbou pocatku soufadnicové soustavy do skutec¢ného fyzického Slunce,
ke kterému propocitaval pozorovaci tdaje Marsu, dokoncil Kepler heli-
ocentricky Kopernikiv model. Potvrdil jeho spravnost a podstatné ho
nomeérnych kruhovych pohybi po deferentech a epicyklech. Pii eliptic-
kych obéznych drahach a heliocentrickém usporadéani autor vylozil vSechny
zakonitosti v pozorovaném pohybu planet podél ekliptiky. Nalezené za-
kony zavrsily kinematicky obraz pohybu planet. Jejich objevitel ma své
nezastupitelné misto v posloupnosti vyjimeénych historickych osobnosti
Kopernik — Kepler — Newton.
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Obecné teseni Buquoyovy tlohy

CENEK KODEJSKA — JAN RIHA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Uvod

Tato prace navazuje na pfedchozi experimentdlni ovéfeni teoretického
feSeni tlohy o kmitavém pohybu jednorozmérného otevieného systému
s proménnou hmotnosti [1]. Teoretické FeSeni Buquoyovy tlohy pro piipad
nehmotné tazné sily je v [2].

Ptvodni teorie byla rozsifena o dalsi dva parametry, které ovlivnuji
pohyb balénku naplnéného heliem se zavésenym ohebnym vlaknem s pro-
ménnou hmotnosti (viz [1, obr. 1]).

Obecné FesSeni

Pro nalezeni shody mezi teoretickym modelem a experimentalné namé-
fenymi hodnotami musime vzit v tvahu dalsi dva faktory. Zaprvé odpor
prostiredi, ktery zpomaluje pohyb balénku, a za druhé hmotnost télesa,
které tahne vlakno. V nasem pfipadeé se jedna tedy o hmotnost balénku my,.
Teoreticky model, ktery je uveden v [2], uvazuje pouze nehmotnou taho-
vou silu, ale v redlném experimentu musime pak do teoretického modelu
zahrnout i vySe uvedené dva faktory.
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Vychozi pohybova rovnice (1) pro odvozeni rovnice (2) je tedy v obec-
ném tvaru dana jako:

(nyy + mpy) = F —nyg — vy, (1)

kde v je koeficient odporu prostfedi a 7 je linedrni hustota vlédkna.
Rovnici (1) miZeme po tGpravach zformulovat do obecnéjsiho tvaru (2):

1
_y-l-a

.. 1 N .
i [g(yc —y) = 5 (1 +sen )i’ - By, (2)
kde oo = my /7 je faktor souvisejici s hmotnosti redlného télesa, které tdhne
fetizek, 8 = v/n je ¢len, ktery zahrnuje odpor prostiedi.

Rovnice (2) pro @« = 0 m a v = 0 kg-s™! piechdzi na rovnici (3)
uvedenou v [2]:

. Ye 1 NG
=g 1>1+sgny. 3
(y q )z 3)

K fitovani jsme pouzili program Wolfram Mathematica verze 11.2.0.0.
a jeho funkci NonlinearModelFit, kterd vraci symbolicky objekt Fitted-
Model. Tento nelinedrni model je definovan numerickymi operacemi, tj.
umozituje numerické FeSeni diferencidlni rovnice (2). Obr. 1 ilustruje po-
rovnani nafitovaného modelu (Cervena kiivka), daného rovnici (2), s ex-
perimentalné naméfenymi daty ziskanymi videoanalyzou pohybu fetizku
v programu Tracker (¢ernd kiivka).

Jak mtzeme vidét na grafu na obr. 1, obé kfivky se velice dobfe shoduji.
Teoreticky model v programu Wolfram Mathematica vypocital hodnotu
koeficientu o = 0,303 m. Hmotnost balénku v realném experimentu byla
zméfena jako my, = (3,2+0,1) g a koeficient o mé tedy v redlném provedeni
hodnotu

3,2
o =
10,4

Reélné hodnota je tedy v dobré shodé s teoreticky vypocitanou.
Hodnota koeficientu zahrnujici odpor prostfedi byla teoretickym mo-
delem obdobné urcena jako B = 0,57 m-s~! a hodnota y. = 1,578 m
(experimentalni vysledek y. = 1,564 m je od hodnoty predikované progra-
mem Wolfram Mathematica pfiblizné o 1 % mensi).
Na zaveér jsme provedli statistickou analyzu parovym t-testem s rovnosti
rozptyld, kterym jsme testovali nulovou hypotézu, Ze teoretické hodnoty a

m = 0,308 m.

Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018 289



experimentalné naméfené, se na hladiné statistické vyznamnosti a = 0,05
vyznamné statisticky nelisi. Tato hypotéza byla potvrzena.

y/m
25

201

15}

1.0}

0.5

t/s

0.0 . s .
0 5 10 15 20

Obr. 1 Teoreticky model (&ervend kiivka) a redlny pribéh pohybu (éerna kiivka)

Zavér

Realny pribéh pohybu se od teoretického modelu pii zahrnuti hmot-
nosti tazného télesa a odporu prostfedi témér nelisi. Statistickou analjzou
pomoci parového t-testu s rovnosti rozptyli byla potvrzena nulova hypo-
téza, tedy ze hodnoty predikované teoretickym modelem a experimentalné
naméfené se na hladiné statistické vyznamnosti a = 0,05 vzajemné nelisi.

Zavérem lze konstatovat, ze nami analyzovany pohyb Buquoyova vldkna
pouze Céastecné odpovidé teoretickym zévértm, které ucinili autofi v [2].
Zobecnény model, ktery byl navrzen autory tohoto ¢lanku, jiz velice dobie
popisuje realny experiment.
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iBooks Author ve vyuce
na zakladni skole

LENKA BENEDIKTOVA
FPE ZCU v Plzni

V dnesni dobé se s modernimi technologiemi setkavame na kazdém
kroku a skolni prostifedi neni vyjimkou. Pro uditele a jejich zaky jsou
k dispozici pocitace, interaktivni tabule, tablety ¢i nap¥. smartphony. Po-
¢et zdku a studentu, ktefi pfi své vyuce pouzivaji napt. mobilni zafizeni
(smartphony, tablety a notebooky), za poslednich 10 let rapidné vzrostl [1].

Zatimco v roce 2012 byla pouze 2 % studentii starsich 16 let, ktefi pou-
zivali tablet, v roce 2015 jich bylo jiz 25, 2 % a v roce 2017 dokonce 40,1 %
(u smartphonti §lo dokonce 0 99,8 %). Je tedy ziejmé, Ze mobilni zafizeni
se mezi mladymi lidmi t&3i stdle vétsi oblibé [2]. Podivame-li se ¢isté na
vybaveni Skol, zjistime, Ze zde stale prevazuji stolni PC nebo notebooky.
Z tematické zpravy CSI (2017) vyplyva, ze pokud &koly disponuji ICT
prostiedky pro aktivni vyuziti zaka 1 : 1, ¢imzZ se mysli, ze kazdy zak ma
pro sebe sviij PC nebo tablet, maji tyto skoly z 96,2 % PC a notebooky
a pouze ze 17,6 % tablety. 5,9 % zkoumanych potom spoléhéd na systém
BYOD (Bring Your Own Device), kdy Zédk pracuje na zaiizeni, které si
prinesl z domova. Prestoze tedy v poslednich letech vybavenost skol mo-
bilnimi zafizenimi stoupd, mimo jiné diky ESF projektim, neni zdaleka
dostacujici. Alarmujici je ostatné také fakt, ze ve $kolnim roce 2016/2017
pouze 27,6 % vétsich ZS (nad 150 zaki) uvedlo, ze disponuji t¥idami,
kde je umoznéna vyuka s digitadlnimi technologiemi 1 : 1. Realita totiz
byva casto takova, ze dostatek ICT vybaveni mé pouze specializovana PC
ucebna (60,9 % vétsich ZS), kterd je vsak vytizena hodinami informatiky
a pri jinych pfedmétech se do ni Zaci dostanou jen vyjimecné.
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Samotné piineseni tabletu do hodiny vSak nesta¢i. Moderni technologie
sama o sobé& vyuku nepovznese [4]. Ruku v ruce s témito zafizenimi jde
také softwarova vybava, ktera je pro kvalitni vzdélavani s ICT prostiedky
nutné [5]. Mimo bé&Zného kancelaiského softwaru méa dnes ucitel k dispozici
multimedialni ucebnice, testovaci aplikace ¢i hotova interaktivni cviceni.
Presto si néktefi ucitelé ze siroké nabidky nevyberou a jiz hotové aplikace
jim svazuji ruce. Pro tyto pedagogy existuje programové vybaveni, které
umoznuje tvorbu vlastniho obsahu do vjuky.

Software, ktery umoziuje uciteli tvorbu vlastnich materidla do vyuky,
Ize délit do nékolika skupin. Nejrozsdhlejsim fesenim jsou autorské sys-
témy, umoznujici tvorbu rozsdhlych didaktickych materiali a vyukovych
kurzi. Tyto kurzy obsahuji jak vykladovou ¢ast, tak c¢ast fixacni a tes-
tovaci. Zpravidla disponuji také moznosti spravovat jednotlivé uzivatele,
ktefi maji ke kurzu pristup, komunikovat s nimi apod. Na druhé strané
existuji drobné aplikace, které se zaméiuji na procvicovani uciva rtiznymi
zptisoby, at uz jde o doplnéni chybéjicich slov, spojovani pojmu ¢i o jed-
noduché hry a kvizy (napf. aplikace Quizlet, Kahoot! apod.). Jiné apli-
kace umoziuji pfipravovat pro zdky testy (Socrative) ¢i pracovni listy
(Stick Around). Dalsi skupinou aplikaci jsou ty, které pedagogovi umoziuji
vytvaret vlastni elektronické knihy — ebooky. V nasem ¢lanku se zameé-
fime praveé na aplikaci iBooks Author, ktera slouzi k tvorbé interaktivnich
ebookti.

Co to je iBooks Author?

Jak napovidd malé ,i“ na zacatku nazvu, jedna se o aplikaci, kterd je

urcena pro zafizeni firmy Apple. Samotné aplikace je dostupné pro ope-
racni systém OS X, tedy pro pocitace a notebooky znacky Apple. Hotové
materidly je mozno exportovat ve formatu *.ibooks, takZe s nimi lze pra-
covat v aplikaci iBooks, ve Skolnim prostiedi tudiz na iPadu ¢i iPhonu.
Podklady pro vyuku lze exportovat také ve formatu *.pdf, takto ale pri-
jdeme o vSechny interaktivni funkce a zbude jen staticky obsah, text a
obrazky. Bavime-li se o interaktivité, je nutné uvést, ze iBooks Author
je nastroj pro tvorbu elektronickych knih (ebook) ¢i vyukovych materi-
ala, které mohou obsahovat nékolik typt interaktivnich prvka. Mezi tyto
prvky fadime napr. obrazkovou galerii, testy, video ¢i animaci. Program je
ke stazeni na AppStore, a to zcela zdarma. Aplikace o velikosti 405 MB je
k dispozici cesky, coz mize fada ucliteld pfivitat.

292 Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018



Ovladani a funkce

Jak jiz bylo feceno, aplikace je dostupnd v cestiné, coz usnadnuje jeji
ovladani. Pokud je uzivatel zvykly pracovat s kanceldfskymi programy pro
OS X (napt. Pages, Keynote) pfivitd ho v iBooks Author pfijemné znamé
prostiedi. iBooks Author mé vSak pomérné intuitivni ovladéani, takze prace
v ném by neméla byt problémem ani pro méné zkusSeného uzivatele. Po
spusténi aplikace je uzivatel (uéitel) vyzvan k vybéru pfedlohy, do které
chce své dilo tvotit. Pfedlohy jsou usporadany na vysku i na sitku a je zde
samoziejmé také moznost zaCit na opravdu prazdné strance bez jakékoliv
dpravy, at uz rozlozeni ¢ barev. Navrhované piedlohy jsou vSak pomérné
vydarené a zacinajici ucitel oceni usnadnéni prace. Po zvoleni predlohy
aplikace vygeneruje navrh knihy s titulni stranou a prvni kapitolou. Zde
jiz dostava ucitel volnou ruku a je na ném, aby knihu ptizptsobil svym
predstavam a naplnil ji vlastnim obsahem.

Naplnéni knihy statickym obsahem a jeho nésledna tprava pfipomina
praci v bézném kancelafském programu. Uzivatel mé k dispozici mnoho
moznosti forméatu a zarovnani textu nebo rozlozeni objektd na strance.
Nechybi moznost vklddat objekty, jako jsou tabulky a grafy. Pro naslednou
editaci objektd a nastaveni vlastnosti stranky slouzi, mimo tradic¢ni listy
nabidek na hornim okraji obrazovky, také ctyii ikony v pravém hornim
rohu (obr. 1).

O =0 A

Inspektor Média Barvy Pisma

Obr. 1

Ikona Pisma umoziuje format textu. Ikona Barvy nabizi 5 zélozek pro
praci s barvami, které lze néasledné aplikovat do rdznych mist ebooku.
Tkona Média uzivateli velmi prakticky umoznuje pristup do knihovny foto-
grafii, hudby a filma. Nejvice funkci vSak nalezneme pod ikonou Inspektor
(obr. 2). Po kliknuti na tuto ikonu se otevfe plovouci okno, které umoz-
nuje napf. upravit vlastnosti dokumentu, usporadani objektti na strance
a jejich obtékani nebo formatovani grafi a tabulek.

Velmi podstatnou vlastnosti iBook Authoru, kterou se lisi od ostatnich
bezplatnych aplikaci pro tvorbu ebookil je moznost pridavani multime-
didlniho obsahu pomoci widgetti. Soucasna verze aplikace nabizi 9 typu
widgett (obr. 3).

Matematika — fyzika — informatika 27 (4) 2018 293



SslT#s=d0m| O = @

| Inspekior Bakrln wdatia
1 Umisté&ni objektu

ﬁ Hanate
1
Interaktivni onrazek an

o

Pasun hodn! panet Vyskakavacl pRaKkTyy

PFizpGsobeni textu

‘<a>

HTML

Odsazeni Alfa

Obr. 2 Obr. 3

Prvnim z widgett je Galerie, kterd umoznuje do vyhrazeného pole vlozit
nékolik obrazkl, mezi nimiz potom ¢tenar prepina. Vyhodou galerie je fakt,
ze chce-li ucitel zakovi ukéazat vice fotek, nezabiraji kazda své misto na
strance. Pti zobrazeni jednotlivych obrazkt se zobrazi také jejich ptislusny
popis (obr. 4).

Zlato [Au)

Zlate
Mezi kovové pryvky patei

zlarozluey leskly kov se jménem
#larn, Xlato je kujné a v privodé
st vyskytuje v kiemennyeh 2lich
{éasto se stfibrem]. BEhem
avietravani hornin sc dostava
takeé do naplavenin vk, kde s
i rjovar. V Ceske republice se
zlato tézile v Jilovém u Prahy
neba v Kasperskich horach, nagi
slatonosnon Feko potom bivala
Otava. Mezi nejpveznamng|s
svitovi naleziste zlata patii
Jihoalncka vepubilika, Australie,
Aljatka &1 Sibik. Zlato mad své
vvuziti ve iperkafstvi,

clektronice, zubnim Iékaisivi

Obr. 4

Druhym widgetem je polozka Média, pomoci které lze do ebooku pridat
zvukovy klip ¢i video. Po pridani widgetu vybere uzivatel jaky multime-
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didlni soubor se ma nahrét (obr. 1, ikona media). Zvuky a videa se potom
daji importovat z knihovny iTunes ¢i aplikace iMovie. V hotové knize mtize
zvuk reprezentovat ikonka reproduktoru nebo libovolny obrazek, vlozeny
uzivatelem. Zde je vSak nevyhodou, Ze takto reprezentovany zvuk jde na-
sledné jen spustit a zastavit. Tteti moznosti, jak v ebooku interpretovat
zvuk je potom klasicka lista, kde lze zvukovou stopu libovolné posouvat.
Widget s videoklipem je vybaven nejen tlacitkem na spusténi a pauzu,
ale také tlacitkem na ovladani hlasitosti ¢i na zvétSeni okna pies celou
stranku. Pod videem nechybi lista na posouvéani.

Tretim, a pro ucitele jisté velmi zajimavym widgetem v aplikaci iBooks
Author, je Test. Tento widget umoziiuje do knihy vkladat diléi testy. Uzi-
vatel méa k dispozici 6 Sablon pro otazky. Prvni je klasicka testova uzaviena
otézka, kde uzivatel voli 2 az 6 odpovédmi, pficemz vzdy pouze jedna je
spravnd, nasleduji dvé Sablony, kde Ize do zadani otazky zakomponovat
také obrazek. Ctvrtym typem je otazka, kde uzivatel vybira odpovéd z ob-
razku (obr. 5). Stejné jako u ostatnich typil otazek, je zde moZno vybirat
az ze 6 odpovédi. Predposledni typ otazky umoznuje pritazovat stitky s na-
pisy na obrézek (toto by bylo vyuZitelné napf. u slepé mapy).

Naii obojzivelnici

Vyber obrézsk, na kierém je ropucha obecnd

Obr. 5

Posledni typ se velmi podoba predchozimu, jen se misto $titkt s napisy
presouvaji stitky s obrazky. Dtilezitou vlastnosti tohoto widgetu je poskyt-
nuti zpétné vazby. Zak si mtize nechat zkontrolovat kazdou otazku hned po
zodpovézeni nebo si test nechat vyhodnotit az na konci a jednotlivé otazky
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si projit. Ebook prozradi zékovi, zda odpovéd zvolil spravné ¢i ne. Pokud
je odpoveéd nespravna, je oznacena Cervenym kiizkem, ale spravné feSeni
neni zobrazeno. V piipadé€ potieby miize byt test spustén opakované.

Dalsim widgetem je Keynote. Pies tento widget je mozné importovat
do e-knihy prezentaci vytvorenou v softwaru Keynote. Keynote umoziuje
vytvafet prezentace v opera¢nim systému OS X. Protoze je mezi Ceskymi
pedagogy nepochybné vice rozsifen MS Power Point, jevi se tento widget
z pocatku jako mélo vyuzitelny. Aplikace Keynote vSak umoziuje import
souborii ve formatu *.pptx (popf. *.ppt) a jejich uloZeni ve formatu * key-
note. Ugitel tak miize svoji prezentaci do ebooku snadno vloZit. Zak si pii
prochézeni knihou miiZe jednotlivymi snimky prezentace listovat.

Pedagogové jisté oceni také widget Interaktivni obrdzek. Pomoci tohoto
prvku Ize do elektronické knihy vlozit obréazek, ktery je doplnén libovolnym
poctem S$titkd s popisky. Pfi pfipravé knihy lze také nastavit, zda se ma
obrazek pfi kliknuti na néktery stitek zvétsit a zdlraznit tak urcitou ¢ast
obrazku, na kterou se mé zak zamérit. Pokud uditel zvétSeni nenastavi, po
kliknuti na stitek se pouze zobrazi dany popisek a velikost obrazku zustane
stejna (obr. 6).

HMYZ: Stavba téla hmyzu

< @ >

Obr. 6

Sestym widgetem v seznamu je 3D objekt. Pomoci tohoto modulu lze
vkladat 3D obrazky. Témito objekty lze v knize nésledné rtizné otacet.
Otéceni je mozné pri vytvareni materialu rizné omezit, napt. aby se objekt
otéacel pouze na vodorovné ose. 3D objekty, které aplikace podporuje, musi
byt ve formatu *.dae.

Widget Posuvngy bocni panel je prostor, do kterého lze psat, vkladat
obrazky a tvary a zaroven mu mizeme urcit pfesnou velikost. Uzivatel tedy
nastavi widgetu pfesné rozméry a umisti ho na libovolné misto na strance,
zpravidla k okraji listu. Do panelu lze potom vlozit libovolné mnozstvi
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obsahu, které 1ze prohlizet posuvnikem na boku panelu. Takto lze do knihy
umistit napf. zajimavosti ¢i dalsi doplnujici informace k tématu. Panel lze
pomoci ikony Inspektor samostatné formatovat, tj. miZe mit napf. jiné
pozadi nez zbytek stranky, také text muze byt naformatovan nezavisle na
zbytku knihy.

Podobné funguje také widget Vyskakovact prekryv, ktery umoznuje vlo-
zit na stranku obrazek s dopliiujicimi informacemi. Po kliknuti na obrazek
se uzivateli zobrazi plovouci stitek s textem, ktery miize obrazek popisovat
¢éi jinak dopliiovat hlavni text ucebnice. S obrazkem nelze v hotové knize
jiz dale manipulovat, jedna se tedy spiSe o miniaturu, ktera slouzi jako
tlacitko ke zprostiedkovani dalsich informaci.

Poslednim widgetem je HTML. Pod timto nazvem se ukryva mnoho
dalsich moznosti, které ucitelé jisté vyuziji. Na strankach s oficidlnim na-
vodem pro aplikaci (odkaz) se do¢teme, Ze je tieba vytvorit widget pomoci
nékolika soubori, které se v zavéru nahraji do jedné slozky a pfejmenuji
dle pfislusnych pravidel. Tento postup miiZze byt pro ucitele obtizny a
zdlouhavy. Nabizi se tedy vyuZivat iBooks Author bez tohoto doplitku,
coz by byla velka skoda. V kombinaci s vhodnou webovou strankou, ktera
umoziiuje tvorbu widgett (napf. bookry.com), umoziuje tento modul vlo-
7it do ebooku napf. osmismérku, video z Youtube ¢i jiné stranky (zde je
samoziejmé nutné piipojeni k internetu) nebo puzzle (obr. 7). Jiz zmi-
néna stranka bookry.com nabizi po bezplatné registraci 43 druht widgett.
Vytvorené materidly muze ucitel prehledné uchovavat v zalozce My Book
Shelf (poli¢ce) a pozdéji se k nim vracet a editovat je.

Obr. 7
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Poté co jsme knihu naplnili textem, obrazky ¢i widgety, je tfeba ji po-
skytnout zakim. Abychom mohli vyuzZivat vSechny interaktivni prvky,
které jsou v knize vloZeny, je nutné ji exportovat ve formatu *.ibooks
(jak jiz bylo uvedeno, export do *.pdf pfipravi knihu o veskeré pohyblivé
a interaktivn{ prvky). Vygenerovanou knihu lze zdktim napf. nasdilet na
nékteré cloudové tlozisté a poskytnout jim odkaz ke stazeni.

Shrnuti

Dnesni doba modernich technologii nabizi uc¢iteléim a jejich zakéim mno-
ho novych moznosti a néstroji pro vyuku. Na trhu je dostupné velké
mnozstvi vzdélavaciho softwaru, véetné multimedidlnich uéebnic. Pro udi-
tele, které si své podklady do vyuky chtéji tvorit sami, existuji aplikace
pro tvorbu vlastnich materiald. Jak vyplyva z tohoto ¢lanku, mezi tyto
nastroje se fadi i iBooks Author. Aplikace s intuitivnim ovladanim umoz-
nuje uditeli vytvorit atraktivni multimedidlni ucebnici, kterou nasledné
snadno poskytne svym Zaktm, af uZ pro praci v hodiné ¢ pro domaéci
opakovani. Ondfej Neumajer (2013) ve svém ¢ldnku upozoriiuje na to,
ze idealni elektronickd ucebnice neni jen ebook plny textu, popr. obrazki.
Multimedialni ucéebnice by méla obsahovat nejen ¢ast vykladovou, ale také
fixa¢ni (popf. testovaci), méla by umoziiovat zdktim vkladat pozndmky a
obsahovat rzné druhy multimédii. Ivanova (2016) mimo téchto informaci
dopliiuje, ze elektronicka ucebnice by méla dovolit zdkovi pracovat svym
vlastnim tempem a byt nezavisly na kolektivu. Aplikace iBooks Author
disponuje funkcemi a vlastnostmi, pomoci kterych muze ucitel takovy ma-
teridl vytvofit. Vyhleddme-li na internetu jiz hotové ucebnice, vytvoiené
v iBooks Authoru, mazeme vidét atraktivni materialy, plné obrazka, vi-
dea a jednoduchych testi. Aplikace je zdarma, problémem tedy muze byt
tedy spiSe cena samotného hardwaru, na kterém aplikace a néasledné ho-
tové materialy pobézi. Nedostatkem hotovych e-bookt potom je absence
néjakého diskuzniho prostiedi, kterém by napi. mohli zaci sdilet své do-
tazy mezi sebou ¢i s ucitelem. Chybi také zpétna vazba pro uditele, napf.
nema pristup k vysledkim zaka v dil¢ich testech apod.

Zavér
Jednim z trendt pedagogiky v poslednich letech je zvysit zapojeni zaka

do vyuky, tedy zménit jeho roli z pasivniho posluchace na aktivniho pfi-
jemce informaci ([6]). Pravé zde se mohou uplatnit materidly z aplikace
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iBooks Author, které umoznuji zakovi pracovat dle svého tempa a okamzité
ovérit ziskané znalosti v diléich testech a dalsich cviceni. Pro ucitele, ktery
bézné pracuje s pocitacem, nevyzaduje aplikace zadné specidlni znalosti.
Firma Apple navic na svych strankach poskytuje pomérné podrobny tu-
torial [8].
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Jedno méné obvyklé uziti
programu GeoGebra

JAN FRANK, VACLAV VRBIK
Fakulta pedagogickd ZCU v Plzni

Sledujeme-li aktualni trendy ¢eského skolstvi, narazime v sou¢asné dobé
jisté na dva pozadavky — aktivizaci zakt a nasazeni ICT, resp. kognitivnich
technologii, napfi¢ vyucovanymi predméty na zakladni ¢i stfedni Skole.
Nejinak tomu je i v hodinach matematiky, ve kterych je mozné vhodné
vyuzit matematicky software, kdy patrné nejrozsirenéjsim takovym soft-
warem na ¢eskych skolach jsou programy dynamické geometrie, jakym je
naptiklad GeoGebra. Tyto programy predstavuji nastroj pro velmi rychlé
a naprosto presné konstruovani geometrickych figur v roviné, pripadné i
v prostoru, a z hlediska vyuky na ceskych zdkladnich a stfednich sko-
lach vykazuji nejvy$si miru didaktické pouzitelnosti [5]. Vyhoda téchto
programu oproti tradi¢nim postuptim konstruovani tkvi v dynamice celé
konstrukce, moznosti s vyslednou figurou ,zahybat“ a ptripadné se vratit
o krok zpét a opravit chybu v postupu. Uvedeny program GeoGebra pred-
stavuje zastupce s licenci typu open-source a je jiz fadu let zdokonalovan.
V soucasné dobé je k dispozici verze GeoGebra 6.0, kterou lze v c¢estiné
bezplatné stdhnout na internetovych strankach www.geogebra.org.

Vratme se nyni k prvnimu z pozadavki — aktivizaci zdki. Ta je mozna
riznymi zpusoby, napiiklad volbou zadavanych 1iloh nebo vybérem vhod-
nych vjukovych metod. Mandk a Svec hovoii v této souvislosti v [2]
o tzv. aktivizujicich vyukovych metodach. Podstatou aktivizujicich me-
tod je planovat, organizovat a fidit vyuku takovym zptusobem, aby k pl-
néni stanovenych vychovné-vzdélavacich cild dochazelo hlavné na zakladé
vlastni ucebni prace zaki, pfricemz je kladen diiraz na mysleni a fesSeni
problémi [1]. Obecné lze v této souvislosti Fici, Ze problémové tkoly tvoii
zéklad v8ech aktivizujicich vyukovych metod, kdy rozdil mezi jednotlivymi
metodami je v pojeti a zplisobu FeSeni daného problému [3]. Mezi konkrétni
aktivizujici viukové metody Mandk a Svec [2] fadi metody diskusni, heu-
ristické metody a FeSeni problémt, metody situacni, metody inscenacni a
didaktické hry. Z povahy uéiva pfirodovédnych/technickych predméti je
ziejmé, Ze neni mozné napiiklad v hodinidch matematiky, informatiky ¢i
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fyziky aplikovat vSechny z vySe uvedenych metod. Duraz je zde kladen
spise na metody heuristické a feseni problém, pripadné na metody situ-
acni — feSeni problémovych tloh vychéazejicich z readlné udélosti. Mizeme
v této souvislosti hovotit téZ o badatelsky orientované vyuce.

Badatelsky orientovand vyuka je pomérné novy pristup, se kterym se
v prostiedi ¢eskych skol setkavame stale castéji. Zakladem tohoto pristupu
je badani, kdy se jedna o takové ¢innosti, pfi nichz si zak rozviji své znalosti
a dochazi k porozuméni védeckych myslenek. Zahrnuje naptiklad pozoro-
vani, pokladani otdzek, vyhledavani informaci, planovani vyzkumu, vyu-
zivani nastroju pro sbér, analyzu a interpretaci dat, formulaci odpovedi
a sdélovani zdvéra [4]. V hodindch matematiky se miize jednat komplexni
tlohy z realného zivota s mezipredmétovym presahem do fyziky, chemie ¢i
technické vychovy, pii jejichz feseni lze navic vyuzit pocitace a vybranych
kognitivnich technologii. Coz je v souladu i s aktudlnim RVP a tematickym
okruhem Nestandardni aplikacni dlohy a problémy.

Kognitivni technologie ve vyuce matematiky, naptiklad nasazeni pro-
gramil dynamické geometrie, predstavuji idedlni prostiedek, jak vyuku ze-
fektivnit, aplikovat badatelsky pristup a zaky aktivizovat. Pfi feSeni zada-
ného problému se zaci mohou vtélit do role matematika ¢i vyzkumnika a
pfitomnost pocitace pfi feseni navic umoznuje nahlizet na nékteré klasické
problémy optikou modernich technologii a fesit je inovativnim zpiisobem.
Jednomu takovému méné tradicnimu vyuziti programu GeoGebra pfi fe-
Seni komplexni problémové tlohy je vénovana néasledujici kapitola.

Kolik vlastné vazi kanalovy poklop

Program GeoGebra se zpravidla vyuziva v hodindch matematiky pii vy-
uce rovinné geometrie. Moznosti tohoto programu ovSem presahuji ramec
matematiky a v soucasné dobé nalezneme na strankach www.geogebra.org
rozséhlou sbirku materiali, obsahujici propracované modely od uzivateli,
které jsou pouzitelné naptiklad v hodinach zemépisu, pfirodopisu ¢i fyziky.
V kontextu tradi¢ni vyuky geometrie a badatelsky orientovaného vyuco-
véni lze vyzdvihnout jiz zminénou dynamiku konstrukce. Zaci tak mohou
po sestrojeni figury spliujici pozadované vlastnosti ze zadani na zakladé
zmény vzajemné polohy vychozich prvka sami rozhodnout o poctu, pri-
padné existenci, feSeni ve specifickych pripadech.

Program GeoGebra obsahuje celou fadu uzitecnych nastroju, které lze
pfi experimentovani s geometrickymi figurami vyuzit — konkrétné 1ze uvést
naptiklad nastroje Stopa nebo Animace. Cilem ¢lanku ovSsem neni ¢tenare
seznamit se vSemi moznostmi tohoto softwaru a odkazeme jej na online
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prirucku dostupnou na uvedeném odkazu. Poslednim nastrojem, o kte-
rém se zminime, je moznost umistit na pozadi ndkresny obrazek. Ten pak
mizeme nasledné s vyuzitim vSech néastroji programu podrobit detailnéj-
§imu zkoumani — jednd se pravé o badatelsky pristup, ktery vyuzijeme pti
vypoctu hmotnosti kanalového poklopu.

Uloha muize byt zadana nésledovné: Na skolnim vyleté do Plzné se Jin-
dra prochdzel po ndmésti Republiky a cekal na odjezd domi. Cas si krdtil
pocitdnim dlaZebnich kostek aZ prisel k jednomu z kandlovych poklopt. Pre-
myslel, jak by mohl urcit jeho hmotnost. JiZ z drivéjska védél, Ze poklop
byva vyroben z Sedé€ litiny a je tlusty 4 cm. BohuZel u sebe mel pouze krdatké
pravitko, tak si poklop vyfotil a zméril si dva rozmeéry jedné z dlaZebnich
kostek s tim, Ze se pokusi hmotnost vypocitat pozdéji doma. Kostka meéla
pTi pohledu shora rozméry 180 x 140 mm a na fotografii jsou vyznacené
Zlutou barvou. Jakd hmotnost kandlového poklopu Jindrovi vysla?

o

Obr. 1 Zadani tlohy na vypocet hmotnosti kanalového poklopu

Reseni. P¥i feSeni ulohy je nutné postupovat v nékolika dil¢ich krocich.
Nejprve umistime fotografii na pozadi nékresny a uréime méfitko fotogra-
fie ze znalosti skutecnych rozméra dlazebni kostky. K urceni méfitka po-
stacuje zvolit jeden z rozmért dlazebni kostky. S vyuzitim nastroji Usecka
a Vzddlenost ur¢ime délku hrany kostky na fotografii (obr. 2).

[ . e T,

Obr. 2 Uréeni méfitka fotografie
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Délce hrany 180 mm ve skutecnosti tedy odpovida délka 3,71 na fotogra-
fii. Zapiseme-li rozméry ve tvaru poméru 3,71 : 180 mm, pak vydélenim
ziskdme métitko 1 : 48,5 mm. Na tomto misté je nutné podotknout, ze
rizni zéci mohou dochézet k odlisSnym métitkim. To je zptisobené odlis-
nou velikosti fotografie po umisténi na nakresnu — zak nahraje fotografii
a nasledné ji zmensi pro lepsi prehlednost namisto oddaleni nakresny. Ci-
selné je od tohoto kroku postup odlisny, konecny vysledek by vSak mél
vyjit vSem zakim stejny, protoze se imérné zmensi vSechny rozméry na
fotografii.

Abychom mohli uré¢it vyslednou hmotnost daného poklopu, budeme
k nému pfistupovat jako k valci o vysce v = 4 cm (tj. tloustka poklopu).
Zaci znaji vzorec pro vipocet objemu valce

V = mrv.

Potiebujeme tedy urcit polomér poklopu — zakladny valce. Program Geo-
Gebra ndm nabizi dvé moznosti feSeni. Rychlejsi z nich je nastroj Kruz-
nice dana tremi body, ktery ndm umoznuje sestrojit kruznici na zakladé t¥i
bodi, které umistime na nakresnu. V tomto pfipadé se jedna o body umis-
téné na hranu poklopu (obr. 3 vlevo). Zakim zfejmé blizsi postup, oviem
pracnéjsi a ¢asové narocnéjsi, je pomoci nastroje Lomend ¢dra, kdy timto
zpusobem aproximuji hledanou kruznici mnohothelnikem (obr. 3 vpravo).

Obr. 3 Aproximace kanalového poklopu kruznici

V obou z uvedenych postupi nyni potfebujeme najit polohu stfedu
kruznice a urcit velikost poloméru. Vyjdeme-li z poznatku, Ze stfed se na-
chéazi v priseciku os tétiv dané kruznice, je nalezeni polohy stfedu snadnou
zalezitosti. Na obr. 4 je situace zachycena v pfipadé postupu s vyuzitim
lomené ¢ary — modre je sestrojena hledana kruznice a ¢ervené je vyznacen
polomér, jehoz velikost ur¢ime opét pomoci néastroje Vzddlenost.
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Vypocet je jiz snadnou zalezitosti. Velikost poloméru je v milimetrech
7,38 - 48,5 = 358, tj. S = 0,358 m. Vypocteme obsah podstavy valce:

S =1-(0,358 m)? = 0,4 m?.

Tuto hodnotu vynasobime velikosti vysky valce v metrech a ziskdme ob-
jem:

V=S-v=04m? 0,04m=0,016 m>.

Obr. 4 Poloha stfedu a hledany polomér zidkladny véalce

Poslednim krokem je uréit vyslednou hmotnost poklopu. Zaci snadno
v tabulkdch nebo na internetu naleznou hustotu Sedé litiny, ktera cini
0="7250kg-m™2 a nasledné uréi vypoétem vyslednou hmotnost:

m=V-0=0,016m® 7250 kg-m~> = 116 kg.

Slovni odpovéd by tedy mohla byt: Jindra vypocetl, Ze hmotnost kand-
lového poklopu ¢ini 116 kg.

K vysledné hodnoté€ je nutné opét podotknout, Ze se u jednotlivych zaka
miize mirné lisit. Roli zde hraje peclivost pfi nahrazovani hrany poklopu
kruznici — ur¢ené poloméry pak mohou byt mirné odlisné, coz se odrazi i
v koncové hmotnosti poklopu.
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Zavér

Clanek poukazuje na skutecnost, Ze s vyuzitim kognitivnich technologii
ve vyuce matematiky lze zaky aktivizovat a vyuku zatraktivnit. Uvedeny
priklad reprezentuje méné tradic¢ni vyuziti programu dynamické geometrie
GeoGebra, pfi kterém se zaci mohou vtélit do role badatele a s vyuzitim
tkol. Obdobnych kol i dalSich méné tradiCnich tloh s vyuzitim pro-
gramu GeoGebra by bylo jisté mozné vymyslet celou fadu. Ucitel tak ma
moznost zafadit do vyuky matematiky otazky lokalniho charakteru, pri-
padné mize zadanim docilit mezipfedmétové vazby na dalsi predméty, a
to nejen prirodovédného charakteru. U uvedeného piikladu lze naptiklad
zminit vazbu na déjepis a letecké snimkovani z obdobi Karibské krize a
vypoctu velikosti raket na Kubé na zakladé velikosti zndmyjch objektt —
vojaci vyuzivali obdobnych postupii.

Volbou vhodného zadéani tlohy a pouzivanych pocitacovych technolo-
gii mize ucitel zaky nejen motivovat a budovat u nich kladnych vztah
predmétu, ale zaci téZ mohou vidét praktické pouziti pocitace coby so-
fistikovaného nastroje pii feseni tloh z redlného zivota a mohou jej zacit
vnimat jinak nez pouze jako zafizeni ke hrani her a komunikaci na social-
nich sitich.
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ZPRAVY

Usttedni kolo 67. roéniku MO (kategorie P)

Ustiedni kolo 67. roéniku Matematické olympiady kategorie P se konalo v P¥e-
rové ve dnech 21.—23. bfezna 2018. Navéazalo jako obvykle na tstfedni kolo MO
kategorie A. T¥inact studentd, ktefi letos postoupili do ustfedniho kola MO
v obou téchto kategoriich, tak mohlo absolvovat obé soutéze na jednom misté a
v pribéhu jednoho tydne. Celé tstfedni kolo Matematické olympiddy vyborné
pripravili pracovnici Krajské komise MO Olomouckého kraje a Gymnazia Ja-
kuba Skody v Pterové. Slavnostni zahajeni a teoreticka ¢ast soutéze probihaly
v prostorach hotelu FIT, kde byli vSichni tcastnici ubytovani. V pocitacovych
ucebnach gymnézia probihala praktickd cast a v aule skoly se pak uskutecnilo
také slavnostni zakonceni ustiedniho kola.

Soucasti zahajeni byla i vecerni pfednaska o problematice kybernetické bez-
pecnosti, kterou pro ucastniky pripravili pozvani zastupci Narodniho uradu pro
kybernetickou a informa¢ni bezpecnost. K doprovodnému programu patfila také
exkurze do zndmé prerovské firmy Meopta — optika, s. r. o.

Na ptipraveé a zajisténi odborné ¢asti ustfedniho kola MO kategorie P se po-
dileli pracovnici a studenti z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze, ktefi se postarali o opravovani a vyhodnoceni odevzdanych feSeni a
pfipravu soutézniho prostfedi pro praktickou ¢ast soutéze. Opét jsme pouzili
soutézni systém CMS, ktery je vyuZzivan i pfi mezinarodnich olympiddach v in-
formatice. Soutézici s timto systémem komunikuji prostfednictvim webového
rozhrani. Mohou touto cestou klast dotazy k tlohdm, odevzdavat sva vypra-
covana feSeni soutéznich tloh a zpétné se také dozvidaji, jak byla jejich ode-
vzdand feseni ohodnocena. Soutézni tlohy pro vsechna kola leto$niho roc¢niku
MO kategorie P pripravili pracovnici Fakulty matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislave.

Do letosniho ustfedniho kola MO-P bylo pozvano 30 nejlepsich resitelt z kraj-
skych kol, z nichz se tfi omluvili. Nejvétsi zastoupeni mély kraje Praha a Jiho-
moravsky — oba se sedmi ucastniky, ¢tyfi kraje nemély v letosnim tustfednim kole
zaddného resitele. Ze skol bylo nejvice zastoupeno gymnézium na tf. Kpt. Jarose
v Brné s péti soutézicimi. Vice nez polovina tucastniki soutéze bylo z nematu-
ritnich ro¢nikd, konkrétné 15 z 27.

V prvnim soutéznim dnu studenti feSili ve vymezeném case 4,5 hodiny tii
teoretické ulohy. Tato cast soutéze méa podobny charakter jako krajské kolo,
zadané soutézni tlohy jsou zaméfeny na navrh efektivniho algoritmu. Jedna
z nich jiz tradi¢né vyuziva néjaky neobvykly vypocetni model, ktery je zaveden
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pro cely rocnik soutéze jiz v domacim kole a kazdy rok je jiny. Leto$ni model
byl hodné teoreticky a spocival v konstrukci slozitéjsich funkci na zakladé funkci
elementarnich.

Druhy soutézni den je prakticky a probiha v pocitacovych uc¢ebnach za obdob-
nych podminek a podle stejnych pravidel, jako jsou organizovany i mezinarodni
stfedoskolské olympiddy v informatice. Kazdy soutézici pracuje na pridéleném
osobnim pocitaci se soutéznim prostfedim a v prubéhu 4,5 hodiny ma za kol
vyftesit tii ulohy. Reseni praktickych tloh je tfeba dovést az do podoby odladé-
nych, plné funkénich programiu. Odevzdané programy jsou jiz v priubéhu soutéze
okamzité testovany pomoci pfedem pfipravené sady testovacich vstupnich dat.
Tim se hodnoti nejen jejich spravnost, ale pomoci nastavenych ¢asovych limiti
také rychlost vypocétu. V bodovém hodnoceni lze diky tomu odlisit kvalitu rtz-
nych feseni z hlediska ¢asové slozitosti zvoleného algoritmu. Resitelé se priibézné
dozvidaji ohodnoceni svych feseni a maji moznost feSeni opravit a odevzdat ho
opakované vicekrat.

Za kazdou tlohu bylo mozné ziskat nejvyse 10 bodd, celkem tedy mohl sou-
tézici obdrzet maximalné 60 bodiu. Podle souctu dosazenych bodt se stanovi
vysledné poradi, pfiCemz se jesté podle pomocnych pravidel urcuje vzajemné
poradi téch soutézicich, kteti ziskali stejny pocet bodi. Podle zasad organizac-
niho fadu Matematické olympiddy se tispésnymi feSiteli stali studenti, ktefi se
umistili na prvnich tfinacti mistech celkového poradi. Z téchto tfinacti ispésnych
fesiteld bylo Sest nejlepsich vyhlaseno vitézi ustfedniho kola.

Vysledky tstfedniho kola 67. ro¢niku Matematické olympiady kategorie P:
Vitézové:

Martin Kurecka, 8/8, G t¥. Kpt. JaroSe, Brno, 50 bodi

Josef Minaiik, 7/8, G t¥. Kpt. JaroSe, Brno, 49 bodi

Jakub Suchanek, 8/8, G Opatov, Praha 4, 45 bodi

Jan Kaifer, 2/4, G Jana Keplera, Praha 6, 45 bodi

Pavel Hudec, 8/8, G J. Gutha-Jarkovského, Praha 1, 39 bodu
Michal Jires, 7/8, G F. M. Pelcla, Rychnov nad Knéznou, 39 bodi
$ni fesitelé:

Danil KoZevnikov, 8/8, G Jana Keplera, Praha 6, 37 bodu

Jakub Pelc, 8/8, G J. A. Komenského, Uhersky Brod, 36 bodu
Lenka Kopfovd, 3/4, Mendelovo gymnézium, Opava, 35 bodi

Jiri Skrobdnek, 8/8, Wichterlovo gymnézium, Ostrava-Poruba, 32 b.
11. Radek Olsdk, 7/8, Mensa gymnazium, Praha 6, 32 bodu
12. Jonds Havelka, 6/8, G Jirovcova, Ceské Bud&jovice, 31 bodt
13. Petr Zahradnik, 7/8, G dr. V. Smejkala, Usti nad Labem, 27 bodt

Ostatni tcastnici:
Dalibor Kramai, 7/8, G, Brno-Rec¢kovice, 26 b., Jiti Kalvoda, 1/4, G, ti. Kpt.
Jarose, Brno, 25 b., FrantiSek Kmje¢, 6/8, G J. S. Machara, Brandys nad Labem,
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24 b., Martin Raska, 8/8, Wichterlovo gymndazium, Ostrava-Poruba, 24 b., Jakub
Stastny, 7/8, G, Brno-Reckovice, 22 b., Petr Gebauer, 8/8, G J. Palacha, Mélnik,
21 b., Ji¥i Loffelmann, 8/8, G, Litomérickd, Praha 9, 21 b., Martin Picek, 7/8,
G J. V. Jirsika, Ceské Budgjovice, 18 b., Jan Adamek, 5/8, G Jana Keplera,
Praha 6, 16 b., Petr Chotéborsky, 5/8, G, Slany, 16 b., Marek Seda, 7/8, G, tf.
Kpt. JaroSe, Brno, 16 b., Ondfej Buéek, 4/4, G, tf. Kpt. Jarose, Brno, 13 b.,
Petr Sima, 6/6, G J. Vrchlického, Klatovy, 12 b., Martin Kostrubani¢, 4/4, G a
SOSPg, Caslav, 6 b.

Na zakladé vysledkt dosazenych v tstfednim kole 67. ro¢niku Matematické
olympiddy kategorie P bylo patnact nejlepsich fesiteld pozvano na vybérové sou-
stfedéni. To se uskutecnilo v Praze na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity
Karlovy dva tydny po skonceni ustfedniho kola. Podle souctu vysledkt tstfed-
niho kola MO-P a vysledkt dosazenych na vybérovém soustfedéni byli vybrani
StyFi nejlepsi fesitelé, aby reprezentovali Ceskou republiku na 30. mezindrodni
olympiadé v informatice IOI 2018. Soutéz se uskutecni na zacatku zari 2018
v Japonsku. Dalsi ¢tyfi mladsi tspésni fesitelé, ktefi letos jesté nebudou matu-
rovat, se zucastni 25. stfedoevropské olympiady v informatice CEOI 2018. Ta se
bude tentokrat konat v Polsku ve Varsavé v poloviné srpna 2018. O pribéhu a
vysledcich obou mezinarodnich olympidd v informatice vds budeme informovat.

Podrobné informace o celém 67. roéniku MO kategorie P, kompletni vysled-
kova listina, texty soutéznich uloh a jejich vzorova feseni jsou k dispozici na
webu na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté se mizete sezna-
mit i se starS$imi ro¢niky této soutéze a také se vSemi aktudlnimi informacemi
tykajicimi se kategorie P Matematické olympiady.

Pavel Topfer

Dveé sttibra a dva bronzy z IMO 2018

A Mezinadrodni matematickd olympidda zavitala letos
» ymp
ﬁg [I/_/'VV_\\@ PP Cervenci jiz poSesté ve své historii do Rumunska,
\'- )’U 28018 kde se v roce 1959 konal i jeji prvni ro¢nik. Soutéz
ESmI’r:t.er'natiogel hostilo studentské mésto Cluj-Napoca v srdci Tran-
Mathematical Olympiad ~ Sylvanie a zdcastnilo se ji 594 soutézicich ze 107 zemi.
Clui-Napoca Romenia N5 studenti dovezli 2 stifbrné a 2 bronzové medaile.
Jako prvni na misto pfijeli vedouci nadrodnich delegaci, jejichz hlavnim tkolem
bylo z 28 pripravenych navrhi rozdélenych do ¢tyr kategorii (algebra, kombina-
torika, geometrie a teorie ¢isel) vybrat Sestici iloh pro ostrou soutéz a shodnout
se na bodovacich schématech k jednotlivym tloham. Zadani vybranych tloh na-
leznete na konci této zpravy. Zminime jen, Ze autorem druhé soutézni tlohy je
Patrik Bak ze Slovenska.
Soutézici a pedagogic¢ti vedouci pfijeli do Rumunska o tfi dny pozdéji. Uby-
tovani byli po nékolika rtznych hotelich v centru mésta.
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Soutéz probéhla 9. a 10. Cervence ve sportovni hale. Soutézici méli kazdy
den 4,5 hodiny na feSeni tii obtiznych tloh a za kazdou z nich mohli ziskat
az 7 bodu. Pfipomenme, Ze zhruba polovina soutézicich si z olympiady doveze
medaili, pfi¢emz pocet udélenych zlatych (G), st¥ibrnych (S) a bronzovych (B)
medaili je v pfiblizném pomért 1 : 2 : 3. Na né bylo letos nutné ziskat aspon 16,
25, resp. 31 bodu (z 42 moznych).

Reprezentanty Ceské republiky byly Matéj Dolezdlek z Gymnézia Dr. A. Hr-
dlicky v Humpolci, Pavel Hudec z Gymnazia Jifiho Gutha-Jarkovského v Praze,
Lenka Kopfovd z Mendelova Gymnazia v Opavé, Danil KoZevnikov z Gymnézia
Jana Keplera v Praze, Radek Olsdk z Mensa Gymnézia v Praze a Martin Raska
z Wichterlova Gymnaézia v Ostravé-Porubé. Vedoucim tymu byl Josef Tkadlec
z IST Austria, pedagogickym vedoucim Michal Rolinek, Ph.D., z Institutu Maxe
Plancka v Tiibingenu.

Piehled vysledkt nasich soutézicich uvadime v tabulce:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
87.—110. Danil KozZevnikov 770770 28 S
111.-121. Pavel Hudec 750771 27 S
215.-227. Lenka Kopfova 73 0711 19 B
228.-251. Martin Raska 730710 18 B
320.-337. Matéj Dolezalek 740020 13 HM
368.-390. Radek Olsak 1 00711 10 HM
Celkem 3622 03519 3 115

Tym, ktery se po 10 letech kone¢né neskladal ze samych chlapci, ziskal dvé
st¥ibrné medaile (Danil a Pavel), dvé bronzové medaile (Lenka a Martin) a dvé
Gestnd uznani (Matéj a Radek), kterd se udéluji za Gplné vyfeseni alespoi jedné
alohy. V neoficidlnim potadi stati se délila CR o 39.—40. misto s Argentinou.
Tento jinak nadprimérny vykon ceského druzstva zastinili historickymi vykony
nasi sousedé: Slovéci poprvé po vice nez deseti letech ziskali t¥i stf¥ibrné medaile
a Poléci se poprvé od roku 1981 umistili v prvni desitce (devati).

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
61.—86. Martin Melicher T 7T 0771 29 S
111.-121. Toméas Sésik 7T 7T 076 0 27 S
Akos Zahorsky 7T7T 076 0 27 S
193.—203. Lucia Kraj¢oviechova 720750 21 B
215.-227. Michal Stanik 230770 19 B
250.—272. Samuel Krajci 720710 17 B

Celkem 3728 04232 1 140
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Co se tyce ostatnich stati, na ¢ele se umistila tradi¢ni trojice USA, Rusko,
Cina, nasledovana netradiéné Ukrajinou. V prvni desitce kromé vyse zminéného
Polska najdeme jiz jen vychodoasijské staty. Kompletni vysledky jsou dostupné
na adrese: https://www.imo-official.org/year_country_r.aspx?year=2018

Prestoze se Ceskému tymu ve vysledku dafrilo, nékolik zakt zustalo za oce-
kdvanim. Oba maturanti méli zlaté ambice a medaile byly zcela jisté i v silach
Radka a Matéje. V jejich pripadé Ize doufat, Ze své zklamani pretavi ve zvysené
nasazeni béhem nasledujiciho skolniho roku, za néz pak mohou byt odménéni na

vy

pristi, jubilejni 60. mezindrodni matematické olympiadeé, ktera probéhne v mésté

Bath ve Velké Britanii.

Celkové poradi zucastnénych zemi, ziskané body a medaile:

G S B body G S B body

USA 5 1 0 212 Arménie 0o 2 4 130
Rusko 5 1 0 201  Francie 1 1 4 129
CLR 4 2 0 199 Rumunsko 1 1 2 129
Ukrajina 4 2 0 186 Peru 0 2 3 125
Thajsko 3 3 0 183 Mexiko o 1 4 123
Tchaj-wan 3 1 2 179  Nizozemsko 0 1 4 123
Jizni Korea 3 3 0 177  Filipiny 1 1 2 121
Singapur 2 3 1 175  Argentina 0 1 4 115
Polsko 1 5 0 174 Ceskd republika 0o 2 2 115
Indonésie 1 5 0 171 Bangladés 1 0 3 114
Austrélie 2 3 1 169  Slovinsko 0o 1 1 104
Velka Britanie 1 4 0 161 Bosna

Japonsko 1 3 2 158 a Hercegovina 0o 0 4 103
Srbsko 2 2 2 158 Tadzikistan 0O 0 5 103
Madarsko 0o 4 2 157  Bélorusko 0 0 4 102
Kanada 0 5 1 156  Novy Zéland 0 1 2 102
Ttalie 0o 4 2 154  Belgie 0o 0 4 92
Kazachstan 0 4 2 151 Malajsie 0o 0 2 90
fran 1 3 1 150  Hongkong 0o 0 2 89
Vietnam 1 2 3 148 Moldavsko 0 0 3 86
Bulharsko 1 3 1 146  Estonsko 0 1 0 80
Chorvatsko 0 4 1 145 Litva 0o 0 2 T
Slovensko 0o 3 3 140  Portugalsko 0o 0 2 77
Svédsko 1 2 2 138 Recko 0 0 2 74
Turecko 1 1 4 138  Spanélsko 0o 0 2 74
Izrael 0o 2 4 136  Norsko 0o 0 2 73
Gruzie 0 1 5 133  Rakousko o 0 3 72
Brazilie 1 0 4 132 Dansko 0 0 3 71
Indie o 3 2 132  Finsko 0 0o 2 70
Mongolsko 0 1 5 132 Saudskad Aréabie 0o 1 1 69
Némecko 1 2 1 131  Syrie 0o 0 2 69
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G S B body G S B body

JAR 0 0 1 66  Myanmar 0o 0 O 23
Kostarika 0 0 2 65 Kosovo 0 0 0 21
Turkmenistan 0 0 1 65 Panama 0 0 0 21
Makao 0 0 1 61  Uzbekistan 0o 0 0 21
Kolumbie 0 0 1 59 Cerna Hora 0 0 0 20
Island 0 0 1 56 Salvador 0 0 0 20
Svycarsko 0 o0 1 52  Chile 0o 0 O 19
Azerbéjdzan 0 0 O 50  Alzirsko 0 0 0 18
Tunisko 0 0 O 49  Lucembursko 0o 0 0 14
Ekvador 0 0 0 48 Ghana 0 0 0 13
Sri Lanka 0 0 1 47  Botswana 0 0 0 12
Maroko 0 0 O 46  Paraguay 0o 0 0 12
Portoriko 0 0 1 46 Kambodza 0 0 O 11
Kypr 0o 0 1 45  Guatemala o 0 O 11
Irsko 0 0 1 43  Egypt 0O 0 O 10
Kyrgyzstan 0o 0 O 41  Irak 0O 0 O 9
Lotyssko 0o o0 O 40 Uganda 0o 0 0 9
Albéanie 0o 0 O 37  Pobrezi

Pakistan o 0 o0 35  slonoviny 0 0 0 8
Bolivie 0 0 O 33  Uruguay 0o 0 O 7
Makedonie 0 0 0 27  Honduras 0 0 0 6
Nigérie 0 0 O 26  Nepal 0o 0 0 5
Trinidad Venezuela 0o 0 O 2
a Tobago 0o 0 O 26  Tanzéanie 0o 0 O 1

Zavérem uvadime texty soutéznich uloh (v zévorce je uvedena zemé, kterd
ulohu navrhla).

1. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC s opsanou kruznici I'. Body D, E lezi
postupné uvnitf stran AB, AC tak, ze |AD| = |AE|. Osy tse¢ek BD, CE
protinaji kratsi oblouky AB, AC kruznice I postupné v bodech F', G. Do-
kazte, ze piimky DE a F'G jsou rovnobézné (nebo totozné).

(Recko)
2. Najdéte vSechna cela ¢isla n > 3, pro néz existuji redlna ¢isla a1, az, . . ., an+2
takova, ze
Gn+1 = Q1, Gpy2 = G2 & QiGi+1 + 1 = Qiy2
proi=1,2,...,n.
(Slovensko)

3. Packaliv trojihelnik je tabulka ¢isel ve tvaru rovnostranného trojuhelniku
takova, ze kromé cisel ve spodnim Fadku je kazdé ¢islo rovno absolutni hod-
noté rozdilu dvou ¢isel bezprostfedné pod nim. Nasledujici tabulka je ptikla-
dem Packalova trojuhelniku o ¢tytfech fadcich, ktery obsahuje vSechna cela
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¢isla od 1 po 10:

Rozhodnéte, zda existuje Packaltv trojihelnik o 2018 fadcich, ktery obsa-
huje vsechna cela ¢isla od 1 po1+2+ -+ 2018.
(Irdn)

4. Znacka je bod (z,y) v roviné takovy, Ze x a y jsou kladné celd ¢isla nepfe-
vysujici 20.
Na zacatku je vSech 400 znacek prazdnych. Amalka a Budulinek na né stfi-
davé pokladaji kaminky, pficemz Amalka za¢ind. Amalka ve svém tahu po-
lozi novy Cerveny kaminek na prazdnou znacku tak, aby vzdalenost kazdych
dvou znalek s Gervenymi kaminky byla rtizna od /5. Budulinek ve svém
tahu polozi novy modry kaminek na jakoukoli prazdnou znacku. (Znacka
s modrym kaminkem muize mit jakékoli vzdalenosti od ostatnich znadek.)
Hra skondi, jakmile jeden z hrac¢t nemiize tdhnout.

Najdéte nejvétsi K takové, ze Amalka muze vzdy polozit alesponn K cerve-
nych kaminkd, at uz hraje Budulinek jakkoli.
(Arménie)

5. Necht a1, as,... je nekoneénd posloupnost kladnych celych ¢isel. Predpoklé-
dejme, ze existuje celé ¢islo N > 1 takové, Ze pro vSechna n > N je ¢islo

E_A'_B_F..._FM_FGJ

az as an ai
celé. Dokazte, ze existuje celé ¢islo M takové, ze aym = am+1 pro vSechna

m > M.
(Mongolsko)

6. Konvexni ¢tyfuhelnik ABCD spliiuje |AB| - |CD| = |BC|-|DA|. Uvnitf néj
lezi bod X takovy, ze

[XXAB| = | XCD| a |XXBC|=|xXDA

Dokazte, ze |LBXA| + |[XDXC| = 180°.
(Polsko)
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Obr. 1 Cesky tym — zleva Michal Rolinek (deputy leader), Lenka Kopfova,
Radek Olsak, Danil Kozevnikov, Martin Raska, Matéj Dolezélek, Pavel Hudec,
Marc Dragoi (guide), Josef Tkadlec (leader)

Michal Rolinek, Josef Tkadlec

EGMO 2018 v Italii

Evropskd matematickd olympidda pro stfedoskolské divky
AL (EGMO, European Girls’ Mathematical Olympiad) je svym
CJ charakterem témér identickd se starsimi kolegynémi, jako je
_ Mezindrodni matematicka olympiada (IMO) a Stfedoevrop-
skd matematickd olympidda (MEMO), obé pro obé pohlavi.
Té&chto dvou soutézi se iCastni nejvyse Sest resiteli, kdezto na

EGMO soutézi maximalné ¢tyfi divky.

EGMO ma ve svém néazvu ,evropska“, ale uz od samého zacatku se ji Géastni i
zemé mimoevropské. Soutéz EGMO byla poprvé usporadana v roce 2012 v Anglii
v Cambridge za tcasti 19 zemi (z toho t¥i neevropskych — Indonésie, Saudské
Arabie a USA), poté v roce 2013 v Lucembursku za tiéasti 22 zemi (mimo Evropu
jen USA), v roce 2014 v Turecku za Ucasti 29 zemi (z toho 7 neevropskych),
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v roce 2015 v Bélorusku za tGcasti 30 zemi (z toho 7 neevropskych), v roce
2016 v Rumunsku za tcéasti 39 zemi (z toho 7 neevropskych) a v roce 2017 ve
Svycarsku za Gdasti 44 zemi (z toho 10 neevropskych).

Letos probéhl od 9. do 15. dubna 2018 jiz sedmy ro¢nik soutéze EGMO v tos-
kénském mésté Florencii. Pozitivem byla centralizace ubytovani i samotné sou-
téze do stejného hotelu. Zucastnénych zemi bylo jiz 52, z toho 16 neevropskych.
Soutézicich divek bylo 196, z toho 137 z Evropy.

Ceska republika se letos zudastnila této soutéze jiz potieti. Miizeme za to vdé-
¢it predevsim témto sponzorum: Nadaci RSJ, Nadaci Karla Janecka, Spole¢nosti
Alef Nula a soukromému sponzorovi Pavlu Kocourkovi. VSichni z nich pochopili,
jak dulezité je chopit se kazdé prilezitosti, jak podpotit vzdélani mladé generace
v nasich oborech.

Evropské zemé maji pobyt na soutézi placeny z evropskych prostiedki a
prostiedkil organizatorské zemé, kdezto neevropské zemé si plati ucast samy,
coz je dilezitym zdrojem pfijmi pro celou soutéz. Zde je patrné, ze i zemé,
které si museji svoji ucCast platit, nelituji prostfedki, aby mély divky prilezitost
poméfit se se svymi soupetrkami z jinych zemi.

Nominace ¢eského druzstva na IMO a MEMO probihé az po uspotfadani celo-
statniho kola. Jelikoz ale EGMO probiha tradi¢né v dubnu, coz je v dobé naseho
celostatniho kola, neni technicky mozné ¢ekat na jeho vysledky. Proto nominace
divek na EGMO probiha jiz na zakladé vysledku krajského kola kategorie A.

Ceské druzstvo v roce 2018 reprezentovaly tyto divky: Lenka Kopfovd z Men-
delova gymnézia v Opave, Lucie Kundratovd z Gymnazia a Jazykové skoly s pra-
vem statni jazykové zkousky ve Zliné, Magdaléna Misinovd z Gymnéazia Jana
Keplera v Praze 6 a Jana Pallovd z Gymnazia Jakuba Skody v Prerové. Vedou-
cim &eské delegace byl doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D. z FIT CVUT v Praze
a jeho zdstupcem RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. z PYF UP v Olomouci (obr. 1).

Divky fesily ve dvou dnech po tfech tlohach, z nichz kazda méla hodnotu nej-
vyse 7 bodi, takZe bylo mozné ziskat az 42 bodu. Podle pravidel soutéze EGMO
je z evropskych divek zhruba polovina odménéna medaili (na IMO a MEMO to
je nejvyse polovina). Letos tedy bylo ze 137 evropskych divek odménéno medaili
78 z nich, z toho 14 ziskalo zlatou medaili za aspon 32 bodi, 29 ziskalo stiibrnou
medaili za aspon 22 bodu a 35 ziskalo bronzovou medaili za aspon 15 bodu. Sou-
Casné s témito evropskymi divkami jsou medaili odménény i neevropské divky,
které dosdhnou stejného bodového zisku. Takze v souctu 196 divek bylo udéleno
17 zlatych, 39 stfibrnych a 52 bronzovych medaili.

Kromé medaili ziskdvaji soutézici jesté ¢estnd uznani (honourable mentions)
za Uplné vytfeseni aspon jedné ze Sesti tloh (stejné je to na IMO i MEMO). Letos
toto uznani ziskalo dalsich 37 divek z Evropy a dalsich 8 neevropskych divek.

Absolutnimi vitézkami v roce 2018 se stalo 5 divek se ziskem 42 bodu: Jelena
Ivanci¢ ze Srbska, Alina Haluzova z Ukrajiny, Emily Beatty z Velké Britanie,
Catherine Wu z USA a Wanlin Li z USA.
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Z nasich divek ziskala Lenka Kopfova stfibrnou medaili za 25 bodt a skoncila
absolutné na 35.-43. misté, Magdaléna Masinova ziskala bronzovou medaili za
17 bodt a skondila absolutné na 80.—90. misté, Lucie Kundratova ziskala ¢estné
uznani za 11 bodu a Jana Pallova ziskala ¢estné uznani za 10 bodt. Celkem tedy
ziskalo Ceské druzstvo 63 bodid ze 168 moznych. Neoficidlné se tak umistilo na
28. misté.

Obr. 1 Ceské druzstvo (zleva): Jaroslav Svréek, Jana Pallova, Lenka Kopfovd,
Magdaléna Misinova, Lucie Kundratova, Jaroslav Zhouf

vvvvvv

(2 zlaté, jedna st¥ibrna, jedna bronzovd medaile, 129 bodt), 3. Velka Briténie
(1 zlata, 2 bronzové, 1 bronzova medaile, 111 bodi), 4. Polsko, 5. Ukrajina,
6. Srbsko, 7.-8. Madarsko a Mexiko, 9. Rumunsko, 10. Bé&lorusko.

Nésledné jsou uvedeny soutézni tlohy prvniho i druhého dne. Zajimavé muze
byt, Ze pramérna Gspésnost jednotlivych tloh byla: 1. iloha 5,754 bodu, 2. iloha
2,621 bodu, 3. tloha 1,344 bodu, 4. dloha 4,313 bodu, 5. uloha 2,200 bodu,
6. tloha 0,579 bodu.
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Pro divky byl ve volném case pfipraven spole¢ny program. Napf. jeden den
navstivily krasna toskanska hmésta Pisa a Lucca.

Celé soutézni klani se konalo v pratelském duchu a bylo povzbuzenim pro
zucCastnéné divky ke studiu matematiky a doufejme, Ze bude povzbuzenim i pro
dalsi divky, které budou usilovat o reprezentaci v pristich letech.

P{isti rok se soutéz bude konat v ukrajinském hlavnim mésté Kyjeve.

Vice informaci lze ziskat na strankach: https://www.egmo.org/egmos/egmo5/

Soutézni tlohy prvniho dne

Uloha 1. V trojthelniku ABC je |CA| = |CB| a |[XACB| = 120° a M je stied
strany AB. Necht P je libovolny bod na kruznici opsané trojuhelniku ABC a
Q@ bod na tsecce CP takovy, ze |QP| = 2|QC|. A necht pfimka prochazejici
bodem P a kolmé na pfimku AB protne pfimku MQ v bodé N.

Dokazte, ze existuje urcita kruznice, na které lezi vsechny body N pro vSechny
mozné polohy bodu P. (Bulharsko)

Uloha 2. UvaZujme mno#inu
1
A= {1—|—E:k:1,2,3,...}.

(a) Dokazte, ze kazdé pfirozené éislo x > 2 muZe byt napsiano jako soucin
jednoho nebo vice prvki z A, které nemuseji byt nutné rizné.
Soucin jednoho prvku znamend ten prvek sdm.

(b) Pro kazdé ptirozené ¢islo x > 2 necht f(x) znaci nejmensi pfirozené cislo
takové, ze x mize byt napsdno jako soucin f(z) prvka mnoziny A, které
nemuseji byt nutné ruzné.

Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho dvojic (z, y) pfirozenych ¢isel z > 2,
y > 2, pro které plati f(xy) < f(z) + f(y).
(Dvojice (z1,y1) a (z2,y2) jsou ruzné, pravé kdyz x1 # x2 nebo y1 # y2.)

(Rumunsko)

Uloha 3. Pojmenujme n soutéZicich divek na EGMO jako C1,...,C,. Po sou-
tézi se tyto divky postavi do fronty pied restauraci podle néasledujicich pravidel.
e Jury vytvoii pocateéni usporadéni divek ve fronté.
e Kazdou minutu Jury zvoli jedno prirozené ¢islo i, kde 1 < i < n.
— Ma-li divka C; aspon ¢ jinych divek pred sebou, zaplati jedno euro na
konto Jury a posune se dopiedu v fadé presné o ¢ mist.

— Ma-1i divka C; méné nez i jinych divek pred sebou, restaurace otevie
a proces skonci.
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(a) Dokazte, ze proces nemize pokracovat do nekone¢na podle pravidel Jury.
(b) Urcete pro kazdé n nejvétsi pocet eur, které Jury mize ziskat pro libovolné
pocatecni usporadani fronty i pro libovolnou volbu posloupnosti pfemis-
tovani divek. (Madarsko)

Soutézni tlohy druhého dne

Uloha 4. Domino je kostka 1 x 2 nebo 2 x 1.

Necht n > 3 je pfirozené ¢islo. Kostky domina se umistuji na desku s n x n
policky takovym zptsobem, Ze kazdé domino pokryva pfesné dvé policka na
desce a zadna dvé domina se ani ¢astecné nepfekryvaji.

Hodnota fady nebo sloupce na desce je pocet kostek domina, které pokryvaji
aspon jedno polic¢ko této fady nebo tohoto sloupce. Konfigurace kostek domin se
nazyva vybalancovand, pravé kdyz existuje néjaké prirozené cislo k > 1 takové,
ze kazda fada a kazdy sloupec ma hodnotu k.

Dokazte, ze vybalancovana konfigurace existuje pro kazdé n > 3, a najdéte
minimalni pocet kostek domina potifebnych pro takovou konfiguraci.

(Holandsko)

Uloha 5. Necht I' je kruznice opsana trojuhelniku ABC. Kruznice Q se do-
tyka usecky AB a kruznice I' v bodé leZzicim ve stejné poloroviné ohraniené
pfimkou AB, jako lezi bod C. Osa L BC A protina kruznici 2 ve dvou raznych
bodech P a Q.
Dokazte, ze
|[XABP| = |XQBC|.
(Polsko)
Uloha 6.
(a) Dokazte, ze pro kazdé redlné ¢islo t, 0 < t < %, existuje kladné celé ¢islo n
s nasledujici vlastnosti: Pro kazdou mnozinu S sestavajici z n kladnych
celych ¢éisel existuji dva rizné prvky x a y mnoziny S a nezdporné celé
¢&islo m (tj. m > 0) takové, zZe

|z — my| < ty.

(b) Urcete, zda pro kazdé redlné ¢islo ¢, 0 < t < %, existuje nekonecna mno-
zina S kladnych celych ¢isel takova, ze

|z —my| >ty

pro kazdou dvojici raznych prvki z a y mnoziny S a kazdé kladné celé
¢éislo m (tj. m > 0). (Holandsko)

Jaroslav Svréek, Jaroslav Zhouf
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LITERATURA

Recenze knihy Martiny Bec¢varové a kol. Matematika ve stiedo-
veké Evropé

Monografie Matematika ve stredovéké Evropé pojednava o vyvoji matematic-
kého mysleni a vzdélavani ve stfedovéké Evropé v pozdnim stfedovéku a rene-
sanci, tj. zhruba od poloviny 13. stoleti do po¢atku 16. stoleti. Snazi se matema-
tiku té doby popsat v Sirsich souvislostech. Volné navazuje na knihu Matematika
ve stiedoveké Evropé,!) ktera je vénovana predchozim deviti stoletim. Byla vy-
dana témér pred dvaceti lety a ziskala znacnou oblibu mezi stiedoskolskymi a
vysokoskolskymi uciteli i studenty. Je vSak jiz delsi dobu rozebrana.

Matematika |
ve stiedovéké |y

1)J. Be&var a kol.: Matematika ve stiedoveké Evropé, edice D&jiny matematiky, svazek
¢. 19, Prometheus, Praha, 2000, 445 stran.
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Nova monografie (spolu s predchozi) se pokousi vyplnit citelnou mezeru v es-
ké literatuie. Posledni ¢esky psana kniha popisujici vyvoj matematiky ve stie-
doveké Evropé vysla pred Etyticeti lety,g) evropské civilizaci 5. az 15. stoleti
vénovala pouze sto stran a dnes je jiz novymi vyzkumy v nékterych oblastech
prekonanda. Déjinam matematiky byla v nedavné dobé vénovana znac¢na pozor-
nost v zahraniéi.>) Nejnovéjsi monografie jsou vak u nas dostupné jen v nékolika
exemplafich (pokud viibec), navic jsou pro §irsi ¢tenafskou obec méné srozumi-
telné a nepostihuji souvislosti svétového a ceského vyvoje.

Nase kniha si neklade naroky na tplnou analyzu vyvoje matematiky v pozd-
nim stfedovéku. Snazi se pfipomenout vyznamné osobnosti té doby a poukézat
na nové myslenky, které pripravovaly pidu pro zrod novovéké matematiky.

V prvnich péti kapitolach je struéné popsan vyvoj cirkve a cirkevnich insti-
tuci, promény zapadni a jizni Evropy v pozdnim stfedovéku a dopad osmanské
expanze na osudy Evropy vychodni. Zachycen je i vliv zdmotskych objevt na po-
litické, ekonomické a spolecenské promény evropské civilizace a vyrazna zména
paradigmatu evropského mysleni ve 14. a 15. stoleti, kterd ovlivnila rozkvét
uméni v tzkém vztahu k rozvoji védy a vzdélanosti. Pfipojena je pomérné po-
drobnd studie o objevu a vyvoji knihtisku a jeho obrovskému vlivu na transfer
poznatkil a veskerého védéni (nejen matematické literatury), a to jak pro védecké
badani, tak pro vyuku a Sifeni vzdélanosti. Domnivame se, Ze je velmi uzitecné,
zejména pro mladou generaci, vnimat vyvoj matematiky v Sirsich souvislostech.

Dalsi ¢tyfi kapitoly ukazuji pozvolny narist evropské matematické vzdéla-
nosti a odborné erudice. Jsou vénovany osobnostem, které tehdy reprezentovaly
$picku evropské matematiky a védy — Jordanus de Nemore, tzv. oxfordsti poc¢tari,
Nicolas Oresme a Nicolas Chuquet — a podminovaly jeji dalsi rozvoj, zejména
v algebfe a v matematizaci rodici se fyziky.

Neékolik dalsich kapitol zduraziuje podnétny a plodny vztah geometrie a re-
nesan¢niho uméni souvisejici se zobrazovanim prostoru do roviny, s objevem
perspektivy, s vyuzitim matematiky v malifstvi, architektuie apod. Ctenaf se
zde setkd s zivotnimi osudy a dily vyznamnych umeélcd, védct a vynalezct —
Piero della Francesca, Luca Pacioli a Leonardo da Vinci. Dozvi se i o nedav-

2)A. P. Juskevi¢: Déjiny matematiky ve stredovéku, Academia, Praha, 1977, 446 stran.

3)H. Gericke: Mathematik in Antike, Orient und Abendland, 10. Auflage, Marix Ver-
lag, 2014, 644 stran; H.-W. Alten, A. Djafari Naini, B. Eick, M. Folkerts, H. Schlos-
ser, K.-H. Schlote, H. Wesemiiller-Kock, H. Wu}ing: 4000 Jahre Algebra. Geschichte,
Kulturen, Menschen, Springer, 2003, 2005, 2008, 2013, 2014, xiv+4745 stran; Ch. J.
Scriba, P. Schreiber: 5000 Jahre Geometrie. Geschichte, Kulturen, Menschen, Sprin-
ger, 2001, 2002, 2003, 2005, 2010, xiii+631 stran (anglicky pfreklad: Birkh&duser, 2015,
xii+626 stran); T. Sonar: 3000 Jahre Analysis. Geschichte, Kulturen, Menschen, Sprin-
ger, 2011, xxii+711 stran; H. Wussing: 6000 Jahre Mathematik. 1. Von den Anfin-
gen bis Leibniz und Newton, 2. Von Euler bis zu Gegenwart, Springer, 2008, 2009,
xiii+529+xvii+675 stran.
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nych vyzkumech jejich zivotnich osudi, seznami se s takika pétisetstrankovou
Pacioliho encyklopedii, ktera se stala odrazovym mustkem pro rozvoj moderni
matematiky, s technickymi vynélezy Leonarda da Vinci i s podivuhodnym p¥i-
béhem zapomenutého a znovu odhaleného plagidtorstvi. Geometti snad oceni
kapitolu o zajimavych, pro pozdné stfedovékou a rané renesan¢ni Evropu typic-
kych geometrickych konstrukcich (napt. rektifikace kruznice, konstrukce k¥ivek,
pravidelnych mnohothelnikii a grafickych tvard pismen).

Posledni kapitola, kterda mapuje pravdépodobnostni mysleni stfedovéké Ev-
ropy — uziti pravdépodobnosti v soudnictvi, pojistovnictvi, filozofii, hazardu
atd. — mirné vybocuje z konceptu nasi monografie. Po delsich avahach byla pfi-
pojena, nebot pravdépodobnost byla v nasi literatufe ¢asto pfehlizena. Pivodné
jsme téz zamysleli ukdzat vliv némeckych matematiki, zejména Regiomontana,
na rozkvét trigonometrie a nékterych aplikaci matematiky (astronomické ta-
bulky, reforma kalendafe apod.). Autor zamyslené kapitoly vSak nebyl schopen
v dohodnutém terminu text dokoncit. Po dlouhych diskusich bylo od této kapi-
toly upusténo.

Jednotlivé kapitoly jsou doplnény obrazky, schématy, tabulkami a ukazkami
z originalnich stfedovékych zdroju. Nepredpoklddame, ze by ¢tenafi studovali
puvodni latinské, némecké, francouzské nebo italské texty. Domnivame se vSak,
ze je uzitecné, aby pri studiu ziskali alespon zakladni predstavu o tom, jak stie-
doveéké matematické texty vypadaly a jak naro¢né je jejich studium. K jednot-
livych kapitolam jsme pfipojili ¢etné bibliografické odkazy. Uvedli jsme jednak
prameny, které byly pfi pfipravé knihy vyuzity, jednak tituly, které mohou cte-
nare pfivést k dalsimu a hlubsimu studiu.

Radi bychom, aby byla nase kniha pfitazliva nejen pro matematiky, historiky
matematiky, ucitele a studenty, ale i pro zadjemce o historii védy a jeji postaveni
ve spolecnosti a ve vzdélavacim systému.
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