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MATEMATIKA

Jak souvisi Apolloniovy kruznice
s elipsou?

JIRI BLAZEK — PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Z4ci mohou poznat elipsu nejprve nazorné, jako fez kuZelové plochy
rovinou ur¢itého sklonu. Tato pfedstava o kfivce mnoho nevypovida, tak
je vhodnéjsi definovat ji jako mnozinu boda danych vlastnosti. Vétsinou
se muzeme setkat s nékterou ze t¥i nize uvedenych definic?). Ekvivalence
prvnich dvou se nazorné dokazuje uzitim stereometrie, vlastnost z treti
definice lze odvodit napfiklad metodou soufadnic.

Stereometrické vahy vyzaduji prostorovou predstavivost. Nedala by se
ekvivalence vSech tii definic dokdzat jen pomoci planimetrie? Odpovéd na
otazku je kladnd a jeji hledani vede k zajimavym poznatkim.

Definice 1 (Apollonius z Pergy, KuZelosecky, II11.52)

Elipsa je mnozina A v8ech bodti P v roving, které maji soucet vzdale-
nosti od danych dvou bodt F; a F» roven éislu 2a > |Fy Fa| = 2e. Body
Fy a Fy se nazyvaji ohniska elipsy, stied S tsecky Fy Fy je stredem elipsy.

Body P takto definované elipsy lze snadno sestrojovat pomoci 7idici
kruznice k(F»;2a). Ke zvolenému bodu N na kruznici je P prusecikem
osy o usecky FiN s tseckou FoN (obr. 1).

Definice 2 (Pappos z Alexandrie, Sbirka, Kniha VII)
Elipsa je mnozina B vSech boda P v roviné, které maji od daného bodu

1V zéavorce za nazvem definice je vzdy odkaz na prvni znamé dilo, v ném? je dana
vlastnost uvedena.
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Fy a dané primky d, jez neobsahuje bod Fj, konstantni pomér vzdalenosti

|PFy |

Primka d se nazyva tidici primka elipsy, bod Fi je jeji ohnisko.

Obr. 1 Elipsa a jeji fidici kruznice

Obr. 2 K definicim 2 a 3

Definice 3 (Archimédes, O konoidech a sféroidech)

Necht je dana kruznice ¢(S;a) s pramérem AB. K bodu M € c—{A, B}
sestrojme jeho kolmy pramét () na tsecku AB a na polopfimce QM bod
P tak, aby platilo

1Pol b _, @)
(MQ|  a

kde b je dané kladné ¢islo, mensi nez a. Mnozina C vSech takovych boda P
doplnéna o body A a B se nazyva elipsa. Cisla a a b nazgvame (v daném
pofadi) hlavni a vedlejsi poloosa elipsy a c je vrcholovd kruznice elipsy.
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Harmonicka ¢étverice bodu a Apolloniova kruznice
Ctvefice (F, E, K, L) kolinearnich bodfi se nazyva harmonickd ctverice
bodu, pravé kdyz plati

FK| _|FL|
|EK\_|EL|_)\7£1' (3)
Trojici (F,K,L) (resp. (F,K,L)) snadno doplnime na harmonickou
¢tvefici (F, E, K, L) konstrukci zndzornénou na obr. 3, kde FT' L KL aT
je bod dotyku teény ¢ z bodu E ke kruznici h s pramérem K L. (Dikaz kon-
strukce, stejné jako diitkaz nasledujiciho tvrzeni, neuvadime. Je dostupny
v ¢lanku [1].)

Obr. 3 Harmonické étverice bodi a Apolloniova kruznice

Harmonickéa ¢&tvefice (F, E, K, L) jednozna¢né urcuje pomér A dany
vztahem (3) a tzv. Apolloniovu kruZnici h s pramérem K L, jez je mnoZzinou
vSech bodi X dané roviny s vlastnosti

[FX| _

x| =N (4)

Apolloniovu kruznici h uréenou ¢tvefici (F, E, K, L), resp. dvojici (F, E)
a pomeérem A, budeme znacit hpgkr, resp. hrg .
Eukleidovu vétu o odvésné 1ze pro trojuhelnik F.ST zapsat ve tvaru

r? =|FS|-|ES|, (5)

ktery upozornuje na souvislost s kruhovou inverzi.

Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019 83



Zakladni objekty a vztahy spoleéné mnoZinam A, B a C

Zavedenim vztahu

a® = b* 4 ¢? (6)
ozfejmime souvislost definic 1 a 3 (obr. 4). U mnoZiny C nadm tento vztah
umozniuje dodefinovat excentricitu e a ohniska F, Fy jako body tisecky AB
vzdalené od jejiho stiedu S o délku e. U mnoziny A pomuze analogicky
zavést vedlejsi poloosu b a vedlejsi vrcholy C, D elipsy. Neni tézké pomoci
definice 1 ovéfit, Ze i pro mnozinu A plati |AS| = |BS| = a. Body A, B
nazyvame hlavni vrcholy elipsy.

Dopliime déle trojici bodu (F1, K, L), kde K a L jsou priseéiky kruz-
nice k(Fy;2a) s pfimkou AB, na harmonickou ¢tvetici (Fy, E, K, L). Stfed
tsecky E'F} oznacme O a jeji osu d. Ukézeme, ze d je fidici pfimka z defi-
nice 2.

Vztah (5) lze pro nasi situaci zapsat ve tvaru

(2a)® = |F1 Fy| - |EFy|, (7)
z néjz pomoci obr. 4 uré¢ime
2a? EF. 2
Ry =2 jos| = R @
e 2 e
a
b2
|OE| =|OF| =|0S| —e= ~
Déle zjistime, ze
|AFy|  |AFy| a—e _€
|Ad| — |AO|  |OFi|—(a—e€) a’
|BF1| _|BFi|  ed+a e
|Bd|  |BO| a+|0S| a
a

|DF1| o |CF1| _ |CF1| (&

Dd[ — |Cd] ~ Jos] ~ Y a2

Qo

Analogicky lze ovéfit, ze téz

‘KF1| - ‘LFl‘ - e

|[KE| |LE| a
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Obr. 4 Prvky spole¢né mnozindm A, B a C

Uvedené vysledky vedou k predpokladu, ze v konfiguraci na obr. 4 je
mnozina B déna ohniskem F7i, fidici pfimkou d a konstantou

: (8)

e
c—= =
a
jez se nazyva relativni excentricita.

Vidime, ze mnoziny A, B, C maji na obr. 4 spole¢né body A, B, C a D,
stejné tak i veli¢iny a, b, e a €. VSem tfem mnozindm jsou pfifazeny tataz
ohniska Fj a Fy, bod S i kruznice k a ¢, rovnéz tak i body F, O a p¥imka d.
Ctenéi se jisté snadno presvédéi, ze kterakoliv z trojic (F, Fy, a), (F1,d,€),
(A, B,v) jednozna¢né urcéuje vSechny vyjmenované prvky.

Navic plati nasledujici tvrzeni.

Véta 1

Vrcholova kruznice elipsy je Apolloniovou kruznici ¢ = ¢p 0. = cr04B-
Ridici kruznice elipsy je Apolloniovou kruznici k = kp, g = kr, pxL-

Véta 2

Mnoziny A, B a C jsou soumérné podle pfimek AB a C'D, které v daném
pofadi nazyvame hlavni a vedlejsi osa elipsy a znacime o1 a oy. Jsou tedy
soumeérné i podle jejich pruseciku S, tzv. stredu elipsy.
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Diikaz. Soumérnost mnozin A4 a C podle obou os je zfejmé z jejich definic.
Ztejma je i soumérnost mnoziny B podle osy 01. Dokazeme jeji soumérnost
podle osy os.

Obr. 5 K dikazu symetrie mnoziny B

Ozna¢me P libovolny bod mnoziny B rtzny od bodi A a B. Bod H
je pata jeho kolmice na Fidici pfimku d (obr. 5). Apolloniova kruZnice
h = hp, ue prochdzi bodem P a protind polopfimku HF; v bodech X
a Y. Z rovnosti

_IRX| _|RA|_|RBY| _|RB]
|HX| ~ |0A| — [HY| ~ |OB]

a vlastnosti rovnobézného promitani plyne AX || OH | BY a odtud
kolmost tise¢ek AX a BY na pfimku AB.

Osa péasu ohrani¢eného rovnobézkami AX a BY je kolma na AB a
prochézi stfedem kazdé jeho ptic¢ky. Prochazi tedy stfedem Syy priméru
XY kruznice h i stfedem S tsecky AB. Je to primka oo, vedlejsi osa elipsy.

Pokud je piimka HP seénou kruznice h, pak jeji pruseéik P’ # P
s kruznici patii také do mnoziny B a je soumérny s bodem P podle osy
02, protoze tétiva PP’ je kolmé na osu oy kruznice h. Je-li HP te¢nou
kruznice h, pak je bod P v soumérnosti podle oy samodruzny.

SloZenim symetrii s osami 01 a oy vznikd soumeérnost podle stiedu S.

Dukaz ekvivalence definic 1, 2 a 3
Nejprve uvedeme pomocnou vétu, kterd ma Sirsi vyuziti.

Véta 3
Pro kazdy trojuhelnik ABC s vnitinim bodem D strany AB plati

|BC|? = |BD| - |BA|, pravé kdyz | DCB| = |QxCAB].
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A D B

Obr. 6 Ilustrace k vété 3

Diikaz. Z prepisu vztahu |BC|? = |BD| - |BA| na tvar

|BC|  |BD|
|BA|  |BC|

plyne, Ze trojuhelniky ABC a CBD jsou podobné podle véty sus. Sho-
duji se totiz v poméru stran prilehlych spole¢nému thlu pti vrcholu B.
Z podobnosti plyne [ DCB| = |XCAB|.

Obréacens, plati-li | DCB| = |[tCAB)|, pak jsou trojihelniky ABC' a
CBD podobné podle véty uu. Z podobnosti plyne |BC|*> = |BD| - |BA|.

Poznamka 1

Ctenaf si patrné uvédomil souvislost véty 3 s Eukleidovou vétou o od-
vésné. Snadno lze téz nahlédnout, Ze je pfimka BC' tefnou ke kruznici
opsané trojihelniku ADC a body A, D jsou vzor a obraz v kruhové in-
verzi se zakladni kruznici z(B; |BC|).

Véta 4
Definice 1 a 2 jsou ekvivalentni.
Diikaz. Mame dokazat A = B. Vime jiz, ze
ogNA={A, B} =01NB.

Necht P ¢ o0 je libovolny bod mnoziny A. Ozna¢me N jeho urcujici bod
na Fidici kruznici k a H' prisecik tise¢ky EN s piimkou d (obr. 7).

Uplatnénim vztahu (5) a véty 3 na trojihelnik FF5 N s bodem Fj uvnitf
jeho strany EF, zjistime, ze [ F1NFy| = [ Fo EN|. Rovnoramenné troj-
thelniky EF1H' a NF,P tedy maji pii svych zakladnich shodné thly,
jejichz velikost oznacime ¢.

Ctyithelnik H'Fy PN je vepsan do kruznice, nebot |XFyH'N| = 2¢
(vné&jsi thel trojuhelniku EFy H') a [ NPF;| = 180° — 2¢ (viz trojihelnik
NF; P). Z vlastnosti obvodovych hla nahlédneme, Ze

X H'P| = ¢ = | PH'N].
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41%.
A0

Obr. 7 K prvni ¢asti dikazu véty 4

Piimky PH' a d jsou osy uhli riznobézek EN a FyH'. Jsou tedy na
sebe kolmé a pata H kolmice z bodu P elipsy na pfimku d je totozna
s bodem H’. (Kdyby tomu tak nebylo, dojdeme ke sporu se sou¢tem whli
v trojuhelniku HH'P.)

Z rovnosti |XINEF| = [SPHF,| a |[XENF;| = |XHPF;| (obvodové
ahly) plyne podobnost trojihelniktt NEF; a PHF; (obr. 7). Zniaz Apol-
loniovy kruznice k obdrzime vztah (1):

PR| _ |FP| _|FAN| _ |FK|
\Pd| — [HP| ~ |EN| _ |EK]

Dokézali jsme, ze kazdy bod mnoziny A patii do mnoziny B. Ukidzeme
jesté, ze zadné dalsi body mnozina B neobsahuje.

d C]‘
Z! m() R'
71 Mo IR m

Obr. 8 K druhé ¢asti dukazu véty 4

Body piimky o; jiz nemusime uvazovat. Zvolme tedy bod P’ ¢ o, a
ozna¢me P prisecik mnoziny A s polopfimkou F; P’ (obr. 8, existenci
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pruseciku zaruéuje poloha bodu F}). Uzitim oznaceni z obr. 8, kde ¢ L o1,
a stejnolehlosti trojihelniktt F; PR a F} P’'R’ dostavame

TPzl T Im+ml

(9)

;AP kn B n
TIPZ] " Tl Tt ]

(10)

kde k € (0,00), pokud ovSem piijmeme dohodu, Ze délce m pfifadime
zdporné znaménko, pravé kdyz body P a P’ lezi uvnit¥ poloroviny ¢O.
Ze vztaht (9) a (10) plyne, ze ¢’ = ¢, pravé kdyz k = 1 (tzn. P’ = P).

Poznamka 2

Tvrzeni B C A plyne také ze symetrie mnoziny B podle osy os:

Jsou-li O, F» a d’ obrazy bodu O, F; a ¥dici pfimky d v soumérnosti
podle osy o0y (obr. 9), pak pro libovolny bod P mnoziny B a jeho obraz P’
v téze soumérnosti plati

_|RP| _|RP|  |FP| |F\P|+ |FyP| _ e|HP|+¢|H'P|

= = — =
T HP| _ |HP|  |H'P| |HP|+|H'P|  |HP|+|PH

Odtud a z obr. 9 obdrzime

2
|FLP| + |FoP| = |HH'| - e = 2|08] - e = 2% - £ = 2a.
€ a

0'
S Fz/B
0, d’
Obr. 9 K dukazu B C A uzitim symetrie

Poznamka 3

Dukaz véty 4 odhalil poznatek, Ze kolmy primét H bodu P elipsy na
fidici pfimku lezi na pfimce EN. Tento fakt umoznuje jednoduchou kon-
strukci téch bodt elipsy, jez maji od hlavni osy o; vzdalenost y:

Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019 89



Bodem H zvolenym na pfimce d ve vzdalenosti y < b od osy o; vedeme
piimku p || 0;. Bod N sestrojime jako prusecik polopfimky EH s Fidici
kruznici £ a hledany bod P je prisecikem primky p s tseckou N F5. Na
obr. 10 jsou sestrojeny dva z moznych ¢tyf takovych bodi.

Obr. 10 Konstrukce bodu elipsy, které maji od hlavni osy vzdalenost y

Véta 5
Definice 2 a 3 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Méame dokazat C = B. Vime, ze o1 NC = {A, B} = 01 N B. Necht
M ¢ o1 je bod vrcholové kruznice ¢ = ¢p,0.¢, @ je jeho kolmy priimét na
osu 01 a P je ten bod mnoziny B, ktery lezi na polopfimce QM.

G ML—K’R

p
0” 0

I g 0,
dl N\ *¢

Obr. 11 K dukazu véty 5

Pii oznaceni podle obr. 11 plati

|PFi| =¢es <e-|MO| = |MFy|.
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Proto lezi bod P uvnit¥ tsecky QM. Navic je jen jeden, nebot délka | X F |
roste se vzdéalenosti | X Q| bodu X polopfimky QM.
Z podminky (1) pro bod P a faktu M € ¢ dostavame

PR, | IMRP_,
Pdp 0P

Levé strany obou vztaht vyjadiime pomoci symbolid p, ¢, s, u vyzna-
¢enych na obr. 11 a po tpravé dostaneme

W Hp =" a uP+¢* ="+
Odeétenim obou rovnosti ziskdme

p2 _ q2(1 o 62) —_ q2]/2
(nebot z (6) plyne 1 — &% = v?) a odtud po odmocnéni vztah (2).
Dokézali jsme B C C. Prepoklddejme obracené, ze P € C a P ¢ o5.
Analogickym postupem sestrojime polopfimku QP s bodem M v jejim
prisec¢iku s kruznici ¢ a pomoci obr. 11 zjistime

P =122 a u=|FMP?—q® =22+ ) — ¢ = 2% — 2.
Odtud p? + u? = €252, neboli |PFy| =¢-|Pd|.

Zavér

Cilem clanku bylo seznamit ¢tenaie s netradiénim pohledem na elipsu.
Prizkum jejich vlastnosti s vyuzitim Apolloniovych kruznic odhalil kon-
strukci bodua elipsy, s kterou jsme se v literatufe nesetkali. Postup lze
aplikovat i na hyperbolu. Clanek je vSak vzhledem k rozsahu a ptivodnimu
zaméfeni omezen jen na elipsu. Souvislosti s ostatnimi kuzeloseckami zve-
fejnime v dalsim prispévku.

Literatura

[1] Leischner, P.: Polibky kruznic — Intermezzo. MFI, roé. 24 (2015),
¢. 3, s. 177-184. Dostupné na: http://www.mfi.upol.cz/index.php/mfi/
issue/view/16
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Diikazy a dikazové tillohy
v planimetrii

LENKA JUKLOVA - JAROSLAV SVRCEK
Piirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Problematika rtznych typt a metod pouzitych dikazt v planimetrii je
urcena predevsim matematicky zdatnéjsim stredoskolaktim a jejich ucite-
lam. Cilem tohoto prispévku je prezentace zakladnich dukazovych metod
(viz napt. [4]) pfi FeSeni (nékolika) vybranych tloh z oblasti elementérni
geometrie.

Pripomenime jesté, ze mezi zdkladni typy dtikazti metrickych a polo-
hovych vlastnosti v planimetrii fadime dikazy shodnosti dvojice tsecek,
shodnosti dvojice uhlid, rovnobéznosti dvojice pfimek, kolmosti dvojice
primek, kolinearity t¥{ a vice bodt v roviné (t¥i a vice bodi lezi na téze
primce), konkurentnosti tii a vice pfimek v roviné (tii a vice pifimek pro-
chézi spole¢nym bodem), koncykli¢nosti ¢tyf a vice bodt v roviné (&tyfi
a vice bodi lezi na téze kruznici) [5, 6, 7].

Pri feseni zakladnich typa dukazovych tloh lze vyuzit rozmanitych tech-
nik, které jsou vSak obecnéji zafazeny mezi ¢tyfi zndmé (a to nejen v geo-
metrii pouzivané) metody dikazt, viz [4]. Jednd se predevSim o dikaz
primy, dale o dukaz neprimy, kdy dokazujeme vétu ve tvaru implikace
vyrokl (vyrokovych forem) za pouziti obménéné (kontraponované) véty.
Pro ditkaz obménéné véty pak pouzijeme jinou dikazovou metodu. Kromé
téchto dvou zakladnich metod se pfi diukazech v planimetrii neziidka se-
tkavame také s diikazy sporem a s diikazy vyuzivajici princip matematické
indukce. Zvlastni postaveni pii feSeni dikazovych tloh zaujimé tzv. dplnd
indukce, kterd vyuziva rozkladu nekonec¢né mnoziny zkoumanych objektt
na t¥idy, jichz je konecné mnoho. Dikaz pak staci provést vzdy pro jednoho
reprezentanta uvazované t¥idy rozkladu.

V dalsi ¢asti pfispévku budou prezentovana feseni nékterych vybranych
dikazovych 1loh, a to za pouziti konkrétnich vyse uvedenych dikazovych
metod.
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Piimy dukaz

V nésledujicim (prvnim) pfikladu bude prezentovan piimy diikaz jedno-
duché vyrokové formy, ve druhém prikladu je pak uvedena ukazka pfimého
dikazu slozené vyrokové formy ve tvaru logické ekvivalence.

Priklad 1

Necht ABCD je rovnoramenny lichobé&znik (AB || CD), jemuz lze ve-
psat kruznici. Dokazte, Ze jeji prumér je geometrickym priameérem délek
obou zékladen.

Resend. Uvazujme teénovy rovnoramenny lichob&znik ABCD se zaklad-
nami AB, CD. Necht k je kruznice jemu vepsand a r jeji polomér. Oznacme
déle délky jeho stran |AB| = a, |CD| = ¢ (a > ¢) a |[BC| = |DA| = b.
Protoze lichobéZznik ABCD je te¢novy, plati

a+c=2b (1)

p__Q_c
~

/ .
A R F
Obr. 1

Body dotyku kruZnice k se zdkladnami AB, C'D oznacme po fadé R, Q.
Vzhledem k tomu, ze lichobéznik je rovnoramenny, jsou body R a @ stiedy
jeho zdkladen. Ziejmé také |QR| = 2r = d, kde d je pramér kruznice k.
Ozna¢me déle E patu kolmice z vrcholu C k zakladné AB. Pak plati
|QR| = |CE|, a QREC je tudiz pravouhelnik o stranach délek %c, d.
Trojtthelnik BCE je pravothly, kde |EB| = 1(a — c). Z Pythagorovy véty
koneéné plyne (viz obr. 1)

#or-(5-5)

Po dosazeni za b = 1 (a + ¢) z (1) dostdvadme po snadné tpravé d? = ac,
tj. d = /ac, coz jsme chtéli dokazat.
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Komentdr: V dikazu jsme vychazeli ze znamych skutecnosti a fakta. Vy-
tvorenim postupného Fetézce nékolika platnych, na sebe navazujicich im-
plikaci, jsme dosli k dokazovanému tvrzeni, viz napf. [4]. Podobné postu-
pujeme i v nésledujici tloze.

Piiklad 2

Necht K, L, M jsou po fadé stiedy stran BC, CA, AB trojihel-
niku ABC'. Dokaite, Ze rovnost [ MCB| = [ CAK]| plati, pravé kdyz
|XCLB| = | AMC]|.

Resend.

(i) Predpoklddejme nejprve, ze [ MCB| = [XCAK]|. Oznacme T t&zisté
trojihelniku ABC. Usecka M L je stfedni piickou v trojihelniku ABC,
a je tedy rovnobézna se stranou BC. Pfimka C'M protind rovnobézky
BC a ML v bodech C' a M, takze z vlastnosti stfidavych ahla a
uvedeného predpokladu plyne

[k MCB| = [ CML| = [X LMT| = | LAT| = |4 CAK].

C

M

Obr. 2

Odtud plyne, ze AMTL je tétivovy Gtyfuhelnik, nebot velikost vniti-
niho thlu AMT je rovna velikosti vnéjsiho thlu u protéjsiho vrcholu L.
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Plati tedy
[XAMT| = |XAMC| = | CLB| = | CLT|,
a tudiz [XCLB| = [ AMC|. Tim je diikaz ¢asti (i) uzavien.

(ii) Necht naopak plati [t CLB| = |t AMC'|. Obracenou implikaci snadno
dokazeme provedenim opac¢ného postupu. Vyjdeme pritom ze skutec-
nosti, ze ¢tyfahelnik AMTL je tétivovy.

Tim je tvrzeni tlohy dokazéano.

Nésledujici tloha je urcena pro ¢tenafe k procviceni metody primého
dikazu, k jejimu feSeni lze vyuzit napiiklad vhodné zvoleného otoceni.

Priklad 3 Jsou dany dva razné ¢tverce ABCD a DK LM se spoleénym
vrcholem D (vrcholy jsou popsané ve stejném smyslu). Ozna¢me E stfed
use¢ky AM a F patu kolmice z bodu D k pfimce CK. Dokazte, Ze body
D, E, F lezi na téze piimce (jsou kolinedrni).

Nepiimy dukaz a dukaz sporem

Pri feSeni nasledujici dlohy bude prezentovana metoda neprimého di-
kazu a soucasné i metoda dikazu sporem (v diikazu obménéné véty).

Priklad 4

Necht trojuhelnik ABC nemé zadné dvé strany shodné, pak jej nelze
rozdélit zadnou pfickou na dva shodné nepiekryvajici se trojuhelniky. Do-
kazte.

Resend. Ulohu dokéZzeme nepiimo. Uvedme nejprve obménénou vétu k vété
dané: Pokud trojuhelnik ABC' lze rozdélit nékterou prickou na dva shodné
neprekryvajici se trojuhelniky, pak aspon dvé jeho strany jsou shodné.
Dtikaz tohoto tvrzeni (ve tvaru implikace) provedeme sporem.
Predpoklddejme, Ze trojuhelnik ABC' lze rozdélit na dva shodné nepte-
kryvajici se trojuhelniky a pfitom zadné dvé jeho strany nejsou shodné.
To lze ucinit pouze pomoci piicky trojuhelniku, ktera prochazi jednim
vrcholem a protind jeho protéjsi stranu. Bez Ujmy na obecnosti vedme
vrcholem A p¥imku p tak, aby protala stranu BC v bodé D. Piimka p roz-
déli trojuhelnik ABC na dva nepfekryvajici se trojuhelniky ADC a ADB
(obr. 3) se spole¢nou stranou AD. Pfedpoklddame dale, ze tyto troja-
helniky jsou shodné, tj. plati bud |CD| = |BD]| a soucasné |AC| = |BC],
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nebo |CD| = |AB| asoucasné |BD| = |AC|. DokéZeme, Ze ani jedna z vyse
uvedenych moznosti nenastane.

Pokud |CD| = |BD| a soudasné |AC| = |BC|, je trojuhelnik ABC
rovnoramenny, a tudiz aspomni dvé€ jeho strany jsou shodné, coz je spor
s predpokladem.

Obr. 3

Je-li |CD| = |AB| a soucasné |BD| = |AC|, maji shodné trojihel-
niky ADC' a DAB shodné odpovidajici si thly pii vrcholech A a D, tj.
X DAC| = [ ADB|, |XACD| = [ DBA| a |XCDA| = |[xBAD]|. Body
B, C, D lezi na téze primce, tudiz thel BDC' je pfimy. Zfejmé pak

|XCAD| + |XDAB| = X ADB| + |[<CDA| = 180°

a body A, B, C jsou koline4rni, coz je opét spor, nebot A, B, C jsou
vrcholy trojuhelniku.

Piimka prochazejici vrcholem trojuhelniku ABC' a protinajici protéjsi
stranu tedy nemuze rozdélit trojuhelnik ABC na dva neptekryvajici se
shodné trojthelniky, pro néz plati |AC| = |BD|. Tim je dikkaz uzavien.

Nasledujici lloha poslouzi k procviceni techniky diikazu sporem.

Priklad 5 (40. Turnaj mést, 2018/2019)

Nechf vnitini thel pfi vrcholu A rovnobéZniku ABCD je ostry. Na
strané AB je zvolen bod N tak, ze |CN| = |AB|. Pfedpoklddejme, Ze
kruznice opsané trojuhelniku CBN se dotykd pfimky AD. Dokazte, ze
jejim dotykovym bodem je vrchol D.
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Uziti principu matematické indukce

V tadé ditkazovych tloh z oblasti tzv. kombinatorické geometrie, v nichz
se jedna o vyplnéni pravothlych tabulek danymi polyminy, se ¢asto vyuziva
principu matematické indukce. Nasledujici tloha je toho dokladem.

Priklad 6

Dokazte, ze pro vSechna n = 6k + 3, kde k je pfirozené ¢islo, lze ctver-
covou tabulku n x n vyplnit L-triminy, tj. triminy ve tvaru pismene L
(obr. 4).

Obr. 4

Reseni. Ukazeme, Ze pro kazdé k > 1, tj. pro n = {9,15,21,...}, lze ta-
bulku (6k+3) x (6k+3) vyplnit pozadovanym zptisobem. Dtikaz provedeme
uzitim principu matematické indukce vzhledem ke k.

(i) Pro k = 1 (tj. pro ¢tvercovou tabulku 9 x 9) je jedno z moZnych
vyplnéni tabulky uvedeno na obr. 5.

o T

—I—J
DR
-

Obr. 5

o1

(ii) Predpokladejme dale, ze tabulku (6k + 3) x (6k + 3) pro urcité k > 1
lze L-triminy vyplnit pozadovanym zptisobem. Ukédzeme, ze pomoci
L-trimin Ize vyplnit také ¢tvercovou tabulku pro k + 1, tj. tabulku
(6k +9) x (6k+9).
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(6k + 3) x (6K + 3)

6 x (6k +9)

(6k + 3) x 6

Obr. 6

Cést takové &tvercové tabulky o rozmérech (6k + 3) x (6k + 3), vlevo
nahofe na obr. 6 doplnime o blok (6k + 3) x 6 (obr. 6, vlevo dole) a
o blok 6 x (6k + 9) vpravo tak, abychom dostali ¢tvercovou tabulku
(6k +9) x (6k + 9). Oba bloky jsou typu 6 x 3¢, kde ¢ je pfirozené
¢islo, pficemz kazdy blok typu 6 x 3 lze snadno vyplnit pozadovanym
zpusobem, viz napt. obr. 7.

L L L

Obr. 7

Tim je dokazano tvrzeni také pro k + 1.

Spojenim obou krokt (i) a (ii) je tak dokazéno, ze dané tvrzeni plati
pro v8echny ¢tvercové tabulky typu (6k + 3) x (6k + 3), kde k& > 1.

Priklad 7 (53. MO — C-I-1)

Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n, které je vétsi nez 3 a neni
délitelné tfemi, plati: Sachovnici n x n lze roziezat na jeden &tverec 1 x 1
a obdélniky 3 x 1.
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Priklad 8 (5. Srbskd MO, 1998)

Dokazte, ze pravothelnikovou tabulku 6m x 2n, kde m, n jsou pfirozena
¢isla (n > 1), 1ze vyplnit (bez pfekryvéani) L-triminy z piikladu 5, pfi¢emz
zadny obdélnik typu 3 X 2 neni vyplnén dvéma L-triminy.

Uplna indukce
Na zavér uvedeme ukazku diikazu klasického tvrzeni z oblasti vypocetni

geometrie, ktery vyuziva dplnou indukci.

Priklad 9 (kosinova véta)
V libovolném trojthelniku ABC' se stranami |[AB| = ¢, |BC| = a,
|CA| = b a vnitfnimi dhly «, 3, v (pfi obvyklém oznadeni), plati

a® = b% 4 ¢ — 2bccos o,

b? = a? + % — 2accos 3,

2 = a® +b?> — 2abcos .
Dokazte.

Reseni. Kazdy trojthelnik je bud ostrothly, nebo pravothly, nebo tupo-

hly (nélezi tedy pravé do jedné t¥idy rozkladu mnoziny vSech trojihel-

nikt). Tvrzeni nyni dokdzeme pro libovolného reprezentanta kazdé tfidy.

(i) Ostrothly trojuhelnik ABC' (a0 < 90°). Uvazujme vysku v, ke strand
AB, jeji patu ozna¢me V.. Necht |AV,| = x; zfejmé ¢ > z. Pravothlé
trojuhelniky AV.C a CV.B maji shodnou odvésnu CV,. Pro trojtahel-
nik AV.C z Pythagorovy véty plyne v> = b?> — 22 a dale x = bcos a.
V pravotthlém trojthelniku BV.C plati v = a® — (c—x)?, viz obr. 8(i).
Odtud plyne

b2 2

—2?=a®>— (c—x)?

a po upravé a dosazeni za x obdrzime pfimo kyzeny vztah
a2 =0+ —2cx = b+ ¢? — 2bccosa.

(ii) Pravouhly trojahelnik ABC' (o = 90°). V tomto pravouhlém trojthel-
niku s pfeponou a plati Pythagorova véta

a2 =02+ =b>+ % — 2bccos90°.

Tim je dikaz pro a = 90° proveden.
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(iii) Tupouhly trojuhelnik ABC (o > 90°). Uvazujme vysku v. ke strané
AB, jeji patu ozna¢me V.. Necht |AV,.| = z, zfejmé |V.B| = = + ¢
(obr. 8). V pravouhlém trojuhelniku AV,.C ma thel pfi vrcholu A
velikost 180° — «, a tedy

x = bcos(180° — a).
Dale uzitim Pythagorovy véty v trojuhelniku AV,.C' obdrzime rovnost
v? = b? — 22
a v trojahelniku BV_.C pak rovnost
v2 =a®— (c+x)

Porovnanim pravych stran obou poslednich rovnosti a po snadné tpraveé
mame
a® = b? + 2 + 2cx = b% 4 ¢? + 2bccos(180° — ).

Vyuzitim rovnosti cos(180° — o) = — cos o kone¢né dostavame
a? =b% 4 ¢® — 2bccos a,

coz jsme méli dokazat.

ad (iii)
Obr. 8
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Uzitim principu tplné indukce jsme tak dokazali platnost kosinové véty
pro mozné velikosti thlu « a tim je dokézana prvni ze t¥i uvedenych rov-
nosti. Uzitim principu cyklické zamény je pak dokdzazeme i zbylé dveé
rovnosti.

Zavérecnou tlohu, kterd je prevzata z Britské MO (BMO), 1ze Fesit opét
uzitim principu aplné indukce. Je tfeba rozlisit tii pripady pro velikosti
vnitfnfho thlu p#i vrcholu B (ostry, pravy a tupy thel).

Piiklad 10 (BMO 2018/2019)

Je dan trojuhelnik ABC'. Necht ¢ je kolmice k pfimce AB, ktera pro-
chézi vrcholem B. Kolmice k BC, ktera prochdzi vrcholem A, protind
pfimku ¢ v bodé D a osa hrany BC protind pfimku ¢ v bodé P. Patu
kolmice z bodu D k pfimce AC ozna¢me E. Dokazte, Ze trojuhelnik BPFE
je rovnoramenny.
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 253 a 254 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TpXovskych verzich, pfipadné v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz.

Uloha 253
Urcete vSechny funkce f: R\ {0,1} — R takové, Ze pro vSechna redlna
Cisla z € R\ {0,1} plati

1
f (71 = x) =1+azf(a). Pavel Caldbek
Uloha 254
Urcete v8echny dvojice (x,y) celych ¢isel vyhovujici rovnici

2+ay+yi=c+y+5. Jacek Uryga

Dale uvadime Teseni tloh 249 a 250, jejichz zadani jsme zvefejnili v pa-
tém &isle lotiského (27.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 249

V ramci méstského tanec¢niho festivalu vstoupilo i pét divcich tane¢nich
krouzki: hanacky, valassky, romsky, slovensky a ukrajinsky. Vystoupeni
se velmi libila, ale neslo o soutéz. Jitka s Bétkou si vSak fekly, ze si stanovi
vysledné poradi alespon pro sebe. Zacaly tim, ze hanacky krouzek daji vys
nez valassky, a rovnéz ze romsky daji vys nez ukrajinsky.

Stanovte, kolik je moznych raznych vyslednych potradi za téchto dvou
zadanych podminek, jestlize navic uvazime, ze na nékterych mistech muaze
byt i vice nez jeden krouzek. Stanislav Trdvnicek

Resent. Ozna¢me H,V, R, S, U po fadé krouzek hanacky, valassky, romsky,
slovensky a ukrajinsky. Zapisem A > B budeme minit, ze krouzek A bude
zafazen pred krouzek B, podobné A = B Ze jsou na stejném misté. Podle
zadani plati H > V, R > U. Mame urcit pocet potadi krouzki, které
spliuji uvedené dva predpoklady, pricemz krouzky se mohou o dané poradi
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délit. Oznacme s pocet riznych poradi, které zaujimaji krouzky H,V, R, U.
Ziejmé s € {2,3,4}. Diskusi podle s dostaneme:

e Pokud s = 2, potom jediné mozné umisténi ¢ty vyse uvedenych
souboru je H = R > V = U. Slovensky krouzek muze byt pred
H = R, na stejném misté jako H = R, mezi H = RaV = U, na
stejném misté jako V' = U a konec¢né za V = U, celkem tedy pro
néj mame 2s + 1 = 5 moznosti. Proto podmince s = 2 vyhovuje
5 moznych potfadi soubori.

e Pro s = 3 jsou mozna nasledujici rozmisténi vyse uvedenych ctyt
soubort
H=R>V>U H=R>U>YV,
H>R=V>U, H>R>V=U,
R>H=U>V, R>H>V=U.
Stejné jako v predchézejicim, slovensky krouzek muzeme umistit

v kazdém poradi na 2s + 1 = 7 mist. Podmince s = 3 tak vyho-
vuje 6 - 7 = 42 rtiznych poradi soubort.

e Pokud s = 4, zaddny z krouzku H,V, R,U nemizZe byt na stejném
poradi. Pro tyto krouzky tak méme nasledujici moznosti

H>R>V>U, H>R>U>V, H>V>R>U
R>H>U>V, R>H>V>U, R>U>H>V

Slovensky krouzek muzeme u kazdého z téchto pofadi umistit na
2541 =9 mist, celkem nam tak vychazi 6 -9 = 54 rtznych umisténi
danych souborii.

Podle zadanych pravidel tak miizeme pét krouzki umistit celkem
5+42 454 =101

moznymi zptisoby.

Pozndmka. Redakce bohuzel neobdrzela zadné spravné feseni, fesitelé vzdy
néjakou drobnou chybickou byli blizko spravné hodnoty 101.

Netiplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy. Anton Hndth z Moravan
a Jozef Mészdros z Jelky.
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Uloha 250

Uvnitt étverce ABCD lezi bod P, pro ktery plati [AP| =1, |BP|=2a
|CP| = 3. Dokazte, Ze bod P’ soumérné sdruzeny s bodem P podle pfimky
AB lezi na kruznici opsané ¢tverci ABCD. Jozef Mészdros

Resend. Uvazujme otoceni se stfedem B a tithlem otoceni —90°, které zob-
razi vrchol A na vrchol C (viz obr. 1).

D C D,

A B Ch
Obr. 1

Oznac¢me @) obraz bodu P v tomto otoceni, tudiz PBQ je pravouhly rov-
noramenny trojthelnik s pravym tthlem pfi vrcholu B, kde |t BQP| = 45°.
7Z Pythagorovy véty v trojuhelniku PBQ plyne |PQ| = 2v/2. Trojihelnik
CPQ ma délky stran |PQ| = 2v/2, |CQ| = |AP| = 1, |CP| = 3. Podle véty
obracené k vété Pythagoroveé je tedy trojuhelnik C PQ pravouhly s pravym
thlem pii vrcholu @. Mame tak

|XAPB| = |« CP,B| = |<BP,P| + | PP,C| = 45° + 90° = 135°.

Tato skute¢nost je jiz nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby bod
soumeérné sdruzeny s bodem P podle pfimky AB lezel na kruznici opsané
¢tverci ABCD, coz jsme méli dokazat.

Pozndmka. Podle kosinové véty lze dopocitat délku strany ¢tverce

|AB| = \/]AP|2 + |BP|2 —2 - |AP| - |BP| - cos 135° = \/1 4+ 4 + 2/2.

Ulohu s podobnou tematikou muizete najit napi. v knize E. Caldy Mate-
matika pod mikroskopem.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Anton Hndth z Moravan.
Netplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Videoexperimenty jako motivacni
prvek ve viyuce tyziky

ANNA KUFOVA - CENEK KODEJSKA
Ptirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Motivaéni prvky ve vyuce fyziky

Za motivacni prvky pii vyuce fyziky mtzeme povazovat vsechny pro-
cesy, které u zadka vzbudi zajem o dané téma. V obecné rovin€ lze motivacni
faktory rozdélit na pozitivni i negativni s vazbou na razné role motivace
zéku ve fyzice, motivaci nadanych zakt nebo motiva¢ni vyukové techniky
ucitelt fyziky [1].

V dalsim se omezime vyhradné na pozitivni aspekty motivac¢nich prvku.
Zejména mezi uciteli z praxe lze nalézt priklady takovych ¢innosti, které
podnécuji zédkovu zvidavost, chut pfijit nééemu na kloub, vyfesit problé-
movou otazku apod. Za vSechny mtizeme zminit napt. zdbavné didaktické
pisné [2], vyuziti komikst pf¥i vyuce fyziky [3], astronomii jako aplika¢ni
obor riznych ¢asti fyziky [4], arkddové pocitacové hry [5] nebo klasické
¢innosti podporované Skolami jako jsou osvédcéené soutéze, exkurze, po-
¢itacové programy ¢i motivujici klasifikace [6]. V neposledni fadé musime
zminit i jeden z nejmodernéjsich trendti, a to virtualni 3D modely vyuziva-
jici augmentované, tedy rozsirené, reality. Prikopnikem v této oblasti na
mezinarodni Grovni je ¢eskd firma Corinth, s. r. 0. a jeji produkt Corinth
classroom [7]. V Ceské republice v rdmci OP VVV budou v letognim roce
2019 virtualni uc¢ebnou s 3D fyzikalnimi, chemickymi, biologickymi a dal-
$imi modely vybaveny desitky az stovky zakladnich, stfednich i vysokych
skol.
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Motivaéni videoexperimenty

Motivac¢ni videoexperimenty, které byly vytvofeny v ramci bakalaiské
prace autorkou tohoto ¢lanku, lze povazovat za dalsi priklad motivacni
¢innosti ucitele fyziky, ktery muize takové jednoduché experimenty natacet
se svymi zdky af jiz v ramci tvorby studijnich materialtt nebo tieba za
éelem Géasti v riiznych odbornych soutézich typu SOC, apod.

VSechny nize popsané experimenty najdete na www.youtube.com nebo
celkovy prehled na www.matfyz.eu/videoexperimenty.php.

Na Katedie experimentélni fyziky Prirodovédecké fakulty Univerzity
Palackého v Olomouci vzniklo v pribéhu let 2017-2018 devét motivacnich
Sotu, které byly z vétsi ¢asti natoCeny v Laboratori skolnich pokusu, a
nékteré zabéry pak byly dotoceny v exteriéru.

Kazdy experiment mél pfedem zpracovany scénafr, videa byla natacena
digitalni kamerou Panasonic HC-V130 ve full HD rozliSeni, stfih byl prove-
den v programech Windows Movie Maker a OpenShot. Vzhledem k tomu,
ze zvukovy zaznam originalnich scén obsahoval rizné Sumy, byla vsechna
videa predabovéana za pomoci aplikace Hlasovy zaznam v systému Win-
dows, dalsi tpravy byly provedeny v programu Audacity. Do jednotlivych
videi byly dale implementovany riizné problémové otazky, majici u zaka
opét vzbudit zdjem o jejich TesSeni, a nasledné teoretické vysvétleni expe-
rimentu a praktické vyuziti v bézném zivoté. Vznikla tak série témeér pro-
fesionalné zpracovanych vyukovych filmu, které svoji prumérnou délkou
7 az 12 minut davaji uciteli fyziky moznost vyuzit tato videa pfimo jako
motivacni prvek na zacatku vyucovaci hodiny, nebo se tyto Soty mohou
stat pro ucitele ndvodem k vlastni ¢innosti se zaky.

Vzhledem k velké ¢asové narocnosti na natoceni jednotlivych sekvenci
i nasledného zpracovani, jsme se zamérili pouze na nékteré oblasti mecha-
niky a akustiky.

V dalsim textu struc¢né popiseme jednotlivé experimenty, uvedeme né-
které problémy pfi jejich realizaci a na zavér se zminime o jejich vyuziti
v praxi. Teoretickd zdivodnéni jsou uvedena v jednotlivych Sotech a zde
se jimi nebudeme zabyvat.

Fakirovo loZe aneb rozloZeni tlaku

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=Z2B595NUShBM
Experiment se zabyva rozloZzenim tlaku na rtiznych plochach. K pro-
vedeni jsme vyuzili pfipindcky a nafouknuty balének (obr. 1). Pokud ex-
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periment provedeme s jednim nebo dvéma pripinacky, balének v disledku
malé plochy hrotii (a tedy vysokému tlaku) praskne i pfi malé pisobici sile
témétr okamzité. Pii velkém mnozstvi pripinacka (cca 100 ks) se piisobici
sila rozlozi na velkou plochu a k prasknuti balénku nedojde nebo jen za
pusobeni znac¢né tlakové sily na baldnek.

Obr. 1 Fakirovo loze — rozlozeni tlaku na velkém poétu hrott

Problémy s realizaci: Pri prasknuti balénku dojde k rozmetani ptipi-
nacku po okoli, doporucujeme ohradit plochu experimentu néjakym ra-
mem.

VyuZiti v praxi: Pasova vozidla (bagry, tanky apod.), snéznice, lyze.

Vyuziti v hodine: Video lze zatadit do vyuky pfi probirani tlaku a tla-
kové sily, zejména pak pro lepsi pochopeni zavislosti tlaku na velikosti pu-
sobici sily a obsahu plochy, na niz je sila vyvijena. Experiment je vhodny
jak pro zaky zéakladnich, tak i stfednich skol.

Polystyrenova koule v akci: tlak vzduchu a Bernoulliova rovnice

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=bVrBdYDOZYM

Experiment se zabyva demonstraci tlaku vzduchu. Misto obvyklé ¢tvrtky
papiru byl pouzit polystyrenovy balének (obr. 2). Na obrizku jsou sou-
Casné zobrazeny pusobici hydrostaticky tlak a atmosféricky tlak.

Druhé ¢ast experimentu je zaméfend na Bernoulliovu rovnici, kterou
Ize demonstrovat za pomoci polystyrenové koule a fénu na vlasy.

Problémy s realizaci: Pousténi koule je tfeba nacvicit, aby nedoslo k je-
jimu pfedcasnému odtrzeni od hrdla lahve. Cely experiment je vhodné
provadét ve fotomisce, kterd zabrani pfipadnému rozliti vody. V piipadé
druhé ¢asti je nutné pouzit fén s dostate¢nym vykonem proudu vzduchu.

Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019 107


https://www.youtube.com/watch?v=bVrBdYD0ZYM

Vyuziti v prazi: Tlakové lahve, meteorologie a predpovéd podasi, piti
brékem, vysavace a kompresory.

VyuZiti v hodine: Prvni ¢ast experimentu s lahvi je vhodna pro zéky za-
kladnich i stfedni skol. Provedeni lze zaradit na zacatek vyuky, vysvétleni
mohou zkusit formulovat sami zaci po probrani tématu hydrostatického a
atmosférického tlaku. Druhd ¢ast experimentu je uréena pro zaky stfednich
skol, kteri jiz byli seznameni se znénim a disledky Bernoulliovy rovnice.

Obr. 2 Demonstrace u¢inkt atmosférického tlaku

Co dokaze treci sila

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=e2Gnh3mrHLk

V tomto experimentu demonstrujeme neocekavané velikosti tfecich sil.
K provedeni potfebujeme dvé knizky, které list po listu dame vzajemné
do sebe. K odtrzeni obou knizek nesta¢i ani n€kolik zakt tahnoucich za
knizky z opacnych stran. V druhé ¢asti experimentu demonstrujeme tcinky
tfecich sil mezi tuzkou a zrnky ryze v lahvi (obr. 3).

Obr. 3 Treci sily mezi tuzkou a zrnky ryze ve sklenici
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Problémy s realizaci: V pripadé odtrzeni knih je nutné dbat na bezpec-
nost zak1, aby nedoslo k jejich zranéni. V druhém experimentu je potfeba
v jedné lahvi ryzi poradné upéchovat, aby tfeci sily byly co nejvétsi.

VyuZiti v prazi: Pohodlna chtize, sypani naledi stérkem nebo piskem,
vzorované podrazky bot a zimni pneumatiky, brzdové systémy, kulickova
loziska, tfeni ve sportu (horolezectvi, vzpirani, lyZovani, hokej, curling).

VyuZiti v hodiné: Experiment s knizkami mize byt pfijemnym zpestie-
nim hodin fyziky, pokud Zaky pfimo zapojime. Posléze se nabizi moZnost
svétleni 1ze podat praveé formou videa. Pokus s ryzi a tuzkami mizZe realizo-
vat primo ucitel. Video je vhodné jak pro zaky zakladnich, tak i stfednich
skol.

T&Zisté a stabilita tuhého télesa

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=C5rB0_eMhQQ

K provedeni experimentu budeme potfebovat vidlicku, 1zici, paratko,
zapalky a sklenici. Po usporadani experimentu podle obr. 4 zapalime pa-
ratko z vnitini strany. Po dohoteni paratka k okraji sklenice nedojde k po-
nice. V druhé ¢asti experimentu naplnime plechovku od limonady malym
mnozstvim vody tak, aby po jejim naklonéni ztstala v labilni poloze.

Obr. 4 Soustava ve stabilni poloze

Problémy s realizaci: Je nutné nacvicit vyvazeni soustavy 1zice-vidlicka
na sklenici. Podobné je treba natrénovat i postaveni plechovky na hranu.
VyuZiti v prazi: Tankery a trajekty, zavodni automobily, letadla, stabi-

My
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VyuZiti v hodiné: Vzhledem k vétsi celkové délce videa je ve vyuce
vhodné pouzit pouze vybranou ¢ast. Experiment s plechovkou mize byt
zajimavou problémovou tlohou, kdy zaci maji k dispozici plechovku a
do plechovky nalit vhodné mnozstvi vody tak, aby ji vyvazili v labilni
poloze.

Vodni raketa — zakon akce a reakce

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=Ddf IN5zcDeE&t=51s

Video je v podstaté podrobnym navodem, jak vyrobit jednoduchou
vodni raketu z plastové lahve, pevnych karténovych desek, korku a dal-
§ich bézné dostupnych pomiicek. K odpéleni rakety vyuzivame pfetlaku
v lahvi vytvoreného pomoci nozni pumpy. Timto experimentem demon-
strujeme platnost zakona akce a reakce.

Obr. 5 Vypousténi vodni rakety

Problémy s realizaci: Pti vytezavani kiidel rakety a jejich lepeni je nutné
dbat na bezpecnost zakt, aby nedoslo k jejich zranéni. Raketu lze vypous-
tét jediné v exteriéru, napf. na Skolnim hfisti. Pokud byl korek nevhodné
pouzit (Spatné tésni apod.), mohou nastat komplikace a raketa se pred-
¢asné uvolni nebo naopak viibec nevzlétne.

VyuZiti v prazi: Reaktivni motory (proudovy a raketovy), zpétny raz
pusky.

Vyuziti v hodiné: Video lze zafadit do vyuky pfi probirani Newtono-
vych pohybovych zakont. Cilovou skupinou jsou zaci zakladnich i stfednich
skol. Samotna konstrukce vodni rakety miize byt zajimavou naplni projek-
tovych dni s mezioborovym piesahem: spojeni fyziky, vytvarné vychovy
(vytvoreni vlastniho designu rakety) a informatiky (natéceni raket a stiih
videa).
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Jak fezat papirem — energie rota¢niho pohybu

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=wX_SDMw7b70&t=9s

Experiment demonstruje, jak velkd muze byt energie rotacniho pohybu.
K jeho provedeni potiebujeme vrtacku, do niz pomoci sroubu upevnime
papirovy kotoué (obr. 6). Po zapnuti vrtacky lze rychle se otécéejicim ko-
toucem fezat do karténu ¢i plastu. Ve videu je dale vysvétleno, na jakych
veli¢inach kineticka energie rotacniho pohybu zavisi a jak ji lze vypocitat.

Obr. 6 Rezani papirovym kotoucem upevnénym ve vrtadce do plastu

Problémy s realizaci: Papirové kotouce se pfi fezani rychle opotiebuji,
proto je vhodné si jich pred realizaci experimentu pripravit vice. P¥i mani-
pulaci s vrtackou doporuc¢ujeme pouzivat ochranné bryle. Pro vétsi bezpec-
nost lze fezany predmét upevnit napt. do svéraku, aby pfi jeho pridrzovani
rukou nedoslo ke zranéni.

VyuZiti v praxi: Kotoucové pila na dfevo, uhlova bruska, mixéry a sle-
hace.

VyuZziti v hodinée: Kratké a na poznatky docela nenaro¢né video muze
byt zajimavym motiva¢nim prvkem na zac¢atku vyucovani pred probiranim
momentu setrvacnosti a energie rotacniho pohybu. Je vhodné pro zaky
stfednich skol.

Stojaté vinéni a Chladniho obrazce

Adresa: https://wuw.youtube.com/watch?v=VoYPSqZOc-Q&t=9s

V prvni ¢asti videa vytvorime stojaté vlnéni na vlakné. Vibracni repro-
duktor, na némz je vlakno uchyceno, pripojime pfes zesilova¢ k notebooku
jakozto zdroji sinusového signalu. Pro demonstraci volime frekvenci okolo
100 Hz. Druhy konec vlédkna pfidrzujeme rukou. Experiment realizujeme i
netradiéné pomoci sviticiho vldkna (obr. 7).

Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019 111


https://www.youtube.com/watch?v=wX_SDMw7b70&t=9s
https://www.youtube.com/watch?v=VoYPSqZ0c-Q&t=9s

Obr. 7 Stojaté vinéni na sviticim vlakné

V druhé ¢asti videa mame stejnou pracovni sestavu s tim rozdilem, ze
misto vldkna na vibracni reproduktor umistime tenkou kovovou desku,
kterou jemné posypeme krupici. Volime frekvence v rozsahu 400-1000 Hz.
Na kovové desce lze posléze pozorovat Chladniho obrazce rtznych tvart

(obr. 8).

Obr. 8 Chladniho obrazce pfi frekvencich 440 Hz a 800 Hz

Problémy s realizaci: PTi praci se sviticim vldknem je dilezité natréno-
vat jeho uchopeni tak, aby vznikaly stojaté viny a nedochazelo k uvoliio-
vani konce uchyceného na reproduktoru. V pripadé Chladniho obrazci je
nutné mit k dispozici skute¢né hladkou neporusenou kovovou desku.

VyuZiti v prazi: Dechové a strunné hudebni nastroje, chvéni hlasivek,
vibrometrie.

VyuZiti v hodiné: Video lze zafadit na zacatek vyuky pfed probiranim
tématu stojaté vlnéni a chvéni. Je urceno pro zaky stfednich skol.
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Svickova houpacka — princip paky trochu jinak

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=PT_J0aXUDEI&t=10s

Experiment neobvyklym zptisobem demonstruje princip paky pomoci
svicky propichnuté jehlou, ktera je polozena na okraje sklenic a posléze
zapélena (obr. 9). Dochazi ke kmitavému pohybu svicky, ktery vysvétlu-
jeme periodickou zménou sméru vysledného momentu sil.

Obr. 9 Kmitajici zapalena svicka

Problémy s realizaci: Propichnuti svicky jehlou je u nékterych druht
svicek docela naro¢né. Nahtivani jehly, pfipadné i samotné svicky je po-
tfeba nékolikrat zopakovat. Pti velké frekvenci kmitd svicky muzZze dojit
k jejimu padu na zem, proto je vhodné pod sklenice umistit nehoflavy
materidl (napt. alobal).

VyuZiti v praxi: Houpacka, rovnoramenné vahy, ntzky, klesté.

VyuZiti v hodiné: Videoexperiment se svym narocnéjsim vysvétlenim je
vhodny spiSe pro zéky stfednich skol v rdmci probirani momentu sily a
momentové véty. Lze jej vSak pouzit i na zakladni skole s tim, ze by video
mélo slouzit spise jako inspirace pro ucitele, ktery provede pokus pred
t¥idou a vysvétli jej jednodussim zpisobem pomoci ménicich se tihovych
sil pusobicich na konce svicky.

Odstrediva sila s vrtackou

Adresa: https://www.youtube.com/watch?v=Z-XnVcX0z6g&t=148s

Experiment demonstruje Géinky setrvacné odstredivé sily. Pro jeho pro-
vedeni potiebujeme vrtacku, plastovou nddobu s upevnénym Sroubem v je-
jim dné a néjaké lehké drobné predméty (brcka, balénky, kulicky z alobalu
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apod.). Sroub s nadobou uchytime do vrtacky a do nadoby klademe pied-
méty. Po zapnuti vrtacky prevratime nadobu dnem vzhiru. Pozorujeme,
ze predméty stale setrvavaji v nddobé (obr. 10). To vysvétlime pisobenim
setrvacné odsttedivé sily a tfeci sily.

Obr. 10 N&doba s micky pfevracend dnem vzhiru

Problémy s realizaci: Prevraceni vrtacky s nadobou, vyladéni a udr-
zovani stale frekvence otaceni je nutné nacvicit. V pripadé nahlé zmeény
frekvence mohou pfedméty z nadoby vypadnout a zasahnout Siroké okoli.

VyuZiti v prazi: Odstfedivka, pracka, centrifuga pro vycvik kosmonauti.

VyuZiti v hodiné: Video mimo provedeni experimentu zahrnuje i teorii
tykajici se Newtonovych pohybovych zdkont, inercidlnich a neinercialnich
vztaznych soustav a setrvacnych sil. Je tedy vhodné spise pro zaky stied-
nich skol. Video lze zatadit do vyuky jako netradi¢ni formu opakovani
s praktickou ukazkou.

Zavér

V této praci jsme predstavili devét motivacnich videoexperimentt z ob-
lasti mechaniky a akustiky. Popsali jsme problémy, na které jsme v pribéhu
realizace narazili a uvedli jejich feSeni. Dale jsme se zabyvali praktickym
vyuzitim jednotlivych jevll v bézném zivoté. Nékteré experimenty byly
jiz otestovany pfi vyuce fyziky na Gymnaziu, SOS a VOS v Novém By-
dzové, dalsi ovéreni motivacnich u¢inkd na zaky je v pfiprave. Zavérem lze
konstatovat, ze motivaéni experimenty jsou vhodnym nastrojem pro posi-
leni zadjmu zak o fyziku, umoziuji vyucujicimu kreativné zapojit zaky do
vzdélavaciho procesu skrze jejich vlastni ¢innost a v neposledni fadé jsou
i zajimavym namétem praci SOC.
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Rentgenové zareni ve skole
1 mimo skolu 1

MICHAL KLATIL - DANIEL JEZBERA

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kréalové

V roce 2020 to bude 125 let, co némecky fyzik Wilhelm Conrad Rént-
gen pri studiu vyboji v plynech objevil paprsky X, v dnesni terminologii
rentgenové zaieni, a v roce 1901 mu byla za tento unikatni objev udé-
lena v historii prvni Nobelova cena za fyziku. I kdyz si rentgenové zareni
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hledalo svoje praktické uplatnéni postupné, jiz v osnovach fyziky vyssiho
gymnazia z roku 1908 se poprvé objevuje heslo Rontgenovy paprsky a ucéivo
o Rontgenové lampé. V té dobé byly tyto poznatky pochopitelné soucasti
tématu Vyboje v plynech, kam byla zarazena napft. také elektronovd lampa
—trioda. Zakladem uciva byl vyklad funkce klasické rentgenky s hlinikovou
studenou katodou a médénou antikatodou povlecenou vrstvou platiniridia
nebo wolframu. Na obr. la je vyobrazeni rentgenky v udebnici [1], jejiz
prvni vydani vyslo v roce 1936 a posledni, 7. vydani, v némz je rentgeno-
vému zareni vénovana priblizné 1 tiskova strana, bylo vydéano jesté v roce
1949 jako ucebnice pro ctyfleté gymnazium. Pro srovnani je na obr. 1b
snimek rentgenky s zhavenou katodou a rotujici anodou (antikatodou) ze
soucasné ucebnice [2].

Obr. 1 Rentgenky v ucebnicich vcera a dnes

Dalsi vyvoj uciva znamenal pfesun tématu Rentgenové zareni z uciva
elektfiny do optiky, do tematického celku Elektromagnetické zareni. To
miizeme zaznamenat od roku 1955 v ucebnici pro 11. roénik jedenactileté
stfedni $koly [3] a prakticky ve vSech dalsich souborech stfedoskolskych
ucebnic az do soucasnosti. Nahlédneme-li vSak do nejnovéjsi verze Ram-
cového vzdélavaciho programu pro gymnézia (RVP G), je jako ocekdvany
vystup sice uvedeno elektromagnetické zareni a jeho spektrum, samotné
rentgenové zatreni vSak neni v RVP G vibec zminéno. Tim se RVP G lisi
od RVP pro SOS, kde je rentgenové zafeni pfimo zahrnuto do kurikular-
niho ramce. Budeme-li pfedpokladat vyuku fyziky na stfedni kole po celé
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4 roky, zaci by se o rentgenovém zafeni mohli dovédét v poslednim roéniku
pred teorii relativity a atomovou fyzikou. Hodinové dotace fyziky na riz-
nych strednich skolach se zmensuji a tak je i mozné, ze napt. na skole, kde
se fyzika vyucuje pouze v jednom roc¢niku, se o tomto zafeni zaci nemuseji
dovédét viibec.

Rozhodujici pro tvorbu Skolniho vzdélavaciho programu uditelem je
tedy spiSe rozsah a pojeti vykladu uciva v ucebnici, kterou bude ucitel
ve vyuce pouzivat. Ze soucasnych ucebnic je uéivo o rentgenovém zareni
v nejvétsim rozsahu zpracovano v 3. pfepracovaném vydani ucebnice Fy-
zika pro gymnézia. Optika z roku 2002 [2]. V této ucebnici je informacim
o rentgenovém zafeni vénovano celych 9 stran. Obsahem uciva jsou Ront-
genovy experimenty a objev zafeni, konstrukce prvniho rentgenu a vysvét-
leni Laueho experimentu véetné schématu a vysledného vzniklého snimku.
Uveden je zde i vycet vlastnosti zafeni a rozliSeni pojmt brzdného a cha-
rakteristického zafeni. Zbytek ucebnice je vénovan aplikacim. Podrobné
je rozebrana pocitacova tomografie, a to véetné vzniklych snimka. Dalsi
podrobné popsanou aplikaci je rentgenova strukturni analyza, v ramci niz
je vysvétlena i Braggova difrakce a néasledné odvozeni Braggovy rovnice.
V zavéru jsou zminény i moderni aplikace v astronomii, defektoskopii a ar-
cheologii. Vzhledem k pozadavkiim RVP G vsak byl rozsah uéiva v 5. vy-
déni této ucebnice z roku 2015 zkracen priblizné na polovinu.

Uvedeny rozsah uciva o rentgenovém zareni neodpovida jeho soucas-
nému uplatnéni v mnoha prirodovédnych oborech, jako jsou napf. astrono-
mie, strukturni analyza, defektoskopie, lékafstvi, tomografie, archeologie,
krystalografie, kriminalistika a mnohé dalsi. O vyznamu novych poznatkt
z této problematiky svéddci i fakt, Ze z celkového poc¢tu 110 udélenych No-
belovych cen za fyziku jich bylo 7 udéleno pfimo za vyzkum v oblasti
rentgenového zareni. K udeéleni dalSich desitek Nobelovych cen pomohly
vyzkumy rentgenového zafeni v oblasti chemie a mediciny [4].

Cennym prostfedkem pro pochopeni podstaty, vlastnosti a praktického
vyuziti rentgenového zareni jsou experimenty. Jejich realizace samoziejmé
dnes neni mozna pomoci klasické rentgenky a Ruhmkorfova induktoru jako
zdroje vysokého napéti. K dispozici jsou moderni rentgenové aparatury,
které jsou dostupné i pro experimentovani ve skolach. Ve dvou prispév-
cich uvedeme experimenty s aparaturou LD DIDACTIC od firmy Leybold.
V prvnim pfispévku se budeme zabyvat ovéfenim vlastnosti rentgenového
zareni a tématem druhého pfispévku budou principy rentgenové strukturni
analyzy.
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Rentgenova aparatura LD DIDACTIC

Rentgenova komora (obr. 2), se kterou jsou provadény experimenty
popsané v prispévku, je navrzena pro bezpe¢né predvadéni vyznamnych
vlastnosti rentgenového zaieni. I diky hmotnosti komory, ktera ¢ini 41 kg,
jde o pomérné stabilni zafizeni. Rentgenka podle vyrobce generuje ioni-
zujici zareni, které uvnitf komory mtze prekracovat absorbujici davku
10 Sv/h. Takova davka by i po krdtkém expoziénim ¢ase mohla zptsobit
nevratné poskozeni tkané, ba dokonce tmrti. Proto je u samotné kon-
strukce kladen velky diraz na bezpecnost. Presto vsak vzdy trocha zareni
pronikne do okoli. Vyrobce uvadi, ze ve vzdalenosti 10 cm od rentgenky
jde o davku mensi nez 1 ySv/h.

| . Wi,
P @ ee ko

Obr. 2 Rentgenova aparatura LD DIDACTIC: 1 — ovladaci panel s obrazovkou,
2 — rentgenka, 3 — chladici systém, 4 — kolimator, 5 — prostor pro umisténi
experimentu, 6 — GM detektor, 7 — fluorescenc¢ni obrazovka, 8 — bezpec¢nostni
dvirka z olovnatého skla

Rentgenka s médénou anodou, kterad je soucasti aparatury, je chlazena
vzduchem. Anodové napéti rentgenky lze regulovat v rozmezi 0 az 35 kV
a proud v rozmezi 0 az 1 mA. Fluorescenc¢ni stinitko ma pramér 15 cm.
Komora je dale vybavena oto¢nym goniometrem slouzici k uchyceni krys-
talu a Geigerovy—Miillerovy (GM) trubice. Na ¢tyfmistném dvouiadkovém
displeji 1ze zobrazit hodnotu anodového proudu, napéti, ihel otoceni otoc-
ného terciku a GM detektoru, rozsah otaceni, krok otaceni, atd. Otoceni
teréiku je mozné v rozsahu od 0° do 360°. Otoceni GM detektoru pak od
10° do 170°. Nejmensi krok otoceni lze nastavit na 0,1°. Uvnitf komory
jsou vyvody kabelt pro GM detektor, 2 sloty stinéného koaxidlniho ka-
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belu a kanalek pro pfripadné vlozeni vlastnich vodic¢t. Pro lepsi ovladani
experimentt a zdznam dat lze vSechny akce fidit pfes pocita¢ v programu
vyrobce ,X-RAY Apparatus®.

K rentgenové komote jsou dostupné krystaly LiF a NaCl a jiz zminovany
Geigeruv—Miillertiv detektor. Do budoucna lze vsSak pofidit vice druhi
krystald.

Krystal LiF ma rozméry 25 mm x 25 mm x 4 mm. Jeho krystalicka
struktura je kubicka plosné centrovana a udand mezirovinna vzdalenost
¢ini 201 pm. U krystalu NaCl jsou parametry stejné, pouze mezirovinna
vzdélenost je 282 pm. Tyto vlastnosti krystalti se pak uplatni pii expe-
rimentech popsanych v nésledujicim ¢lanku Rentgenové zafeni ve skole i
mimo skolu 2.

Geigerova—Miillerova trubice je naplnéna smési plynd neonu a argonu
s pfimési halogenidu. Pracovni napéti, na které je detektor ptripojen, je
450 V. Odpor pfipojeného rezistoru je 10 Q. Mrtva doba, po kterou detek-
tor neni schopen spravné zaznamenéavat dalsi kvanta, ¢ini ptiblizné 90 ms.

Experimenty s rentgenovou aparaturou a jejich vysledky

S rentgenovou komorou lze provést hned nékolik zajimavych experi-
mentl ovérujici fyzikalni vlastnosti rentgenového zafeni. Prvnim, pro stie-
doskolaky nejlépe predstavitelnym experimentem, je detekce rozlozeni in-
tenzity rentgenového zafeni po prichodu néjakym predmétem pomoci lu-
miniscen¢niho stinitka. Paprsky rentgenového zafeni dopadajici na sti-
nitko excituji atomy luminoforu. Naslednym névratem atomu do zaklad-
niho stavu dojde k vyzafeni fotonu viditelného zareni. Uspofadani tohoto
experimentu je zobrazeno na obr. 3.

ovladaci panel rentgenka fluorescenéni stinitko obrazek na stinitku
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rentgenoveé zafeni papirova krabicka

Obr. 3 Usporadani prvniho experimentu
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Konkrétné je zde mozné pozorovat souvislost mezi hodnotou emisniho
proudu a svétlosti luminiscen¢niho stinitka, stejné jako souvislost napéti
a kontrastu stinitka. Pfi tomto experimentu je tieba zajistit dostatec-
nou tmu v mistnosti z divodu slabého kontrastu luminiscen¢niho stinitka.
K tomuto acelu dobie poslouzi napt. deka, pod kterou lze vzniklé obrazy
prosvicenych predméti fotografovat. Nasledujici obrazek zobrazuje snimky
vzniklé fotografovanim stinitka pii konstantnim nastaveném proudu 1 mA
a pfi proménnych hodnotach napéti. Analogicky experiment lze provést i
s konstantné nastavenou hodnotou napéti 35 kV a proménnou hodnotou
proudu.

I=1mA,U=35kV I=1mA,U=31kV I=1mA,U=27kV

Obr. 4 Prozareny kalkulator pfi konstantni hodnoté proudu

7Z vysledka prvniho experimentu lze pozorovat, ze se vzrustajici hod-
notou proudu, a tedy se vzrustajici intenzitou zareni, svétlost obrazovky
roste. Se vzrustajicim napétim pfi konstantnim proudu (obr. 4) je vidét
vétsi kontrast luminiscenéniho stinitka, protoZze roste intenzita zafeni a
paprsky rentgenového zéareni jsou pronikavéjsi.

7 téchto experimentt si lze povsimnout, Ze rtizné materidly maji riz-
nou pohltivost zareni. Pres kovové Sroubky zafeni takika neproslo, kdezto
pres plastové pouzdro prosla zafeni vétsina. Se vzriastajici intenzitou je
lépe vidét i vnitini struktura prosvécované kalkulacky, a kdyby rentgenka
nebyla omezena svym vykonem, 1ze predpoklddat, Ze pti vyssim napéti by
byla struktura plosnych spoji jesté zretelnéjsi.

Takto jednoduchy experiment poukazuje na dulezitost vyznamu rentge-
nového zafeni pri testovani vnitini struktury materiali a zafizeni v tech-
nické praxi. Na vyznamnou roli vyuziti poukazuje tento experiment i v me-
dicinské diagnostice a v bezpecnostnich slozkach na letistich a u celni
spravy. Na nésledujicich snimcich (obr. 5) jsou zachyceny snimky prosvi-
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cené kufeci kosti v papirové krabiéce (simulujici lidské télo) a do krabice
ukryté détské kapslové pistolky.

Obr. 5 Vlevo: prozafovana krabicka s ukrytymi pfedméty; uprostied: celd a
zlomend kureci kost v papirové krabicce; vpravo: model revolveru v papirové
krabicce

V ramci druhého experimentu se zamérime na dalsi dalezity jev u rent-
genového zafeni, a sice na absorpci a zjisStovani koeficientu atlumu. Roz-
dilné absorpce zafeni v zavislosti na intenzité zafeni, tloustce a hustoté
prozarovaného materidlu se vyuziva v celé fadé aplikaci rentgenového za-
feni, napft. pri rentgenové diagnostice, defektoskopii, archeologii, atd.

Mluvime-li o absorpci, myslime tim ubytek intenzity proslého zareni
néjakou latkou. Zname-li intenzitu zafeni pred prichodem latkou Ry a po
prichodu latkou R, miZeme dopocitat transmitanci (propustnost) mate-
ridlu T podle vztahu (1):

R
T = Ry (1)
Ry R = Rge™#*

W NANANANANNND
NANANANNNND
NANANNNNAND
NANANANANNND

“«——>

Obr. 6 Schéma absorpce zafeni pti prichodu latkou tloustky x
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Upravou nasledujiciho vztahu (2) vyjadiujiciho intenzitu proslého za-
feni, kterd klesi exponenciilné s tloustkou materidlu, pak pro propustnost
ziskdvame vztah (3), nebo po zlogaritmovani vztah (4):

R= Ry o1, @)
T=e"", (3)
InT = —px, (4)

kde T je transmitance, p linedrni koeficient Gtlumu a = tloustka proza-
fovaného materialu. Hodnota koeficientu ttlumu zavisi na hustoté a ato-
movém Cisle prozafovaného materidlu a stejné tak na energii dopadajicitho
zéfeni. Posledni vztah (4) je zndm téZ pod ndzvem Lambertiv—Beertv
zékon [6, 7].

Cilem nasledujiciho méfeni je nejen potvrdit Lambertiv—Beeruv zékon,
ale i prokazat zavislost koeficientu atlumu na atomovém ¢isle prosvécova-
ného materialu.

ovladaci panel rentgenka GM detektor
. i
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rentgenové ;éf"eni meéreny \materiél

Obr. 7 Schéma provedeni nasledujicich experimentu

Vsechna nasledujici méfeni jsou provedena pri nastavené hodnoté na-
péti rentgenky na 30 kV a pii proudu 1 mA. Paprsky nechdme prochazet
nejprve na volno, nasledné papirem, po dobu 120 s a vysledné intenzity za-
feni zaznamename pomoci GM detektoru. Papir je zvolen diky jeho dobré
dostupnosti v riznych a pozvolna se zvétsujicich tloustkéach.
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Z naméfenych hodnot vypocitdme podle vztahu (1) transmitanci, kte-
rou vyneseme do grafu v zavislosti na tlousfce prozafovaného materialu
(graf 1).

T'= I(x) papir

1
08 -
038 B
0.7 ‘\‘

. Fel
0,6
0, \‘k"“—w

I 05 T ]

04 e
03
02
0,1

[

a 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2
X (mm)

Graf 1 Exponencialni z4vislost transmitance na tloustce papiru z

Ze jde skutetné o exponencialni zavislost podle rovnice (3), lze ové-
it zlogaritmovanim transmitance a vynesenim ziskanych hodnot do grafu
opét v zavislosti na tloustce materidlu. Tim bychom podle predpokladu
rovnice (4) méli ziskat pfimku, coz lze jiz vidét na nésledujicim grafu 2.

InT=1n T(x)
0,00
0,20 =
0,40 *
E 0,60
0,80
L2
1,00
=] ;'iﬁ_QF—U 419
1,20 -
0 02 04 06 08 1 12
x (mm) ¢ papir

Graf 2 Linearni zavislost InT na tloustce papiru x

Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019 123



Nameétena linearni zavislost pfirozeného logaritmu transmitance na tlou-
§tce materidlu odpovidé oéekavané zavislosti podle rovnice (4). S vloZenim
linedrni spojnice trendu a zobrazenim jeji rovnice lze z rovnice (4) dopo-
¢itat, Ze koeficient utlumu papiru g = 9,2 em™!. Timto méfenim se tak
podarilo experimentalné potvrdit platnost Lambertova—Beerova zakona.

V tvodni ¢asti bylo feCeno, ze hodnota koeficientu ttlumu zavisi nejen
na energii dopadajiciho zafeni, ale i na hustoté a atomovém ¢isle prozarova-
ného materiadlu. Absorpce rentgenovych paprski je v podstaté zptsobena
excitaci, nebo ionizaci atomi, ktera uvolni elektron z vnitini slupky elek-
tronového obalu. V disledku toho je absorpce silné zavisld na excitacni
nebo vazebni energii elektront, a tedy i na atomovém ¢isle Z.

V nasledujicim méteni se pokusime potvrdit zavislost koeficientu ttlu-
mu g na atomovém cisle materidlu Z. Schéma méfeni odpovida predcho-
zimu experimentu, pouze misto pridavani vrstev papiru, jsou peclivé pro-
méfeny rizné druhy materiala.

K experimentu se podafilo zajistit nasledujici materialy: uhlik, hlinik,
zelezo, méd a zinek. Parametry nastaveni rentgenky a doby méfeni jsou
stejné jako v predchozim experimentu. Zprimérovanou hodnotu intenzity
proslého zafeni zapiSeme do tabulky, ze které s vyuZzitim vzorca (1) a (4)
dopocitame transmitanci a koeficient tlumu jednotlivych prvka. Ziskané
hodnoty vyneseme do grafu zavislosti koeficientu utlumu na atomovém
¢isle. Pro prvky s vyssimi atomovymi ¢isly byla vyuzita i méfeni intenzity
proslého zafeni za stejnych podminek urcenych vyrobcem aparatury, a to
pro materialy zirkonium a stiibro.

Z grafu 3 vidime, zZe koeficient ttlumu prudce roste se zvysujicim se
atomovym c¢islem, a to az do hodnoty Z = 30. Jelikoz prvky mezi atomo-
vym ¢islem Z = 30 a Z = 40 nebyly k méfeni dostupné, mtzeme pouze
predpoklddat, ze by tento narist pokracoval az do hodnoty Z = 40 [6].
Zde lze zaznamenat prudky pokles koeficientu utlumu. To je zpiisobeno
tim, Ze nékteré doposud mozné excitace nejsou pro prvky s vétsim ato-
movym ¢islem nadale mozné, kviili ptili§ vysoké vazebni energii elektronti.
Tento propad se nazyva absorp¢ni hrana. Nasledné dochazi opét k naristu
koeficientu ttlumu a vzniku dalsich absorpénich hran (obr. 8). Nérist ko-
eficientu atlumu mezi absorpénimi hranami je priblizné imérny 4. mocniné
atomového d¢isla.

Zeslabovani rentgenového zafeni pii priichodu hmotou mé velmi Siro-
kou skalu vyuziti. K nejznaméjsim aplikacim patfi medicina, bezpecnostni
rentgeny, analyza slozeni materidlu a dalsi.
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Graf 3 Graf zéavislosti koeficientu Gtlumu na atomovém ¢isle prozafeného mate-
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Obr. 8 Prubéh zavislosti koeficientu Gtlumu na atomovém ¢isle Z (upraveno
z [6])
Zavér

Tyto experimenty, ovétuji zakladni vlastnosti rentgenového zareni. Prvni
provadény experiment ovéfuje schopnost fluorescence. Konkrétné lze zjis-
tovat souvislost emisniho proudu a svétlosti luminiscenéniho stinitka, stejné
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tak napéti a jeho kontrastu. Ve druhém méfeni se podafilo potvrdit Lam-
berttiv-Beertv zédkon. Namérena linearni zavislost pfirozeného logaritmu
transmitance na tlousfce materidlu odpovidéa ocekévané zavislosti. Ve tie-
tim experimentu se ve shodé s teoretickymi predpoklady podafilo proméfit
zéavislost koeficientu tlumu na atomovém c¢isle prozafovaného materialu.
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INFORMATIKA

Fuzzy logika

RADIM BELOHLAVEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V ¢lanku se seznamime s fuzzy logikou. K vytvoreni fuzzy logiky vedly
nékteré zasadni nedostatky klasické logiky, zejména jeji omezena schopnost
pracovat s nepresnymi pojmy, tedy s pojmy, které ¢lovék bézné pouziva.
Fuzzy logika pfedstavuje moderni smér. Stala se dilezitym pilifem umélé
inteligence a nalezla uplatnéni v mnoha vyrobcich, které bézné pouzivame.

1. Vznik fuzzy logiky

Jen nékolikrat se v historii logiky stalo, Ze vznikla vyznamnd alternativa
k hlavnimu proudu predstavovanému klasickou logikou. Jednou z takovych
alternativ je fuzzy logika. Vznikla zhruba pred padesati lety v pracich ame-
rického inzenyra a matematika Lotfiho Askera Zadeha (1921-2017). V roce
1965 zverejnil ¢asopis Information and Control jeho praci ,Fuzzy sets“.
Zadeh v této praci upozornil na to, Ze zdkladni pojem klasické matematiky,
pojem mnoziny, je v mnoha situacich nedostacujici. Mnoziny reprezentuji
to, ¢emu bézné fikame soubory nebo seskupeni néjakych objekti. Sesku-
penym objekttim se fikd prvky dané mnoziny. Mame napftiklad mnozinu
sudych cisel, jejimiz prvky jsou sudé ¢isla, nebo mnozinu statd Spoje-
nych stati americkych, kterd ma padesat prvkt. Charakteristickym rysem
mnozin je, ze libovolny prvek do dané mnoziny bud patfi, nebo nepatii. To
je v souladu se zakladnim principem klasické logiky, podle kterého kazdé
tvrzeni, tedy i tvrzeni ,prvek patii do mnoziny“, je bud pravdivé, nebo ne-
pravdivé. Zadeh upozornil na to, ze seskupeni, se kterymi v bézném zivoté
pracujeme, tento rys postradaji a jsou tedy zasadné jina.

Tvoii napfiklad hodnoty (v torrech), odpovidajici pojmu normdini krev-
ni tlak mnozinu?") Do ni by jisté patfila hodnota 120 a naopak nepatfila

1) Myslime systolicky tlak.
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hodnota 60. Musely by ale existovat hrani¢ni hodnoty ¢; < ¢y ostie od-
délujici hodnoty normalniho krevniho tlaku. Krevni tlak ¢ by tedy byl
normalni, pravé kdyz by byl mezi ¢; a t,.2) Pak by ale pro libovolné ma-
lou odchylku € krevni tlak ¢; — € nebyl normalni, zatimco tlak ¢; + € by
normalni byl. To je ale absurdni (pfedstavme si tfeba ¢ = 0,1) — tak pfece
¢lovék pojem normdlni krevni tlak nechape.

Obr. 1 Lotfi Zadeh v roce 2004.

Zadeh si v§iml, ze klasicky pojem mnozina je v situacich podobnych té
vyse popsané nedostatecny. Ukazal, ze z hlediska aplikaci je toto pozoro-
vani zcela zasadni, Ze tedy nejde o néjaky okrajovy jev, o anomalii, ktera
je zajimava jen z teoretického hlediska. Vyrazy jako ,vysoka venkovni tep-
lota®, ,nizké otacky motoru“, ,nadvaha“ a podobné — tvrdil Zadeh — jsou
v naSem kazdodennim uvazovani a rozhodovani vSudypfitomné a nevy-
hnutelné. Abychom s nimi mohli pracovat, navrhl Zadeh novy pojem —
pojem fuzzy mnoziny — ktery zminéné nedostatky nemad. Zikladni mys-
lenka fuzzy logiky spoc¢iva v tom, Ze prislusnost prvku k fuzzy mnoziné je
ot4dzkou miry — nem4 povahu bud-anebo rozhodovani, a neni tedy ,cerno-
bila“. Po padesati letech 1ze konstatovat, ze Zadehtiv napad byl neobycejné
aspésny. Jeho prace o fuzzy mnozinach z roku 1965 patii mezi nejcitova-
néjsi prace v historii matematiky, logiky a informatiky a vedla k rozvoji
fuzzy logiky jako nové védni oblasti. Ta ma dnes nejen propracované teo-
retické zaklady, ale mize se pochlubit i obrovskym komercénim tspéchem.
S trochou nadsazky lze Fici, ze fuzzy logika je vsude kolem nés.

2)Pro nasi avahu je nepodstatné, zda to znamend t1 < t < t2, nebo t; <t < ta.
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2. Fuzzy mnoziny

Nevhodnost pojmu klasickd mnozina, o které jsme hovorili vyse, plyne
z toho, Ze vyroku ,objekt z patii do mnoZiny A“ je klasickd matema-
tika v souladu s principy klasické logiky ochotna priznat pouze dvé mozné
pravdivostni hodnoty — pravda a nepravda, nékdy oznacované 1 a 0. Fuzzy
logika tento princip, zvany princip bivalence, neptijima. Podle fuzzy lo-
giky miize byt vyrok pravdivy i jen do urcité miry, tj. pravdivy v urcéitém
stupni, ktery je mezi 0 a 1, napt. 0,8. Stupné pravdivosti predstavuji zo-
becnéné pravdivostni hodnoty, pricemz klasické pravdivostni hodnoty 0 a 1
jsou jejich hrani¢nimi pfipady. Tedy napfiklad zatimco vyrok ,120 torrt
je normalni krevni tlak“ mé v souladu s pfedchozi ivahou pravdivostni
hodnotu 1 a vyrok ,,60 torrti je normalni krevni tlak“ hodnotu 0, vyroku
»,100 torrti je normalni krevni tlak“ mutizeme prifadit pravdivostni hod-
notu 0,5. Tim vyjadfime, Ze krevni tlak 100 torrt sice neni iplné normalni,
ale do jisté miry ano.

Tak lze hovofit o fuzzy mnoziné A hodnot normélniho krevniho tlaku.
Klasickou mnozinu A 1ze chépat jako zobrazeni

A: U —{0,1},

které kazdému prvku u z daného univerza U uvazovanych prvkt prifadi 1
(tedy A(u) =1), pokud u patii do A, a které mu pfifadi 0, pokud v do A
nepatii. Fuzzy mnozina v univerzu U je pak zobrazeni

A:U —[0,1], (1)

které kazdému prvku u z U pfifadi stupei A(u) nalezeni prvku u do fuzzy
mnoziny A. Cim vétsi je A(u), tim vice prvek u do A patii. Obr. 2 ukazuje
klasickou mnozinu a fuzzy mnozinu, které popisuji pojem normdalni krevni
tlak.

Fuzzy mnoziny, na rozdil od klasickych, nejsou cernobilé, nemaji ostré
hranice — mezi moZnostmi ,byt prvkem* (1) a ,nebyt prvkem* (0) je celd
skala mezilehlych mozZnosti, totiz ,byt prvkem v jistém stupni® (napf.
ve stupni 0,8). Tyto stupné nemusi tvofit cely interval [0, 1], jako tomu
bylo vyse, viz (1). Miizeme uvazovat i koneénou mnozinu L pravdivostnich
hodnot, napfiklad L = {0,1/4,1/2,3/4,1}. V tomto piipadé bychom tyto
stupné nalezeni do fuzzy mnoziny chapali napfiklad jako ,,viibec ne“, , jen
trochu“, ,castecné®, ,do znacné miry*, a ,zcela® a fuzzy mnozina by byla
zobrazenim

A: U — {0,Y/4,1/2,3/4,1}. (2)
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Obr. 2 Normélni krevni tlak jako klasickd mnozina (vlevo) a jako fuzzy mnozina
(vpravo)

Piiklad 1. Necht U = R (redlna ¢isla), L = [0,1]. Uvazujme fuzzy mno-
zinu A: U — L definovanou takto:
0 pro u < 4,
Alu) = z—4 pro4d <u<h,
6 —x pro 5 < u <6,

0 pro u > 6.

Tato fuzzy mnozina reprezentuje mozny vyznam vyrazu ,pfiblizné 5¢ a je
znadzornéna na obr. 3.

Obr. 3 Fuzzy mnozina reprezentujici vyraz ,pfiblizné 5%

Piiklad 2. Vyraz ,dobré (formalni) vzdélani“ mizeme reprezentovat fuzzy
mnozinou 4: U — {0,0,1,...,0,9,1} v univerzu

U = {7&dné, zdkladni, stfedni, Bc., Ing., Mgr., Ph. D.},
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ktera je definovana takto:
A = {%/z4dné, %' /zakladni, ©°/stiedni, ®/Bc., ©?/Ing., ©?/Mgr., /Ph. D.}.
Tento zapis znamend, ze A(Bc.) = 0,8 atp.

Dilezitym pojmem, ktery propojuje klasické a fuzzy mnoziny, je po-
jem fez. Pokud a je pravdivostni hodnota, pak a-fez fuzzy mnoziny A
v univerzu U je klasickd podmnozina A mnozZiny U definované pfedpisem

A={uelU |A(u) > a}.

Rez %A tedy obsahuje ty prvky, které do A patii ve stupni a nebo vyssim.
Pojem fezu ilustruje obr. 4.

as
Obr. 4 a-fez fuzzy mnoziny A

Priklad 3. Uvazujme fuzzy mnozinu
0,2 0,6 0,1 0,8 1
AZ{ /Ul, /U27 /U?n /U47 /U5}
Jeji a-fezy proa =0,1,a=0,4,a =0,5a a =1 jsou
0,14 _
A — {ulau27u37u4)u5}7
0,4 4 _
A= {u27u47u5}7
0,54 _
A - {u27u47u5}7
1A = {U5}
Vyznam Fezu spoc¢iva v tom, ze umoznuji fuzzy mnoziny reprezentovat
y 1Y , ] y y rep

pomoci klasickych mnozin. Pro danou fuzzy mnozinu A: U — L muzeme
totiz uvazovat systém vSech jejich a-feztl, tedy systém

{°A|acL}.
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To je systém klasickych mnozin. Z tohoto systému lze v pripadé potieby
puvodni fuzzy mnozinu sestrojit. To si ukdZzeme za zjednodusujiciho pred-
pokladu, ze mnozina L pravdivostnich hodnot je konec¢na. Jak se snadno
presvédcime, plati pak

A(u) =max{a € L |u € “A}.

Tedy stupeii A(u), ve kterém u patii do A, se rovna nejvétsimu stupni a,
ktery ma tu vlastnost, ze prislusny fez ® A obsahuje prvek u.

3. Fuzzy logika jako logika

Odmitnuti principu bivalence, tj. pfipusténi moznosti, ze existuji vy-
roky, které nemusi byt (iplné) pravdivé, ani (iplné) nepravdivé, je radi-
kalni krok. Timto krokem totiz opoustime svét klasické logiky dtvérné
znamy od doby Aristotela. Opoustime tim také svét, ve kterém se od anti-
ky rozvijela veskera matematika, pfirodovédné i humanitni obory, i cela
zapadni filozofie. Novy svét, do kterého vstupujeme, je svétem jiné logiky.
Zda je tato logika — tedy fuzzy logika — Zivotaschopnou, plnohodnotnou
alternativou logiky klasické a zda se muze stat, podobné jako se stala lo-
gika klasicka, zakladem matematiky — tentokrate vSak matematiky jiné —
a metodickym zékladem dalsich obor1, je zdsadni, mnohovrstevna a znacné
slozita otazka. V této kapitole se pokusime ukézat nékteré z principi fuzzy
logiky jako formalni logiky.

Vénujme se nejprve otazce logickych spojek ve fuzzy logice. Jak vime,
v klasické logice je logicka spojka popsana tabulkou, ktera popisuje jeji vy-
znam (jeji tzv. pravdivostni funkei). Naptiklad tabulka konjunkce vypada
takto:

= o>
oS O | O
— O

Stejné jako v klasické logice musi i ve fuzzy logice konjunkce pfifazovat
dvéma pravdivostnim hodnotam, a a b, vyslednou pravdivostni hodnotu
a Ab? a to tak, aby a A b byla pravdivostni hodnota konjunkce dvou
tvrzeni, z nichZ jedno mé pravdivostni hodnotu a a druhé b. Ptirozenou

3)Spravné bychom méli odliSovat symbol spojky, A, od pravdivostni funkce, A*. Pro
jednoduchost budeme oboji oznacovat stejnym symbolem, A.
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moznosti ve fuzzy logice je definovat
a A'b = min(a,b).

Pokud je tedy vyrok ,Je zima.“ pravdivy ve stupni 0,5 (tj. mé pravdi-
vostni hodnotu 0,5) a vyrok ,Je jasno.“ ve stupni 0,8, je vyrok ,Je zima a
je jasno.“ pravdivy ve stupni 0,5, nebot 0,5 = min(0,5, 0,8). Tato konjunkce
se nazyva Godelova, protoze jako prvni pouzil minimum jako vicehodno-
tovou konjunkci vyznamny logik a brnénsky rodak Kurt Godel.

Existuje vSak i jind moznost, ktera se ve fuzzy logice pouziva, tzv. Go-
guenova konjunkce, ktera je definovana predpisem

aANb=ua-b.

Pak by konjunkce vySe zminénych vyroki byla pravdiva ve stupni 0,4,
nebot 0,4 = 0,5-0,8. Treti moznosti je pak tzv. Lukasiewiczova konjunkce,
ktera je definovana predpisem

aANb=max(0,a+b—1).

Grafy téchto tii uvedenych konjunkci vidime na obr. 5.

7 téchto graft je ziejmé, ze vSechny tyto konjunkce maji spolecné jisté
konjunkci, a to v tom smyslu, Ze jsou-li jejich argumenty a a b hodnoty
0 nebo 1, davaji stejny vysledek jako klasickd konjunkce. Vsechny také
spliuji nasledujici podminky:

anN(bAc)=(aAD)Ac, (3)
aNb=0bAa, (4)
jeelia<bpakaAc<bAc, (5)
anl=a. (6)

To jsou zakladni vlastnosti, které konjunkce ve fuzzy logice musi spliiovat.
Uvedené tfi konjunkce jsme nevybrali ndhodou. Omezime-li se na kon-
junkce, které jsou navic jako funkce spojité,?) pak lze ukazat, ze kazdou
konjunkci lze jistou konstrukci sestrojit z Godelovy, Goguenovy a Luka-
siewiczovy konjunkce.

YPokud Etenaf nezna pojem spojitosti funkce, muze si predstavit, ze graf takové
funkce neobsahuje zadné skoky, tj. neni nikde pferuseny.
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Obr. 5 Tii zdkladni konjunkce ve fuzzy logice: nahofe Godelova (minimum),
uprostied Goguenova (souéin), dole Lukasiewiczova
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Logické spojky jsou v klasické logice zakladem pro logické odvozovani,
pro operace s mnozinami i pro dalsi konstrukce, které maji logickou po-
vahu. Ve zbytku této kapitoly naznacime, jak je tomu ve fuzzy logice.

Uvazujme klasické mnoziny A a B. Jejich prinik, A N B, je definovan
predpisem

ANB={ueU|ue Aauc B}
Pro naSe potfeby ted budeme tyto mnoziny chépat jako funkce prislus-

nosti A: U — {0,1} a B: U — {0,1} v daném univerzu U, tj. A(u) =1
znamend, ze u patii do A. Snadno vidime, Ze prunik lze popsat takto:

(AN B)(u) = min(A(u), B(u)).
Vyraz min(A(u), B(u)) pfitom odpovidd tomu, Ze aplikujeme klasickou

konjunkei (ta je vyjadiena funkci min) na pravdivostni hodnoty A(u) a
B(u). Tento prinik je zndzornén na obr. 6.

A ANB

Obr. 6 Prunik klasickych mnozin

Ve fuzzy logice se prinik fuzzy mnozin A: U — [0,1] a B: U — [0, 1]
definuje v principu stejné, tedy opét predpisem

(AN B)(u) = min(A(u), B(u)).
Rozdil je v tom, ze A(u) a B(u) jsou nyni obecné stupné pravdivosti z in-
tervalu [0,1] a Ze min reprezentuje Godelovu konjunkci. Takovy prinik

fuzzy mnozin je zndzornén na obr. 7.

Piiklad 4. Uréime primik fuzzy mnozin A a B v univerzu U = {1,2,3,4,5}.
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ANB

Obr. 7 Prinik fuzzy mnozin zaloZeny na Gédelové konjunkci

Je-li

A= {1/270,5/3’0,8/57 1/6} a
B = {!/1,%%/3,95/4,%%/5}, je
AN B = {%%3,08/5}.

Pro jinou konjunkci, feknéme ®, by ale pranik vypadal jinak. Ukazuje
to obr. 8.

A® B

Obr. 8 Prinik fuzzy mnozin zaloZeny na obecné konjunkci ®
Je to proto, Ze takovy prunik je definovan predpisem
(AN B)(u) = Au) ® B(u)

a proto, ze kazda konjunkce ®, splitujici vyse uvedené podminky (3)—(6),
splituje a ® b < min(a, b).
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Nemitizeme se zde podrobnéji vénovat formalnim aspekttim fuzzy logiky.
Uvedeme pouze, ze stejné jako klasicka logika mé solidné propracované za-
klady v podobé vyrokové logiky, predikatové logiky a dalsich systémi, méa
dnes i fuzzy logika solidné propracované zaklady. Zajemce odkazujeme na
knihu [1]. Abychom alespoii struéné nastinili, jak ve fuzzy logice probiha
formdlni logické usuzovani, podivdme se na tzv. paradox hromady (nazy-
vany také sorites).

Je to vyznamny paradox, jehoz formulace je pfipisovana Eubulidovi
z Milétu (4. stol. pf. n. 1.). Je formulovan takto:

0 zrnek pisku netvofi hromadu.
Kdyz n zrnek netvori hromadu, pak ani n + 1 zrnek netvori hromadu.
Zavér: Pro zadné ¢islo n netvofi n zrnek pisku hromadu.

Zaveér je evidentné nepravdivy, ale odvodili jsme ho vSeobecné pouziva-
nou metodou matematické indukce z predpokladii, které povazujeme za
pravdivé, coz je paradox.

Fuzzy logika nabizi prirozené feseni tohoto paradoxu. To samo o sobé
je podstatna skutecnost, protoze k rozieseni dlouhotrvajiciho paradoxu
je obvykle treba prolomit hluboce zakofenéné, omezujici paradigma. Toto
paradigma je v naSem pripadé pochopitelné predstavovano vyse zminénym
principem bivalence, ze kterého klasicka logika vychazi.

Necht NH(n) oznacuje tvrzeni, Ze n zrnek netvofi hromadu. Pak para-
dox hromady lze schematicky znazornit nasledovné:

NH(0)
NH(n) — NH(n + 1)

pro kazdé n: NH(n)

Z hlediska fuzzy logiky je pfirozené pfijmout, ze NH(0) je pravdivd ve
stupni 1. Formuli
NH(n) — NH(n + 1)

je vsak prirozené povazovat za pravdivou v né€jakém vysokém stupni, rek-
néme 0,99, ale ne ve stupni 1. Jak ale z takovych predpokladi, které jsou
pravdivé jen cCastecné, odvozovat zavéry? Fuzzy logika pro tento piipad
nabizi zobecnénou verzi odvozovaciho pravidla modus ponens. Tu navrhl
v roce 1968 ve své prilomové préci ,, The logic of inexact concepts® ame-
ricky informatik Joseph A. Goguen. Toto zobecnéné pravidlo lze znazornit
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schématem
“/o,%p =
a®b/,¢

které znamena, ze z formule ¢ platné ve stupni a a formule ¢ — 1 platné
ve stupni b mizeme odvodit, ze formule ¥ je platna ve stupni a ® b. Pfitom
a ® b je vysledek konjunkce ® pouzité na stupné a a b. PouZijme, jak to
uéinil Goguen ve své praci z roku 1968, za konjunkci ® soucin, tedy

a®b=ua-b.

V nasi situaci mazeme tedy provést nasledujici tasudky. Nejprve odvodime

L/NH(0), %/ NH(0) — NH(1)
0.99 / NH(1) '

Stupeti 0,99 u odvozené formule NH(1) jsme totiz ziskali jako stupeti a ® b
z vySe uvedeného schématu, protoze a®b = 1-0,99 = 0,99. Déale odvodime

099/ NH(1), %9 /NH(1) — NH(2)
07992/NH(2)

protoze v tomto p¥ipadé a ® b = 0,99 - 0,99 = 0,992. Snadno nahlédneme,
7e tak po n krocich odvodime

099" /NF(n — 1),%99 /NH(n — 1) — NH(n)
099" / NH(n) .

//////

stupni 0,99". Cim vice zrnek, tim méné je tedy toto tvrzeni pravdivé, coz
je v souladu s intuici. Pro n = 100 tak odvodime stupen pfiblizné rovny
0,37.°) Paradox byl odstranén. Pojem hromada je totiz ,fuzzy pojem®,
tedy pojem, ktery neméa — na rozdil od klasickych pojmi jako je tieba
pojem prvocislo — ostfe vymezené, Cernobilé hranice. Predpokladat, ze
tvrzeni ,n zrnek pisku netvofi hromadu“ muze byt jen pravdivé, nebo
nepravdivé, jak ¢ini formulace paradoxu hromady, je tedy nespravné. To
je davod zdanlivého paradoxu.

5)Hodnotu 0,99 jsme zvolili pro ilustraci. Mtizeme zvolit jinou hodnotu, napi. 0,999,
a ziskat tak jiné zavéry, které se nékomu mohou zdat 1épe odpovidajici tomu, jak chape
pojem hromada.
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4. Od pocateéniho odporu k masovému nasazeni

Pripustit, Ze existuji i jiné pravdivostni hodnoty nez pravda a nepravda,
je radikalni krok. Zadehiv pojem fuzzy mnoziny a obecnéji pak fuzzy
logika jako alternativa klasické logiky proto predstavuje — feceno terminem
Thomase Kuhna — nové paradigma.’) Od Kuhna vime, Ze nové paradigma
se prosazuje obtizné a je mu kladen odpor. Fuzzy logika v tomto sméru
nebyla vyjimkou. Pro pfiklad uvedme, co fekl o fuzzy logice jesté v roce
1975 William Kahan, vyznamny védec a profesor na univerzité v Berkeley:
»Fuzzy logika je chybnd, chybna a znicujici. ... Co potfebujeme, je vice,
ne méné logického mysleni. Nebezpeci fuzzy teorie je v tom, ze povzbudi
praveé ten typ nepiesného mysleni, ktery ndm zpusobil tolik problémt.“ [1].

Stale vice lidi vSak zacalo chapat, ze fuzzy logika je zivotaschopnou
alternativou logiky klasické a ze — a to predevsim — umoziuje fesit dile-
zité problémy. Pomérné rychle se proto zacal rozvijet vyzkum fuzzy logiky,
ktery nakonec vedl k praktickym realizacim i k vyraznym komercnim tspé-
chim.

Komeréné jednoznacné nejuspésnéjsi aplikaci fuzzy logiky jsou tzv. pra-
vidlové fuzzy systémy a na nich zalozené fuzzy regulatory. Jejich princip
strucné vysvétlime v pristi kapitole. Fuzzy regulatory byly poprvé komer-
¢né pouzity pro fizeni cementové pece v danské spole¢nosti F. L. Smidth &
Company v roce 1980. Obrovsky rozmach, oznacovany jako ,fuzzy boom*,
vSak zaznamenaly koncem 80. a zacatkem 90. let v Japonsku. Fuzzy regu-
latory tam byly napftiklad nasazeny k fizeni metra v mésté Sendai. Vlaky
se tak — bez zasaht lidského operatora, plné Fizené fuzzy logikou — roz-
jizdély i zastavovaly plynuleji, byly schopné pfesné zastavit na ureném
misté a dokonce spotfebovavaly o 10 % méné energie. Tento spéch poz-
déji vedl k zavedeni podobného systému i v Tokiu. Zejména se vSak fuzzy
regulatory prosadily v nejrozmanitéjsich vyrobcich na trhu se spotiebni
elektronikou. V obchodech se zacaly ve velkém prodéavat fuzzy logikou ¥i-
zené fotoaparaty, pracky, vysavace, varie ryze a mnohé dalsi vyrobky.
Podle zaznamu japonského ministerstva primyslu a obchodu ¢inil v roce
1991 obrat japonského trhu s vyrobky ¥zenymi fuzzy logikou (70 % z toho
byla spotiebni elektronika) cca 2 miliardy americkych dolard, coz odpo-
vida neuvétitelnému 1 % tehdejsiho celosvétového trhu s pocitadovymi
technologiemi.

,Fuzzy boom* je sice jiz minulosti, nicméné fuzzy logika je dnes rutinné

6)Kuhn, T. S. The Structure of Scientific Revolutions. Chicago: Univ. of Chicago
Press, 1962.
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pouzivana v mnoha oblastech. I kdyZ o tom mozna nevime, setkavame se
s ni denné i na ¢eském trhu — je naptiklad v prackach nebo v automatickych
prevodovkach koncernu Volkswagen. Japonska firma Omron, jejiz méfice
tlaku jsou bézné k dostani i u nés, v roce 2013 oznamila, ze prodala jiz

120 miliént méri¢a fungujicich na bazi fuzzy logiky.

5. Pravidlové fuzzy systémy

Pravidlové fuzzy systémy a fuzzy regulatory, které jsme zminili v pfed-
chozi kapitole, vychazeji z faktu, ze v mnoha pfipadech je ¢loveék — expert —
schopen Fidit i systém, ktery je znacné slozity a metodami klasické teorie
fizeni nezvladnutelny. Modely klasické teorie fizeni potfebuji znat fyzi-
kalni model tizeného systému. Expert naproti tomu fidi systém pomoci
algoritmu, ktery je schopen popsat v pfirozeném jazyce a ktery fyzikalni
model znat nepotiebuje. Expert napriklad vi, ze jestlize je teplota v mist-
nosti velmi vysokd a otacky vétraku nizké, pak je tfeba otacky vyrazné
zvysit. Zeptame-li se ho tedy, jak systém Fidi — v tomto jednoduchém pti-
kladé tedy 1idi vétrani mistnosti —, fekne ndm Ze pouziva nékolik pravidel
tvaru ,,jestlize—pak“. Tato pravidla, jako to pravé uvedené, témér vzdy
obsahuji vagni vyrazy (,velmi vysoké teplota“ apod.) a expert je na za-
kladé nich schopen logicky odvodit spravny zavér, akéni zasah, naptiklad
spravné nastavit rychlost vétraku. To je pro fuzzy logiku piihodnéa situ-
ace. Fuzzy logika umi vagni vyrazy matematicky reprezentovat, pracovat
s nimi a nakonec provadét logické tisudky, které simuluji expertovo uvazo-
vani. Vysledny systém, tzv. pravidlovy fuzzy systém nebo fuzzy regulator,
tedy v tomto smyslu napodobuje operatorovo rozhodovani, aniz by bylo
nutné znat fyzikalni model fizeného systému.

Pravidlovy fuzzy systém sestava z nasledujicich komponent:

e baze pravidel,
e inferen¢ni modul,
e piipadné modul tzv. defuzzifikace.

Béaze pravidel je mnoZzina m pravidel nasledujiciho tvaru (j = 1,...,m):
JESLTIZE 4 je Aj1 a -+ a x, je Ajn, PAK y je Bj,

kde z1, ..., x,, y jsou proménné s moznymi hodnotami v mnozinach
X1, ..., Xpn, Y akde Aj1, ..., Aj,, Bj jsou jazykové vyrazy jako ,mald”,
,velmi vysokd“ apod. Inferen¢éni modul pfedstavuje algoritmus, ktery umoz-
ni na zakladé hodnot vstupnich proménnych x; odvodit hodnotu vystupni
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proménné y. Hodnotou y mize byt i fuzzy mnozina v Y, ze které se v pri-
padé potieby metodou defuzzifikace vypocita konkrétni hodnota v Y.
Cely postup si podrobné ukizeme na jednoduchém piikladu. Budeme
uvazovat jeden vstup, tj. n = 1. Mnozinu X; vstupnich hodnot budeme
znacit jen X a budeme pfedpokladat, ze X =Y = {0,1,...,10}. Déle
budeme predpokladat, ze baze R pravidel obsahuje nasledujici t¥i pravidla:

JESTLIZE z je piiblizné 2, PAK y je zhruba 3,
JESTLIZE z je zhruba 4, PAK y je piiblizné 7,
JESTLIZE z je pfiblizné 7, PAK y je pfiblizné 9,

kterd budeme dale oznacovat takto:

JESTLIZE z je A, PAK y je By,
JESTLIZE z je Az, PAK y je B,
JESTLIZE z je As, PAK y je Bs.

Tedy A; je vyraz ,pfiblizné 2“ atd. Jaka vystupni hodnota odpovida podle
této baze pravidel vstupni hodnoté z = 57

Ukazeme si, jak tuto otazku fesi tzv. Mamdaniho pfistup, ktery je
v praxi nejCastéji pouzivanym. Jazykovym vyraztim A; a B; nejdiive pii-
fadime fuzzy mnoziny A; a B;, které pfirozené odpovidaji jejich vyznamu.
Zvolime nésledujici:

¢fy [001 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ai(z)[005 1 050 0 0 0 0 0 O
Bi(y)|0 05075 1 1075 05 0 0 0 0
As(x)|0 0 0,25 0,75 1 0,75 025 0 0 0 0
Ba(y)[00 O 0 0 0 0O 05 1050 0
A3(z)[00 0 0 0 0 O 05 1050 0
Bs(y)[0 O 0 0 0 0O 0 005105

Tedy A1(0) =0, A1(1) = 0,5, ..., Bs(10) = 0,5.

Daéle ur¢ime fuzzy relace R;, Ro a Rgs, které nase tfi pravidla repre-
zentuji. Fuzzy relace R; prifazuje kazdé dvojici x € X a y € Y stupenl
Rj(x,y), ve kterém jsou x a y ve vztahu, ktery R, reprezentuje. Pozname-
nejme, ze do klasické binérni relace danéa dvojice bud pat¥i, nebo nepatii.
Napiiklad dvojice prvka 1 a 3 pati{ do relace < (byt mensi). Do fuzzy
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relace dana dvojice patii v uréitém stupni. Naptiklad dvojice bratru, kteri
jsou si zna¢né podobni, muze do relace ,,byt podobny“ patfit ve stupni 0,8.
Stupeni R;(z,y) je definovan pfedpisem R;(z,y) = A;(z) A Bj(y), tedy
napft.

Ri(1,2) = Ay (1) A B1(2) = 0,5 A 0,75 = min(0,5, 0,75).

NaSe R1, Ry a R3 jsou popsany nasledujicimi tabulkami (stupen R;(z,y)
je v prusediku sloupce x a fadku y):

100 0 0 0 000000 0
910 0 0 0000000 O
8100 0 0000000 O
7100 0 0000000 0
6 005 05 05000000 0
5 100507 05000000 0
41005 1 05000000 0
31005 1 05000000 0
2 100507 05000000 0
1 /005 05 05000000 0
0/00 0 0000000 O
R0 1 2 3 45678910
10(00 0 0 0 000 0
9100 0 0 0 O O 000 O
8 00025 05 05 05 025000 0
7 100025 075 1 0,75 02500 0 0
6 00025 05 05 05 025000 0
5100 0 0 0 0O O 000 O
4100 0 0 0 0O O 000O
3100 0 0 0 0 0 0000
2100 0 0 0 0 0O 000 O
100 0 0 0 0O 0 000 O
000 0 0 0 O O 000 O
RyJ01 2 3 4 5 6 78910
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100 000000505050 0
9 100000005 1 050 0
8 /0000000505050 0
71000000 0 0 0 00
6 000000 0 0 0 00
51000000 0 0 0 00
41000000 0 0 0 00
31000000 0 0 0 00
21000000 0 0 0 00
10000000 O 0 OO
0000000 0 O 0 0O
R3|012345 6 7 8 910

Vysledna fuzzy relace R, kterd reprezentuje celou bazi pravidel, je sjed-
nocenim fuzzy relaci Ry, Ry a R3, tedy R = R; U Rs U R3, coz znamena,
ze

R(z,y) = max(Ri(z,y), Ra(x,y), R3(z,y)).

Fuzzy relace R je tedy popsana nésledujici tabulkou:

100 0 0 0 0 0 05 05050 0
910 0 0 0 0 O 05 1 0500
8 10 0 025 05 05 05 05 05 0,50 0
710 0 025075 1 075025 0 0 0 0
6 /005 05 05 05 05 025 0 0 0 0
5100507 05 0 0 0 0 0 00
4005 1 05 0 0 0 0 0 00O
31005 1 05 0 0 0 0 00O
2100507 05 0 0 0 0 0 0O
1100505 05 0 0 0 0 0 00
0j0o 0 0 0 0 O O O O0O0°O
R001 2 3 4 5 6 7 8 910

Predpoklddejme, Ze je ddna fuzzy mnozina A’, kterd popisuje skuteénou
hodnotu vstupu (A’ mize t¥eba reprezentovat vyraz ,asi 5“ nebo ,velmi
mald® nebo ,pfesné 5“). Podle inferen¢niho mechanismu, ktery se nazyva
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kompoziéni pravidlo inference (angl. compositional rule of inference), se
ze vstupni fuzzy mnoziny A’ a béaze pravidel reprezentované fuzzy relaci
R odvodi vystupni fuzzy mnozina B’ = A’ o R. Ta je definovana tak, Ze
pro kazdou y € Y je

B'(y) = max(A'(z) A R(x,y)),
reX

pfi¢emz budeme opét uvazovat, ze A’'(x) A R(z,y) = min(4'(z), R(z,y)).
Vstupni fuzzy mnozina A’ se tedy zobrazi na vystupni fuzzy mnozinu B’.

Tento pristup umoznuje fesit i situace, pfi kterych je vstupni hodnota
konkrétni prvek x’ z mnoziny X (tedy nikoli fuzzy mnozina A’ prvka z X)
a jako vystup je pozadovana konkrétni hodnota ¢’ z Y (tedy nikoli fuzzy
mnozina B’ prvkd z Y). Je-li ' € X ona vstupni hodnota, mtzeme ji
pievést na jednoprvkovou fuzzy mnozinu {!/a'}, tj. vzit A’ = {{/2'}, a po-
stupovat pii inferenci jako vyse. Pfevod 2’ na {!/2'} je specidlnim piipa-
dem fuzzifikace. Je-li naopak B’ odvozena vystupni fuzzy mnoZina v Y,
potiebujeme ¢asto pouze jednu konkrétni hodnotu vy’ z Y. Potfebujeme
tfeba konkrétni hodnotu akéniho zasahu, naptriklad hodnotu, na kterou se
nastavi rychlost vétraku. Hodnotu v’ ziskdme z fuzzy mnoziny B’ meto-
dou defuzzifikace. Hodnota 3’ méa vhodné reprezentovat fuzzy mnozinu B’'.

vV ey

pripadé by se takto ziskand hodnota y' = D(B’) vypocitala podle vzorce

dyev ¥ B(y)
ZyEY B'(y)

Vratme se k naSemu zadéni. Mame zjistit, jaky vystup odpovid4 vstupni
hodnoté 2/ = 5. Hodnotu 2’ = 5 nejdiiv pfevedeme na fuzzy mnozinu
A" = {1/5}. Pak dle vyse uvedeného postupu odvodime B’. Napiiklad pro
y = 6 dostaneme

y =D(B) =

B'(6) = ma;(cmin(A’(x),R(x,G))
TE
= maxmin({*/5}(z), R(z,6))
zeX
= min({!/5}(5), R(5,6)) = min(1,0,5) = 0,5.
Tak postupné odvodime, ze vystupem je fuzzy mnozina

B/ _ A/ oR = {0’5/6,0’75/770’5/8}.
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Pokud bychom potiebovali konkrétni hodnotu y’, spo¢itali bychom ji vyse

vvoey

y,:D<B,):6 05+7-0,75+8-05 12,25 _
0,5+0,75+ 0,5 1,75

Nasledujici tabulka ukazuje pro vsechny vstupni hodnoty z’ jim odpo-
vidajici vystupni fuzzy mnoziny B’ () oznacuje prazdnou fuzzy mnoZinu,

tj. O(y) = 0):

vstup vystupni fuzzy mnozina
x! B' ={Y2'}oR
0
0
{0:5/8,0,5/9,0,5/10}
{0:5/8,1/9,95/10}

{0.25/6,0,25/7 05/8 0.5/9 0.5/10}
{0:5/6,0.75/7,0,5/8)
{0:5/6,1/7,0:5/8}
{0:5/1,0.5/2,0.5/3 0.5/4 0.5/5 0.5/ 0:75/7 0.5/8}
{0:5/1,0.75/2,1/3,1/4,0:75/5 0.5/ 0:25/7 0:25/8}
{0:5/1,0:5/2,0:5/3,0:5/4 0:5/5 0.5/}

0

Pokud navic provedeme na takto ziskané fuzzy mnoziny B’ defuzzifikaci

Vvey

—
o

O N W ks OO NN o ©

jici tabulkou. V ni ,ND* odpovida pripadtim, ve kterych je vystupni fuzzy
mnozina B’ prazdnd a ve kterych tedy vystupni hodnotu ¥’ povazujeme
za nedefinovanou.”)

2|0 1 2 3 45 6 78 9 10
B'|ND 35 3,9 465 7 7 8375 9 9 ND ND

7)Vsimnéme si, Ze defuzzifikaci vzniknou i hodnoty, které nelezi v mno#iné vystupnich
hodnot {0,1,...,10}, napf. hodnota 3,9, kterd odpovidd vstupni hodnoté 2. To v dané
situaci nemusi vadit. Pokud by to vadilo, hodnoty lze zaokrouhlit. Vstupu 2 by pak
odpovidal vystup 4.
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6. Historie a perspektivy fuzzy logiky

I kdyz za vznik fuzzy logiky je povazovan rok 1965, ve které byla pub-
likovana Zadehova prace ,Fuzzy sets“, zakladni myslenka, ze které fuzzy
logika vychazi, se objevila mnohem dfive. Na skutecnost, ze princip bi-
valence neni samoziejmy a ze nékterym vyrokiim — naptiklad tém o bu-
doucnosti — je prirozené ptiznat i jinou pravdivostni hodnotu nez pravda a
nepravda, upozornil jako prvni ve svych klasickych spisech De interpretati-
one a Categoriae sém zakladatel klasické logiky, Aristotelés. Az do prelomu
19. a 20. stoleti se vsak tvahy o logice s vice pravdivostnimi hodnotami
objevovaly jen zfidka. Dilezitou vyjimkou byl vyznamny stfedovéky mysli-
tel William Ockham, ktery analyzoval Aristotelovy prace a odvodil z nich
mimo jiné jistou spojku implikace se tfemi pravdivostnimi hodnotami.
Aristotelovy tvahy o mozné tfeti pravdivostni hodnoté se staly predmé-
tem vasnivych, deset let trvajicich debat na univerzité v Lovani, které
se odehravaly v letech 1465-1475. Za dalsi meznik lze povazovat tvahy
o vagnosti vyrazil prirozeného jazyka. Za vagni jsou oznacovany prave ty
vyrazy, které nemaji ostfe vymezené hranice, jako napft. vySe uvedeny vy-
raz ,normalni krevni tlak“. Tyto tivahy se poprvé objevily u vyznamného
empiristy Johna Lockea, naptiklad v jeho zakladnim filozofickém dile Esej
o lidském chdpdni. Uvahy o vagnich vyrazech se poté staly soucasti knih
o logice — prvni je vyznamna ucebnice Logick Isaaca Wattse z roku 1724 —
nicméné soucasti, které byla zpravidla vénovana jen okrajova pozornost.

Na pfelomu 19. a 20. stoleti se vicehodnotovymi logikami zabyvali tii
myslitelé: skotsky matematik Hugh MacColl, americky filozof a matema-
tik Charles Sanders Peirce, a rusky filozof Nikolaj Vasiljev. Vznik moderni
vicehodnotové logiky je vSak spjat s obdobim kolem roku 1920, kdy své
objevy ucinili t¥i vyznacéni védci: polsky logik Jan Lukasiewicz, svycarsky
matematik Paul Bernays a americky matematik polského ptavodu Emil
Post. Lukasiewicz byl motivovan Aristotelovymi Gvahami o pravdivosti
vyrokid o budoucnosti a navrhl logické systémy se tfemi i vice pravdi-
vostnimi hodnotami. Ty jsou znamy jako Lukasiewiczovy logiky a patii
poli vicehodnotové logiky byl donedavna neznamy, i Post byli motivovani
predevsim matematickymi tivahami a problémy.

Zejména Lukasiewiczova prace vedla ke zna¢nému rozvoji logik s vice
pravdivostnimi hodnotami, a to jak samotné Lukasiewiczovy logiky, tak lo-
gik jinych. Ty se 1isi pouzivanymi pravdivostnimi hodnotami, ale také tim,
jak definuji logické spojky. Nékteré prace pritom vychazely z praktickych
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motivaci, jiné se o motivace a pripadné aplikace nezajimaly a studovaly
vicehodnotové logiky jako formalni systémy bez ohledu na jejich vyuziti.
K tém prvnim patii prace Lukasiewicze, ktery interpretoval tfeti pravdi-
vostni hodnotu, 1/2, jako hodnotu vyroku, ktery je mozny (tj. nikoli nutné
pravdivy nebo nepravdivy), dale pak prace sovétského logika Dmitrije A.
Bochvara, ktery rozvinul logiku pro analyzu paradoxti, nebo amerického
logika Stephena C. Kleeneho, ktery byl motivovan nékterymi otazkami
teorie vypocti. Téch druhych, tj. praci formalistickych, které nehledély
na praktické motivace, byla vSak naprostd vétsina a jejich podil rostl. To
vedlo k tomu, Ze se zacaly objevovat kritické hlasy — maji vicehodnotové
logiky hlubsi smysl nebo jsou to jen matematicko-logické hracky?

Na poli filozofie se mezitim, ovSem vétsinou bez kontaktu s vyzkumem
ve vicehodnotové logice, zacala intenzivné rozvijet debata o vagnosti. Jed-
nim ze zasadnich impulst byl ¢lanek ,Vagueness®“ prominentniho matema-
tika a filozofa Bertranda Russella z roku 1923. Brzy se objevily dalsi, mezi
nimi také vlivny ¢lanek ,Vagueness: an exercise in logical analysis“ americ-
kého filozofa Maxe Blacka z roku 1937, ve kterém byl — témér 30 let pred
prvnim Zadehovym ¢lankem o fuzzy mnozindch, byt v mirné jiné podobé
a pod néazvem ,consistency profile“ — pojem fuzzy mnoZiny v podstaté
zaveden. Praci o vagnosti pomérné rychle pfibyvalo, nepresahly vSak pole
filozofie a az na nékolik vyjimek, mezi které patii zminéna Blackova prace,
se otazkou, jak vagnost matematicky uchopit, natoz pak, jak pripadné
matematické modely vagnich vyrazi pouzit, nezabyvaly.

Zadehtv c¢lanek ,Fuzzy sets“ zvefejnény v roce 1965 pfedstavuje na
poli vicehodnotové logiky zasadni milnik. Zadeh sice v ¢lanku nevytvoril
zadnou konkrétni logiku v modernim slova smyslu — ostatné termin ,fuzzy
logic* poprvé pouzil v ponékud technickém smyslu v roce 1966 Marinos
a v dnes bézném smyslu az v roce 1968 Goguen. Existujicich praci na
poli vicehodnotové logiky, ani na poli vadgnosti si Zadeh nebyl védom (na
zadnou z nich se v ¢lanku neodvolavd). Hnacim motorem pro ného byl
zminény nedostatek klasického pojmu mnozina — neschopnost reprezento-
vat vyznam vagnich vyrazu, které jsou typické pro prirozeny jazyk a za-
sadni pro nasi schopnost popisovat okolni svét, formulovat a sdélovat zna-
losti, t¥idit informace a podobné. Pojmem fuzzy mnozina ukazal, jak tento
zasadni nedostatek odstranit. Z hlediska vicehodnotové logiky vsak také
ukézal pfirozeny zpiisob, jak interpretovat mezilehlé pravdivostni hodnoty,
napf. 0,8, totiz jako pravdivostni hodnoty vyroki, které obsahuji vagni vy-
razy, tedy vyroku jako ,Venkovni teplota je velmi nizka“, , Tento pacient
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ma vysoky krevni tlak®, | Bude-li inflace vysokd, Gspory se znacné snizi“
a podobné. Byt ndm dnes pripada, Ze tato interpretace se prfimo nabizi a
nelze ji prehlédnout, v literatuie o vicehodnotové logice byla pfed Zadeho-
vym ¢lankem neznadma. Zadehiv objev mé atributy vyznamného objevu:
fesi problém, ktery dostupnymi metodami fesitelny nebyl; jde o problém
zékladni, tj. problém, ktery se promitd do celé fady oblasti (matematika,
informatika, inZenjyrské obory, pfirodni i spolecenské védy); fesi ho kon-
cepcné novym, ale jednoduchym pojmem, ktery je v ¢lanku popsan spolu
se zékladnimi pravidly, jak s nim pracovat.

Jak jsme uvedli vySe, fuzzy logika jako alternativa zobecnujici logiku
klasickou predstavuje zasadné nové paradigma a musela se zpocatku po-
tykat s negativnimi reakcemi. Od 70. let 20. stoleti se vSak vyzkum ve
fuzzy logice zacal intenzivné rozvijet. Teoreticky vyzkum se pritom za-
byval zejména teoril fuzzy mnozin a rozvojem ruznych oblasti matema-
tiky, naptiklad topologie, pravdépodobnosti nebo algebry, z pohledu fuzzy
mnozin. Aplika¢né zaméreny vyzkum se vénoval zejména pouziti fuzzy
mnozin v raznych oblastech, ve kterych hraje dulezitou roli pfirozeny ja-
zyk — napriklad v rozhodovani, fizeni, rozpoznavani vzorta nebo klasifikaci
a shlukovani — a vyvinuté metody byly pouzivany pro feseni rtiznych pro-
blémt. Vyznamnym podnétem pro rozvoj aplikacné zaméreného vyzkumu
se staly prvni komeréné uspésné aplikace fuzzy logiky, o kterych jsme se
zminili vyse.

Na vyvoji fuzzy logiky se vyznamnou meérou podileli také cesti védci.
Vyznamné vysledky ziskal nejdfive Jan Pavelka. Na jeho praci pak nava-
zal Vilém Novak, ktery je také autorem prvni ceské knihy o fuzzy logice
[2]. V 90. letech 20. stoleti se fuzzy logikou zacal intenzivné zabyvat Petr
Hajek, matematik a logik svétového formatu, ktery se svymi spolupracov-
niky fuzzy logiku vyznamnym zptsobem rozvinul. V soucasné dobé patii
vyzkumné skupiny v Praze, Ostravé a Olomouci mezi lidry v oboru.

Fuzzy logika je po padesati letech své existence stile zivym oborem.
plni ucebnic. Jiné, a mezi nimi je mnoho z téch, které primo ¢i velmi tzce
souvisi s informatikou, jsou stale oteviené a volaji po TeSeni dulezitych
problémt. Dobfe to ilustruje skutecnost, ze prestizni Godelova cena byla
v roce 2014 udélena Ronaldu Faginovi, Amnonu Lotemovi a Monimu Na-
orovi pravé za praci o optimalni agregaci pravdivostnich stupni v jistém
obecném databazovém problému.
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Lotfi Zadeh popsal v roce 2015 v ¢lanku ,, Fuzzy logic—a personal per-
spective” svou predstavu o budoucnosti fuzzy logiky takto: ,Véda je v roz-
hodujicich aspektech zalozena na klasické, aristotelovské, dvouhodnotové
logice. Ve védé je binarizace pravidlem spiSe nez vyjimkou. V lidském
mysleni je tomu naopak. Jednim z hlavnich pfinosu fuzzy logiky je to, Ze
poskytla zaklad pro dalekosdhlou zménu — v témér vSech oblastech védy
— od binarismu k pluralismu, od ¢erného a bilého k odstintim Sedi. Tento
posun se bude v nasledujicich letech nejspis zrychlovat a vliv fuzzy logiky
se nejspis stane jesté viditelnéjSim a vyznamnéjsim. Je pravdépodobné,
ze ve védé — stejné jako ve fuzzy logice — vSe bude nebo bude moci byt
otazkou miry. To je to, co vidim ve své kiistalové kouli.*

Podrobné pojednani o historii fuzzy logiky, jejim vyvoji a perspektivach
prinesla neddvno vydand kniha [1].
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ZPRAVY

Usttedni kolo 68. ro¢niku
Matematické olympiady kategorie A

Usttedni kola 68. roéniku Matematické olympiady v kategorii A uspo-
fadala v letosnim roce krajskd komise MO Stfedoceského kraje v Bene-
sove. Celou soutéz pritom zajistovali organizatori predevsim ve spolupraci
s Gymnéaziem Benesov Vsichni soutéZici a ¢lenové Ustiedni komise MO byli
ubytovani v hotelu BENICA, v jehoZ dvou vétsich konferen¢nich sélech se
také uskutecnila soutéz v kategorii A. Slavnostni zahdjeni soutéze vSak
probéhlo vecer v nedéli 24. bfezna ve starobylé aule beneSovského gymna-
zia za pritomnosti zastupct vedeni Stfedoceského kraje a starosty mésta
Benesov. Matematicky tstav AV CR (a JCMF) na této akci zastupoval
jeho teditel RNDr. Jiri Rakosnik, CSc.

Na zakladé jednotné koordinace tloh krajského (IL.) kola v kategorii A
a reguli soutéze pozvala Ustfedni komise MO k ucasti ve III. kole 41 nej-
lepgich Fesitelt II. kola z celé Ceské republiky, mezi nimi bylo 10 divek. Na,
feSeni obou trojic soutéznich tloh méli Zaci jiz tradi¢né vyhrazeny po oba
soutézni dny, jimiz byly 25. a 26. brezen, vzdy 4,5 hodiny ¢istého casu. Za
kazdou tlohu méli soutézici moznost ziskat nejvyse 7 bodt (s celo¢iselnymi
bodovymi zisky).

Organizatori zavérecné ¢asti MO piipravili pro soutézici a pro ¢leny
Ustfedni komise MO pestry doprovodny program. Odpoledne po prvnim
soutéznim dnu absolvovali soutézici i ¢lenové tustfedni komise MO spo-
le¢nou prochazku k zamku Konopiste, jehoz interiér si néasledné vSichni
prohlédli. Vecer tyz den pak tcastnici III. kola kategorie A navstivili kon-
cert prazské skupiny Spiritudl kvintet, ktery se uskutecénil v pfijemném
prostiedi auly benesovského gymnézia. Druhy soutézni den odpoledne ab-
solvovali vSichni tcastnici soutéze spoleény vylet spojeny s kratkou pro-
chazkou na bajnou horu Blanik nedaleko Benesova.
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Vyhléaseni vysledkt soutéze a predani cen nejlepsim feSiteltm III. kola
v kategorii A se uskuteénilo ve stiedu 27. bfezna dopoledne opét v aule
benesovského gymnézia. Slavnostniho aktu se ztacéastnili také zastupci sku-
piny CEZ, kteii specidlné ocenili tii nejlepsi fesitele tistfedniho kola sou-
téze. Predseda UK MO doc. Jaromir Simsa v zévéreéném projevu podéko-
val celému tymu organizatort, predevsim pak fediteli Gymnéazia Benesov
Mgr. Romanu Hronkovi a predsedkyni krajské komise MO ve Stfedoces-
kém kraji RNDr. Sdrce Gergelitsové, Ph.D., za kvalitni pfipravu a mimo-
fadné zdafily pribéh celého ustfedniho kola v kategorii A.

|
¢

a Karel Chwistek

Zavérem tradiéné uvaddime texty soutéznich tloh tstfedniho kola 68. roc-
niku MO kategorie A a prehled vitézu a dalsich Gspésnych resitelt.

25. brezna 2019
1. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

2oy = ly— 2+,
y* —zx = |z — x|+ 1,
2 —xy=|z—yl+1

Tomdas Jurik
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. Je dén pravothelnik ABCD, kde |AB| = a > b = |BC|. Na piimce

BD sestrojte body P a @ tak, aby platilo |[AP| = |PQ| = |QC]|.
Provedte diskusi o poc¢tu feseni vzhledem k délkdm a, b.
Jaroslav Svrcek

. Necht a, b, ¢, n jsou kladna celd ¢isla takova, Ze jsou splnény nésle-

dujici podminky:
(i) ¢isla a, b, ¢, a4+ b+ ¢ jsou po dvou nesoudélna;
(ii) dislo
(a+b+c)(a+b)(b+c)(c+ a)(ab+ be+ ca)
je n-tou mocninou celého disla.

Dokazte, ze souin abc lze zapsat jako rozdil dvou n-tych mocnin
celych cisel.
Patrik Bak

26. brezna 2019

. Je dan ostrothly trojahelnik ABC. Na polopfimce opacné k polo-

piimce BC lezi bod P takovy, Ze |AB| = | BP|. Analogicky na polo-
pfimce opacné k poloptimece CB lezi bod @ takovy, ze |AC| = |CQ).
Oznacme J stied kruznice pfipsané strané BC daného trojuhelniku
a D, E po tadé jeji body dotyku s pfimkami AB a AC. Predpokla-
dejme, ze polopfimky opacéné k polopfimkam DP a E(Q se protinaji
v bodé F riazném od J. Dokaite, ze AF | FJ.

Patrik Bak

. Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho celych ¢isel, kterd nelze vyja-

drit ve tvaru
20 4 3% — 5¢,

kde a, b, ¢ jsou nezaporna cela cisla.
Jan Mazak, Tomas Bdrta

. Pro ktera pfirozena cisla n lze do tabulky n x n vepsat vSechna cela

¢isla od 1 do n? tak, aby aritmeticky primér &isel v kazdém Fadku
i sloupci tabulky byl celym ¢islem?
Laura Vistanova
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Vysledky ustfedniho kola 68. ro¢niku Matematické olympiady
kategorie A

Vitézové

1. Josef Minarik (8/8, G Brno, t¥. Kpt. Jarose) 42 b., 2. Karel Chwistek
(2/4, Mendelovo G, Opava) 38 b., 3. Matéj DoleZdlek (8/8, G Humpo-
lec) 37 b., 4. Radek Olsdk (8/8, Menza G, Praha 6) 36 b., 5. Dominik
Stejskal (8/8, G Krnov) 35 b., 6. Viclav Jandéek (6/8, G Brno, ti. Kpt.
Jarose) 34 b., 7. Lenka Kopfovd (4/4, Mendelovo G, Opava) 34 b., 8. Mag-
daléna Misinovd (6/8, G J. Keplera, Praha 6) 30 b., 9. Vojtéch David
(6/8, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba) 29 b., 10. Jan Vaviin (6/8, PORG
a GaZS o. p. s) 29 b.,

Uspésnd resitelé

11. Adéla Heroudkovd (5/8, G Brno, t¥ . Kpt. Jarose) 28 b., 12. Viktor
Fukala (6/8, G J. Keplera, Praha 6) 28 b., 13. Jana Pallovd (8/8, G Jakuba
Skody, Pierov) 26 b., 14. Jindrich Jelinek (4/4, G Olomouc-Hejéin) 26 b.,
15. Jana BuSovd (5/8, G Brno, tf. Kpt. JaroSe) 23 b., 16. Richard V.
Krejsa (7/8, G Brno, ti. Kpt. Jarose) 22 b., 17. Tomds Kizak (8/8, G M.
Kopernika, Bilovec) 22 b., 16. Michaela SvatoSovd (7/8, G M. Kopernika,
Bilovec) 22 b., 19. Tomds Sourada (7/8, G Zamberk) 21 b., 20. Martin
Zimen (8/8, G Jihlava, J. Masaryka 1) 21 b.

V pripadé rovnosti bodu rozhodla o poradi vitéz a Gspésnych fesitelu
pravidla uvedend v soutéznim fadu MO. Kompletni vysledkovou listinu
najdete na oficidlnich strankach MO (www.matematickaolympiada.cz).

Ucast na vybérovém soustfedéni pred 60. Mezinarodni matematickou
olympidu (IMO), které se konalo v pfedvelikonoénim tydnu v Kostelci
nad Cernymi lesy, si vybojoval vSech deset vitézfi tstiedniho kola v ka-
tegorii A. Z nich pak bylo vybrano Sesti¢lenné ceské reprezentacni druz-
stvo pro aktudlni IMO, kterad se uskutecni od 14. do 22. ¢ervence 2019
ve Velké Britanii (Bath). Na tomto soustfedéni bylo vybrano také Sesti-
¢lenné druzstvo (doplnéné dalsimi tspésnymi FeSiteli z fad nematuranti)
pro 13. ro¢nik St¥edoevropské matematické olympiady (MEMO), kterd se
bude konat v poslednim srpnovém tydnu 2019 v Pardubicich. Podrobné
zpravy o ucasti ¢eskych reprezentac¢nich tymt na 60. IMO, na 13. MEMO
a také na 8. EGMO najdete v této rubrice v nasledujicich ¢islech naseho
casopisu.

Jaroslav Svrcek
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Usttedni kolo 68. ro¢niku
Matematické olympiady kategorie P

Usttedni kolo 68. ro¢niku Matematické olympiady kategorie P se konalo
v Benesové ve dnech 27.—29. 3. 2019. Jako obvykle pfimo navazovalo na
ustredni kolo MO kategorie A. Devét studentt, kteri letos postoupili do
ustfedniho kola MO v obou nejvyssich kategoriich MO, tak absolvovali
obé soutéze na jednom misté a v prubéhu jednoho tydne. Celé ustiedni
kolo Matematické olympiady vyborné pripravili pracovnici Krajské komise
MO Stfedoceského kraje a Gymnéazia v BeneSové. Zahajeni kategorie P a
teoretickd ¢ast soutéze probéhly v konferenénim sale hotelu Benica, kde
byli vsichni Gcastnici ubytovani. V pocitacovych uéebnach gymnézia probi-
hala prakticka ¢ast a v prostorach skoly se pak uskutecnilo také slavnostni
zakonceni tstfedniho kola.

Na pfipravé a zajiSténi odborné ¢asti tustifedniho kola MO kategorie P
se podileli zejména pracovnici a studenti z Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze, ktefi se postarali o pfipravu soutéznich tuloh,
opravovani a vyhodnoceni odevzdanych feseni a pfipravu soutézniho pro-
stfedi pro praktickou ¢ast soutéze. Spolupracovali také kolegové z Fakulty
informatiky Masarykovy univerzity v Brné a z Fakulty informac¢nich tech-
nologii CVUT v Praze. V praktické &asti jsme pouzili novou verzi sou-
tézniho systému CMS, ktery je vyuzivan i pfi mezinarodnich informatic-
kjch olympiadach. Soutézici s timto systémem komunikuji prostiednictvim
webového rozhrani, mohou klast dotazy k tlohdm, odevzdavat sva vypra-
covand feSeni soutéznich tloh a zpétné se také dozvidaji, jak byla jejich
odevzdané reseni ohodnocena.

V letosnim ro¢niku Matematické olympiddy kategorie P jsme méli méné
fesitel, nez obvykle. Do krajskych kol postoupilo pouze 52 soutézicich a
podle organiza¢niho fadu MO polovina z nich byla vyhladSena Gspésnymi
fesiteli. Do tustfedniho kola MO-P bylo sice pozvano vSech 26 tspésnych
Tfesitelti krajskych kol, maximalni hranice 30 tcastniki Gstfedniho kola ale
zustala nenaplnéna. Néco podobného se stalo teprve pocétvrté za 34 let, co
existuje kategorie P.

Nejvétsi zastoupeni na letosnim tstfednim kole MO-P mél Jihomorav-
sky kraj s deseti icastniky, z nichz dokonce sedm studuje na stejné skole —
na gymnéaziu na ti. Kpt. JaroSe v Brné. Druhou nejpocetnéjsi delegaci
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vyslala Praha, odkud bylo pét soutézicich. Ctyfi kraje nemély v letosnim
ustfednim kole zadného resitele. Pfesné polovina tcastnikt byla z nema-
turitnich roc¢nik.

V prvnim soutéznim dnu studenti fesi ve vymezeném case 4,5 hodiny
ti teoretické tlohy. Tato ¢ast soutéze ma podobny charakter jako krajské
kolo, zadané soutézni tlohy jsou zameétfeny na navrh efektivnich algoritm.
Jedna z tloh jiz tradi¢né vyuziva néjaky neobvykly vypocetni model, ktery
je zaveden pro cely ro¢nik soutéze jiz v domacim kole a kazdy rok je jiny.
Letosni model byl vénovan on-line algoritmutim.

Druhy soutézni den je prakticky a probihd v pocitacovych ucebnéch za
obdobnych podminek a podle stejnych pravidel, jako jsou organizovany i
mezinarodni stfedoskolské olympiady v informatice. Kazdy soutézici pra-
cuje na pridéleném osobnim pocitaci se soutéznim prostredim a v prubéhu
4,5 hodiny m4 za tkol vyfesit tfi tlohy. Reseni praktickych tloh je tfeba
dovést do podoby odladénych, plné funkénich programt. Odevzdané pro-
gramy jsou jiz v prubéhu soutéZe okamzité testovany pomoci predem pri-
pravené sady testovacich vstupnich dat. Hodnoti se nejen spravnost, ale
pomoci nastavenych ¢asovych limit také rychlost vypocétu. V bodovém
hodnoceni lze diky tomu odlisit kvalitu riznych feseni z hlediska casové
slozitosti pouzitého algoritmu. Resitelé se priibézné dozvidaji ohodnoceni
svych TeSeni, maji moznost je opravit a odevzdat opakované vicekrat.

Tradi¢ni soucasti tstiedniho kola Matematické olympiady byva vzdy i
zajimavy doprovodny program. Organizatofi obvykle pfipravuji jiny vy-
let pro ucastniky kategorie A a jiny pro uUcastniky kategorie P, aby byl
program stale zajimavy i pro ty studenty, ktefi soutézi v obou kategori-
ich. Zatimco soutézici kategorie A letos nejprve navstivili blizky zamek
Konopisté a druhy den jeli na vylet na horu Blanik, pro ucastniky katego-
rie P byla pripravena exkurze do Centra sklafského uméni Huf Frantisek
v Séazavé. Zde se vSichni mohli seznamit s historii i soucasnosti vyroby
skla u nas a prohlédnout si krasné umeélecké predméty vyrobené ze skla.
Kazdy si pak na paméatku odvezl sklenicku, kterou si sdm ozdobil zvolenym
motivem pomoci techniky piskovani.

Celé tstredni kolo 68. ro¢niku MO bylo zakonéeno slavnostnim vyhla-
Senim vysledkt kategorie P v prostorach beneSovského gymnazia. Kazda
soutézni tloha byla hodnocena nejvyse 10 body, celkem tedy mohli sou-
tézici ziskat maximalné 60 bodt. Zatimco v teoretické casti kazdy z Tesi-
teltl néjaké body ztratil, v praktické casti ¢tyri studenti vytesili ilohy na
plny pocet 30 bodu. Podle souctu dosazenych bodu z obou soutéznich dnt
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dohromady se stanovi vysledné poradi. Pomocné pravidla slouzi k urceni
vzajemného poradi téch soutézicich, ktefi ziskali stejny pocet bodu. V sou-
ladu s organiza¢nim fadem Matematické olympiady se GspéSnymi feSiteli
stali ti studenti, ktefi se umistili na prvnich tfinacti mistech celkového
poradi. Sest nejlepsich z nich bylo vyhlaSeno vitézi tstiedniho kola.

Vysledky ustfedniho kola 68. ro¢niku Matematické olympiady
kategorie P

Vitézové

1. Josef Minafik, 8/8, G tf. Kpt. JaroSe, Brno, 58 b., 2. Michal Jires,
8/8, G F. M. Pelcla, Rychnov nad Knéznou, 56 b., 3. Jifi Kalvoda, 6/8,
G t¥. Kpt. Jaroge, Brno, 53 b., 4. Jonas Havelka, 7/8, G Jirovcova, Ceské
Budéjovice, 52 b., 5. Radek Olsak, 8/8, Mensa gymnazium, Praha 6, 49 b.,
6. Jan Kaifer, 3/4, G Jana Keplera, Praha 6, 48 b.

Uspésni resitelé

7. Viktor Fukala, 6/8, G Jana Keplera, Praha 6, 43 b., 8. Vaclav Janadek,
6/8, G t¥. Kpt. JaroSe, Brno, 41 b., 9. Lenka Kopfova, 4/4, Mendelovo gym-
nézium, Opava, 41 b., 10. Jakub Stastny, 8/8, G Brno-Reckovice, 40 b.,
11. Ondfej Sladky, 6/8, G Mikulasské ndm., Plzen, 31 b., 12. Matéj Krip-
ner, 8/8, G Kladno, 30 b., 13. Michal Pécal, 7/8, G Jifitho z Podébrad,
Podébrady, 28 b.

Na zékladé vysledkt dosazenych v ustiednim kole 68. ro¢niku Matema-
tické olympiady kategorie P byli vSichni ispésni fesitelé pozvani na kratké
vybérové soustiedéni. To se uskutecnilo v Praze na Matematicko-fyzikalni
fakulté Univerzity Karlovy dva tydny po skonceni tstifedniho kola, kon-
krétné ve dnech 12.—13. 4. 2019. Cilem tohoto soustifedéni bylo vybrat
reprezentanty pro obé mezinarodni olympiddy v informatice. P¥i vybéru
reprezentantd sC¢itdme body ziskané v tstfednim kole MO-P a vysledky
dosazené na soustfedéni.

Nejlepsi ¢étyfi fesitelé byli vybrani, aby reprezentovali Ceskou republiku
na 31. mezindrodni olympiadé v informatice IOI 2019. Tato vrcholna ce-
losvétova soutéz se bude konat ve dnech 4.-11. 8. 2019 v Azerbajdzanu
v hlavnim mésté Baku. Dalsi ¢tyfi mladsi Gispésni fesitelé, kterfi letos jesté
nebudou maturovat, se zGcastni 26. stfedoevropské olympiady v informa-
tice CEOI 2019. St¥edoevropskou olympiddu bude letos hostit Bratislava
ve dnech 23.—-29. 7. 2019. O prubéhu a vysledcich obou mezinarodnich
olympiad v informatice vas budeme informovat v nasem c¢asopise.
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Podrobné informace o celém 68. rocnitku MO kategorie P, kompletni
vysledkova listina, texty soutéznich tloh a jejich vzorova feseni jsou k dis-
pozici na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté se mizete
seznamit i se star$imi ro¢niky této soutéze a také se vSemi aktudlnimi
informacemi tykajicimi se Matematické olympiady kategorie P.

Pavel Topfer

Celostatni kolo Fyzikalni olympiady 2019

Kulata vyroci byvaji v lidském Zivoté spojena s nejruznéjsimi privlastky,
vyzraly vék Sedesati let byva spojovan s jednim z nejtvrdsich pfirodnich
mineralt. V letosnim skolnim roce do svého ,diamantového* ro¢niku do-
zréla Fyzikdlni olympidda (a véfme, ze v duchu ptivodniho feckého vy-
znamu slova &ddpas — neznicitelny — jich ma pred sebou jesté hodné).
Kulaté, o deset let nizsi vyroci slavi letos i Mezinarodni fyzikalni olympi-
ada (IPhO, ipho.org).

Celostatni kolo kategorie A 60. ro¢niku Fyzikilni olympiddy ve Skol-
nim roce 2018/2019 hostil kraj, ktery je od vzniku samostatné CR i sid-
lem tustfedni komise FO — kraj Kralovéhradecky. Poradatelem byla Pri-
rodovédeckd fakulta Univerzity Hradec Krdlové (UHK, www.uhk.cz/prf/)
spolu s Gymndziem BoZeny Némcové v Hradci Kralové (www.gybon.cz) a
soutéZ probéhla pod zastitou primatora mésta Hradec Kralové Alezandra
Hrabdlka, naméstkyné hejtmana Kralovéhradeckého kraje Martiny Ber-
dychové, rektora UHK Kamila Kuci a dékana Prirodovédecké fakulty UHK
Pavla Trojovského. Na zakladé vysledka krajskych kol soutéze, jez pro-
béhla 23. 1. 2019, pfijelo zmé&rit své sily celkem 50 soutézicich (z toho
5 divek). Hostem slavnostniho zahajeni v aule UHK byl i pamétnik vSech
celostatnich kol prof. Ing. Bohumil Vybiral, CSc., emeritni profesor UHK
a mistopredseda ustfedni komise, ktery zavzpominal na nékteré chvile a
osobnosti z historie soutéze. Atmosféru zacatku soutéZe podtrhl i slav-
nostni ohnostroj a nasledny raut.

Ve stfedu 27. 2. dopoledne cekaly soutézici v u¢ebnach budovy Gymna-
zia Bozeny Némcové ¢tyti teoretické tilohy, s nimiz se museli vyporadat bé-
hem péti hodin. Autorem prvnich tii byl RNDr. Jan Thomas (Prvni ceské
gymnézium Karlovy Vary), autorem étvrté, kterd navazovala na studijni
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text [1], RNDr. Viadimir Wagner, CSc. (Ustav jaderné fyziky AV CR,
Rez). Prvni tloha s nadzvem U-trubice se zabyvala rozhranim dvou kapalin
v statické i rotujici u-trubici. Resitelé za ni ziskali v priiméru 6,9 bodu
z 10 moznych, a podle nazoru poroty nejoriginalnéjsi reseni vypracoval
Viktor Fukala (G J. Keplera, Praha). Druh4 tloha s nazvem Pist s ¢ockou
kombinovala praci a zménu vnitini energie dvou plyni v oddélenych cas-
tech nadoby se zobrazenim vldkna zarovky spojnou ¢ockou. Pro soutézici
byla zfejmé nejobtiznéjsi, pfi nejnizsim primérném zisku 3,5 bodu porota
ocenila zejména postup Josefa Minarika (G tf. Kpt. Jarose Brno). Tteti
uloha Dwvakrdt obsahovala 4 ¢asti, v nichz se dvakrat zvétsila nebo zmensila
hodnota nékterého z parametri. Soutézici dosahli v priméru 5,0 bodu a
nejvice zaujalo FeSeni nejlepsi divky v soutézi Katefiny Rosické (G Kutnéd
Hora). Ctvrt4 tloha s ndzvem Produkce hassia byla vénovéna vypoctu
rychlosti a energie jader pri bombardovani olovéného terce jadry zZeleza.
Soutézici ziskali v prauméru 4,8 bodu a porota ocenila jako nejzdarilejsi opét
piistup Viktora Fukaly (G J. Keplera, Praha). Zavére¢nou redakci zadani
i autorského Feseni tloh provedl RNDr. Jan Slégr, Ph.D. (PfF UHK).

Ve c¢tvrtek 28. 2. dopoledne soutézici ve dvou skupinach fesili prak-
tickou tlohu, jejim#z autorem byl RNDr. Jan Slégr, Ph.D. (P¥F UHK) a
ktera se tykala studia vlastnosti permanentniho magnetu, uréeni magne-
tické susceptibility, relativni permeability i podminky magnetické levitace
nad magnetem. Soutézici ziskali v praméru 12,9 bodu a nejlepsim experi-
mentdtorem porota vyhléasila Martina Vaviika (G Sumperk).

K celostatnimu kolu tradi¢né patii i bohaty navazujici program. Ve
stfedu 27. 2. odpoledne byly pfipraveny zajimavé prednasky v prostorach
UHK a vecer program v aredlu Hvézdéarny a planetaria v Hradci Kralové.
Ve c¢tvrtek 28. 2. probéhly exkurze do laboratofi v nové budové P¥irodoveé-
decké fakulty UHK a odpoledne divadelni predstaveni studentt univerzity.

Posledni den, v patek 1. 3. dopoledne, probéhlo v aule UHK slavnostni
vyhlageni vysledkil, kterého se zi¢astnila i predsedkyné JCMF doc. RNDr.
Alena Solcovd, Ph.D. Uvedme zékladni statistické udaje: jedenact tcast-
nikt (véetné dvou divek) se stalo vitézi, dvacet dva Uspésnymi Fesiteli a
sedmnact tcastniky soutéze. Celkové primérné hodnoceni vSech tiloh bylo
33,2 bodu, tj. 55,3 % z moznych 60. Na vitéze kromé zajimavych cen éekala
i pozvanka na vybérové soustiedéni porddané Katedrou fyziky Pfirodoveé-
decké fakulty UHK, z néhoz vzejde pétice reprezentantti na rovnéz jubilejni
50. mezinarodni fyzikalni olympiadé, ktera probéhne 7.—15. cervence 2019
v izraelském Tel Avivu (viz www.ipho2019.org.il). Pomyslnou zlatou me-
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daili vybojoval Josef Minatik (G t¥. Kpt. Jarose Brno), stéibrnou Michal
Jires (G F. M. Pecla Rychnov nad Knéznou) a bronzovou Jindfich Jelinek
(G Olomouc-Hejéin).

Usporadani celostatniho kola je nemyslitelné bez podpory a pomoci
fady organizaci a spole¢nosti v regionu. Vécnymi i finanénimi dary akci
podporili: Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a télovychovy, Krdlovéhradecky
kraj, mésto Hradec Krdlové, Univerzita Hradec Krdlové, skupina CEZ a
Jednota Ceskijch matematiki a fyzikid. Ubytovani vSem poskytl Domov
mladeze pii SPS, SOS a SOU Hradec Kréalové, Hradebni. Zejména je vsak
tfeba podékovat obétavym organizatortim z poradajici UHK — pfedsedovi
ustfedni komise doc. RNDr. Janu Krizovi, Ph.D., RNDr. Michaele Kvi-
Zové, Ph.D., RNDr. Filipu Studnickovi, Ph.D. a predsedovi krajské komise
Fyzikalni olympiddy Kralovéhradeckého kraje Vdclavu Sddovi, kteii se roz-
hodujici mérou zaslouzili o hladky prtubéh soutéze a piijemnou pracovni i
slavnostni atmosféru.

Pro pristi skolni rok v 61. roéniku FO prebira organizatorskou stafetu
Stiedocesky kraj, konkrétné Gymnazium Vaclava Benese Ttebizského ve
Slaném. Zajemci a pfiznivci soutéze najdou vSechny potiebné aktudlni in-
formace vCetné zadani i feSeni Gloh na ¢tenartim MFT jisté dobfe zndmych
internetovych strankdch UKFO http://www.fyzikalniolympiada.cz.
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Vysledkova listina celostatniho kola

Vitézové

1. Minaiik Josef (G t¥. Kpt. JaroSe Brno, 54,5b, 306,4mb), 2. Jires Mi-
chal (G F. M. Pecla Rychnov nad Knéz., 54,0 b, 302,3mb), 3. Jelinek Jin-
dfich (G Olomouc-Hejéin, 53,5b, 301,4mb), 4. Schmied Martin (G Ji-
hlava, 51,5b, 286,6 mb), 5. Fukala Viktor (G J. Keplera Praha, 50,0b,
276,8mb), 6. Vavitk Martin (G Sumperk, 48,5b, 268,1 mb), 7. Herman
Jaroslav (G tf. Kpt. Jarose Brno, 46,5b, 273,5mb), 8. Zvonic¢ek Véclav
(G tt. Kpt. Jarose Brno, 44,5 b, 256,7mb), 9. Rosickd Katefina (G Kutna
Hora, 44,0b, 248,9mb), 10. Havelka Jon4s (G Jirovcova C. Budé&jovice,
44,0b, 241,2mb), 11. Novoveskd Miroslava (Masarykovo G Plzeii, 42,0b,
226,3 mb).
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Uspésni resitelé

12. Klement David (G Nad Aleji Praha, 40,5b, 221,8 mb), 13. Blaha Jifi
(G Uherské Hradisté, 40,0b, 229,1mb), 14. Uher Josef (G J. Keplera
Praha, 39,0b, 219,4mb), 15. Komaiik Filip (G F. Palackého V. Mezi-
Fici, 37,5 b, 212,8mb), 16. Vesely Richard (G Budé&jovickd Praha, 37,5b,
207,8mb), 17. Balej Karel (G Rokycany, 36,5b, 203,2mb), 18. Oboftil Jan
(G Brno Bystre, 36,0b, 198,6 mb), 19. Hotak Jaroslav (G F. X. Saldy Li-
berec, 36,0b, 194,2mb), 20. Prokop Matéj (G Dasickd Pardubice, 35,0 b,
186,3 mb), 21. Kalvoda Jifi (G tf. Kpt. Jarose Brno, 33,5b, 172,3mb),
22. Mendl Adam (G P. de Coubertina Tébor, 33,0b, 177,7mb), 23. Kii-
7ové Radka (G J. Heyrovského Praha, 32,5b, 189,7mb), 24. Zidek Andrej
(G J. K. Tyla Hradec Kralové, 32,5b, 182,8mb), 25. Hladil Josef (G Mi-
kulagské nam. Plzen, 32,0 b, 168,9mb), 26. Cervenak Jakub (Prvni ¢eské
G Karlovy Vary, 31,5b, 173,3mb), 27. Kundratova Lucie (G Zlin, 29,5 b,
176,8 mb), 28. Juza Michal (G Benesov, 29,5b, 160,2 mb), 29. Kimmer Mi-
chael (G Lovosice, 29,0 b, 169,9mb), 30. Zahradnik Petr (G dr. V. Smej-
kala Usti n. L., 29,0b, 154,2mb), 31. Jaks Pavel (G Ceské Ceské Budéjo-
vice, 28,5b, 164,6 mb), 32. Nejezchleb Lukas (G Dasickd Pardubice, 28,0 b,
151,3mb), 33. Vlk Petr (SPS Zlin, 27,5b, 150,2 mb).

Vitéz celostatniho kola Josef Minatik
(G, t¥. Kpt. Jarose, Brno)
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Reseni experimentalni tlohy Lukds Richterek

160 Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019



