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MATEMATIKA

(Geometrie pohybu I:
Trajektorie bodu

PETRA SURYNKOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Mé vlastni dlouholeté zkusenosti z vyuky na Matematicko-fyzikalni fa-
kulté UK a vSeobecné celkova situace studia matematiky a geometrie na
VS ukazuji na vazné mezery studentii v porozuméni elementérni geometrii
a v dokazovéani platnosti geometrickych tvrzeni jiz na SS [6, 10]. Tento
nedostatek je tfeba fesSit uz na stiedoskolské trovni. Psal o tom ve svém
¢lanku také prof. Kufina, [4], jiz v roce 1987. Studiu geometrii je potieba
se vyznamné vénovat uz na zakladni a stfedni skole, a to plati i v dnesni
dobé.

Zamérme se na specifickou oblast geometrie, na které si ukazeme, jak
1ze toto studium obohatit o jiny pohled. Cilem pfispévku je na konkrétnich
prikladech ukazat, ze k definici kifivek, muZeme pfistupovat z pohledu ki-
nematické geometrie. Pti vySetfovani riiznych typt k¥ivek mizeme s Gspé-
chem realizovat experimenty s jednoduchymi pomutckami a vyuzivat mo-
derniho Siroce rozsiteného softwaru GeoGebra. Z téchto experimenttt mu-
zeme vychazet pri dokazovani platnosti zkoumanych geometrickych jevt.
Na zékladé experimentt lze vytvaret hypotézy, které nasledné ovérujeme
jiz klasickymi matematickymi prostiedky, tj. geometricka tvrzeni dokazu-
jeme synteticky nebo s uzitim analytické geometrie.

Na stfedni skole se pravdépodobné s pojmem kinematické geometrie
explicitné nesetkame, ale intuitivné je nam tento pojem jisté ziejmy. Bude
nés zajimat pohyb. Kfivku tedy budeme chapat jako drdhu (trajektorii)
néjakého plynule se pohybujiciho bodu, coz je pfistup k vytvofeni k¥ivky
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velmi nazorny a prirozeny. Zanedbame pritom nékteré fyzikalni aspekty.
Nebude nas zajimat rychlost a zrychleni pohybujicich se rovinnych atvart.
Stiredoskolsti studenti takové zavedeni kiivky budou chapat urcité 1épe nez
abstraktni pojeti, Ze kiivka je spojitym obrazem néjakého intervalu redl-
nych &isel. Rekneme-li, Ze je kiivka drahou néjakého pohybujiciho se bodu
a 7e se pohyb uskutecnil v koneéném ¢asovém useku (a, by, mizeme o kiivce
zacit velmi intuitivné hovofit jako o spojitém zobrazeni, které kazdému
okamziku t € (a,b) pfifadi bod v roviné ¢ v prostoru. Kdybychom hle-
dali korektni a pfesto velmi intuitivni a matematicky spravné definovani
k¥ivek, mizeme nahlédnout do celé fady skript. Jmenujme napiiklad [1] a
[2]. Zde jsou popisovany kiivky s vyuZitim uz pokroéilého aparatu. Pokud
hledame zdroj, ktery se vénuje stiedoskolskému pojeti definovani kiivek,
doporucuji k nahlédnuti napiiklad [3], kde jsou zpracovany kuzelosecky.
7Z dalsich kniznich zdroji jmenujme klasické ucebnice a sbirky tloh jako
napft. [7, 8]

P1i studiu kfivek se zcela nevyhneme uziti formalnitho matematického
popisu, ale doplnime jej pravé o kinematickou interpretaci. Matematicky
aparat budeme potfebovat k tomu, abychom ukazali, které k¥ivky jsme
kinematickym urcenim ziskali. K tomu, abychom kfivky zavadéli kinema-
ticky, nam vyborné poslouzi software GeoGebra, jehoz uzivani se v po-
slednich letech na zakladnich a stfednich skolach tési velké oblibé jak mezi
uciteli tak mezi zaky a studenty.

Ze stfedni skoly zname hned celou fadu kiivek. Na tplném zacatku
studia geometrie jsme se setkali s pfimkou. Pojem je to velmi abstraktni
a vysta¢il by ndm na cely ¢ldnek, protoze odpovéd na otédzku Co je to
primka? neni snadné. Setkali jsme se rovnéz s kuzeloseckami — s elipsou
(ano, sem patii i kruznice), s hyperbolou, s parabolou. Tyto kiivky jsme
definovali nejcastéji jako fezy valcovou a kuzelovou plochou, tedy dalsim
mozZnym zpusobem, jak je mozné na kfivky nahlizet. Mozna jsme se setkali,
napiiklad v matematickém seminaii nebo dokonce ve fyzice, i s jinymi kiiv-
kami. Studovali jsme napiiklad trajektorie vodorovného a Sikmého vrhu.
Na vysoké skole jsme studium prohloubili o dalsi typy kfivek a zavadéli
jsme je ruznymi zpusoby. Zustanime ale na Skole stredni.

Geometrické pojmy jako bod, pfimka a obecné kifivka vznikaly v mate-
matice abstrakci néjakych redlnych objekti. V celém vyvoji matematiky
dochézelo k postupnému zpresnovani pojmu kiivka. Nasim zdmérem neni
vycerpat mozné definice kiivek, ale pfistoupit k problematice z praktického
hlediska. Zvolme proto opac¢ny pristup a abstraktnim kfivkam pfipojme
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jejich geometrické obrazy a modely z praxe. Zkusme poukézat na to, zZe
modely kiivek se pouzivaji v mnoha odvétvich a setkavame se s nimi v kaz-
dodennim zivoté.

Pripomeneme si zndmé i méné znamé konstrukce nékterych specidl-
nich kfivek a ukazeme si priklady vyuziti kiivek, respektive jejich modelti,
v praxi. Zustaneme pritom ve sférach stredoskolské geometrie.

Lehky tvod do kinematické geometrie v roviné

Chceme-li hovorit o kinematické geometrii v roviné, musime si vysvétlit
nékolik zakladnich pojmu. Jak jsme jiz uvedli, draha nebo také trajektorie
bodu je kiivka, kterou bod pii pohybu opisuje. Vyluc¢ujeme ptipad, kdy by
trajektorii bodu byl bod. Pfidejme jesté dalsi mozné kinematické vytvoreni
kiivky, nebot se nemusime omezovat pouze na pohybujici se body. Obalka
k¥ivky, je kiivka (mtze mit vice vétvi nebo se dokonce redukovat na bod),
kterou vytvari pohybujici se kfivka. Existuje-li k¥ivka, kterd se dotyka
vSech poloh pohybujici se kiivky a kazdy jeji bod je dotykovym bodem
pohybujici se kiivky, nazyvame tuto kiivku obalkou. Plati tedy, ze v kazdé
poloze se pohybujici krivka dotyka své obalky, tj. kfivka v dané poloze a jeji
obélka maji v bodé dotyku spole¢nou te¢nu. Trajektorii bodu A budeme
znalit 74, obalku k¥ivky a budeme znacit (a).

Pfijméme nasledujici amluvu. Rovinu, ve které lezi trajektorie bodt a
obalky kfivek, oznacme II. Tato rovina se nepohybuje, zlistava na miste,
tedy i vSe, co v ni lezi, je neménné. Pohybujici se body, ¢i kfivky, lezi
v roviné, kterou ozna¢ime ¥.. Rovina ¥ se jako celek pohybuje po roviné II,
pricemz jsme stale v dvourozmérném prostoru. Body a kfivky roviny X
opisuji v roviné II trajektorie a obalky.

Pohyb roviny ¥ po roviné II lze velmi jednoduse simulovat v praxi. Bod,
ktery se pohybuje, si nakreslime na prusvitnou félii, tedy rovinu ¥. Mi-
zeme do félie vytvorit dirku, pfes kterou budeme moci zakreslovat polohu
bodu v roviné II. S folii hybeme (,klouZeme*) po roviné II, to mize byt
tabule, list papiru, ¢i skolni sesit. V nékolika polohach zakreslime v roviné
IT bod skrz dirku ve fdlii, tedy body trajektorie, viz v obr. 1a) polohy
Al A% A3 bodu A. KdyZ se nam podaii vykreslovat polohy bodii spojité,
dostaneme empiricky model trajektorie, viz obr. 1b). MuZeme také zakres-
lovat najednou vice trajektorii, tedy na folii zvolime vice bodta. Vsimnéme
si velmi dulezitého faktu. Jakmile vyznacime body na fdlii, tyto body uz
vici sobé neméni polohu, tj. vzdélenosti mezi nimi jsou neménné, podi-
vejme se na obr. 1c). Rikdme, Ze objekty v roviné X tvoii tzv. neproménnou
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rovinnou soustavu, kterd se jako celek pohybuje po nepromeénné rovinné
soustavé I1, viz naptiklad [11]. Uvédomme si také, ze f6lii nikdy neotocime,
neustale se pohybuje pouze ve dvoudimenzionalnim prostoru. V§echny po-
lohy objekti jsou tedy pfimo shodné, jak je patrné rovnéz z obr. 1c). Fdlii
Ize vyuzit i k simulaci pohybu kiivek. Tj. na fdlii si zakreslime ki¥ivku nebo
krivky, jejichz obalky nés zajimaji a folii opét hybeme po roviné II. Za-
jejich polohy, ale feknéme, ze mame pro jednoduchost pfimky. Staci tedy
v kazdé poloze zakreslit pies f6lii umisténi dvou bodu téchto primek a
dostaneme tak jednozna¢né uréenou jejich polohu, viz obr. 1d). Podafi-li
se nam potom v roviné II zakreslit kiivku, ktera se vsech takto ziskanych

vvvvv

vyuzijeme moznosti programu GeoGebra.

a) b)

Obr. 1 Pohyb roviny ¥ po roviné II realizovany pomoci prusvitné félie

Samoziejmé nas nyni napadne, jak budeme definovat pohyb s folii.
Nezadame-li zadné omezujici podminky, nemizeme urcit, jaké typy tra-
jektorii a obalek ve vysledku dostaneme. Rekneme, Ze pohyb je dan jedno-
znacné, jestlize je jednoznacné dana kazda poloha pohybujici se roviny %,
tj. folie. Staci se trochu zamyslet a hned ndm bude jasné, co nam tato véta
tika. Protoze jsou jednotlivé polohy pohybujicich se objekt pfimo shodné,
stai ndm znat premisténé polohy dvou rdznych bodu, tj. néjaké tsecky
roviny Y. Jelikoz musime k jednoznac¢nému urceni pohybu znat kazdou
polohu takové pohybujici se Gsecky, znamena to, Ze je nutné znat kazdou
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polohu krajnich bodu této tsecky, tj. trajektorie téchto krajnich bodi. Pro
urcenost pohybu tedy plati nasledujici:

Pohyb roviny ¥ je jednoznacné urceny, zname-li trajektorie dvou riz-
nych bodu roviny 3.

Na obr. le) mlzeme vidét trajektorie 74 a 75 dvou rtznych bodu A
a B. Trajektorie 74 je kruZnice, trajektorie 7p je pfimka. Na folii jsme
uréili dva ruzné body A a B, tedy je jednozna¢né dana jejich vzdalenost.
Nyni uz je pohyb jednozna¢né urceny, tj. bod A se pohybuje po své trajek-
torii 74 a bod B po své trajektorii 75. Mzeme urcit trajektorii néjakého
dalsiho bodu C, na obr. 1e) jsou zakresleny ti polohy C*, C2, C3 bodu C.
V kinematické geometrii obvykle navic zadavame vychozi polohu pohybu-
jici se roviny 3. Muze se totiz stat, ze nékteré ¢asti zadanych trajektorii
jsou nedostupné a body se ve skutecnosti pohybuji jen po jejich ¢astech,
viz napfiklad [11].

Lze odvodit také jind urceni pohybu, ale vzdy je mozné prevést tato
urceni na zadani pomoci dvou trajektorii. Zatim se tedy vénujme pouze
tomuto a podivejme se na nékteré konkrétni priklady. V nasich tvahach
pfitom vylouéime pohyby, jejichz vSechny trajektorie jsou bud soustfedné
kruznice, nebo navzijem rovnobézné primky. V prvnim pripadé se jedna
o rotaci ve druhém pripadé o posunuti.

Priklady kinematicky vytvorenych krivek

Uloha

Méjme dany dvé riznobézné piimky 74 a 7. Sestrojte trajektorie riz-
nych boda K, L, M pfimky p = AB, jestlize se bod A pohybuje po pfimce
74 a bod B po pfimce 7. Bod K je vnitinim bodem usec¢ky AB, bod L
lezi na polopfimce BA za bodem A a bod M lezi na polopiimce AB za
bodem B.

Reseni. a) Za¢néme jednodussim piipadem, kdy jsou trajektorie 74 a 7p
navzajem kolmé pfimky, sledujme obr. 2. Situaci jsme zakreslili v programu
GeoGebra a vykreslili jsme ¢ast trajektorii a dale nékolik izolovanych poloh
pohybujicich se bodti. To samé mutzeme zrealizovat opét pomoci papiru
a prusvitné fdlie, tj. na papir zakreslime kolmé trajektorie 74 a 75, na
folii jednotlivé body A, B, K, L, M. Je zfejmé, Ze vzdalenosti bodi jsou
konstantni.

Abychom mohli v GeoGebfe pohyb definovat, museli jsme zakreslit
dané trajektorie 74 a 7 a vychozi polohu objektti. V nasem piipadé jsme
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nejdfive definovali bod A tak, Ze se muze pohybovat pouze po trajektorii
T4 (v GeoGebfe tzv. ¢asteéné vazany objekt). Déale jsme si zvolili délky
tuseéek M B, BK, KA a AL. Pro danou polohu bodu A jsme tim padem
dostali polohu pfimky AB, nebot vime, Ze bod B se pohybuje po své tra-
jektorii 75. V tomto pfipadé takto dostaneme pro danou polohu bodu A
dvé polohy bodu B (bude patrné také z vypoctu), tj. dvé polohy pohybu-
jici se soustavy ¥, do obrazku jsme zakreslili polohu jednu. Tento piistup
uzijeme i pro analytické odvozeni typu kfivek. Nyni mzeme pohybovat
bodem A po trajektorii 74 a sledovat, co se déje s ostatnimi body. Ptiklad
zpracovany v GeoGebfe lze oteviit ve webovém prohlizedi, viz [9].

Tu

Ta

Obr. 2 Pohyb zadany dvéma navzajem kolmymi pfimymi trajektoriemi

Podle obr. 2 a experimentt s f6lii ¢i v GeoGebre, které zvladne samo-
statné i student ve skole ¢i pfi doméci pripraveé, se mizeme domnivat, ze
vyslednymi trajektoriemi jsou rtizné ovaly, ziejmé elipsy. Presvéd¢me se
o tom prostiedky analytické geometrie.
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Zvolme kartézskou soustavu soufadnic, trajektorie 74 a 7p necht sply-
vaji s osami z, y. Libovolny bod X = [z,y] pfimky p = AB opisuje pii
daném pohybu trajektorii 7x. Vzdéalenost bodi A = [a,0] a B = [0, ]
oznaéme d a zvolme ji pevné, d > 0. Soufadnice bodu B tedy lze za-
psat v zavislosti na této délce, tj. B = [0, £v/d? — a?]. Libovolny bod X
piimky p mizeme vyjadiit X = A+ (B — A)t, t € R, tj. zapsdno v sou-
fadnicich

T =a—at

L 1)

Oznacime-li vzdalenost bodu X od bodu A jako v, plati v = |td| a
|t| = v/d. Déle vime, Ze plati

a? + b = d°. (2)
Vyjadiime-li a a b z (1) a dosadime do (2), po upravé dostavame

x2 y2

E1_0 e

Prot > 0 at # 1, tj. lezi-li bod X na tseéce AB (a je rtzny od
bodit A, B) nebo na polopfimce AB za bodem B (piikladem jsou body
K a M), dostavame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v pocatku
soustavy soufadnic, poloosami o velikostech d — v a v nebo v — d a v na
soufadnicovych osach a rovnici

~ 1 (3)

T )
— — + =1 4
(d—v)? + 02 4)

Pro t < 0, tj. lezi-li bod X na polopfimce BA za bodem A (piikladem

je bod L), dostédvame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v po¢atku
soustavy soufadnic, poloosami o velikostech d + v a v na soufadnicovych

oséach a rovnici ) )
€ Yy
S 5
(d+v)?2 02 5)
Parametricky popis elipsy pro libovolné to € R\ {0,1} mtzeme zapsat
ve tvaru

[d(1 —tg) - cosu,dtgsinu], u € {0,2r). (6)

7 nagich tvah rovnéz vyplyvaji zndmé konstrukce elipsy tzv. rozdilovd a
souctova prouzkovd konstrukce. Pro danou hlavni nebo vedlejsi osu elipsy
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(zde minéno jak poloha, tak délka) a libovolnou polohu bodu elipsy, tj.
jednu polohu boda K, L, nebo M, podle pfedchoziho uréime velikost chy-
béjici osy, viz obr. 3.

a) b)
Ty T
p
A
) T
K
a a
B B
Ty Tg
c) d)
Ty ; D
A C DA
) Ta ’_Y‘_’b Ta
B a a
b
M

Obr. 3 Souctova a rozdilova konstrukce elipsy

V &asti a) mizeme vidét platnost souctové prouzkové konstrukce a v ¢as-
tech b) a c) platnost rozdilové prouzkové konstrukece. V ¢asti d) na obr. 3 je
potom demonstrovano, jak pro danou vedlejsi osu CD elipsy a bod M lze
rozdilovou prouzkovou konstrukci dohledat velikost hlavni poloosy elipsy.
Souétova prouzkova konstrukce by se dala pouzit obdobné.

Zamysleme se jesté nad tim, pro jaké hodnoty bude trajektorie bodu X
specidlné kruznici. Hleddme pro jaké ¢ ve vyjadieni (3), jsou poloosy elipsy
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stejné dlouhé. Je zfejmé, ze pro t = 1/2 dostdvame kruznici s polomérem v,
tedy je-li bod X stiedem tusecky AB. Jiny ptipad rovnosti poloos nena-
stane.

b) Prejdéme k obecnému piipadu, kdy trajektorie 74 a 75 sviraji jiny
nez pravy uhel, sledujme obr. 4.

Obr. 4 Pohyb zadany dvéma rtznobéznymi pfimymi trajektoriemi svirajicimi
obecny thel

Vymodelovani pohybu v GeoGebie ¢i s pomoci félie ziistava stejné,
pouze se zméni thel mezi trajektoriemi. V programu GeoGebra jsme opét
vykreslili ¢asti trajektorii a nékolik izolovanych poloh pohybujicich se bodi.
Priklad zpracovany v GeoGebie lze také oteviit ve webovém prohlizedi,
viz [9]. Opét se miizeme domnivat, Zze vyslednymi trajektoriemi jsou podle
experimentt elipsy. Nyni se vsak jednd o komplikovanéjsi problém. Na
prvni pohled je z nasich experimentt patrné, ze eliptické trajektorie nemaji
osy v zékladni poloze, tj. nesplyvaji se soufadnicovymi osami. S kuzelo-
seckami v obecné poloze se na stfedni skole pravdépodobné nesetkavame,
presto si FeSeni rozeberme s vyuzitim pouze stiedoskolskych poznatki ana-
lytické geometrie.
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Zvolme kartézskou soustavu soufadnic, trajektorie 74 mnechf splyva
s osou x, prisecik trajektorii 74 a 7p je pocatek soustavy souradnic, tihel,

ktery trajektorie 74 a 7p sviraji, ozna¢me «. Libovolny bod X = [z,y]
pfimky p = AB opisuje pfi daném pohybu trajektorii 7x. Vzdalenost
bodi A = [a,0] a B = [by,b,] ozna¢me d a zvolme ji pevné. Libovolny

bod X pfimky p mizeme vyjadiit X = A+ (B — A)t, t € R, tj. zapsdno
v souradnicich
x=a—(by—a)t

o ™)

Oznacime-li vzdélenost bodu X od bodu A jako v, plati v = [td] a |t| = v/d.
Déle vime, ze plati
(b — a)* + b2 = d°, (8)

nebot |AB|| =d.
Trajektorie 7 bodu B svira s osou « thel «, tedy plati

by = kb, (9)

kde k = tga.
Vyjédiime-li a, b, a by z (7) a (9) a dosadime do (8), po tpravé dosté-
vame

2k2? + (1 + E*(1 — t)?)y? — 2tkay — d**K*(1 — )2 = 0. (10)

Opét bychom mohli rozlisit piipad pro ¢ > 0 a t # 1, tj. lezi-li bod X
na tsecce AB (a je rtizny od bodt A, B) nebo na polopfimce AB za bo-
dem B (piikladem jsou body K a M) a dosadit do predpisu (10) ¢t = v/d.
Nebo dale mizeme uvazovat piipad pro ¢t < 0, tj. lezi-li bod X na polo-
pfimce BA za bodem A (piikladem je bod L), a dosadit do pfedpisu (10)
t = —v/d. Rovnice (10) popisuje elipsu v obecné poloze (oproti pfipadu
s kolmymi trajektoriemi se v rovnici trajektorie 7x objevuje smiSeny kva-
draticky ¢len zy), osy elipsy nejsou rovnobézné se soufadnicovymi osami.
Ze se skutecné jedné o rovnici elipsy, lze ukézat napiiklad tak, Zze deter-
minant matice kuzelosecky, tzv. diskriminant kuzelosecky, je nenulovy a
determinant matice kvadratickych ¢lend, tzv. diskriminant kvadratickych
¢lend, je vétsi nez nula, viz [5]. Tato problematika je uz nad rdmec osnov
stredni Skoly, ale ukazme si rovnici této elipsy pro konkrétni hodnoty t,
d, k. Necht t = —1 (bod X leZi na polopfimce BA za bodem A ve vzda-
lenosti d od bodu A), d = 2 a k = 1/3/3, tedy trajektorie 74 a 75 sviraji
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thel @ = 11/6. Po dosazeni do rovnice (10) dostdvame piedpis
2% 4 Ty? + 2v/3zy — 16 = 0. (11)

Lze ukézat, ze (11) je rovnice elipsy e, kterd vznikla oto¢enim elipsy e’
v zékladni poloze s rovnici

:UI2 y/2
— +t—F5— =1 (12)
2-v3  2+V3
o orientovany thel ¢ = —n/12. Pro vypocet jsme pouzili transformacni

rovnice
x = 2’ cosp — 1’ sin
A (13)
y = x’'sinp + 13 cos p

tj. do rovnice (11) jsme za 2 a y dosadili transformaé¢ni rovnice (13) a vyraz
u smiSeného kvadratického ¢lenu 'y’ jsme polozili roven nule. Tim jsme
urcili orientovany thel otoceni ¢. Dosazenim transformacnich rovnic s timto
thlem do predpisu (11) jsme ziskali rovnici (12). Pfipad zadani pohybu
s témito konkrétnimi vstupnimi hodnotami je ilustrovan na obr. 5a). Na-
znadeno je rovnéz otoceni elipsy ¢’ v zékladni poloze o orientovany thel ¢
do polohy e.

a)

Obr. 5 Elipsa e jako trajektorie bodu L pfi pohybu zadaném dvéma riznobéz-
nymi pi{mymi trajektoriemi svirajicimi tihel 30° a odpovidajici elipsa e’ v za-
kladni poloze a trajektorie bodu X kruznice h

V dloze jsme timto popsali tzv. elipticky pohyb a odvodili jsme trajek-
torie specidlné zvolenych bodu. Vyslovme néasledujici definici.
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Definice
Pohyb roviny ¥, jejiz dva rtizné body opisuji pfimé riznobézné trajek-
torie, se nazyva elipticky pohyb.

Mohlo by se nyni zdat, ze trajektorie vSech bodu roviny ¥ pfi eliptic-
kém pohybu jsou elipsy. My jsme spocitali, ze tomu tak je pro vSechny
body pfimky p = AB, které jsou rtzné od bodu A, B. Zkusme zvolit jiny
bod roviny ¥ a podivejme se, jakou bude vykreslovat trajektorii. Sestro-
jme v libovolné poloze pohybu kruznici h prochazejici body A, B a O, kde
O je prusecik trajektorii 74 a 75. Uvédomme si velmi hezkou vlastnost.
Kdybychom totiz sestrojili kruznici h i v jinych polohéch pohybu, tj. stale
by byla urcena tfemi body A, B a O, vidy bychom dostali stejny polo-
mér. Pokud navic uvazujeme, Ze jsou trajektorie 74 a 75 navzajem kolmé,
stfed této kruznice h lezi ve stiedu tsecky AB. KruZnici h miZeme proto
také ,rozpohybovat“, necht tedy lezi v pohybujici se rovingé ¥ (rysujeme
ji na folii). Pfi pohybu, se kruznice h pohybuje spoleéné s body A, B a
stale prochazi bodem O. Bod X, jehoz trajektorie 7x néas bude nyni zaji-
mat, zvolme libovolné na této kruznici, viz obr. 5b). Tj. v libovolné poloze
kruznice h jsme uréili jeji libovolny bod X (bod X jsme nakreslili na f6-
lii). P¥i experimentech s folii a s GeoGebrou vidime, Ze tentokrat elipsu
neziskdme. Jen pozor na spravné urceni bodu X a jeho trajektorie pfe-
devs§im v GeoGebfe. Protoze bod X zakreslujeme na félii, do pohybujici
se roviny X, nemiuzZe tento bod pfi pohybu ménit polohu vici bodum A
a B, to znamend, Ze vSechny polohy trojuhelniku ABX jsou piimo shodné.
V GeoGebfte je tedy nutné volit pevné vzdélenosti bodu X od bodu A a B.
Trajektorie Tx bodu X je v tomto piipadé tisecka. Dtikaz provedme ten-
tokrat synteticky. Jak jsme poznamenali, velikosti tseéek AX a BX se pfi
pohybu neméni. VSechny t¥i body lezi v kazdé poloze pohybu na kruznici h
opét v prislusné poloze, tedy délky oblouktit AX a BX kruZnice h jsou pii
pohybu konstantni. Uhel X AOX a stejné tak tthel X BOX tedy ziistavaji
pfi pohybu také konstantni, nebot vzdy jedno rameno téchto hli, 74 nebo
7B, je pevné, druhé rameno thlu OX musi byt proto také pevné. Trajek-
torie Tx je proto usecka lezici na pfimce OX. Uz snadno se nahlédne, Ze
délka této tisecky je dvojnasobek priimeéru kruznice h a ze stfed tusecky
splyva s bodem O.

Vyuzijme tuto vlastnost pro dalsi konstrukci. Vratme se v tiloze, k p¥i-
padu, kdy trajektorie 74 a 75 sviraji jiny nez pravy thel, sledujme obr. 6.
Pro elipsu v obecné poloze, kterou jsme ziskali jako trajektorii 77, bodu L,
urceme osy a hlavni a vedlejsi vrcholy. Pro uréeni os elipsy vyuzijeme vlast-
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nosti, kterou jsme odvodili vyse a to, ze body specialné zvolené kruznice h
opsali pri pohybu jako své trajektorie tisecky. Hledame tedy takové primé
trajektorie dvou bodi kruznice h, které jsou navzajem kolmé. V dané po-
loze pohybu sestrojime kruznici h (prochazi body A, B a O), stied této
kruznice oznac¢me H. Déle sestrojime pfimku HL (spojnici stfedu kruz-
nice h a bodu L, ktery vykresluje trajektorii 7 ) a uré¢ime priseéiky kruz-
nice h s pfimkou H L, oznacme tyto pruseciky jako P, Q). Podle pfedcho-
ziho uz vime, Ze trajektorie 7p a 7¢ bodi P a @ jsou primeéry kruznice k
se stfedem v bodé O a polomérem rovnym dvojnasobku poloméru kruz-
nice h. P¥imky O P, OQ jsou osy elipsy 71, nebot tato konstrukce odpovida
prouzkové konstrukci vysvétlené v tuloze, viz obr. 6.

Obr. 6 Konstrukce os elipsy v obecné poloze, ktera vznika jako trajektorie bodu
v eliptickém pohybu

Pro Gplnost jiz bez dukazu doplime, Ze trajektorie kazdého jiného bodu
eliptického pohybu, tj. bodu, ktery v dané poloze nelezi na prislusné poloze
kruznice h a navic je rizny od bodi A a B, jsou elipsy.

Poznamka

Kruznice h se nazyva hybnd polodie a lze pomoci ni také urcit pohyb ro-
vinné soustavy tzv. odvalovanim. O této problematice se planujeme zminit
v dalsich pojednénich o kinematicky vytvofenych kiivkach.
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Zavér

V prispévku jsme ukazali vypocty kinematicky vytvorenych krivek, spe-
cialné elips, s vyuzitim jednoduchych fyzickych modeli a s podporou dyna-
mického softwaru GeoGebra. Nékteré obrazky z GeoGebry jsou dostupné
rovnéz online [9]. Zde si lze vyzkouSet dynamic¢nost tloh a zkoumat dalsi
zadéni, pripadné typy krivek.

Moznosti zadavani pohybu jsme ani zdaleka nevycerpali. V pristim po-
jednani se zaméfime na kiivky zadévané také obalkami a odvalovanim
hybné polodie po pevné polodii a ukdzeme si, kde vsude se s kinematicky
vytvorenymi kiivkami lze setkat v bézném zivoteé.
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Kuzelosecky a Apolloniovy
kruznice

JIRI BLAZEK - PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budéjovice

Pappova Sbirka (Synagoge, 3.—4. stoleti n. 1.) zminuje dva starsi po-
znatky starovékych matematik. Shrnujeme je do vét 1 a 2.

V nedavno otisténém piispévku [1] jsme vyuzili pfibuznost obou tvrzeni
k dikazu ekvivalence rtznych definic elipsy. Postup, jenz tam byl uveden,
Ize aplikovat i na hyperbolu. Ponechame na ¢tenari, zda si to ovéri, a
poznatky rozsifime z ponékud pozménéného pohledu.

Véta 1 (Apolloniova kruZnice)

Necht jsou v roviné dany dva rtzné body A, B a kladné ¢islo A # 1.
Mnozinou vSech bodt X dané roviny, pro néz plati |[AX| : |BX| = ),
je kruznice hap ) sestrojend nad primérem CD, kde C a D jsou body
primky AB spliujici vztah

|AC| : |BC| = |AD| : |BD| = A. (1)

h= hAB,;,

Obr. 1 Apolloniova kruznice

Dtikaz véty 1 nalezne ¢tenaf v ¢lanku [2]. Ctvefici bodi (4, B, C, D),
které spliiuji vztah (1), budeme nazyvat harmonickd ctvefice bodi. Kruz-
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nice hap,x se nazyva Apolloniova kruznice. K dané dvojici (A4, B) a ¢islu A
nalezneme zbyvajici body C' a D jako obrazy bodu B ve stejnolehlostech
se stfedem A a s koeficienty %ﬂ Ztejmé se vzdy jeden z bodua C, D na-
chézi uvnitt tsetky AB a druhy vné. Vztah (1) je invariantni vii¢i zAméng
boda C a D.

Pfi oznadeni podle obr. 1 miizeme prvni z rovnosti (1) pfepsat na tvar

(|AS| —7’) : (r— |BS|) = (|AS| +T) : (r+ |BS|),

kde S je stfed kruznice h a r jeji polomér. Po tpravé odtud dostaneme
vztah

|AS|-|BS| =12, (2)
ktery umoziuje vyuzit Eukleidovu vétu o odvésné k doplnéni trojice (B, C, D)
(nebo (A, C, D)) na harmonickou &tvefici (4, B,C, D), viz obr. 1.

£=1,6 e=4 e=4 e=1,6
hyperbola hyperbola  hyperbola hyperbola

<
A%
E
Dby
t=H
8
3
Db
~
Obr. 2 Kuzelosecky jako mnoziny bodu X s vlastnosti ||§§|| =€

Véta 2 (Kuzelosecky)
Necht je déano kladné ¢islo € a rovina, v niZ je umisténa pfimka d a bod
F ¢ d. Mnozinou v8ech bodit X, pro néz v dané roviné plati

[XF|_
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je a) elipsa, pravé kdyz ¢ < 1, b) parabola, pravé kdyz ¢ = 1, ¢) hyperbola,
pravé kdyz € > 1.

Tvrzeni b) z véty 2 je vlastné ohniskové definice paraboly. Ekvivalenci
tvrzen{ a) s ohniskovou definici elipsy jsme dokézali v [1]. Pro hyperbolu
je dikaz ekvivalence s ohniskovou definici analogicky. Nez se seznamime
s nazornéjsim dukazem, pfipomeneme si zakladni poznatky o hyperbole.

Ohniskova definice a zakladni vlastnosti hyperboly

Jsou-li F} a F; body dané roviny, pak mnozina vSech bodd X v rovineé,
pro néz plati

|[F1X|— |FX|| =2a, kde0 < 2a<2e=|FF]. (4)

se nazyva hyperbola. Body F; a F, nazyvame ohniska hyperboly, Cisla
a, e jsou (v daném pofadi) hlavni poloosa a vystiednost (excentricita)
hyperboly. Relativni excentricita (pomérnd vystiednost) hyperboly je ¢islo
e=2%.

Z adeﬁnice plyne, ze hyperbola je soumérné podle primky F} Fy, ktera se
nazyva hlavni osa hyperboly a znaci se 01. Je soumérna i podle své vedlejsi
0sy 02, coz je osa usecky FjFy. Je téz sttedové soumérna podle priseciku
obou os, stfedu S hyperboly. Kruznice ¢(S; a) se nazyva vrcholovd kruZnice
hyperboly. Pomoci obr. 3 snadno ovéfime, Ze jeji pruseciky A a B s osou
o1 spliiuji vztah (4). Jsou to vrcholy hyperboly.

|F\S|=|F)S8=e
|AS|=|BS|=a

Obr. 3 Hyperbola, jeji vrcholova kruznice c a fidici pfimky d1, do

Sestrojme dale pfimky d; (¢ € {1,2}) jako kolmice na hlavni osu v je-
jich bodech O;, které ziskdme doplnénim trojic (F;, A, B) na harmonické
¢tvefice (Fy, O;, A, B). Piimku d; budeme nazyvat 7idici primka hyperboly
prislusnd ohnisku F;.
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Rovnost (2) mé pro danou situaci tvar |F;S| - |0;S| = a?, z n&jz plyne
2
a

0:51= 2. )

S vyuzitim obr. 3 dale zjistime, Ze plati

ale —a
0141 = 48]~ 015 = =D~ j0,)

ale + a)

0B = = |0sA.

Pomoci téchto vztahi a obrazku lze ovérit, ze

Al |EB| e _ .

|0;Al  |0:B|  a

_|FA| |FiB|
= |44 T 4B ©)

Plati tedy nasledujici véta.

Véta 3
Apolloniovy kruznice up, 0, « @ Up,0,,. jsou totozné s vrcholovou kruz-
nici ¢ hyperboly.

KuzZelosecky jako obalky soustavy Apolloniovych kruZnic

Do dalsich tvah pfiddme mnozinu M vSech pfimek p || 01, polozime
{H;} = pNd; a ptimky F; H; oznad¢ime g;. Jejich prisecik U lezi na ose 0.
Priméty bodi A a B na primky ¢; ve sméru rovnobéZzném s osou os
ozna¢ime po fadé A; a B; (obr. 4).

Kruznice v = (U;|UA;]) mé praméry A;B; a je a je totozné s Apolloni-
ovymi kruznicemi ug, g, -, nebot rovnobé&zné promitani zachovava poméry
na pfimkéch. Pomoci jejich vlastnosti a obr. 4 snadno ovéfime, Ze (bez
ohledu na to, zda ve vztazich zvolime i = 1, nebo i = 2) pro jeji priseéiky
P, a Py s pfimkou p plati

| P F5| _ | P ;| _
|Prdi| [ PLH]

_ |RE| _ |RF (7)
|PH;| |Padi|

e

Zjistili jsme, Ze mnozina P vSech bodt P;, kde i € {1,2} ap € M je
rovna mnoziné z véty 2 pro ¢ > 1, af jiz zvolime F' = F| a d = dy, nebo
F = F5 a d = dy. Primky p totiz pokryvaji celou rovinu a vztah (3) na
nich splnuji jen priseciky P; pfimky p s kruznici u.
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o | 0

Obr. 4 Apolloniova kruznice u = up; H, «

Mnozina P je téz hyperbolou ve smyslu ohniskové definice, protoze ze
vztahti (7) a (5) plyne

2
[P | — |PFy|| = | |[PiHa| — [P || = 2018 - e = 2% : 2 = 2a.
Dokézali jsme vétu 2 pro € > 1. Pro elipsu (¢ < 1) je ditkaz analogicky.
Mnozinu vSech kruznic up, g, . piislusSnych dané kuzelosecce budeme
oznacovat U. Je ur¢ena napriklad hlavnimi vrcholy A, B a relativni excen-
tricitou €. Obr. 4 naznacuje, ze se kruznice u dotyka v bodech P; kuzelo-
secky. Abychom se o tom presvédéili, dokdZzeme nésledujici vétu.
Véta 4
Hyperbola (nebo elipsa) a kruznice v € U maji ve svych spoleénych
bodech P; spolecné tecny.
Diikaz. Pro hyperbolu na obr. 5 1ze pomoci (2) zjistit U P,|? = |UFy|-|U Hy |
a odtud
\UP,|  |UH;|
UF|  [UP|
Trojuhelniky U P, Fy a U Hy P, se navic shoduji v thlu pfi vrcholu U. Z je-
jich podobnosti (véta sus) a symetrie podle osy o2 plyne

X P, U| = [ H PU| = |4 PLPU| = |X P, PU|.

Uhly P,PU a P,FU jsou obvodové, body P, U, P; a Fi leii na
kruznici, kterou ozna¢ime m. Lezi na nii bod F5 a jeji pramér UV je ¢asti
oSy 03.
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Obr. 5 K dukazu véty 4 pro hyperbolu

Piimka V P; je te¢nou kruznice u, protoze thel UP,V je pravy (Thale-
tova véta). Je i tefnou hyperboly v bodé Pj, nebot je osou thlu Fy Py F5.
(Shodnym obloukiim F;V a V F» kruznice m pfislusi shodné obvodové thly
F, P,V a VP F;.) Pro elipsu je dikaz analogicky.

Z véty 4 plyne, ze Apoloniovy kruznice ur, u, . obaluji danou kuzelo-
secku (obr. 6).

Obr. 6 KruZnice mnoZiny U obaluji hyperbolu (¢ > 1) a elipsu (¢ < 1)
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Vyuziti Apolloniovych kruznic ke konstrukci kuzelosecek

Uvedené poznatky umoznuji jednoduchou konstrukci bodt P kuzelo-
secky ve zvolené vzdalenosti od jeji hlavni osy.

Je-1li kuZelosecka dana naptiklad vrcholy A, B a ohniskem F; umisté-
nymi na ose o1, doplnime nejprve do zadani primky oz, d; a kolmici n na
osu 01 v bodé B (obr. 7).

Obr. 7 Konstrukce bodu a tecen hyperboly a elipsy

Konstrukci bodt pak provadime takto: Ve zvolené vzdalenosti vedeme
rovnobézku p s osou 07 a jeji prusecik s pfimkou d; oznacime H;. Body U
a Bj nalezneme jako pruseciky primky Fjy H; s pfimkami oo a n. Nakonec
sestrojime kruznici w(U;|UBi|) a body P; € pNu. Teény t1, to kruznice u
v téchto bodech jsou te¢nami kuzelosecky.

Jinou konstrukci jsme uvedli pro elipsu v poznamce 3 v ¢lanku [1].
Vyuzivala poznatek, ktery zobecnime do véty 5.

Pro dalsi avahy zavedeme idici kruZnici k(Fs;2a) kuzelosecky jako
obraz vrcholové kruznice c ve stejnolehlosti Hp, 2. Z ohniskové definice
plyne, ze pro kazdy bod N €k je prisecik P piimky FoN s osou o usecky
F1 N bodem hyperboly.

Véta 5

Jestlize je bod P kuzelosecky urc¢en bodem N na fidici kruznici k a H;
je kolmy primét bodu P na fidici pfimku d;, pak pfimka H; N prochazi
obrazem FE; ohniska Fj v osové symetrii podle pfimky d;.
Dikaz provedeme pro hyperbolu. Pro elipsu je analogicky. Bod P hyper-
boly znazornény na obr. 8 je ziejmé i obrazem bodu F5 ve stejnolehlosti
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Hv, kde
_INP] R P

M= NR] T 2

Obr. 8 K dukazu véty 5

Stejnolehlost Hp, 2 zobrazuje tGsecku O1S na tsecku E;F,. Odtud a
z (5) plyne
2
a
|E Fy| = 2;- 9)

Z véty 2 a vztahi (8) a (9) dale zjistime

R P ») 2a°
|PH1|:7| 1Pl _ |5l 2a a4
£ 3

= |k — = |x| - |[ELF3|.
e

Stejnolehlost ‘H .. tedy zobrazuje tisecku F>FEq na tse¢ku PH; a bod E;
do bodu H;. Pfimka F; H; prochazi sttedem N stejnolehlosti.

Ovéfeni, ze postup dikazu lze Gspésné pouzit i pro bod druhé vétve
hyperboly, pfenechame ¢tenari. Jiny dikaz véty 5 lze provést zobecnénim
¢asti dikazu véty 4 z ¢lanku [1].

Konstrukci bodt hyperboly s pomoci véty 5 znazortiuje obr. 9: Ve zvo-
lené vzdalenosti od osy 01 zvolime bod H; € d; a sestrojime body NN; jako
pruseciky primky F; H; s Fidici kruznici k. Hledané body P; jsou priiseciky
primek F5N; s pfimkou p || 01 vedenou bodem H;. Analogickou konstrukei
pro elipsu jsme uvedli v [1].
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£

Obr. 9 Vyuziti véty 5 ke konstrukci boda hyperboly

Resenda tloha misto zavéru

Véta 2 nabizi otazku jak se lisi elipsa od hyperboly, kdyz jsou jejich
relativni excentricity blizké &islu 1. Reseni niZe uvedené tlohy pomoci dy-
namické geometrie umozni zakdm vytvorit si o tom nazornou predstavu.

Uloha. Pomoci dynamické geometrie sestrojte viechny kuzelosecky, které
maji v dané roviné pevné zvolen vrchol A a ohnisko F}, jestiZe navic plati
a=k-|AF|, kde k > 1. Zkoumejte jejich tvar pro rizné hodnoty a.

I a a

|
s’ Al m | s o
1

Obr. 10 Ke konstrukei stfedu kuzelosecky

Reseni. Kruznice [(A; a) protne osu 01 v bodech S a S’. Pi oznaceni podle
obr. 10 je S’ stfedem hyperboly a S stfedem elipsy. Plati

m 1
=1 — =14+ -
a k

a

a odtud

lim ¢ = lim € = 1.
koo k— o0
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Obrazky 11 az 13 ilustruji vyfeSeni ulohy v Cabri. Body A a F; byly
zvoleny pevné a ¢islo k jako volitelny parametr. Ke zvolené hodnoté k pro-
gram vzdy urdi a = k - |AFy| a zobrazi stiedy S, S’ (pokud nejsou prilis
daleko), fidici p¥imky d, d’ a vrcholové kruznice ¢, ¢’. Konstrukci kuze-
losecky provadi z jejich péti bodu sestrojenych jednim z vySe uvedenych
postupt. Pomocné ¢ary jsou skryty.

a=200|4F|

hyperbola

Obr. 12 Elipsa a hyperbola pro a = 20|AF};| a pro a = 200|AF1|
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a=20000|4F|

Elipsu jiz na obrazku nelze okem rozlisit
od vétve hyperboly, cara ma tvar paraboly.

Obr. 13 Elipsa a hyperbola pro a = 20 000| AF1 |

Literatura
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 255 a 256 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TpXovskych verzich, pfipadné v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 255

Necht CD je vyska tupothlého trojihelniku ABC s tupym thlem pfi
vrcholu B. Kruznice s pramérem C'D protind stranu AC v bodé E a tisecku
BE v bodé F. Dokazte, ze plati

|XABE|=|XECD|+ |[XFCD,|.
Jacek Uryga
Uloha 256
Urcete, kolika rtuznymi zpusoby lze obarvit stény pravidelného osmis-
ténu osmi riznymi barvami tak, aby kazda sténa byla obarvena jednou
barvou a rtizné stény byly obarveny riznymi barvami. Obarveni ¢tyfsténu

povazujeme za stejna, pokud se shoduji v nékterém jeho otoceni.
Pavel Caldbek

Dale uvadime feseni tloh 251 a 252, jejichz zadani jsme zvefejnili v prv-
nim ¢&isle nového (28.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 251
Je dan ¢tytthelnik ABCD. Ozna¢me P, () po fadé paty kolmic z vr-
choli C, D ke strané AB. Pfedpokladejme, ze body P, @ lezi na tsecce
AB aplati |PQ| = §|AB|. Dokaite, ze |DA|+|AB|+|BC| > |AC|+|BD|.
Josef Tkadlec

Regeni. Ozna¢me R takovy bod tsecky PQ, pro ktery plati |[AQ| = |QR)|.
Jeho existence plyne z nerovnosti

1
14Q| < |AB| - |PQ| = 5|AB|.

186 Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019



Trojuhelnik ARD je tak rovnoramenny se zakladnou AR. Ze vztahu
1
5 [AB| = |PQ| = |PR| +|RQ|

dale plyne
|[RP| = |PB],

tedy Ze trojuhelnik BRC' je také rovnoramenny.

C
D
- D
A Q R P B

UZitim trojthelnikové nerovnosti v trojihelniku ARC mame
|AC| < |AR| 4+ |RC| = |AR| + |BC|
a z trojihelnikové nerovnost v trojihelniku RBD dostaneme
|BD| < |DR| + |RB| = |DA| + |RB|.
Sectenim téchto dvou nerovnosti kone¢né dostaneme
|AC| + |BD| < |DA| + |AR| + |RB| + |BC| = |DA| + |AB| + | BC|,

coz jsme méli dokézat.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky,
Amdlie Dostalikovd Darian Poljak Vit Ulehla, vSichni z GJS v Pierové,
Jakub Michna a Stépdn Postava, oba z GMK v Bilovci.

Netiplné feseni zaslali Daniel Czinege a Michaela Svatosovd, oba z GMK
v Bilovci.
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Uloha 252
Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro néz maji rovnice
2 +ar?+br+1=0,
23+ bx’ +axr+1=0,
pravé jeden spoleény koten.

Jaroslav Svrcéek

Resend. Spoleény kofen obou rovnic je také kofenem rovnice
0=(2*+arx® +bxr+1)— (2* +b2*> +ax + 1) = (a — b)z(z — 1). (1)
a) V piipadé a = b € R jsou obé rovnice shodné a maji tvar
0=2*4+ar’ +az+1=(z+1)[2> + (a — Dz +1].
Cislo —1 je tak kofenem obou zadanych rovnic a bude jedinym realnym
kofenem bud
(i) v piipadé, ze kvadratickd rovnice
2 +a—-1zr+1=0
nema realné kofeny, coz znamend, ze jeji diskriminant
(a—1)?—4=(a—-3)(a+1)
je zaporny, tedy pravé kdyz a € (—1;3),
(ii) nebo v pfipadé, ze éislo —1 je jedinym kofenem kvadratické rovnice
> +(a—1z+1=0.
Pak ale —1 je jejim dvojnasobnym kofenem a plati
0=2+(a—Dr+1=(x+1)>=2>+2r+1,
coz nastane pro a = 3.

b) V piipadé a # b snadno vidime, Ze ¢islo 0 nemtize byt kofenem ani
jedné ze zadanych rovnic, proto tyto rovnice mohou mit spole¢ny pouze
kofen 1, musi tak platit

a+b+2=0,

tedy b = —(a + 2). Z podminky a # b dostavame a € R\ {—1}. V tomto
pfipadé obé rovnice nemohou jiné spole¢né koteny, protoze ty by byly opét
kofeny rovnice 1.
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e Obé zadané rovnice tak maji v p¥ipadé (a,b) = (a,a), kde a € (—1;3),
jediny spole¢ny koren —1.

e Obé zadané rovnice déle maji jediny spole¢ny kotfen 1 v piipadé (a,b) =
= (a,—2—a), kde a € R\ {—1}.

Poznamka 1

Redakce bohuzel neobdrzela zadné spravné feseni, fesitelé vzdy néjakou
drobnou chybickou byli blizko spravné hodnoty 101. Nékteri fesitelé uva-
zovali kofeny obou rovnic v oboru komplexnich ¢isel. Pokud by uvedli, ze
obé rovnice maji jediny spolec¢ny kotfen v pripadecha =b=3ab= —-2—a,
kde a € R\ {—1}, bylo by jejich feSeni také uznano za spravné. Vsichni
fesitelé, ktefl maji ¢astecné vytesenou tlohu, spravné prisli na podminku
b = —2 — a. Zde vsak nezkoumali, zda néktera z rovnic nem4 1 jako na-
sobny kofen, coz by se dalo po (nespravném) konstatovani, ze pro a = b
maji rovnice t¥i spole¢né kotfeny, povazovat za konzistentni pristup.

Poznamka 2
V pifipadé a = b = —1 maji obé rovnice tvar

22—z —r+1=0

a dva spole¢né koteny —1 a 1.
Spravné teseni zaslala Michaela Svatosovd z GMK v Bilovci.

Netplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van Jozef Mészdros z Jelky, Amdlie Dostalikovd Darian Poljak Vit Ulehla
Jakub Zdrdhal Adam Zemdnek, vSichni z GJS v Pferové a Marek Sikula
z GMK v Bilovci.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Nové definice zakladnich
jednotek SI

EMANUEL SVOBODA
MU CVUT, Praha

Generalni konference pro vahy a miry (CGPM) schvilila na svém 26.
zasedani ve Versailles 16. listopadu 2018 zménu zakladnich definic jedno-
tek soustavy SI (redefinice). Zména vstoupila v platnost na Svétovy den
metrologie 20. kvétna 2019 ([1, 2, 3]).

Sada sedmi zékladnich jednotek jako takova ztstala zachovéana, tj. sekun-
da, metr, kilogram, kelvin, ampér, mol a kandela, ale principidlné byly
zménény definice kilogramu, ampéru, kelvinu a molu. Stavajici definice
sekundy, metru a kandely se osvédcily, takze jsou nadale povazovany za
dostatecéné vyhovujici. Predpoklada se ale, ze nové znéni definice sekundy
bude vzhledem k pokroktim v metrologii zménéno kolem r. 2026 na za-
kladé frekvence hyperjemného prechodu '33Cs, jejiz jednotkou je reciproka
sekunda.

Podstatou redefinic je to, Ze vSechny zakladni jednotky jsou nyni pevné
vazany na sedm vybranych fyzikalnich konstant, jejichz hodnoty jsou do-
hodou fixovény (povazuji se za pevné stanovené). Jinak feceno, nové de-
finice vychéazeji z predpokladu, ze vSechny zékladni jednotky jsou vyjad-
feny s pouzitim tzv. ,tvaru s explicitni konstantou*, ve kterém je zdkladni
jednotka definovana nepfimo stanovenim presné hodnoty vSeobecné uzna-
vanych fundamentalnich fyzikalnich konstant danych strukturou hmoty
v celém vesmiru. Toto vychodisko pro redefinice zakladnich jednotek SI
bylo definitivné vybrano poté, kdyz se potvrdilo svétovymi metrologic-
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kymi institucemi, ze je mozné s mimofadnou presnosti stanovit ¢iselné
hodnoty uvazovanych konstant (napt. Planckovy konstanty h) a pomoci
nich definovat zékladni jednotky soustavy SI.

Byl vybran soubor nésledujicich sedmi definujicich konstant s presné
definovanymi hodnotami [1]:

e frekvence zéfeni, které vznika p¥i pfechodu atomu cesia 3Cs mezi
dvéma hladinami velmi jemné struktury zékladniho stavu

Avgs = 9192631770 Hz
e rychlost svétla ve vakuu
c=299792458 m s~

e Planckova konstanta

h=6,62607015-10"3* J-s
e elementarni naboj

e=1,602176634-10"1° C
e Boltzmannova konstanta

k=1,380649 10722 J.- K !
e Avogadrova konstanta

Na = 6,02214076 - 10?3 mol ~*

e svételnd Géinnost monochromatického zareni frekvence 540 THz je

Keq =683 1m- W1

vvvvvv

den pomoci sedmi zékladnich jednotek, jak tomu bylo dosud, nybrz pomoci
sedmi zékladnich veli¢in a jim p¥islusejicich konstantnich (fixovanych) hod-
not. Relativni nejistota urceni sedmi vybranych konstant je podle definice
automaticky nulova. Tim se samoziejmé ¢astecné zménily i hodnoty veli-
¢in, kterych se konstanty tykaji, napf. molarni plynova konstanta R, Fa-
radayova konstanta F' a dalsi.
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Pozndmka. Mezi vySe uvedené konstanty nebyla zdmérné zarazena gravitacni
konstanta G, jejiz aktualni hodnota (6,674 30 & 0,00015) - 10™** m® - kg=! . s>
(viz CODATA 2018) je znama jako hodnota s velkou nejistotou méfeni ve srov-
nani napf. s méfenim Planckovy konstanty h [4].

Zména v dokumentech CGPM a v riaznych dosud vyslych ¢lancich po-
jednavajicich o redefinicich jednotek SI se vyjadruje graficky, jak je zna-
zornéno na obr. 1. Logo nové SI, Le Systeme International d’Unités, je na
obr. 2.

Ave
v

‘ \Q/e\ @Z‘

20 / @ .
Obr. 1 Vztah mezi vybranymi veli¢inami pro definice zakladnich jednotek SI
(pfevzato z https://cs.wikipedia.org/wiki/Nov/,C3%A9_definice_SI)

4

Obr. 2 Logo nové SI (pfevzato BIPM.CC BY-ND 4.0)
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Duvody ke zménam ¢tyF definic zakladnich jednotek

Jak je vSeobecné znamo, zdkladni jednotka hmotnosti kilogram byla
jako posledni zdkladni jednotkou SI odvozovanou od svého prototypu (me-
zinarodniho fyzického etalonu, artefaktu vytvoreného jako vélecek ze sli-
tiny platiny a iridia) uchovdvaného v Mezindrodnim tfadu pro miry a
vahy ve Francii (obr. 3). Kazda ¢lenskd zemé organizace Metrickd kon-
vence méla kopii mezinarodniho prototypu, kterou pravidelné privazela do
Mezindrodniho tfadu pro miry a véhy (oznacovén zkratkou BIPM), aby
se zjistil pfipadny rozdil mezi originidlem a narodnim etalonem. Uvadi se
(viz napf. [4]), Ze pFi téchto kontrolach a také p¥i riznych Eisticich pro-
cedurdch (otéry) ztratil mezindrodni etalon za poslednich vice nez 100 let
na hmotnosti asi 50 ug. Tato hmotnost sice odpovida priblizné hmotnosti
zrnka pisku ¢i o néco méné, nez je hmotnost lidského vlasu, ale kdyz byl
kilogram definovan jako aktualni hmotnost prototypu, dochazelo vlastné
ke zménam této hmotnosti.

Obr. 3 Mezinarodni prototyp kilogramu (zdroj: BIMP)
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Hodnota jednoho kilogramu neodpovidala stale stejnému poctu castic
v etalonu. To se ukazovalo ¢im dal tim vice jako neuspokojivé pro metro-
logii po védecké strance (jako nepfesny zptisob méfeni kilogramu). Navic
védci po delsi dobu prichézeli s nAmitkami, Ze etalony se mohou teoreticky
ztratit nebo mohou byt poniceny. Proto védci vyzadovali, aby byla pfijata
»elegantnéjsi“ definice zaloZend na néfem univerzalnim, zafixovaném na
zékladnich konstantach pfirody. Problém s dosavadni definici kilogramu
byl také pfi méfeni malych hmotnosti (fAdové mikrogramy a méné), napf.
pfi davkovani 1éku.

Uvedené problémy znamenaly, Zze nové definici jednotky kilogram védci
vénovali mnoho let znac¢né usili. Postupné se ukazalo, zZe nejvhodnéjsi re-
alizace kilogramu je ptfes Planckovu konstantu h [5]. V roce 2018 bylo
ziskano metrologickymi instituty dostatek presnych métreni této konstanty
(nejistota méfeni lepsi nez 2 - 1078). Jako nejptesnéjsi metody odvozeni
kilogramu pomoci h se ukédzala jednak metoda vyuzivajici tzv. Kibblovy
vdhy (vyuzita ¢tyfi méfeni [5, 6]), jednak metoda kfemikova koule (také
vyuzita ¢étyfi méfent).

Zakladni schéma méfeni pomoci Kibblovych vah, navrzenych v r. 1975
B. P. Kibblem z anglické Narodni fyzikalni laboratofe (NPL), je na obr. 4.
Experiment s témito vahami se nazyvd Watt Ballance (vikonové vahy) a
jeho zékladni princip je jednoduchy. Tiha referencniho télesa (s referencéni
hmotnosti) je kompenzovana pfes kladku protizdvazim. Na rameno télesa
s testovacl hmotnosti také ptisobi magneticka sila vyvolana interakci civky
s permanentnim magnetem. Proud civkou je ovlddan rezistorem, ktery
je kalibrovan kvantovym standardem (vyuzito tzv. Josephsonova jevu).
K méteni napéti je vyuzito kvantového Hallova jevu. Méfenim proudu a
napéti 1ze stanovit vykon kompenzujiciho télesa. Proto se experiment ozna-
¢uje jako vykonové vahy. Vysledkem méreni pfi znamé hmotnosti télesa je
hodnota Planckovy konstanty a naopak — pri fixované hodnoté Planckovy
konstanty a elementarniho naboje je vysledkem méfeni hmotnost referenc-
niho télesa. MéFeni se provadi jednak ve statickém rezimu (rovnovéha mezi
tihovou silou a magnetickou silou), jednak v dynamickém rezimu (civka se
nechd rovnomérné pohybovat, méfi se v ni vzniklé indukované napéti).
Podrobnéji viz napt. [6, 8].

Druhym experimentem k odvozeni Planckovy konstanty a jeji pouziti
pro definici kilogramu je mezindrodni projekt Avogadro [7], ktery probiha
jiz od r. 1990 a byl ptivodné nasmérovan k urceni Avogadrovy konstanty.
V ramci tohoto projektu byly vytvoreny co nejdokonalejsi koule z izoto-
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picky velmi ¢istého kifemiku. K presnému méfeni tvaru je vyuzivano in-
terferometru. Drsnost jejich povrchii je mensi nez 0,3 nm, jejich kfivost se
nelisi o vic nez 60 nm az 70 nm. U kouli je také minimalizovana povrchova
oxidace a znecisténi. Zmérenim miizkové konstanty lze urcit pocet atomt
288 v kouli a pfi znalosti hmotnosti jednoho atomu Si (tu lze uréit velmi
pfesné hmotnostnim spektrometrem) 1ze vypocitat hmotnost kazdé koule.
Podrobnéji viz napft. [8].

Pra—

vakuova

\ komora
\ referenéni

hmotnost

kladka

pohybliva
fidici civka

pohybliva
indukéni civka

. supravodiva
civka

interferometr
(jeden ze tfi)

Obr. 4 Schéma experimentu Watt Ballance. Upraveno P. Kulhdnkem podle
R. Steinera / NIST

Dosavadni definice ampéru zalozend na méreni velikosti magnetické sily,
kterou na sebe pusobi ve vakuu dva nekoneéné dlouhé vodiéi (zanedbatel-
ného priifezu) s proudem, také narazela na praktickou realizaci. Vyrobit
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takové vodice je samoziejmé nemozné, takze jiz samotna definice narazela
na nejistoty méfeni (fddové 107°). Navic odvozena veli¢ina sila v sobé
zahrnuje veli¢inu hmotnost. Ukazalo se, ze realizace ampéru pomoci kvan-
tovych etalont vede k vysledkim presnéjsim az o tii fady. Tento fakt také
umoznuje kvalitni realizaci jednotek volt a ohm.

Definice kelvinu jako jednotky termodynamické teploty byla vazana na
teplotu trojného bodu vody. Ale pfesné stanovend teplota (273,16 K) to-
hoto rovnovazného stavu soustavy led—voda—syta vodni para je az prilis
zéavisla na chemické Cistoté vody a také na jejim izotopovém slozeni. Navic
se ukézalo, Ze je dosti obtizné tuto definici pouzivat pfi teplotach blizkych
0 K. Nova definice kelvinu umoznuje prevést méreni termodynamické tep-
loty na méreni energie cCastic.

Ve stavajicim systému SI pouzivaném do kvétna 2019 zavisela jednotka
latkového mnozZstvi mol na definici kilogramu, protoZe svazovala veli¢inu
l4tkové mnozstvi s hmotnosti (12 g nuklidu uhliku 12C).

Vyse uvedené diuvody vedly ke zméné definic zakladnich jednotek kilo-
gram, ampér, kelvin a mol. Definice jednotek sekunda, metr a kandela byly
jen preformulovany, aby mély stejny forméat jako nové definice kilogramu,
ampéru, kelvinu a molu.

Piehled novych definic

Jak bylo uvedeno v tvodu tohoto ¢lanku, nové jsou vSechny zakladni
jednotky pevné navazany na vybrané fyzikalni konstanty, jejichz ciselné
hodnoty jsou fixovany pfijatou dohodou CGPM.

Piehled zdkladnich jednotek a jejich nové definice (viz napf. [9]) jsou
uvadény v takovém poradi, aby kazda zakladni jednotka zavisela pouze na
definici zdkladni jednotky uvedené vyse v poradi (viz nasledujici tabulku),
neboli aby se nejednalo o definici kruhem. Poprvé je koncepce jednotek SI
vnitiné konzistentni a neni jiz pouhym slepencem postupné prijimanych,
ale nesourodych definic.

Navrzené fixni hodnoty nevznikly zaokrouhlovanim, ale volbou nejvhod-
néjsi hodnoty z vérohodné naméfenych hodnot, danych intervalem sméro-
datné odchylky (nejistoty méfeni).

Dulezitym pozadavkem na nové definice byl také pozadavek zpétné kom-
patibility, tedy aby nové zakladni jednotky SI byly stejné velké jako sta-
vajici s maximalni dostupnou presnosti.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny nové definice sedmi zakladnich jed-
notek SI platnych od 20. kvétna 2019:
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Zéakladni
jednotka

Nové definice

sekunda

Sekunda, symbol s, je Sl-jednotka casu. Je definovana fixova-
nim ¢iselné hodnoty cesiové frekvence Avcg, pfechodové frekvence
atomu cesia 133 v klidovém stavu pfi pfechodu mezi dvéma hladi-
nami velmi jemné struktury zédkladniho stavu, rovné 9192 631 770,

je-li vyjadfena v jednotce Hz, jez je rovna s~ 1.

metr

Metr, symbol m, je SI-jednotka délky. Je definovana fixovanim
¢iselné hodnoty rychlosti svétla ve vakuu c rovné 299 792 458,
je-li vyjadiena v jednotkich m-s~!, kde sekunda je definovana ve
smyslu Avcg.

kilogram

Kilogram, symbol kg, je SI-jednotka hmotnosti. Je definovana
fixovanim ¢iselné hodnoty Planckovy konstanty h rovné h =
= 6,62607015 - 10734, je-li vyjadiena v jednotkach J-s, coz se
rovna kg-m?-s7!, kde metr a sekunda jsou definovany ve smyslu
ca Avg.

ampér

Ampér, symbol A, je SI-jednotka elektrického proudu. Je defi-
novana fixovanim ¢iselné hodnoty elementarniho naboje e rovné
e =1,602176634-10719 je-li vyjadiena v jednotce C, coZ se rovna
A - s, kde sekunda je definovéna ve smyslu Avgg.

kelvin

Kelvin, symbol K, je SI-jednotka termodynamické teploty. Je de-
finovana fixovanim c¢iselné hodnoty Boltzmannovy konstanty k
rovné 1,380649 - 10~23, je-li vyjadiena v jednotkéch J- K™, coz
se rovnd kg-m?-s~2-K™!, kde kilogram, metr a sekunda jsou
definovény ve smyslu h, ¢ a Avgs.

mol

Mol, symbol mol, je SI-jednotka latkového mnozstvi. Jeden mol
obsahuje pfesné 6,022 140 76 - 102 elementarnich entit. Toto ¢islo
je fixovana ¢iselnd hodnota Avogadrovy konstanty, Na, je-li vy-
jadfena v jednotce mol™! a je nazjvéna Avogadrovo &slo.
Latkové mnozstvi, symbol n, systému je mirou poctu specifiko-
vanych elementarnich entit. Elementarni entitou mize byt atom,
molekula, iont, elektron nebo jakakoliv jind ¢éastice ¢i specifiko-
vana skupina ¢astic.

kandela

Kandela, symbol cd, je SI-jednotka svitivosti v daném sméru.
Je definovana fixovanim ¢iselné hodnoty svételné tcinnosti mo-
nochromatického zafeni o frekvenci 540 - 10'2 Hz, K4, rovné 683,
je-li vyjadiena v jednotkich lm- W™, coz se rovna cd -sr- W*
nebo cd-sr-kg™!-m! -3, kde kilogram, metr a sckunda jsou
definovény ve smyslu h, ¢ a Avgs.
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Odvozené jednotky SI bude mozné definovat nejenom jako dosud po-
moci jednotek zakladnich, ale i pfimo pomoci vyse uvedenych defini¢nich
konstant.

Metodické problémy

Pro bézny zZivot a bézné technologie jsou zavedené zmény v definicich
zékladnich jednotek SI zanedbatelné, na bézného clovéka nebudou mit
vliv. Védci ale budou schopni ve védeckych aplikacich a experimentech
presné mérit veli¢iny v riiznych mistech, ¢asech a méritkach. Byla ziskana
stabilni zdkladna, na niz l1ze rozvijet védecké poznavani, nové technologie,
obchod a fesit soucasné i budouci tikoly spole¢nosti. Kazda zemé si realizaci
etalonu prislusné jednotky udéld sama vhodnym experimentem, ve kterém
vystupuji ty konstanty, které jsou dohodou fixovany.

Potieba dobrych védeckych definic zdkladnich jednotek SI prevazila nad
ztratou srozumitelnosti pro ty, ktefi se na takovém vytvareni nepodileli a
nebudou podilet, napi. zaci zakladnich a stfednich Skol. V novych defini-
cich téchto jednotek se bohuzel ztratila nazornost. Jak bylo difive snadné
vysvétlit zakam, co je jednotkou délky ¢i hmotnosti, protoze prislusné arte-
fakty byly velmi ndzorné. Ted je a nadale bude metodicky obtizné vysvétlit
smysl a princip pfijatych definic zdkladnich jednotek SI. Uz samotné vazba
»je definovana fixaci ¢iselné hodnoty. .. “ tomu nasvédcuje.

Bylo a zatim je nepsanym pravidlem, Ze v naSich ucebnicich fyziky
[10, 11] za¢indme pted uéivem z mechaniky Uvodem, ve kterém kromé ji-
ného je pojednani o soustaveé fyzikalnich veli¢in a jim odpovidajici soustava
jednotek SI (zdkladni, odvozené, nasobné a dilé¢i). To mize v podstaté zi-
stat — jen v ucebnici [10] uz neplati véta, ze definice sedmi zakladnich veli-
¢in nalezneme v MFChT (plati ale, ze také se daji vyhledat na internetu).
Spise je podstatné, Ze tyto definice jsou ,rozprostfeny“ v odpovidajicim
ucivu v jednotlivych rocnicich a ucitel fyziky by mél na tuto skutecnost
podle aktudlnosti uc¢iva reagovat ve svém vykladu. V dosavadnim vydani
publikace [12, s. 15] jsou ale definice zakladnich jednotek uvedeny v ¢l. 1.3
Fyzikalni veli¢iny a jejich jednotky. Pokud nebude vydéno piepracované
vydani této ucebnice, musi ucitel Zdky na zmény definic upozornit.

Uvedme si nyni struéné prehled moznosti, v kterych ¢astech stredoskol-
ského uciva gymnazidlni fyziky je to aktualni:

Definice sekundy je fixovana na prechodovou frekvenci atomu cesia pii
pfechodu mezi dvéma hladinami velmi jemné struktury zékladniho stavu.
Této situaci odpovida rozsifujici uéivo o kvantovani energie, viz [13, s. 61].
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Definice metru se v podstaté nezménila, jen byl pfidan dodatek, v ja-
kém smyslu je definovédna sekunda (podobné je tento doplnék uveden i
u dalsich zakladnich jednotek postupnym pfidavanim odkazu na predchozi
jednotky). Soucasnd udebnice [14, s. 13| na definici metru upozoriiuje.

Definice kilogramu je fixovdna na Planckovu konstantu. Uéebnice [13,
s. 44] ji zavadi v ¢l. 2.1 Kvantovd hypotéza vztahem pro energii kvanta
zateni.

Definice ampéru je fixovana na hodnotu elementarniho naboje. V sou-
Casné ucebnici [15, s. 116] je definice uvedena v souvislosti se vztahem pro
velikost magnetické sily, kterd ptisobi mezi dvéma velmi dlouhymi vodici.
Protoze redefinice ampéru se jiz neopird o tento vztah, bude mozné se
o soucasné platné definici zminit bud v elektrostatice pii probirani pojmu
elementérni elektricky naboj [15, s. 17], ale vhodnéjsi se mi jevi téma
o elektrickém proudu po definici proudu jako fyzikalni velidiny [15, s. 42].

Jednotka kelvin pro termodynamickou teplotu je nyni fixovana na Boltz-
mannovu konstantu. Tu zavadi ucebnice [16, s. 69] v ¢l. 3.4 pojednédvajicim
o stiedn{ kinetické energii jedné molekuly idealniho plynu (Eo = 2kT),
rozsifujici ucivo uvedené na CD k dané ucebnici pak v R9 Typy stavové
rovnice pro idealni plyn (pV = NKET'). V souvislosti s prvnim vztahem
je mozno charakterizovat konstantu k jako veli¢inu, kterd nam umoz-
nuje z méfeni termodynamické teploty idedlniho plynu zjistit zaroven také
stfedni kinetickou energii N jeho molekul (v dusledku jejich neuspofada-
ného posuvného pohybu).

Jednotka mol jako jednotka latkového mnozstvi je fixovana na ¢iselnou
hodnotu Avogadrovy konstanty Na. V u¢ivu molekulové fyziky podle [16]
je velicina latkové mnozstvi zavedena v teoretickém cviceni 1 nazvaném
,Relativni atomova a molekulovd hmotnost. Latkové mnozZstvi. Molarni
veli¢iny“. Cviceni je umisténo na CD. Dokud nebude ucitelim a zaktm
k dispozici upravené vydani, mél by ucitel pfi probirani uvedenych pojmu
pouzit napt. tento upraveny text:

Ponévadz latka ma casticovou strukturu, byla ve fyzice, chemii a tech-
nice zavedena veli¢ina ldatkoveé mnozZstvi n chemicky stejnorodé latky. Tato
velidina je mirou poctu specifikovanygch édstic (tzv. elementdrnich entit) ve
zkoumaneé ldtce (obecné systému). Cdstici (entitou) miZe byt atom, mole-
kula, iont, ale také elektron nebo jakdkoliv jind édstice nebo specifikovand
skupina castic.

Jednotkou latkového mnoZstvi je mol (znacka mol). Je to jedna ze sedmi
zdkladnich jednotek soustavy SI. Mol je takové ldtkové mnoZstvi dané ldtky,
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jestlize tato ldtka obsahuje presné 6,02214076 - 1023 elementdrnich entit.
Cislo 6,022 140 76 - 10?3 je fizovand (ustdlend) ¢iselnd hodnota tzv. Avo-
gadrovy konstanty Na, je-li tato konstanta vyjddiena v jednotce mol™*.
Tedy
Na = 6,02214076 - 102 mol ™! (presné).

Ciselnd hodnota Avogadrovy konstanty {Na} se nazjvd Avogadrovo ¢islo.
Uddvd pocet castic v homogennim teélese o latkovém mnoZstvi 1 mol.
Pri vypoctech s Avogadrovou konstantou budeme pouzZivat pribliZnou
hodnotu
Na = 6,022 - 10?3 mol .

Jednotku kandela zavaddi ucebnice [14] na pfilozeném CD v rdmci rozsi-
fujiciho uc¢iva R4.1 Zakladni pojmy fotometrie. Je pouze konstatovano, ze
je to jednotka pro svitivost, definice neni ale uvedena vzhledem k pomérné
slozité formulaci a také proto, ze se v dalsim ucivu nevyuzivaji zakladni
pojmy fotometrie.
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Nahrada Ruhmkorffova induk-

toru zdroji vysokého napéti

CENEK KODEJSKA
Gymnazium, SOS a VOS, Komenského 77, Novy Bydzov

Tento clanek se zabyva realizaci experimentti, které pro své prove-
deni pouzivaji Ruhmkorffiv induktor. Za vSechny jmenujme napf. vyboje
v plynu, jiskrovy vyboj, nebo elektrostatické kyvadlo. Vzhledem k tomu,
ze Ruhmkorfftiv transformétor patii uz mezi historické pomtcky, které ve
fyzikalnim kabineté spiSe dosluhuji, oprava vétSinou neni mozné, a cena
nového induktoru se pohybuje od 7 000 Ké& do 12 000 K¢& [1-3], zabyvali
jsme se moznosti nahrady této pomucky levnymi zdroji vysokého napéti,

Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019 201


http://www.physics.muni.cz/kof/kavarna/redefinice_SI.pdf
http://www.physics.muni.cz/kof/kavarna/redefinice_SI.pdf
https://www.cmi.cz/redefinice_SI

které lze ziskat za nékolik malo dolart ¢i eur v mezinarodnich e-shopech
jako je Amazon nebo AliExpress.

— I

Obr. 1 Zdroje vysoké napéti 400 kV a 15 kV

V nésledujicich experimentech byly pouzity jako zdroje vysokého napéti
DC 3V-6V to 400kV Boost Step up Power Module High Voltage Genera-
tor [4] a AC 220V High Voltage Generator Boost Step-up Power Module
Module Continuous Igniter 15kV 1A-2A [5]. Pro jednoduchost je budeme
oznacovat jako DC 400 kV a AC 15 kV.

Néhradou Ruhmkorffova induktoru se zabyvali rizni autofi, napf. v [6]
je uveden popis vyroby jednoduchych zdroj vysokého napéti uréenych pro
skolni praxi. U¢itel ale musi byt obeznadmeny s konstrukei plo$nych spojt a
s technikou pajeni. Nasim cilem bylo vyzkouset funkénost zdroju vysokého
napéti pfimo od vyrobce, bez dalsich aprav nebo konstrukce dodateénych
elektronickych obvodii. Na obr. 1 jsou oba zdroje napéti umisténé na jedné
dfevéné desce, vlevo je DC 400 kV, vpravo AC 15 kV.

Experimenty s vysokonapéfovym transformatorem
3 V-6 V/400 kV

Zdroj DC 400 kV je napajen vstupnim stejnosmérnym napétim 3 V az
6 V (Gerveny a zeleny vodic), vstupni proud je dle vyrobce 2 A-5 A, jak
ale bylo ovéfeno, lze bez problému pouzit ¢tyfi tuzkové alkalické baterie
o jmenovitém napéti jednoho ¢lanku 1,5 V. My jsme je umistili do spe-
cidlniho pouzdra s USB vystupem, ze kterého jsme pomoci upraveného
USB kabelu (ponechédnim pouze erného a éerveného napajeciho kabelu)
napajeli induktor.
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Vystupni napéti 400 kV (dvojice svétle Gervenych vodi¢ti) ma pulzni
charakter a dle vyrobce nesmi byt zdroj sepnuty déle nez 60 s. K tomu
ucelu byl obvod doplnén zvonkovym tlacitkem. Jiskrovy vyboj mezi vy-
stupnimi kontakty preskoci pii maximalni vzdalenosti hrot 10 mm—20 mm.

Tento zdroj napéti muzeme pouzit napf. pro demonstraci préace, kterou
konaji elektrické sily v homogennim elektrickém poli mezi dvéma rovno-
béznymi deskami. Znamy experiment s elektrostatickym kyvadlem je na
obr. 2.

Obr. 2 Elektrostatické kyvadlo se zdrojem DC 400 kV

Plné dostacujici je tento zdroj také pro experimenty s vyboji v rtiznych
plynech (obr. 3), k pokusu s neonovou reklamni zafivkou (obr. 4), nebo pfi
ukéazce rtznych luminofortt pokryvajicich vnitek trubice (obr. 5). V horni
tfetin€ obr. 5 je trubice bez napéti, fotografie uprostied zobrazuje trubici
pripojenou ke zdroji DC 400 kV v bézném osvétleni, dolni ¢ast fotografie
je porizena pri snizeném osvétleni, kdy vice vyniknou barvy.
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Obr. 3 Vyboje v ruznych plynech se zdrojem DC 400 kV
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Obr. 4 Neonovéa zarivka se zdrojem DC 400 kV

Obr. 5 Trubice s riznymi luminofory napéjena zdrojem DC 400 kV

Experimenty s vysokonapétovym generatorem AC 220 V/15 kV

K nékterym experimentim byl vykon zdroje DC 400 kV nedostateény,
a proto jsme vyzkouseli i zdroj AC 15 kV, ktery je napdjen st¥idavym
napétim 240 V. Vstupni proud vyrobce udava 1 A—2 A, délka napajecich
dervenych vodici je cca 20 cm, vystupni derné vysokonapétové vodice maji
délku priblizné 30 cm, pricemz napéti je polarizovano, lze tedy stanovit
kladny a zaporny pdl. Tuto vlastnost jsme ale netestovali, protoze v na-
sledujicich dvou experimentech ji nebylo nutné pouzit.

Prvnim experimentem je ukazka jiskrového vyboje o délce 1,5 cm-2 cm,
ktery je na obr. 6.
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Obr. 6 Jiskrovy vyboj se zdrojem AC 15 kV

Druhym experimentem je vyboj v plynu za snizeného tlaku, ktery nelze
z divodu malého vykonu realizovat s pfedeslym zdrojem DC 400 kV. Vy-
bojové trubice s riznym tlakem plynu poskytovaly podobny obraz, jako
s vyuzitim Ruhmkorffova induktoru (obr. 7).

Obr. 7 Vyboje za snizeného tlaku se zdrojem AC 15 kV

Bohuzel, ani s jednim z vySe uvedenych zdrojt nelze realizovat ta-
kové klasické experimenty, jako je demonstrace elektrického pole kolem
nabité koule, kterd se provadi pomoci tfasni umisténych v jednom bodé
na povrchu izolované kovové kulicky, nebo demonstrace Coulombova za-
kona, kdy pozorujeme pfitahovani ¢i odpuzovani nabitych ping-pongovych
mickl. V téchto piipadech musime pouzit osvédéeny Wimshursttv tieci
induktor nebo Van de Graaffiv generator.
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Zavér

V této praci jsme se zabyvali ndhradou Ruhmkorffova induktoru v né-
kterych pokusech z elektrostatiky, nebo demonstra¢nich experimentech
s vyboji v plynech.

Pouzité zdroje vysokého napéti DC 3V-6V to 400kV Boost Step up
Power Module High Voltage Generator a AC 220V High Voltage Gene-
rator Boost Step-up Power Module Continuous Igniter 15kV 1A-2A se
osvédcily zejména u vyboju, nékteré klasické experimenty s témito zdroji
ale realizovat nelze. Dtivodem je pravdépodobné maly vykon zdroju a mala
intenzita elektrického pole obou zdroji.

Vyhodou pouzitych vysokonapéfovych zdroji je zejména jejich nizka
cena neprevysujici 200 K¢, rychlost zapojeni a absence pohyblivych ¢asti,
které v pripadé kladivka Ruhmkorffova transformatoru zptsobuji obcas
problémy s funkénosti induktoru.
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Rentgenové zareni ve skole
1 mimo skolu 2

MICHAL KLATIL - DANIEL JEZBERA

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kréalové

Rentgenové zareni je elektromagnetické vinéni kratké vinové délky v roz-
sahu 10 nm az 1 pm. Pfirodnim zdrojem tohoto zafeni jsou napfiklad
hvézdy, umeéle se ziskava jako zareni rentgenky, nebo pomoci kruhového
urychlovace ¢éastic — betatronu.

Obr. 1 Schéma vodou chlazené rentgenky s pevnou anodou Uy, je zhavici napéti
katody, U, anodové napéti, K katoda, A anoda, X rentgenové zafeni (upraveno
z [2])

Rentgenka je sklenéna vakuové trubice se dvéma elektrodami — anodou
a katodou (obr. 1). Katoda je priichodem elektrického proudu zhavena na
teplotu pfiblizné 2000 °C. Tim dochazi k emisi volnych elektrond z ka-
tody. Vysoké napéti anody fadove 10 kV az 100 kV vyvola velky potencia-
lovy rozdil mezi anodou a katodou. Katodou emitované elektrony jsou tak
urychlovany a ziskavaji znacnou kinetickou energii. Urychlené elektrony
dopadaji velkou rychlosti na anodu, kde prudkym zbrzdénim vznikaji dva
druhy zareni:

1. brzdné zdreni, které vznikd preménou kinetické energie zbrzdénych
elektrond na energii fotoni a méa spojité energetické spektrum,

2. charakteristické zdrent, které ma sviij ptivod ve vnit¥nich pfechodech
elektrond v atomu, a jeho spektrum je ¢arové (graf 1).
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Samotny proces premeény elektrické energie na energii fotont je pomérné
nehospodéarny, jelikoz pouze 1 % elektrické energie se preméni v energii za-
feni. Zbylych 99 % se pfemériiuje na teplo [5]. Proto musi byt anoda fadné
chlazena. V piispévku uvefejnéném v minulém ¢isle MFI (ro¢. 28/2019,
¢. 2, 8. 115) jsme se zabyvali ovéfenim vlastnosti rentgenového zafeni po-
moci experimenti s aparaturou LD DIDACTIC od firmy Leybold. Téma-
tem tohoto pfispévku jsou principy rentgenové strukturni analyzy.

Braggova difrakce

V nasledujicich experimentech je vyuzito nastaveni rentgenové apara-
tury do tzv. Braggovy konfigurace, kdy svazek kolimovanych paprski rent-
genového zareni dopada na krystal pod tthlem ¢. Detektor nasledné zachy-
cuje difraktované paprsky rovnéz s thlem rozptylu ¢ (obr. 2).

‘/d sind
4 @ L L o—

Obr. 2 Schéma Braggovy difrakce

Prvni experiment tohoto ¢lanku by mél potvrdit Braggiv zakon (1)
difrakce rentgenovych paprskt na monokrystalu LiF. Z tivodni ¢asti vime,
7e rentgenové zafreni je slozeno z brzdného zafeni a nékolika ostrych ma-
xim odpovidajicich charakteristickému zareni anody. Pravé ono charakte-
ristické zareni je nejvhodnéjsi k ovéfeni platnosti Braggova zakona:

2dsind = n, (1)

kde d je mezirovinné vzdalenost krystalu, A\ je vlnova délka zareni a n =
=1,2,3,... udava fad difraktovaného svazku ([2, 3]).
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Obr. 3 Schéma meéfeni Braggovy difrakce

Podle obr. 3 svazek kolimovanych paprski dopada na krystal (v nasem
pripadé LiF), kde dochazi k Braggové difrakci. Difraktované paprsky o in-
tenzité R nasledné zachycuje GM detektor a hodnoty jsou zaznamenavany
v ptipojeném PC. Vysledkem tohoto méfeni je difrakéni spektrum (graf 1).

Difrak¢ni spektrum na krystalu LiF rentgenky s Cu anodou

10000
Charakteristické zafeni
8000 - \
% 6000
2 ¥ \ \
4000
Brzdné zaieni \
2000 i v
. P e A
0 5 10 15 20 25 30 35 40 as 50 55

()

Graf 1 Rentgenové difrakéni spektrum na monokrystalu LiF do druhého fadu
difrakce pfi U = 35kV, I = 1 mA, R je intenzita zafeni

Piimo v méficim programu vyrobce , X-RAY apparatus“ odecteme z gra-
fu 1 hodnoty jednotlivych maxim. V tab. 1 je vidét srovndni nadmi ode-
¢tenych maxim (Gervené) s predpoklddanymi (vypoctenymi z vyrazu (1))
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thly ¥ (zelené) charakteristického zafeni rentgenky s médénou anodou
pri difrakci na krystalu LiF do druhého fadu. Pfedpokladané vinové délky
Ajsou oznaceny modie, z méfeni podle rovnice (1) dopoéitané vinové délky
jsou na konci tabulky oznaceny zluté.

Tabulka 1: Srovnani naméfenych vysledku s tabulkovymi hodnotami

9(Ka) 9(Kp) H(Ko) IKp) | UK | AUKp) | AK) AUKp)

) (@) @) ) (pm) (pm) (pm) [pm]
1 | 2253 20,23 2253 | 2028 | 1542 | 1392 | 1540 139,3
2 | 50,09 43,84 50,09 | 43,81 | 1542 | 1392 | 1542 139,2

n

Z vysledk méreni vidime, ze experimentalné zjisténa vinova délka od-
povida predpoklddanym hodnotam, ¢imz jsme potvrdili platnost Braggovy
rovnice (1). Zaroveii tento experiment potvrzuje vlnovou povahu rentge-
nového zareni.

Energetické spektrum

Nastaveni do Braggovy konfigurace vyuzijeme i pfi vySetfovani ener-
getického spektra rentgenky s médénou anodou v zavislosti na pouzitém
napéti a emisnim proudu rentgenky. Pouzité napéti ovliviiuje urychleni
elektronil mezi katodou a anodou. Emisni proud je proud tekouci mezi ka-
todou a anodou a muze byt fizen zhavicim napétim katody. Ziskané grafy
z Casov€ narocného méreni jsou zobrazeny nize.

R=1})
10000 i
8000
6000 A
&,
54
4000 Armin
2000 /
o T S
30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
A (pm)
—U=35kV ——U=30kV U=25kV —U=20kV ——U=15kV

Graf 2 Spektrum rentgenky s médénou anodou pro U = 15 kV, 20kV, 25kV,
30kV,35kV al=1mA

7Z grafu 2 jsme nyni schopni uréit vinové délky charakteristického za-
feni rentgenky s médénou anodou. Primeérna hodnota vlnové délky pro
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AMKq) = 154,2pm a pro A(Kg) = 139,0 pm. Srovname-li ziskané vysledky
s hodnotami tabulkovymi (oznadeny modfe v tab. 1) zjistime, Ze nase mé-
feni bylo velice presné.

Pruabéh energetického spektra pii zméné proudu pak zobrazuje graf 3.

R=14)
10000
9000
8000
7000
6000 n
I, 5000 i
& 4000
3000
2000
1000
30 50 70 90 110 130 150 170
A(pm)
—I=1mA —I=08mA I=0.6mA ——I=04mA

Graf 3 Energetické spektrum rentgenky s médénou anodou pro I = 0,4 mA;
0,6 mA; 0,8 mA a 1 mA

S vyobrazenymi daty v grafu 3 provedeme analogické vyhodnoceni, jako
v pfedchozim ptipadé. Primérna hodnota vychazi pro A(K,) = 154,2 pm
a pro AM(Kg) = 139,1 pm, tedy opét mizeme méfeni vyhodnotit jako velice
presné.

7Z grafu 2 vidime, jak se méni kontinuum brzdného zareni se zvysujicim
se napétim, s nimz roste i energie elektront. Dale miizeme pozorovat, ze
zména napéti rentgenky nemaé vliv na pozici charakteristickych maxim, co
se vlnové délky tyce. V neposledni tadé si lze povSimnout, ze tzv. mezni
vlnova délka Anin, jejiz detailni méfeni bude soucasti dalsiho experimentu,
se se vzrustajicim napétim presouva do nizsich hodnot vinovych délek.

Ze spektra (viz graf 3) pak vidime, Ze ani emisni proud umisténi cha-
rakteristickych maxim neovliviiuje. Naopak se zménou emisniho proudu
nedochézi k posunu mezni vlnové délky.

Nezodpovézenou otazkou z grafu 2 zustava, pro¢ fotony rentgenového
zareni nizsich vlinovych délek nejsou pfi daném napéti detekovany? Vy-
svétleni nam pfindsi snadno odvoditelny Duantv—Hunttv zdkon vztah
(2), podle kterého je nejkratsi vinové délky dosazeno, pravé tehdy kdyz
se veSkerd kinetickd energie z anody emitovanych elektron pfeméni na
kinetickou energii fotoni. Tento vztah si v rdamci posledniho experimentu
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tohoto ¢lanku ovérime:

he 1,24-107°V.-m
Arnin = 57 = ’—a 2
elU, U, )

kde h je Planckova konstanta, ¢ rychlost svétla, U, anodové napéti a e
elementarni naboj elektronu ([4, 5]).

K tomuto méfeni je dobré detailné promérit zacatek difrakéniho spektra
rentgenky s médénou anodou (graf 4).

Detailni zacatek difrakéniho spektra
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Graf 4 Pocateéni ¢ast difrakéniho spektra rentgenky s médénou anodou pfi
ruznych napétich

V nasledujici tab. 2 jsou vyhodnoceny naméfené mezni vinové délky
z grafu 4 ve srovnani s teoreticky vypoctenymi z rovnice (2).

Timto méfenim jsme tak ovérili platnost Duanova—Huntova vztahu a
vysvétlili si diivod posouvéni mezni vinové délky pfi zméné anodového
napéti.

Nyni si jesté pro zajimavost mutzeme na zdkladé Duanova—Huntova
vztahu a naseho méfeni overfit presnou hodnotu Planckovy konstanty, na-
piiklad nésledujicim zptisobem. Upravou rovnice (2) ziskdme

Ulpin = @
e
Levou stranu, tedy soucin napéti rentgenky U a mezni vinové délky Amin,
oznac¢ime A. Nyni sestrojime graf zavislosti ziskanych hodnot A, na pre-
vracené hodnoté napéti U. Body grafu prolozime linearni spojnici trendu
a zobrazime sklon A vzniklé primky.
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Tabulka 2: Srovnani teoreticky vypoctenych a naméfenych hodnot minimalni
vinové délky

Naméfené hodnoty | Dopocitané hodnoty
U Amin Amin
(kV) (pm) (pm)
22 56,4 56,4
24 51,6 51,7
26 47,8 47,7
28 44,5 44.3
30 41,0 41,3
32 38,7 38,8
34 36,2 36,7
35 35,4 35,4
A= f1/T)
60 y=12522x - 0,4808
50 e *
— 40 "/
§z 30 .
< 20
10 /
0

0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 0,05

VUKV

Graf 5 Amin = £(1/0)

Sklon pfimky vychéazi A = 1252,2 pm - kV. Nyni dosadime hodnotu do
predchoziho vztahu a vypocitame hodnotu Planckovy konstanty:

e C
Ae  1.2522-105V.-m-1.,60210'° C
=26 _ D ’ =6,691-107347J-
c 299792458 m -5 1 : °

Porovname-li tuto hodnotu s tabulkovou hodnotu h = 6,626 - 10734,
zjistime, Ze ndmi z méfeni vypocitanad hodnota se témér nelisi.
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Zavér

Potvrzeni Braggova zdkona a vySetfovani energetického spektra rent-
genky s médénou anodou byla méfeni velmi pfesnd, avSak ¢asové naro¢na.
Vyznam téchto méfeni je vSak obrovsky. Nejenom, Ze na nich lze velice
dobie vysvétlit vznik rentgenového zareni, ale téz z nich lze vydedukovat
nékteré duilezité vlastnosti rentgenového zatfeni, napt. pronikavost.

V poslednim méreni je popsédno ovéfeni platnosti Duanova—Huntova
vztahu. Vysledky méfeni jsou prezentovany shrnujici tab. 2, ktera zobra-
zuje srovnani teoreticky vypoctenych a naméfenych hodnot minimalni vl-
nové délky. Na zékladé tohoto méteni je ze vztahu (2) na zavér dopoéitana i
hodnota Planckovy konstanty, ktera vysla h = 6,691-10734J-s, coz je velmi
presny vysledek v porovnani s tabulkovou hodnotou h = 6,626 - 10734 J -s.

Tato méfeni je urcité vhodné provést osobné, coz laborator experimentt
z moderni fyziky na Univerzité v Hradci Krilové umoznuje. Se studenty
v ramci napf. fyzikalniho seminafe muze ucitel vyuzit moznost navstévy
této laboratote. Ur¢ité to bude stat za to!
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INFORMATIKA

Rozklad zlomkt na zlomky
kmenné pomoci Geogebry

a softwaru SAS/STAT

LUDEK SPICHAL

Ustav matematiky a statistiky, Masarykova univerzita v Brné

Nékdy staci k vyvolani pozornosti zajimava situace ¢i jednoduchy pro-
blém. Muze jim byt tloha jak rozdélit 5 celych pizz mezi 8 lidi. Jisté neni
problém si uvédomit, ze kazdy ma pii spravedlivém déleni obdrzet 5/8.
Je vSak opravdu nutné kazdou pizzu délit na osm dilti nebo nalezneme
jednodussi zpusob déleni? Jaky je nejmensi pocet pfimych fezt, kterymi
rozdélime 5 pizz spravedlivé mezi 8 osob?")

vvvvvv

pozadujici rozklad zlomku

4 1 1 1
21 a + b + c
na soucet t¥i riznych zlomka s ¢itatelem rovnym ¢islu 1.

Vyse zminéné ulohy nam pri blizsim pohledu nabizi prostfednictvim
kmennych zlomkt pohled jak do historie pocitani a matematiky obecné,
tak do soucasnosti umoznujici pouzitim vypocetni techniky rychlé reseni
rutinnich vypocti.

DReknéme, %e nejprve rozdélime mezi 8 lidi ¢tyfi pizzy, kdy kazdy obdrz 1/2. Je
ziejmé, ze na osminy pak staci rozdélit jen posledni kus. Kazdy z Gcastnikt déleni tedy
obdrzi 5/8 = 1/2 4+ 1/8. Pti déleni musime provést alespon osm pfimych Fezu.
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Cilem ¢lanku neni podrobny popis vlastnosti kmennych zlomkd, tento
lze nalézt napt. v [1], [3], [4], nybrz moZnost vyuziti vybraného matema-
tického softwaru k nalezeni rozkladu zlomkii.

Co je kmenny zlomek?

Kmenné (jednotkové) zlomky jsou zlomky ve tvaru 1/n, kde n > 2.
Existuje fada dokladt (napf. Rhindtv papyrus) svédéicich o jejich pou-
7ivani ve starovékém Egypté.”) Egypfané (a nejen oni), zlomky zapiso-
vali jako soucet riznych zlomka kmennych.?) Za zminku jisté stoji i fakt,
7e pro zlomky 1/2 a 1/4 pouzivali Egyptané jiny zptisob zdpisu neZ pro
ostatni kmenné zlomky. Divodem byl patrné starsi puvod téchto zlomki,
vychéazejicich z jednoduchého mechanismu ptleni, ktery byl i v pozdéjsich
obdobich povazovan za zvlastni pocetni tkon [1].

Kmenné zlomky zmitiuje také Leonardo Pisédnsky (Fibonacci) v knize
Liber Abaci z pocatku 13. stoleti. Fibonacci, kterému Evropa vdéci za
zavedeni poziéni desitkové soustavy, popisuje pocetni operace pouzitim
kmennych zlomkt. Nahrazeni fimskych zlomkid zlomky kmennymi vSak
nepfineslo podstatné zjednoduseni pocetnich operaci se zlomky, pii prak-
tickych vypoctech se tedy kmenné zlomky neuplatnily. Fibonacci v knize
soucasné popsal také jednodussi systém desetinngch zlomkt [2].

Hledani rozkladu ¢isla na kmenné zlomky

Existuje fada algoritmti umoznujicich nalezeni nékterého z moznych
rozkladl zlomku na soudet zlomkt kmennych (pfiéemz zadné dva se ne-
smi opakovat), zmitime Fibonaccitiv—Sylvestertiv algoritmus, binarni algo-
ritmy, Golombiv ¢i Erdésuv algoritmus. Podrobny popis zminénych algo-
ritmi lze nalézt napf. v [3], pro potfeby ¢lanku zminime zptsob pouziti
Fibonacciova-Sylvesterova algoritmu.*

2)Rhindav papyrus byl zakoupen r. 1858 skotskym antikvafem Alexandrem Rhindem
v Luxoru (Egypt). Nélez pochézi z nelegélnich vykopavek a predstavuje nejucelené&jsi
ukédzku matematickych znalosti starovékého Egypta v obdobi kolem r. 1650 pi. n. L.
Soucasnym vlastnikem prevazné Casti papyru je Britské muzeum v Londyné.

V anglicky psané literatufe jsou kmenné zlomky obvykle oznacovany jako egyptské
zlomky.

3)Kmenné zlomky Egyptané dopliiovali navic zlomkem 2/3.

4)L. Pisansky zvany Fibonacci (1180-1250) byl italsky matematik. J. J. Sylvester
(1814-1897) byl anglicky matematik zabyvajici se zejména teorii ¢isel, linedrni algebrou
a kombinatorikou. S. W. Golomb (1932-2016) byl americky elektroinzenyr a matematik
znamy svymi pracemi v oblasti teorie her, je autorem hry pentomino. P. Erdés (1913—
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Fibonaccitiv—Sylvesteruv algoritmus

Pri rozkladu vzdy hleddme nejvétsi kmenny zlomek, ktery se jesté vejde
do daného zlomku. Pro libovolné racionélni ¢islo p/¢ < 1 (neni kmennym
zlomkem) musi existovat ¢islo n € N, pro které plati

1 P 1
<t < 1
n+1l q n (1)

kde levy a pravy zlomek reprezentuje dva ¢leny harmonické posloupnosti.”)
Upravou nerovnosti (1) zjistujeme, ze

n+1>%>n. (2)

Vyuzitim nerovnosti (2) zvolime jmenovatel prvniho kmenného zlomku n+
1 a ur¢ime hodnotu zbytkového zlomku. Postup opakujeme do okamziku,
kdy je hodnota citatele zbytkového zlomku rovna jedné.

Piiklad: Rozlozte zlomek 4/21 na soucet kmenovych zlomki!

Podle nerovnosti (2) je

21
6 > Z > 5,
tedy
4 1 1
216 1
4 1 1
216 12

Algoritmus nefika, jaky je celkovy pocet moznych rozkladd. Jiny nez
uvedeny rozklad ziskdme zménou hodnoty jmenovatele prvniho (pfipadné
dalsiho) kmenného zlomku, napt.

4 1 1
21 7 21’
4 11
21 7 T ar

1996) byl madarsky matematik zabyvajici se zejména teorii grafii, kombinatorikou,
teorii mnozin a pravdépodobnosti.

5)Harmonick4 posloupnost je v daném ptipadé posloupnosti prevracenych hodnot
pfirozenych ¢isel 1, 1/2, 1/3,1/4, 1/5, ...
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pripadné

4 111
21 8 168’
168
16> — >1
>11>5,
11 1 1

168 16 336

4 1.1 1
21 8 16 336

Rozklad zlomktu pomoci pocéitace

S rostoucim poctem ¢lent rozkladu roste obvykle na jedné strané po-
¢et moznych rozkladi, na druhé strané slozitost samotného provedeni roz-
kladu. Zvlastni kapitolou pak muize byt zamér urcit celkovy pocet moznych
rozkladti pro dany pocet kmennych zlomkt tvoticich rozklad.

Popsany problém je ideadlnim modelem pro pocitacové feSeni, kterym
miZeme bud nalézt hledané rozklady, nebo ovéfit jiz dfive nalezend FeSeni.
Ovéfit feSeni, pfipadné fesit rychle dalsi rozklady (i na vice nez tii kme-
nové zlomky) lze sestavenim jednoduchého programu v dostupném mate-
matickém softwaru. Pro potfeby ¢lanku byl pouzit software Geogebra 5.0
a SAS/STAT 3.71 (University Edition).

Software SAS/STAT je velmi vykonny software pouzivany zejména v ob-
lasti statistickych vypoctl. Pro studijni a vyzkumné potieby lze vyuzit
bezplatnou licenci pokryvajici zakladni oblasti vypoéti.?) Software vyu-
ziva vlastni programovaci jazyk, ktery se strukturou podoba dalsim pro-
gramovacim jazyktm.

Geogebra

Geogebra neni pouze uzitecnou pomiickou pro zobrazovani, popf. feseni
rozmanitych geometrickych problémt. V softwaru jsou rovnéz implemen-
tované nastroje pro zpracovani matematickych funkci a provadéni vypoct

6)Oficialni stranky spolecnosti SAS jsou https://www.sas.com/cs_cz/home.html.
Software lze pro vyzkumné a studijni tcely pouzivat bezplatné, ke stazeni je
na https://www.sas.com/cs_cz/software/university-edition/download-software.
html#windows. Na strankéach spoleénosti je uveden podrobny postup instalace softwaru.
Reseni fady problémt softwarem SAS lze nalézt napf. na https://blogs.sas.com/
content/iml/.
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napi. z oblasti algebry, diskrétni matematiky, kalkulu, pravdépodobnosti
apod.

Pro sestaveni programu byly pouzity matematické funkce z oblasti alge-
bry (nejvétsi spoleény délitel, nejmensi spoleény nasobek, celodiselny podil)
a logiky. Sestaveny program nabizi pro dany zlomek vzdy jeden z moznych
rozklad.

Popisova Fibonacci-Sylvesterova algoritmu pi rozkladu zlomku a/b
Ur¢ime hodnotu celoéiselného podilu ¢isel b, a

CelociselnyPodil(<Délenec>, <Délitel>)

a podle nerovnosti (2) stanovime hodnotu jmenovatele prvniho kmenného
zlomku

¢ = CelociselnyPodil(b, a) + 1.

Po urcéeni nejmensiho spole¢ného nasobku ¢isel b, ¢

NSN(<Cislo>, <Cislo>)

d = NSN(b, ¢)
vypocitame hodnotu citatele zbytkového zlomku
e td _d
b ¢’
pficemz ziskame rozklad ve tvaru
a_1_ ¢
b ¢ d

Zbytkovy zlomek zkratime nalezenim nejvétsiho spolecného délitele cisel
e, d

NSD(<Cislo>, <Cislo>)

f =NSD(e, d)
_e g, 4
= f

Cyklus opakujeme v piipads, Ze zlomek g/h neni kmenny, tj. g > 1.
Pouzijeme logickou podminku

Kdyz(<Podminka>, <Pak>, <Jinak>)
Jj = Kdyz(g > 1, CelociselnyPodil(h, g) + 1, h) .
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V pripadé, ze je g = 1, je rozklad ukoncen

a 1 1

b c+h'

Pro g > 1 je ¢islo j jmenovatelem dalsiho kmenného zlomku

kde zlomek k/I je zbytkovy zlomek. Postup opakujeme az do uplného roz-
kladu na kmenné zlomky.”

Odkaz na applet rozkladajici zlomky na soucet kmennych zlomka je
uveden v dodatku, algoritmus rozklada zlomky na nejvyse Sest zlomkt
kmennjch.®)

SAS/STAT

Pii vytvafeni programu (Fibonaccitiv—Sylvesteriv algoritmus) mtizeme
vyuzit obdobnou strategii jako v pripadé Geogebry, tj. budeme cyklicky
opakovat hledani nejblizsiho vétsiho celého ¢isla k celoc¢iselnému podilu
jmenovatele a citatele. Toto ¢islo oznac¢ime jako jmenovatel kmenného
zlomku, stanovime hodnotu zbytkového zlomku a postup opakujeme. Ukaz-
me na pFikladu rozklad zlomku 23/211 na nejvyse étyii zlomky, pfi¢emz
posledni nemusi byt kmenny.”)

data Zlomek;

p = 23; /* Citatel zlomku x*/
q = 211;
a = ceil(q/p);

/* Vrati celoliselnyj podil zvétSeny o Cislo 1 */
if p > 1 and p < q

then

b = pxa - q;

/* Vrati hodnotu &itatele zbytkového zlomku */

7)Kazdé racionalni ¢islo zapsané v zakladnim tvaru 0 < a/b < 1; a,b € N lze pomoci
Fibonacciova—Sylvesterova algoritmu vyjadfit maximalné a vzajemné riznymi kmen-
nymi zlomky.

8)Tento podet kmennych zlomki je dostacujici pro zlomky tvaru p/q, kde p,q < 100.
Nejmensi zlomek vyzadujici k rozkladu 7 kmennych zlomki je [9] 732/733 = 1/2 +
+1/34+1/7+1/45+41/(7330) + 1/(20524) + 1/(26 388).

9) Algoritmus je mozné celkem snadno prodlouzit pro vice nez &tyii kmenné zlomky.
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else
a = q;
if p > 1 and b > 1
then
c = ceil(ax*xq/b);
if p > 1 and b > 1
then
d = b*c - axq;
if p>1 and b > 1 and d > 1
then
e = ceil(ax*cxq/d);
if p > 1 and b > 1 and d > 1
then
f = dxe - axcx*q;
if p >1 and b > 1 and d > 1 and f >= 1
then
g = a*c*ex*q;
if p > 1 and b > 1 and d > 1 and £ >= 1
/* Zkrati posledni zlomek x*/
then
r = int(sqrt(g));
do i =1 to r by 1;
h = £/i - int(£/i);
j = g/i - int(g/i);

m="h + j;
if m =0
then
o = 1i;
k = f/max (o) ;
1 = g/max(o0);
end ;

run;

proc iml;

use Zlomek; read all var {a c e g f}; close;
Denom = a || ¢ ||l e Il g || £ ;

print Denom[c={"Jmenovatel 1" "Jmenovatel 2"
"Jmenovatel 3" "Jmenovatel 4" "Citatel 4"}
label="Rozklad na kmenné zlomky"];

quit;
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Vystupem programu je tabulka (zélozka RESULTS) s piehledem poza-
dovanych hodnot jmenovatelti, v pripadé rozkladu na ¢tyfi zlomky je v pa-
tém sloupci uvedena hodnota ¢itatele posledniho (tj. étvrtého) zlomku.

Rozklad na kmenné zlomky

Jmenovatel 1 | Jmenovatel 2 | Jmenovatel 3 | Jmenovatel 4 | Citatel 4
10 112 13129 1.55132E9 1

Program rozlozil zadany zlomek na ¢tyfi kmenné zlomky (pfesnd hod-
nota jmenovatele posledniho zlomku urcena ze zalozky OUTPUT DATA)

23 1 1 1 1

211 10 T 112 T 13120 T 1551322640°

Sestavenim jednoduchého programu lze rovnéz hledat vSechny rozklady
pro dany pocet kmennych zlomkt. Algoritmus vypoctu cyklicky (funkce
DO/END) porovnéva (pro zadany rozsah proménnych) soudet hodnot
kmennych zlomkt s hodnotou rozkladaného zlomku. Nalezena feSeni na-
sledné vypise ve formé tabulky. NiZe je uveden kéd programu, ktery vypo-
¢ité rozklad zlomku 4/21 na soucet tii zlomkid kmennych pro 2 < a,b,c¢ <
<1000, kde a, b, ¢ jsou pfirozena cisla.

data Zlomek;
do a = 2 to 1000 by 1;
do b = 2 to 1000 by 1;
do ¢ = 2 to 1000 by 1;
e = 1/a + 1/b + 1/c;
if e = 4/21 then

do;

output;

end ;

end;
end ;

end;
run;
proc iml;
use Zlomek; read all var {a b c}; <close;
Denom = a || b || ¢ ;

print Denom[c={"a" "b" "c"}
label="Hodnoty jmenovateld a, b, c"];
quit;
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Vystupem vypoctu je tabulka s pfehledem hodnot jmenovateltt kmen-
nych zlomka.'?)

Hodnoty jmenovateld a, b, ¢
a b ¢ a b ¢
6 44 924 7 22 462
6 45 630 7 24 168
6 46 483 7 28 84
6 48 336 7 30 70
6 49 294 8 16 336
6 51 238 8 21 56
6 54 189 8 24 42
6 56 168 9 14 126
6 60 140 9 18 42
6 63 126 10 12 140
6 70 105 10 15 42
6 78 91 12 14 28

Pfidanim dalsiho (dalsich) élenu (¢leni) do rozkladu poéet moznych
kmennych zlomki rychle roste, mize se rovnéz vyrazné prodlouzit cas
potfebny k provedeni potfebnych vypocti.

Odkaz na program rozkladajici zlomky na stanoveny pocet kmenovych
zlomki naleznete v dodatku.

Né&kolik souvisejicich tloh vyuzitelnych ve vyuce matematiky

Dédictvi (ZS, SS)

Pomérné zndmou tlohou je prani otce t¥i synt, aby si tito rozdélili
19 ovci tak, Zze nejstarsi ma obdrzet polovinu stada, prostfedni ¢tvrtinu a
nejmladsi pétinu. Otec soucasné vyjadril pfani, aby zadné z ovci nepfisla
v pribéhu déleni k 1jmé na zdravi. Synové si s otcovym pranim nevédéli
prilis rady az do chvile, kdy jim soused nabidl jesté jednu ovecku. Stado

10)V tabulce byly vynechany permutace nalezenych trojic jmenovatelii a trojice neob-
sahujici rizné jmenovatele.
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20 ovci se uz bratrim délilo snadnéji, nejstarsi si odvedl polovinu tedy
10 ovci, prostiedni ¢tvrtinu tedy 5 ovci a nejmladsi pak pétinu tedy 4 ovce.
Spokojeni bratfi nakonec posledni ovecku mohli vratit sousedovi. V ¢em
spoCiva podstata feSeni?

Odpovédi je specificky zadany pocet ovci, které si maji bratii rozdélit.
Pokud se¢teme kmenné zlomky, které urcuji jednotlivé podily, dostaneme

L1
2 4 5 20

a nikoliv 20/20, jmenovatele kmennych zlomkt (2, 4 a 5) jsou déliteli ¢isla
20.10)

Rozklad kmenného zlomku (SS)
Rozkladat 1ze rovnéz kmenné zlomky, napt.

11 1

45 2
nebo

1_1. 1

12 13 156"

Podle uvedenych prikladt formulujte a dokazte obecné pravidlo pro roz-
klad zlomku ve tvaru 1/n na soucet dvou kmennych zlomkd.

Resend. Pro uvedené kmenné zlomky plati

1 1 1

nin+1+n(n+1)'

Tvrzeni mizeme snadno dokazat seCtenim lomenych vyrazi na pravé strané

1 1 n+1 1

n—|—1+n(n+1) nn+1) n’

11) Reseni lze popsat také jako nalezeni vhodného rozkladu &isla 1 na kmenné zlomky:
1=1/241/4+1/5+1/20.

224 Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019



Rownovdha (SS)

Pfedpoklddejme, Ze mame dostatek stejnych cihel (nebo knih ¢ kos-
tek domina apod.). Cihly budeme pokladat jednu na druhou tak, jak je
naznaceno na obrazku [9].

| |
| |

Miize cihla na vrcholu tplné piesahovat cihlu spodni? Jaky je pfipadny
maximalni previs, kterého muzeme takto dosdhnout?

Resend. V pripadé dvou nejvyse polozenych cihel miize horni cihla pfesaho-
vat spodni cihlu o 1/2 délky, t67i8té je umisténo ve stfedu prekryvajicich se
¢asti cihel, tj. v pofadi druhd cihla muze presahovat dalsi (tfeti) cihlu o 1/4

délky. Vzhledem k poloze té€zisté trojice cihel miize tieti cihla presahovat
nésledujici (¢tvrtou) cihlu o 1/6 délky atd.

| |
| |
| |
| E

| |

Horni cihla pfesahne cihlu tvorici zakladnu v pfipadé, ze
1

L
24 o T

Pozadovany presah nastane v pripadé, ze uvedenym zptisobem polozime
pét cihel

N

0|

1+1+1_’_1_25>1
2 4 6 8 247 7
Pfesah muze byt i vétsi, nebot posloupnost
1 1

1
§+Z+-.~+%+-..

je divergentni. Pokud bychom méli k dispozici cihly s identickymi rozméry,
pak dvojnasobného presahu lze docilit posklddani 32 cihel [9].
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Zavér

Kmenné zlomky mohou nalézt misto v matematice zakladni i stfedni
skoly (viz piiklady vyse uvedenych tloh), kde jejich pouziti mtize usnadnit
feseni nékterych typu uloh.

Ve stfedoskolské matematice se kmenné zlomky dale objevuji napt. v de-
finici harmonického priumeéru

_ n
D SR
=1 x;

ktery obsahuje soucet pfevracenych hodnot primeérovanych éisel (tj. soucet
kmennych zlomki).

Ve fyzice se kmenné zlomky uplatiuji pfi vypoctu odporu v pripadé
paralelniho zapojeni rezistor, tedy napt. pro tfi takto zapojené rezistory
plati

Dodejme, Ze kmenné zlomky vyvolavaly a vyvolavaji pozornost u matema-
tikd zabyvajicich se napf. teorii ¢isel, kombinatorikou opakované. Uvedme
nékolik zajimavych vysledkt ziskanych v minulosti:

e P. Erdé8s (r. 1950) dokazal, ze kazdé racionélni ¢éislo 0 < p/q < 1, kde
p,q € N, lze zapsat nejvyse [3]

8Ing

Inlng
riaznymi kmenovymi zlomky se jmenovatelem hodnoty nejvyse

4b?In q
Inlng

e R. Breusch (r. 1954) dokézal, Ze kazdy zlomek s lichym jmenovatelem
ma pii rozkladu na kmenné zlomky pouze liché jmenovatele [6}.12)
e H. Zhibin (r. 2014) dokézal, Ze nejmensi zlomek vyzadujici k rozkladu

osm kmennych zlomkd je [7]
27538

27539’

12)R. H. Breusch (1907-1995) byl némecko-americky matematik zabyvajici se zejména
teorii Cisel.
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soucasné ukazal priklad takového rozkladu

27538 1 1 1 1

97530 2 3 7t 3T
+ - + 1 + 1 +
1933 ' 14893663 ' 1927145066 572824

1

+ 212829231672162931 784

Na druhou stranu i v oblasti kmennych zlomki je fada dosud nevyfte-
Senych otazek a problému, jako napt. tvrzeni, Ze kazdy zlomek ve tvaru
4/n lze zapsat jako soucet t¥i kmennych zlomki (P. Erdds, E. G. Straus,
1948). Tvrzeni bylo ovéfeno pro velky poéet prvociselnych n, chybi ovSem
obecny dikaz pro libovolné n [8].

Rozklady zlomki pomoci Geogebry nebo programu sestaveného v SAS/
STAT nejsou jisté jediné moznosti pocitacového feseni. Obdobné funkce
jako Geogebra jsou soucasti MS Excel, vypocetni program je mozné sesta-
vit v libovolném dostupném programovacim jazyku. Na internetu lze na-
1ézt fadu stranek obsahujicich kalkulatory rozkladajici zlomky na soucty
kmennych zlomkd, napft.:

e http://www.calcul.com/show/calculator/egyptian-fraction

e http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fractions/
egyptian.html#section3.3

e http://www.robertobigoni.eu/Matematica/Egyptian/Egyptian.html

Sestavovani obdobnych programi v Geogebie muze byt dobrym procvi-
¢ovanim jak pocetnich operaci se zlomky, tak prace s jednoduchymi logic-
kjmi operatory. Moznost vyuziti Geogebry jako prostfedku k algoritmizaci
jednodussich problému miiZe zajimavym zpusobem doplnit a rozsifit vy-
uku matematiky.

Dodatek

Applet rozkladajici racionalni zlomek uzitim Fibonacciova—Sylvesterova
algoritmu je dostupny z https://www.geogebra.org/m/huamns3p. SAS
program pro rozklad zlomkt je dostupny z https://www.clatrutnov.cz/
index.php/cs/skola/dokumenty/category/78-spichal-ludek-mgr.
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Navlékani koralkt
(Ulohy z MO — kategorie P, 38. ¢4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V nasem seridlu ¢lankt o tlohach z Matematické olympiaddy kategorie
P (programovani) se tentokrat zastavime u jedné praktické tlohy z tstied-
niho kola lofiského 67. roéniku MO (8kolni rok 2017/18). Jedna se o za-
jimavou modifikaci pomérné znamé tlohy urcit délku maximéalni rostouci
podposloupnosti vybrané ze zadané posloupnosti ¢isel. V domacim kole
67. ro¢niku MO soutézici Tesili prave tuto zakladni tlohu. V krajském kole
na ni navézala o néco tézsi varianta, kdy se ve vybrané rostouci podpo-
sloupnosti pfipousti jeden pokles hodnoty. S uvedenou dvojici tiloh jsme se
v Matematické olympiadé kategorie P jiz v davné minulosti jednou setkali.
Bylo to pied dvaceti lety ve 47. ro¢niku soutéze. Uloze byl vénovan také
20. dil naSeho seridlu nazvany Poklesla podposloupnost [1].

Soutézni tloha tstfedniho kola o navlékani koralkd prirozenym zpiso-
bem navézala na tlohy z nizsich kol soutéze. Seznamime se nejprve s pres-
nym znénim zadani. Uplné znéni i ptivodni autorské feseni tilohy muiZete
nalézt také na webu v archivu MO-P [2].

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Jesté nedadvno méla Natalka krasny nahrdelnik, na kterém bylo n ko-
ralki. Koralky mély rtizné odstiny rtizové barvy, postupné prechazely od
tmavé do svétlé. Nahrdelnik se ale pretrhl a koralky se rozkutalely po zemi.
Natélka ted drzi prdzdnou siirku a Petr (ktery se na pfetrzeni ndhrdel-
niku malicko podilel) kle¢i na zemi, sbird kordlky a jeden po druhém je
Natéalce podavéa. Ta muze kazdy koralek bud navléknout na siirku (a to
z libovolného konce), nebo ho muze odlozit do krabice s Sitim.

Natalku p¥i sbirani koralkt napadla nasledujici tloha: Co kdyby koralky
zkusila navlékat tak, aby nakonec byly na sitirce sefazené od nejtmavsiho
po nejsvétlejsi? Mozna se ji nepodari takto navléknout vSechny koralky,
ale urcité bude zabavné zkusit navléknout jich co nejvice.
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Soutézni tloha

Na vstupu je dana posloupnost fi, ..., f,: barvy koralkd v tom poradi,
v jakém je Petr podaval Natalce. VSechna f; jsou navzdjem riznd pfirozena
¢isla. Cim vétsi ¢islo, tim svétlejsi koralek predstavuje. Pro kazdy korélek
si Natalka vybrala jednu ze t¥{ moznosti: bud ho navlékla na levy konec
snarky, nebo ho navlékla na pravy konec sitirky, nebo ho odlozila pryc.
Vime, Ze na konci celého procesu méla snturku, na niz zleva doprava barva
koralkt prechazela z tmavé do svétlé — tedy jim odpovidajici ¢isla rostla.

Napiste program, ktery urci, kolik koralkti mohla mit nakonec Natalka

¥¥o

na Sntrce nejvyse.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu je kladné celé ¢islo n. Na druhém tfadku je
n ruznych kladnych celych Cisel f1,..., fn. VypiSte jeden fadek s jednim
¢islem: maximalni pocet koralkt, které mohly skoncit na Snirce.

Omezeni a hodnoceni

Je ptipraveno 10 sad testovacich vstupi, za kazdou muzete ziskat 1 bod.
Ve viech sadach pro kazdé i plati 1 < f; < 10°. Jednotlivé sady maji
ruznou maximalni hodnotu n: 6, 12, 20, 60, 100, 5000, 17000, 150 000,
250000 a 500 000.

Priiklady.
Vstup: Vystup:
5 3

30 10 50 20 40

Jedno optimalni feSeni: Koralek 30 navlece Natélka na $iitirku (je jedno,
z které strany), kordlek 10 nepouzije, kordlek 50 navleGe zprava, kordlek
20 navlece zleva a koralek 40 nepouzije.

Vstup: Vystup:
6 6
10 20 9 21 8 22

Vsechny koralky mizeme navléknout na sintrku.

Vstup: Vystup:
7 5
1743526
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Zde je optimalnim FeSenim nepouzit prvni dva kordlky a z ostatnich
sestavit na sndrce posloupnost 2, 3, 4, 5, 6.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ulohu miizeme fesit hrubou silou, tedy prostym zkougenim vsech moz-
nosti. Podle zaddni mame pro kazdy koralek tifi moznosti, co s nim udé-
lame: bud ho na $tirku navlékneme zleva, nebo ho navlékneme zprava,
nebo ho vynechame. Snadno nahlédneme, Ze vzhledem k poZzadovanému
vzestupnému usporadani koralkt v nahrdelniku mame ve skuteénosti vzdy
nejvyse dvé moznosti: bud kordlek navlékneme na $titirku, nebo ho vyne-
chame. Dokud neni na sniirce zadny korédlek, neméa smysl rozliSovat mezi
navléknutim zleva a zprava — vysledek bude v obou pfipadech stejny. Kdyz
uz je na sntrce navlecen prvni koralek a jeho hodnotu oznacime P, pak
nasledujici koralky s hodnotou mensi nez P lze navléknout jedin€ zleva a
nasledujici koralky s hodnotou vétsi nez P jediné zprava. Pro n koralkt tak
vyzkousime az 2" moznosti a jako vysledek urc¢ime maximalni dosazenou
délku nahrdelniku. Casové slozitost tohoto feseni je proto O(2").

Préaveé popsané reseni si nyni ukdzeme zapsané v programovacim jazyce
Pascal:

program Koralkyl;

{zkouSeni vSech moZnosti - exponencialni sloZzitost}
const MaxN = 500000; {maxim&lni poc&et koralku}
var n: integer; {pocet koralkd}

max: integer; {maximdlni délka ndhrdelniku}

F: array[l..MaxN] of integer; {hodnoty koralkd}
i: integer;

procedure Koralek(i, n, prvni, posledni, delka: integer;
var max: integer);

{pofadové &islo koralku, polet vZech koralki, hodnota

prvniho a posledniho koralku v ndhrdelniku, aktudlni

délka nahrdelniku, maximadlni dosaZend délka nahrdelnikul}

var fi: integer; {hodnota i-tého koralku}
begin
if i > n then {hotovo}
begin
if delka > max then max := delka;
{nalezeno nové maximum}
exit
end ;
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fi = F[I];
if delka = 0 then

{prvni navleé&enjy koralek}

Koralek(i+1, n, fi, fi, 1, max)
else if fi < prvmni then

{navlékneme zleval}

Koralek(i+1, n, fi, posledni, delka+1, max)
else if fi > posledni then

{navlékneme zpraval}

Koralek(i+1, n, prvni, fi, delka+1l, max);
{koralek vynechamel
Koralek(i+1, n, prvni, posledni, delka, max)
end; {procedura Koralek}

begin
read (n);
for i :=
max := 0;
Koralek (
writeln(
end.

1 to n do read(F[i]);

1, n, 0, 0, 0, max);
max)

Popsané feseni jsme implementovali pomoci rekurzivni procedury Kora-
lek. Vyznam jejich parametri je uveden pfimo v programu v komentaiich.
Nebudeme zde popisovat moznosti, jak 1ze zlepsit ¢asovou slozitost tohoto
algoritmu pomoci techniky keSovani (memoizace, uklddani znamgch vy-
sledkidl) — zdjemci si tato moznd vylepSeni jisté rozmysli samostatné nebo
si je mohou vyhledat ve [2]. Misto toho se budeme radéji podrobnéji vé-
novat efektivnéjsSimu postupu reseni.

Zakladem vzorového feSeni na$i ulohy je efektivni postup, jak v za-
dané posloupnosti ¢isel urcit délku maximalni vybrané rostouci podpo-
sloupnosti. Pro posloupnost délky n dokazeme tuto tlohu vyftesit v Case
O(n - logn). Jiz v tvodu jsme uvedli, Ze s timto algoritmem se soutézici
setkali v doméacim kole soutéze, kde ho bud sami vymysleli, nebo se s nim
seznamili nasledné ve vzorovém feSeni. Nasi ¢tenari si mohou algoritmus
precist v archivu uloh MO-P [2] ve vzorovém feSeni tlohy 67-I-2, podrob-
néjsi rozbor najdete také v [3].

Ukéazeme si zde alesponi hlavni myslenku tohoto postupu. Budeme po-
stupné prochéazet zadanou posloupnost ¢isel fi,..., fn, a pro kazdy jeji
prvek f; uré¢ime délku maximalni rostouci podposloupnosti vybrané z po-
¢atecniho tseku délky i. Jak vzapéti uvidime, vypocet kazdé z téchto hod-
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not mé ¢asovou slozitost O(logn) a protoZze ho provadime n-krat, bude
celkova ¢asova slozitost popsaného algoritmu skuteéné O(n - logn).

V priubéhu vypoctu si budeme v pomocném poli D udrzovat nésledujici
informaci: ¢islo D; udavé, jakou nejmensi hodnotou mize koncit rostouci
podposloupnost délky j vybrana z useku posloupnosti f1, ..., f;. Sporem
snadno dokazeme, Ze hodnoty v poli D jsou vzdy vzestupné usporadané.
V i-tém kroku vypoctu pfiddme do uvazované posloupnosti prvek f;, ktery
snizi jednu vhodnou hodnotu ulozenou v poli D — vzdy tu, ktera je nej-
blizsi vyssi nez f;. Diky usporadani pole D dokdZeme tuto hodnotu urcit
v logaritmickém case binarnim vyhledavanim.

Vysledné feseni dnesni tlohy ziskdme slozenim nékterych myslenek uve-
denych vySe v nasem prvnim Feseni a algoritmu na urceni délky maximalni
rostouci vybrané podposloupnosti. Je jasné, ze néktery koralek navlékneme
jako prvni. Nevime ktery, ale mizeme vyzkouset vSech n takovych moz-
nosti. Pro kazdou volbu prvniho navleceného kordlku (jeho hodnotu jsme
si oznadili P) jiz vime, Ze néasledujici koralky s hodnotou vétsi nez P lze
navlékat jediné zprava, zatimco koralky s hodnotou mensi nez P jediné
zleva. Chceme navléknout co nejvice koralkt, takze mezi témi vétSimi nez
P chceme nalézt co nejdelsi rostouci podposloupnost a mezi témi men-
$imi nez P co nejdelsi klesajici podposloupnost (coz piedstavuje prakticky
stejny postup). To umime provést v ¢ase O(n -logn), takze celkové dosté-
vame Tesen{ s asymptotickou ¢asovou sloZitosti O(n?-logn). Staéi postupné
vyzkouset vSech n moznosti volby prvniho navlec¢eného koralku a pro kaz-
dou z nich dvakrat vykonat algoritmus na urceni délky maximalni rostouci
(resp. ve druhém piipadé klesajici) podposloupnosti, kterou ke zvolenému
prvnimu kordlku mizeme pfipojit.

Zda se, ze jsme s feSenim uspésné u konce, ale neni tomu tak. Po-
psané Teseni jesté stale provadi fadu vypoctt zbytecné vicekrat a vhodnou
tpravou ho muZeme vyznamné urychlit. Algoritmus z doméciho kola mi-
zeme snadno upravit tak, aby zpracovaval zadanou posloupnost v opa¢ném
sméru, tedy od konce. Pro kazdy prvek posloupnosti f;, ovSem tentokrat
pro i v poradi od n doli k 1, budeme urcovat délku maximéalni rostouci
(resp. klesajici) podposloupnosti zacinajici prvkem f;. Uvedeny postup
opét zopakujeme dvakrat — zvlast pro rostouci a zvlast pro klesajici pod-
podsloupnost. VSechny spocitané hodnoty si ulozime do poli A, B pro dalsi
vyuziti. Jiz vime, Ze cely tento vypodet mé ¢asovou slozitost O(n - logn).

Tim méme v polich A, B pfipraveno vSechno potfebné pro vyteSeni
ulohy. Nyni uz jen staci jednou projit zadanou posloupnost ¢isel a pro
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kazdy jeji prvek f; (tj. prvni navledeny koralek) ziskdme v konstantnim
¢ase maximalni délku néhrdelniku jako soucet A; + B; — 1. Odecteni 1
je zde proto, abychom prvni navledeny koralek nezapocitali do vysledku
dvakrat. Tato zévéreénd faze vypodtu mé tedy ¢asovou slozitost O(n), celé
Feeni tlohy proto zvladneme v ¢ase O(n - logn).

Popsané feseni zapiSeme opét také ve tvaru programu. Zvolili jsme ta-
kovou formu zéapisu, aby byla jasna a dobfe srozumitelné, i kdyz program
by bylo mozné zapsat i o néco kratsim a tspornéjsim zptsobem.

program Koralky2; {dynamické programovani}
const MaxN = 500000; {maxim&lni poéet koralkd}
var n: integer; {poet koralkidl}
max: integer; {maximalni délka nahrdelniku}
F: array[l..MaxN] of integer; {hodnoty koralkd}
A, B: array[l..MaxN] of integer;
{A[i] - délka max. rostouci podposloupnosti

za€inajici koralkem "i"}
{B[i] - délka max. klesajici podposloupnosti
zaéinajici koralkem "i"}

D: array[l..MaxN] of integer;

{D[i] - jakou nejvét3i hodnotou miZe zalinat
rostouci podposloupnost délky "i"
resp. jakou nejmenSi hodnotou miZe zacinat
klesajici podposloupnost délky "i"}

k: integer; {délka max. rostouci,

resp. klesajici podposloupnosti}
i, j: integer;

begin

read(n);

for i := 1 to n do read(F[i]);
{Zpracujeme F[n] - usek délky 1}

k = 1;

D[1] := F[n]; A[n] := 1; B[n] := 1;

{Rostouci podposloupnost zaéinajici koralkem &islo "i":}
for i := n—1 downto 1 do
if F[i] < D[k] then
begin {lze prodlouzit}
k =k + 1;
D[k] := F[i]; A[i] = k
end
else
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begin
{Mezi D[1], D[2], ..., D[k] vyhledédme nejvétsi
hodnotu D[j] takovou, Ze D[j] < F[i]. Hodnoty
v poli D jsou usporddané sestupné, takZe to lze
provést v logaritmickém ¢Case binarnim vyhledavanim.
My zde pro jednoduchost zapisu pouzZijeme sekvencni
prichod s linedrni &asovou sloZitosti:}

j=1
while D[j] > F[i] do j := j + 1; {mame pot¥ebné D[jl}
D[j] := F[i]; A[i] = j
end ;

{Klesajici podposloupnost za&inajici

koralkem ¢&islo "i" - analogicky:}
k = 1;
for i := n—1 downto 1 do

if F[i] > D[k] then
begin {lze prodlouzit}

k =k 4+ 1;
D[k] := F[i]; BJ[i] = k
end
else
begin
j=1
while D[j] < F[i] do j := j + 1; {mame pot¥ebné D[jl}
D[j] i= F[i]; B[] = j
end ;
{Nejdelsi nahrdelnik:}
max := 0;
for i := 1 to n do
if A[i] + B[i] — 1 > max then max:= A[i] + B[i] — 1;
writeln (max)

end .
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ZPRAVY

8. Evropska divéi MO (EGMO)

Od 7. do 13. dubna letosniho roku se v ukrajinském hlavnim mésté Ky-
jevé konal jiz 8. ro¢nik Evropské divéi matematické olympiady (EGMO).
Patronat nad soutézi prevzalo Ministerstvo skolstvi a védy Ukrajiny a Na-
rodni univerzita Tarase Sevéenka v Kyjevé. Ubytovani vsech téastnikd,
soutéz samotnd, koordinace tloh i zasedani mezinarodni jury bylo zajis-
téno v nadstandardnim prostfedi hotelu Ramada-Encore v Kyjevé.

Osmého ro¢niku soutéze se zucastnil rekordni pocet soutézicich — cel-
kové 196 ze 49 zemi vSech kontinentii (z toho 35 evropskych). Nechybéla
mezi nimi silnd druzstva USA, Kanady, Japonska, Brazilie, Mexika a dalsi.

T

”European Girls’

P

Obr. 1 Reprezentaéni druzstva Ceské republiky a Slovenské republiky
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Ceské reprezentaéni druzstvo stfedoskolacek se této soutéze ztcastnilo
jiz poctvrté, tentokrat jsme se vS8ak museli pfi nominaci obejit bez divek,
které v letosnim Skolnim roce maturuji, nebot termin soutéze se piekryval
s pisemnou maturitni zkouskou. Podobné jako v predeslych tfech ro¢nicich
bylo nutno (s ohledem na termin tstfedniho kola MO v kategorii A) vybrat
divky do reprezentacniho tymu pro 8. EGMO jiz na zakladeé jejich vysledku
po centralni koordinaci aloh II. (krajského) kola v nejvyssi vékové katego-
rii, tedy jesSté pred ustfednim kolem v kategorii A. Mista v reprezentaci si
tak vybojovala nésledujici ¢tvefice divek: Adéla Heroudkovd (5/8, G Brno,
tf. Kpt. Jarose), Magdaléna Misinovd (6/8, G J. Keplera, Praha 6), Micha-
ela Svatosovd (7/8, G M. Kopernika, Bilovec) a Adéla Karolina Zdickovd
(6/8, G Ch. Dopplera, Praha 5). Vedoucim ¢eské delegace a zdstupcem
v mezinarodni jury byl RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., pedagogickym ve-
doucim RNDr. Pavel Caldbek, Ph.D., oba z P¥F UP v Olomouci.

Nase mladé druzstvo si v silné mezinarodni konkurenci soutézi vedlo nad
ocekavani dobte. Magdaléna Misinovd ziskala v této prestizni mezinarodni
soutézi pro Ceskou republiku historicky prvni zlatou medaili se ziskem
34 bodu (ze 42 moznych), coZ predstavovalo v celkovém potadi 8. misto
(mezi Evropankami byla dokonce 7.). Absolutniho skére 42 bodt dosahla
a celkovou vitézkou 8. roéniku EGMO se stala Jelena Ivancié ze Srbska.

Obr. 2 Magdaléna Misinova

Zbylé tfi nase reprezentantky si domi pfivezly cestnd uznani, ktera
se udéluji soutézicim, které neziskaly medaili, avSak bezchybné vyftesily
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aspon jednu tlohu. Nejblize bronzové medaili byla nejmladsi z nich, Adéla
Heroudkovd, které za zisk 15 bodt unikla bronzova medaile o jediny bod.
Michaela Svatosovd ziskala 12 bodt a Adéla Zdckovd 11 bodt. V oficidlnim
pofadi se pak nase druzstvo umistilo v lepsi poloviné — na 22. misté (mezi
Evropskymi tymy pak na 16. misté), coz predstavuje mirné zlepSeni ve
srovnani s vysledky naseho tymu v uplynulych dvou letech.

Kyjevsti organizatofi zajistili pro Gcastniky soutéze pestry doprovodny
program. Pro soutézici navstévu centra mésta spojenou s prohlidkou nékte-
rych historickych budov a dale navstévu nedalekého skanzenu ukrajinské
kultury Pyrohovo. Posledni den pfed veCernim zavéreénym ceremonialem
pak vSichni ucastnici absolvovali vyhlidkovou plavbu po Dnépru. Slav-
nostni vyhlaseni vysledkti a zavéreény ceremonial 8. ro¢niku EGMO se
uskutecénil v patek 12. dubna navecer v centru metropole v kyjevském
Palaci kultury za pritomnosti ministryné skolstvi a védy Ukrajiny Lilie
Hryneévicové a dalsich vyznamnych hostti.

Déle uvadime texty vSech soutéznich tloh zadanych na 8. EGMO.

1. soutézni den (9. 4. 2019)

Uloha 1 Uréete vsechny trojice (a, b, ¢) realnych é&isel, pro néz plati
ab+bc+ca=1 asoutasné a’b+c=>b*c+a=c?a+b.

(Nizozemsko)

Uloha 2 Je dano kladné celé &islo n. Na étvercovou tabulku 2n x 2n jsou
umisténa domina tak, ze kazdé pole této tabulky je sousedni s pravé jednim
polem pokrytym dominem. Pro kazdé n urcete najvétsi pocet domin, ktera
takto mlizeme umistit na tuto tabulku.

(Dominem rozumime obdélnik 2 x 1 nebo 1 x 2. Domina jsou umis-
tované na tabulku tak, Ze kazdé domino pokryva pravé dvé pole tabulky
a jednotliva domina se nepiekryvaji. Dvé pole tabulky jsou sousedni, pravé
kdyZ jsou rtiznd a maji spoleénou stranu.) (Lucembursko)

Uloha 3 Je dan trojihelnik ABC, v némz |[< CAB| > | ABC|. Ozna¢me I
stfed kruznice jemu vepsané. Necht D je bod tsecky BC, pro ktery plati
|[XCAD| = |XABC|. Oznaéme w kruznici, kterd se dotykd pfimky AC
v bodé A a prochazi bodem I. Necht X (X # A) je pruseéik kruZnice w
a kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Dokazte, Ze osy uhlt DAB a CXB
se protinaji na pfimce BC. (Polsko)
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2. soutézni den (10. 4. 2019)

Uloha 4 Necht I je stied kruznice w vepsané trojuhelniku ABC. Kruznice
prochézejici bodem B, kterd sa dotykd AI v bodé I, protind stranu AB
v bodé P (P # B). Analogicky, kruznice prochézejici bodem C, ktera se
dotykd AI v bodé I, protina stranu AC v bodé Q (Q # C). Dokazte, ze

pfimka PQ je te¢nou kruznice w. (Polsko)
Uloha 5 Nechf n > 2 je celé &islo a ay,as, ..., a, jsou kladna cela ¢isla.
Dokazte, ze existuji kladné celé ¢isla by, b, . . ., b, splnujici nasledujici pod-
minky:

(A) a; <b;proi=1,2,...,n;

(B) zbytky po déleni ¢isel by, ba, . .., b, ¢islem n jsou po dvou rtizné;

-1
©) b1—|—...+bn§n<n2 + Vﬁ +“"J>.

n

(Symbol |z | oznac¢uje dolni celou éast redlného ¢isla x, coZ je nejvétsi celé
¢islo nepfevysujict x.) (Nizozemsko)

Uloha 6 Alena nakreslila na kruznici 2019 tétiv s navzajem riiznymi kraj-
nimi body. Bod nazveme oznaceny, pravé kdyz jde o

(i) jeden z 4038 krajnich bodu téchto tétiv; nebo
(ii) prisecik aspont dvou z téchto tétiv.

Alena potom kazdy z oznacenych bodi ¢iselné ohodnotila. Ze vSech 4038
krajnich bodi spliiujicich (i) ohodnotila nékterych 2019 bodu ¢islem 0 a
zbyvajicich 2019 bodu ¢islem 1. Nésledné ohodnotila vSechny body spliu-
jici (ii) libovolnym celym ¢islem (ne nutné kladnym).

Na kazdé tétivé uvazovala tsecky spojujici po sobé jdouci oznacené
body. (Tétiva s k oznacenymi body obsahuje k — 1 takovych tsecéek.) Déle
ohodnotila kazdou takovou tsecku dvéma ¢isly, z nichz jedno je zluté a
druhé je modré, pficemz zlutd ¢isla predstavuji soucet ciselnych ohod-
noceni koncovych bodi na ohodnocované usecce a modra ¢isla absolutni
hodnotu jejich rozdilu.

Nésledné Alena zjistila, Ze mezi v8emi N + 1 Zlutymi ¢isly se kazdé
z Cisel 0,1,..., N vyskytuje pravé jednou. Dokazte, ze aspon jedno modré
Cislo je ndsobkem 3. (Velkd Britdnie)
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Podrobnéjsi informace o letosnim ro¢niku soutéze mizete najit na ofi-
cidlnich strankdch EGMO (https://www.egmo.org).

Vedeni ¢eského tymu si touto cestou dovoluje podékovat predevsim Na-
daci RSJ, kterd i v letosnim roce poskytla finan¢ni prostfedky pro cestu
¢eského tymu na 8. EGMO v ramci projektu JCMF, déle pak brnénské
firmé NEOGENIA s. r. 0. za jejich ¢innou sponzorskou pomoc spojenou
se zajisténim jednotného reprezentac¢niho obleceni pro celé ceské druzstvo.

Obr. 3 Cesky tym pied hotelem Ramada-Encore. Zleva M. Misinova, M. Svato-
gova, A. K. Za¢kova, A. Heroudkova, M. Povna (ukrajinska privodkyné éeského
druzstva), J. Svréek (vedouci tymu), vzadu P. Calabek (pedagogicky vedouci)

Pristi 9. rocnik této soutéze se uskutecni ve druhé poloviné dubna 2020
v nizozemském mésté se symbolickym nazvem Egmond aan Zee.

Jaroslav Svrcéek
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