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MATEMATIKA

Polynomicko-exponencialni
diofantovské rovnice

TOMAS RIEMEL — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Polynomicko-exponencidlnimi diofantovskymi rovnicemi rozumime ta-
kové diofantovské rovnice, v nichz celo¢iselné neznamé maji zpravidla cha-
rakter proménnych daného polynomu s celo¢iselnymi koeficienty a expo-
nent dané exponencidlni funkce se zdkladem a, kterym je pfirozené ¢islo
vétsi nez 1. V tomto prispévku se zamérime zejména na metodu faktorizace
(daného polynomu), ktera se s vyhodou pouziva pfi FeSeni nejjednodussich
rovnic uvedeného typu, tj. rovnic s celo¢iselnymi neznamymi z, y ve tvaru

1,
P(z) =aY,
kde P(z) je dany polynom s celoéiselnymi koeficienty a a je pfirozené éislo
vétsi nez 1.
Priklad 1
Urcete vSechny dvojice (x,y) celych ¢isel, které vyhovuji rovnici
z? =2Y.
Reseni: Ze zadani je patrné, ze pokud uréita dvojice (x,y) celych ¢isel je
feSenim dané rovnice, pak i dvojice (—z,y) je FeSenim této rovnice. Déle si
uvédomme, Ze y je celé nezdporné ¢islo, nebot vyraz na levé strané rovnice

nabyva vyhradné nezapornych celociselnych hodnot. Snadno se konecné
vidi, Ze = 2%, kde k je vhodné celé nezaporné ¢&islo. Plati tudiz

1’2 — (2k)2 _ 22k _ 2y7
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a tedy y = 2k. Zkouskou se snadno presvédcime, Ze vSechny dvojice
(x,y) = (2%,2k), kde k je libovolné celé nezaporné &islo (jedna se o tzv.
jednoparametricky systém feSeni), vyhovuji dané rovnici.

Zdvér. Resenim dané tlohy jsou viechny dvojice celych &isel ve tvaru
(z,y) = (£2%,2k),

kde k je libovolné celé nezaporné cislo.

Priklad 2
V oboru celych ¢isel feste rovnici

3x? = QvT4 _ gvt2,

Reseni: Ze zadéni je patrné (podobné jako v pifkladu 1), %e pokud ur-
¢itd dvojice (x,y) celych ¢isel je FeSenim dané rovnice, pak také dvojice
(—,vy) je FeSenim této rovnice. Vytknutim 2¥+2 na pravé strané rovnice a
naslednou tipravou dostaneme bezprostfedné

x? = 2vt2,

Zavedenim substituce z = y 4 2 dostavame analogickou rovnici jako v pre-
deslé tloze. S ohledem na jeji feSeni a vzhledem k pouzité substituci
(y = 2—2) jsou feSenim dané rovnice viechny dvojice (z,y) = (£2*,2k—2),
kde k je celé nezaporné c¢islo. Po zdméné parametru k za k + 1 dojdeme
k nésledujicimu zavéru: (z,y) = (£28+1 2k), kde k je libovolné celé ¢islo
vétsi nebo rovno —1.

Zdvér. Resenim dané tlohy jsou vSechny dvojice
(z,y) = (2", 2k),

kde k je libovolné celé ¢islo vétsi nebo rovno —1.

Pii feseni nasledujicich tloh bude uplatnéna metoda faktorizace daného
polynomu P(z) s celo¢iselnymi koeficienty, kterd byla zminéna v tivodnim
odstavci ¢lanku.

Priklad 3
V oboru celych ¢isel feste rovnici

l+az+2*+2°=2v.

2 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



Reseni: Podobné jako v prvni tloze vidime, Ze x a y jsou celd nezaporna
disla, nebot vyraz na levé strané rovnice musi nabyvat nezdpornych celo-
¢iselnych hodnot. Levou stranu rovnice lze pfepsat do souc¢inového (fakto-
rizovaného) tvaru (1 + 2)(1 + 22). Danou rovnici pfepiseme ve tvaru

14z)(1+2%) =2v=2m.2",
kde m, n jsou celd nezaporna ¢isla, m +n =y, m < n. Zfejmé plati
0<1l+az<1+2?

tudiz 1 + 2 = 2™, 1 + 22 = 27, a proto hodnota 1 + z musi délit hodnotu
1 + 22. P¥itom plati

241 21 +2 2
i :(a: )+ =r—1+—-".
r+1 r+1 r+1

Odtud plyne, Ze zlomek 2/(z+ 1) musi nutné nabyvat celo¢iselné hodnoty.
Pfipustnymi hodnotami z jsou pak ¢isla z mnoziny {—3,—2,0,1}. Postup-
nym dosazenim za x do rovnic 1 +x = 2™, 1422 = 2" ziskdme dvé& FeSeni
(m,n) = (0,0) prox =0a (m,n) = (1,1) pro x = 1.
Zdvér. Dand tloha mé pravé dvé feseni, a to (x,y) € {(0,0),(1,2)}.
Podobneé lze fesit i nasledujici dlohu.
Priklad 4
V oboru celych ¢isel feste rovnici

l+z+a?+2° +at +2° +2% +27 =2v.
Reseni: Danou rovnici postupné upravime do tvaru
A+z+22+2)+ @+ +2+2) =1+ +22 +23) (1 +2*) =
=1 +2)(1+2?)(1 +2*) =2v,

Uvédomme si, Ze y je celé nezéporné ¢islo, nebot vyraz na levé strané je
celé ¢islo. Plati tedy 0 < 1+ < 1+ 22 <1+ 2* a dand rovnice prejde do
tvaru

(1+2)(1+2?)(1+a2t) =2v=2P.27.2",
Odtud 1+ = 2P, 1 + 22 = 29 a 1 + 2* = 27, kde p, ¢, r jsou celd
nezapornd &sla, p < ¢ < r ap+ q+r = y. Proto &slo 1 + 22 musi byt
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délitelné ¢islem 1 + z (dale ¢islo 1 + 2% musi byt délitelné ¢islem 1+ z a
rovnéz ¢islem 1 + 22). Tedy, opét jako v piedchozim piiklads, uvazujeme
podil (#2+41) : (x+1), ktery nabyva celo¢iselnych hodnot  pouze pro ¢isla
z mnoziny {—3, —2,0,1}. Postupnym dosazenim téchto hodnot x do rovnic
1+2=2P 1+22=291+2*=2" ziskdme dvé feseni (p,q,r) = (0,0,0)
prozx=0a (p,q,r)=(1,1,1) pro z = 1.
Zdvér. Dand tloha mé pravé dvé feseni, a to (x,y) € {(0,0),(1,3)}.
Piiklad 5 (XVIII. Matematicky duel, 2010)

Urcete vSechny dvojice (a,b) ptirozenych éisel spliiujici rovnici

9% = b + 17.

Reseni: Danou rovnici postupné prepiseme do tvaru

9 —b? =32 —b* = (3%)* = b? = (3" = b)(3" +b) = 17.

Protoze 3% +b > 0, musi byt i 3 — b > 0. S ohledem na nerovnost
3% — b < 3% + b plati

3" —b =1, (1)

3% 4 b = 17. 2)
Odeétenim (1) od (2) dostdvame bezprostiedné b = 8 a nasledné a = 2.
Zdver. Uloha m4 tedy jediné feseni (a,b) = (2,8).

Piiklad 6 (VI. Matematicky duel, 1998)
V oboru celych ¢isel feste rovnici

z® + 142% — 51z = 10V.
Resent: Rovnici nejprve upravime do tvaru
x(x+17)(x — 3) =2Y . 59,

Stejné jako v pfikladu 3 snadno vidime, Ze = a y jsou celd nezaporna ¢isla.
Hodnota (x 4 17)(x — 3) mé jinou paritu nez x. Musi tudiZ nastat pravé
jedna z moznosti:

(i) a=5™, kde m je celé ¢&islo, m <y
(ii) (z+17)(x —3) =5", kde n je celé ¢&islo, n <y
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ad (i) Pokud & = 5™, pak ¢isla x +17 = 5™ +17 a x —3 = 5 — 3 nejsou
délitelna 5. Musi tedy platit (z + 17)(z — 3) = 2¥ a soucasné z = 5Y. Pro
kazdé celé cislo x navic plati z + 17 > x — 3, nutné tedy musi byt ¢islo
x + 17 délitelné ¢islem x — 3. Plati tak
r+17 (r—3)+20 20

= 1 .
z—3 r—3 +x—3

Cislo = miiZze proto nabyvat celo¢iselnjch hodnot pouze pro ¢&sla z mno-
Ziny {-17,-7,-2,-1,1,2,4,5,7,8,13,23}. Souc¢asné musi byt z mocni-
nou ¢isla 5. Vyhovuji tedy pouze ¢isla 1 a 5. Dosazenim « = 1axz =5
do vztahu (x + 17)(z — 3) = 2¥ vS8ak nedostaneme zadné vyhovujici celé
¢islo y.

ad (ii) Podobné jako v pfipadu (i) zjistime, Ze x muZe nabyvat pouze
hodnot z mnoziny {—17,-7,-2,-1,1,2,4,5,7,8,13,23}. Jelikoz 5 je pr-
vocislo, vyrazy = + 17 a © — 3 musi byt mocninami ¢isla 5. Uvedenym
podminkdm vyhovuje pouze jedno ¢islo z, tj. * = 8 a jemu odpovida
y = 3. (Zkouska byla provedena, podobné jako v predeslych piikladech,
postupnym dosazovanim.)
Zdvér. Jedingm Fesenim dané tlohy je dvojice (z,y) = (8, 3).

Na zavér uvadime ryze exponencialni diofantovskou rovnici, v niz figu-

ruji celoCiselné neznamé vyhradné v exponentech dvou mocnin o riznych
zakladech.

Priklad 7
V oboru celych ¢isel feste rovnici

3" =2"+5.

Reseni: Ze zadani je patrné, ze exponenty m, n v dané rovnici jsou cel4
nezaporna ¢isla. Dale rovnici pfepiSeme do tvaru

3N —1=2"+4. (3)
Odtud vidime, ze 3™ > 5, tj. n > 2. Plati tudiz
2" +4=3"-1>32-1=38,
tedy 2™ > 4, tj. m > 2.
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Protoze 3" —1 = (3—1)(3""1 +3""2 + ... +3+1), rovnici (3) nésledné
upravime do tvaru

23" 43" 434+ 1) =2+ 4 =222""2 4 1),

tudiz 2 | (3" 1 +3""2 4+ ...+ 3+ 1) a n musi tedy byt sudé é&islo (n = 2k,
kde k je pfirozené ¢islo). Rovnici (3) nyni pfepiSeme do tvaru

3% 1=2m44=222""2 4 1)

a upravime

3 1= -1 () + (3 2+ 432+ 1) =422 +1).
Po snadné tpravé ziskdme rovnici

2((B)F 4+ (3 2+ 432 4+1) =2" 2 41, (4)

z niz plyne, Ze leva strana rovnice (4) je délitelnd dvéma. Totéz musi
splnovat i prava strana. To vSak nastane, pravé kdyz m = 2, a tedy n = 2.
Zdver. Uloha m4 jediné feseni, a to (m,n) = (2,2).

K procviceni této problematiky uvadime trojici nefeSenych tloh, které

navazuji na feSeni predchazejicich tloh; Ize je Tesit uzitim metody faktori-
zace.
Priklad 8
V oboru celjch éisel feste rovnici 1 + = + 22 + 22 + 2% + 25 = 2v.
[Reseni: (z,y) = (0,0).]
Priklad 9
Reste rovnici n® + 8 = 2™, kde m,n € Z.
Ndvod: Danou rovnici piepiSeme do tvaru (n + 2)(n? — 2n +4) = 2™ a
dale ji lze Fesit podobné jako priklad 4.
[Reseni: (m,n) € {(3,0), (4,2)}.]
Priklad 10 [KoMaL, Vol 69/5, 2019, C. 1546]
Reste rovnici 22 — 182 4 80 = 2Y, kde z,y € Z.
Ndvod: Rovnici lze pfepsat do tvaru (z — 8)(x — 10) = 2¥ a ddle Fesit

podobné jako priklad 3.
[Resent: (,y) € {(6,3), (12,3)}
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Ulohy diskrétni
pravdépodobnosti

JAKUB STANEK
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pravdépodobnost byva casto zaky i uciteli povazovana za nejobtiznéjsi
latku stredoskolské matematiky a jako takova byva i nejméné oblibena.
Divodt k tomuto hodnoceni miize byt vice. Jedna z pri¢in obtiznosti této
latky je fakt, Ze tlohy jsou vétSinou zadavany slovné, lze tedy snadno
udélat chybu v interpretaci tlohy a proto mohou tyto tlohy potrapit jak
nadané zaky, tak i ucitele. O tom, ze pravdépodobnost nadélala problémy
i slavnym matematikim, se mtzeme docist tfeba v knize [1, s. 12], kde
je uvedena snadné tloha o hézeni minci: Jakd je pravdépodobmnost, ze
ve dvou hodech minci padne alespon jednou rub? Tu chybné vyiesil jak
G. W. Leibniz (1646-1716), tak d’Alembert (1717-1783). Pfitom o néco
v kapitole vénované pravdépodobnosti. Proto je asi vhodnéjsi pfistupovat
k pravdépodobnostnim tloham s védomim, Ze chybovat pfi jejich feSeni je
prirozené, a tuto zkuSenost predat i studenttim.

S problémem spravné interpretace ulohy, ¢i predstavy o ni, souvisi i
problém s nalezenim a vysvétlenim chyby v nesprdvném feSeni pravdé-
podobnostnich tloh. To muze byt nékdy velmi obtizné, a je tak snadné
sklouznout k tomu, Ze ukaZeme pouze spravné reSeni a vSechna ostatni
feSeni oznacime za Spatnd, protoze vedou k jinému vysledku, aniz by bylo
vysvétleno, v ¢em piesné jsou uvedend feseni chybna. Tuto argumentaci lze
najit napt. v [2] na strané 122 v piikladu 2. Zde je uvedena nejdiive chybna
uvaha, a pak je feCeno: , Tato tvaha je chybnd, jak nam ukaze nasledujici
spravné feseni.“ Je vSak otazka, zda tento argument hloubavého studenta
uspokoji. Nefekne si tfeba, ze by mohlo byt uvedené feSeni chybné, jak
mu ukazuje puvodni ivaha? Proto by ucitelé neméli rezignovat na snahu
vysvétlit studenttim, kde chyba v nespravném feSeni tiloh presné je.

Ve snaze zabranit nejasnostem v interpretaci zadani tlohy ¢i ve snaze
sjednotit zpusob feseni tlohy jsou také nékdy v zadani uvadéna nadby-
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te¢na fakta, napr. rozliSitelnost ¢i nerozliSitelnost minci ¢i kostek u tloh,
kdy tento fakt nehraje zadnou roli. To muze vést k situacim, kdy student
pozdéji nad zadanim jiné tlohy dlouze premysli, zda jde v dané situaci
o rozliSitelné ¢i nerozlisitelné predméty, nemiize se rozhodnout a je zma-
ten. Pfitom je problém zptisoben tim, Ze to v zadané tloze neni podstatné
a student si toho neni védom.

Jednou z moznosti, jak studentiim pomoci hloubéji proniknout do tajt
pravdépodobnosti, je ukazovani vice feseni jedné ulohy, srovnavani téchto
feSeni, porovnavani vice uloh a zapojeni grafickych feSeni pravdépodob-
nostnich tloh. Zvlasté graficka reSeni nékterym studentim pomaéahaji v po-
rozumeéni dané tloze nejvic. Je tedy skoda, ze se v nasich ucebnicich gra-
fickd feSeni prakticky nevyskytuji, zatimco v zahranic¢nich ucebnicich se
objevuji, viz nap¥. [6].

V nasledujici ¢asti clanku se zamérime na tfi konkrétni tlohy, ukézeme
si vice zptisobt jejich feSeni a provedeme i stru¢na porovnani téchto feseni.
Rovnéz si ukdzeme podobnost mezi prvni a druhou tlohou, ktera neni na
prvni pohled zfejma. U téchto tloh uvedeme i mozné chybné tvahy pfi
jejich feseni a ukadzeme si, pro¢ jsou tyto tivahy chybné. Posledni tiloha
je koncipovana tak, aby vedla k odvozeni Bayesova vzorce, tj. aby ji bylo
mozné vytesit, i kdyz Bayestiv vzorec neni v hodiné probirdn. Podobné
hratky s llohami totiz mohou vést k vétsi oblibé pravdépodobnosti u stu-
dentt a v dusledku toho i k lepsimu pochopeni této oblasti matematiky.

Priklady

Prvni priklad, kterym se budeme zabyvat, se proslavil jako tzv. problém
Montyho Halla, jeho zadani bylo publikovano v [5, s. 67], a lze se s nim
setkat v riznych modifikacich pomérné casto.

Priklad 1

V televizni soutézi jsou tfi zaviené trezory. V jednom z nich je skryta
vyhra a zbylé dva jsou prazdné. Moderator vyzve soutéziciho, aby si vybral
jeden trezor, o némz si mysli, Zze je v ném ukryta vyhra. Po volbé trezoru
je jeden ze zbyvajicich trezort otevien, pricemz je ale vzdy otevien pouze
takovy trezor, ve kterém vyhra neni (o ¢emz je soutézici pfedem infor-
movan). Poté je soutéZici tdzén, zda chce zménit svou volbu a vybrat si
druhy neotevieny trezor. V pfipadé, ze soutézici vybere trezor s vyhrou,
tuto vyhru ziska. Je pro soutéziciho zména vybéru trezoru vyhodna?
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Reseni: Nejdfive si ukazme dvé tivahy, které se pii feSeni této ulohy éasto
objevuji a které vedou k riznym vysledktm.

(i)

Prvni tvaha vychézi z faktu, Ze na pocatku byla pravdépodobnost,
ze je vyhra v konkrétnim trezoru, stejnd pro vsechny trezory. Jelikoz
jsme vyhru nemohli pfesunout, tak by meéla byt pravdépodobnost
stejnd pro oba zaviené trezory i po otevieni prazdného trezoru. Proto
by pravdépodobnost, Ze vyhra je v ptuvodné zvoleném trezoru, méla
byt %, nema tedy smysl ménit svoji volbu.

Druhé tvaha vychazi z faktu, Ze na pocatku mame tii zaviené tre-
zory a v kazdém muze byt vyhra se stejnou pravdépodobnosti, tudiz
pravdépodobnost, Ze vyhra je v nami zvoleném trezoru, je % Po
volbé trezoru s vyhrou se vyhra nemuize presunout, a tak by se ani
tato pravdépodobnost neméla zménit. Takze po otevieni prazdného
trezoru by méla byt pravdépodobnost, ze vyhra je v nami zvoleném
trezoru, stale % Tudiz pravdépodobnost, ze vyhra bude ve zbyva-
jicim trezoru, by méla byt 1 — % = % A proto je vyhodné zménit
ptvodni volbu trezoru.

Ukazme si nejdiive matematické feseni tohoto piikladu, a pak se teprve
vratime k obéma predchozim tvaham.

Ozna¢me A;, i = 1,2,3, jev, Ze v i-tém trezoru je ukryta vyhra, pak
P(A) = % Bez jmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze jsme na zacatku
zvolili trezor €islo 1, a ozna¢me B; (j = 2,3) jev, ze byl po nasi volbé
otevien j-ty trezor (ktery je prazdny). Rozeberme nyni vSechny moznosti:

1.

Je-li vyhra v prvnim trezoru (nastal jev A;), mZe byt otevien libo-
volny ze zbyvajicich dvou trezori. Jelikoz zde neni zadn4 preference
otevieni trezoru ¢. 2 ani 3, tak pravdépodobnost otevieni obou tre-
zort je stejnd, tedy P(B;|A;) = 5 pro j = 2,3.

. Je-li vyhra v druhém trezoru (nastal jev Ay), miize byt otevien pouze

tfeti trezor, tedy P(Bz2|A2) = 0 a P(Bs3|A2) = 1. Obdobné dosta-
neme P(B3|A3) =0a P(BQ‘A?,) =1.

Ze vzorce

P(A; N B))

P(BlA) = =54
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dostaneme P(A; N B;) = P(B,;|A;)P(4;), tedy

11 1 )
P(A]_HBJ) :P(BJ|A1)P(A1) = 5 . g = 6, pI‘O] :2,3,
1
1 1

Jelikoz jsou jevy Aj, As a As disjunktni a dohromady pokryvaji cely prav-
dépodobnostni prostor (jsou v nich obsazeny vSechny mozné vysledky po-
kusu), tak

3
1 1 1
P(B;))=Y P(A;NB;) =~ =2, j=2.3.
(B) =3 PAND) = g+0+5 =5 j=23
Proto
P(A,NB;) & 1 ‘
P(A1|B):7J:§:77 pI‘O]:2,3,
J P(Bj) % 3
P(A;NB;) 1 2 . o,
P(A|B): z :izfv pI‘OZ,]:Z,37Z7éj.
o P(B;) 5 3

Tedy po otevieni prazdného trezoru zustane pravdépodobnost, Ze se vyhra
nachézi v prvnim trezoru, stejna, zatimco pro zbyvajici trezor je dvojna-
sobna. Proto je vyhodné zménit svoji volbu.

Nyni se zaméfme na to, co bylo $patné v prvni tivaze, kterd nevedla ke
spravnému vysledku. V ni vychazime ze stejné pravdépodobnosti ulozeni
vyhry pro vSechny trezory, ktera by se neméla otevienim jednoho trezoru
ménit. Proc¢ je tedy po otevieni napf. druhého trezoru Sance, Ze je vyhra
ve tfetim trezoru, vétsi nez v nami zvoleném prvnim trezoru? Uvédomme
si, ze nami vybrany trezor byt otevien nemohl bez ohledu na to, zda v ném
vyhra je, ¢i neni. Zatimco treti trezor byt otevien mohl, ale pouze v pfi-
padé, Ze v ném vyhra neni. Proto kdyZ otevien nebyl, tak je pro nés tato
informace vzhledem k ulozeni vyhry relevantni. V jistém smyslu tfeti tre-
zor po otevieni druhého trezoru reprezentuje oba tyto trezory. Lze si to
predstavit i tak, ze druhy a tfeti trezor tvori jeden dvojtrezor se dvéma
dvermi, kde jedny z nich vzdy otevieme, a kdyz otevieme ty druhé, tak se
miizeme dostat ke spolecné vyhre.

10 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



Podivejme se na graficky zptsob Feseni této tilohy (obr. 1), ktery je pro
nékteré studenty nazornéjsi. Zde pouzivame stejné znaceni jako v pred-
chozim feSeni. Na obr. 1 je znazornéna nejdiive pravdépodobnost ulozeni
vyhry do jednotlivych trezorti (horni fada Sipek) a po volbé prvniho tre-
zoru déle pravdépodobnost otevieni druhého & tfetiho trezoru (spodni
fada Sipek). Byl-li otevien napf. druhy trezor, nastal jeden z jevii A; N By
a Az N By (na obr. 1 jsou tyto jevy zvyraznény Cervend). Jelikoz pravdé-
podobnost jevu A; N By je P(A1 N By) = %, zatimco pravdépodobnost
jevu A3 N Bg je P(A3 N Bs) = %, je dvakrat vétsi sance, ze bude vyhra
ve tfetim trezoru, a proto je vyhodné zménit nasi volbu na tfeti trezor.
Obdobné postupujeme, je-li otevien teti trezor.

S
7

QH‘H

- /
DO =

W= -~
—

wIHQ

Obr. 1 Grafické feseni prvniho prikladu

Nyni se podivdme na druhou tlohu, uvedenou v [2, s. 122, pf. 2].

Priklad 2

Skrinka ma 3 zasuvky. V prvni jsou 2 zlaté mince, ve druhé jedna zlaté a
jedna stiibrné a ve tfeti 2 stFfibrné mince. Zvolime ndhodné jednu zasuvku,
z ni vytdhneme naslepo jednu minci. Jaka je pravdépodobnost, Ze v této
zasuvce zbude zlatd mince, jestlize vytazena mince byla stfibrna?

Reseni: 1 pfi feSeni této tlohy miZeme ¢asto narazit na nasledujici dvé
uvahy, které vedou k rtiznym vysledktim.

1. wvaha: Jelikoz jsme vytahli st¥ibrnou minci, museli jsme tahat z druhé
nebo ze tfeti prihrddky. Ve druhé ztstala zlatd mince, ve tfeti stii-
brné, a proto by méla byt hledana pravdépodobnost %
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2. uwvaha: Jelikoz jsme vytahli stfibrnou minci, tak jsme museli tahat z druhé
nebo ze tfeti prihradky. V téchto dvou prihradkach byly tfi st¥ibrné
a jedna zlatd mince. Po vytazeni stf¥ibrné mince nam zustaly dvé
stiibrné a jedna zlata, proto je hledana pravdépodobnost %

Nejdtive si ukédzeme FeSenti, které je uvedeno v [2, s. 122, pt. 2|. Pro feSeni
piikladu si zavedeme nésledujici znadeni: (I, z1) je jev, Ze z prvni zdsuvky
vytdhneme prvni zlatou minci, podobné oznacime dalsi elementarni jevy
(I,29), (I1,2), (I1,s), (I11,s1) a (III,s3), kde prvni ¢islo vidy znadi, ze
které zasuvky bylo tazeno, a s, resp. z, znaci tazeni st¥ibrné, resp. zlaté
mince. Oznac¢ime-li jev ,byla tazena stfibrnd mince“ pismenem S a jev
,v zésuvce zbyla zlatd mince® Fimskou ¢&islici 1T (nebot zlatd mince zbude
jen v pfipadé, ze jsme zvolili druhou zdsuvku), pak

P(SNII) P{(II,9)}) 1

P([I|S) = P(95) - P({(I1,s),(I11,s1),(I1I,s2)}) - 3

Chyba v prvni uvaze, ktera vedla ke Spatnému feseni, byla opomenuti
skutecnosti, ze pravdépodobnost, ze vytdhneme stiibrnou minci z druhé
zasuvky, je dvakrat mensi nez pravdépodobnost, ze ji vytahneme z posledni
zasuvky. Vime-li tedy, ze jsme vytahli stfibrnou minci, je dvakrat veétsi
pravdépodobnost, Ze jsme ji tahali ze treti zasuvky nez ze zasuvky druhé.

Ukazme si grafické FeSeni této ulohy (obr. 2):

Obr. 2 Grafické feseni druhého prikladu

Zde oznacime I, II, resp. I11 jevy, ze byla zvolena prvni, druhd, resp.
tfeti zasuvka, S jev ,byla taZena stfibrna mince“ a Z jev ,byla taZena
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zlatd mince“. Prvni fadek Sipek predstavuje volbu zasuvky a druhy zna-
zoriiuje, jakou minci jsme vytahli. Cervené je zvyraznén jev, Ze byla tazena
stfibrnd mince. Jelikoz je pravdépodobnost jevu I I NS rovna 6, zatimco
pravdepodobnost Jevu III ﬂ S’ je P(I11 ﬂ S) = 3, Je dvakrat pravdepo—

~evs

pravdepodobnost, 7e V zasuvce zbude zlata mince, rovna

PUIINS) _ P(IINS) 1

P(S) P(ITNS)+PIIINS) 3

Porovnani prikladu 1 a p¥ikladu 2

Podivame-li se pozorné na obrazky 1 a 2, vidime, Ze jsou si velmi po-
dobné. Presnéji lisi se pouze v oznadeni jevi. Jevy Ay, As a Az postupné
odpovidaji jevim II, I a II] a jevy By a B3 odpovidaji jevim S a Z.
Lze tedy fici, Ze z jistého thlu pohledu jde o dvé verze stejné tilohy. Pfesto
se Casto stava, ze student vytesi jeden z téchto prikladti dobfe a druhy
Spatné. Lze tedy Tesit prvni priklad stejné jako pfiklad druhy a naopak?
Zatimco pocetni zpusob feSeni prvniho prikladu lze aplikovat i na druhy
piiklad (sta¢i jen prohodit znaceni jevii tak, jak jiz bylo uvedeno), tak
uvedené pocetni FeSeni druhého prikladu na prvni pfiklad aplikovat tak
snadno nelze. Dtiivodem je, Ze pfi pocetnim FeSeni jsme jesté rozliSovali,
zda vytdhneme z prvni zasuvky prvni ¢i druhou zlatou minci a podobné
jsme pracovali i se tfeti zasuvkou, v ramci tohoto FeSeni jsme tedy mince
v zasuvkach rozlisovali. Tézko bychom vsak hledali podobnou interpretaci
v prvni tloze. Tyto rozdily jsou graficky znazornény na obr. 3.

(a) @ @ @
N b b sNG S NG i N\G
olojojojolc

Obr. 3 Grafické porovnani feseni prvni a druhé tlohy
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Posledni tloha, kterou si uvedeme, je klasicka tloha na pouziti Bayesovy
véty, viz napt. [1, s. 29]. Ackoliv se Bayesova véta na mnohych stfednich
gkolach neuci, dokonce ani v nékterych ucéebnicich neni uvedena, viz napf.
[2], jde jen o pfimé aplikovani podminéné pravdépodobnosti, kterd uz do
klasické latky stfednich kol patii, nap¥. v ucebnicich [3, s. 51] a [4, s. 137]
Bayesova véta zminéna je. Proto je zvoleno zadani nasledujici tlohy tak,
aby postupné k Bayesové vété vedlo.

Priklad 3

Uvazujme nemoc, kterou trpi jedno procento populace, a lékarsky test,
ktery v 99 % piipadt odhali nemoc u nemocného jedince, ale v 5 % pripadu
oznaci za nemocného i zdravého jedince.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany testovany jedinec je
nemocny a zaroven je oznacen testem jako nemocny?

b) Jaké je pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrany jedinec mé pozitivni
test (je testem oznaden za nemocného)?

¢) M4-1i jedinec pozitivni test, jaka je pravdépodobnost, Ze je skuteéné

nemocny?

Pozn.: Velmi c¢asto je vsak v tloze tohoto typu polozena pouze posledni
otazka c).

Resent: Zavedeme si nasledujici znadeni:
e 7 ... jedinec je zdravy,
e /¢ ... jedinec je nemocny,
e N ... test vySel negativni (jedinec je testem oznacen jako zdravy),

e N¢ ... test vySel pozitivni (jedinec je testem oznacéen jako nemocny).

Ze zadani zname néasledujici pravdépodobnosti:
P(Z) =10,99,

P(Z°)=1- P(Z)=0,01,

P(N¢|Z€) = 0,99,

P(N¢|Z) = 0,05.

a) Ze vzorce pro podminénou pravdépodobnost

P(N°N Z°)

P(NI2%) = =5z

14 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



dostaneme

P(N°N Z¢) = P(N®|Z°)P(Z°) = 0,99 - 0,01 = 0,0099.

b) Rozdélime si jev N¢ na dva disjunktni podjevy N°N Z¢a N°N Z.
Pravdépodobnost prvniho jevu méme jiz vypocitanou v predchozim
bodu, pravdépodobnost druhého Ize vypocitat obdobnym zptisobem,
tedy

P(N°NZ)=P(N¢|Z)P(Z)=0,05-0,99 = 0,0495.
Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany jedinec méa pozitivni test, je

P(N¢)=P(N°NZ°) + P(N°N Z) = 0,0099 + 0,0495 = 0,0594.

¢) Ma-li jedinec pozitivni test, pak pravdépodobnost, Ze je skutecné
nemocny, je

P(N°NZ¢) 0,099 1

P(Z°|N°) = - —_—
(ZFIN) P(N°) 0,0594 6

Poznamenejme, Ze pii dosazeni vyrazii z bodii a) a b) do vyrazu v bodé c)
dostaneme Bayestuv vzorec

P(N®|Z)P(2°)

P(ZEIN") = P(N¢|Z¢)P(Z¢) + P(N¢|Z)P(Z)’

Podobné jako predchozi ulohy se i tato da fesit graficky a toto feseni je
mnohdy pro studenty nazornéjsi.

a) Odpovéd na prvni otdzku vyéteme piimo z obr. 4 (posledni Fadek,
jev vyznaceny modrym obdélnikem), tedy hledand pravdépodobnost
je 0,0099.

b) Pravdépodobnost, Ze je jedinec oznalen testem jako nemocny, do-
staneme souctem pravdépodobnosti jevii, které jsou na obrazku zvy-
raznény Cervené. Tedy

P(N®) = 0,0099 + 0,0495 = 0,0594.
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¢) Je-li jedinec oznaceny jako nemocny, nastal jev, ktery je v obrazku
zvyraznén cCervené. Podjev, kdy je jedinec navic skute¢né nemocny,
je oznacen modrym obdélnikem. Hledana pravdépodobnost je tedy
podilem pravdépodobnosti modre vyznaceného jevu a pravdépodob-
nosti ¢ervené vyznaceného jevu, tedy

P(N°NZ°) 0,099 1

P(N°¢) 00594 6
%

Obr. 4 Grafické feSeni prikladu 3

negativni 0,95-0,99 = 0,9405

test

pozitivni
test

0,99-0,05 = 0,0495

negatinvi
test

0,01-0,01 = 0,0001

0,95
/
0,05
\
0,01
/
0,99
\ pozitivni
test

0,01-0,99 = 0,0099

Poznamenejme, Ze pokud feSime vSechny otazky a), b) i ¢), pak odpo-
véd na posledni otazku je jiz jednoduché a grafické i pocetni feSeni se moc
neligi. Pokud ale dostaneme pouze otazku c) (coz je ¢asty ptipad), pak je
grafické feseni rychlejsi a prehlednéjsi. Navic ndm umoziiuje rychle odpo-
vidat i na dalsi pfipadné otazky, zatimco u pocetniho Feseni tomu tak byt
nemusi. napf. chceme-li znat pravdépodobnost, Ze jedinec oznaceny tes-
tem jako zdravy je skutecné zdravy, tak z obr. 4 lehce vycteme vysledek
0,9405 : (0,9405 + 0,0001) = 0,9998937.

Ukazme si jesté jedno grafické znazornéni tohoto piikladu (obr. 5), které
je sice velmi podobné obr. 4, ale pracuje s pocCty jedinci, a ne s pravdeé-
podobnostmi, proto je pro nékteré studenty jesté nazornéjsi. Budeme uva-
Zovat dostateény pocet jedinct (v nasem piipadé 10000), které budeme
postupné rozdélovat do podskupin tak, aby toto rozdéleni odpovidalo pro-
centim uvedenym v zadani lohy. Mame-li tedy 10 000 jedincti, z nichz 1 %
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je nemocnych, mame 100 nemocnych jedinct z celkového poctu 10 000. Je-
likoz nemocnych jedinct s pozitivnim testem je 99 z celkového poctu 10 000
jedinci, pak hledand pravdépodobnost z bodu a) je 99 : 10000 = 0,0099.
Obdobné dostaneme odpovéd na otdzky b) a c). U otdzky c) si je v8ak
tfeba uvédomit, Ze hleddme podminénou pravdépodobnost, takze nebu-
deme pocet 99 nemocnych jedincd s pozitivnim testem délit celkovym po-
¢tem jedincti, ale pouze poctem vsech jedinct, kteri meéli pozitivni test,
tedy Cislem 99 + 495 = 594, takze hledana pravdépodobnost je 99 : 594.

9405

- negativni test
9900

zdravych
495
10000 / ~~

pozitivni test
1

\ 100 — negativni test

nemocnych

jedincu

NG 99

pozitivni test

Obr. 5 Grafické feseni piikladu 3 s poéty jedinci (barevné oznaceni odpovida
obr. 4)
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Priblizna trisekce tthlu uzitim
geometricke posloupnosti

CENEK KODEJSKA
Gymnéazium, SOS a VOS, Novy Bydzov

Trisekce Ghlu spoleéné s duplikaci (zdvojenim) krychle a kvadraturou
kruhu patii mezi t¥i tlohy starovéku zformulované uz v 5. stoleti pf. n. 1.,
znamé jako tii klasické problémy antické matematiky. Tento C¢lanek se
zabyva pribliznou konstrukci trisekce thlu, jejiz nepfesnost ¢ini priblizné
0,1 %. Jednoduché konstrukce pouzivd pouze pravitka a kruzitka, a je
proveditelnd v malém poctu krokt. Metoda soucasné vyuziva vlastnosti
kone¢ného souc¢tu nekonecné geometrické rady.

Ze trisekci thlu nelze provést pouze za pouziti pravitka a kruzitka,
dokazal francouzsky matematik Evariste Galois (1811-1832) az v roce
1830 [1]. Jednoduchy algebraicky ditkaz nemoznosti rozdélit thel na tietiny
zaloZeny na FeSeni kubické rovnice je uveden napf. v [2].

Pribliznych metod, jak rozdélit (ihel na tretiny, je nespocet. Z téch za-
jimavéjsich pfipomefime napf. trisekei Ghlu s vyuzitim origami [3], kon-
strukci s tétivami nebo Kochafiského konstrukei rektifikace kruznice [4].
Neékolik dalgich metod je uvedeno v [5].

Pravidla konstrukci pomoci pravitka a kruzitka

Jak uvadi [2], jsou formulovéna ¢tyfi zdkladni pravidla pro eukleidovské
konstrukce. Za prvé, pravitko bez jakychkoliv znacek slouzi ke konstrukci
primky prochézejici dvéma jiz zkonstruovanymi body. Za druhé, kruzit-
kem lze sestrojit pouze oblouk kruznice se stfedem v jiz zkonstruovaném
bodé a polomérem, ktery je roven vzdalenosti dvou znamych bodi. Za
treti, konstrukce musi byt provedena koneénym poctem kroki. Za étvrté,
konstrukce musi byt presna.

Soucet nekonecéné geometrické rady
Pro soucet nekonecné geometrické fady plati zndmy vztah
; (1)

1—g¢q
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kde a1 je prvni ¢len a g je kvocient geometrické posloupnosti, pro ktery
plati |g| < 1.
Jak uvadi Svecova [5, s. 45], uvazujeme-li fadu danou vztahem

= 1 1 1 1 1
n+1 o

;( D = Ts (2)
jeji soucet je roven 1/3. Tato fada v8ak konverguje velmi pomalu, a pro
konstrukéni tcely za pomoci pravitka a kruzitka je vzhledem k ménicimu
se znaménku nevhodna.

Uvazujme nyni geometrickou posloupnost, jejiz prvni ¢len a; = 1/4 a
kvocient ¢ = 1/4. Soucet nekoneéné geometrické fady této posloupnosti je

i1
S§=—- ==,
3 3
4
pricemz plati vztah
ii—1+i+i+ —} (3)
4n 416 64 -3

Priblizna konstrukce s vyuzZitim geometrické posloupnosti

Konstrukce provedena pomoci programu GeoGebra spoc¢iva v opakova-
ném piileni zadaného thlu a (obr. 1). Uhel o = [ AV B| = 75° byl zvolen
naprosto libovolné, ptficemz A € p, B € ¢, V € p N q. Pomoci kruzitka
byla sestrojena osa o7 tohoto thlu a na ni vyznacen bod C;. V dalsim
kroku byla zkonstruovana osa og thlu AV Cy a vyznacen bod Csy. Uvedeny
postup opakujeme tak dlouho, az ziskdme uhly 8 = a/4 = |[XAVCy,
v = /16 = [XAVCy|, 6 = a/64 = |[XAVCq|, ¢ = /256 = |X AV Cs|
ap=«a/1024 = |X AV C;0|. Body Cs a Cio nejsou z divodu prehlednosti
na obr. 1 zobrazeny.

Grafickym sou¢tem uhla 3, 7, d, € a ¢ byl ziskdn thel o o velikosti
o = 24,98°. Nepresnost konstrukce vzhledem k pfesné hodnoté 25° tedy
¢ini 0,08 %.

Na rozdil od jinych geometrickyjch konstrukei je nepfesnost konstrukce
nezavisld na velikosti pocatecniho thlu a jeji velikost je dana pouze po-
¢tem iteraci. Pro soucet prvnich péti ¢lentt geometrické posloupnosti ¢ini
jeji velikost 0,1 %. Tato konstrukce vSak porusuje tfeti pravidlo, protoze
absolutni presnosti nelze dosdhnout konecnym poc¢tem kroki.
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Uvedenou konstrukei lze pouzit v hodinach matematiky na stfednich
skolach jako zajimavé vyuziti geometrické posloupnosti, resp. konecného
souctu nekonecéné geometrické rady.

Obr. 1 Pfiblizna konstrukce trisekce thlu v programu GeoGebra
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Zajimavé matematické tilohy

Od 22. roéniku presel nas ¢asopis na vydavani elektronickou formou,
které se promitlo i do fungovani nasi rubriky a byla zrusena dlouhodobé
soutéz. Po uplynuti nékolik ro¢nikii a né€kolika zménach nastal cas rekapi-
tulace. Rubrika Zajimavé matematické lohy doprovazi nas casopis jiz od
jeho ¢tvrtého ro¢niku, letos jsme tim zavrsili 25 let existence. V roc¢nicich
22—28 c¢asopisu bylo publikovano 68 zajimavych iloh od 22 autori. Kromé
¢lent redakéni rady Casopisu Matematika—Fyzika—Informatika Stanislava
Travnicka (12017), Jaroslava Svrcka a Pavla Caldbka (vSichni po 8 tlo-
hach) byli nejpilnégjsimi autory tloh Robert Geretschliger, Jozef Mészdros
a Jacek Uryga (vSichni po 6 tlohéch). A ted to nejpodstatnéjsi, rubrika
je urcena pro nasSe Ctenafe, vice nez stovka rtznych fesiteld nam poslala
celkem 506 spravnych a 78 casteénych feSeni. Nasimi nejvérnéjsimi resiteli
jsou Karol Gajdos z Trnavy (52 uplnych a 7 Gastednych FeSeni), Anton
Hndth z Moravan (47+7), Jozef Mészdros z Jelky (45+4), Martin Raszyk
z ETH Ziirich (48+0) a FrantiSek Jdchim z Volyné (25410).

I v nasledujicim ro¢niku pokracujeme v nasi rubrice Zajimavé matema-
tické tilohy a uvadime zadani dal$i dvojice tiloh. Reseni novych tiloh 259 a
260 muzete zaslat nejpozdéji do 20. 5. 2020 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFTI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz.

Uloha 259

Uréete predposledni éislici desitkového zapisu &isla 112020,

Viadimir Vaneék
Uloha 260

Krychle ABCDA'B'C'D’ je sloZena z osmi jednotkovych krychli. Ko-
lika zptsoby ji mtzZeme rozdélit na dvé souvislé ¢asti, které jsou také
slozené z jednotkovych krychli (jednotkové krychle v souvislych éastech
sousedi asponl jednou celou sténou, na pofadi ¢asti nezdlezi)? (Pokud
jednotkové krychle oznac¢ime podle vrcholt, které obsahuji, pak prikla-
dem dvou rtznych déleni jsou {A, A}, {B,C;D,B',C',D'} a {B,B'},
{A,C,D,A',C'",D'}.)

Sdrka Gergelitsovd
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Dale uvadime feseni uloh 255 a 256, jejichz zadani jsme zverejnili v tie-
tim ¢isle loriského (28.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 255

Necht CD je vyska tupothlého trojihelniku ABC s tupym thlem pfi
vrcholu B. KruZnice s prumérem CD protind stranu AC v bodé E a tisecku
BFE v bodé F. Dokazte, ze plati

|XABE| = |XECD|+ |XFCD|.

Jacek Uryga
Resent. Vyska CD trojihelniku ABC je kolma na piimku AB, tedy tato
primka je tecnou kruznice s primérem CD. Podle véty o tisekovém thlu
jsou shodné tthly FCD a FDB. Uhel ABC je tupy, body E a F tak lezi
v téze poloroviné s hraniéni pfimkou C'D a ¢étyftahelnik CDF'E je tétivovy.
Soucet velikosti jeho vnitinich Ghli u vrchola C' a F' je 180°, thly FCD a
BFD jsou tedy shodné. Soucet vnitinich thla trojihelniku BDF u vrchola
D a F je roven velikosti jeho vnéjsiho thlu u vrcholu B, proto

X ABE| = |« BFD| + |4 FDB| = |< ECD| + |4 FCD|,

coz jsme méli dokazat.

C

Obr. 1

Jiné resenti. V predchozim TeSeni jsme urcili thly v trojihelniku BDF'.
Podobné miizeme urcit thly v trojihelniku BDFE. Kruznice s primérem
CD je teénou k pfimce AB, podle véty o isekovém thlu jsou thly ECD a
E DB shodné. Jelikoz body C' a E lezi v téze poloroviné s hrani¢ni primkou
FD (coz plyne z tupého thlu u vrcholu B), podle véty o obvodovém thlu
jsou shodné tthly FED (tedy BED) a FCD. A stejné jako v pfedchazeji-
cim TeSeni je soucet velikosti vnitinich thlt trojihelniku BDFE u vrcholt

22 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



D a FE roven velikosti jeho vnéjsiho tthlu u vrcholu B, proto
|XABE| =|XEDB|+ |QBED| = |XECD|+ | FCD|,

coz jsme méli dokézat.

C

A B D
Obr. 2

Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Daniel Czinege a Michaela Svatosovd, oba z GMK
v Bilovci, Amdliie Dostalikovd, Vendula Onderkovd, Darian Poljok a Adam
Zemdnek, vsichni z GJS v Pterové a Karel Chwistek z MG v Opavé, Ri-
chard Vojtéch Krejsa z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Tobids§ Krupa z G
v Roznové pod Radhostém, Huu Quy Nguyen z G v Rumburce, Katerina
Panesovd z G v Teplicich a Karel Stehlik, Adéla Karolina Zdckovd, oba
z GChD Praze 5, Zborovska.

Uloha 256

Urcete, kolika rtuznymi zpusoby lze obarvit stény pravidelného osmis-
ténu osmi riznymi barvami tak, aby kazda sténa byla obarvena jednou
barvou a rtizné stény byly obarveny riznymi barvami. Obarveni ¢tyfsténu

povazujeme za stejnd, pokud se shoduji v nékterém jeho otoceni.
Pavel Calabek

Resent. Barvy oéislujme od 1 do 8. Necht sténa barvy 1 sousedi se sténami
barev p, ¢ a r, kde p < ¢ < r, odtud p < 6. Polozme osmistén sténou
barvy 1 na podlozku a barvou p dopfedu. Osmistén je tak fixovan a nyni
muzeme urcit pocet obarveni.

e Pokud p = 2, mohou byt zbyvajici stény obarveny 6! = 720 zptsoby.
e Pokud p = 3, obarvime barvou 2 nékterou ze 4 stén, které nesousedi se

sténou barvy 1, zbylych 5 stén obarvime libovolné. Takovych obarveni
existuje 4 - 5! = 480.
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e Pokud p = 4, obarvime barvami 2 a 3 nékteré ze 4 stén, které nesousedi
se sténou barvy 1, zbylé 4 stény obarvime libovolné. Takovych obarveni
existuje 4 - 3 - 4! = 288.

e Pokud p = 5, obarvime barvami 2, 3 a 4 nékteré ze 4 stén, které ne-
sousedi se sténou barvy 1, zbylé 3 stény obarvime libovolné. Takovych
obarveni existuje 4 -3 -2 - 3! = 144.

e Konecné, pokud p = 6, obarvime barvami 2, 3, 4 a 5 nékteré ze 4 stén,
které nesousedi se sténou barvy 1, zbylé 2 stény obarvime libovolné.
Takovych obarveni existuje 4! - 2! = 48.

Celkem tak existuje 720 + 480 + 288 + 144 + 48 = 1680 rtiznych obarveni
osmisténu.

Jiné€ teseni. Oc¢islujme stejné jako v predchazejicim feSeni barvy od 1 do
8. Polozme opét sténu barvy 1 na podlozku. Existuji 3 strany této stény,
které mohou byt veptredu, tedy takto umistény osmistén mutzeme otocit 3
zpusoby. Zbyvajici stény osmisténu miiZzeme obarvit 7! zptsoby. Vzhledem
k poétu otoceni tak existuje 7!/3 = 1680 rtiznych obarveni ¢ty¥sténu.

Jin€ teseni. Osmistén muzeme na sebe otocit 3 zpusoby kolem osy libo-
volné stény. Kazdou sténu mutizeme otocit na zbyvajicich 7 stén. Pokud
stény osmisténu obarvime libovolné 8! zptsoby, vzdy 3 - 8 bude stejnych,
celkem tak existuje 8!/24 = 1680 rtiznych obarveni ¢tyfsténu.

Spravné feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky, Daniel Czinege a Micha-
ela Svatosovd, oba z GMK v Bilovci, Amdlie Dostalikovd, Darian Poljak
a Adam Zemdnek, viichni z GJS v Prerové a Karel Chwistek z MG v Opavé,
Richard Vojtéch Krejsa z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Tobids Krupa z G
v Roznové pod Radhostém, Huu Quy Nguyen z G v Rumburce, Katerina
Panesovd z G v Teplicich a Karel Stehlik, Adéla Karolina Zdckovd, oba
z GChD Praze 5, Zborovska.

Netplné feseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.
Pavel Caldbek
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FYZIKA

Prehled PLUS: Elektronicky
doplnék k Prehledu stfedoskolské fyziky

EMANUEL SVOBODA - OLDRICH LEPIL - BOHUSLAV ROTHANZL
Masarykiiv tistav vys$ich studii CVUT, Praha — Piirodovédecka fakulta UP, Olomouc

— Prometheus, spol. s r. o.

Knizni vydani Prehledu stiedoskolské fyziky méa dlouhou historii a patii
k oblibenym a vyhledavanym zdrojim fyzikalnich poznatk® na tirovni stie-
doskolského vzdélani. Kniha ptvodné uzavirala rozsahlou fadu novych
uéebnic fyziky pro gymnazium, které vznikaly ve druhé poloviné 80. let
minulého stoleti (viz [1]), a vySla v 1. vydéni v roce 1991 ve Stétnim pe-
dagogickém nakladatelstvi v Praze [2] (obr. 1 vlevo). KdyZ po roce 1990
nové vzniklé nakladatelstvi Prometheus zacalo vydavat soubor tematic-
kych ucebnic pro gymnézium, doslo v roce 1996 i na nové vydani Pfe-
hledu stfedoskolské fyziky s obménénym autorskym kolektivem [3] (obr. 1
vpravo).

prehled
sh‘edoékplské
fyziky

Obr. 1
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Soucasné, 6. upravené a doplnéné vydani Prehledu stfedoskolské fyziky
vychézi v roce 2019 nové s elektronickym dopliikem nazvanym Prehled
PLUS. Navazuje tak na vydavani elektronickych doplika ve formé CD
k péti uéebnicim fyziky pro gymnézia (Mechanika, Molekulova fyzika a
termika, Mechanické kmitani a vinéni, Elektfina a magnetismus a Optika)
a ke dvéma ucebnicim pro stfedni skoly s nizsi hodinovou dotaci pro vyuku
fyziky (Fyzika pro stfedni skoly I a II).

Ptehled PLUS na CD je obdobné jako u ostatnich ucebnic pfilozen ke
knize. Je vSak dostupny i na webovych strankach nakladatelstvi Prome-
theus (www.prometheus-data.cz). Pfislusné datové soubory jsou ovSem
urceny pouze majitelim aktudlniho nového vydani Piehledu stifedoskol-
ské fyziky. Pro stazeni dat z internetu je tifeba ziskat pfistupové heslo
na zakladé odpovédi na jednoduchou otazku, kterou uzivatel najde v no-
vém vydani publikace (napf. heslem je prvni slovo na zaéatku konkrétniho
¢lanku apod.).

Vydat elektronicky doplnék Piehled PLUS se ukéazalo jako potifebné
z nékolika divodia: doplnit ucivo jednotlivych témat v knize o tlohy jak
feSené, tak nefeSené, zaradit testy z uciva stredoskolské fyziky a uvést
nékterd rozsifujici témata (podobné jako je tomu na CD k stfedoskol-
skym ucebnicim fyziky), doplnéné tématy zajimavymi z hlediska soucasné
védy a techniky. Pro zéka jsou uzite¢né také struc¢né informace o vyznam-
nych osobnostech a objevech historie fyziky, o dostupné literatufe (véetné
prehledu vydévanych publikaci nakladatelstvi Prometheus) a o webovych
strankach poskytujicich dalsi informace k probiranym témattm.

Na rozdil od vétsiny elektronickych doplnkt k d¥ive vydanym ucebnicim
fyziky pro stfedni skolu, bylo v Pfehledu PLUS upusténo od zafazeni ani-
maci fyzikdlnich d&ju (tzv. apletit) a videoexperimentti. Tyto audiovizudlni
pomicky jsou totiz v rozmanitém provedeni ve stale vétsim rozsahu do-
stupné na webu. Tim byl ziskdn dostateé¢ny prostor pro rozsifeni textové
¢asti elektronické publikace a pro nové interaktivni formy zpracovani uciva
v podobé pocitacovych modeli vybranych témat uciva a testovych tiloh
z fyziky.

Rozsah textové ¢asti Prehledu PLUS je vice nez 700 stran, coz je vétsi
rozsah textu, nez ma samotny Prehled stredoskolské fyziky. Uzivatel tak
ziskava v cené tisténé knihy jesté dalsi rozsahly doplnujici studijni mate-
ridl v elektronické podobé. Kromé toho jsou do Pfehledu PLUS zatazeny
dvé samostatné elektronické aplikace. Jsou to tfi sesity jednoduchych in-
teraktivnich programi, které se spoustéji pomoci tabulkového procesoru
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MS Excel. Sesity s oznafenim M (mechanika), K (mechanické kmitdni)
a E (elektFina a magnetismus) jsou soucasti tématu Z2 Modelovéani fy-
zikalnich déju (viz Zajimava fyzikalni témata). Samostatné spustitelnou
elektronickou aplikaci jsou Testové tlohy z fyziky (viz dale).

Obsah elektronického dopliiku Piehled PLUS

Piehled PLUS tvori sedm samostatnych ¢asti dostupnych bud z tvodni
stranky elektronické publikace, nebo ptimo z kofenového adresaie CD. Cel-
kové struktura Pfehledu PLUS je patrné z vyfezu tivodni stranky (obr. 2).
Uvedeme stru¢né komentare k jednotlivym c¢astem této struktury.

Rozsifujiciuéivo  Ulohy k uéivu  Testové tlohy zfyziky  Zajimava fyzikalni témata

Historické poznamky Informacni zdroje na internetu Literatura

)
7 Prehled PLUS:
& Elektronicky doplnék k Prehledu stredoskolské
fyziky

Obr. 2

Rozsirujict ucivo
Autofi: prof. RNDr. Emanuel Svoboda, CSc., doc. RNDr. Oldrich Lepil, CSc.
Rozsifujici ucivo zafazené do elektronického doplinku jde nad ramec
uéiva fyziky a ocekdavanych vystupt podle RVP pro gymnazialni vzdéla-
vani. Jednotlivé kapitoly jsou oznaceny shodné jako kapitoly v Piehledu
stiedoskolské fyziky. Podobné jsou znacCeny i ¢lanky jednotlivych kapitol.
Jestlize se text rozsifujictho uciva odvolavd na poznatky uvedené v nej-
novéjsim vydani Piehledu stfedoskolské fyziky na urcité strance (napi. na
s. 275), je v textu odkaz uveden znackou, v tomto piipadé EIZIE. Po-
dobné je vyznacen znackou odkaz na historickou osobnost, o niz se
pojednava v rozsifujicim ucivu, je-li uvedena v Historickych poznamkach.
Rozsitujici u¢ivo jsme vybrali ke kapitolam 1 az 6 Piehledu stfedoskol-
ské fyziky, tj. ke kapitolam Uvod, Mechanika, Molekulové fyzika a termika,
Mechanické kmitani a vlnéni, Elektfina a magnetismus a Optika.
Obsahem 4vodu je pojednani o dekadickych a bindrnich pfedponach ve
fyzice a vypocetni technice a o zaokrouhlovani vypoc¢ti pii feseni kvanti-
tativnich tloh a strategie jejich fesSeni.
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K uc¢ivu mechaniky jsou doplnény napt. k tematickému celku Dynamika
hmotného bodu élanky Casovy téinek sily a impulz sily nebo Pruzny a
nepruzny primy raz dvou téles. Rozsifeno je u¢ivo o mechanice kapalin.

Do rozsitujiciho uciva Molekulové fyziky a termiky jsou napf. zafazeny
¢lanky Rovnovazny stav soustavy jako stav s nejvétsi pravdépodobnosti
vyskytu, Vedeni tepla stejnorodou deskou ¢i Odvozeni zakladni rovnice
pro tlak idealniho plynu.

K uéivu o mechanickém kmitdni a vinéni jsou nové zpracovany vybrané
poznatky z hudebni a fyziologické akustiky.

Pomérné rozsahlé je rozsitujici ucivo ke kapitole Elektrina a magnetis-
mus, které se vztahuje ke vsem podkapitolam. Napf. tematicky celek Stii-
davy proud je rozsifen o ¢lanky Redlna civka v obvodu stiidavého proudu,
Realny kondenzator v obvodu stfidavého proudu a Vétrna elektrarna.

Rozsitujici ucivo optiky tvori poznatky o méfeni rychlosti svétla, barve
svétla a rozliSovaci schopnosti optickych pristroju.

Rozsifujici u¢ivo v Pfehledu PLUS obsahuje celkem 46 ¢lankt, do kte-
rych bude mozné vstupovat pomoci interaktivniho rejstiiku. Po kliknuti
na listu menu Rozsifujici uéivo je mozné toto ucivo oteviit bud jako jeden
souvisly soubor, nebo jsou uvedeny odkazy na jednotlivé okruhy rozsitu-
jiciho ué¢iva (napi. R2: Mechanika) a v nich lze volit i jednotlivé ¢lanky
(napf. R2.2: Dynamika hmotného bodu).

Ulohy k ucivu
Autoti: prof. RNDr. Emanuel Svoboda, CSc., doc. RNDr. Oldrich Lepil, CSc.

Ulohy jsou zaméfeny na vybrana témata z udiva zafazeného v 1. az
6. kapitole Prehledu stredoskolské fyziky. Soubor obsahuje jednak fesené
ptiklady, jednak neresené tlohy.

Zatazenim 1loh do Piehledu se ndm podaftilo vyznamné obohatit pu-
blikaci Prehled stfedoskolské fyziky. Jejich feSeni ve skole nebo v domaci
pripravé umoznuje studenttium prohloubit si poznatky ziskané ve vyuko-
vych hodinach fyziky ¢i fesit konkrétni problémy. Na koncich jednotlivych
¢asti uciva jsou uvedeny vysledky k nefeSenym tloham.

Po kliknuti na listu menu Ulohy k uéivu je mozné zobrazit bud vsechny
tlohy jako jeden souvisly soubor, nebo jsou opét uvedeny odkazy na jed-
notlivé okruhy uciva (napt C4: Mechanické kmitani a vlnén{). Tato ést
Ptehledu PLUS je zpracovana obdobné jako cviceni v ucebnicich pro gym-
nazium. Kazdé cviceni obsahuje nékolik podrobné vyfreSenych prikladt a
na né navazujici tlohy uréené k samostatnému feseni. Vysledky feseni uloh
jsou uvedeny na konci kazdého tematického okruhu tloh.
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Testové ulohy z fyziky
Autofi: doc. RNDr. Oldiich Lepil, CSc., doc. RNDr. Miroslava Sirokd, CSc.

Testové tilohy jsou zpracovany jako samostatna pocitacova aplikace. Jeji
zéklad tvoii publikace Sbirka testovych tloh k maturité z fyziky (Prome-
theus, Praha 2001). Testy obsahuji 366 tloh rozdélenych do deviti kapitol
shodnych s Pfehledem stfedoskolské fyziky (obr. 3).

Gwod Pummary  Pipate Tt | Vyskom Vydsnow | Ubvaesd Fromates | O
pusitiet conodnct | mdan e v opiucwb ks
Hiami T Nipovéda -
. | |um -
Q Dostupné obory - Nastaveni
Ficiniveicinga ejchjednotty IR = ion @ T <a0s0mammen
Mechanita — Nahodne porack o RN
L
L |
g
—. Test
| .
— } ipravit s spustit test

Obr. 3

Velky pocet tloh je rozélenén na dvé tlohy oznacené jako a) a b), ¢imz
se celkovy pocet testovych tloh jesté podstatné zvétsuje. Vybér testovych
tloh odpovidad pomérnému zastoupeni hlavnich témat v Piehledu stfedo-
skolské fyziky a shoduje se také s obsahem ucebnic fyziky, které vydava
nakladatelstvi Prometheus.

Obtiznost dloh je rtzna. Zastoupeny jsou jak jednoduché otazky, na
které lze odpovédét bez vypoctu, tak tlohy vyzadujici algebraické nebo
numerické feseni. Casto ma zadani, popi. feseni, také obrazovou podobu.
U kazdé ulohy jsou nabidnuty ¢tyfi odpovédi, z nichz jen jedna je spravna.

Pocitacova aplikace, jejimz autorem je Ing. Viadimir Klaus, umoznuje
vybér tloh a jejich usporadani do testového souboru. Pfi feseni testu tvo-
feného vybranymi tlohami uzivatel vyznaci spravné odpovédi. Ty jsou pak
programem vyhodnoceny a uzivateli je sdélen celkovy vysledek feSeni. Po-
drobnéji je pouziti Testovych tloh z fyziky popsano v pfilozené Uzivatelské
prirucce.

Zajimava fyzikalni témata

Do této rubriky bylo zafazeno osm témat, kterda umoznuji ¢tendftm

hlubsi seznameni se zajimavou problematikou z rtznych oblasti fyzikalni
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védy a jejimi aplikacemi v raznych oborech lidské ¢innosti. Jedna se o tato
témata (v zdvorce uveden autor ptispévku):

Z1: Gravitacni vlny: Einsteinovo bajeéné poselstvi (prof. RNDr. Jiri

Podolsky, CSc., DSc.)

Z2: Modelovéni fyzikdlnich d&ja (doc. RNDr. Oldiich Lepil, CSc.)

Z3: Osvétlovaci technika (doc. RNDr. Josef Huberidk, CSc.)

Z4: Komunikaéni technologie (doc. RNDr. Josef Huberidk, CSc.)

Z5: Obrazovky a displeje (doc. RNDr. Josef Huberndk, CSc.)

Z6: Nanotechnologie (doc. RNDr. Roman Kubinek, CSc.)

Z7: Aplikace fyziky v lékafstvi (doc. RNDr. Roman Kubinek, CSc.)

Z8: Standardni model éasticové fyziky (doc. RNDr. Jii'i Dolejsi, CSc.)

Podobné jako u predchazejicich oddilt Piehledu PLUS, tak i zde je
mozno zobrazit vSechna zajimava témata najednou v jednom souboru,
resp. volit jednotlivé piispévky (napf. Z7: Aplikace fyziky v lékafstvi).
Historické poznamky
Autoti: RNDr. Radmila Hyblovd, prof. RNDr. Emanuel Svoboda, CSc.

V prvni ¢asti této rubriky jsou uvedeny vyznamné osobnosti fyziky.
Interaktivni seznam obsahuje 61 osobnosti historie fyziky. Do druhé ¢asti
jsou zafazeny informace o nékterych vyznamnych objevech a vynélezech,

napf. historie zdznamu zvuku, objev tranzistoru, historie méfeni rychlosti
zvuku a dalsi.

Informadéni zdroje na internetu

Autor: Mgr. Lukds Richterek, Ph.D.
Odkazy na dostupné informacni zdroje uvedené na internetu byly roz-

déleny do téchto skupin:
o Casopisy

Portély a prehledové stranky
Soutéze pro zaky ZS a SS
Spole¢nosti a instituce

Vyukové materialy
— Animace a modely
— Pokusy
— Veliciny, jednotky, tabulky
— Soubory videi
— Astronomie a déni na obloze
— Rlzné
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Poznamka: Uvedené odkazy na webové stranky byly platné v dobé vydani
Prehledu PLUS.

Literatura

Do této posledni ¢asti Prehledu PLUS je vlozen seznam ucebnic fyziky
pro stfedni skoly a dalsich publikaci vydavanych nakladatelstvim Prome-
theus, spol. s r. o.

Prehled stfedoskolské fyziky

Uvedeme jesté nekolik poznamek k 6. upravenému a doplnénému vydani
publikace Piehled stiedoskolské fyziky.

Publikace byla upravena jednak na zékladé pripominek ¢tenait, jednak
bylo nutné reagovat na zménu v definicich sedmi zakladnich jednotek sou-
stavy SI, ktera vstoupila v platnost na Svétovy den metrologie 20. kvétna
2019 (viz [4]). Definice téchto jednotek nejsou uvedeny p¥imo v textu odpo-
vidajiciho uciva, ale na zadni pfedsadce spole¢né s opravenym piehledem
vybranych hodnot nékterych zakladnich fyzikdlnich konstant (podle CO-
DATA 2018).

Za obsahem na tvodnich strankach knizni publikace je uveden podrobny
obsah CD s elektronickym doplitkem Pfehled PLUS. Po technické strance
CD ptipravil Mgr. Lukds Richterek, Ph.D.

Zavérem
Je pfanim celého kolektivu autortt soucasné knizni i elektronické casti
publikace, aby pomohla vSem Ctenaitm ziskat a prohloubit si fyzikalni

védomosti. Budeme také vdécéni za sdéleni zkuSenosti s touto knihou a
pfilozenym elektronickym doplitkem.

Literatura

[1] Lepil, O.: Ugebnice fyziky a vyuka na stfedni skole. MFI, ro¢. 28, ¢. 4,
S. 264-283. Dostupné na: http://mfi.upol.cz/files/28/2804/mfi_2804_
264_283.pdf

[2] Svoboda, E. a kol.: P¥ehled stfedoskolské fyziky. SPN, Praha, 1991.
[3] Svoboda, E. a kol.: P¥ehled stiedoskolské fyziky. Prometheus, Praha, 1996.

[4] Svoboda, E.: Nové definice zdkladnich jednotek SI. MFI, roé¢. 28, &. 3,
s. 190-201. Dostupné na: http://mfi.upol.cz/files/28/2803/mfi_2803_
190_201.pdf
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Ohlédnuti za obdobim heuris-
tického poznavani ve fyzice

BOHUMIL VYBIRAL

Prirodovédecka fakulta, Univerzita Hradec Kralové

Clanek pojednava o kli¢ovém poznavani ¢lovéka v letech 1785 az 1905,
které v priibéhu téchto 120 let znamenalo vyrazny pokrok v uvedenych
oblastech: v propojeni a obohaceni nauky o elektfiné a magnetismu, ve
vytvoreni teorie elektromagnetického pole, v pfedpovédi a prokazani exis-
tence elektromagnetického vinéni/zareni a jejiho propojeni s naukou o své-
tle, pficemz vse vyustilo ve specialni relativitu, kterd prinesla vyraznou
zménu poznatkl o prostoru a Gase a energii, viz [1]-[6].

Nové poznatky o elektromagnetismu daly jiz od poloviny 19. stoleti
vznik elektrotechnickému prumyslu s vyrobou generatoru elektrického prou-
du, elektromotori, transformatort a postupné elektrifikaci celé spolec-
nosti [1]. Uvedenému 120letému obdobi pfedchazelo od poc¢atku 17. stoleti
dlouhé obdobi kvalitativnich poznatki o elekt¥iné a magnetismu [6].

Po roce 1905 se teoretické poznatky dale prohlubovaly, spojené zejména
s objevem kvantovani energie a navazujici kvantové teorie, nauky o atomu
a jeho jadru a obecné relativité. V oblasti aplikace to byla zejména stavba
urychlovact ¢astic, rozvoj sdélovaci techniky, telekomunikaci, mikroelek-
troniky, vypocetni techniky a po roce 1960 laserové techniky aj.

Nauka o elektfiné a magnetismu ([3], [6])

V 17. a 18. stoleti byly elektfina a magnetismus zkouméany v pod-
staté jen kvalitativné a na sobé nezavisle. Roku 1785 francouzsky fyzik
(puvodné vojensky technik) Charles Augustin de Coulomb (1736-1806),
na zakladé méfeni torznimi vahami vlastni konstrukce, formuloval zdkony
o elektrostatickém a magnetostatickém silovém pusobeni. Vysledky zobec-
nil némecky matematik a fyzik Carl Fridrich Gauss (1777-1855); oznacuji
se jako Gaussovy zdkony elektrostatiky a magnetostatiky:

j{DdS:/ odV, j{B~d5:O. (1)
S \4 S
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Prvni zakon je formulovan pro elektricky naboj, ktery je rozlozen s hus-
totou ¢ v objemu V', ohrani¢eného plochou S. Druhy zakon je vyjadienim
skutecnosti, ze neexistuji samostatné magnetické naboje. Mezi indukcemi
D, B a intenzitami E, H plati materidlové vztahy, které v pripadé vakua
maji tvar

D= 60E, B = ,u()H (2)
Mezi permitivitou €9 a permeabilitou pg vakua plati vyznamny vztah

1
Eoo = §7 (3)
kde ¢ je univerzalni konstanta — rychlost svétla ve vakuu.

Vyznamnym pocinem byl objev elektrochemického potencialu kovi a
navazujici vyndlez zdroje stejnosmérného napéti z let 1799/1800 italskym
fyzikem Alessandro Voltou (1745-1827). To byl nutny pfedpoklad k usku-
tecnéni jednoduchého kvalitativniho experimentu, provedeného roku 1820
dénskym fyzikem Hansem Christianem Orstedem (1777-1851): v okoli vo-
di¢e protékaného proudem vznikd magnetické pole. Tim byla objevena
souvislost elektfiny a magnetismu.

Poté nasledovalo plodné desetileti rozvoje elektrodynamiky — na zakladé
kvantitativnich experimentii byly formulovany jeji zakony. Roku 1821 for-
muloval francouzsky matematik Pierre Simon de Laplace (1749-1827) di-
ferencialni vztah pro element dH intenzity magnetického pole, vybuzeného
elementarnim proudovodicem Id/. Vyuzil experimentalni vysledky, k nimz
dospéli jeho kolegové Jean-Baptiste Biot (1774-1862) a Féliz Savart (1791
1841). Zékon se oznacuje jako Biottiv—Savarttiv—Laplacetv. Z néj 1ze odvo-
dit jednoduchy vysledek pro velikost intenzity magnetického pole ve vzda-
lenosti r od nekoneéné dlouhého piimého vodice, protékaného proudem I,
ktery je dilezity pro dalsi zobecnéni: H = I/2nr, nebot se z néj vychazi
pfi formulaci zdkona celkového proudu. Prochazi-li plochou S ohranicenou
kfivkou C' spojité rozlozeny vodivy proud o hustoté j, plati pro magneto-

motorické napéti
%H-dl:/j-ds. (4)
c s

Na zékladé dimyslnych experimentii formuloval roku 1827 francouzsky
matematik a fyzik André Marie Ampére (1775-1836) zdkon o vzéjemném
silovém ptisobeni dvou mimobéznych elementarnich proudovodicd, ktery
se uvadi v jednoduché formé pro jeden proudovy element, nachéazejici se
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ve vnéjsim poli B

dF = Idl x B. (5)
Strukturu zékladnich zakont elektrodynamiky roku 1831 zavrsil anglicky
samouk fyziky a chemie Michael Faraday (1791-1867), kdyZ po dlouhodo-
bém experimentovani objevil elektromagnetickou indukci proudu v obvodé
s Casové proménnym magnetickym indukénim tokem @. Zakon elektro-
magnetické indukce mé jednoduchy tvar U; = —d®/dt. Uvedeme jej v zo-
becnéné formé pro elektromotorické napéti indukované v proudovém okru-
hu C, kdyz rovinnou plochou o obsahu S, vymezeném kiivkou C, probiha
Casové zména magnetického pole o indukci B (znaménko minus plyne ze
zdkona zachovani energie pfi procesu indukee):

0
E-dl:——/B-dS. 6
/C 5 . (6)

K vyznamnym vysledkiim experimentalni éry elektrodynamiky patii i
méfeni vzajemné vazby konstant ve vztahu (3), které roku 1852 provedl
némecky fyzik a elektroinzenyr Wilhelm Eduard Weber (1804-1891). Tim
potvrdil, ze rychlost svétla ve vakuu je univerzalni konstanta. To je jeden
ze zakladnich pilifa specialni relativity, formulované az 53 let poté. Kdyz
na pocatku druhé poloviny 20. stoleti byla hodnota ¢ zméfena s pfesnosti
na devét platnych ¢islic, tak roku 1976 Mezinarodni astronomicka unie
(IAU) rozhodla, ze konstanta ¢ bude mit neménnou hodnotu. Roku 1983
byla vyuzita k definici jednoho metru. Rychlost svétla ve vakuu je presné

c=299792458 m-s" 1. (7)

Maxwellova syntéza: teorie elektromagnetického pole ([3], [5], [6])

Geniélni skotsky fyzik James Clerk Mazwell (1831-1879) provedl mezi
roky 1855 az 1873 syntézu experimentalnich poznatki z elektro-magnetismu
(souhrnné publikované ve dvoudilné tisicistrankové monografii A Treatise
on Electricity and Magnetism, London 1873). Shrnul zde a podrobné roz-
pracoval a aplikoval experimentalni poznatky, jejichZ zobecnéné formulace
jsou v této stati uvedeny jako vyrazy (1) az (6).

Intuitivné tehdy doplnil zakon celkového proudu (4) o posuvny (dnes
Maxwelltiv) proud o hustoté jy;, kterému rovnéz pfisoudil magnetické G¢in-
ky. Pro urceni j; vychézel z jednoduché tvahy, ze proudové okruhy jsou
uzaviené, i kdyz jejich vodiva ¢ast je pferusena napi. kondenzatorem, mezi
jehoz deskami je vakuum. Je-li na deskach o plose S naboj @, ur¢ime
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velikost indukce D uzitim Gaussova zakona elektrostatiky (1) vlevo. Vektor
elektrické indukce pole mezi deskami mé velikost D = Q/S. Zkratujeme-li
nabity kondenzator vodicem, pokracuje vodivy proud ve vodici také ve
vakuu mezi deskami jako Maxwelltiv proud o velikosti hustoty

. 10Q 0D 8

M=o " o ®)

Mazwellovy rovnice se uvadéji bud v integralnim, nebo v diferencialnim

tvaru. Integralni tvar je soustava rovnic (1), (2) a (4) — zde doplnén4 o hus-

totu jy; Maxwellova proudu. Dulezitéjsi je jejich diferencialni tvar, ktery

uvedeme pomoci operatortt vektorové analyzy (div a rot), jez zavedl az

po Maxwellové smrti genidlni némecky teoreticky a experimentélni fyzik

Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894). Hlavni Maxwellovy rovnice elektro-
magnetického pole maji v soustaveé SI diferencidlni tvar

rot H— %—lt) =j, divD=p, rotE—&—aa—? =0,
Prvni rovnice je vyjadfenim zakona celkového proudu (vychazejiciho z ex-
perimentalniho Biotova—Savartova—Laplaceova zdkona), doplnénd o hus-
totu Maxwellova proudu. Vyjadruje, Ze magnetické pole je virové a ze jeho
zdrojem je vodivy proud a proménné elektrické pole. Druh4 rovnice plyne
z Coulombova zékona elektrostatiky, vyjadiuje Gausstv zakon elektrosta-
tiky v diferencidlnim tvaru a fikd, Ze elektrické pole je zdrojové, pri¢emz
zdrojem jsou nabité castice. Tteti rovnice je diferencialni tvar Faraday-
ova zakona elektromagnetické indukce a fiké, Ze Casové proménné magne-
tické pole indukuje virové elektrické pole. Ctvrta rovnice je Gausstiv zakon
magnetostatiky a vyjadiuje skutenost, ze neexistuji magnetické monopdly
(a Ze myslené magnetické indukéni ¢ary tedy jsou uzaviené kiivky).
Soustava hlavnich rovnic se dopliiuje soustavou vedlejsich Mazxwellovych
rovnic, k nimz patii lokdlni (diferencidlni) tvar Ohmova zdkona

divB=0. (9)

Jj=E,

kde v je mérné vodivost (konduktivita prostfedi). Dale sem patii vztahy
mezi indukcemi a intenzitami pro elektrické a magnetické pole; oznacuji
se jako materidlové vztahy pro izotropni nebo neizotropni prostredi, které
pro izotropni homogenni prostfedi maji jednoduchy tvar

D=cE, B=_uH.
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Dalsi vedlejsi rovnici je vztah pro Lorentzovu silu, ptisobici na ¢astici s na-
bojem ¢, pohybujici se v elektromagnetickém poli rychlosti v:

F=qg(E+vxB)

a konecné je to vztah pro hustotu elektromagnetické energie, ktery ma tvar

E-D+H-B
W= —"""—":

2
Soustava se jesté dopliiuje o rovnici kontinuity pro naboj a proud:
. 0o
di — =0.
v+ ot

Vztah bezprostiedné vyplyva z 1. a 2. rovnice hlavni soustavy. K Maxwello-
vym diferencidlnim rovnicim se pfipojuji okrajové podminky pro hodnoty
veli¢in na rozhrani prostredi.

Genialni intuitivni doplnéni zédkona celkového proudu o posuvny proud
(8) privedlo Maxwella matematickou cestou k vinovgm rovnicim. Pro zjed-
noduseny pripad, kdy se ve vySetfovaném prostoru jiz nevyskytuji ndboje
a proudy (o0 = 0, j = 0), maji vlnové rovnice napf. pro intenzitu E(x, y, z,t)
v kartézské soustavé tvar

OPPE OE  PE O°E

PE | O’E e ZE_ |
922 "o T oz Cokogm =0 (10)

Vlnova rovnice byla ve fyzice znama jiz koncem 18. stoleti pro mecha-
nické (akustické) vlnéni a na zacatku 19. stoleti i pro svételné vinéni. Bylo
znamo, ze konstanta u ¢lenu s druhou derivaci podle ¢asu ma vyznam
prevracené hodnoty druhé mocniny rychlosti $iteni vlnéni. Maxwell tedy
dospél k poznatku, Ze elektromagnetické pole se $ifi formou elektromag-
netickych vln a Ze, vzhledem k vyrazu (3) m4 stejnou rychlost jako svétlo.
Matematickou analyzou zjistil, Ze tyto viny jsou pfiéné (jako u svétla, na
rozdil od akustickych vin, které jsou podélné). Zjistil, ze vektory velic¢in
B a E jsou k sobé kolmé. Analyzoval rovnéz chovani elektromagnetickych
vln na rozhrani dvou prostiedi s rozdilnymi rychlostmi Sifeni. Vyuzitim
okrajové podminky o rovnosti tecné slozky intenzity E na obou stranach
rozhrani zjistil, Ze se elektromagnetické vlnéni odrazi a lame tak, ze rovina
odrazu a lomu je totozna s rovinou dopadu a ze tthel odrazu je roven tthlu
dopadu a ze thel lomu spliiuje Snellitv zdkon, zndmy z optiky. Usoudil, ze
svétlo je druh elektromagnetického vlnéni.
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Verifika¢niho experimentu se jiz nedozil. Proved! jej roku 1887 H. R.
Hertz (8 rok po Maxwellové smrti). Elektromagnetické vinéni o délce asi
4 m generoval jednoduchym vysilacem a pfijimac¢em — oscildtorem s jis-
k¥igtém (obr. 1).

Spark gap Receiver

transmitter

Obr. 1 Hertzovy experimenty z roku 1887 s elektromagnetickymi vlnami o vlnové
délce asi 4 m. Fotografie stolu se sestavou experimentu, ktery prokazal existenci
vInéni a platnost zdkona odrazu (foto: H. Hertz). Schéma a nacrt ukazuji vysilaé
a prijima¢, majici formu jednoduchého oscilatoru s jiskfistém jako emitorem a
detektorem vlnéni.

Prokézal jejich odraz, lom (pouzil rozmérny parafinovy hranol) a pola-
rizaci. K tomu je tieba poznamenat, ze za kratky zivot 36 let toho dokéazal

~evz

hodné, také objevil vnéjsi fotoelektricky jev a teoretické oblasti dal Ma-
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xwellove teorii srozumitelnou formu zavedenim vektorovych diferencidlnich
operatori a Maxwellovu teorii dale rozvinul. Jiz ve 26 letech se stal profe-
sorem teoretické fyziky.

Novy pohled na svétlo a marné hledani éteru ([3]-[5])

Genialni Maxwellova hypotéza, Ze svétlo je elektromagnetické vinéni
o vlnovych délkach (380 az 780) nm, jej privedla k vypracovani elektro-
magneticke teorie svétla, coz soucasné znamenalo nejen propojeni elektfiny
a magnetismu, ale i optiky. Bohuzel od optikti, objeviteli vinového cha-
rakteru svétla (7. Younga a A. J. Fresnela, 1800) piijal také hypotézu
o éteru — jakémsi materidlnim prostfedi, potiebném k Sifeni svétla. Fy-
zici totiz tehdy vychazeli z poznatku mechanického vInéni, ze napf. zvuk
potiebuje k Sifeni vzduch. Z teorie elastickych vln (znadmé jiz na konci
18. stoleti) pro rychlost podélnych viln v jednorozmérném pruzném konti-
nuu o hustoté g a Youngovu modulu pruznosti E vychazi vyraz v = \/E/ o,
napi. pro ocel ma hodnotu v = 5,1-10>m-s~!, kterd je o 5 ¥f4d mensi neZ
rychlost svétla c¢. Na hypoteticky éter (prostupujici latkami, nap¥. sklem)
by to kladlo zcela protichtidné pozadavky: veliky modul F pii velmi malé
hustoté o.

Experimentalni hledéni éteru a jeho vztahu k prostoru trvalo témér
celé 19. stoleti (podrobné&ji napf. [4]). Nékteré experimenty dévaly vzé-
jemné protichiidné vysledky. Rozhodnout mél experiment z roku 1881,
ktery navrhl a provedl americky doktorand v Némecku Albert Abraham
Michelson (1852-1931), avSak experiment nic nerozhodl. Usuzovalo se, ze
jsou malé optické dréhy interferujicich paprskt (drdha byla 1 m, pfi¢emz
idedlni by byla 11 m). Proto spolu s Edwardem W. Morleyem (1838-1923)
zdokonalil interferometr (obr. 2) a experiment roku 1887 provedli znovu.
K interferenéni zaméné svétlych prouzki za tmavé vSak nedoslo (oceka-
vany drahovy posun paprsku byl 0,45)). Jeden z moznych vyklada jiz
tehdy byl, Ze nastava kontrakce ramen ve sméru orbitalni rychlosti Zemé
vici éteru, spojeného s inercidlni heliocentrickou soustavou, ztotoznova-
nou s absolutnim newtonovskym prostorem. Experiment je povazovan za
nejvetsi negativni experiment 19. stoleti. Nizozemského teoretika Hendrika
Antoona Lorentze (1853-1928) piivedl k vysloveni teorému, ze Maxwellovy
rovnice elektromagnetického pole jsou kovariantni (neménné) vaci iner-
cidlnim vztaznym soustavam spojenych s éterem (hypotézu éteru nikdy
neopustil). Z podminky kovariance roku 1895 odvodil transformace pro-
storocasovych soufadnic — Lorentzovy transformacni vztahy (soucasny tvar
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je z roku 1904), které koriguji Galileovu klasickou transformaci. Problém
éteru vvieSen nebvl.

Obr. 2 Michelsontiv—Morleytiv experiment (1887): a) A. A. Michelson, b) E. W.
Morley. ¢) Chod paprski v interferometru (pfi experimentu mély paprsky v jedné
uhlopf¥iéce smér orbitalni rychlosti Zemé& kolem Slunce 2,97 - 10 m-s~!, pfiemz
se ocekavalo, ze v disledku zménéné rychlosti svétla vici éteru vznikne drahovy
posun vaéi paprskiim v druhé, k ni kolmé thlopfi¢ce). d) Konstrukce interfe-
rometru (masivni kamenna deska se zrcatky plovala ve vané se rtuti k jejimu
snadnému otodeni — k zdméné sméru paprski). Zdroje: [7]-[9]

Vychodisko z krize poznavani: Einsteinova specialni relativita
(141, [5)

Zcela novy pristup k teorii elektromagnetického pole, neovlivnény hy-
potézou éteru (ani Michelsonovym—Morleyovym pokusem) zvolil némecky
fyzik Albert Einstein (1879-1955). Roku 1905 ve dvou ¢lancich formuloval
specidlni teorii relativity. Vychozi principy jsou:

Princip konstantni rychlosti svétla ve vakuu, univerzalni fyzikalni kon-
stanty ¢, viz vyrazy (3) a (7).

Specidlni princip relativity: VSechny inercidlni vztazné soustavy jsou
rovnocenné pro popis vSech fyzikalnich jevl (tedy veetné elektromagnetic-
kych).

Cilem tohoto ¢lanku neni zabyvat se specidlni relativitou (zajemce lze
odkéazat na ¢etnou literaturu, napf. na publikaci [4]). UkdZeme zde jen na
jeji podstatné vysledky, dokumentujici zavrseni 120letého vyvoje sledova-
ného poznavani elektromagnetismu.

Pii odvozeni prostoroc¢asovych transformacnich vztaht Einstein vysel
z jednoduché tvahy. Mé&me dvé inercidlni vztazné soustavy S(z,y, z,t) a
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S'(x',y', 2/, t'), které se vii¢i sobé pohybuji tak, Zze soustava S’ mé vicéi S
konstantni rychlost v, pficemz osy xz, x’ splyvaji a ostatni dvé osy zi-
stavaji rovnobézné. Predstavme si, ze v okamziku ¢ = t = 0, kdy po-
¢atky obou soustav splyvaji, se vysle z pocatku signal. Podle principu
relativity se v obou soustavach za dobu t, ¢’ rozsif{ na kulové vinoplochy:
24yt + 22 -2 =0 S)ad?+y?+2%2-cA? =0 (vS). Témto
rovnicim vyhovuje linedrni transformace z’ = v(z — vt), kde v je relativis-
ticky koeficient, pticemz Cas je relativni (¢’ # t). Pomérné jednoduchym
algebraickym vypoctem lze transformaci dofesit. Lorentzovy transformacni
vztahy jsou:

=r@-ut), y =y =z t':7<t*%l’), (11)
C

pricemz
1 v
V=, f=- (12)

Pro opacény ptrechod (od S’ k S) se zaméni nefarkované veli¢iny za
¢arkované a naopak, pficemz v/ = —v a v'?2 = v? a tudiz také v = ~,
nebot z principu je ¢’ = c.

Vysledky ukazuji vzajemnou vazbu soufadnic prostoru a ¢asu, prede-
vsim relativnost ¢asu. Vyplyva z nich relativnost soucasnosti, mezni rych-

lost pfenosu fyzikalni interakce (rychlosti ¢), kontrakce délky

l=1l/y=1l/1-p?

dilatace casu
T:’yTO:TO/Vl_/Bz7

vzorce pro skladani rychlosti (pfi souctu rychlosti nelze prekroéit mezni
rychlost ¢) a také jiz v 1. Einsteinové ¢lanku popsany relativisticky Dop-
plerav jev.

Relativistickd dynamika vyrazné koriguje Newtonovu klasickou dyna-
miku. Vyznamné jsou vysledky pro relativistickou pohybovou rovnici, hmot-
nost a energii:

_dr_ g(mv), m=ymy = 0 E=me (13)

Codt dt A-32
Hybnost p = mv = ymgv roste, na rozdil od klasické mechaniky, se
zvétsujici se rychlosti v nelinedrné a pro v — ¢ je p — co. Pohybovd rovnice
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zistava v pivodnim Newtonové tvaru, avsak derivuje se hybnost, jako
souc¢in dvou funkci rychlosti. Relativistickda hmotnost m = ymy, jako mira
setrvaénych Uéinku télesa (Gastice), s rychlosti v roste z klidové hodnoty
mo a v limitni situaci v — ¢ je m — oo, protoze konec¢nou silou jiz nelze
zvétsit rychlost na mezni hodnotu c. Energie E = mc? télesa (&astice) ma
klidovou hodnotu Ey = moc? (odvozeni vztahu je v nasledujicim odstavci).

Einstein problémem ,éteru“ nebyl zatizen a pro svou teorii éter nepo-
tfeboval. Za prostiedi potfebné pro Sifeni elektromagnetického vinéni re-
lativita povazuje prostorocas, ktery je dan existenci materidlnich objekti
v celém vesmiru.

Specialni relativita vyznamné prispéla k teorii elektromagnetického pole.
V disledku principu relativity maji Maxwellovy rovnice v soustavach S a
S’ sice stejny tvar (rovnice jsou kovariantni), avSak méni se hodnoty kar-
tézskych slozek intenzity E a indukce B v obou soustavach. Hodnoty pro
elektrickou a magnetickou slozku jsou vzdjemné zdvislé (jsou funkei rych-
losti v). Pole je nejjednodussi, je-li ¢astice o nédboji ¢ v soustavé S v klidu —
vytvaii elektrostatické pole. P¥i pozorovani ze soustavy S’ pristupuji slozky
indukce magnetického pole (¢astice se vici S’ pohybuje, vytvaii elektricky
proud a je nejen zdrojem elektrického, ale i magnetického pole). Lze Fici,
ze magnetické pole je relativisticky efekt elektrického pole. Uzitim relati-
vistického vzorce pro transformaci sily Ize z Coulombova zakona odvodit
zékony elektrodynamiky: Biottiv—Savartiv-Laplacetv zédkon a zdkon Am-
péruv (viz napt. [4]).

Vztah mezi energii a hmotnosti

Necht se v inercialni vztazné soustavé nachdzi objekt, napf. volnd ¢as-
tice, o klidové hmotnosti mg. Céstice necht se v této soustavé nachazi
v klidu (v = 0). M4-li dojit ke zméné pohybového stavu, je nutné na ni
pusobit silou F, kterd kondnim préce ji udéli zrychleni. Uvazujme element
vykonané drahy d/. Protoze ke zméné pohybového stavu doslo ze stavu
klidu, maji vektory F, dl stejny smér, vypocet lze provést skalarné. Pak
element prace dW a element priristku kinetické energie dEy je

dW = F.-dl=Fdl = %dl =vd(mo) =
=v(vdm+mdv) = mvdv +v?dm = dE,. (14)

Pro pokracovani ve vypoctu ma rozhodujici vyznam veli¢ina hmotnost m.
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a) Klasickd fyzika hmotnost chépe jako veli¢inu, ktera je mirou setrvac-
nych a gravita¢nich Géink téles a soucasné také jako miru mnozstvi latky.
Tedy m = konst., a tudiz dm = 0. Pak z (13) plyne

1
dW =mvdv=d <2mv2) = dE, (15)
neboli 1
Ey = imv2

coz je klasicky vyraz pro vypocet kinetické energie.

b) Relativistickd fyzika je vazand principem konstantni rychlosti svétla
ve vakuu c, ktera je soucasné mezni rychlosti vSech materidlnich objekt.
Disledkem je vzrist hmotnosti ve vztazné inercialni soustavé s rychlosti
v podle vztahu

m=——"10 (16)

o 2
()
c
Z toho plyne m?(c? — v?) = m3c? = konst. Diferencovinim vztahu dosta-

neme
mvdv + v2dm = 2 dm.

Dosazenim tohoto vztahu do (13) dostaneme pro element kinetické energie
vztah

dFy = Zdm, (17)
neboli pfirdstek kinetické energie cCastice se projevi jako prirtistek jeji
hmotnosti. Pokud je ¢astice urychlena z klidového stavu, kdy je v = 0
a Castice ma klidovou hmotnost mg, do stavu s rychlosti v < ¢, pak po
integraci vztahu (16) plati

By = (m —mg)c® = (11(1)/0)2 = 1> moc?. (18)

Neboli £ = Fy + Ex, kde
E =mc?®, Ey=moc? (19)

je celkovd energie a klidova energie Céstice (télesa). Vypocet zmény ener-
giového stavu jsme provedli uzitim elementu mechanické prace. Dosazené
poznatky (18) relativistické fyzika zobeciiuje i na jiné druhy zmén energi-
ovych stavi. Pohled na energii z hlediska obecné relativity je slozitéjsi; je
mimo ramec tohoto piispévku.
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Obr. 3 Hlavni tvirci nauky o elektfin€ a magnetismu a teorie elektromagnetic-
kého pole: a) Ch. A. Coulomb, b) A. Volta, ¢) H. Ch. @rsted, d) A. M. Ampere,
e) M. Faraday, f) J. C. Maxwell, g) H. R. Hertz, h) A. Einstein. Zdroje: [10]-[17]
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org/wiki/File:0On_the_Relative_Motion_of_the_Earth_and_the_
Luminiferous_Ether_-_Fig_4.png

Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020 43


http://www.epola.co.uk/epola_org/michelson_morley_3.jpg
http://www.epola.co.uk/epola_org/michelson_morley_3.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:On_the_Relative_Motion_of_the_Earth_and_the_Luminiferous_Ether_-_Fig_4.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:On_the_Relative_Motion_of_the_Earth_and_the_Luminiferous_Ether_-_Fig_4.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:On_the_Relative_Motion_of_the_Earth_and_the_Luminiferous_Ether_-_Fig_4.png

[9]

[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

[17]

Michelsoniv—-Morleyiv  erperiment 2: https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:0On_the_Relative_Motion_of_the_Earth_and_the_
Luminiferous_Ether_-_Fig_3.png

Ch. A. Coulomb: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/
42/Coulomb. jpg

A. Volta: https://akm-img-a-in.tosshub.com/indiatoday/volta_647_
030516021229. jpg?FsvedyWSxMYOBjN4TdriF2WL218MbQQr

H. Ch. Orsted: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/
thumb/7/79/%C3%98rsted. jpg/225px-%C3%98rsted. jpg

A. M. Ampére: http://www.geocities.ws/saladefisica9/biografias/
amperel0. jpg

M. Faraday: http://1.bp.blogspot.com/-MZy9hk5i_qs/T6DPZk8001I/
AAAAAAAAB4c/uEFI_WmrWYY/s1600/Michael),2BFaraday’2B/2BPhoto. jpg
J. C. Mazwell: https://usercontent2.hubstatic.com/13882069_£520.
jrg

H. R. Hertz https://i.pinimg.com/originals/23/£6/9c/23£69c2ac7
34cbd2cfdffd8ddf1585d8. jpg

A. FEinstein: http://blogs.esa.int/orion/files/2013/07/Einstein_
patentoffice. jpg

VPython/GlowScript Trinket
ve vyuce fyziky

JAN VALEK
Pedagogicka fakulta, MU Brno

Vizuélni stranka hraje ve spole¢nosti v poslednich nékolika letech velmi
vyraznou roli. To se podepisuje také na tom, Ze je kladen mnohem vétsi
daraz na to, jak prezentovat informace, nez jaké informace se prezentuji.
To je ale v pfimém rozporu s tim, jak obrazovou reprezentaci vnimaji pii-
rodovédci. Ti kladou diraz na maximélni presnost a adekvatni mnozstvi
sdélovanych informaci. Didaktici mimo védecké presnosti poZzaduji nézor-
nost pfiméfenou mentalni trovni zaku.
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Vizualizace ve vzdélavani je dulezita i z toho divodu, ze ¢lovek prijima
cca 80 % informaci ze svého okoli zrakem [1]. Pokud chceme, aby si tato
data pamatoval, pak je u¢innost takového procesu 40% [1]. Dalsimi cili
vizualizace je ziskat pozornost Zaka, zaujmout Zéka, sdélit nové informace
zakovi, nazornost probirané latky. Vizualiza¢ni prosttedky lze vyuzit ve
vSech fazich vyucovaci hodiny. Od motivac¢ni faze, az po fazi diagnostickou.
Shrneme-li si pfedchozi, pak lze Fici, ze zaci si za pomoci vizualii 1épe
zasazuji informace do spravného kontextu [2].

K vlastni vizualizaci, v nasem ptipadé budeme hovofit o modelech fy-
zikalni podstaty, lze vyuzivat riizné vyvojova prostiedi, ve kterych mohou
pracovat jak védci, ucitelé, tak jejich Zaci a studenti. Nékterymi z nich
jsou naptiklad Famulus, IP Coach, Algodoo (dfive Phun), PHP, HTMLS5,
Mathematica, Easy Java Simulations, Modellus, VPython a nebo jeho
zcela oteviend varianta GlowScript Trinket. Poslednimu zminénému pro-
stfedi, GlowScript Trinket, se budeme v tomto pfispévku vénovat blize [3].

VPython/GlowScript Trinket

Prostredi VPython, které v roce 2000 vytvoril D. Scherer, umoznuje
vytvareni 3D zobrazeni a animaci, a to i tém, ktefi maji omezené zkuse-
nosti s programovanim. Prostiedi je zalozeno na klasickém Pythonu, dokézi
s nim proto pracovat zkuseni programatori i védci. Pro pohodInéjsi praci a
tvorbu animaci vytvorili v roce 2011 D. Scherer a B. Sherwood GlowScript,
ktery vychézi z programové zakladny Pythonu, pouziva grafické knihovny
VPythonu, ale na rozdil od nich ho lze provozovat ve webovém prohlizeci
a to jak tvorbu zdrojového kédu, tak i jeho vystup. Prostfedi Trinket,
které pracuje se stejnou syntaxi jako GlowScript, pak v roce 2003 vytvortil
E. Hauser. Vyhodné je, Ze je mozné uzivat totéz prostiedi jak ve skole, tak
i doma, a to bezplatné na strané zaka/studenta [4-6].

VPython/GlowScript mé vyhodu v tom, Ze v ném lze modelovat napii-
klad pohyb téles, pohyb elektronti obvodem a mnoho dalsiho. Soucasné lze
vykreslovat pribéh veli¢in, které jsou v animaci ménény a pomoci mate-
matickych vztaht zapisovany. Tuto vlastnost tak lze vyuzit jak v kvalita-
tivni, tak i v kvantitativnim priblizeni nového uciva napri¢ vSemi irovnémi
skolniho vzdélavani. Napriklad na prvnim stupni zakladni skoly mizeme
zakim demonstrovat pohyb planet Sluneéni soustavy kvalitativné, zatimco
na druhém stupni zakladni Skoly jiz mizeme nechat vykreslovat pribéh
rychlosti planet v jednotlivych fazich ob&hu kolem Slunce (obr. 1). Déle lze
animaci priblizit nebo naopak oddalit pfipadné jinak s objekty manipu-
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lovat. Zaci mohou modelovanou situaci digitdlné prozkoumat z vice thl
pohledu. Lze tak tedy cely systém sledovat komplexné nebo jenom nékteré
¢ast izolované, coz napomaha lepsimu porozumeéni zkoumanych jevi.

Zavislost rychlosti planety na case

sed A\ N\ A\ N\ e

A=A
INIRNZR R
NI AN
BIVAESyANIVANY SNV

0 0.5e+7 1e+7 1.5e+7 2e+7 2.5e+7 3e+7
f=s

Zeme

m-s!

[vd =

Obr. 1 Graf zavislosti z-ové slozky rychlosti planet Merkur, Venuse, Zemé na
Case

Protoze se jedna o prostredi, které je primarné vytvoreno pro demon-
straci fyzikalnich jevi, vytvorili autori programu sami knihovnu, ve které
jsou predvytvorené nékteré objekty, se kterymi se ve fyzice setkdvame. At
uz se jednd o klasickd télesa (koule, krychle, véalce), ale i Sipky, pruzinu,
jehlan, kruh a dalsi.

Z tohoto pohledu tak pro tvirce modelu/vizualizace odpadd nutnost
premyslet a vytvafet vlastni modely pomoci zapisu kédu jednotlivych
prvki, ale mizZe se vice soustfedit na fyzikalni podstatu problému.

Pokud se zaméfime na tvorbu modelt z pohledu ucitele, tak na ni bude
jisté nahlizet z nékolika hld a to z didaktického, fyzikalniho, technického
a programétorského.

Didaktické hledisko

Pokud se nyni nebudeme soustfedit na tvorbu, ale jiZ na prezentaci
hotovych modeld, pak je vhodné poznamenat, ze z didaktického hlediska
se jedna o vhodny nastroj. Jak je jiz uvedeno vysSe, s modely lze rizné
manipulovat (pohybovat, natacet, pfiblizovat/oddalovat), coZ umoziuje
zkoumani jednotlivych detailt (viz obr. 2). Nebo naopak se od nich opros-
time a budeme systém sledovat jako celek, tedy ,z dalky“ (viz obr. 3).
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Obr. 2 Pohled na model Slune¢ni soustavy — kamenné planety, detail na Merkur
a Venusi. (Vidime, ze piivracené strany planet ke Slunci jsou jim osvicené.)

Slunetni soustava - Nekonegny béh

Run | sleduj Slunce | sleduj Merkur | sleduj Venuse | sleduj Zemé | sleduj Mars | skryt Zemé skryt Zemé

Obr. 3 Pohled na model Slune¢ni soustavy — kamenné planety

Dalsi vyhodou je moznost prace se svétlem, coz opét napomahé realis-
tickému efektu zkoumaného jevu (napiiklad Slune¢ni soustava). Zaci tak
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mohou studovat pohyb planet kolem Slunce, a jak tento jev souvisi se
stfidanim dne a noci nebo z pohybu Mésice kolem Zemé si vysvétlit za-
tméni Slunce a Mésice. Pohyby téchto vesmirnych téles mizeme modelovat
pomoci matematického zapisu fyzikalni podstaty jevu.

Na tomto misté je vhodné poznamenat, Ze nejcastéji se pouzivaji jedno-
duché matematické postupy ve chvilich, kdy je analytické feseni problému
zékovi cizi nebo je pro néj pravé matematicky narocné. Tento postup je
odborné vetrejnosti znam jako dynamické modelovani. Dynamické modelo-
vani vyuziva toho, ze autor umi fyzikalné a matematicky popsat dany jev a
dokéze diferencialni rovnice komplexné popisujici déj vyresit a prepsat na
takové vztahy, kdy jsou veli¢iny ziskavany na zakladé funkce ¢asu. K tomu
potiebujeme znat také pocatecni podminky popisujici systém [3, 7-9].

Fyzikalni hledisko

Vyjdeme ze dvou zakladnich faktt, se kterymi pfichazeji zaci z matei-
skyrch gkol (dale MS) do kol zékladnich (déle ZS) a to, ze:

1) Zemé mé jednu pfirozenou druzici, Mésic,

2) dvojice Zemé-Msésic obiha kolem Slunce.

Pro prvni pfiblizeni pro zdky v MS, ale i na 1. stupni ZS, bude stadit,
kdyz sdélime, Ze vzdalenosti a hmotnosti vSech tfi vesmirnych téles naby-
vaji takovych hodnot, ze setrvavaji na svych obéznych drahach a nemaji
tendenci tento sviij stav ménit. Jsou tedy ve vhodné vzdalenosti, aby ne-
byly pfitazeny Sluncem, a nemaji takovou pohybovou energii, aby opustili
jeho obéznou drahu.

Zaktim na 2. stupni ZS pak miize objasnit, Ze mezi viemi tiemi télesy
ptsobi gravitacni sila. Teprve az na gymnaziu nebo stfedni skole budeme
tuto s zaky pocitat. Pouzijeme Newtontv gravitacni zakon:

Fg=G—3 (1)

Kde G = 6,67 - 107 N -m? -kg72 je gravitacni konstanta, m a M jsou
hmotnosti téles a r je jejich vzdalenost.

Dale jiz nebudeme uvazovat vektorovy zapis a budeme zkoumat pouze
pohyb v ose z. Index ¢ u veli¢in reprezentuje krok daného vypoctu, i + 1
krok nésledujici, + — 1 krok predchézejici. Budeme postupovat v téchto
krocich (pozn.: Budeme zapisovat pouze pohyb v ose x, v osdch y a z by
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byly zépisy obdobné):

F G mM L1 — T2
B T (21 — 21)? r
14 21
F,
a; = 9gi
m

V; = Vi1 + a; dt
T; = X1 +v;dt

i1 =t; +dt

kde Fy, je sila, kterou téleso 1 ptisobi na téleso 2.
Cely vypocet pak miZeme prevést do programu na vypocet pomoci
nékolika ¥adkt (uvedeno nize v Programdatorském hledisku), s tim, Ze tyto
fadku se bude cyklicky opakovat.
Abychom vzali v ivahu vSechny interakce, budeme muset spocitat vza-
jemné sily mezi vSemi dvojicemi vesmirnych téles z uvedené trojice, tj.
Slunce—Zemé, Zemé—Mésic.

Technické hledisko

Prostiedi IDE GlowScript Trinket je provozovano on-line, coz s sebou
nese jak vyhody, tak nevyhody. Vyhodou je to, Ze pro tvorbu a editaci
kédu nam postacuje jakykoliv prohlize¢ (v poéitacdi, tabletu, mobilu) na-
pri¢ vsemi platformami. V tom je velka sila tohoto vyvojového prostiedi.
Dalsi vyhodou je to, Ze vepsanim jakéhokoliv znaku se kéd automaticky
uklada. Syntaxe kédu je zvyraznéna podobné jako napiiklad v PSPadu
nebo Eclipse. Nevyhodu lze soucasné spatiovat v nutnosti byt on-line v p¥i-
padé editace kédu (ano vyse je tentyZ bod uvedeny jako plus, ale je ziejmé,
Ze je to dvouseénd zbran). Po zkompilovani lze snadno a v redlném case
ménit zadané hodnoty a animace/model se tak okamzité méni.

Programatorské hledisko

Syntaxe kédu neni nijak slozité, naopak se velmi podoba ¢eskému pro-
stfedi FAMULUS (vychéazejiciho z Pascalu). Velky diraz je tu kladen na
prehlednost kédu. Jelikoz je hlavné pro zaky dulezité nejen to, jak model
vpada, ale i jak funguje. MoZna trochu nestandardni bude zapis cykla a
vlastnich funkci, kdy tento v podstaté nekonci klicovym slovem, ale pro-
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gram sam podle odsazeni kddu od zacatku radku rozpozna, ze zapis koédu
cyklu skon¢il.

while (True):
rate(programSpeed)
pohyb (Merkur)
pohyb (Venuse)
pohyb (Zeme)
pohyb (Mars)

Takto vypada fragment cyklu while, z jinych programovacich jazyka
jsme zvykli na ukoncovaci syntaxi, kterd zde zcela chybi.

Fgrav = G * Slunce.mass * Planeta.mass * (Slunce.pos -
Planeta.pos) .norm() / (Slunce.pos - Planeta.pos).mag2

Planeta.acceleration = Fgrav / Planeta.mass
Slunce.acceleration = Fgrav / Slunce.mass

Planeta.velocity = Planeta.velocity + Planeta.acceleration * dt
Slunce.velocity = Slunce.velocity + Slunce.acceleration * dt

Planeta.pos = Planeta.pos + Planeta.velocity * dt
Slunce.pos = Slunce.pos + Slunce.velocity * dt

t=t +dt

Fragment kédu, ktery odpovida fyzikalnimu zapisu (vySe v ¢asti Fyzi-
kélni hledisko), tj. vztahy pro vypocet gravitacni sily mezi télesy (Sluncem
a planetou Slune¢ni soustavy) a nasleduje tprava rychlosti pohybu planety
a také Slunce, na zakladé vzajemného ptsobeni gravitacni sily. Stejné tak
musime upravit i pozici planety a Slunce. Vidime, Ze zde vystupuje Clen
dt, coz naznacuje, ze rychlost je funkci ¢asu a jsme tedy jiz v dynamickém
modelovani [7-8].

Protoze ale v GlowScript Trinket mtizeme pracovat s vektory (zépis ne-
musi obsahovat popisovani déji v jednotlivych oséach, je nutné ale spravné
uvést pocateéni podminky) a v tomto p¥ipadé tomu tak opravdu je, mu-
sime pfi vypoctu gravitacni sily uvazovat i tzv. jednotkovy vektor pomoci
funkce norm() a druhou mocninu vzdélenosti téles mizeme spocitat po-
moci funkce mag2 (). Pokud bychom nespocitali jednotkovy vektor, tak by
v kédu nastala chyba typu proménnych a program by déale nepokracoval.

Vyse byly pfedlozeny rtizné pohledy na tvorbu modelu pro pouziti ve
vyuce fyzice. ProtoZe se jedné predevsim o metodu, kterd ma pomoci Za-
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kiim s porozuménim a vhodnym zasazenim informaci do spravného kon-
textu, mél by byt kladen nejvétsi diaraz na didaktické hledisko a v ,,tésném
zévésu“ na fyzikalni hledisko, abychom Zaktm sice vhodné nereprezento-
vali vizualni informace, ale aby nebyla fyzikalné nespravna. Z technického
hlediska je tvorba nenaro¢nd jak na software, tak na hardware. Programa-
torské ¢ast také neni slozitd, nebot Zaci na zdkladnich skoléch jiz zakladni
algoritmizaci zvladaji. Pokud budeme tedy s zaky takové modely vytvaret
sami, pak i syntaxe je jednoduché a pochopitelna pro zaky samotné.

Zpétna vazba z praxe

S modelem Slune¢ni soustavy pracovali ucitelé zakladnich skol a to na
1. stupni i na 2. stupni. Na 1. stupni byl model zarazen do Vzdélavaci ob-
lasti Clovek a jeho svét, Vzdélavaciho oboru Clovék a jeho svét, konkrétné
2. obdobi, kde o¢ekdvanym vystupem je: CJS-5-4-02 vysvétli na zdkladé
elementdrnich poznatku o Zemi jako soucdsti vesmiru souvislost s rozde-
lenim casu a stridanim rocnich obdobi. S modelem pracoval vyucujici a
soustfedil se na Zemi, Mésic a Slunce a jejich vzajemnou polohu.

Na 2. stupni byl model zatazen do Vzdélavaci oblasti: Clovek a pri-
roda, Vzdélavaciho oboru FYZIKA, o¢ekdvanym vystupem je ¢ast Vesmir:
F-9-7-01 objasnit (kvalitativné) pomoci poznatki o gravitaénich sildch po-
hyb planet kolem Slunce a mésicu planet kolem planet. S modelem pracoval
nejdiive vyucujici a soustfedil se na kamenna planety a jejich mésice. Na-
sledné s modelem pracovali zaci, kde jednim z tkolad bylo sefadit planety
podle jejich obézné rychlosti a obézné doby obéhu kolem Slunce.

Na zakladé zpétné vazby byla do modelu pfiddna moznost ménit rych-
lost celého déni (zména pomoci tla¢itka SPEED) a moznost sledovat vy-
brané vesmirné téleso (pomoci tlac¢itka s ndzvem vybraného télesa). Stejny
pozadavek meéli také ucitelé fyziky na 2. stupni.

Celkovy cas prace ucitele s modelem v hodinéch ¢inil 10 minut na obou
stupnich ZS. Zaci na druhém stupni s modelem pracovali cca 5 minut.
Po tkolech stanovenych ucitelem nasledovalo shrnuti pozorovanych sku-
teCnosti zaky.

Zavér

Jak 1ze z vyse uvedeného odvodit, tvorba modeli pro vyuku fyzice v pro-

stfedi GlowScript Trinket neni nijak naro¢na. Z pohledu zaka je vytvoreny

model ndzorny a miize s nim manipulovat tak, aby dosel kompletniho po-
chopeni probiranych pojmt. Vyhodou predloZeného prostiedi je absolutni
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nezavislost na platformé a neni potfeba instalovat viibec zadny dalsi soft-
ware nad ramec toho, ktery jiz v notebooku, PC, chytrém mobilu nebo
tabletu je.

Predvedeny model lze pouzit ve vyuce v mateiské skole, zadkladni skole
ale i na gymnaziu a stiedni Skole. Model lze vytvofit, ale také spustit
na riznych platformach, a pro jeho tvorbu nam postaci jakykoli webovy
prohlize¢. Univerzalita prostfedi GlowScript Trinket je znacné co do plat-
forem, ale také do moznosti, které nam prostiedi nabizi. Lze s nim pracovat
jak kvalitativné, tak kvantitativné. Pokud se zaméfime na meziptfedméto-
vost, pak ji samoziejmé muzeme najit mezi Fyzikou a ICT predmétem,
nyni hovorime o zakladni skole, gymnaziu a stfedni skole.

Venuse 000 || Uhel Vychozi |

podhled | nadhled |

foto 1 || foto 0.5 || foto 0.4 | foto 0.3 |

Vychozi + 90 | Vychozi + 180 | Vychozi + 270 |
Run

speed 0 | speed 1 | speed 25 | speed 100
speed 500 | speed 20.000 | speed 200.000

Pro sledovani vybraneého télesa nize klinéte na pfislusné tlacitko:
Slunce

Merkur .

Venuse
Mé&sic |
Mars | Phobos | Deimos |

Jupiter Inl Europal Ganymedl Callisto
Saturn | Saturn a prstenec

Zemé

Uran

Neptun

Pluto

Halleyova kometa

G 1d

Obr. 4 Ukézka ovladaciho rozhrani modelu
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Dalsi vzdélavaci podtext mizeme spatfit v tom, ze nechame zaky, aby
sami hledali zédkladni parametry téles, ktera se nachéazeji ve Slune¢ni sou-
stavé.
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INFORMATIKA

Superelipsa a superformule

LUDEK SPICHAL

Ustav matematiky a statistiky, Masarykova univerzita, Brno

Kuzelosecky patii k ucivu, se kterym se vétsina studenti setkd v pra-
béhu svého stfedoskolského studia. Prestoze bezesporu patii mezi dilezité
partie matematiky s fadou dilezitych aplikaci, pro studenty mohou pred-
stavovat méalo zajimavou a soucasné i relativné obtiznou kapitolu.

K urc¢itému zatraktivnéni by mohl pfispét nasledujici text, ktery pouka-
zuje na Sirsi souvislosti umoznujici popisovat jednotnym zptisobem mno-
hem $irsi mnozinu kiivek, neZ je samotna elipsa. Radu takovych kfivek je
navic mozné celkem snadno modelovat dostupnymi grafickymi programy,
jako je napt. Geogebra.

Samotny pojem elipsy, ktery zahrnuje mnoho rtznych aplikaci a jejichz
vycet by ovsem byl ,noSenim diivi do lesa“, bude proto pouze vychodiskem
pro zavedeni pojmu superelipsy a superformule.

Laméovy kiivky

Celou rfadu ktivek jako je kruznice, elipsa, ale také ¢tverec ¢i obdélnik lze
vyjadfit jedinou rovnici, jak v roce 1818 ukazal Gabriel Lamé.!) Zajimalo
jej, jak se bude chovat zobecnéné rovnice kruznice a elipsy [1, 2, 3, 4]

x n
e =1 1
’a ’ (1)

kde a,b € RT, v piipadé, ze ménil spise hodnotu exponentu n, nez délky
poloos a, b. Zménami hodnot exponentu n Lamé ziskal Siroké spektrum
kiivek (obr. 1).

1 Gabriel Lamé (1795-1870) byl francouzsky matematik a fyzik. Motivaci Lamého
prace bylo vyuzit Descartovu analytickou geometrii pro popis tvaru krystald, jejich
rozmanitych tvart, plocha a hran, ve kterych s plochy stykaji.

n Y
+‘b
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Obr. 1 Laméovy kiivky pro rizné hodnoty a a n (b = 6)

Pro n = 2 je grafem elipsa (pro a = b kruznice), pokud hodnota n
klesd k 1, pak se kiivka ve vrcholech ,zaSpicatuje (subelipsa, pro a = b
subkruznice), pron = 1 je grafem paralelogram (diamant). V pfipadg, Ze je
hodnota n mensi nez 1, pak maji strany kiivky konkdvni tvar (pron = 2/3
je kfivkou asteroida), pro n = 0 prechazi k¥ivka do kiize splyvajiciho
s osami.”)

Pro n > 2 se strany kiivky ,zplostuji“ (superelipsa, pro a = b super-
kruznice) a kiivka se tvarem pfiblizuje obdélniku (obdélnikem se stavé
limitnim pfechodem n — oo, obr. 2) [8]. V ¢ldnku budeme dale pro La-
méovy kiivky pouzivat oznaceni superelipsa, které navrhl P. Hein.?) Hein
pouzil superelipsu v architektufe, navrzich nabytku, Sperkt, pfi vyrobé
keramiky [7]. V 60. letech 20. stoleti byla pomérné populdrni jim navrzend

2)Kfivky lze velmi snadno generovat v rtznych grafickjch programech, napf. Geo-
gebra apod. Zde uvedené obrazky byly vytvorené programy SAS/STAT (SAS Insti-
tut) a Graph (https://www.stahuj.cz/), napf. na strdnce http://nb.procato.com/
superellipse/ lze nalézt program online vykreslujici superelipsy vzhledem k zadanym
parametram a urcujici obvod a obsah krivky.

3)Pro subelipsu a superelipsu se v literatuie objevuje rovnéz oznaceni hypoelipsa,
resp. hyperelipsa. Piet Hein (1905-1996) byl ddnsky matematik a literat. Superelipsou
oznadil kiivku s hodnotou n = 5/2 a pomérem délek poloos a/b = 6/5, kterou navrhl pro
kruhovy objezd na obdélnikové namésti Sergels Torg ve Stockholmu. Tvar superelipsy
byl v architektufe pouzit opakované i pozdéji (napf. Aztécky stadion v Mexico City).
Kanadsky architekt Gerald Robinson navrhl pro nakupni centrum v Peterborough v On-
tariu supereliptické garaze (a/b=9/7, n =e).
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hracka majici tvar superelipsoidu, ktery vznika rotaci superelipsy o rovnici

DO

kolem osy x, kde a/b = 4/3 [6]."

Obr. 2 Laméovy kiivky pro vyssi hodnoty exponentu n (b = 6)

Superelipsa neni pouh4 matematické kuriozita, nebot postupné nalezla
zajimavé pouziti v nékterych oblastech aplikované matematiky. Skutec-
nosti, v minulosti ovSem Casto opomijenou jsou pfi¢né prifezy kmeny
stromtl, jejichz tvar je jen ziidka kruhovy. Vyzkumnici zabyvajicich se stu-
diem tvaru pficnych priafezt kmeny stromt, pfirtistem dievni hmoty apod.
tak nahrazuji ve svych modelech kruhovy tvar priafezu tvary eliptickymi,
¢i dokonce supereliptickymi.

4)P. Hein navrhl pro superelipsoid nazev superegg.
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Modelovani superelipsy

Pii modelovani superelipsy v Geogebfe je mozné pro jeji konstrukci
pfimo vyuzit implicitni rovnici (1). Pro kazdou étvrtinu grafu zapiSeme

samostatnou rovnici oan -
i7> (if> -1 2
( a + b (2)

kde koeficienty a, b a exponent n zaddme pomoci posuvniki. Na obr. 3
si miZzeme povSimnout, jak zavisi tvar kfivky na sudé a liché hodnoté
exponentu n.

-4
Laméovy kiivky pro sudé exponenty (Geogebra)

4

3

S S S— .

Laméovy kfivky pro liché exponenty (Geogebra)
Obr. 3
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V Gvodu bylo zminéno pouziti superelipsy pfi modelovani tvarta stromo-
vych letokruht. My zde jako ptiklad uvedeme moznost vyuzit superelipsu
k modelovani tvaru pti¢nych prirezti dlouhych kosti suchozemskych obrat-
lovcil. Pfi¢né priufezy paznich a stehennich kosti jsou obvykle protazené ve
smeéru osy pohybu zvifete a jejich tvar zhruba odpovida elipse. Z obr. 4 je
ziejmé, ze skutecny tvar prufezu se vSak od elipsy vice ¢i méné odchyluje.
Zakriveni okraje budeme déle posuzovat pouzitim superelipsy, pro kterou
se pokusime urcit vhodnou hodnotu exponentu n. Jednoduché superelipsa
(obr. 5 vlevo) jako osové soumérnd kiivka neproklada dostateéné spolehlivé
body v nepravidelnych ¢astech okraje fezu kosti, lepsi volbou je pouziti

Obr. 4 Pfi¢né fezy stfedem holenni (vlevo) a pazni kosti jelena lesniho (vpravo)

Obr. 5 Model jednoduché superelipsy (vlevo, n = 2,07), model sklddané super-
elipsy (vpravo, exponenty fazeny po kvadrantech, n = 2,83; n = 1,85; n = 1,97;
n = 1,73) k pFiénému Fezu pazni kosti jelena lesniho (obr. 4 vpravo)
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Vyuziti takto provedeného odhadu tvaru prufezu mize napf. vyrazné
zpresnit vypocet plochy pri¢ného fezu, ktery se uplatnuje pfi posuzovani
napéti ovliviiujiciho odolnost kosti proti ohnuti nebo zlomeni.”) Dluzno
dodat, ze nékteré dlouhé kosti maji prifez natolik nepravidelny, ze jej
model sklddané superelipsy nezachyti s dostatecnou pfesnosti (obr. 6).

Obr. 6 Prufez vietenni kosti modelovany sklddanou superelipsou (jelen, prase)

Obdobné je mozné zaznamenat pritomnost supereliptickych tvarta v fadé
dalsich pfirodnich i uméle vyrobenych objektech (viz vyse). Z pfirodnich za
zminku kromé jiz vysSe uvedenych stoji dale napi. prifezy kmeny bambust
(pFicné 1 podélné) ¢ stonky rostlin [2, 3]. Zejména v p¥ipadé zminénych
stonkd supereliptické usporadani pfrindsi vétsi stabilitu a odolnost proti
pfipadnému ohnuti ¢ zlomeni (podobné jako u kosti).

5) Optimalizace tvaru byla feSena pouzitim nelinearni regrese metodou ditvéryhodné
oblasti (TRM) s vyuzitim softwaru SAS/STAT (SAS Institut). Oficialni stranky spoleé-
nosti SAS: https://www.sas.com/cs_cz/home.html. Software 1ze pro vyzkumné a stu-
dijni Gcely pouzivat bezplatné, ke stazeni zde: https://www.sas.com/cs_cz/software/
university-edition/download-software.html#windows. Na strankach spoleCnosti je
uveden podrobny postup instalace softwaru. Reseni fady problémii softwarem SAS
1ze nalézt napf¥. na https://blogs.sas.com/content/iml/. Vypocet plochy superelipsy
neni zcela trividlni zalezitosti, vyzaduje pouziti tzv. gamma funkce (I")

2
§ = aapTAA/M)”
r(1+2/n)

K tabelovani hodnot gama funkce pii vypocétu plochy lze nap¥. pouzit funkci GA-
MMA v programu Excel (statistické funkce). Vice o vlastnostech gama funkce napt. na
https://cs.wikipedia.org/wiki/Gama_funkce.
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Superformule

Omezena symetrie superelipsy ovSem neni pfilis vhodna pro modelovani
néné prurezy nékterymi dlouhymi kostmi, ale také stonky a listy rostlin
apod., které se vyrazné odlisuji od eliptickych tvard nebo objekty, které
jsou tvorené nékolika zhruba identickymi ¢astmi, tj. projevujici urcitou
miru rotaéni symetrie. Pfitom zejména u rostlin (a v uréité mife i zi-
voéichil) mtZzeme takové symetrie jejich télnich ¢4sti bézné zaznamenat.
Takto mtZeme popsat pravidelné (paprscité soumérné) kvéty (napf. ka-
kost, mochna), dlanité slozené (napf. jetel, vl¢i bob, jirovec, jahodnik)
nebo zpefené (napf. jasan) listy, semena (olSe) ¢i plody fady rostlinnych
druht.

Zajimavy zpusob zavedeni rotacni symetrie do rovnice superelipsy po-
psal Johan Gielis [2]-[4], ktery tak navézal na praci G. Lamého. Implicitni
tvar rovnice (1) ovSem neni vhodnym nastrojem, mnohem lepsich vysledkt
dosdhneme pouZitim polarnich soutadnic (p,8). Do rovnice (1) postupné
zavedeme substituci

x = p(0) cos b, y = p(f)sinb, (3)

tedy

n

=1
po dalsich tpravach pak

o6 = ( ) | @

kde pro a # b ziskdme polarni rovnici superelipsy, pro a = b pak polarni
rovnici superkruznice.

Pokud dale odlisime v polarni rovnici superkruznice (¢ = b = 1) hod-
noty jednotlivych exponenti, pak

b

’ p(0) cos @ ’" N ‘ p(0)sin
a

sin 0

b

cos

a

‘ n

pl6) = (|cos 6] + [sin6]") 71 , (5)

kde nq € R\ {O}, n2 3 € R.

Prong = nz anzs < 2 jsou jednotlivé tvary vepsany do kruznice (obr. 7,
vlevo), pro m2 3 > 2 naopak kruznici opsany (obr. 7, vpravo). Parametr
1/ny plsobi jako jakasi ,tahovd“ ¢ ,tlakova sila“ na jednotlivé strany,
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zatimco ,kotevni body* kiivek (0°, 90°, 180°, 270°) jsou pevné fixoviny
ke kruznici (obr. 7).

ng3 < 2 Ng,3 > 2

Obr. 7 Kfivky ziskané z rovnice (5) pro nz = ng, n1 >0

Jestlize do argumenti obou goniometrickych funkci navic vlozime pa-
rametr m/4 (m € R), pak ziskdme rovnici
1
ns _E
)

o0 = (Lo (30)[ "+ (2

kterd umoziiuje detailnéjsi vyjadreni symetrie (obr. 8, 9) nez v piipadé
superelipsy, kterd je omezena na ¢tyfi zdkladni kvadranty.®) Z obr. 8, 9 je
zfejmé, Ze hodnota parametru m urcuje pocet zachovavajicich se ,kotev-
nich bodi* a dovoluje rozdélit rovinu do libovolného poctu sektort. Takto
zobecnéna rovnice superelipsy byla Johanem Gielisem oznacena jako su-
performule.”)

Rota¢ni symetrie vyplyvajici z pouziti parametru m/4 definuje poly-
gony (vepsané subpolygony, obr. 8, popf. opsané superpolygony, obr. 9),
jejichz vrcholy jsou fixované k zakladni kruznici, v rozich jsou polygony
zaspicatélé nebo naopak zplostélé, strany polygont jsou piimé, konvexni
nebo konkavni.*

n2

6)Hodnota koeficientu m mtize byt pro goniometrické funkce rtizné, tj. mi # ma.

7) Johan Gielis (1962) je belgicky botanik a matematik. V anglicky psané literatufe je
superformule oznacovana jako Superformula, Gielis Formula nebo Gielis Superformula.

8) Uvazenim Gielisovy transformace lze pojem mnohothelniku chapat obecngji. Pokud
pocet kotevnich bodl sub- a superpolygonti ztotoznime s poétem vnitinich ahli, pak lze
dodateéné zavést pojmy nulathelnik (zerogon), jednotihelnik (monogon) a dvojihelnik
(diagon). Na druhou stranu vzhledem k tomu, Ze podle obecného vzorce pro vypocet
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1 a rtzné
upraveno

Obr. 8 Kiivky (subpolygony) ziskané z rovnice (6) pro a = b =
hodnoty parametru symetrie m (m = 1,2,5,8), na3 < 2, n1 > 0

podle [3])

Obr. 9 Krivky (superpolygony) ziskané z rovnice (6) pro a = b =1 a pro rtzné
hodnoty parametru symetrie m (m =1,2,5,8), na3 > 2,n1 >0

—~

Jestlize je hodnota ¢isla m zlomkova (m = p/q), pak se tvar neuzavira
po jedné otdéce, nybrz po ¢ rotacich. Tak napf. pro m = 8/3 se tvar
uzavira po tiech rotacich (6n). Gielis [3] oznadil takto vznikajici tvary jako
superpolygramy (obr. 10). Na obr. 11 pfiklady p¥irodnin odpovidajicich
k¥ivkdm uréenym rovnici (6).

m=3/2 m=38/3 m=23/2 m=>5/2

Obr. 10 Kfivky (superpolygramy) pro racionalni hodnoty parametru symetrie
m (n1,2,3 = 1)

(a=b=1) (a=4,b=1)

plochy pravidelného polygonu S = mr2 tg(mw/m), pro uvedené polygony nelze stanovit
velikost jejich plochy, nebudeme je z pohledu bézné geometrie za polygony povazovat.
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Obr. 11 Pfirodni modely polygont a polygrami (cibule, netfesk)

Transformace rovinnych kiivek

Jak bylo ukdzano vyse, superrovnice umoznuje transformovat elipsu do
mnoziny sub- a superelips. Pouzitim superrovnice lze déle libovolnou klad-
nou realnou funkei uréenou polarni rovnici f() transformovat do polarni

rovnice (tzv. Gielisova transformace) [3]
1
1 ANE
+ 'Esin (%9) ) : (7)

ktera zavadi rotaéni symetrii funkce f(6). Vhodnymi kandiddty pro zmi-

néné transformace jsou zejména trigonometrické funkce a spiraly.
Protoze se v dalsi ¢asti zamérime zejména na modelovani tvari kvéta a

listt rostlin, vyjdeme z polarni rovnice kiivky oznacované jako Grandiho

rizice (rhodonea)”)

na

p(0) = 10) (| o5 ()

f(0) = cos(md). (8)

Obr. 12 Modely Grandiho razice

9)Ktivku objevil mezi lety 1723 az 1728 italsky matematik Guido Grandi (1671-1742).
V anglicky psané literature je kfivka oznacovana jako Rose curve, Rhodonea curve,
Grandi curve. Alternativné lze pro vyjadreni kiivky pouzit rovnici f(0) = sin(m#).
Vice o vlastnostech kfivky napf. http://mathworld.wolfram.com/Rose.html.
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Tato kiivka vytvari v roviné mnozinu tvari tvofenych shodnymi ¢astmi,
jejichz pocet zavisi na hodnoté parametru m. Kfivku pro liché m tvori m
wokvétnich listk@i“ a 2m ,okvétnich listki“ pro sudé m (obr. 12).'%)

Modelovani tvaru kvétua

Jak korunni ¢ okvétni platky rostlin (obr. 16), tak listy rostlin obvykle
nejsou jednoduse tvarové srovnatelné s modely Grandiho riZice (obr. 12).
Pouziti Gielisovy transformace nalezenim odpovidajicich hodnot parame-
tri umoznuje modelovat razné slozité tvary vyjadrujici jak urcity stupen
rotaéni symetrie, tak rozmanity tvar a velikost jednotlivych listki.

Pokud na rovnici Grandiho ruzice aplikujeme Gielisovu transformaci,
pak ziskdme rovnici [2, 3]

PN
)" o

g ( écos (%9) + ’2 sin (%9)

V dtsledku pouziti absolutni hodnoty kfivku tvoii m okvétnich listkt pro
liché i sudé m (obr. 13), hodnota exponentu ny € R\ {0} ovliviiuje jejich
tvar (obr. 14).

SAS program (SAS/STAT) modelujici Grandiho k¥ivky (rhodonea) zn4-
zornéné na obr. 13—-15 je tento:

n
m 2

p(0) = ‘cos (59>

data Rhodonea;
n =1
do m 2 to 6 by 1;

do theta = 0 to 2*constant("pi") by 0.01;
r = cos(m*xtheta);

X rxcos (theta);

y = rxsin(theta);

output;

end;

end;

run;

ods graphics / width=800px height=400px;

proc sgpanel data=Rhodonea aspect=1 noautolegend;
styleattrs datacontrastcolors=(crimson green);
panelby m n/ layout=lattice onepanel;

10V anglicky psané literatuie jsou ,okvétni listky* oznadovany jako petala.
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refline 0 / axis=x transparency=0.5;
refline 0 / axis=y transparency=0.5;
series X=X y=V;

colaxis display=none;

rowaxis display=none;

run;

Obr. 13 Gielisovy transformace Grandiho rizice (n1 = nz = n3z = 1, ny = 2,
a=b=1)

Obr. 14 Gielisovy transformace Grandiho rizice (n1 =na=ns =1, a=b=1)

Na obr. 15 zaznamendme postupnou zménu tvaru ,superkvéta“ s ros-
touci hodnotou exponentt ny, ng, ng (pro zjednoduseni voleno n = n; =
= Ng = ng).

Obr. 15 Gielisovy transformace Grandiho rtzice (m = 5, n1 = nz = ng = n,
ng=2a=>b=1)
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Priklada dokladajicich pfitomnost tvart odpovidajicich transformacim
Grandiho rtzice existuje nespocet (obr. 16). Fascinujici na této zalezitosti
je vsak zejména relativni jednoduchost rovnice, ktera jednotlivé tvary vy-
tvari a omezeny pocet parametri, jejichz hodnoty popisovany ¢i hledany
tvar urcuji.

Obr. 16 Piirozené variace pétietné Grandiho ruzice (zleva: brutndk, dyné,
zvonek, kakost)

Modelovani superformule v Geogebie

Vypocet presnych hodnot parametri superformule modelujici konkrétni
tvary kvéti ¢i listd rostlin by vyzadoval pouziti metod, které svou slozitosti
presahuji zamér ¢lanku, my si mtzeme alesponi vyzkouset odhad parametr
modelovanim v Geogebfe.

Model vytvofime pomoci polarni rovnice (9), kde parametry modelu
m, a, b, n1, na, ng, ng budou predstavoviany posuvniky. Model je dale
nutné transformovat do kartézskych souradnic, z matematickych funkci
tedy zvolime polozku:

Krivka (<Vyraz>, <Vyraz>, <Parametr proménné>,
<Pocéte¢ni hodnota>, <Koncova hodnota>),

do které vlozime vyrazy (p(t) * cos(t), p(t) = sin(t)), parametr proménné
(t), pocétecni (0) a koncovou hodnotu (2pi). V piipadé potfeby je mozné
do vyraztu doplnit dalsi parametr

p(t) * cos(t + ), p(t) * sin(t + a),

kde a € R je parametr umoziujici rotaci modelu kolem stfedu.
Na obr. 17 a 18 jsou pfiklady modeld jednoduchych kvétt a listd zob-
razenych v Geogebfe.
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Obr. 18 Listy a jejich modely v Geogebie (3tavel'®), kopytnik'®))

Rovnici (7) 1ze modifikovat mnoha zptisoby a dosdhnout tak pozadova-
ného tvaru. Nabizi se napft.:

e Pouziti racionalni hodnoty parametru m nebo rozliseni hodnoty para-
metru my # msg v argumentech trigonometrickych funkei (napf. roZec,
obr. 19)

n2

%cos (%0) "3)_7111 . (10)

e Doplnénim parametru § do argumentu trigonometrickych funkei (napf.
tabék, obr. 19)

+ 'gsm (2)

n2 n3\ —

p(6) = 106) (|1 cos (5 0+ 61)

+ ‘%sin (%(6 + 52))

11) Pouzité parametry rovnice (9): m =5, ng = n3 = 2,5, n1 =20, ng =50.

12) Pouzité parametry rovnice (9): m =5, ng =0, n3 = 2, ny = —4, ng = 4,5.
13)Pouzité parametry rovnice (9): m=3,n2 =n3=0,5,n1 =—5,n4 =3.
14) Pouzité parametry rovnice (9): m =1, ng =1, ng = —0,2, n1 = 16, nqa = 2,5.
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Obr. 19 Modely kvéta v Geogebte (roiecls), tabékm))

Zavér

Clanek poukazal na méné znamou oblast matematiky tykajici se zobec-
néného pojmu elipsy, ktery byl zaveden jiz na pocatku 19. stoleti a ktery
by patrné zistal déle nepovsimnut nebyt prispéni ddnského matematika
a vynalezce Pieta Heina a belgického botanika Johana Gielise. Pfestoze
zejména Gielisova prace je pomérné nedavného data, nasla jak v matema-
tice samotné (napf. numerické metody FeSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic, 3D modely), tak mimo matematiku jiz fadu zajimavych uplatnéni,
z nichz nékterd byla v ¢lanku zminéna a dalsi se postupné objevuji (napf.
modely v bunécéné biologii, vypocty trajektorii ¢astic ve fyzice kapalin a
dalsi [10]). Dodejme rovnéz, 7Ze teoreticky vyzkum vlastnosti Gielisovy su-
performule je prilezitosti pro zajemce o geometrii kfivek a matematiku
obecné.

Ukonceme toto stru¢né pojednani citdtem jednoho z nejvétsich mysli-
telt pocatku novovéku Galilea Galileiho: ,,Ve velké knize prirody muze ¢ist
jen ten, kdo zna jazyk, v némz je napsana a timto jazykem je matematika®
[11].
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Nejlevnéjsi vareni
(Ulohy z MO kategorie P, 39. ¢4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dalsim pokracovani dlouhodobého seridlu ¢lanki o tlohach z Matema-
tické olympiddy kategorie P (programovani) vdm predstavime tilohu z kraj-
ského kola predloiiského 67. roéniku MO (8kolni rok 2017/18). Uloha na
prvni pohled pojednava o tom, jak nejlépe zkombinovat kucharské recepty,
abychom ziskali co nejlevnéji pozadované jidlo. Pfi jeji hlubsi analyze ale
zjistime, Ze se vlastné jedna o grafovy problém a pii jeho feSeni skutecné
pouZzijeme modifikace obecné zndmych algoritmi na hledani nejkratsi cesty
v grafu. Jako obvykle se nejprve sezndmime s presnym zadanim.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
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Honza se rozhodl, Ze si uvaii vecefi. Jeho kuchaiské schopnosti jsou
ale zna¢né omezené. Zvlada pouzivat jen velmi jednoduché recepty, podle
nichz ze dvou jidel vznikne néjaké tfeti. Navic nemé moc penéz, a tak by
byl rad, kdyby ho celé vareni stdlo co nejméné.

Soutézni tiloha

Existuje n druhu jidla. Pro potfeby této tlohy si je o¢islujeme od 1 do n.
Honza chce pfipravit jednu porci jidla ¢islo 1. Kazdé jidlo lze pfimo koupit
v obchodé. Jedna porce jidla ¢islo ¢ ma v obchodé cenu ¢;. Od kazdého
druhu jidla je mozné koupit libovolny pocet porci.

Honza mé kucharskou knihu, kterd obsahuje r jednoduchych recepti.
Kazdy z receptti mé nasledujici tvar: ,,Z jedné porce jidla s; a jedné porce
jidla t; pfipravis jednu porci jidla u;.“

Napiste program, ktery spocita, za jakou nejnizsi cenu lze ziskat jednu
porci jidla ¢islo 1.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou ¢isla n a r: pocet druht jidla a pocet
recepti. Na druhém fadku je n kladnych celych ¢isel ¢y, ..., c¢,: obchodni
cena jedné porce pro kazdé jidlo. Zbytek vstupu tvori r radku, z nichz
kazdy ma tvar s;, t;, u; a popisuje jeden recept.

Program vypise jedno ¢islo: nejmensi dosazitelnou cenu jedné porce jidla
¢islo 1.

Omezeni a hodnoceni

Za libovolné spravné feseni ziskate alespon 4 body. Za libovolné spravné
feSeni, jehoz ¢asova slozitost je polynomialni vzhledem k n a r, které ob-
sahuje také korektni dikaz spravnosti, ziskate alespon 7 bodu.

Vzorové feseni vyresi efektivné libovolny vstup, pro ktery plati 1 < n <
<100000, 0 < <100 000.

Priklady
Vstup: Vystup:
5 3 22

47 1 10 20 4700

SO RN
ORIt
3, TN
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Kdyby Honza pfimo koupil jednu porci jidla ¢islo 1, stalo by ho to 47.
Existuji ale levnéjsi postupy. Nejlepsi z nich vypada takto: Za 1+1+410+410
koupi Honza dvé porce jidla 2 a dvé porce jidla 3. Potom z jedné dvojice
jidel 2 a 3 uvafi jidlo 4 a z druhé dvojice uvaii jidlo 5. Na zavér z jedné
porce jidla 4 a jedné porce jidla 5 uvaii pozadované jidlo 1.

Vstup: Vystup:
4 3 80
1000 1000 1000 10

2 21

332

4 4 3

Tentokrat je nejlepsi jednu porci jidla ¢islo 1 postupné uvarit z osmi porci
jidla ¢islo 4.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ackoliv to neni na prvni pohled tplné ziejmé, k feSeni tlohy lze vyuzit
postupy piimo inspirované standardnimi grafovymi algoritmy na hledani
nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu. Postupné si ukazeme tii rizné po-
stupy, které se lisi svou ¢asovou efektivitou.

Zacneme Uplné primitivnim fesenim, kterym je zkouSeni vSech moz-
nosti. Pokud bychom uz znali optimélni cenu jedné porce kazdého jidla a
vSechna jidla bychom si podle této ceny uspoiadali vzestupné, pak k pti-
pravé kazdého jidla budeme jisté pouzivat pouze jidla umisténa pred nim,
tzn. jidla s nizsi cenou. V takovém pripadé by byl vypocet jednoduchy —
prochéazeli bychom jidla v poradi zleva doprava a rovnou bychom podi-
tali jejich vysledné ceny. Optimalni cenou kazdého jidla je bud jeho kupni
cena, nebo je to cena ziskana podle nékterého receptu, v némz jiz zname
optimélni ceny obou vstupt.

Jediny problém tohoto feSeni spociva v tom, ze spravné poradi jidel
neznédme. Muzeme ale vyzkouset vSech n! riznych pofadi a pro kazdé z nich
pouzit vyse uvedeny postup. Mezi vSemi zpiisoby usporadani jidel je jisté
i ten spravny (nemusi byt jediny), pro ktery dostaneme optimélni cenu
jidla ¢islo 1. Vysledkem tlohy je tedy nejnizsi cena jidla ¢islo 1 ze vSech
moznosti, které ziskame pro jednotliva poradi jidel.

Popsané feseni je sice zarucené spravné, ale velmi neefektivni. Zkusime
proto nalézt jiny postup s polynomialni ¢asovou slozitosti. Inspiraci pro
nas bude Bellmantiv—Forddv algoritmus na urceni délky nejkratsi cesty
v hranové ohodnoceném grafu ze zadaného startovniho vrcholu do vSech
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ostatnich vrchol grafu. Pfipomeneme si nejprve ve struc¢nosti a bez da-
kazu spravnosti, jak tento algoritmus funguje. Pro kazdy vrchol v podi-
tame hodnotu h, predstavujici délku dosud nejkratsi nalezené cesty ze
startovniho vrcholu do vrcholu v. Na zac¢atku vypoctu mé startovni vrchol
hodnotu 0 a vSechny ostatni vrcholy hodnotu co (nekone¢no). Hodnoty
vrcholi budeme opakované prepocitavat a zlepSovat, tzn. snizovat, dokud
to pijde. V kazdém kroku vypocétu projdeme vSechny hrany grafu (v li-
bovolném pofadi) a pro kazdou hranu (u,v) se pokusime zlepsit hodnotu
h, tim, ze bychom §li do vrcholu v z vrcholu u touto hranou. Pokud bude
platit h, + |(w, v)| < hy, hodnotu h, pat¥iéné snizime. Vypocet ukonéime
ve chvili, kdyz uz se v nékterém kroku vypoctu hodnota zadného vrcholu
nezméni. V grafu bez zapornych cykli k tomu dojde nejpozdéji po n — 1
krocich, kde n je pocet vrcholi grafu. Pokud se i v n-tém kroku vypo-
¢tu néktera hodnota vrcholu snizi, v grafu jisté existuje zaporny cyklus a
uloha hledéni nejkratsi cesty v takovém piipadé nemé smysl. Casova sloZi-
tost popsaného algoritmu je O(n-m), kde n je pocet vrchold a m je pocet
hran grafu.

Pii feseni nasi tlohy o vafeni budeme postupovat obdobné. Jidla zde
odpovidaji vrcholim grafu a jejich hodnotou bude nejlepsi cena, za jakou
jidlo zatim dokézeme ziskat. Pocatecni hodnotu kazdého jidla nastavime
na jeho kupni cenu. V nasledujicich krocich vypoc¢tu budeme opakované
prochézet seznam vsSech recept a pro kazdy z nich vzdy zkontrolujeme,
zda pomoci ného miizeme zlep$it (tzn. snizit) hodnotu toho jidla, které
se receptem vytvaFi. Pro recept (st u) se tedy ptame, zda hs + hy < hy,.
Pokud ano, hodnotu h, snizime na hg + h;. Vypocet ukoncime, kdyz se
v nékterém kroku vypoctu hodnota zadného jidla nezméni. K tomu dojde
nejpozdéji po n — 1 krocich.

Ukazeme, pro¢ popsany algoritmus skutecné funguje, a ze po n — 1 kro-
cich udavaji hodnoty vSech jidel optiméalni cenu, za jakou lze tato jidla
ziskat. Predstavme si opét, Ze mame vSechna jidla sefazena podle jejich
optimalni ceny. Hodnoty jidel jsou na pocatku rovny jejich kupnim ce-
nam. Hodnota prvniho, tzn. nejlevnéjsiho jidla se hned na zacatku vypo-
¢tu rovnd jeho optiméalni cené, nebot nejlevnéjsi jidlo se nikdy nevyplati
vafit podle receptu z drazsich surovin. Pfi kazdém prichodu vSemi recepty
ziskdme optimalni cenu alespon jednoho dalsiho jidla v nasem poradi. Zdu-
vodnéni je podobné, jako v prvnim uvedeném feseni tilohy. P¥i priichodu
vSemi recepty vyzkousime mimo jiné také vSechny zptsoby, jak lze toto
jidlo uvarit z jidel, ktera jsou levnéjsi a pro kterd uz zname optimalni

72 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



cenu. Po n — 1 prichodech vSemi recepty proto budeme znat optiméalni
ceny vsech jidel.

Pro néktera vstupni data mtzeme ziskat optimalni cenu vice jidel pri
jednom priichodu seznamem receptt. Vysledné ceny vsech jidel v takovém
pfipadé dostaneme dokonce po méné nez n — 1 krocich vypoctu. Vypocet
Ize tedy v nékterych pripadech urychlit tim, Ze nebudeme vzdy provadét
plnych n — 1 pruchodi seznamem receptt, ale skon¢ime ve chvili, kdyz
se pri nékterém prichodu hodnota zadného jidla nezméni. Zjevné by se
totiz zadna hodnota nezménila ani v pripadé, ze bychom dalsi prichody
provadéli.

Popsany algoritmus mé ¢asovou slozitost v nejhor§im ptipadé O(n - r),
kde n je pocet jidel a r je pocet receptt. Provadi totiz nejvyse n — 1 kroku
vypoétu a kazdy z nich m4 slozitost O(r) odpovidajici prichodu seznamem
vSech r recept.

Varenil; {Bellman-Ford}

const MaxN = 100000; MaxR = 100000;

var N, R: integer; {pocet jidel a receptu}
H: array[l..MaxN] of integer; {hodnoty jidel}
S: array[l..MaxR, 1..3] of integer; {recepty}

i: integer;
Zmena: boolean;

begin
readln (N, R);
for i := 1 to N do read(H[i]);
for i := 1 to R do read(S[i,1], S[i,2], S[i,3]);
Zmena := true;
while Zmena do
begin
Zmena := false;
for i := 1 to R do
if H[S[i,1]] + H[S[i,2]] < H[S[i,3]] then
begin
H[S[i,3]] := H[S[i,1]] + H[S[i,2]];
Zmena := true
end;
end ;
writeln (H[1])
end.
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Vyse uvedené Teseni ma jiz sice polynomialni ¢asovou slozitost, ale je
stale jesté dost pomalé. Duivodem je skutecnost, ze v kazdém kroku vy-
poctu zbytecné prochazime tplné vSechny recepty, ackoliv mnohé z nich
nam v tu chvili nijak nepomohou: u nékterych receptit dosud nezname
optimalni ceny vstupt, jiné recepty jsme zase jiz s aktualnimi hodnotami
vstupt pouzili v nékterém z predchozich krokt. Algoritmus proto upra-
vime tak, abychom v kazdém kroku pouzili pouze ty recepty, které nam
mohou pfinést néjaky uzitek, a pfitom abychom nadéle v kazdém kroku
ziskali optimalni cenu jednoho dalsiho jidla.

Upraveny algoritmus je zalozen na podobné myslence, jako Dijkstrav
algoritmus na urceni délky nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu. Velmi
stru¢né si opét pfipomeneme, jak Dijkstrav algoritmus pracuje a ¢im se
lisi od Bellmanova—Fordova algoritmu. Zacatek je u obou téchto algoritmu
stejny: pro kazdy uzel grafu v budeme pocitat hodnotu h, udéavajici délku
dosud nejkratsi nalezené cesty ze startovniho vrcholu do vrcholu v. Stejné
je rovnéz inicializace téchto hodnot — startovni vrchol mé pocate¢ni hod-
notu 0 a vSechny ostatni vrcholy hodnotu co (nekoneéno). Také nyni bu-
deme hodnoty h, opakované prepocitavat a zlepsovat. V Dijkstrové algo-
ritmu ovSem budeme navic rozliSovat, kterd hodnota h, je docasna (tzn.
mozné ji v budoucnu jesté snizime) a kterd uz je trvald (je uz zarucené
rovna nejkratsi vzdalenosti ze startovniho vrcholu do vrcholu v). Na za-
¢atku vypoctu oznaCime vsechny hodnoty jako docasné. Docasna hod-
nota h, bude vzdy urcovat délku nejkratsi cesty ze startovniho vrcholu
do vrcholu v, pokud jdeme pouze pres ty vrcholy, které jiz maji trvalou
hodnotu.

V kazdém kroku vypoctu najdeme vrchol u s nejmensi doc¢asnou hodno-
tou a jeho hodnotu prohldsime za trvalou. Pro kazdou hranu (u, v) vedouci
z vrcholu 4 do docasného vrcholu v se potom pokusime zlepsit hodnotu h,,
tim, ze bychom §li do vrcholu v z vrcholu u touto hranou. Pokud bude platit
b + |(u,v)| < hy, hodnotu h, patfiéné snizime. Jak sami vidite, pfepoci-
tavani hodnot vrcholt se provadi v obou algoritmech shodnym zpiisobem,
lis1 se pouze poradi, v jakém tyto hodnoty prepocitavame. V Dijkstroveé
algoritmu se téchto vypoctt provadi podstatné méné. Podminkou jeho
fungovéani ovSem je, aby ohodnoceni v8ech hran grafu bylo nezdporné (coz
zpravidla byva). V kazdém kroku vypoctu se jedna hodnota h, stane trva-
lou, takze po n krocich vypoc¢tu budou vSechny trvalé, tzn. budeme znat
nejkratsi vzdalenosti ze startovniho do vSech ostatnich vrcholi grafu.

Casové slozitost zavisi na zptisobu uloZeni grafu a na konkrétni im-
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plementaci algoritmu. V pfipadé jednoduchého ulozeni hodnot h, v poli
dostavame ¢asovou slozitost O(n? + m) ¢li O(n?), nebot pocet hran m je
jisté mensi nez n?. Pouziti haldy pro uloZeni poé¢itanych do¢asnjch hodnot
vede k ¢asové slozitosti O(n - logn + m - logn), coz je lepsi vysledek pro
grafy s velkym poc¢tem vrcholu a relativné malym poc¢tem hran. Podrob-
néjsi popis obou algoritmti na urceni nejkratsi vzdalenosti v grafu véetné
ditkazu jejich spravnosti a odvozeni ¢asové slozitosti najdete v kazdé pub-
likaci o teorii grafi.

My se nyni ale vratime zpét k nasi pivodni tloze o vafeni. Podobné
jako v predchozim feseni budeme postupné pocitat hodnoty vSech jidel.
Na zacatku vypoctu dokazeme kazdé jidlo poridit za jeho kupni cenu —
to tedy budou pocatecni hodnoty vsech jidel. Vsechny si oznac¢ime jako
docasné, nebot mozné je jesté zlepsime. Stejné jako v Dijsktrové algoritmu
bude vypocet probihat v n krocich, pficemz v kazdém kroku hodnotu
jednoho jidla prohlésime za trvalou — to bude optimalni cena tohoto jidla.
Vypocet skonéi ve chvili, az budeme znat trvalé hodnoty vsech n jidel.
Béhem vypoctu bude stale platit, ze h, je nejnizsi dosazitelna hodnota
jidla v, pokud toto jidlo bud pfimo koupime, nebo ho pfipravime podle
receptti z téch jidel, kterd uz maji trvalou hodnotu.

Ukézeme si, jak vypada jeden krok vypoctu. Bude velmi podobny jako
v Dijkstrové algoritmu. Najdeme jidlo s s nejmensi do¢asnou hodnotou h
a tuto hodnotu prohlasime za trvalou. MtiZeme si to dovolit, nebot za nizsi
cenu nedokazeme koupit ani uvarit zadné jiné jidlo s doc¢asnou hodnotou,
které by mohlo poslouzit jako surovina pro pripravu jidla s. Kdyz jsme
ziskali nové jidlo s trvalou hodnotou, musime zkontrolovat a ptfipadné vy-
lepsit docasné hodnoty vSech jidel, ktera mtizeme z jidla s uvarit. Projdeme
tedy vSechny recepty typu (stw), v nichz je jidlo s jednou ze surovin, a je-li
hs + hy < hy, snizime hodnotu h, na hs + h;. Kazdy recept tedy pouzi-
jeme pouze dvakrat — vzdy, kdyZz jedna z jeho dvou surovin ziska trvalou
hodnotu.

Technicky potfebujeme vytesit jesté dvé véci. Prvni z nich je vhodné
ulozeni recepti. Ke zvolenému jidlu potfebujeme projit jenom ty recepty,
v nichz se toto jidlo vyuziva jako surovina, nechceme prochazet vsechny re-
cepty. To vyfesime snadno, staci ulozit si recepty do samostatnych seznamii
podle surovin. Pro kazdé jidlo tedy budeme mit seznam téch recepti,
v nichz je toto jidlo jednou ze surovin. Kazdy recept bude samoziejmé
ulozen ve dvou takovych seznamech, nebof mé dvé suroviny. Druhou véci
je vhodné ulozeni hodnot jidel. V kazdém kroku vypoctu potfebujeme na-

Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020 75



lézt jidlo s nejmensi doc¢asnou hodnotou. To lze udélat jednoduse tak, ze
projdeme vsSech n jidel a porovname jejich hodnoty ulozené v poli. Takové
feseni bude mit ¢asovou slozitost O(n? + 1) neboli O(n?), nebot kazdy z n
krokt vypoctu potiebuje ¢as O(n) na urdeni jidla s nejmensi do¢asnou hod-
notou a kazdy z r receptti se béhem celého vypoctu pouzije pouze dvakrat.
Jinou moznosti je podobné jako pii implementaci Dijkstrova algoritmu
pouzit k uloZeni docasnych hodnot jidel haldu. Urceni jidla s nejmensi
doc¢asnou hodnotou méa pak konstantni ¢asovou slozitost, odstranéni této
hodnoty z haldy m4 slozitost O(logn) a provadi se n-krat, prepoéitani do-
¢asné hodnoty kazdého z jidel zvladneme také v ¢ase O(logn) a takovych
zmén se za cely vypocet provede O(r). Celkové Gasova slozitost vypoctu
tak vychazi na O(n -logn + r - logn).

Popsany algoritmus mtizeme jesté mirné zrychlit tim, ze predcasné ukon-
¢ime vypocet ve chvili, kdy jidlo ¢islo 1 zisk& trvalou hodnotu. V tom
okamziku zndme vyslednou optimalni cenu jidla ¢islo 1 a nemusime jiz
dopo¢itavat optimalni ceny zbyvajicich jidel. Casova slozitost algoritmu
v nejhorsim pripadé se tim ovSem nijak nezmeéni, jelikoz jidlo ¢islo 1 muze
ziskat trvalou hodnotu az jako poslednich ze vsech jidel po provedeni pl-
nych n krokd vypocétu. V primeéru se ale doba vypoctu zkrati.

V nasledujici programové ukézce jsme zvolili jednodussi implementaci
algoritmu bez pouziti haldy, tzn. feSeni s ¢asovou sloZitosti O(n?). Recepty
uklddame do dynamicky alokovanych linearnich spojovych seznami roz-
délené podle jednotlivych surovin a vypocet ukonéime, jakmile ziska jidlo
¢islo 1 trvalou hodnotu.

program Vareni2; {Dijkstra - bez haldyl}
const MaxN = 100000;

type pRecept = "Recept;
Recept = record
surovina , vysledek: integer;
dalsi: pRecept
end;

var N, R: integer; {pocet jidel a recepti}
H: array[l..MaxN] of integer;
{hodnoty jidel, zaporné = trvalé}
S: array[l..MaxN] of pRecept;
{recepty rozdé&lené podle surovin}
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S1, S2, S3: integer;
P: pRecept;
i, j: integer;

begin
readln (N, R);
for i := 1 to N do
begin
read (T, H[i]);
S[i] := nil
end;
for i := 1 to R do
begin
read (S1, S2, S3);
new (P);
P”.surovina := S2; P".vysledek := S3;
P~.dalsi := S[S1]; S[S1] := P;
new (P);
P”.surovina := S1; P".vysledek := S3;
P~.dalsi := S[S2]; S[S2] := P;
end ;

while H[1] > 0 do {jidlo ¢islo 1 ma& doiasmou hodnotul}

begin
=1
for i := 2 to N do
if (H[i] > 0) and (H[i] < H[j]) then j := i;
{j = jidlo s nejmen8i doZasnou hodnotou}
H[j] := -H[j]; {trvala hodnotal
P = S[j];
while P <> nil do
begin
if abs(H[j]) + abs(H[P".surovina]) < H[P".vysledek]
then
H[P".vysledek] := abs(H[j]) + abs(H[P".surovina]);
P := P".dalsi
end
end;

writeln(—H[1])
end.
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ZPRAVY

13. stiedoevropskad matematicka olympiada

Jiz podruhé ve tfinactileté historii Stfedoevropské matematické olym-
piady (MEMO) byla organizaci této druhé nejvyznamnéjsi mezinarodni
matematické soutéze stfedogkoldkii povérena Ceska republika. Poprvé se
tak stalo hned v jejim 2. roéniku (v roce 2008), kdy se vlastni soutéz konala
v Olomouci pod patronaci tamni Prirodovédecké fakulty UP. Organizace
13. ro¢niku MEMO se ujala MFF UK v Praze. Vlastni soutéz se vSak
uskutecnila v Pardubicich, a to od 26. srpna do 1. zafi 2019. O zdarily
pribéh této prestizni mezindrodni soutéze se vzorné postaral organizacni
§tab soutéze pod vedenim doc. RNDr. Zbyrika Sira, Ph.D z MFF UK.

Soutéze se tradiéné zucastnilo 60 soutézicich z deseti stiedoevropskych
zemi (Svycarska, Némecka, Rakouska Slovinska, Chorvatska, Madarska,
Slovenska, Polska, Litvy a Ceské republiky). Kazdou zemi reprezentovalo
Sesti¢lenné druzstvo slozené z zaktl, ktefi v uplynulém Skolnim roce ne-
maturovali. Ceské reprezentacni druZstvo bylo sloZeno ze tii vitéz a tif
aspésnych fesiteld ustfedniho kola 68. roéniku MO v kategorii A, ktefi
spliiovali podminky této mezinarodni soutéze a soucasné nereprezentovali
nasi zemi na 60. IMO v anglickém Bathu.

SloZeni naseho mladého tymu na 13. MEMO bylo nasledujici: Jana Bu-
Sovd (5/8 G Brno, t¥. Kpt. Jarose), Vojtéch David (6/8 WG, Ostrava-
Poruba), Viktor Fukala (6/8 GJK Praha 6), Adéla Heroudkovd (5/8 G
Brno, tf. Kpt. Jarose), Magdaléna Misinovd (6/8 GJK Praha 6) a Jan
Vavrin (6/8 PORG — GaZS, Praha). Vedoucimi ¢eské delegace byli tento-
krat byvali ¢esti ispésni olympionici Be. Filip Bialas a Danil KoZevnikov.
Vsechna zGcastnénd druzstva, jejich doprovod a ¢lenové mezinarodni jury
byli ubytovani v pardubickém hotelu Labe.

Den pred soutézi jednotlivci provedla mezinarodni jury, jejimz pred-
sedou byl prof. RNDr. Jan Kratochvil, CSc., soucasny dékan MFF UK a
mj. byvaly tspésny reprezentant Ceskoslovenska na IMO, definitivni vybér
vSech 12 soutéZnich tloh (4 pro soutéz jednotlivct a 8 pro soutéz druzstev —
po jedné z algebry, kombinatoriky, geometrie a teorie ¢isel pro soutéz jed-
notlived, a po dvou jinych tlohéch ze stejnych oblasti pro tymovou soutéz.
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Vybér tloh z jednotlivych oblasti provedli a hlavnimi koordinatory tloh
z téchto oblastech byli: za algebru RNDr. Pavel Caldbek, Ph.D, za kom-
binatoriku doc. RNDr. Tomas Bdrta, Ph.D, za geometrii RNDr. Jaroslav
Svrcéek, CSc. a za teorii &isel doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.

Obr. 1 Druzstvo CR — zleva: Vojtéch David, Jana Busova, Adéla Heroudkova,
Jan Vaviin, Magdaléna Misinova, Viktor Fukala, Danil Kozevnikov a Filip Bialas

Soutéz jednotlivct se konala ve stfedu 28. srpna 2019, tymova soutéz
probéhla o den pozdéji. Po oba dny se pfitom soutézilo v u¢ebnach Univer-
zity Pardubice, ktera byla spolu s MSMT CR, Nadaci RSJ, Pardubickym
krajem, méstem Pardubice a Gymnéaziem v Pardubicich na Dasické ul.
jednim z nejvyznamnéjsich spoluporadateli a partnera 13. MEMO.

Nasledujici den po soutézi druzstev probihala koordinace soutéznich
uloh za pritomnosti vedoucich narodnich tymua. Kazda soutézni tloha byla
hodnocena nejvyse 8 body (s celo¢iselnym bodovacim schématem v rozpéti
0-8 bodii. Soutézici tyz den (v patek 30. srpna) absolvovali spoleény vylet
po historickych pamatkach Pardubic a blizkého okoli. Na posledni den, kte-
rym byla sobota 31. srpna, pfipravili organizatofi pro vSechny tcastniky
soutéze spoleény jednodenni vylet spojeny s prohlidkou Narodniho hieb-
¢ina v Kladrubech nad Labem a méstské paméatkové rezervace v Kutné
Hore, ktera je dlouhodobé soucasti svétového dédictvi UNESCO.

Po navratu ze spoleéného vyletu probéhlo v aule pardubické univerzity
oficidlni vyhlasSeni vysledkii a ocenéni nejlepsich jednotlivci a druZstev
na 13. MEMO. Ukazalo se, ze vybrané tlohy v soutézi jednotlivcd byly
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pomérné narocné. Svédci o tom predevsim skutecnost, Ze nejlepsi fesitel
v soutézi jednotlived, kterym byl Kresimir NeZmah z Chorvatska, ziskal
pouze 21 bodi (ze 32 moZnych). S ohledem na dosaZené vysledky bylo
v souladu pravidly MEMO udéleno 5 zlatych, 13 stiibrnych a 14 bronzo-
vych medaili. Na zlatou medaili stacil tentokrat zisk alesporn 19 bodi, na
zisk stfibrné medaile zisk aspon 13 bodu a bronzovou medaili ziskali ti sou-
tézici, kteri dosahli v souctu zisk aspon 9 bodt. Mezi medailisty se objevili
také t¥i nasi soutézici — Vojtéch David, ktery ziskal 11 bodt, Magdaléna
Misinova a Jan Vavrin, ktefl shodné ziskali 9 bodt. Vsichni t¥i byli pii
zavéreéném ceremonialu ocenéni bronzovymi medailemi. Navic dva dalsi
nasi mladi soutézici — Viktor Fukala a Adéla Heroudkovd zustali pouhy
1 bod za medailovou hranici.

Velmi dobrého vysledku dosahli nasi zaci v soutézi druzstev, kdyz skon-
¢ili na pékném 5. misté se ziskem 49 bodl za vitéznym tymem Polska
(63 bodt ze 64 moznych), druhym Madarskem (58 bodl), tietim Némec-
kem (53 bodt) a étvrtym Slovenskem (51 boda).

Podrobnéjsi informace a texty vSech soutéznich tloh lze najit na ofici-
alnich strankach 13. MEMO http://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/.

Pristi 14. roénik MEMO se bude na zakladé oficidlniho pozvéni konat
v poslednim srpnovém tydnu 2020 na Slovensku — v Kosicich.

Obr. 2 Mezi medailisty se objevili tfi nasi soutézici

Jaroslav Svrcek
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