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MATEMATIKA

111 diikazy jedné trigonometrické
nerovnosti

SEFKET ARSLANAGIC
Univerzita Sarajevo, BOSNA A HERCEGOVINA

V tomto piispévku uvedeme tii odlisné dikazy jedné dilezité trigono-
metrické nerovnosti a nasledné pak nékteré jeji pfimé aplikace. Diive vsak
nez zminénou nerovnost popiseme a dokdzeme, uvedeme jedno pomocné
tvrzeni, které nasledné uplatnime v jednom z ditkazi zminéné nerovnosti.

V celém c¢lanku budeme pouzivat standardni oznacCeni délek stran a
velikosti vnitinich thla v trojihelniku ABC.

Lemma
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro délky jeho stran a velikosti
vnitfnich thld trojice rovnosti

a0 [CWGe=a 8 [G=dG-a)
2 be ’ ca )

kde 2s =a+b+c.

Dikaz provedeme pouze pro prvni z uvedenych ti{ identit (zbylé dvé pak
dostaneme uzitim principu cyklické zamény). Vyuzijeme pfitom zndmou

rovnost
« 1 —cosa
. - 1
sin 5 1/ — (1)
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ktera plati pro velikost a vnitfniho thlu pii vrcholu A v libovolném troj-
thelniku ABC. Z kosinové véty v trojuhelniku ABC ve tvaru

b2 4 2 — g2

cosa =
2bc

dostaneme po dosazeni za cosa v (1) a provedeni néaslednych tprav

e \/2bc—b2—02+a2 \/aQ—(b—c)Q
sin 5 = = =

4bc 4bc
B \/(a+b0)(a+cb) B \/(2526)(2521)) B
N 4bc - 4bc N

B oo e ce

Tim je dikaz lemmatu uzavien.

Nyni uvedeme vyse zminénou trigonometrickou nerovnost a jeji varianty
ziskané uzitim principu cyklické zameény:
Véta

Pro délky stran a, b, ¢ a velikosti vitfnich thlu «, £, v v libovolném
trojuhelniku ABC plati nerovnosti

e a . B b .Y c
sin — < ——, sin— < , sin— < .
c 2 " c+a 2 " a+b

Prunt dikaz provedeme (stejné jako v pfipadé dalsich dikazi) pouze pro
prvni z uvedenych t¥i nerovnosti. P¥i jejim diikazu vyuzijeme nerovnost (1),
dokazeme tedy

@ (s—b)(sfc)< a

sin — =

2 be ~“b+c

Tuto nerovnost ekvivalentné upravime do tvaru

(ba )2> (s—b)(s—¢) _(cta-bla+b—c)
+c) =

be 4bc ’
t.
4abc > (b+c)*(c+a —b)(a+b—c) = (b* + 2bc+ *)[a® — (b — ¢)?].
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Po vynéasobeni vyrazi na pravé strané, které prenechavame ¢tenari, upra-
vime posledni nerovnost postupné do tvaru

b + ¢t + 2a%be — a®b? — 20°¢? — 2a® > 0,
(b —H? —a?(b—c)? >0,
b—c)?[(b+e)*—a*]=b-c)2(a+b+c)(b+c—a)>0.

Vzhledem k tomu, ze vSechny provedené upravy byly ekvivalentni, a
s ohledem na platnost nerovnosti b + ¢ — a > 0, je prvni z uvedenych
nerovnosti dokdzana. Rovnost v ni nastane, pravé kdyz b = c. Uzitim
principu cyklické zamény plati tedy i zbylé dvé nerovnosti.

Druhy dikaz. Ozna¢me r polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC.
Uzitim sinové véty upravime pravou stranu dokazované nerovnost i do

tvaru . .
a 2rsin o sin o

n— < = = .
2 7 b+c 2rsinf+2rsiny  sinf +siny

si
Staci tedy dokazat nerovnost

sin a S gin &
————F— >sin—.
sin 8 + sin 2
Vyuzitim znamého goniometrického vzorce pro soucet sinti dvou argu-
ment (ve jmenovateli na levé strané posledni nerovnosti) a dale vzorce pro
sinus dvojnasobného argumentu prepiseme posledni nerovnost do tvaru

e «
251n7cos§

o
> sin —. 2
sin 5 (2)

Vzhledem k tomu, ze

. Bty ( o a)_ a
sin 5 = sin ( 90 5 —cos27

lze nerovnost (2) snadno upravit na tvar

1
>,
COSs 7

2
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tj.
Py,
2
coz je evidentné platna nerovnost. Tim je i druhy dikaz uvedené nerovnosti
uzavien. Rovnost zde nastane, pravé kdyz S = v, tedy, pravé kdyz b = c.

COS

Treti dikaz. Ozna¢me M pruseéik osy vnitiniho thlu p¥i vrcholu A se
stranou BC trojuhelniku ABC a D, F po fadé paty kolmic z vrchola B,
C k pfimce AM, viz obr. 1.

A

a4

XD

E

Obr. 1

Z pravouhlych trojuhelniki ABD a ACFE vyjadfime

a |BD| |CE|
"3 = JaB| = Jac| ®)

Z rovnosti (3) a z trojuhelnikovych nerovnosti v trojihelnicich BMD a
CME déle plyne

.« |BD| |CE| |BD|+|CE| _|BM|+|CM]
sin — = = = <

2 ~ |AB| ~ |AC| _ |AB|+|AC| = |AB|+]|AC|’

tj.
sin & <« I1BCL
2 ~ |AB| + |AC|’
neboli
. a
sin — < ,
2 b+c

coz jsme chtéli dokézat. Rovnost zde nastane, pravé kdyz je trojihelnik
ABC rovnoramenny se shodnymi rameny AB a AC.
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Pozndamka. Ve vSech tfech nerovnostech uvedenych v tivodni vété nastanou
pritom rovnosti soucasné, pravé kdyz a = b = ¢, tedy v pripadé, kdy je
trojihelnik ABC' rovnostranny.

Nyni uvedeme nékolik aplikaci pravé dokazanych t¥i nerovnosti. Prede-

v8§im soucinem vSech t¥i nerovnosti uvedenych ve vété dostaneme bezpro-
stfedné

sin < sin B sin L < abe (4)
22 2 (a+b)b+c)cta)
Na zakladé nerovnosti mezi aritmetickycm a geometrickym primeérem pro
libovolnou dvojici kladnych realnych ¢isel, pfesnéji uzitim nerovnosti a +
b>2Vab,b+c>2Vbcac+a> 2y/ca, mizeme pravou stranu (4) dale
odhadnout nésledujicim zptisobem:

Lo By < abc < abe 1
sin — sin — sin — ==,
2 2 27 (a+d)(b+c)cta) ™ 2vab-2vbc-2\/ca 8
a tedy
: )
2 2 -8
Rovnost v (5) nastane, pravé kdyz a = b = ¢, tj. v pfipadé rovnostranného
trojuhelniku ABC.

Dusledek 1
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro velikosti jeho vnitinich thla
«, B a 7y nerovnost

.o .
sm—sm—sm§ <

3
cosa—l—cosﬁ—&—cos*ygi. (6)
Diikaz. Vyjdeme ze zndmé identity
sin%singsin%:1+4sin%sin§sin%, (7)

ktera plati pro velikosti vnitinich hla v libovolném trojihelniku ABC.
O jeji platnosti se lze presvédcit aplikaci rovnosti v = 180° — (a + ),
resp. %fy =90° — %(a + ), na levé, resp. na pravé strané (7), a néslednych
upravéch. S ohledem na nerovnost (5) z této identity plyne

L By 13

Ssintsins <1+44-- ==

51n2sm2sm2_ + 3 2
coz pfimo dokazuje uvedeny disledek. Rovnost v (6) nastane, pravé kdyz
je trojuhelnik ABC' rovnostranny.
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Disledek 2
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro velikosti jeho vnitinich thla
«, 8 a -y nerovnost

2 B ’Y
1> (7)

2 —|—sm —+51

Mw

Diikaz. Také zde vyjdeme ze znamé trigonometrické identity

. g Q 5 B 3 1
sin® — +s sin® — = — — —(cos cos cos 8
in? S sin? S +sin? L= 2 J(cosacosfrcosy),  (9)
ktera plati pro velikosti vnit¥nich thld v libovolném trojthelniku (jeji di-
kaz je zalozen na trojim vyuziti znamé formule pro kosinus dvojnasobného
argumentu). Pravou stranu (8) lze pfitom odhadnout pomoci nerovnosti
(6), a dostaneme tak
sin ——}—sté—&—sm - §—1 §—§
2 2 272 2277
Tim je i druhy disledek ovéren.

Existuje fada dalsi zajimavych nerovnosti, které lze dokazat uzitim vyse
dokézané véty a jejich dusledki. Napf. v publikaci [2] 1ze na str. 20, nalézt
nerovnost 2.9

sing —|—sin§ —|—Sinl < 3
2 2 2 =2
kterou lze dokazat mj. uzitim vySe uvedenych nerovnosti. Jeji dikaz po-
nechavame ¢tenaftm.

Z némeckého originalu psaného pro casopis Matematika-Fyzika—Infor-

matika pielozil a upravil Jaroslav Svréek.
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Ulohy inspirované origami

LIBOR BELDIK - JIRI PRIBYL
SPSE a ZDVPP Zatec — Pirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

V soucasnosti bychom jen s obtizemi hledali mezi lidmi nékoho, kdo by
nevédél, co se skryva pod pojmem origami. Nadto je matematicka verejnost
obvykle také obezndmena s faktem, Ze v oblasti origami je (z pohledu ma-
tematického) celd fada loh a problému rizného stupné obtiznosti. Mnohé
z nich jsou pak svym charakterem vhodné pro zaky zékladnich nebo stied-
nich 8kol. Jak se snazime nazvem naznacit, budeme zde prezentovat ilohy
s prvky origami, které byly feSeny béhem vyucovani matematice, pficemz
se jednalo o rozsifené hodiny matematiky.

Autofi ¢lanku si uvédomuji, Ze ucitel na zakladni, popt. na stfedni gkole,
ma k dispozici pomérné velké mnozstvi tloh rzné obtiznosti. Tyto ulohy
k nému prichazeji nejen prostfednictvim riznych ucebnich materialt a
sbirek, ale také z rtiznych soutézi a testovani. Pfestoze je téchto tiloh hodné,
domnivame se (na zdkladé vlastni zkuSenosti), Ze ucitelé se radi vraceji
k dlohdm, které sami vymysli (objevi), popf. s nimiz je sezndmili jejich
zaci. Do této skupiny patii také tlohy prezentované v ¢lanku. Neékteré
jsou ptivodni (autorské), u jinych se ukazalo, Ze se v literatute objevily jiz
difve. Ulohy, které predkladame, jsou odzkousené ve skolské praxi a mira
jejich obtiznosti odpovida lloham z matematiky nejvyse pro stiedni skoly.
Vzhledem k tomu, Ze tlohy ve vzdélavacim procesu hraji celou fadu roli,
nechavdme na ¢tendii (uciteli), aby se sdm rozhodl, zda a popt. kam zaradi
vybrané tlohy do své vyuky.

Ulohy budeme prezentovat takovym zptisobem, Ze ¢tenafi predstavime
urc¢itou konstrukei (postup), a pak polozime otédzku. Pfeformulovani Glohy
do jiného kontextu neni obtizné.

Zacneme ulohou, jejiz idea se objevuje pfi feseni celé fady dalsich uloh.

Uloha prvni

Méjme c¢tvercovy papir. Sestrojme bod P konstrukei, ktera je zazna-
menana na obr. 1.Y) Jednotliva ¢&isla u tsecek oznacuji poradi, ve kterém
byly sestrojovany. Nejprve tedy byla sestrojena osa strany papiru, nasledné

1 Hrany papiru a vytvorené piehyby budeme nazjyvat useckami. Jsme si védomi toho,
ze v celé fadé publikaci jsou tyto hrany oznacovany jako primky.
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pak osa Ghlu. Nez budeme pokracovat dale, mtiZzeme s zéky (v zavislosti
na jejich véku) hledat odpovédi na néasledujici otézky:

1) Kolik existuje os soumérnosti étverce a které to jsou?

2) Které z os soumérnosti ¢tverce maji nejvétsi délku a které naopak
nejmensi délku?

3) Jaké jsou délky os v milimetrech, pokud sestrojime postupné ¢tverec
z papiru formatu A3, A4 a A5?

4) Protinaji se vSechny osy soumérnosti ¢tverce v jednom bodé? Pokud
ano, proc¢?

5) Maji osy i jiné pojmenovani?

Obr. 1 Konstrukce bodu P

Nyni sestrojime tieti tsecku tak, jak ukazuje obr. 1. Bod P vznikne
jako prusecik tsecky 2 a tsecky 3. Urcete:

1) V jakém poméru déli bod P tsecku 27
2) Vedeme-li z bodu P kolmici ke strané AB (viz obr. 2), v jakém
poméru déli pata kolmice F stranu papiru AB?

3) Obdobné predchozi otézce: Pokud sestrojime kolmici z bodu P ke
strané BF', v jakém poméru déli pata této kolmice stranu BF papiru?

Pred zéky jsme predstoupili pouze s druhou otazkou, pricemz po jejim
zodpovézeni, je nalezeni odpovédi na otézky 1) a 3) jiz béznou zélezitosti.
Pro odpovéd na tuto otdzku sledujme obr. 2. Pfedpokladejme, ze délka
strany ctvercového papiru je rovna 1. Pokud se s timto predpokladem
zaci setkdvaji poprvé, je pro né obtizné zduvodnitelny ¢i pochopitelny.
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K tomuto zavedeni muzeme dojit po provedeni celé fady pfipadd, kdy
nechame zaky postupné pracovat s ruzné velkymi ¢tverci a ukazeme, ze na
velikosti strany nezalezi.

G C F

A D E B
Obr. 2 Déleni tusecky

Do kartézské souradnicové soustavy umistime ctverec tak, aby jeho vr-
chol A splynul s pocatkem souradnicového systému a bod F' mél soutadnice
[1;1]. Soufadnice bodu P jsou neznidmé, oznacime je x, pfesnéji P[z,x].
Zaci by méli sami zdfivodnit, proé¢ y-ova soufadnice bodu P je stejna jako
z-ové. Usetka AE ma tedy délku z a tse¢ka EB ma délku 1—z. UkéZeme,
ze bod F déli tsecku AB v poméru 2 : 1.

Trojuhelniky BDC a BEP jsou podobné (véta uu), plati tedy

|C’D|_\BD|
|PE|_|BE|
a odtud
L 3 =2-2r=1= _2
ol B r=x x_3.

Usecka AFE ma tedy délku % a usetka FB méa délku % Odtud plyne vyse
uvedeny zaver.

Uvedena konstrukce se pouzivd k déleni papiru nebo tsecky na tfi
shodné dily. Prezentovany postup lze najit v celé fadé publikaci, ¢tena-
fové pozornosti vak doporucujeme [4].

Nasledujici tloha je jednim z moznych navazani na pfedchozi tilohu.
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Uloha druha
Predpokladejme, Ze strana ¢tverce z prvni tlohy méa velikost 1. Urcete
obsah trojthelniku FCP (viz obr. 2).

Tato tloha pfirozené vyplynula z toho, ze zaci zkoumali vlastnosti vyse
prezentované konstrukce.

Obsah trojuhelniku FFC'P uréime snadno s vyuzitim pfedchoziho po-
znatku, ze vzdalenost bodu P od tsecky F'C je rovna % (viz tfeti otazka
prvni tlohy a soufadnice bodu P), coz je zaroveii délka vysky v trojihel-
niku FCP ke strané FC (ozna¢me ji v1). Protoze velikost tise¢ky F'C' je
rovna %, pak obsah trojuhelniku F'C' P urc¢ime nasledovné:

1

1 1 1
SFCP:§'|FC|"U1: 33513

N =

Ulohu mtizeme snadno modifikovat. Sestrojme p¥elozenim papiru druhou
thlopricku ve ¢tverci. Situace je zndzornéna na obr. 3. Urcete obsah vy-
barveného trojihelniku BPH.

G c F

A D B
Obr. 3 Obsah trojuhelniku BPH

Obsah trojuhelniku BPH uréime jako rozdil obsaht trojuhelniku BF H
a trojahelniku BF P. Obsah trojihelniku BF' H je roven %. Doporucujeme,
aby si zaci tuto skutecnost ovérili pravé prelozenim daného Ctverce nej-
prve podle jedné thlopticky, vznikne rovnoramenny pravouhly trojahelnik
o poloviénim obsahu, a nasledné ptrelozenim podle druhé thlopficky, opét
vznikne rovnoramenny pravouhly trojihelnik, avsak o ¢tvrtinovém obsahu
Ctverce.
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Pro vypocet obsahu trojihelniku BF' P vyuZijeme znalosti o poloze
bodu P. Z obr. 2 je patrné, ze vzdalenost BE je velikosti vysky v troj-
thelniku BF P na stranu BF'. Oznac¢ime-li si velikost vysky jako v, potom
plati vo = % Obsah trojuhelniku BF P uréime jako

1 1 1 1
— Z.BFl-vo==-1-= ==
Sprp 2| |- v2 5 376
a obsah trojihelniku Sgpcop
1 1 1
SBPH—SBFH_SBFP—i_é—E'

Za povSimnuti stoji fakt, a miniméalné zaky tato skutecnost prekvapila, Ze
trojuhelniky FC'P a BPH maji stejny obsah.
Ctenaifim nabizime dalsi ndméty pro vyuku, resp. k dalsi avaze:

1)

Povsimnéte si vlastnosti, kterou ma rovnoramenny pravouhly troj-
thelnik. Prelozime-li ho v poloviné, tj. podle vysky spusténé z vr-
cholu pfi pravém thlu, ziskdme opét rovnoramenny pravouhly troj-
thelnik, avsak o poloviénim obsahu. Jedna se o analogii s preklada-
nim papiru forméatu A. Pielozime-li papir formatu A4, ziskdme papir
formatu A5, avSak o poloviénim obsahu. Oba trojuhelniky jsou po-
dobné, stejné tak oba papiry A4 i Ab jsou podobné.

a) Zduvodnéte, proé¢ tuto vlastnost ma mezi obdélniky pouze obdél-

nik formatu papiru A.

b) Rozhodnéte a zdtvodnéte, zda existuji i jiné trojuhelniky s touto
vlastnosti, tj. po urcitém pfelozeni vznikne trojihelnik s ptuvod-
nim podobny (avSak o poloviénim obsahu) nez jen rovnoramenné
pravothlé.

c¢) V obou pfipadech urcete koeficient podobnosti.

Urcete obsahy trojuhelniki HPC' a GBC.

PovSimnéte si, ze je-li dan ¢tverec papiru o strané 1, umime sestrojit
trojuhelniky s obsahy: %, %, %, %, 1—12 Rozhodnéte, zda lze sestrojit
trojihelnik s obsahem %

Jak se zméni pozice bodu P, budeme-li pracovat nikoliv se ¢tver-
cem, ale s papirem formatu A, napf. A4. K této tloze doporuc¢ujeme
prejit az po vyfeseni problému 1 tohoto seznamu. Vezméte v potaz
skutec¢nost, ze prvni tsecku miiZzete sestrojit dvéma riznymi zpui-
soby — nejprve jako osu delsi strany, nasledné pak jako osu kratsi
strany.
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5) Jak se zméni poloha bodu P, budeme-li pracovat nikoliv se ¢tvercem,
ale s obdélnikem s pomérem stran 1 : 2. Zvazte obé moznosti.

Zatimco prvni tloha je standardni a druhé vznikla jako reakce na tuto
ulohu, nasledujici tlohy vznikly spontanné pfi vyuce matematiky z pod-
nétu zaka.

Uloha tfeti

V ramci vyuky jsme se zabyvali modelem krychle, jejimz autorem je
prvni z autord ¢lanku. Autorim je znamo pfes tficet riznych zptsob, jak
s pomoci origami vytvorit model krychle. Do vyuky byl zvolen model, ktery
se slozi ze dvou Ctvercovych papirt. Byl vybran z toho duvodu, Ze jeho
poskladani neni obtizné a zvladnou ho i méné zrucéni zaci — je netrivialni,
nespoc¢iva jen ve spojeni Sesti stén a je méné obvykly. Sestavenou krychli
je vidét na obr. 5, jednotlivé moduly, ze kterych vznika, pak na obr. 4.

Obr. 4 Dvé ¢asti modelu krychle (zakovska prace)

Obr. 5 Slozeny model krychle (zakovska prace)

Tato tloha vznikla, kdyz zaci rozlozili model na dva jednotlivé dily — mo-
duly — a zkoumali u daného modulu jeho geometrické vlastnosti. Vznikly
&arovec? lze vidét na obr. 6.

hrany, které vznikaly v prubéhu skladéani.

92 Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020



Méjme ¢tvercovy papir o strané délky 1. Urcete, jaky je obsah vystino-
vaného utvaru.

Obr. 6 Céarovec rozlozeného modulu krychle

Resenitlohy je nasledujici: Naznacené vodorovné a svislé piehyby rozdélily
¢tvercovy papir na 9 shodnych c¢tverci, strana kazdého vzniklého ctverce
ma tudiz délku % a obsah kazdého z téchto ¢tverci je %. Vybarveny ctverec
ma délku strany rovnu délce thlopficky ¢tvercti vzniklych prehybanim
papiru (obr. 6), tedy %\/5 Obsah vybarveného ¢tverce je pak roven

v2\" 2
3] 9

Nabizime i druhy zptisob feseni. Uvédomme si, Ze vybarveny ¢tverec se
sklada z jednoho ,,malého“ Ctverce a CtyT trojuhelnik. Pomyslnym presu-
nutim tii trojihelnikd k jednomu vybranému ziskdme dalsi ¢tverec. Vy-

i

sledkem je soucet obsahti dvou ¢tverct, z nichz kazdy ma obsah roven 3.

Ctenaitim zde nabizime dalsi naméty do vyuky ¢ k premysleni:

1) Ulohu Ize modifikovat pouZitim obdélnikového papiru. Pokud bu-
deme pracovat s obdélnikovym papirem, vznikne kvadr.

2) Rozmyslete si, jak sestrojit modul pro sestaveni krychle. Napovime,
ze k vyfeseni tohoto problému s tispéchem muzete vyuzit vysledek
prvni tlohy naseho ¢lanku.

3) Dopliite do ¢arovce thlopficky do ¢tyf rohovych étvercit a do pro-
stfedniho ¢tverce. Ziskate papir rozdéleny na 36 shodnych (rovno-
ramennych pravouhlych) trojihelnik. Rozhodnéte, zda je mozné
vyznacit na papiru ¢tverce s obsahem: %, %, %, %, g, %, g, % al.
Nepodafi-li se vam nalézt ¢tverec, rozhodnéte, zda existuje alespon
obdélnik s danym obsahem.
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Také nasledujici uloha vznikla ve vyucovaci hodiné, jeji ideovy zaklad
polozili zaci sami, kdyZ se snazili pomoci prehybani papiru konstruovat
rizné rovinné obrazce. Celkem snadno se jim podafilo sestrojit kromé
¢tverce, obdélniku, rovnoramenného trojthelniku i rovnobéznik a licho-
béznik.

Uloha é&tvrta
Sestrojte rovnoramenny lichobéznik UVY X, jak je ukdzano na obr. 7.

D F C

A E B

Obr. 7 Rovnoramenny lichobéznik UVY X

V lichobézniku UVY X postupné urcete:

1) velikosti obou zdkladen,

2) délku ramene,

3) vysku lichobézniku,

4) obsah lichobézniku,

5) velikost Ghlu, ktery svird rameno se zakladnou XY

Nabizime feSeni, které je zalozeno na analytické geometrii. Pro feSeni
tlohy, resp. pro zodpovézeni nékterych otazek, je vhodné urcit souradnice
bodi X, Y, U, V. Pfedpokladejme, ze ¢tverec papiru mé velikost strany 1.
Umistéme c¢tverec do kartézské soustavy souradnic tak, ze bod A bude
umistén do pocatku a bod C' mé soufadnice [1;1]. Body B a D budou mit
po fadé soufadnice [1;0] a [0; 1]. Pokud jste neopomenuli fesit prvni tlohu,
pak je jasné, ze paty kolmic z bodu X k tseckdm DA a AE déli kazdou
z nich v poméru 1 : 2. Snadno jiz uréime, ze bod X mé soutradnice [%; %]

94 Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020



Obdobné uréime soufadnice bodu U, které jsou [3; 5]. Nasledné uréime
soufadnice bodu V a Y, které jsou po radé [%, %} a [%; %] Nyni jiz snadno

zodpovime dané otazky.

ad 1)
2 1
XY| =<, |UV|==
Xvi=2 jovi=,
ad 2)
2 2
1 1 2 1 )
| XU| = -5 tls—3 :£7
6 3 3 3 6
ad 3) vysku lichobé&zniku oznacime v, plati
1
v==
37

ad 4) obsah lichobé&zniku ur¢ime ze zndmého vztahu
1 1

1 1/2 1
— (XY - (242) 2=
§ =3 (IXY|+ UV 2<3+3) 5= ¢

ad 5) thly YXU a XFEA jsou stfidavé, tedy shodné. Budeme se tedy
zabyvat thlem X E' A, jehoz velikost ozna¢ime a. Uzitim Pythagorovy véty
nejprve uréime velikost pfepony pravothlého trojuhelniku AED s pravym

thlem pfi vrcholu D:
2 2 2 15

|ED| = ?

Z definice funkce sinus v pravothlém trojthelniku vime, ze

_2v5

sina =
5

o~

Chceme-li zjistit pfibliznou hodnotu «, uzijeme inverzni funkci arkus sinus

2V5 . 63,43°.

(arcsin).
o = arcsin

Zajemctim o tuto problematiku nabizime dalsi naméty pro vyuku:
95
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1) Dokazte, ze bod U lezi na uhlopticce AC.
2) Urcete obsah lichobé&zniku XY CD.

3) Urcete uhel, ktery svird rameno XU lichobéZniku UVY X se zaklad-
nou UV.

4) Jak se zméni jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pirem s pomérem stran 2 : 17

5) Jak se zméni jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pirem forméatu A?

6) Je dany lichobéZnik UVY X tecnovy ¢i t&tivovy?

Posledni tloha, kterou predklddame ¢tenditim, je variaci na pfedchozi
téma.
Uloha péata

Sestrojme rovnobéznik stejné jako na obr. 8.

D F C

A E B
Obr. 8 Rovnobéznik K LM N
V rovnobéZzniku K LM N postupné urcete
1) délku strany KL,
2) délku strany LM,
3) vysku rovnobézniku,
)

4) obsah rovnobéZniku.
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Resent této tilohy je obdobné jako tilohy predeslé. Opét mizeme vyuzit
metod analytické geometrie a stejné jako v predchozi tilloze umistit ¢tverec
do kartézské soustavy soufadnic tak, aby bod A mél soufadnice [0;0],
bod C mél soufadnice [1;1] a body B a D mély po fadé soufadnice [1;0] a
[0; 1]. Opét (jako v predeslé tloze) si sta¢i uvédomit, ze bod M déli usecku
DA v poméru 2 : 1 a tsecku AE v poméru 1 : 2. Takze bod M bude mit
soutfadnice [%; %] Obdobnym zptsobem urcime i zbyvajici soufadnice.
Bod N bude mit soufadnice [%, %}, bod K bude mit soufadnice [%; %}
a bod L soufadnice [%, %] Nyni jiz opét snadno zodpovime stanovené
otazky:

ad 1)

1
|LK| = -,
2

=8 (o3 -

ad 3) vysku rovnobézniku oznacime v, plati

ad 2)

v=_—,

3
ad 4) obsah rovnobézniku uréime ze vztahu

1

11
S=|MN|-v== --=-.
| | 2 3 6
V pripadé ¢tvrté otazky této ulohy pak nastinime, jak by se dalo po-
stupovat bez vyuziti metody analytické geometrie. Povsimnéme si rovno-
bézniku AECF'. Je ziejmé, Ze plati

IKL| = |MN| = |AE| = -.

Je zfejmé, ze rovnobéznik M NKL se do rovnobézniku AECF vejde
celkem t¥ikrat (je tvoren tfemi shodnymi rovnobézniky). Obsah rovnobéz-
niku AECF je %, nebot staéi od ¢tverce ABC'D odebrat dva trojtihelniky
AFD a CEB, které po presunuti vytvoii obdélnik s obsahem % Protoze
obsah rovnobézniku M NKL je tietinovy obsahu rovnobézniku AECF,
pak je vypocet jiz snadny.
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Ctenéfi nabizime pouze jeden ndmét k premysleni:
1) Uréete rozméry papiru tak, abychom pfi provedeni konstrukce rov-
nobézniku ziskali kosoctverec.

Zavér

Nase zkusenosti ukazuji, ze pouziti origami ve vjuce matematiky mize
hrat nejen roli motivacni, ale praveé také muze ukazat, zda zakovy poznatky
jsou pouze na trovni formalni ¢i mirné je pfesahujici, nebo zda zak plné po-
rozumél dané problematice a je schopen aplikovat své znalosti i na skolsky
nestandardni tlohy. Vhodné zvolené tlohy mohou doplnit obvyklou vy-
uku geometrie (pfedevsim) a nendsilné pfivést zdky k aktivnimu p¥istupu
k vyuce. Zkusenost, kterou jsme ziskali je takova, ze primeérni nebo nena-
padni Zaci se projevi prekvapivé, napf. zajimavym Fesenim nebo tvorivou
obménou modelu ¢i postupu skladani.

Pfedchozi text ukazuje, jak z pivodniho tématu (déleni tsecky) vza-
jemnou interakci mezi ucitelem a zaky vznikly dalsi, méné obvyklé tlohy.
K dalsimu seznameni s problematikou ,origami a matematika“ 1ze dopo-
rudit ¢lanky [1], [2] a [3].
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Jednoduchy planimetr

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Na pocatku 19. stoleti vzrostla potfeba urcovani velikosti pozemku
z map a plant. To vedlo k vynalezlim a zdokonalovani réiznych typi pla-
nimetri, jez slouzily k méfeni obsahd rovinnych utvart.

Planimetr, kterym se budeme zabyvat, nesestavuje na rozdil od jinych
obsah méreného tutvaru po ¢astech, ale je zalozen na prevodu ttvaru z mno-
hothelniku na trojthelnik téhoz obsahu. Jeho funkéni model si mizeme
snadno vyrobit nebo vytvorit jeho pocitacovou verzi v dynamické geo-
metrii.

Vynéalez byl v ruznych variantach priznan nékolika osobam. Vsechny
takové planimetry jsou v podstaté stejné, skladaji ze t¥i ¢asti (obr. 1).

Mg¢titko

ploch ---

LU L L L L L ) A L ) B
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Obr. 1 Schéma planimetru

Méfvitko ploch je pravitko se stupnici. Umistujeme je pevné na mapu
do pottebné polohy. Podél jeho hrany p lze posouvat jezdcem, k némuz je
otacivé v bodé O pripevnéno rameno. Polohu bodu O, kterou urcuje jeho
kolmy pramét na pfimku p, odecitame pomoci rysky vyznacené na jezdci.
Pismenem ¢ budeme znacit rovnobézku s pfimkou p vedenou bodem O.

Rada dostupnych pramenti uvadi, Ze prvnim autorem tohoto vynélezu
je Karel Gangloff (1809-1879), ktery za néj ve Vidni roku 1856 obdrzel
malou bronzovou medaili. V podstaté stejny planimetr vsak sestrojil pol-
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sky geodet Jan Zaremba (v polsting Zareba) jiz roku 1829. Popsal jej
v rodné fedi, a tak se o ném za hranicemi Polského kréalovstvi, které bylo
Gasti carského Ruska, piilis nevédélo [9], [5]. Prvni némecky psany popis
[4] Zarembova planimetriu je z roku 1908.

1. Méreni obsahu s pomocnym vypoc¢tem

Planimetry pro tento zpisob méfeni mély stupnici i na ramenu, a to
s pocatkem v bodé O. I kdyz se postup neobejde bez vypoctu, byl v praxi
uzivan a je vhodny pro nase Gvodni Gvahy. Bez Gjmy na obecnosti bu-
deme zanedbavat vzdalenost bodu O od hrany p méfitka. Jinak feceno,
ztotoznime piimky ¢ a p.

D
C

1 0 1 2 2 1 0 1 2

Obr. 2 Méfeni obsahu Sestitthelniku se dvéma vrcholy na pfimce ¢

Maéme zjistit obsah Sestithelniku ABCDEF na obr. 2 jeho pfeménou
na trojihelnik X DY téhoz obsahu. Umistime planimetr tak, aby body A
a F' lezely na pfimce ¢, rameno planimetru prochézelo vrcholem D a bylo
kolmé k hrané méritka ploch, a aby se bod O nachéazel v pocatku stupnice
méfitka (obr. 2 vlevo). Vysku v = |OD] trojihelniku X DY zjistime na
stupnici ramene. Polohy krajnich bodd X a Y jeho zakladny urc¢ime na
pfimce g nasledovné.

1. Rameno pfemistime do polohy AC a pak posuneme tak, aby pro-
chézelo vrcholem B. Vyslednou polohu bodu O ozna¢ime G (obr. 2
vpravo). Plati GB || AC. Zaménou trojuhelniku AC B za trojihelnik
ACG téhoz obsahu tedy nahradime Sestitthelnik ABC' D E'F pétituhel-
nikem GCDEF, aniz by se obsah Gtvaru zménil.

Povsimnéme si, ze i obsahy trojihelniki CBR a GAR, kde R je
prisecik tsecek AB a C'G, jsou stejné. (Jsou to obsahy trojihelniki
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ACB a ACG zmenSené o obsah jejich spolené ¢asti ACR.) Rov-
nost obsaht utvarat ABCDEF a GCDEF muzeme tedy zduvodnit
i odebranim trojuhelniku CBR a pfidanim trojihelniku GAR.

2. Rameno planimetru oto¢ime z polohy GB do polohy GD a pak posu-
neme, aby prochazelo vrcholem C'. Vyslednou polohu bodu O ozna-
¢ime X (obr. 3 vlevo). Pétitthelnik GCDEF jsme nahradili ¢tyfahel-
nikem X DEF'| aniz by se zménil obsah.

3. Nakonec analogicky upravime ohraniceni u vrcholu E: Rameno umis-
time do polohy F'D a potom posuneme do polohy YE || FD.

Obr. 3 Dalsi kroky méfeni obsahu Sestitthelniku

Ziskali jsme trojihelnik XY D s obsahem rovnym obsahu Sestitthelniku
ABCDEF. Vysku trojuhelniku jiz zndme a jeho zékladnu z = | XY| ur-
¢ime z poloh bodi X a Y zjisténych na stupnici planimetru.

Obsah Sestithelniku je tedy

S=z-

g. (1)

2. P¥imé méreni obsahu

Uvedené méieni lze upravit tak, abychom mohli ¢ist velikost obsahu
pfimo na stupnici méfitka ploch. Stac¢i pozménit postup, aby vznikl troj-
thelnik, ktery méa libovolné zvolenou vysku.

Ze vztahu (1) plyne, Ze pii volbé v = 2 je S = z. Obsah pak udava
délka zakladny na stupnici méritka. Dokonce muzeme k pouzivané mapé
zvolit vysku v tak, aby nejmensi dilek stupnice métitka ploch predstavoval
jeden hektar méreného pozemku, nebo jeho dekadicky nasobek.
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Postup, ktery uvedeme, uzival Zaremba i Gangloff. Oba provadéli mé-
feni stejné, Zaremba jej zduvodnil v [9]. Ganglof u svych vynélezi publi-
koval jen popis pfistroje a navod k obsluze. Dikaz Gangloffova postupu
méfeni uvedl az Miiller, viz [6] nebo [7]. Nevime, zda jej od Gangloffa pte-
vzal. Obé zdlivodnéni si ukdzeme na prikladu urceni obsahu ¢tyruhelniku
ABCD.

Na pocatku méfeni umistime planimetr tak, aby jeho rameno prochazelo
vrcholem A, bylo kolmé k hrané méritka, a aby byla délka tisecky O A rovna
zvolené vysce v hledaného trojuhelniku (obr. 4 vlevo).

Kvili ndzornému zdtvodnéni si Miiller doplnil ¢tyfthelnik ABCD na
Sestitthelnik ABCDPQO, kde P € p. Zaremba pocatecni stav nedopliio-
val, ale povazoval Gtvar ABCDAO za singularni Sestithelnik (minime tim
Sestitthelnik ABCDV O, kde V = A; tsecka OA predstavuje jeho dvé
sousedni, avSak totoZné strany). Oba pak pokracovali niZze popsanym zpu-
sobem.

Zaremba Maller Zaremba Miller
C C
D B p B
A
q
0] P 0 E O P EO

Obr. 4 Prvni kroky Zarembova a Miillerova zdivodnéni postupu

Nejprve stanovili smér postupu méfeni po hranici ttvaru. Zvolime jej
v kladném smyslu (proti pohybu hodinovych rucicek), tedy pies vrcholy
A, B,C a D v tomto poradi.

Prvni krok, otoceni ramene z polohy OA do polohy OB a pak posunuti
do polohy F A, zapiseme OA — OB — FA.

Jak vidime na obr. 4 vpravo, nahradil Miiller Sestitthelnik ABC' D PO pé-
tithelnikem BC' DPE téhoz obsahu. Pfi Zarembové postupu byl singuldrni
Sestitthelnik ABC' DAQO nahrazen jinym neobvyklym utvarem, zkiizenym
Sestitthelnikem BCDAOE. Jeho strany AO a BE jsou zkiiZzené, protinaji
se v bodé T'. Tim vznik4 dojem, Ze obsah neztistal konstantni, nebot

Secpaoe = Sapcp + Stea + SToE.

Nutno si v8ak uvédomit, Ze planimetr méri orientovany obsah. Pokud
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smér postupu obratime, budeme ramenem posouvat v opa¢ném sméru a
vysledna poloha ramene zobrazi obsah na opacné strané od jeho poca-
teéni polohy. Orientovany obsah zna¢ime tuénym pismenem S na roz-
dil od neorientovaného obsahu S. Pro libovolny trojuhelnik XY Z plati
Sxyz = Sxzy >0, avak Sxyz = —Sxzy.

Zajimé-li nas orientovany obsah zkiizeného Sestithelniku BCDAOE,
musime vzit v ivahu, Ze zkfiZzeni ramen zpusobi obraceni sméru postupu.
Maéame-li zvolen smér postupu méfeni v potadi F, B, C, D, A, O, je
tento smér pi¥i prochazeni trojihelniku TOFE opaény, nez smér odpovi-
dajici atvaru TBC'DA. Vime, Ze

Stor = —SrBA,
a proto plati
Secpaoe = Stecpa +StoE = Sapcep +Srea +SToE = SaBCD-
Na obr. 5 vlevo vidime situaci po dalsich dvou krocich,
FA—- FEC—FB a FB—FD— GC.

V Miillerové pfipadu jsme ziskali trojuhelnik PGD. Ten ale nemé danou
vysku v. Zarembuv postup vedl ke zkiizenému cétyithelniku OADG.

Zaremba Miiller Zaremba Miiller

Obr. 5 K zavéru Zarembova a Miillerova zdivodnéni postupu

Provedenim posledniho kroku, GC — GA — Y D, obrzime u Zaremby
trojahelnik AOY, jehoZ zékladna méa délku |OY| = Saoy = Sapcp.

V Miillerové situaci nahradime trojihelnik GDY trojahelnikem ADY'.
Vznikne ¢tyiuhelnik ADPY | ktery ma s po¢ate¢nim utvarem ABCDPO
spole¢nou ¢ast ADPO. Po odecteni obsahu této ¢asti od obsaht Sappy
a Sapcppo dojdeme k témuz vysledku Sapcp = Saoy = |OY].
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3. Historické poznamky

Predchiidcem Zarembova vynalezu byl Kolbergiv planimetr?) z roku
1920 popsany v polském lesnickém ¢asopisu Sylwan [1]. Kolberg vychazel
z poznatku, Ze pro obsah S trojuhelniku plati 25 = m?, kde m = \/z - v je
geometricky primeér zakladny a vysky. Jeho planimetr se skladal z tabulko-
vého diagramu vyrytého do mosazné desticky a z dvojitého odpichovatka,
které umoziiovalo soucasné prenaset délku d i jeji polovinu (obr. 6 dole).

Pro uréeni obsahu Kolbergovou metodou zvolime pétithelnik ABCDFE
na obr. 6. Pétithelnik nejprve rozdélime vhodné zvolenymi thlopfickami
na co nejmensi pocet trojuhelnikt, v nichz pak zvolime zakladny a vysky.
Geometrické priméry m; = /ax, ms = /by a m3z = ./cz sestrojime
s vyuzitim odpichovatka a Eukleidovy véty o vySce postupem vyznacenym
pro konstrukci tsecky m; na obr. 6 uprostied.

K urceni vysledného obsahu, ktery je dan vztahem

m2
SZ?’ kde m = y/m3+m3+m?,

se vyuzivala konstrukce na obr. 6 vpravo a diagram na tabulce planimetru.

Odpichovéatko d|_—w——d/2
Obr. 6 Meéfeni obsahu podle Kolberga

Jan Zaremba byl pfisezny geometr knizete Adama Czartoryského. S pod-
porou knizete sestrojil planimetr, ktery dukladné popsal v publikaci [9].
Ta rovnéz obsahuje odborny posudek univerzitnich profesori Kolberga a
Grabinského a List pfiznani vynalezu vystaveny Administrativni radou
kralovstvi. Publikace je na webu dostupna ve formatu pdf.

DXKolberg se ve starsich pramenech uvadi jako Colberg
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Kopii puvodniho nakresu Zarembova planimetru pfedstavuje obr. 7.
Pristroj byl vyroben z mosazi. Kruhovy prstenec pevné spojeny s rame-
nem byl opatfen stupnici s noniem a umoznoval pfesné nastaveni sméru
ramene. Jezdec se pohyboval ve drazce a aretacni Srouby umoznovaly zajis-
tit polohu jezdce i ramene. Stupnice méfitka ploch byla vybavena noniem
a na posouvatelné listé méla dvoji ¢islovani (zleva doprava a zprava do-
leva), aby si uzivatel mohl podle potieby nastavovat poc¢atek a pohodlné
odecitat délku jednim, nebo druhym smérem.

[P TER

FERETET

Obr. 7 Zarembuv planimetr

Karel Gangloff, nadlesni v Rozmitale pod Tiems$inem, absolvoval jed-
noro¢ni kurz na prazské polytechnice. Protoze byl autorem celé fady uzi-
teénych vynélezl, nazyvali jej jeho soucasnici Cesky Archimédeés.

Gangloffiv planimetr byl podstatné jednodussi, dal se snadno a levné
vyrobit. Jeho prvni verze (1856) je zndzornéna na obr. 8. Méfitkem ploch
bylo samostatné pravitko, jehoz stupnice mé stejné ¢islovani na obé strany
od nuly umisténé uprostied. Jezdec se skladal ze sklenéné desky o rozmé-
rech 42x 26 cm. Rameno tvorila ziné r napjata v rdmu otacivé pripevnéném
k desce jezdce v bodé O. Ryska z; ukazovala polohu bodu O na stupnici a
ryska zo slouzila k nastaveni vlakna r do polohy kolmé na hranu pravitka.
V ramu ramene byla jesté jedna napjata zin€, ktera protinala zini r v bodé
M tak, aby |OM| byla zvolenou vyskou v vysledného trojihelniku.
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Jezdec

Rameno

1411121310987 654 32101234567 891011121314
Metitko ploch

Obr. 8 Gangloffiv planimetr

O Gangloffovi je znamo, Ze své vynalezy neustale zlepSoval. Jeho plani-
metr z roku 1876 znazornuje obr. 1. Rameno, jez vyrobil ve tvaru kovové
pasky, mélo pét rysek urcujicich bod M pro mapy ruznych méritek a pro
meéreni jak ve starych rakouskych jednotkach, tak i v nové zavedené met-
rické soustavé, viz [3].

Kdyz roku 1877 popsal vidensky profesor Josef Schlesinger své vynalezy,
tachygraf a tachygraficky planimetr v rozsahlé publikaci [8], reagoval na to
prof. Frantigek Miiller ¢lankem [7]. Ukdzal, ze Gangloffav i Schlesingeriiv
planimetr jsou v podstaté stejné, a ze objev prislusi Gangloffovi, nebot je
jeho vynalez o 21 let starsi. Prioritu vynélezu pfiradil Gangloffovi i ve své
vyznamné uéebnici [6] a z téchto prament se poznatek zfejmé dostal do
encyklopedii a navazujicich praci.

Kolem roku 1908 se s Miillerovym ¢lankem seznamil mlady polsky astro-
nom Lucjan Grabowski, ktery tehdy pusobil jako stipendista v Némecku.
Aby uvedl véci na pravou miru, sepsal v néméiné ¢lanek [4] o polskych
vynalezech planimetri. Ukéazal, Zze principidlné stejny planimetr sestrojil
Zaremba o 27 let diive nez Gangloff. Clanek tehdy jesté neznamého védce
byl zapomenut.
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Planimetr s ipravou pro méfeni popsané v odstavci 2 vyrabéla v sedm-
desatych letech 19. stoleti némecka firma Mechaniker Sickler v Karlsruhe.
Byva oznacovan jako planimetr Dasnoytv, viz [2] a [6].

Kromé Schlesingera si podobné planimetry nechal patentovat Hierony-
mus Totsching z Insbruku (1905 a 1919). Gangloff se v dobé Zarembova
objevu ucil lesnikem nedaleko hranice s Polskem. Nevime, zda Zarembuav
vynalez znal, nebo zda planimetr objevil nezavisle na ném. Zadost o patent
pravdépodobné nepodal.

Obr. 9 Gangloffiv planimetr, origindl a model

4. Namét pro zajmovou praci

Model Gangloffova planimetru z obr. 9 vpravo si mizeme snadno porfi-
dit. Za méfitko ploch zvolime delsi pravitko a jako jezdec poslouzi obdélni-
kova plastova desticka. Pti jejim dolnim stfedu vyvrtame otvor o priméru
1 mm, provleCeme jim stejné silny hiebi¢ek a na néj nasadime rameno
vystfizené z tvrdsi plastové podlozky na psani. Osu ramene narysujeme
permanentnim fixem. Na jejim dolnim konci je tfeba vyvrtat otvor pro
otacivé pripojeni k jezdci. Po nasazeni ramene narazime na hiebik vcéelar-
sky mezernicek (nebo jiny vhodny objekt), aby ¢asti drzely pohromadé.

Planimetry Ize vyrobit svépomoci a praci s nimi bychom méli zamérit
na rozvoj geometrického mysleni. Metodické rozpracovani nechavam na
uciteli. Doporucoval bych nejprve smérovat studenty k nalezeni postupu
z odstavce 1. Mtzeme zacit obecnym ¢tyfthelnikem nebo pétithelnikem a
rameno planimetru opatfit stupnici. Nechat zéky, zda sami objevi néjaky
postup méfeni obsahu. Pokud budou netispésni, zvolime vhodnou napo-
védu. Po zvladnuti zéklad@ lze procvi¢it slozitéjsi situace. Resit tlohu,
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je-1li pfi pocatecni poloze pouze jeden vrchol Gtvaru na pfimce q. Seznamit
s pojmem orientovaného obsahu a metodou jeho piimého méieni. Resit
problém, jak jednim méfenim nalézt soucet nebo rozdil obsahii dvou mno-
hotihelnikd, je-li jeden mnohothelnik vné (nebo uvniti) druhého, apod.

Model planimetru lze téz vytvofit v dynamické geometrii a vyuku pro-
vadét pouze na pocitaci, bez pouziti mechanickych pomtcek. Pripadné
mizeme vyzkouset oboji a uvést i néco z historie.
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 261 a 262 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2020 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 261
Dokazte, ze desitkovy zapis né€které prirozené mocniny ¢isla 2021 zacina
Ctyicislim 2020.
Pavel Caldbek
Uloha 262
Je dan tétivovy ctyruhelnik ABCD. Kruznice, kterd prochézi vrcholy
A a B daného ¢tyiuhelniku, protind jeho thlopticky AC, BD po tadé ve
vnitinich bodech K, L. Polopfimky AL a BK protinaji kruZnici opsanou
¢tyFuhelniku ABCD po fadé v bodech P (P # A) a Q (Q # B). Dokaite,
ze piimky C'D a P( jsou rovnobézné.
Jaroslav Svrcek

Dale uvadime fesSeni tiloh 257 a 258, jejichz zadani jsme zvefejnili ve ¢tvr-
tém ¢isle lotiského (28.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 257
V pravouhlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB protind osa vnitiniho
thlu u vrcholu B odvésnu AC' v bodé D. Necht E je bod polopiimky C'B
pro ktery plati |AD| = |DE|. Dokazte, ze body A, B, D, E leZi na téze
kruznici.
Robert Geretschliger & Jaroslav Suréek

Reseni. Ozna¢me C’ patu kolmice z bodu D na pieponu AB. Jelikoz BD
je osa vnitiniho tthlu trojuhelniku ABC u vrcholu B, je bod C’ obrazem
bodu C' v soumérnosti podle osy BD a plati tak |CD| = |C'D|. Ze zadani
plyne |AD| = |DE|. Pravothlé trojihelniky CDE a C'DA se tak shoduji
v preponé a jedné z odvésen, podle véty Ssu jsou shodné a shoduji se tedy
i ve vnitfnich thlech pii vrcholech F a A.
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o D~ A c D, A

Pokud je bod B bodem tusecky CE (obr. vlevo), je vidét usecka BD
z bodli E a A pod stejnym tthlem a body A, B, D, E lezi na téZze kruznici.
Naopak, pokud je bod E bodem tsecky C'B (obr. vpravo), je ve ¢tyfihel-
niku EDAB soucet velikosti vnitinich thlid u protéjsich vrchola F a A
roven 180°, odkud opét plyne dokazované tvrzeni.

Jiné reseni. Podle véty o mocnosti bodu ke kruznici stac¢i dokazat rovnost
|CD|-|CA| =|CB|-|CE|.

Pfi obvyklém znaceni stran trojihelniku ABC mame |CA| = b, |CB| = a.
Osa thlu déli protéjsi stranu v pomeéru prilehlych stran, plati tak

ab be

|CD| = . |DE|=|AD| = .
a—+c a—+c

Z pravouhlého trojuhelniku C'DE podle Pythagorovy véty dostaneme

be \? ab \2
|CE| = V/|DE|* — [CD|* = - = (1)
a+c a+c

2

= b 2 —a?= b (2)

a—+c a—+c
Plati tak
ab?
|ICDI-|CA| = =[CB|-|CE],

a-+c

coz jsme chtéli dokazat.

Spravné fesSeni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Netplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
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Uloha 258
Dokazte, ze pro libovolné realné ¢islo = plati nerovnost

ot 422 +1> 2% (22 + 1).

Pro kterd x nastane rovnost?
Robert Geretschliger

Reseni. Dana nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
at =22 — 2?2+ 20+ 1 >0,
ktera plati, protoze postupnymi ipravami dostavame
et =23 — 2?42+ 1=
=at4+ 2?4+ 1-20% — 222 + 22 = (2 —2 - 1) >0,

jelikoz druhd mocnina realného cisla je nezaporna.
Rovnost v této nerovnosti nastane, pravé kdyz z2 —x — 1 = 0, tj. pravé

kdyz
1++5
TR

Jiné teseni (podle Piotra Kulisze). Ekvivalentni nerovnost
x4—2x3—x2—|—2x+120

ziejmé plati pro z = 0. Pokud z # 0, miZeme obé strany dané nerovnosti
délit ¢islem 22 a jeji levou stranu pak upravit do tvaru

etea2)or= () o Do [-2)

Uvedeny vyraz na levé strané€ nabyva vyhradné nezdpornych hodnot, proto
dana nerovnost plati. Stejné jako v pfedchézejicim feSeni najdeme body,
ve kterych nastava rovnost.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci.

Pavel Caldabek
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FYZIKA

Historické pokusy
v soucasné skole

ANEZKA VESELA - MICHAELA KRIZOVA

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kréalové

Uvod

Fyzika vétsinou nepatii mezi oblibené skolni pfedméty, prestoze s jejimi
technickymi aplikacemi se dennodenné potkavame a zivot bez nich si uz
nedokézeme predstavit. U fady lidi tato nepfizen pochazi jiz ze skoly, kde
jim mozné byly zéklady fyziky vykladany pfilis nezajimavé. Kromé toho
znalost fyziky, a s ni tizce souvisejici matematiky, vyZaduje usili a pocho-
peni, diky ¢emuz je i pfedmétem, ze kterého maji zaci strach. Presto je
fyzika a jeji déjiny, stejné jako jiné védy, nedilnou soucasti lidské kultury.

A tak je tfeba hledat cesty ke zlepSeni tohoto trendu. Dtlezitou souc¢asti
vyuky je spravna motivace, aby fyzika zaky bavila. Jako velmi vhodné se
ukazalo vyuziti raznych materialt z historie fyziky a techniky. Téma his-
torie fyziky je velmi obsdhlé a neni mu v soucasné skolské fyzice vénovana
pozornost, kterou si zaslouzi. Dé&jiny fyziky totiz ukazuji mimo jiné fyziku
jako lidskou védu — vysledek prace konkrétnich lidi, seznamuji zaky s ce-
lym procesem vzniku novych poznatki, ne pouze s vysledkem poznavaciho
procesu a nabizeji mnoho zajimavych ndmétt pro praci se zaky — od feseni
netradic¢nich fyzikalnich tloh po realizaci experiment.

Béhem nékolika uplynulych let jsme méli moznost v praxi vyzkouset
fadu experimentti motivovanych historii fyziky u zadkd rtznych rocénikt
gymnéazia. Protoze se jednalo o pokusy spojené s déjinami fyziky, byly
vzdy uvedeny kratkou informacni prezentaci o jejich autorovi a historické
verzi experimentu.
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V ¢lanku predkladdme vybrané vyznamné historické experimenty z di-
len fyziki 16. az 18. stoleti a pfedkladame névod na jejich pfipravu a navrh,
jak tyto pokusy zaradit do vyuky fyziky na stfedni skole. Podrobnéji popi-
Seme Galileovy experimenty z mechaniky a dalsi pokusy uvedeme struc¢né
jako ndmét na dobrovolny domaci kol zaku ¢i do skolniho projektu.

Galileo Galilei (1564-1642)

Galileovy experimenty s volnym padem vyvracely pfedstavy aristote-
lovské mechaniky, ze rizné tézké predméty padaji k zemi rtznou rych-
losti. Galileo naopak prokazal, ze vSechna télesa padaji k zemi se stejnym
zrychlenim, rozdil je zptsoben odporem prostiedi. Pozdéji, v roce 1609
experimentalné stanovil, Ze draha urazena télesem roste imérné s dru-
hou mocninou ¢asu. Vyznamné jsou také Galileovy pokusy s naklonénou
rovinou, u které lze nastavit sklon, a v niz byl zlabek pro pohyb koule,
tzv. padostroj. Pomoci padostroje zkoumal rovnomérné zrychleny pohyb
snadnéji, protoze zrychleni je mensi nez u volného padu a formuloval zdkon
setrvacnosti. Také dospél k tomu, Ze stejné velké sily udéli stejné hmotnym
télestim stejné zrychleni, nevyjadril vsak své myslenky matematicky jako
pozdéji Isaac Newton. Tyto poznatky spole¢né s principem nezavislosti a
skladani rychlosti umoznily Galileovi zkoumat pohyby téles v tithovém poli
Zemé (vrhy).

Obr. 1 Vefejné predvadéni padostroje [3]

Galiletiv padostroj byla asi Sest stop') dlouha dievéna deska (naklonéna,
rovina), jejiz sklon bylo mozné regulovat. Na desce byl zlabek, vylozeny
pergamenem pro co nejhladsi povrch, urceny pro valeni kouli. Kromé toho
byla deska opatiena v urcitych vzdalenostech od sebe osmi strunami.

D Sest stop odpovida délce asi 1,8 metru.
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Galileo znovu a znovu spoustél zlabkem vylesténou mosaznou kouli, jejiz
pohyb zptsoboval rozeznéni strun. Pokus doprovazel zpévem a hrou na
loutnu, rytmus pisné je mu ¢asovou mirou. Galileo se snazil umistit struny
na desce tak, aby tony pii priichodu koule zaznivaly ve stejnych ¢asovych
intervalech. Prestoze mohlo jeho po¢indni pfipominat spise détskou hru,
vedl tento experiment k objeveni dulezitého zédkona ptirody.

Pokud se naklon zvétsoval, rovnomérné zrychleny pohyb koule se blizil
volnému padu, naopak pfi zmensovani néklonu se pohyb staval rovnomér-
nym. Galileo diky tomu formuloval zdkon volného padu, tedy ze draha
volného padu je pfimo umérnd druhé mocniné ¢asu. Stejny zdkon plati i
pro pohyb po naklonéné roviné [2, 13-20, 137-379], [3].

Pokud se ve Vasem fyzikdlnim kabinetu nenachéazi podobny exemplar
jako na Gymnéziu Svitavy (obr. 2), miZete si ho sami vyrobit. MoZnosti,
jak si pro potfeby vyucovani fyziky sestrojit vlastni padostroj je mnoho,
nékteré postupy jsou uvedeny napiiklad v [4]. Jiny ndvod néasleduje.

Obr. 2 Padostroj v uéebné fyziky Gymnazia Svitavy

Na vyrobu padostroje jsou zapotiebi 4 rohové listy délky 2 m, 4 dfe-
véné kolicky, lepici tavna pistole s naplni, 4 dfevéné obdélnikové desticky
a samozrejmeé 4 stejné kulicky, pfipadné dvoumetrové pasmo. Listy pevné
upevnime tavnou pistoli, z kolickdi a desticek vyrobime zarazky. Pasmo
upevnime k litdm tak, aby nebranilo volnému pohybu kulicek (obr. 3).
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Pak uz 1ze posunovanim jednotlivych zarazek provadét experiment stejny
jako Galileo. Pravidelného zvuku kulicek dopadajicich na prekazky dosah-
neme, jsou-li jejich vzadjemné vzdélenosti v poméru 1:4 :9:16. K méreni
Casovych intervald lze pouzit vlastni sluch (pravidelnost ¢i nepravidelnost
narazi je jasné patrnd) nebo néjakého ¢asového méfidla. Jedna se o né-
zornou demonstraci nerovnomérného pohybu. Padostroj se vsak nehodi
k pfesnému méieni, nebot i na prvni pohled stejné listy mohou mit rtizné
drsny povrch, coz pak ovliviiuje pohyb kulicek. Pokud se kulicka vali a
nikoliv klouze, mélo by byt vétsi tfeni naopak vyhodou, coz muze ucitel
s zaky prodiskutovat.

o

K 4

1
L &
ik

W

ve Skole vyrobit nestihli. Vyuzili jsme JeJICh zadjmu a zadali jejich vyrobu
jako dobrovolny domaci tikol.
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Na stfedni skole je tento pokus vhodny do prvniho ro¢niku, zafazujeme
jej do kapitoly o rovnomérné zrychleném pohybu nebo o volném padu.
7 nasi zkuSenosti hratky s padostrojem zaky zajimaly uz od chvile, kdy
jsme s dvoumetrovym zafizenim vesli do t¥idy. Experimentovani jsme za-
¢inali s jednou kulickou, mluvili jsme o tom, zda se jedna o pohyb rovno-
mérny ¢i nerovnomérny. Poté jsme zacali spoustét kulicky vsechny étyfi,
a hledali jsme vhodnou polohu zarazek tak, aby narazy byly pravidelné.

Nejjednodussi variantu padostroje vyrobime pomoci tenkého provazku
a 8 vétsich koralkl o stejné hmotnosti a rozmérech. Na jednu nit délky
2 metry navazeme 4 koralky tak, Ze maji mezi sebou stejné vzdalenosti
podle obrazku. Na druhou nit navazeme kulicky postupné ve vzdalenostech
10 cm, 40 c¢m, 90 cm a 160 cm (obr. 4). Padostroj spoustime ze zidle, stolu
nebo jiného zvyseného mista. Vhodné je dolni konec pripevnit k podlaze,
napiiklad izolepou nebo néjakou zatézi, aby byly dobfe slySet narazy na
podlahu. Pokud nejprve spustime nit s rovnomérné rozmisténymi koralky,
rytmus jednotlivych tderu koralkd o podlahu je nepravidelny a zrychluje
se. Pii stejném pokusu s druhou niti je rytmus dopadajicich kuli¢ek pra-
videlny. Tento experiment je velmi nazorny a jednoduchy. Jeho vyrobu lze
svéfit i zdktm. Vhodny je také jako domaci pokus. Spada opét k udivu
o nerovnomérném pohybu, respektive volném padu.

Obr. 4 Kulickovy padostroj
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Dalsi naméty motivované historickymi experimenty

Ve vjuce na viceletém gymnaziu jsme pouzivali jak demonstracni expe-
rimenty, tak jsme se snazili se zdky i nékteré pomiicky pro pokusy vyrobit
v ramci hodin fyziky. V priibéhu nékolika let jsme vyzkouseli vice nez 25
experimentti motivovanych historii fyziky napi. Galiletiv termoskop a dale-
kohled, Keplertav dalekohled a camera obscura, Marciho razy, Torricelliho
pokus s vodou, Pascalova hydraulicka zafizeni, Pascaltiv sud, Boylova vy-
véva ¢i Newtonova skla. V ramci hodiny fyziky jsme stihli vyrobit i tii
nasledujici pomicky.

Evangelista Torricelli (1608-1647) byl prikopnikem hydrodyna-
miky — oboru fyziky, ktery se zabyva proudénim kapalin. Kromé jiného
objevil zdkon, podle néhoz je mozné urcit rychlost v vytoku otvorem ve
sténé nddoby v dané hloubce h pod hladinou. Dnes pouziviame vztah ur-
¢eny Danielem Bernoullim v = 1/2gh, kde g je tihové zrychleni. Pro expe-
rimentalni ovéfeni pokusu potfebujeme plastovou ldhev o objemu alespon
1,51, jehlu a vodu. Do ldhve jehlou propichneme ve stejnych vzdalenostech
od sebe nékolik direk, které lezi nad sebou v pfimce. Lahev pak umistime
na vhodné misto (naptiklad na laboratorni tac) a celou ji naplnime vodou.
Ptisobenim hydrostatického tlaku vytékaji z otvort praminky vody. Cim
vyssi je vodni sloupec, tim vétsi je hydrostaticky tlak a voda dostfikne dal
(obr. 5). Tento experiment spadd do kapitoly zabyvajici se mechanikou
tekutin.

Obr. 5 Kvalitativni pokus k Torricelliho zédkonu
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K vyznamnym vynélezim Roberta Hooka (1635—-1703) patii hus-
tomér. Hustomér je zafizeni k uréovani hustoty kapalin. Obvykle ma tvar
uzaviené trubice se stupnici, dole zakonc¢ené bankou. Funguje na principu
Archimedova zdkona. Vyrabi se s riznymi rozsahy pro méfeni riznych
druht kapalin. Ve gkole jsme vyrobili jednoduchy hustomér pro porovnani
hustoty vody a solného roztoku. K sestaveni hustoméru potfebujeme pouze
brcko a plastelinu. Z bréka odstfihneme kolinko a na jeden jeho konec pii-
pevnime plastelinu, jeji mnozstvi upravime tak, aby po ponotreni do vody
hustomér ploval kolmo k hladiné a bréko bylo alespon z poloviny pod hla-
dinou. Nésledné si pripravime dvé sklenice, jednu s ¢istou vodou a druhou
s vodou s rozpusténou soli. Kdyz pak ponofime hustomér do ¢isté vody,
oznacime fixem ponor. To samé zopakujeme pro slanou vodu a vidime,
Ze se tentokrat ponofil méné. Cim vétsi je ponor hustoméru, tim mensi
je hustota kapaliny. Z pozorovani tedy vyplyva, ze sland voda méa vétsi
hustotu nez Cista. Toto tvrzeni jsme s zadky ovérili v tabulkach.

Obr. 6 Hustomér a jeho poloha v nddobé se slanou vodou (¢arka oznacuje ponor
v Cisté vods)

Jiz od mladi se Isaac Newton (1642—-1727) vénoval vyzkumu optic-
kych jevi, ale jeho praci mnoho védci odmitalo. Svoje objevy tykajici se
rozkladu bilého svétla sklenénym hranolem a teorie barev duhy Isaac New-
ton publikoval v ¢asopise Philosophical Transactions pod nazvem ,Nova
teorie svétla a barev“. K rozkladu svétla na spektralni barvy muzeme
obecné pouzit hranol nebo mfiizku. Jednoduchy miizkovy spektroskop vy-
robime z CD, lepenkové krabicky (napiiklad od ¢aje), noze, lepidla a alo-
balu ¢ nepruhledné pasky. Krabi¢ku slepime lepidlem tak, aby se neroz-
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kladala, a nozem vyfizneme do jejich stén otvor na pozorovani, Stérbinu
a vyfez na zasunuti CD podle obrizku (obr. 7). Ten by mél s vodorov-
nym dnem krabicky svirat thel pfiblizné 30°. Stérbinu vytvofime tak, Ze
nejdiive vytizneme do stény krabicky vétsi otvor, ktery pak upravime na
pozadovanou $ifku pomoci vice vrstev alobalu nebo neprihledné péasky.
Siika stérbiny by méla byt asi 1 mm. Cely spektroskop mtiZeme navic
jesté zabalit do alobalu, aby dovnitf nevnikalo zadné dalsi svétlo. Expe-
rimentovani s timto spektroskopem je vhodné i pro zaky zakladni skoly,
mohou si jej sami vyrobit ve Skole nebo doma.

/

hpozorovaci
> otvor

Obr. 7 Spektroskop z CD a krabicky od caje
Zavér

K demonstracim jsme ¢asto vyuzivali vlastnoru¢né vyrobené pomticky,
nékdy ve vice exemplarich, aby si je mohli zaci dobfe prohlédnout. Nékteré
jednodussi pomtcky jsme zvladli béhem hodiny i vyrobit, naptiklad hus-
tomér ¢i spektroskop z krabicky od ¢aje. Z nasich dosavadnich zkusenosti
plyne, Ze je pro zaky zajimavé jakékoli oziveni vyucovaci hodiny experi-
mentem, tim spise, jde-li o pokusy tykajici se historie. Zvysuji jejich zajem
o pfedmét, napoméahaji také lepSimu zapamatovani a pochopeni uciva. Je
to vSak vysledek naseho pozorovani ve velice kratkém casovém intervalu.
Jisté by bylo zajimavé, hodnotit vliv experimentt inspirovanych déjinami
fyziky na motivaci a uceni zaka z dlouhodobéjsiho hlediska.

Protoze jsme méli moznost vyzkouset zafazeni experimentd do vyuky
jak na vy$sim, tak na niz$im stupni viceletého gymnazia, mizeme také
porovnat pristup rtznych trid. V§imli jsme si, Ze starsi zaci oceriovali spise
historické informace a zajimali se vice o okolnosti z zivota fyzika. Naopak
mladsi zaci (odpovidajici 6.-8. t¥idé ZS) déavali pfednost vyrobé vlastnich
pomtucek a frontdlnimu provadéni pokusi. Do vyuky jsme pripravili také
pfehledné informaéni plakaty o vyznamnych fyzicich 16.—18. stoleti, které
jsou nyni vystaveny na chodbé gkoly. Poucit se o historii fyziky tak mohou
v8ichni z4ci i uditelé (obr. 8).
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Galileo Galilei

(1564-1642)

« Italsky filozof, matematik, fyzik, astronom a nad3eny experimentator.
« Zil nejprve v Pise, poté v Padové a nakonec ve Florencii a jejim okoli.

« Zivotni partnerka Marina Gamba, tfi d&ti.

« PGvodné mél byt lékarem, nadchla ho viak matematika a fyzika.

« Piisobil jako profesor matematiky, pFivydéléval si vyrobou pfistrojl.
odvolat, ale kvali vysokému véku byl potrestadn jen domécim vézenim.

« Byva nazyvan ,,otcem moderni fyziky".

Obr. 4: Galileo vefejné pedvédi padostroj [33]

Obr. 5: Galiled teleskop [37]

vé& hodiny (ndkres) [41]

Obr. 3: Galiletiv geometricky kompas [60]

,,Bible ndm fikd, jak se dostat do nebe, Nejvyznamnéjsi objevy, experimenty a vynalezy:

nikoli jak se nebe pohybuje.” « Pohyb kyvadla (Obr. 2) - doba kyvu nezavisi na hmotnosti zavazi ani
velikosti rozkyvu, pouze na délce zavésu; kyvadlové hodiny viak pfed
smrtf sestrojit nestihl.

« Vzduchovy termoskop - predchiidce teploméru.

« Zdokonaleny dalekohled tvofeny spojkou a rozptylkou (Obr. 5), pomoci
kterého zkoumal Mésic, objevil Saturnovy prstence a Ctyfi Jupiterovy
mésice: lo, Europa, Ganymed a Callisto.

« Zékon volného padu: riizné tézka télesa padaji k zemi stejnou rychlosti
a zavisi jen na odporu prostredi.

« Padostroj: pohyby téles po naklonéné roviné (Obr. 4).

« Vrhy.

« Zakon setrvacnosti.

« Zékon sily (nevyjadFil ho tak pfesné matematicky jako |. Newton).

« Geometricky a vojensky kompas (Obr. 3).

Obr. 6: Schéma Slunetni soustavy podle Galilea [65]

« Princip relativity.

Tento text vanid ko podkiad diplomoé price:
Univerzita Hradec Krslové ~Vjznamne historcké experimenty joko motivace ve vuce fziky”
Prirodovédecks fakulta R — (AT

S —

Obr. 8 Plakat Galileo Galilei; soubor 10 postert je ke stazeni jako pfiloha ¢isla na
adrese: http://mfi.upol.cz/files/29/2902/mfi_2902_priloha_postery.pdf

V c¢lanku jsme chtéli pfipomenout zndmé a jednoduché experimenty,
diky kterym se hodiny fyziky mohou stat pro zaky zajimavéjsimi a srozu-
mitelnéjsimi. Rada uditelfi ale na podobné experimentovani nema4 ¢as ani
energii, coz je velkd skoda. ZvySeny zajem zaku o fyziku nam uciteltiim
jisté vlozené investice vrati.
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Slunecni energie a fotovoltaika

JANA TOUSKOVA, JIRI TOUSEK
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Jak resit zasobovani lidstva energii

Vzhledem k rostoucimu poctu obyvatelstva a se zvysSujici se spotiebou
energie vznika otazka, jak FeSit zdsobovani energii a pri tom se vyhnout
negativnimu vlivu na zivotni prostfedi. Spalovani fosilnich paliv pfinasi
fadu problémt se znecdistovanim planety; roste zaroven koncentrace oxidu
uhli¢itého a v dusledku sklenikového efektu se postupné atmosféra otep-
luje. K TeSeni uz nyni prispivaji obnovitelné zdroje, mezi nimi zaujimé
dtlezité misto pfima preména energie slunecéniho zafeni na energii elek-
trickou. Slunce pfedstavuje prakticky nevycerpatelny zdroj a jeho vyuziti
neznamend sklenikovy efekt ani tepelné zamoreni. Slune¢ni zafeni ma vSak
nizkou hustotu zafivého toku (v Ceské republice piiblizné 1 kW /m? na po-
vrchu Zemé), jeho velikost z4visi na pocasi a je omezeno na denni dobu,
s ¢imz souvisi nutnost akumulace energie. Zarivy tok, ktery Slunce vysila
na celou Zemi je 175000 TW (1 TW = 102 W), coZ je o mnoho fad
vice nez je spotfeba lidstva, jak vyplyva z vypoctu na zdkladé udaji v [1].
Mezindrodni agentura pro energii (IEA) udava, Ze vloni byl vykon vSech
elektraren na svété 6 650 GW, ¢ili 6,65 TW. I z tohoto hlediska je vyuzivani
slunec¢ni energie perspektivni.
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Anorganické sluneéni ¢lanky — princip ¢innosti

Zakladem slunecénich ¢lankt je nejcastéji prechod P-N. Pokud se jedna
o jediny material, kde se jeho ¢asti lisi jen typem vodivosti, jde o homo-
genni prechod, prechod mezi chemicky rozdilnymi materidly s opac¢nym,
pripadné i stejnym typem vodivosti je pfechod heterogenni (heteropte-
chod). Pfislusné materialy jsou bud anorganické, organické, nebo jejich
kombinace (hybridni ¢lanky).

V pripadé anorganickych ¢lanku se typ vodivosti obvykle dosahuje diftzi
nebo implantaci dopanti-donori pro N a akceptort pro P ¢ast. Jako do-
nory slouzi prvky, které maji obvykle o jeden valencni elektron vic nez za-
kladni materidl, akceptory naopak mivaji o jeden valenéni elektron méné.
Obvykle sta¢i malé mnozstvi energie k tomu, aby se elektrony z donoru
uvolnily do vodivostniho pasu a zanechaly po sobé ionizované donory, nebo
aby akceptory prijaly elektrony z valen¢niho pasu a vznikly tak ionizované
akceptory. Ve valen¢nim pasu pak zustavaji tzv. diry. Jako priklad lze uvést
prechod P-N na kfemiku, kde P-typova oblast je vytvorena diftzi boru,
jakozto akceptoru a N-oblast diftzi fosforu jako donoru. Vznik piechodu
P-N je ilustrovan na obr. 1.

P P N
E, ' \_aoao Vo
_._._._._i._..l‘)_ ........... 'EF
— oo |
OPN

vvvvv

pasu, barevné krouzky oznacuji elektrony, nevybarvené krouzky oznacuji diry.

Aby vznikl rovnovazny stav pii spojeni obou ¢asti pfechodu, musi byt
Fermiho hladina Er vSude stejna. To nastane tak, ze v dusledku gradientu
koncentrace, ¢ast elektronii prejde z N oblasti do P oblasti a ¢ast dér
ptfejde z P oblasti do N oblasti. Dojde k narusSeni neutrality a po obou
strandch pfechodu vznikaji oblasti prostorového néboje (OPN) tvofené
ionizovanymi donory, respektive akceptory a vnitini elektrické pole, které
pak brani dalsimu difdznimu toku nosi¢ néboje. Potencidlovy schod (viz
obr. 1) odpovida tzv. diftznimu napéti. PfiloZime-li na N &ast zdporné
vnéjsi napéti a na P c¢ast kladné napéti, jsou elektrony pritahovany do P
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a diry do N oblasti a pfes prechod tece propustny neboli pfimy proud.
Zavislost proudu na vnéjSim napéti ¢ili volt-ampérova charakteristika je
déna touto rovnici:

I = Iy[exp(eU/nkT) — 1], (1)

kde U je vnéjsi vlozené napéti, T je absolutni teplota, k je Boltzmannova
konstanta a n je faktor, ktery souvisi s mechanizmem transportu naboje
prechodem (nejéastéji ma hodnotu mezi 1 a 2).

Pri opa¢né polarité napéti elektrony a diry jsou naopak od rozhrani
obou ¢asti prechodu oddalovany. Pfi tomto napéti, kdy exponencidla ve
vztahu (1) je vici jedné zanedbatelnd, teée pouze nasyceny proud Iy.

Co se nyni stane, kdyz P-N pfechod osvétlime? Situaci ukazuje obr. 2.

— ~_ o elektron

E, _TN Eg
— 0
dira L

typ P PN piechod typ N
oblast pole

Obr. 2 Péasové energetické schéma osvétleného prechodu P-N. Elektrony a diry
generované svétlem difunduji k oblasti prostorového naboje, kde je vnitini pole
rozdéli.

Svételnd energie vybudi elektrony z valen¢niho pasu do vodivostniho
pasu a v obou c¢astech se vytvori pary elektron-dira. Ty pak difunduji
smérem k OPN, kde jsou vnitinim elektrickym polem rozdéleny tak, ze
elektrony pronikaji do N-oblasti a diry do P-oblasti. Oblast typu N se na-
biji zaporné a oblast typu P kladné. Ve vnéjsim obvodu pak tece proud.
Reélné vsak vSechny generované nosice naboje nedospéji do OPN, pro-
toze cestou dochazi k rekombinaci elektrond s dérami. Rozhodujici roli
pri tom hraje tzv. diftzni délka, kterd udava vzdalenost, na které klesne
koncentrace generovanych nosi¢tt naboje na (1/e) ptuvodni hodnoty. Je
ziejmé, ze dostatecné velka hodnota difizni délky priznivé ovliviuje Gcin-
nost osvétleného ¢lanku. V anorganickych materidlech jsou diftzni délky
fadu mikrometri.
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Organické slunec¢ni élanky — princip ¢innosti

Cinnost organickych polovodi¢ii je zaloZena na molekulové bazi. Nej-
vy$si molekulova energetickd hladina obsazend elektrony je tzv. HOMO
hladina a nejniz$i neobsazend hladina se nazyvd LUMO hladina [2]. Z4-
kladem ¢lanku je opét prechod mezi oblasti typu P, ktera pisobi jako darce
elektrond a typu N jako jejich prijemce. Vytvareji se heterogenni prechody
mezi dvéma polymery s opa¢ny typem vodivosti (obr. 3), ale ¢astéji mezi
polymerem typu P a materidlem s malymi molekulami, jako je fulleren,
ktery vykazuje typ N.

LUMO /\
I_.——I/w
LUMO [

:I HOMO Zadni
Predni elektroda
elektroda HOMO
donor akceptor

Obr. 3 Rozdéleni excitonu na pfechodu mezi dvéma polymery — Sipkou je ozna-
¢en generovany exciton.

Po osvétleni se tvori tzv. excitony, coz jsou pary elektron-dira vazané,
vzhledem k nizké dielektrické permitivité organickych materiald, znacnou
Coulombovskou silou [2]. Aby doslo k pfenosu nédboje, musi byt tyto pary
rozdéleny elektrickym polem prechodu. Jsou-li generovany mimo oblast
prechodu, musi k nému dospét diftzi. Situaci zndzortiuje (obr. 4). Excitony
v8ak mohou difundovat jen na kratkou vzdalenost, obvykle maximalné do
10 az 20 nanometrl, pak anihiluji. Pfenosu naboje se tedy tcastni jen
excitony v ¢asti vyznacené na obrazku jako vyuzitelné oblast.

Phvodni dvouvrstvé ¢lanky proto nejsou pfili§ vhodné a nahrazuji se
jednou vrstvou, kde jsou materidly s opaénym typem vodivosti promi-
chany, jak ukazuje obr. 5. Tim se zvétsuje plocha pfechodu a pravdépo-
dobnost rozdéleni excitoni je daleko vétsi. Pak uz zbyva dopravit rozdélené
elektrony a diry k ptislusnym elektrodam. Tomu v posledni dobé napoma-
haji tzv. elektronové a dérové transportni vrstvy pod elektrodami.
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Obr. 4 Slune¢ni ¢lanek s rovinnym rozhranim mezi P (donor) a N (akceptor)
polovodi¢em. Foton ¢&. 1 generuje exciton ve stfedni ¢asti (vyuzitelna oblast), kde
difunduje, potom je disociovan a jeho elektron a dira mohou pfispivat k proudu.
Exciton generovany fotonem ¢. 2 je pro fotoproud ztraceny.

Obr. 5 Organicky clanek ze smési P a N oblasti uvnitf objemu. Vzdalenost
excitoni od mist pfechodu je kratsi. Plocha pfechodu je zvétSend a moznost
rozdeéleni excitoni je vyssi.

Fotochemické ¢lanky (Graetzelovy cely) — princip ¢innosti

Princip ¢innosti téchto ¢lankd [3] je ilustrovdn na obr 6. Na sklens-
ném substratu pokrytém obvykle vodivou vrstvou smési oxidu cini¢itého
a inditého (ITO) je nanesen oxid titani¢ity (TiO3) ve formé nanodastic.
Ty predstavuji velky povrch, ale malo absorbuji svétlo. Proto se pokry-
vaji barvivem — nejlépe slou¢eninami ruthenia. Svétlo z barviva uvoliiuje
elektrony, které jsou prenaseny pies TiOs k elektrodé ITO. Do barviva se
elektrony doplnuji z druhé-grafitové, nebo platinové elektrody prostfednic-
tvim elektrolytu, ktery obsahuje ionty jodu.

Tyto ¢lanky jiz dosdhly G¢innosti 10-13 %. Uvedené ¢lanky lze jedno-
duse pouzit pro demonstraci jejich ¢innosti; staci, kdyz pouzijeme pfirodni
barvivo jako napf. kvét ibisku, maliny, tfesné&, nebo éerny rybiz. Clanky si
mohou tedy pfipravit i sami studenti [4].
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Obr. 6 Elektrochemicky ¢lanek (Graetzelova cela). Elektroda vlevo je ITO,
vpravo je elektroda grafitova, nebo platinova. Princip ¢innosti je popsan v textu.

Materialy pro sluneéni ¢lanky

a) anorganické materialy

V praxi je stale nejvice vyuzivan kiemik a to v podobé monokrystalické,
polykrystalické, nebo amorfni. Vyhodou je, Ze se ho v zemské kuie nachazi
dostatek, neni toxicky a technologie vyroby ¢lankt i celych paneli je jiz
zvladnuta. Na druhé strané krystalicky kfemik ma nizkou absorpci slunec-
niho zareni, coz vede k nutnosti pouziti alesponn 200 mikrometr tlustych
vrstev, a tedy k velké spotiebé materidlu, coz se odrazi i v cené.

Jako urcité feseni se jevil hydrogenizovany amorfni kifemik, ktery mé
velky absorpcni koeficient, takze staci jen nékolik mikrometra tlusta vrstva
k vyrobé ¢lanki. Degradace vlivem slunec¢niho zafeni je vSak vaznou pie-
kazkou a ke stabilizaci dochéazi az po roce provozu, po niz se ucéinnost
ustavi na pomérné nizké hodnoté (10 %).

Clanky na zékladé heterogenniho ptechodu CdS/CdTe jsou stabilni.
Technologie neni niroénd a spotieba materidlu je pomérné nizka, nebot
stacl jen asi 2 mikrometry tenké vrstvy. Namitkou je toxicita kadmia,
ktera nevadi, pokud je ¢lanek zapouzdfeny, ale problém muze nastat pri
likvidaci. Nevyhodou jsou déle nizké zasoby teluru.

Kombinaci Cu, In a Se, kde lze indium nahradit galiem a selen si-
rou, jsou pripravovany tenkovrstvé ¢lanky s nizkou toxicitou a nendro¢nou
technologii. Vétsimu rozsifeni ¢lankid tohoto typu brani nedostatek india
v zemské kife.

Monokrystalické ¢lanky z GaAs se uplatiiuji hlavné v kosmu vzhledem
k odolnosti viic¢i radiaci a vysoké cené.

b) organické materialy
Slune¢ni ¢lanky na béazi organickych polovodici, jejichz zdkladem jsou
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molekuly, maji fadu vyhod. Technologie jejich pfipravy je pomérné jedno-
duché, i kdyz v poslednich letech pro dosaZzeni dostatecné velké tc¢innosti
Set z roztoku, coz je energeticky malo naro¢né, napf. oproti vakuovému
napafovani. Nejcastéji pouzivané je rotacni nanaseni na sklenény substrat
pokryty vodivou vrstvou, kterd tvori jednu z elektrod k aktivni vrstvé.
Vlastnosti vrstev je mozno ménit volbou koncentrace roztoku, a tloustku
vrstvy rychlosti otacek. Protoze se tyto materidly vyznacuji velkou ab-
sorpci, staéi vytvorit tenké vrstvy o tloustce 100-150 nanometrti, coz zna-
mend velkou tusporu materidlu a predstavuje dalsi vyhodu. V poslednich
letech byla vyvinuta levna metoda tisku vrstev na ohebny substrat, takze
¢lanky lze ziskat i v rolich.

Organické ¢lanky se nejcastéji vyrabéji z polyméri jako je poly(3-hexyl-
thiofen) zkracens P3HT, nebo poly[(ethylhexyl-oxy)-benzodithiofen-(ethyl-
hexyl)-thienothiogen] zkracené PTBT v kombinaci s derivaty fullerenu uva-
dénymi jako PCBM, coZ jsou obvykle molekuly uhliku Cgg (obr. 7). V lite-
ratufe lze ovSem najit dalsi organické polymery vhodné pro sluneéni ¢lanky
[2, 5, 6].

Obr. 7 Typickd struktura molekuly uhliku (derivat fullerenu Cgo oznacovany
jako PCBM). Vykazuje vodivost typu N a v organickych sluneénich ¢lancich
piisobi jako akceptor elektront. Dalsi typy fullerentt 1ze najit napf. v praci [2]

c) perovskity

V poslednich letech se do popredi dostavd material zvany perovskit,
ktery méa krystalovou strukturu jako oxid titani¢ito-vdpenaty (CaTiOsj).
Ve fotovoltaickych ¢lancich se v8ak pouziva chemicky jina latka, ktera se
popisuje jako organicko-anorganicky perovskit. Prace [7] se napf. zabyva
vrstvami perovskitu CHzNH3Pbls s anorganickou mfizkou Pbl; obsahu-
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jici uvnitt bunék organické molekuly CH3;NHZ . Takové ¢lanky byly jiz
pfipraveny na Fakulté elektrotechnické CVUT v Praze a dosihly cin-
nosti 19,1 %. Problémem je v8ak nestabilita a obsah olova v ¢élancich.
Kombinaci irokopdsovych a tizkopdsovych ¢lankt vyrobili ¢insti [8] a ka-
nadsti [9] vyzkumnici vyhradné perovskitové tandemové ¢lanky s Géinnosti
témeér 25 %. Perspektivni jsou také tandemy s krystalickym kfemikem nebo
napf. s CulnSey. Swansea University [10] jiz ohlasila tisk soldrnich modula
(systém nékolika pospojovanych ¢lanki) forméatu A4 s Géinnosti 6,3 %. Po-
kud by se podafilo vyrabét takové moduly ve velkém, mohly by konkurovat
kifemikovym.

Ué¢innost sluneéniho &lanku

Uéinnost ¢lanku ovliviiuje nékolik faktorti. Kdyz se podivame na slu-
necni spektrum (obr. 8), je ziejmé, Ze zdlezi na tom, jakou ¢ast z tohoto
spektra je clanek schopen vyuzit. To zdvisi na Sifce zakdzaného pasu L,
daného materidlu, coz je minimélni energie potfebna k vytvofeni paru
elektron-dira, resp. excitonu. Clanek tedy nemiize vyuzit sluneéni energii
nizsi nez je energie I, a nadbytek energie nad F; je pfeménén na teplo.

Energie foton / eV

54 3 2 1
1,1 eV: absorpéni ,hrana“

T krystalického kiemiku
om0t "\ »
DS sluneéni spektrum
= ) po pruchodu vrstvou
T, 410" atmosféry
5
~ 3x10™}
oz
=
2 14
& 2x10™ |
§3]
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= § .
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Vinova délka / nm

Obr. 8 Sluneéni spektrum po priichodu 1,5 ndsobkem tloustky zemské atmo-
sféry. Cervena ¢ara znazortiuje, které fotony ze spektra muze jesté vyuzit clanek
z krystalického kfemiku (solarnielektrarny.webnode.cz)

Svétlo, které dopada na ¢lanek, je z ¢asti odrazeno a z ¢asti absorbo-
vano, pfi ¢emz pomér poctu paru elektron-dira nebo excitont vytvore-
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nych fotony k poctu absorbovanych fotond se nazyva vnitini kvantovou
uc¢innosti. Naproti tomu vnéjsi kvantova ucinnost vyjadiuje pomér poctu
vytvorenych paru, resp. excitoni, k poctu dopadajicich fotonu a je ovliv-
néna reflexi od povrchu. Ve vsech pfipadech hraje vyznamnou roli velikost
diftizni délky, o které jsme se jiz zminovali. V souvislosti s tim se nékdy
zavadi tzv. sbérna tcinnost, coz je pomér poctu pari, resp. excitond, které
skuteéné prispély k proudu, (to znamend, ze dospély k OPN, byly rozdé-
leny polem pfechodu a dostaly se k elektrodam a odtud do elektrického
obvodu) k poé¢tu téch pérd, resp. excitont, které byly svétlem vytvofeny.

Volt-ampérova (zatézova)

N||P
charakteristika
R
RS
1
<(% # *RSh R

Vzdéleny experiment
www.ises.info ~1/Ry,

\II\~1/RS

(Jm [m

Obr. 9 Vlevo je ndhradni schéma osvétleného ¢lanku jako generdtoru proudu
s paralelné pripojenou diodou. Rs je sériovy odpor, Rsh je shuntujici odpor a R
je odpor zatéze. Vpravo v prvnim kvadrantu je volt-ampérova charakteristika
¢lanku za tmy a ve ¢tvrtém kvadrantu pii osvétleni. Isc je proud nakratko, Uoc
je napéti naprazdno. Plocha nejvétsiho vepsaného obdélniku udéva maximalni
vykon z ¢lanku. Tomu pfislusi proud I, a napéti Un,

Redlné maji oblasti N, P a kontakty dohromady odpor R, coZ sni-
zuje velikost protékajiciho proudu. Situaci je vidét na obr. 9 vlevo, zna-
zornujicim nahradni schéma osvétleného ¢lanku jako generatoru proudu
I, s paralelné pripojenou diodou. Vedle sériového odporu Rg hraje roli
také paralelni (shuntujici) odpor Ry, ktery obvykle souvisi se svody. Volt-
-ampérova charakteristika osvétleného ¢lanku, tj. zavislost proudu zatézi
R na napéti, ma tvar:

U—- IR, U — IR,
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Tuto zavislost ukazuje obr. 9 vpravo ve ¢tvrtém kvadrantu; Upc a Isc
jsou hodnoty napéti naprazdno a proudu nakratko. Tyto hodnoty jsou
ovlivnény pravé parametry vyse uvedenymi. Plocha nejvétsiho vepsaného
obdélniku udava nejvétsi vykon, ktery lze z ¢élanku ziskat (Uy, Iy ). Celkova
ucinnost je pak pomér tohoto vykonu k prikonu, ¢ili k vykonu dopadajiciho
svétla. Na obrazku jsou te¢nami znazornény prevracené hodnoty sériového
a paralelnfho odporu. Na adrese [11] je tzv. vzdaleny experiment, kde je
mozno primo z vasi mistnosti zmérit charakteristiku kfemikového ¢lanku
pfi nékolika intenzitach osvétleni.

Konstrukce élanku

a) anorganické ¢lanky
Klasickou konstrukci kifemikového slunecéniho ¢lanku s hfebenovou horni
elektrodou ukazuje obr. 10.

Schéma slunecniho ¢lanku

predni kontakt
(pfedni metalizace)

kfemik typu N

pracovni napéti
cca 0,5V

PN prechod

kfemik typu P

zadni kontakt
(zadni metalizace)

Obr. 10 Klasicka konstrukce kiemikového ¢lanku zobrazujici vytvorené elektrony
(=) a diry (+) a jejich pohyb smérem k elektroddm. Ptedni elektroda ma tvar
hiebenu s takovou velikosti ,,prstti“, aby maximéalné sbiraly naboje a pfitom
minimélné stinily svétlu (L. A. Dobrzanski et al. J. Achievements in Mater. and
Manufact. Engineering. 59 (2013), 67), upraveno.

Dokonalejsi ¢lanky jsou na povrchu opatfeny antireflexni vrstvou, ktera
snizuje ztraty reflexi. Dalsi pokrok predstavuji texturované povrchy vy-
tvofené leptanim [12]. Na povrchu jsou pak malé pyramidy; svétlo odra-
zené ze stran pyramid je vyuzito tak, Ze je reflektovano dovnitf materidlu.
Maximaélni ti¢innosti ¢lanki z anorganickych materiald jsou uvedeny v Ta-
bulce 1.

130 Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020



Tabulka 1: Ué¢innosti slune¢nich ¢lanki a modulii pii osvétleni AM1,5 [13]

TYP CLANKU UCINNOST (%) | PLOCHA VYROBCE
zkoumaného
¢lanku (cm2)
kiemik
Si krystalicky ¢lanek 26,7+ 0.5 79 Kaneka, N-typ
Si polykrystalicky ¢lanek 223+0.4 3.9 Fraunhofer
ISE, N-typ
Slanky III-V
GaAs tenkd vrstva 291+04 1 Alta devices
chalkogenidy
CIGS 23,4+ 0.5 1 Solar Frontier
CdTe 21,0+ 0.4 1 First Solar
Amorfni/mikrokrystalicky
Si
Si amorfni 10,2£0.3 1 AIST
Si mikrokrystalicky 11,9+ 0.3 1
perovskity
¢lanek z perovskitu 24,2+ 0.8 0,1 KRICT, Korea
¢lanek z perovskitu 20,9+ 0.7 1 KRICT, Korea
modul 17,3+ 0.6 703 Toshiba
¢lanky Graetzelova typu 10-13
(barvivové)
&lanek 11,9+ 0.4 1 Sharp
modul 8,8+0.3 400 Sharp
organika
organicky élanek 16,4+ 0.2 0,04 SCUT, China
organicky ¢lanek 16,4+ 0.4 0,04 HKUST, Hong
Kong
organicky ¢lanek 11,2+ 0.3 1 Toshiba
modul 9,7+ 0.3 26 Toshiba

Pro lepsi vyuziti sluneéniho zafeni se konstruuji tzv. tandemové ¢lanky
slozené ze dvou nebo vice jednotlivych ¢lankt s rozdilnymi Sitkami zakaza-
ného pasu. Svétlo dopada na vrchni ¢lanek s nejsirsim zakazanym pasem a
postupuje do dalsiho ¢lanku s niz$im pasem, kde jsou vyuzity delsi vinové
délky (obr. 11).

b) organické ¢lanky

Prvni organické ¢lanky mély podobu dvou vrstev opac¢ného typu vodi-

vosti nanesenych na sobé. Pfedevsim vzhledem k nizkym diftznim délkam

byla jejich Gi¢innost velmi mald (< 1 %). Mnohem lepsich vysledkt se do-
sahlo promichanim obou typt polovodic¢i v jedné vrstveé. Vznikl tak tzv.
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Obr. 11 Vyuziti sluneéni energie v tandemovém &lanku. Uéinnost dvouvrstvého
tandemu je 31 %, t¥ivrstvého tandemu 38 % a ¢&tyfvrstvého tandemu 41 %.
»Novy materidl“ muze byt napt. GaInNAs.

objemovy ¢lanek. Materidlem typu P byva polymer a materidlem typu N
fulleren. Tim se zvysi plocha pfechodu, na které se rozdéluji excitony a sou-
Casné klesne vzdalenost, kterou musi excitony urazit, aby se k pfechodu
dostaly (obr. 5). To vedlo k u¢innostem postupné az nad 10 %. Na obr. 12
je struktura plastického ¢lanku s organickym polovodicem MDMO-PPV
(derivat polyphenylenu vinilenu) ve smési s fullerenem.

Plastické sluneéni &lanky | €

BN M‘*

@M A
X n
MDMO-PPV

0.

~ kov

W<

MDMO-PPV:PCBM

mezivrstva
organicky
polovodic
sparentni

transparentn{
vodivy oxid

—
—
—
—
—
—

sklo

80 % PCBM je

optimalni koncentrace
Sean Shaheen et al., Appl. Phys. Lett. 2001, 78, 841
Jeroen van Duren, Adv. Funct. Mater. 2002, 12, 665

Obr. 12 Struktura plastického ¢lanku s organickym polovodicem MDMO-PPV
(derivat polyphenylenu vinilenu) ve smési s fullerenem. Tenké mezivrstvy LiF a
PEDOT:PSS napomahaji pfenosu naboju k elektrodam.

V soucasnosti G¢innost ¢lankt z organickych materialt prekrocila hra-
nici 10 %, kterd se jiz povazuje za ekonomicky zajimavou. Struktura ¢lankt

vvvvvv
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propoustéji ke katodé pouze elektrony, resp. k anodé pouze diry, aby ne-
dochézelo ke ztratdm néboji rekombinaci. Situace je vidét na obr. 13 jak
pro pfipad normélni geometrie, tak pro geometrii invertovanou, kde je ¢la-
nek chranén proti vlivu atmosféry (jedna se predevsim o oxidaci hliniku)
vrchni stiibrnou elektrodou.

Normalni geometrie Invertovana geometrie

(a) ()
(b) g (b)

© ©

@ ” () o

(©) © I
(®) —

Ry FriAf
(a) anoda (Ag)

(a) katoda (Al)

(b) transportni vrstva pro elektrony (LiF) (b) transportni vrstva pro diry (PEDOT:PSS)
(c) aktivni vrstva (c) aktivni vrstva
(d) transportni vrstva pro diry (PEDOT:PSS)
(e) anoda (ITO)

(f) substrat

(d) transportni vrstva pro elektrony (ZnO)
(e) katoda (ITO)
(f) substrat

Obr. 13 Slunecni ¢lanek s objemovym heteropfechodem opatieny vodivymi vrst-
vami, které prenéseji elektrony a diry k pfislusnym elektroddm (transportni
vrstvy pro elektrony a diry). Obrazek vlevo ilustruje normélni geometrii, obré-
zek vpravo invertovanou geometrii (pv.sjtu.edu.cn/research.html).

Tabulka 2: U¢innosti sluneénich élanki a modult pfi koncentraci zafeni
(4. sloupec) [13]

TYP CLANKU UCINNOST | PLOCHA | INTENZITA | VYROBCE
(%) (cm2) AML5

GaAs 29,3+ 0.7 0.1 49.9 LG

Electronics

Si 276+1,2 1 92 Amonix

CIGS tenka vrstva 23,3+ 1,2 0,1 15 NREL

AlGalnP/AlGaAs/GaAs/GalnAs | 47,1+ 2.6 0,1 143 NREL

GalnP/GalnAs/Ge;Si 40,6+ 2,0 287 365 UNSW

Poznamka: AM1.5 je zafivy tok dopadajici na Zemi po priuchodu 1,5 né-
sobkem tloustky zemské atmosféry a o hustoté vykonu 930 W/m?. Tato
hodnota se pouziva nejcastéji.

Fotovoltaické systémy

Jednotlivé ¢lanky se pouzivaji jen v aplikacich, jako jsou napi. kalku-
lacky, hodinky, nabijecky, nebo drobné osvétleni. Spojenim nékolika ¢lankt
vznikaji moduly o plose desitek aZ stovek cm?, kde se ¢lanky spojuji do sé-
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rie i paralelné. V praxi se setkavame s fotovoltaickymi panely, které jsou na
predni strané opatieny sklem odolnym proti narazu a zapouzdieny do plas-
tického materialu a obvykle maji kovovy ram. Dal$im stupném je zapojeni
panelt do fotovoltaickych systémi casto doplnénych akumulatory, které
dodévaji energii v noci, nebo pifi nedostatecném slunecénim svitu. Stej-
nosmérny proud z panelt je pfeménén na stf¥idavy pomoci invertord, aby
mohl byt pouzit pro sifové spotiebide a pro dodani do rozvodné sité. Panely
vétSinou nevyzaduji udrzbu a Zivotnost v pripadé kiemikového krystalic-
kého materidlu je 20 az 30 let. Jako ukdzku uvidime fotovoltaicky systém
instalovany v roce 2003 na stfeSe Matematicko-fyzikalni fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze v aredlu Tréja (obr. 14). Je to pfipad fotovoltaické
(PV) elektrarny s vykonem 20 kW. Tato elektrarna vyrobi ro¢né pfiblizné
20 MWh elektrické energie. Podle tidajii z roku 2017 je v CR instalovano
28315 PV elektraren s tthrnnym vykonem 2110 MW. Energeticky regu-
lagéni tfad ve zpravé o provozu elektriza¢ni soustavy v Ceské republice
uvadi, ze ve 4. ¢tvrtleti roku 2018 byl celkovy instalovany vykon PV elek-
traren 2048,9 MW. V CR je nejvétsi PV elektrarna v byvalém vycvikovém
aredlu Ralsko s vykonem 38,3 MW (obr. 15), nasleduje elektrdrna Veptek
v Nové Vsi o vykonu 35,1 MW a Brno-letisté Tufany s 21,2 MW.

Obr. 14 Slunecni elektrarna na stfeSe budovy Matematicko-fyzikalni fakulty
v Praze Tréji. Vykon elektrarny postavené v roce 2003 je 20 kW.

Vétsina elektraren byla spusténa v roce 2010. V Evropé dosahl roéni
instalovany vykon maxima v roce 2011, a to asi 20000 MW. V soucasnosti
se uvadi, Ze nejvétsi PV elektrarna v Evropé je ve Spanélsku s instalovanou
kapacitou 300 MW. Na 2. a 3. misté jsou PV elektrarny na dvou mistech
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Obr. 15 Slunecni elektrarna v Ralsku Obr. 16 Slunecni elektrarna ve Spoje-

o vykonu 38,3 MW nych arabskych emiratech se soucasné

(www.fotovoltaickepanely.eu) nejvyssim vykonem 1,2 GW
(www.pveurope.eu).

v Némecku (54 MW a 53 MW), kde se jednd o tenkovrstvé panely. Pfi tom
celkovy instalovany vykon v Némecku je 45,9 GW. V roce 2019 byla uve-
dena do provozu nejvétsi elektrarna na svété. Je instalovana ve Spojenych
arabskych emiratech a ma vykon 1,2 GW (obr. 16). Nabizi elektfinu velmi
levné, tdajné jen za 55 haléft za 1 kWh. V roce 2017 bylo uvedeno, ze
celkové mnozstvi vykonu z PV zafizeni je 227 GW a bylo vyrobeno hlavné
v Cing, Japonsku a USA. Vsechny tyto tidaje jsou pfevzaty ze Serveru
Google a z [14]. Organické PV panely byvaji ¢asto zkonstruovény z ¢lanki
tisténych na ohebnou folii. Pro lepsi vyuziti slune¢niho zafeni a pro zvyseni
celkové Gi¢innosti se pocita s tandemovymi ¢lanky. Obr. 17 ukazuje tisténé
a srolovatelné organické moduly vyrabéné v Dansku [15]. Principidlné jimi
Ize pokryt i stiechy, nebo fasddy domn.

Obr. 17 Srolovatelny modul z organickych ¢lankt tistény na ohebné folii vyra-
bény v Dansku (infinitypv.com).

Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020 135


www.fotovoltaickepanely.eu
www.pveurope.eu
infinitypv.com

Stresni panely

Velky prakticky vyznam maji panely umisténé na stfechach obytnych
nebo vefejnych budov. Zajimavosti je napf. instalace solarnich panela na
stfese provozni budovy Narodniho divadla v Praze, nebo stiesni elektrarna
v Ostrozné Lhoté postavena v neuzivané prumyslové zéné. Na stiechach
obytnych domi se podle rozsahu spotfeby uplatiiuji panely s vykonem
3 kW, az 5 kW, (W, je tzv. Spickovy vykon pfi dopadu zafivého toku
1 kW/m?) jakozto vlastni zdroje doplnéné baterii (obr. 18).

Obr. 18 Obytné domy se stfeSni elektrarnou v kombinaci s baterii (www.
solarenvi.cz).

/ 1. Fotovoltaické panely
2 2. Invertor DC/AC
-, Pa 3. a 4. Elektromséry

s
| L

Obr. 19 Ilustrace sluneéni elektrarny v kombinaci s rozvodnou siti.

Tt |
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Hybridni systémy vyuzivaji kombinace stfesni elektrarny a rozvodné
sité. Situaci ukazuje schematicky obr. 19, kde jsou na stfese umistény mo-
duly, vétsi stfechy byvaji rovnéz pokryty fotovoltaickymi panely. V piipadé
nedostatku sluneéniho svitu je mozno odebirat energii ze sité a naopak pfi
jeho prebytku energii do sité dodavat.
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INFORMATIKA

Pocitacova grafika, 1. cast

EDUARD BARTL
Pfirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pocitacova grafika je zajimavou a bezesporu dulezitou informatickou
disciplinou, ktera se zabyva metodami pro tvorbu a manipulaci digitalniho
obrazu, pfipadné digitdlni animace (nékdy je pocitacovou grafikou také
nazyvan predmét zajmu této discipliny, tedy praveé zminény digitalni obraz
nebo animace). Pfes svoji dileZitost je ji ve vyuce informatiky zpravidla
vénovano malo nebo vibec zadny prostor. Cilem tohoto nékolikadilného
piispévku tedy je poskytnout ¢tenafi (zejména uditeli nebo studentovi na
stfedni Skole) zdkladni vhled do této discipliny formou, ktera je — alespon
podle skromného nazoru autora — v urc¢itém ohledu neottelé.

1. Uvod

Pocitacova grafika se zrodila brzo poté, kdy se objevily prvni elektro-
nické pocitace.!) Diivodem je patrné skuteénost, ze pro vétsinu lidi je p¥i-
rozené vnimat okolni svét pomoci obrazové informace. Pokud tedy pocitaé¢
vykond néjaky vypocet, jehoz vysledek se nedd jednoduse vyjadfit (na-
priklad pomoci jednoho nebo nékolika malo éisel) a pfesto ma byt pro
¢lovéka snadno a rychle vstiebatelny, pak jej zpravidla vyjadiime s vyuzi-
tim néjakého grafického prvku. Tieba muzeme ¢iselné vysledky usporadat
do tabulky, ve které jsou jednotlivé bunky oddéleny ¢arami, nebo mizeme
vysledek zobrazit pomoci grafu. Velmi dobrym ptikladem uzitecnosti gra-
fického zobrazeni je vysledek méfeni vypocetniho tomografu; 1ékaf jisté
oceni, kdyz vysledkem nebudou miliony ¢isel popisujicich strukturu zkou-

1 Termin poé&itacova grafika poprvé pouzili roku 1960 Verne Hudson a William Fetter,
ktefi pracovali pro spole¢nost Boeing.
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maného objektu, ale jeden trojrozmérny obrazek pfimo znazoriujici tento
model.

Pocitacova grafika zaujima v informatice ponékud zvlastni misto. Je to
zjevné dano tim, Ze ke svému zivotu potfebuje nejen matematiku a néktera
dalsi informatickd odvétvi (jmenujme napiiklad linedrni algebru, geome-
trii, teorii informace a kédovani, umélou inteligenci), ale i nékolik zcela
neinformatickych disciplin (kupiikladu psychologii, fyziologii oka nebo op-
tiku). Neobvyklé postaveni pocita¢ové grafiky v informatice je také dano
jejim vyuzitim ve vytvarném umeéni a filmové tvorbé.

Pocitacovou grafiku mizeme rozdélit na dvourozmérnou a trojrozmér-
nou pocitacovou grafiku podle toho, zdali je jejim predmétem zajmu dvou-
rozmérny (Casto také flkdme 2D) nebo trojrozmérny (3D) obraz nebo
animace. Trojrozmérna pocitacova grafika vyuziva metody dvourozmérné
a vyznamnym zpusobem je obohacuje o dalsi metody, které fesi pro-
blémy typické pro trojrozmérné scény, naptiklad feseni viditelnosti, osvét-
leni scény, zobrazovani stini atd. Tento nékolikadilny ¢lanek se bude za-
byvat vyhradné dvourozmérnou pocitacovou grafikou.

2. Matematicky model obrazu

Digitalni obraz muZeme uméle vygenerovat (jak uvidime v dalsich di-
lech tohoto €lanku) nebo ziskat pomoci né&jakého zafizeni. Zastavme se
nyni kratce u problematiky ziskavani dvourozmérného obrazu. Toto mirné
odboceni ndm pozdéji pomuze zavést jednoduchou definici digitalniho ob-
razu, ze které pak mtzeme vyvodit, jakym zpiisobem ulozit obraz do pa-
méti pocitace.

V soucasné dobé nejpouzivanéjsSim zafizenim pro ziskani obrazu je be-
zesporu digitalni fotoaparat. Digitalni fotoaparat je postaven na principu
klasického fotoaparatu a je doplnén o elektronické zafizeni, které obdrzeny
obraz takzvané digitalizuje, tedy prevede do podoby, kterd umoznuje jeho
uloZeni na elektronické pamétfové médium.

Je vSeobecné znamo, ze prvni fotografie se objevily v prvni poloviné 19.
stoleti. Méné znama je vSak skutecnost, ze princip klasického fotoaparatu
je zaloZen na zafizeni, které se jmenuje camera obscura® a jehoz princip
byl popsédn Aristotelem kolem roku 350 pfed nasim letopoctem. Dobové
vyobrazeni camera obscury na obr. 1 dobfe vystihuje, jakym zpiisobem

2)Pieklad tohoto latinského nazvu je tmavy pokoj; mohli bychom jej prelozit také
jako temnd komora. V anglické literatufe se Casto pouzivd nazev pinhole camera —
dirkovd komora.
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toto zafizeni pracuje. Technickd realizace je ve skutecnosti o néco slozi-
t&jsi, velikost otvoru ve sténé totiz ovliviiuje kvalitu ziskaného obrazu na
primétné. Cim je otvor vétsi, tim vice svétla dopada na priimétnu, obraz je
tak jasnégjsi, ale kvuli difrakci je rozmazanéjsi. Zmensenim otvoru ziskame
ostfejsi obraz, ktery je vSak malo jasny. Tento problém se fesi umisténim
vhodné ¢ocky do otvoru stény.

Obr. 1 Camera obscura (13. stoleti), zdroj Wikipedia

Ziskany obraz na pramétné camera obscury muZzeme popsat pomoci
funkce
0:RxR—C, (1)

které budeme fikat obrazovd funkce a kterd bodu o soufadnicich (z,y) €
R x R pfifazuje néjakou barvu z mnoziny vsech barev C.

Zduraznéme, ze obrazova funkce je velmi obecnym matematickym mo-
delem ziskaného obrazu. Pokud bychom ji chtéli pouzit k uloZeni obrazu
do paméti pocitace, pripadné k zobrazeni obrazu na displeji, tak prilis
neuspéjeme. Divody jsou dva.

Zaprvé, jednotlivimi prvky mnoziny C jsou barvy, které jsou pro nase
ucely prilis abstraktnimi objekty. Kazdou barvu v mnoziné C' bychom méli
byt schopni néjak rozumné popsat, nejlépe pomoci ¢isla nebo nékolika mélo
¢isel. Touto problematikou se budeme zabyvat v sekci 3, 4 a 5.

Zadruhé, body tohoto obrazu jsou idealni objekty (napfisté jim budeme
fikat geometrické body) patficimi do geometrického svéta, v nasem real-
ném svété se vSak nevyskytuji — neumime je zadnym zafizenim zobrazit a
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neumime je ani vidét. Presto si je umime v nasi mysli predstavit, a proto
také o nich ted mtZeme rozpraveét. Jakym zplsobem pracovat s témito
geometrickymi body si povime v sekci 6.

3. Barvy

Zabyvat se podrobné popisem barev vyzaduje hluboké znalosti optiky,
fyziologie lidského oka a dalSich souvisejicich disciplin. Abychom se pii-
lis nevzdalovali od sméru naseho vykladu, pokusime se byt maximéalné
struéni. Zopakovani nékolika zakladnich pojmi z optiky se vSak nevy-
hneme.

Jak vime, svétlo je elektromagnetické vinéni, které je charakterizovano
vlnovou délkou A a frekvenci f, mezi kterymi plati znamy vztah

A 7
kde c je rychlost svétla ve vakuu. Zajimat nas bude pouze maly rozsah vl-
novych délek, priblizné od 400 nm do 700 nm. V tomto rozsahu jsme totiz
schopni svétlo vnimat nasim zrakem, proto také nazyvame toto svétlo vi-
ditelnym svetlem. Rzné vlnové délky viditelného svétla vyvolavaji odlisny
zrakovy vjem — vnimame je jako svétlo rizné barvy. Konkrétné, viditelné
svétlo s vlnovou délkou v rozsahu pfiblizné od 400 nm do 450 nm vniméame
jako fialové, v rozsahu od 450 nm do 490 nm jako modré, od 490 nm do
560 nm jako zelené, od 560nm do 590nm jako zluté a od 590nm do 700 nm
jako &ervené. Témto barvam Fikame spektrdlni barvy.?) Celé barevné spek-
trum je znézornéno na obr. 2.

Obr. 2 Barevné spektrum, zdroj Wikipedia.

Dalsi barvy vznikaji slozenim spektralnich barev. Naptiklad bila barva
vzniké sloZzenim viditelného svétla vSech vlnovych délek.

Doposud jsme se bavili o barve svétla. Pokud ovSsem pouzijeme slovo
barva v bézné mluvé, tak tim mame zpravidla na mysli barvu néjakého

3)Nékdy se mezi spektralni barvy uvadi také tyrkysova barva, ktera je v barevném
spektru na rozhrani mezi modrou a zelenou (vlnova délka kolem 490 nm, a dale pak
oranzova barva, jeZ je na rozhrani mezi zlutou a éervenou (vlnova délka kolem 590 nm).
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predmétu. Jak tedy spolu souvisi barva svétla s barvou predmétu? Od-
povéd je jednoduché. Barva pfedmétu je dana barvou odrazeného svétla.
Pokud béhem vegetacniho obdobi posviti na list lipy bilé svétlo, odrazené
svétlo bude v zelené casti spektra a my proto budeme tento list vnimat
jako zeleny.”) Dobrym piikladem je také dopadajici svétlo na bilou sténu
pokoje. Takova sténa totiz velmi dobfe odrazi viditelné svétlo vSech vl-
novych délek. Posvitime-li tedy na sténu bilym svétlem, témér vsechny
vlnové délky se odrazi, slozenim vznikne opét bilé svétlo, sténu tak vni-
mame jako bilou. Jestlize ale na sténu posvitime ¢ervenym svétlem, odrazi
se Cervené svétlo a sténu vnimame jako cervenou. Pokud bychom tedy ne-
méli moznost zjistit barvu svétla v mistnosti, budeme presvédceni, ze je
sténa natfena na ¢erveno.

4. Barevné modely

Rekli jsme si, Ze mnozina C' v definici obrazové funkce obsahuje jako
své prvky barvy. Jakym zpusobem podéita¢ s barvami pracuje? Pocitac¢
si jisté, narozdil od ¢lovéka, neumi vytvorit vjem barvy. Jednotlivé barvy
musime néjakym zpusobem kédovat tak, aby s nimi mohl poé¢ita¢ pracovat
(napfiklad ulozit je do paméti). K tomuto Géelu slozi barevné modely,
z nichz nejznaméjsi se nazyva RGB barevny model.

Jak muzeme tusit, zkratka RGB poukazuje na ti¥i zdkladni barvy, se
kterymi tento barevny model pracuje — jedna se o ¢ervenou (anglicky red),
zelenou (anglicky green) a modrou barvu (anglicky blue). Vybér téchto
zékladnich barev neni nadhodny a souvisi se skutecnosti, ze podstatnou
Cast dalsich barev (zdtraznéme, Ze nikoliv vSechny) jsme schopni ziskat
sloZzenim téchto t¥i zakladnich barev. Pokud naptiklad posvitime na né-
jaké misto bilé stény baterkou, ktera vydava cervené svétlo a do stejného
mista dale posvitime baterkou, ktera vydava zelené svétlo, odrazené svétlo
bude mit barvu zlutou. Takovému skladani fikdme aditivni, schematicky

4)Souvisi to s chlorofylem, ktery je pfitomny v rostlinach, sinicich a faséch. Chlorofyl
totiz silné pohlcuje fialové, modré a Cervené svétlo, vinové délky odrazeného svétla
se budou pohybovat zejména kolem 550 nm, list lipy pak vnimame jako zeleny. Na
podzim se vSak chlorofyl rozklada, v listech za¢nou prevladat trisloviny, které zelené
svétlo pohlcuji a naopak odrazeji svétlo zluté nebo Cervené barvy. Na podzim proto
listy dostavaji svoje typické cervenozluté zbarveni.

Pokud dame nékomu za kol popsat, jak vypada list stromu, tak jisté ve své od-
povédi zmini, ze je zeleny. Vlastnost ,byt zeleny“ je tedy tzce svazana s vyznamem
souslovi ,list stromu“. Uvédomime-li si ale fyzikalni podstatu véci, dojdeme k ponékud
prekvapivému zjisténi, ze je totiz tento tzky vztah dan ,nepiatelskym* chovanim listd
k zelené barveé svétla — je to jedina barva, kterou odrazi.
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je znazornéno na obr. 3.

Obr. 3 Aditivni sklddani barev, zdroj Wikipedia

RGB model znizornujeme pomoci jednotkové krychle, které tikame
RGB krychle. Vidime ji na obr. 4. Krychle je umisténa do soufadnico-

/
Obr. 4 RGB krychle, zdroj Wikipedia

vého systému zpusobem, ktery vidime na pravé zminéném obrazku. Kazda
barva je urcena, jak jsme jiz rekli, uré¢itym zastoupenim zakladnich barev —
cervené, zelené a modré barvy. Barvu zobrazitelnou RGB modelem tedy re-
prezentujeme jako bod o soufadnicich (r, g, b), kde r, g a b jsou redlnd ¢isla
z intervalu [0, 1], kterd vyjadfuji stupen zastoupeni zédkladnich barev. Na-
priklad tedy ¢ernd barva je reprezentovani bodem o soufadnicich (0,0, 0),
zlutd barva (vznikld sloZenim cervené a zelené) je reprezentovand bodem
o soutadnicich (1,1,0), bod (0.7,0.7,0.7) uréuje barvu, kterou bychom
mohli pojmenovat jako svétle Seda a podobné.
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Vidime tedy, ze ve vrcholech lezi zékladni barvy nebo barvy, které vzni-
kaji slozenim zakladnich barev — tém se rika doplikové barvy a jedna se
o tyrkysovou (anglicky cyan), purpurovou (anglicky magenta) a zlutou
(anglicky yellow). Na té&lesové uhlopfic¢ce se nachézeji Sedé odstiny, které
zacinaji v pocatku soufadnicového systému ¢ernou barvou a konéi v proti-
lehlém vrcholu bilou barvou. Vzdalovanim se od télesové thlopricky obdr-
Zime barvy, které jsou vice saturované (syté). Saturace a desaturace barvy
jsou zékladnimi barevnymi transformacemi a podrobnéji se jimi budeme
zabyvat v pristim dile.

Pozastavme se jesté na chvili u skladani barev. Rekli jsme, Ze skla-
dani v RGB modelu funguje tak, ze kuptikladu slozenim cervené a zelené
barvy vznikne barva zluta. Toto skladani jde vsak zcela zdsadné proti nasi
zkuSenosti se skladdnim (v tomto pfipadé bychom moZné spise méli Fict
michdnim) vodovych barev pfi malovani na papir. Pokud totiz namalu-
jeme vodovou barvou néjaky cerveny objekt a posléze ho premalujeme na
zeleno, jisté nevznikne zluty, ale spise hnédy obrazek. Tento typ skladani
barev je samoziejmé zcela v souladu s tim, co jsme si doposud fekli; jen
bilem papiru jsou totiz na sobé dvé vrstvy barvy, nékteré vinové délky
dopadajiciho svétla jsou prvni vrstvou odrazeny, jiné projdou do druhé
vrstvy, od které se opét néjaké vinové délky odrazi, jiné projdou az na
papir. Vysledné odrazené svétlo, jehoz barvu pak vnimame, bude spise
tmavsiho odstinu. Tomuto typu skladani barev se fika subtraktivni, zna-
zornéno je na obr. 5.

Obr. 5 Subtraktivni sklddani barev, zdroj Wikipedia

Na subtraktivnim sklddani barev je zalozen model, ktery je v jistém
smyslu opacny k modelu RGB. Nazyvia se CMY modelem. V uvedené
zkratce jsou opét pouzity zékladni barvy, kterymi jsou v tomto piipadé
tyrkysova (C), purpurova (M) a zlutd (Y). Pozorny ¢tenér si jisté vSiml,
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ze zakladni barvy CMY modelu jsou doplitkovymi barvami RGB modelu.
D4 se pak vytusit, ze doplitkkovymi barvami modelu CMY budou pravé
zdkladni barvy modelu RGB, tedy ¢ervend, zelena a modra.

CMY model zobrazujeme opét jako krychli vhodné umisténou do sou-
fadnicového systému. Vse pak funguje stejné jako v RGB modelu — kazda
zobrazitelnd barva je reprezentovana bodem lezicim uvnitf nebo na po-
vrchu krychle a ¢iselné vyjadiend souradnicemi (¢, m, y), kde ¢,m, y € [0, 1]
uréuji stupenl zastoupeni jednotlivych zakladnich barev; rozdil oproti RGB
modelu je pouze ve volbé zakladnich barev a v subtraktivnosti jejich skla-
déni. V pocatku soutadnicového systému je tedy bila barva, v protilehlém
vrcholu je ¢erna barva a podobné.

Ze vzajemného vztahu zakladnich a doplikovych barev v RGB a CMY
modelu mizeme snadno odvodit obecny vzorecek umoznujici transformo-
vat jeden model na druhy. Pokud tedy budeme uvazovat jistou barvu, ktera
mé v RGB krychli soufadnice (r,g,b), tak jsou jeji soufadnice (¢, m,y)
v CMY krychli vyjadieny vztahem

<Cvmay> = <1—T,1—g71—b>-

Jak jsme si jiz fekli, RGB model je zalozen na aditivnim skladani ba-
rev. Tento typ sklddani se pfesné hodi na popis barev zobrazovanych na
CRT monitorech nebo LCD displejich. Fungovani téchto dvou typt zob-
razovacich zafizeni je sice zaloZeno na zcela jinych principech, oba vSak
skladaji svételné paprsky rtznych barev aditivnim zpusobem. CRT mo-
nitory i LCD displeje proto pouzivaji pro popis zobrazenych barev RGB
barevny model. CMY model vyuzivajici subtraktivni skladani se naproti
tomu pouzivé v tiskarské technice. V tiskarské praxi se vSak z technickych
divodu pridava k zdkladnim barvam modelu CMY jesté jedna barva, totiz
Cernd barva. Vznikd tak model CMYK (pismeno K odkazuje na anglické
slovo blacK).

Barevné modely RGB a CMY maji jednu zasadni nevyhodu — tvorba
barev v téchto modelech je malo intuitivni. Pokusime se to demonstro-
vat na nésledujicim ptikladu. UvaZujme barvu, kterda ma v RGB modelu
soufadnice (0.1,0.83,0.75). Tuto barvu si mizete zobrazit v néjakém gra-
fickém editoru; kvili vysokému podilu modré a zejména pak zelené barvy,
bychom vysledek mohli pojmenovat jako zelenomodra barva. Predstavme
si nyni, Ze touto barvou vybarvime v grafickém editoru néjaky geometricky
objekt, ale pozdéji zjistime, Ze je tato barva prilis svétld. Radi bychom
ptiblizné zachovali odstin této barvy, ale ucinili ji trochu tmavsi. Kterou
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barevnou slozku zménime a o kolik? Na tuto otazku se neda uspokojivé
odpovédeét. Z tohoto divodu se v riznych grafickych aplikacich pouzivaji
i jiné barevné modely (napfiklad HSL nebo HSV modely, vice informaci
o téchto modelech je mozné najit na v [1] nebo v [2]) .

5. Barevna hloubka

V pocitacové grafice mdme pro vyjadieni zastoupeni jednotlivych barev
k dispozici jen omezené mnozstvi paméti. V dnesni dobé se zpravidla pro
ulozeni kazdé zakladni barvy pouziva 1 bajt, tedy 8 bitt. Pro vSechny tii
zékladni barvy tedy potiebujeme 24 bitti. Celkovy pocet bitid potfebnych
pro vyjadfeni zdkladnich barev (a potazmo vSech barev vyjadfitelnych
v daném barevném modelu) se nazyva barevnd hloubka.

Systém vyuzivajici barevnou hloubku o velikosti 24 bittu se nazyva true
color systém a dnes jej vyuziva napriklad format Blu-Ray. Pojmenovani
true color (do Cestiny se preklada jako plurdl — vérné barvy) bylo zvoleno
proto, ze diky 24 bitim jsme schopni vyjadrit celkem

224 = 16777216 barev.

Lidské oko je schopno rozlisit kolem 10 miliont barev, tato barevna hloubka
tedy umoziuje ulozit obrazovou informaci s vérnym barevnym vyjadienim.

V minulosti se kvtli technickych omezenim pouzivaly i mensi barevné
hloubky, napftiklad 16 bitt® (systémy vyuzivajici tuto hloubku se nazj-
vaji high color systémy), 12 bitd, 8 bitt nebo dokonce pouhé 4 bity.")
Tyto barevné hloubky se vsak dnes vyuzivaji velmi ziidka, pouze v nékte-
rych specialnich aplikacich. Naopak je mozné setkat se s vyssi barevnou
hloubkou, konkrétné 32 bitt. Otazkou je, zdali je uzitecné nadale zvysSovat
pocet vyjadritelnych barev; ve skutecnosti je i v tomto pripadé pouzito
8 bitl na vyjadieni kazdé zékladni barvy (stejné jako v pFipadé 24 bitové

5)Mezi tii zakladni barvy bylo téchto 16 bitt zpravidla rozdéleno tak, Ze na cervenou
a modrou barvu bylo vyc¢lenéno po 5 bitech, na zelenou barvu pak 6 bitu.

6) Piikladem, ktery si autor nemtize dovolit z nostalgickych ditvodii neuvést, jsou osmi-
bitové poéitace, které byly velmi oblibené v 80. letech 20. stoleti. Konkrétné, v Ceskoslo-
vensku velmi popularni pocitace Atari s oznac¢enim 800XL (i nékteré pozdéjsi modely)
pouzivaly nékolik grafickych rezimi; v jednom z nich byla k dispozici 4 bitova barevna
hloubka, v jiném dokonce pouze 1 bitova (obraz byl tedy dvoubarevny, nikoliv vSak
nutné ernobily). Vétsiho poétu barev, nez kolik byl schopen dany rezim zobrazovat,
bylo dosahovano sofistikovanymi programatorskymi technikami vyuzivajicich kratkého
okamziku, béhem kterého se paprsek vykreslujici obraz na stinitko obrazovky vracel
z konce jednoho fadku na zacatek bezprostfedné nasledujiciho fadku.
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barevné hloubky), posledni bajt je vyuZit jako takzvany alfa-kandl, kterym
se realizuje prihlednost obrazu. O tom, jak alfa-kanal funguje, si povime
v jednom z nasledujicich dili ¢lanku.

6. Pixely

Pokud budeme chtit s geometrickymi body obrazu pracovat v nasem re-
alném svété, budeme z nich muset vytvorit objekty, které budeme schopni
vypocetné ,uchopit”. Takovym objektim se pak v pocitacové grafice rika
fyzické pizely.”) Obycejné se definuji jako obdélnikové plosky, které jsou
tésné vedle sebe a pokryvaji ¢ast primétny, kterd nas zajima.

Kromé fyzického pixelu budeme také v dalsich dilech pracovat s pojmem
logického pizelu. Divodem pro zavedeni tohoto pojmu je potfeba néjakym
zpusobem vyjadrit souradnice daného fyzického pixelu — z fyzického pixelu
tedy vybereme néjaky geometricky bod (¢asto je to stied fyzického pixelu
nebo jeden z jeho vrchol) a tomuto bodu budeme fikat logicky pixel.
Soufadnice logického pixelu pak urcuji soutfadnice pfislusného fyzického
pixelu.

K fyzickym a logickym pixeltiim se vratime pozdé&ji (napiiklad pfi vy-
kladu Bresenhamova algoritmu pro rasterizaci zékladnich geometrickych
utvarti), vSe si pak demonstrujeme na obrézcich. Dodejme, Ze pokud bu-
deme mluvit o pizelu, tak tim budeme mit na mysli fyzicky pixel.

7. Digitalni obraz

Vrafme se nyni k obrazové funkci o, viz predpis (1). Rekli jsme si, Ze se
jednd o velmi obecny a pro praktické ticely nepftili§ vhodny model obrazu.
Pomoci barevnych modeli si vS8ak umime poradit s mnozinou vSech barev
C' a pomoci fyzickych a logickych pixeli si umime poradit i s jednotlivymi
geometrickymi body tohoto obrazu.

Pokud budeme chtit na pocitaci zpracovat obraz ziskany na pramétné
camera obscury, vytvofime z ného takzvany digitdlni obraz. Postup je na-
sledujici. Na pramétné camera obscury nejprve nadefinujeme obdélniko-
vou oblast naseho zdjmu. Pocatek soutadnicového systému umistime do
nékterého z vrcholi tohoto obdélnika. V pocitacové grafice se tento po-
¢atek zpravidla umistuje do levého horniho rohu, kladnd polovina osy x
sméfuje doprava, jak jsme zvykli; kladna polovina osy y vsak obvykle smé-

7)Slovo pizel vzniklo zkracenim anglickych slov picture element, tedy obrazovy bod.
Svého ¢asu byla také zavedena zkratka pel, ta se vsak neujala.
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fuje dola. Obraz je tedy urcen barvami vsech geometrickych bodu lezicich
v obdélnikové oblasti naseho zajmu.

Obdélnikovou oblast naseho zajmu pak souvisle pokryjeme fyzickymi
pixely. Logicky pixel kazdého fyzického pixelu umistime napiiklad do jeho
levého horniho vrcholu. Méritko na osach zvolime tak, aby mély fyzické
pixely jednotkovou $itku i vysku. Dusledkem toho je, ze x-ova i y-ova sou-
fadnice logického (a potazmo i fyzického) pixelu je pfirozené ¢islo. Barva
fyzického pixelu o soufadnicich (x,y) je pak uréena barvou pfislusného
logického pixelu, tedy hodnotou o(z, y).g) Tuto barvu pak kédujeme s vy-
uzitim néjakého barevného modelu. V pripadé RGB modelu nebo CMY
modelu tedy barvu kédujeme jako trojici ¢isel, kde jednotliva ¢isla této
trojice urcuji stupen zastoupeni zakladnich barev.

Z pohledu programatora je digitalni obraz dvourozmérnym polem, jehoz
hodnoty ur¢uji barvy piislusnych pixelt. Takto definovanému digitalnimu
obrazu se v pocCitacové grafice ik rastrovy obraz nebo rastrovd grafika
(pixely nesouci informaci o barvé totiz tvofi rastr). Existuji i jiné pfistupy
(naptiklad vektorovd grafika), které se vSak pouzivaji jen v nékterych spe-
cidlnich aplikacich a proto se jimi nebudeme zabyvat.

8. Zavér

Prvni dil série ¢lanksi o poéitacové grafice byl pouze tivodni. Ctenai
byl seznamen se zakladnimi pojmy, které budou nezbytné pro pochopeni
dalsich dili. V téch se budeme vénovat zejména algoritmtm vyuzivanych
ve dvourozmérné pocitacové grafice.

Literatura
[1] Huges, J. F. a kol.: Computer Graphics. Principles and Practice. 3. vydani,
Addison-Wesley, 2014.

[2] Felkel, P., Sochor, J., Zdra, J., Benes, B.: Moderni pocitacova grafika.
2. vydani, Computer Press, 2005.

[3] Martisek, D.: Matematické principy grafickych systémi. Littera, 2002.

8)V technické praxi se tomuto ,,odebirani barev“ z obrazové funkce fika vzorkovdni.
Vzorkovani je pak soucasti procesu, kterému se fika digitalizace. Problematika vzorko-
vani a digitalizace je pomérné dosti slozitd, vyzaduje znalost alespon zakladnich kurza
vysokoskolské matematiky. Pro Gcely tohoto ¢lanku jsme proto tyto pojmy znac¢né zjed-
nodusili; pro dalsi vyklad vsak bude tento zjednoduSeny pohled dostacujici.
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Kyberbezpecnost a informacni
bezpecnost na strednich skolach

JIRI SEDLACEK — TOMAS PITNER

Network Security Monitoring Cluster — Masarykova univerzita, Narodni centrum kom-

petence pro kyberbezpecnost

Clanek muize slouzit jako rychly orienta¢ni material pro vedeni stiednich
skol a ucitele informatiky v tom, jaka jsou vychodiska vyuky kyberbezpec-
nosti a informac¢ni bezpec¢nosti v dnesni dobé plné hrozeb pochazejicich
z online svéta, a jak takovou vyuku zavést do vSech stfedoskolskych RVP
a SVP v Ceské republice.

Nastini nové vyvinuty trojuroviiovy koncept vyuky kyberbezpecnosti a
informacni bezpecnosti s nejvyssim stupném v podobé Juniornich center
excelence (JCE). V dalsim ¢isle se budeme podrobnéji vénovat prvnim
zkuSenostem s JCE a jejich sluzbam pro ostatni skoly v ramci danych
regiont.

Kyberbezpecnost a informaéni bezpeénost

V dnesni dynamické dobé jsme stale castéji konfrontovani s pojmy IoT,
IoS, IoP, ..., Pramysl 4.0, chytré domy, chytra mésta, cloudové sluzby,
eGovernment, ale také kybervalka, kyberzlo¢in, kybersikana, kyberspi-
onaz, kybersabotaz, atd. Zavislost dnesni spolecnosti na elektronickych
technologiich je stale vyssi a vyssi, stejné tak jako rizika z toho plynouci.

Dne 1. 1. 2015 vesel v u¢innost zdkon ¢. 181/2014 Sb., o kybernetické
bezpeénosti a o zméné souvisejicich zadkont (déle ZKB), ve znéni pozdéj-
ich ptredpist. To je v nasi legislativé prilomovy krok, diky némuz se zacal
meénit piistup ke kyberbezpec¢nosti nejen z pohledu organizacnich a tech-
nickych opatieni, ale i v pravni roviné (povinné subjekty maji zdkonnou
povinnost Fesit kyberbezpetnost) a v oblasti vzdélavani a evangelizace.
Pocet povinnych osob dany §3 ZKB byl v roce 2017, po transpozici evrop-
ské smérnice NIS, rozsifen. Obecné velkym strasdkem, jakkoli iracionalné,
je od 25. 5. 2018 evropské nafizeni o ochrané osobnich tdaji znamé pod
nazvem GDPR (General Data Protection Regulation).

Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020 149



Kazdy obcan bude v osobnim zivoté v kyberprostoru diive ¢i pozdéji
fesit komunikaci se statni spravou a samospravou (eGovernment), bez-
pecnost svou, zabezpeceni svého majetku, bezpecnost svych blizkych. Bu-
dovani bezpecnostniho povédomi a znalostni zédkladny je proto nezbytné
systematicky zajistovat nejpozd&ji na stiednich Skolach.

Narodni strategie kybernetické bezpecnosti a o¢ekavani od stred-
nich skol

Ndrodni strategie kybernetické bezpecnosti (NSKB) Ceské republiky na
obdobi let 2015-2020 konstatuje, ze: Cesky model vzdéldvdni a vychovy
v oblasti kybernetické bezpecnosti NEODPOVIDA v soucasné podobé aktudl-
nim pozZadavkim a trendim. Z tohoto duvodu pak nedostatecné vzdéldvd a
vychovdvd na zdkladnim a strednim stupni Zdky a také v nedostatecné mire
nabizi vysokoskolské programy, které by vytvdrely odborniky na kybernetic-
kou bezpecnost. Poptdavka po téchto odbornicich je pFitom vysokd.

Narodni strategie kybernetické bezpec¢nosti (NSKB) Ceské republiky na
obdobi let 2015-2020 predpoklada v ¢asti F tato opatieni:

F. Podpora vzdélavani, osvéta a rozvoj informacni spole¢nosti.

Navysovat povédomi a gramotnost v otdzkdch kybernetickeé bezpecnosti
jak u Zdku a studenti zdkladnich a strednich skol, tak i u Siroké verej-
nosti, respektive koncovych uZivateli, pomoct podpory iniciativ a osveto-
vych kampani, poraddnim konferenci pro verejnost apod.

Modernizovat stdvagici vzdéldvaci programy na zdkladni a stredoskolské
urovni a podporovat na vysokoskolske drovni nové studiyni programy, ktere
budou primo vzdéldvat experty na kybernetickou bezpecnost.

F.2.01 Modernizovat rdmcové vzdélavaci programy na zékladni a stfedo-
skolské trovni.

7Z vyse uvedeného je ziejmé, ze vyuka kyberbezpecnosti neni ve stied-
nim 8kolstvi na tirovni odpovidajici pozadavkium rozvinuté informacni spo-
le¢nosti. Skoly musi ze zakona zajistit vyuku studenti a soucasné chra-
nit informace o studentech (zajisténi dostupnosti, divérnosti a integrity),
které jsou mnohdy charakteru zvldstni kategorie osobnich ddaji (viz napt.
dopady inkluze). Jsou povinny archivovat informace nezbytné k vystaveni
opist studignich dokladi — dobrym piikladem, ovSem ze Skolstvi vysokého,
je Masarykova univerzita, ktera jiz 1éta nabizi moznost dalkové ovérit plat-
nost diplomu pri znalosti jeho ¢isla a nové také vydava potvrzeni o studiu
opattené elektronickou pecdeti (Vertési, 2020).
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Principy informac¢ni bezpeénosti
V oblasti informaéni bezpecénosti jsou nezbytné:

e Systémovy pristup. Kazda organizace sestava z lidi, procesi a tech-
nologii. Problematika IB/KB je proto FeSena komplexné.

e Analyticky pristup. NeZ jsou piijimana rozhodnuti, je nezbytné da-
nou problematiku podrobit analjze. Jediné tak je mozné nasazovat
vhodna a ekonomicky pfijatelna feseni.

e Méfitelnost. IB/KB je postavena na méfitelnosti. Af uz z pohledu
zavedenych opatfeni, tak i z pohledu ekonomického, tzn. efektivity a
Gcelnosti vynalozenych naklad.

e Opakovatelnost a prenositelnost/kompatibilita. Jak z pohledu
¢asu, tak z pohledu penéz je vhodné pouzit feSeni, které je principi-
alné prenositelné i na ostatni obdobné organizace. Jde jak o kvalitu a
ovéreni Feseni, tak o jeho dalsi rozvoj a vymeénu zkuSenosti v komunité
uzivateli, dodavateld a s akademickou sférou.

e Standardy. Tak jako jsou jako norma pfijaty v oblasti IB standardy
(napt. normy fady ISO 27000), stejné tak je nutné tento p¥istup apli-
kovat na zvolenad technickd opatfeni. Oteviené standardy jsou jedna
strana mince, dlouhodobé fungujici spolehlivy dodavatel druhé.

e Udrzitelnost. Nasazend feseni a technologie museji dlouhodobé spl-
novat tytéZ (nebo vyssi) pozadavky na bezpeénost. To lze garantovat
za podminky jejich trvalé udrzovatelnosti, dostupnosti bezpec¢nostnich
varovani, aktualizaci, nastrojii pro monitoring a existence komunity
s dostatecnym know-how. Nezbytnost podminkou udrzitelnosti je rov-
néz ekonomicka stranka — vybudované infrastruktury jak hardwarové,
tak systémové a aplikacni museji byt nejen narazové na pocatku, ale
trvale finanéné inosné. Nema smysl vkladat velké prostfedky na pori-
zeni drahého feSeni, kdyz nebudou na provoz a tdrzbu, externi sluzby
atd.

e Racionalita. Optimalni pfistup k feSeni problematiky IB je postaveny
na raciondlnich rozhodnutich podloZengch argumenty a fakty (objek-
tivné), nikoli dojmy.

e Dokumentovatelnost. Veskeré kroky jsou v oblasti IB/KB dokumen-
tovany. Divody jsou auditni (tzn. dohledatelnost, kdo, co jak a pro¢
ucinil), ale i udrzeni know-how (jak a pro¢ se co technicky nastavovalo).

e Systematic¢nost. Souvisi se systémovym pristupem a s védomim, ze
bezpecnost celku je odvisla od bezpecnosti nejslabsiho clanku.
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e Metodiénost. Veskeré zavadéné postupy v IB/KB jsou aplikovéany na
zakladé predem stanovenych metodik. Tedy nespoléhat na improvizaci,
ale postupovat systematicky a metodicky; metodiky existuji, jen je po-
uzivat.

Modelova koncepce vyuky kyberbezpeénosti na SS

V ramci analyzy byly identifikovany 3 typy vzdélavacich programi in-
formacni bezpec¢nosti pro SS v CR:

I. Kategorie zdkladni (KZ).

II. Kategorie ICT (KICT).

III. Kategorie JCE (KJCE).

Zaklad — KZ

Uvazuje se vyuka pro vSechny typy RVP, tedy téch, které s ICT nesou-
visi, ale i RVP 18-20-M /01 Informacni technologie, SVP Kyberbezpecnost,
pfipadné RVP Kyberbezpecnost v pilotnim ovéfovani.

Piedpoklada se tedy, Ze tato kategorie pokryje vyuku IB/KB na vSech
gkolach, které nejsou vice na tuto problematiku zaméfeny (specializovany)
a déle na skoldch, které jiz vyucuji RVP 18-20-M/01 Informacni techno-
logie, SVP Kyberbezpeénost, pfipadné RVP KB v pilotnim ovéfovani.

Informac¢ni bezpecnost a kyberbezpec¢nost uvazujeme vyucovat v zéa-
kladnim rozsahu. Vyuka je koncipovana pfedevsim se zaméfenim na po-
krocilou evangelizaci, aby byli studenti dostatecné pfipraveni na fungovani
v rozvinuté informacni spole¢nosti. V ramci vyuky pro kategorii Zaklad
jsou uvazovany oblasti:

e Uvod do informacni bezpecnosti.

e Kyberprostor I.

e Socidlni inZenyrstvi.

e Prdvo v oblasti informacni bezpecnosti I.

Stred — KICT

Uvazuje se viuka v rdmci RVP 18-20-M/01 Informacni technologie, SVP
Kyberbezpecnost, ptipadné RVP Kyberbezpecnost v pilotnim ovéfovani.

Piedpoklada se tedy, ze tato kategorie pokryje vyuku IB/KB na vSech
gkolach, které jiz vyucuji RVP 18-20-M/01 Informaéni technologie, SVP
Kyberbezpecnost, pripadné RVP Kyberbezpecnost v pilotnim ovéfovani.

Informacni bezpec¢nost a kyberbezpecnost uvazujeme vyucovat ve stied-
nim rozsahu v navaznosti na zakladni rozsah. Skoly jsou vybaveny uéeb-
nami ICT a maji tedy predpoklady pro vyuku informac¢ni bezpecnosti a
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kyberbezpec¢nosti nejen v teoretické, ale i v praktické roviné. Technicka
opatfeni je mozné v pocitacovych ucebnach implementovat a procvicovat
dle moznosti dané skoly. V ramci vyuky pro KICT jsou uvazovany oblasti:

o Informacni bezpecnost v organizaci I. (technickd opatfeni u pravnic-
kych osob nepodléhajicich ZKB)

Top — KJCE

Uvazuje se vyuka v ramci SVP Kyberbezpecnost, pripadné RVP Kyber-
bezpecnost v pilotnim ovérovani.

Piedpoklada se tedy, Ze tato kategorie pokryje vyuku IB/KB na vSech
gkolach, které jiz vyuéuji SVP Kyberbezpeénost, piipadné RVP Kyber-
bezpec¢nost v pilotnim ovérovani.

Informacni bezpecnost a kyberbezpecnost uvazujeme vyucovat v navaz-
nosti na stfedni a zakladni rozsah. Zvolené skoly jsou excelentnimi centry s
vyukou kyberbezpecnosti a aspirujici na vytvoreni JCSIRT. Technické za-
zemi $kol umoznuje i pokroéilou praktickou vyuku s moznosti procvi¢ovani
vybranych technickych opatieni dle moznosti dané skoly. Tyto skoly maji
roli lidra v oblasti IB v kraji. V ramci vyuky pro KJCE jsou uvazovany
oblasti:

e Strategickd analyza v organizaci.

o Integrovand bezpecnost (Informaéni bezpeénost, Kyberbezpecnost,
Ochrana osobnich tdaji).

o Kyberneticky prostor II.

e Pravo v oblasti informacni bezpecnosti I1.

e Standardy v oblasti informacni bezpecnosti.

e Informacni bezpecnost v organizaci II.

Zavér

Jak je z vySe uvedeného zfejmé, oblasti na sebe navazuji. Tento model
umoziiuje vyuku IB/KB na kazdé SS pro kazdy studijni obor na této SS;
mize nastat situace, ze na jednu skolu budou aplikovany vSechny t¥i vyse

uvedené kategorie. Vyuka IB/KB tedy nebude nadale doménou pouze pro
skoly se specializovanymi studijnimi obory, jak tomu bylo doposud.
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ZPRAVY

PrAEMIUM BOHEMIA 2019
mladym prirodovédciim

BOHUMIL VYBIRAL - JAN KRIZ

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kréalové

Od roku 2001 se jiz stalo tradici kazdoroc¢ni oce-
novani velmi tspésnych mladych prirodovédci,
studenti a studentek, ktefi se prosadili na pii-
rodovédnych olympiddach s celosvétovou tucasti
a ziskali zde medaile. Ocenovat uspéchy mladych
lidi je zasluzné a proziravé, zvl4st v oborech, které
maji velky potencial pro rozvoj spolecnosti. Témi
obory jsou, vedle technickych oborti, zejména pii-
rodni védy véetné matematiky a informatiky.
Ceska, vefejnost se o Gspésich mlad§ch pFirodovédct dozvi bohuzel malo.
Je na skodu véci, ze Ceské sdélovaci prostiedky témto tspéchtim vénuji jen
malou (spiSe zddnou) pozornost. Soustieduji se spiSe na politiku, na sport
(bez ohledu na dspéchy v ném), na kriminalitu aj. Velmi zdsluzné proto
je iniciativa rodinné Nadace Bohuslava Jana Hordcka Ceskému rdji (déle
jen Nadace) ocenujici jiz 18 let v§znamnymi cenami nejuspésnéjsi mladé
¢eské nadéje v oblasti pfirodnich véd.

Prestizni nada¢ni ocenéni PREMIUM BOHEMIZ udéluje Nadace v den
vyroci narozeni jejiho zakladatele, mecenase a filantropa Bohuslava Jana
Horacka (narodil se 4. prosince 1924 v Radvanovicich u Turnova, zemfel
18. fijna 2002 ve Stuttgartu). Cenu PREMIUM BOHEMIE ziskdvaji ¢eSti
studenti, ispésni tcastnici prirodovédnych olympiad s celosvétovou ucasti
v oborech fyzika, chemie, biologie, matematika, informatika a astronomie
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s astrofyzikou v pfislusném kalendainim roce. Slavnostni akt udileni na-
dacnich cen se koné na statnim zamku Sychrov u Turnova. Nadace ¢eskym
studentim a studentkadm v letech 2001 az 2019 udélila celkem jiz 410 cen
PREMIUM BOHEMIZE (z toho 28 cen v roce 2019). Studenti za 19 roénikl
ziskali finan¢ni ocenéni v celkové vyznamné Castce 7 miliénu 615 tisic K¢é
(z toho 635 tisic Ké v roce 2019). Cena, mimo moralni prestize, zahrnuje
medaili B. J. Horacka ze stejného kovu jako medaile olympijska (s vyrazZe-
nym jménem lauredta na rubu), diplom a finanéni odménu. Za zisk zlaté
medaile laureat ziskava 50 tisic K¢, za stfibrnou 25 tisic K¢ a za bronzo-
vou 15 tisic Ké. Mimo tato ocenéni laureati v roce 2019 obdrzeli e-knihu
B. Vybirala Technické aplikace fyziky s Cetnymi prilohami, jejiz vydani,
vedle JCMF (spolku v Hradci Kralové) sponzorovala Nadace. Kromé uve-
denych fadnych cen, Nadace v minulych letech udélila i mimoradné ceny
PraEMIUM BOHEMIZ v hodnoté 10 tisic K¢ kazdému clenovi ¢eského zla-
tého tymu z evropské prirodovédné soutéze EUSO. Laureat maze v urcitém
ro¢niku ziskat i vice nada¢nich cen, ziskal-li na rtznych téchto soutézich
v daném roce medaile (napf. v roce 2019 bylo udéleno 28 cen 16 studentiim
a 6 studentkdm. Néktefi mimoiadné uspésni studenti ziskali nadacni ceny
ve dvou i tfech po sobé jdoucich letech.

Obr. 1 Nejuaspésnéjsi cesti mladi prirodovédci z let 2018 a 2019: Jindfich Jelinek
(na olympiddach z astronomie a astrofyziky v Ciné 2018 a v Madarsku 2019 zis-
kal zlaté medaile a na fyzikalnich olympiadach v Portugalsku 2018 a Izraeli 2019
stifbrné medaile). Vpravo je Jan Obofil (ziskal zlaté medaile na svétovych che-
mickych olympiadach v Cesku a Slovensku 2018 a ve Francii 2019 a na evropské
prirodovédné soutézi EUSO ve Slovinsku 2018 zlatou medaili), foto B. Vybiral
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Slavnost na zamku Sychrov 2019

Podle tradice se slavnostni udileni cen konala v den 95. vyro¢i narozeni
mecenase Bohuslava Jana Horacka. Bylo to ve stfedu 4. prosince 2019 v za-
meckém divadle na statnim zamku Sychrov. Slavnosti se zGc¢astnili nejen
ocenéni studenti a studentky s rodinnym doprovodem, ale i vzacni hosté.
Mezi né patrili predstavitelé ¢eskych prirodovédnych olympidd, zastupci
nékterych skol vyznamenanych studentt, predseda spravni rady Nadace
Jan Horacek (syn mecenése) a ¢lenové spravni a dozor¢i rady Nadac; rov-
néz zastupci sdélovacich prostfedkii. Nejvzacnéjsimi hostem byla delegace
Ucéené spolecnosti CR v Eele s jeji predsedkyni prof. RNDr. Blankou Ri-
hovou, DrSec.

Po hudebnim tvodu slavnost zahajil kratkym projevem predseda sprav-
ni rady Nadace Jan Horacek. Poté se ujala slova predsedkyné Ucené spo-
le¢nosti prof. RNDr. Blanka Rihova, DrSc. Jménem Jednoty &eskjch ma-
tematikt a fyzikid, kterd garantuje tfi z ocenovanych soutézi, promluvil
prof. Ing. Bohumil Vybiral, CSc. Hlavni projev proslovil doc. RNDr. Jan
Kriz, Ph.D., dékan Prirodovédecké fakulty Univerzity Hradec Kréalové a
pfedseda FO. Ve svém projevu mj. shrnul a ocenil tispé$nou tcast Ces-
kych studentti a studentek v ocenovanych soutézich na svétovych kolbistich
(jeho projev otiskujeme déle). Poté Jan Horacek a prof. Bohumil Vybiral
predali studenttim a studentkdm ocenéni. Za vyznamenané studenty pro-
mluvil Jan Oboril, drzitel zlaté medaile z Mezinarodni chemické olympi-
ady. Hudebni vystoupeni zajistili zaci Zakladni umélecké skoly v Turnove.
Slavnost moderoval Lukas Vana. Kratkou reportaz o udileni cen PREMIUM
BOHEMIE 2019 zafadila do vecernich Uddlosti 4. 12. 2019 Ceska televize
(viz Archiv CT na webu). Byl rovnéz profesionalné potizovan videoza-
znam podstatnych ¢asti slavnosti a byly natoceny rozhovory s nékterymi
ucastniky (videozdznam je umistén na internet, na YouTube).

Ceské tispéchy na piirodovédnych olympiadach

Projev doc. J. KriZe:

Setkavame se zde v krasnych prostorach zamku Sychrov, abychom oce-
nili nejlepsi stfedogkolaky Ceské republiky v pfirodovédnych oborech. Pravé
MIUM BOHEMIZE. Ke 372 fadnym nada¢nim cenam pro studenty udélenym
od roku 2001 letos pfibude dalsich, rekordnich 28 cen, ¢imz celkova suma
rozdélend mezi studenty v ramci této uslechtilé akce dosédhne vice nez
7,5 milioni K¢.
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V letosnim roce Nadace tedy oceni cenami PREMIUM BOHEMIZ 6 stu-
dentek a 16 studentii, ktefi ziskali na nékteré z letosnich mezinarodnich
olympiad ve fyzice, chemii, biologii, matematice, informatice nebo astro-
nomii s astrofyzikou nékterou z medaili. Snadnym vypoctem zjistite, ze
6 studentek plus 16 studentii nerovna se 28 cen. Dva studenti si totiz
odnesou ceny dvé a dalsi dva dokonce t¥i!

Jesté pred tim, nez vas sezndmim s letosnim pribéhem mezinarodnich
klani v pfirodovédnych disciplindch na mnoha svétovych kolbistich, do-
volte mi jednu uvodni poznamku na téma , Ceny Praemium Bohemiz a
pfirodovédné olympiddy“. Pavodné byly totiz, jak jiz jsme slySeli, udé-
lovany ceny PREMIUM BOHEMIZE vyraznym védcim a umélcim. Napad
udélovat tyto prestizni ceny tispésnym tcastnikim olympiad vznikl v hlave
pana Bohumila Vybirala, emeritniho profesora Univerzity Hradec Kralové,
pfesné pred 19 lety, dne 4. prosince 2000. Prof. Vybiral pracuje pro Fy-
zikalni olympiddu od jejiho tplného pocatku, tj. od roku 1959, dodnes.
V roce 2000 pusobil jako prorektor Univerzity Hradec Kralové a dostal
k vyftizeni zadost pana Bohuslava Jana Horacka, aby univerzita pomohla
s vytipovanim védct pro cenu PREMIUM BOHEMIE. V noci 4. 12.; shodou
okolnosti pfesné v den narozenin Bohuslava Jana Horacka, prof. Vybirala
napadlo, Zze by Nadace mohla udélovat ceny kromé etablovanym védciim
i za¢inajicim védctim z fad studentd. Hned sviij napad sepsal a poslal
do Stuttgartu. Pan Horacek souhlasil. Vazeny pane profesore, mily Milo,
dovol mi Ti za to podékovat.

A nyni jiz k samotnym pfirodovédnym olympiddam. Tyto soutéZe jsou
v Ceské republice dlouhodobé zakofenény a maji propracovany systém.
Kladou si za cil vyhledavat a péstovat talenty v uvedenych oborech, které
jsou vyznamnym c¢initelem pro rozvoj vzdélanosti, tvorivosti a prosperity
naseho naroda a lidstva vibec. Poradat olympiddu neznamend jen pii-
pravit soutézni dlohy a zorganizovat jednotlivd kola soutéze. S olympi-
oniky, zejména s témi Uspésnymi, je tfeba pracovat systematicky, napft.
formou seminéit, soustiedéni, letnich tabort ¢i vydavanim studijnich bro-
7urek. Skola totiZz nemfize vybavit talentované studenty znalostmi a do-
vednostmi potfebnymi pro tspéch na mezinarodnich prestiznich soutézich.
Ceské osobnosti se viyznamné podileli na formovani téchto mezinarodnich,
dnes jiz celosvétovych soutézi. Pfiznacné proto je, ze tispéchy ¢eskych stu-
dentd jsou velmi dobré, coz vyznamné piispiva nejen k prezentaci ceské
védy a ceského skolstvi ve svété, ale primo i k jeho rozvoji u nas.

Nyni se dostavam ke svétovym prirodovédnym soutézim. Zacnéme le-
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tos netradi¢né nejmladsi z nasich ocenovanych olympidd — Mezinarodni
olympiadou v astronomii s astrofyzikou. Vzhledem k terminu loriské olym-
piady, konané v prosinci 2018, jsme bohuzel nestihli loni ocenit medailisty
z roku 2018, a tudiz uvidime letos hned dvojnasobnou davku mladych as-
tronomi, ktefi byli navic na obou olympiddéach velice tispésni. 12. ro¢nik
této soutéze probéhl v roce 2018 v Ciné a tispéch byl obrovsky — jedna
zlatd medaile, jedna stiibrné a tii bronzové! Zlaty medailista z roku 2018
Jind¥ich Jelinek obhéajil roku 2019 zlato i na 13. IOAA v Madarsku. Mezi
254 mladymi astronomy ze 47 zemi pak zbyli clenové ¢eského tymu ziskali
jesté jednou medaili stiibrnou a dvé bronzové.

Dalsi pro nas zlaty lesk mad Mezinarodni chemickd olympiada, ktera
probeéhla ve francouzské metropoli Parizi. Lonsky zlaty medailista, chemik
Jan Oboril, dokazal svij aspéch zopakovat a do Ceské kotliny dovezl dalsi
nejcennéjsi kov. Vynikajici ispéch mladych chemikt je podpofen tiemi
stfibrnymi medailemi, to vSe v konkurenci 309 soutézicich z 80 statt svéta.

Zlaté medaile pro letosni rok dosly, zistanime ale jesté u medaili st¥ibr-
nych. Za stfibrnou lze oznacit vypravu mladych ceskych biologt na jubi-
lejni 30. mezinarodni biologické olympiadé v Madarsku. Ceska ¢tvefice zde
bojovala s dalsimi podobné biologicky zaméfenymi mladymi lidmi z celého
svéta velmi ispésné — vysledkem jsou t¥i medaile st¥ibrné a jedna bronzova.

Pro dalsi dvé stiibrné medaile se vydejme do Azerbajdzanu. Pravé zde
se konala 31. mezinarodni olympidda v informatice. Ke dvéma stiibrnym
medailim pfidejme jesté jednu bronzovou vybojovanou mezi 327 soutézi-
cimi z 87 stati.
mezinarodni fyzikalni olympiadé v Izraeli. P¥i o néco nizsi ucasti 363 fyzikta
ze T8 statu ziskali ¢esti vyslanci jednu stfibrnou a t¥i bronzové medaile.

Opét jubilejni 60. mezindrodni matematicka olympiada, nejstarsi a nej-
vétsi ze vSech mezinarodnich olympiad, se konala v Anglii. Své soutézici
na ni vyslalo 112 zemi a o medaile pak bojovalo 621 matematikd, z toho
48 divek. Nase Sestice se rozhodné neztratila a vybojovala 4 bronzové me-
daile. Do osmagctyticitky dévéat také prispéla jednou soutézici, cenénou
bronzem.

Uspésné Geské nositele medaili za chvili uvidime osobné pfi prebirani
cen PREMIUM BOHEMIZE.

Dosahnout vyrazného tispéchu na svétovych védeckych soutézich neni
vitbec jednoduché. Uspéchem totiz je jiz sama Gc¢ast v reprezentaci ur-
¢itého statu. Soutézi se zucastnuji stovky fesiteld ze vSech kontinentu.
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Ulohy, které soutézici fesi, jsou velmi obtizné a rozsahlé a k jejich vyfte-
Seni méa student k dispozici jen velmi omezeny cas — a vypjata atmosféra
soutéze klidu k TeSeni jist€ nepfida. Je dobrym piislibem do budoucna, ze
se nasi studenti dokazi prosadit v konkurenci védeckych mocnosti, jakymi
jsou Spojené staty americké, Rusko a predevsim Cetné asijské staty v Cele
s Cinou.

Milé medailistky, mili medailisté! Ze srdce Vam gratuluji k Vasemu
tspéchu, ktery Vas vsak i zavazuje. Historie jasné€ prokazala, ze tspéch
v olympiddé je dobrym predpokladem pro drahu védce. Vydejte se na ni
smeéle!

Obr. 2 Studenti a studentky ocenéni PrREMIUM BOHEMIZ 2019, foto B. Vybiral

Prehled laureatu Praemium Bohemize 2019

1. Fyzika, 50. IPhO, Izrael, 2019: Jindfich Jelinek, stfibrna medaile (ab-
solvent Gymnéazia v Olomouci-Hej¢iné, student University of Cam-
bridge), e Viktor Fukala, bronzovd medaile (student Gymnéazia Jana
Keplera v Praze 6), ¢ Michal Jires, bronzova medaile (absolvent Gym-
nazia Frantiska Martina Pelcla v Rychnové nad Knéznou, student MFF
Univerzity Karlovy v Praze), e Josef Minafik, bronzova medaile (ab-
solvent Gymnazia v Brné na ti. Kpt. Jarose, student MFF Univerzity
Karlovy v Praze).

2. Chemie, 51. IChO, Francie, 2019: Jan Oboril, zlatd medaile (student
Klasického a Spanélského gymndazia v Brné-Bystrc), e Miroslava No-
voveskd, stfibrnd medaile (absolventka Masarykova gymnézia v Plzni,
studentka University of Cambridge), e Richard Vesely, st¥ibrna medaile
(absolvent Gymnéazia v Praze 4 na Budg&jovické, student University
of Cambridge), e Filip Svérdk, stiibrna medaile (absolvent Gymnézia
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v Brné na tf¥. Kpt. Jarose, student Pfirodovédecké fakulty a Lékarské
fakulty Masarykovy univerzity v Brné).

. Biologie, 30. IBO, Madarsko, 2019: Katerina Bezdnyiovd, stfibrna me-
daile (absolventka Gymnézia v Jablonci nad Nisou, studentka P¥irodo-
védecké fakulty Univerzity Karlovy v Praze), ¢ Katerina Cermdkovd,
stfibrnd medaile (absolventka Gymnazia a Krajského vzdélavaciho cen-
tra v Sokolové, studentka P¥irodovédecké fakulty Univerzity Karlovy
v Praze),  Anna Hyskovd, st¥ibrnd medaile (studentka Gymnazia J. A.
Komenského a jazykové skoly v Uherském Brodé), e Ondiej Peldnek,
bronzova medaile (student Klasického a $panélského gymnézia v Brné-
Bystrci).

. Astronomie a astrofyzika, 12. IOAA v Ciné, 2018: Jindrich Jelinek,
zlatd medaile (viz IPhO), ¢ Martin Orsag, stfibrna medaile (absolvent
Gymnaézia a Stfedni odborné skoly zdravotnické a ekonomické ve Vys-
kové, student MFF Univerzity Karlovy v Praze), e Jiri Vala, bronzova
medaile (absolvent Gymnézia v Brné na tf. Kpt. Jarose, student MFF
Univerzity Karlovy v Praze), ® Jachym Bares, bronzova medaile (absol-
vent Gymnéazia v Olomouci-Hej¢iné€, student MFF Univerzity Karlovy
v Praze), e Radka KiiZovd, bronzovd medaile (studentka Gymndzia
Jaroslava Heyrovského v Praze 5).

. Astronomie a astrofyzika, 13. IOAA v Madarsku, 2019: JindFich Jeli-
nek, zlatd medaile (viz IPhO), ¢ Marco Souze de Joode, st¥ibrnd me-
daile (student Gymnézia v Praze 7, Nad Stolou), e David Komdnek,
bronzovéa medaile (student Gymnézia v Praze 7, Nad Stolou), e Radka
K¥iZovd, bronzova medaile (viz 12. IOAA).

. Matematika, 60. IMO ve Velké Britanii, 2019: Matéj DoleZdlek, bron-
zova medaile (absolvent Gymndzia dr. A. Hrdlicky v Humpolci, student
MFF Univerzity Karlovy v Praze), e Viclav Janddéek, bronzova medaile
(student Gymnézia v Brné na t¥. Kpt. Jarose), ¢ Lenka Kopfouvd, bron-
zové medaile (absolventka Mendelova gymnéazia v Opavé, studentka

MFF Univerzity Karlovy v Praze), e Josef Minafik, bronzova medaile
(viz IPhO).

. Informatika, 31. 101, Azerbdjdzdn, 2019: Josef Minarik, st¥ibrna me-
daile (viz IPhO), e Jiri Kalvoda, st¥ibrnd medaile (student Gymnézia
v Brné na tt¥. Kpt. Jarose), e Michal Jire$, bronzova medaile (viz IPhO).
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