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MATEMATIKA

Z kv % /7 b v /k
I'lZ€Nne ZePriky

PAVEL LEISCHNER

Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice

Poznatky oznacované jako véty o zkiiZenych Zebricich (Crossed ladders
theorems) se nedavno staly popularnimi, protoZe usnadiuji feSeni nékte-
rych tuloh o pomérech obsahti ¢asti trojuhelnikii. Muze se stat, ze je zék
najde napiiklad na YouTube a pfekvapi ucitele neocekdvanym feSenim
ulohy z obr. 1:

1 1 1 1 1 24+4-5 1

=+ = = — = =09.
cr1l 11057 a1 20 20 7

Obr. 1 Urdete obsah x, jestlize Saprg =6, Sapr =4 a Sppr =1
Tento piispévek si klade za cil dikladnéji seznédmit ¢tenafe s danou
problematikou.
Véty o zkrizenych zebricich a jejich pivod
Na poc¢atku byla klasickd uloha neznamého ptivodu (tak ji oznacuje

Gardner |[1, str. 62]), ktera vychazi ze situace na obr. 2 vlevo. Spociva
v urceni vztahu mezi vyskou vp pruseciku F' Zebiiki AD a BE opfenych
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o zdi a vySkami vp a vy mist D a E, v nichZz se horni konce zebiiki
dotykaji zdi.

Obr. 2 Zk¥izené zebiiky a obrazek k vété 1

Vysledny vztah
1 1 1
s (1)
a UpD )
souvisi s faktem, Ze délka té pricky lichob&Zniku, kterd prochazi pruseci-
kem jeho tihlopfi¢ek rovnobézné se zakladnami, je harmonickym primérem
deélek zakladen (viz napf. [2, str. 157-159] nebo [4]).

Roku 2002 vztah zobecnil americky stiedoskolsky ucitel Harold Joseph
Stengel [3]. Jeho prispévek shrneme ve t¥ech vétéach, jez pronikly do pove-
domi vefejnosti véetné nazvi, které se v ¢lanku vyskytovaly.

Budeme se zabyvat promitanim do pfimky p, rovnobéZnym s piim-
kou z. Délku tsecky ohrani¢ené libovolnym bodem Z a jeho primétem
znac¢ime zz. Termin cevidna uzivame pro usecku s krajnimi body ve vr-
cholu trojahelniku a ve vnitinim bodé protilehlé strany.

Véta 1 (véta o zkiizenych zebficich) Necht body E, D lezi v téZe polo-
roviné s hraniéni pfimkou p. Jejich priméty v promitani do p ve sméru
pifimky x }f p oznaéime po fadé A, B. Je-li F prusecik usetek AD a BE
(obr. 2 vpravo), pak

— = 2)

Diikaz. Plati ANALF ~ NABD a ALBF ~ NAABE. S vyuZitim obou
podobnosti dostavame

_ AL+ [LB| _ |AL| | |LB| _ zr L

1 = =
|AB] AB| T 1AB| b s

a odtud vztah (2), ktery je pro = L p ekvivalentni s (1).
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Stengel se dale zabyval situaci, kdy jsou zebiiky opfeny o stény chodby
trojuhelnikového profilu.
Véta 2 (zobecnéna véta o zkifZzenych Zzebiicich) V roviné trojthelniku
ABC uvazujme promitani do pfimky AB rovnobézné s pfimkou x. Ozna-
¢ime-li F' prusecik cevian AD a BE trojuhelniku, pak plati
1 1 1 1
+ +

D TR TF fc.

A K L M=N=B

Obr. 3 Vlevo ilustrace k vété 2, vpravo obrazek k jejimu dikazu

Diikaz. Uvazujme nejprve situaci na obr. 3 vpravo, pro niz je = || BC.
Praméty bodi E a F necht jsou po fadé K a L. Body C a D se zobrazi
do B. Oznac¢me jesté G ten bod prfimky BE, ktery se promitne do A.
Aplikaci véty 1 na body G, D, a pak na body G, C' dostavame
1 1 1 1 1 1

— =+ — a4 — =+ (4)
TE TG rp TR el Zc

Oba vztahy lze prepsat do tvaru
1 1 1 1 1

e TF D TE Zc ’

V ném je posledni rovnost ekvivalentni se vztahem (3), jenz jsme méli
dokazat.

Jiné situace netfeba vySetfovat, protoZe vztah (3) nezavisi na sméru
promitéani. Oznacime-li totiz praméty boda F, F, C a D pro promitani
urcené piimkou =’ }f x po fadé K', L', M’ a N, pak ze vzajemné podob-
nosti trojthelnika FKK', FLL', CBM’' a DBN' plyne

/ / / /
e _ Yk _Tc _*p _

TE TF Zc D
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Odtud a ze vztahu (3) dokdzaného pro z || BC zjistime

1+171(1+1)71(1+1)71+1
2y k \axp  zp/ k \zp  wzc/ ¥ al
Uvazujme dale situaci z vty 2 za pfedpokladu, ze x 1L AB. Vztah (3)

je pak ekvivalentni s rovnosti

1 1 1 1
+ = + :
%|AB|UD %|AB"UE %|AB|UF %|AB|’UC

kde vp, vg, vF a ve jsou vysky trojuhelniki ABD, ABE, ABF a ABC.
Plati tedy véta 3, které se téZ rika véta o (zk¥iZenych) zebficich, tfebaze
ji Stengel oznadil jen jako dusledek véty 2.

Véta 3 Protinaji-li se ceviany AD a BFE trojuhelniku ABC v bodé F,
pak pro obsahy trojihelniki ABD, ABE, ABF a ABC plati

1 1 1 1
+

()

Sap SaBe Sar Samc

Co Stengel neuvedl

Vysledek priuzkumu situace, kdy jsou zebiiky opfeny o stény prikopu
lichobé&Znikového prifezu (obr. 4), popisuje nasleduji véta.

Véta 4 V roviné trojuhelniku ABC uvazujme promitani do pfimky AB
rovnobézné s piimkou z. Jsou-li D, E po fadé vnitini body polopiimek
opac¢nych k polopifimkach BC, AC a je-li F prusecik usecek AD a BF,
pak

1 1 1 1 1 1 1 1
— 4+ — =" 3

- - G
Tp T TR XC Sap SaBe Sar Samc (©)

Diikaz se témér nelisi od dikazu véty 2. Jediny rozdil spociva v tom, Ze
bod C nyni lezi v opa¢né poloroviné s hrani¢ni piimkou AB, jak vidime
na obr. 5. Dusledkem je zadména bodi E a G v jejich poradi na piimce
BE, a tim i zaména zlomki -1 a -1 v druhém ze vztahi (4). Soustava

TR rag
mé nyni tvar
1 1 1 1 1 1
rp  Te  Tp re  Tp  TC

z n&j7 plyne (6).
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e

Obr. 4 Vlevo zkiizené zebiiky v piikopu, vpravo ilustrace k vété 4

E

rc

C
Obr. 5 Obrazek k dikazu véty 4

Dalsi konfiguraci pfimek AB, AC, BC, AD a BFE piedstavuje obr. 6.
Asi se nam nepodaii motivovat ji zkfiZzenymi Zzebiiky. Po zkuSenostech
z predchozich postupt v8ak neni tézké ovérit (uzitim promitani rovnobéz-
ného s jednou z piimek AC, BC), 7e plati

1 1 1 1 1 1 1 1

= a —_ = — .
Tk Tp o TF Sape SaBp Sac  SaBr
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Obr. 6 Dalsi z moznych konfiguraci

Nékteré z dalsich situaci vidime na obr. 7, ale zanechme radéji analyzy
a pristupme k syntéze. Abychom zahrnuli vSechny situace do jediného
celku, doplnime danou rovinu o nevlastni body. Na stfedni $kole ovSem ne-
budeme seznamovat studenty s projektivnim prostorem. Vystac¢ime s intu-
itivn{ pfedstavou nevlastniho bodu jako sméru rovnobézek (tzv. priseciku
rovnobéZzek v nekone¢nu).

Shrnuti

V dosud zkoumanych situacich byl pevné dan trojuhelnik ABC' a rovno-
bé&zné promitani do piimky p = AB ve sméru pifmky z }f p. Na pfimkach
BC a AC volime v daném pofadi body D a F, razné od vrchola trojahel-
niku. Priisecik pfimek AD a BE zna&ime F a pro body Z € {C,D,E, F'}
hledame vztah mezi délkami xz a vztah mezi obsahy trojuhelniki ABZ.

Délku xz jsme definovali jako délku usecky ZyZ, kde Zj je prumét
bodu Z. Nahradime ji redlnym ¢islem xz tak, aby platilo xz = xz, jestlize
Z lezi v polorovinég ABC', nebo xz; = —xz, pokud Z lezi v poloroviné
opacné. Bude-li bod C' nevlastni, zvolime za polorovinu ABC' libovolnou
z polorovin s hrani¢ni pfimkou p a do obrazku ji vyznacime Sipkami (viz
napf. obr. 8 vlevo).

Orientovanou vzddlenosti vz bodu Z od pifimky p rozumime vzdale-
nost vz opatfenou znaménkem +, jestlize Z lezi v poloroviné ABC, nebo
znaménkem —, pokud Z lezi v poloroviné opacné.

Orientovany obsah trojihelniku ABZ zavedeme vztahem

1
SABZ = 5 . |AB| *Vz.
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Pokud je néktery z bodi Z nevlastni, klademe

1 1 1 1 1 1
_ = = O’ —_— = — = 0 a = = 0.
Xz Xz vz vz Sapz Sapz
Za téchto predpokladt vzdy plati
1 1 1 1 1 1 1 1
Xp Xgp Xc XF SaBp SaBe Sapc SaBr @

Vgechny zkoumané situace lze roztidit do Sesti skupin podle toho, které
z bodu C, D, E a F jsou vlastni a které z nich lezi ve stejné polorovineé.

I. Body Z € {C, D, E, F} jsou vlastni a lezi v poloroviné ABC, viz napf.
obr. 7 vlevo nebo obr. 3. Zlomky ve vztazich (7) maji po zaménéch
Xz 7za Tz a Sapy za Sapz stejné znaménko.

I1. Body Z jsou vlastni, t¥i z nich lezi v jedné poloroviné s hrani¢ni pfim-
kou AB a jeden v poloroviné opa¢né (napt. obr. 7 uprostfed nebo
obr. 4). Jeden zlomek ve vztazich (7) ma po zaménach xz za rz a
SABz za Sapyz opafné znaménko nez zbyvajici t¥i.

ITI. Body Z jsou vlastni, dva z nich lezi v poloroviné ABC a dva v polo-
roviné opacné, viz obr. 7 vpravo nebo obr. 6. Dva zlomky ve vztazich
(7) maji po zdménach xz za xz a Sapz za Sapz znaménko plus, a
druhé dva minus.

Obr. 7 K situacim I, IT a III
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IV. Pravé jeden z bodt Z je nevlastni a vSechny t¥i vzniklé trojuhelniky
lezi v téze poloroviné s hranici p. TTi z moznych situaci vidime na
obr. 8. Predstavuji az na oznaceni totéz, zkiizené zebiiky z naSich
pocateénich tvah.

Obr. 8 Ruzné moZnosti pro situaci IV

V. Pravé jeden z bodu Z je nevlastni a vSechny tii vzniklé trojuhelniky
nelezi v téze poloroving s hranici p. Obr. 9 znazornuje nékteré moznosti
jako rizné interpretace téze situace, z niz pro obsahy vSech tii ¢asti
trojuhelniku rozdéleného pirickou rovnobéznou s jednou jeho stranou
a libovolnou z thlopfi¢ek vzniklého lichobéznikového dilu plyne pii
oznaceni podle obr. 10 vztah

5183 = S2(S1 + 52) (8)

1
SAE!F

1
“+
SABC

Obr. 9 Riuzné mozZnosti pro situaci V

VI. Jestlize jsou pravé dva z bodit Z nevlastni, vzniknou jen dva troja-
helniky. Jejich obsahy si jsou podle (7) rovny, coZ snadno ovéfime i
nazorne.
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Obr. 11 Rizné moznosti pro situaci VI

Jsou-li body C' a D nevlastni, pak C' = D a E = F. Trojtuhelniky
ABE a ABF jsou totozné, obr. 11 vlevo. Situace pro nevlastni body
C a E je analogicka.

Zvolime-li jako nevlastni body D a FE, obdrzime trojiuhelnik ABF
shodny s trojuhelnikem ABC, obr. 11 uprostied.

Analogické situace nastane, kdyZ jsou nevlastni body C' a F (obr. 11
vpravo).

Pokud by byl nevlastni bod F' a jeden z bodti D a E, byl by nevlastni
i druhy z nich. Konfiguracemi, kdy jsou alespoii tfi body Z nevlastni
se vSak nezabyvame (vznika nejvys jeden trojihelnik).
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O aplikacich

S jednim vyuZitim véty 3 jsme se seznamili na zac¢atku ¢lanku. Starsi
zpusob FeSeni této tvodni dlohy se opird o poznatek VI/1 z Eukleidovych
Zakladi, sice ze pomér obsaht dvou stejné vysokych trojuhelniki je roven
poméru jejich zakladen.

A
Obr. 12 Jina feSeni ulohy z obr. 1

Po dokresleni usecky C'F' do obr. 1 a oznaceni podle obr. 12 vlevo plati

Sarc : Srpc = |AF|: |FD| = Sarp : SrpB,
SEFC : SFBC = |EF| : ‘FB| = SEFA : SFBA-

Odtud obdrZime soustavu rovnic

6+y 4 y 6

x 1’ c+1 4

jez ma feSeni x =3 ay = 6. Je tedy Sgppc =z +y =9.
Analogicky postup podle obr. 12 vpravo vede k soustaveé
r+y+6 gy r 6
5 x4l 1 4

feseni =3 = 15
sTeSenim z = 5 ay = 3.

vvvvvv

uréime obsahy v8ech ¢asti trojuhelniku ABC, které vznikly jeho rozieza-
nim podél cevidn AD, BE a C'F. Pfitom predpokladame, Ze trojuhelnik
ma obsah S a |AF|: |FB| = |BD|:|DC|=|CE|:|EA| =1:2.
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Pfi oznaceni podle obr. 13 vlevo zjistime pomoci véty VI/1, Ze plati

S 25
Sapp = 3 SABE = ER
Vztah (5) méa tvar
5.3 1 1
S 28 Sapr S’
Odtud
2 S
Sapr = 75 a Sppx = SaBp — SaBk = oT

Vypocty pro obsahy trojuhelniki BCL, CEL, CAM a AFM jsou analo-
gické, obdrzime

S
Sarm = Sepx = ScEL = —,

21
28 S 55
SrexM = SpcLk = SpamL = TR
S
Skrm = Spap — (Sapx + Spamr) = -

C

A F B A F B
Obr. 13 Rozfezani trojuhelniku ABC na sedm ¢&asti

Jiné TeSeni, jez obchazi aplikaci véty 3, vyuzivad symetrického zadéani
ilohy. Body D, E a F rozdéluji strany trojihelniku stejnym zptisobem.
Pokud napiiklad nalezneme postup urceni obsahu Sars, pak cyklickou
zdménou boda v trojicich (A, B,C), (D, E, F) a (K, L, M) obdrZime tentyz
vysledek pro Sppx nebo Scpr. Mizeme tedy stejné obsahy trojihelniki
AFM, BDK a CEL oznacit z. Po pfidani tuse¢ek AL, BM a CK (obr. 13
vpravo) zvolime pro kazdy z obsahu trojuhelnika M BK, KCL a LAM
znak y. Trojuhelniky BMF, CKD a ALE maji stejny obsah 2x.
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Snadno ovéfime, ze Sapp + Spcr + Scar = S, proto je soucet obsaht
¢asti, v nichz se tyto trojihelniky pfekryvaji, roven obsahu jimi nepokryté
¢asti K LM trojihelniku ABC, tedy

Skim = Sarm + Sepk + Scer = 3.

Z podminky Sgpg; = 254 obdrzime rovnost
Sr+y=2(x+vy),

z niz plyne y = 3z. Se¢tenim obsahii vSech dili zjistime S = 21z, od-
tud x = % Trividlni dopocteni ostatnich obsahti vede k jiz uvedenym
vysledktim.

Zaveér
Harmonicky pramér h dvou kladnych ¢isel a a b je definovan vztahem
2 1 1

h  a + b’

a tak lze vétu 3 vyslovit i jako zajimavy a snadno zapamatovatelny po-
znatek:

Harmonicky primeér obsahi trojuhelniki ABD a ABE je roven harmo-
nickému priméru obsahu jejich priniku a obsahu trojiuhelniku ABC.

Tato v€ta usnadiiuje a urychluje FeSeni urcitého typu tloh z matema-
tickych olympiad, coz je pro Tesitele vyhodou. P#i soutézi usetii cas. Po-
uzivani poznatku samotného pii feSeni tloh pfili§ nerozviji geometrické
mysleni. Student se totiz aplikaci nau¢eného vztahu vyhne dikladnégjsi
analyze naCrtnutého obrazku.

Clanek je v plném rozsahu pouzitelny pro praci v zajmové matematice.
Po motivaci klasickou tilohou o Zeb¥icich mohou Zaci pfi vhodném vedeni
sami nalézat dalsi situace a Tesit je, jak bylo vySe uvedeno.

Literatura
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Grafy relaci

DAG HRUBY
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Jednim ze zakladnich pojmi moderni algebry je pojem binarni relace.
Tento pojem byl v minulosti i sou¢asti vyuky matematiky na gymnaziu,
napf. v uéebnici Matematika pro gymndzia, sesit 3 z roku 1978. S koncem
obdobi tzv. modernizace vyuky matematiky, které u nas probihalo v letech
1965-1985, zmizel z uéiva matematiky na gymnaziu také pojem relace.

Pripomenme, Ze bindrni relaci mezi mnoZinami A, B nazyvame kazdou
podmnoZinu kartézského souéinu A x B. Je-li A = B, hovofime o binérni
relaci na mnoziné A.

Binarni relaci mezi mnoZinami A, B nazyvame zobrazenim mnoZiny A
do mnoziny B, pravé kdyz ke kazdému prvku x z mnoziny A existuje pravé
jedno y z mnoZiny B takové, Ze usporadanéd dvojice (x,y) patii do této
relace.

Redlnou funkci redlné proménné f pak rozumime zobrazeni f: M — R,
kde R zna¢i mnozinu realnych ¢&isel a M C R.

V ¢lanku se budeme vénovat grafim relaci |y| = f(z), kde y = f(x)
je funkce jedné realné proménné. Je ziejmé, Ze relace |y| = f(x) plati pro
ta z, ktera spliji f(z) > 0. ReSenim nerovnice f(z) > 0 ziskdme intervaly,
v nichz je tato funkce nezaporna. V téchto intervalech sestrojime grafy
funkei y = f(x) a také y = —f(z). Sjednoceni grafti téchto dvou funkei
pak tvori graf dané binarni relace. Cely postup sestrojovani grafu takové
relace ukdZzeme na nékolika pfikladech.

Priklad 1
K dané funkci y = f(x) sestrojte graf relace |y| = f(x):
a)y=x+1 b) y = /|| c)y=sinx
d)y=Ilnz e)y=2¢e"
Regent.
a) Funkci y = « + 1 odpovida relace |y| = x + 1. Protoze je |y| > 0, je

také x +1 > 0, a tedy x > —1. Pro kazdé vyhovujici y plati y =z + 1 a
y=—(x+1)=—2—1 (obr. 1).
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Y

1

e
—1} 0 x

Obr. 1

b) Funkci y = +/|z| odpovida relace |y| = /|z|. Protoze je y/|z| > 0
pro kazdé z € R, je také relace |y| = /|| definovana pro kazdé = € R.

Pro kazdé vyhovujici y pak plati y = v/|z| a y = —+/|z| (obr. 2).

Y

Obr. 2

¢) Funkci y = sinx odpovida relace |y| = sinz. V intervalu (—3m; 3m)
je funkce y = sinx nezaporna v intervalech (—2m; —m), (0;7), (2m;3m).

V téchto intervalech sestrojime grafy funkci y = sinz, y = —sinz (obr. 3).
)
—27 - 0 T 27 3 x
Obr. 3
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d) Funkci y = Inz odpovida relace |y| = Inz. Funkce y = Inz je
nezapornd v intervalu (1;+00). V tomto intervalu sestrojime grafy funkeci
y=Inzay=—Inz (obr. 4).

)

Obr. 4

e) Funkci y = e® odpovida relace |y| = e®. Funkce y = e” je kladna pro
kazdé x € R. Pro kazdé vyhovujici y plati y = e* a y = —e” (obr. 5).

T
=

Obr. 5
Nyni se zaméiime na relace se dvéma absolutnimi hodnotami.

Priklad 2

Sestrojte graf relace |z| + |y| = 1, resp. |y| =1 — |z|.
Regent.

Z¥ejmé je x € (—1;1) a y € (—1;1). Uvazime-li, jaké podminky plati
pro x a y v jednotlivych kvadrantech, dostaneme funkce: y = —x + 1,
y=x+4+1,y=—x—1,y =2z — 1. Nyni uZ snadno sestrojime graf dané
relace, viz obr. 6.

Na obr. 7 je graf relace, ziskany otoCenim grafu z obr. 6 se stfedem
v pocatku o orientovany thel +45°. Nabizi se otazka, jak zadat relaci,
jejiz graf je na obr. 7. Abychom tuto otdzku zodpovédéli, musime toto
otoCeni matematicky popsat; presnéji fe¢eno, mame nalézt transformaci
soustavy soutfadnic, ktera je uréena otocenim se stiedem v pocéatku o +45°.
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Soustava soufadnic Ozy se zméni na soustavu soufadnic Oz’y’. Podstatné
je si uvédomit, ze v kartézské soustavé soufadnic Ox’y’ bude mit relace,
jejiz graf je na obr. 7, vyjadfeni |2'| + |y/| = 1.

Yy (1
1 VZ o
Y 2 7
-1 0 1 @ NG) 0 V2 o

T2 2

V2

1 -5

Obr. 6 Obr. 7

Nyni uZ nam zbyva uréit vztahy mezi z a 2’ a mezi y a 3. K tomu
vyuZijeme komplexni ¢isla. Necht jsou ddna dvé komplexni ¢isla z = x+yi
a z/ = o’ + y'i, pro ktera plati |z| = |2/| a jejich privodice sviraji dhel
velikosti ¢. Je-li € = cosg + isiny, pak plati 2/ = ze a [2/| = |z¢|. Po
dosazeni do rovnice z’ = z¢ dostaneme

' +y'i = (x4 yi)(cos ¢ + isinp),
odkud

2’ = 2 cosp — ysiny, z sin ¢ + y cos p.

<
Il

Po dosazeni ¢ = 45° dostavame

p_oNV2 V2 V2 V2
o Yy 2 T2

= yvo Y =rgty
Im| Z
z
14
0 Re
Obr. 8
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Pro vyjadieni relace |2'| + |y'| = 1 v kartézské soustavé souradnic Oz, y
pak plati

ERE

V2 | V2
> Yo | TP TV

:1’
2 2

[z —yl+ ]z +yl = V2.
Priklad 3

Sestrojte graf relace |x — 4|+ |2y — 1| = 5.
Resent.

Podle zadani plati po apravé |2y — 1| =5 — |z — 4|, a proto |z — 4| < 5,
tj. z € (=1;9). Plati 0 < |z — 4] = 5 — |2y — 1], a tedy |2y — 1] < 5, tj.
y € (=2;3). Pro € (—1;4) méame funkce y = %x +lay= —%x, pro
z € (4;9) mame funkce y = 1o —4, y = —12+ 5 (obr. 9).

Y

Obr. 9

Grafii binarnich relaci mizeme vyuzit také pii feSeni soustav rovnic.

Priiklad 4
Reste graficky soustavu rovnic s kladnym readlnym parametrem r:

|| + |yl = 1,
22 4 y? =12,
Resent.
Na zékladé znalosti grafu relace |z|+|y| = 1 snadno zjistime, Ze kruznice
22 +1y% = r? graf této relace neprotne nebo ho protne ve &tyfech nebo osmi
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bodech. Pro feSeni dané soustavy mohou nastat pouze tii moznosti: zadné
feSeni, Ctyrli TeSeni, osm feSeni. Z grafti na obr. 10 lze snadno uréit, ze
dana soustava méa 4 feSeni v piipadé, Zze r = 1 nebo r = g Soustava

V2 V2
2

nemé feSeni pro r < ar > 1.V pripadé, ze je r € (7; 1), mé uloha

8 Teseni.

Y

Obr. 10

Priklad 5
Reste graficky a poCetné soustavu rovnic s nezapornym realnym para-

metrem p:
lyl = V2z — a2,
lyl = px +p.
Resent.

Soustavu lze zapsat ve tvaru pr + p = v2x — 2, ktery vede na kvad-
ratickou rovnici

(14+p*)2® +2(p* — 1)z +p* =0.

—
“$5 2
Ja =

Pro jeji diskriminant plati D = 4 — 12p2. Z¥ejmé je D > 0 pro |p| <

Protoze je p > 0, plati p € <0; §> Prop > ? soustava nema feSeni.

Je-li p = 0, dostaneme kvadratickou rovnici 22 — 2z = 0, ktera ma realné
kofeny © = 0, x = 2. Po dosazeni do rovnice |y| = px + p, dostaneme
dvé feseni, a to (0;0), (2;0). Je-lip = ?, dostaneme kvadratickou rovnici
4% — 4z + 1 = 0, kterda ma dvojnasobny kofen = = . Pro odpovidajici y

2
pak plati |y| = @ V tomto pFipadé ma soustava dvé feSeni: (%, @),
1

(%; ,@)_ Pokud je p € (0; é), m4 rovnice (1) dva realné kotfeny:

2
C1-p?P+ /1 -3p? 1—p*— /1 3p?

1+ p? 1+ p?

T ) T2
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Pro odpovidajici hodnoty y plati: y1 = pz1+p, yo = —pr1—p, y3 = pr2+p,

Y4 = —pxo — p. Po dosazeni dostavame:
(L VI e VT3
ner 1+ p? 1+ p2?
1—p*+/1-3p? 2+W
Y2 = —p=-
1+ p? 1+ p?
B 14p? b= L4p?
1-p* —/1-3p2 P2+ V1=3p%)
Yo =P 2 —pP==
I+p 1+ p?

Dané soustava ma ¢tyfi redlné feSeni: (z1,v1), (1,¥2), (z2,y3), (T2, y4).

Grafem relace |y| = v2x — 22 je kruznice se stfedem v bodé S[1;0] a
polomérem r = 1. Grafem relace |y| = pxz + p jsou dvojice polopFimek se
spole¢nym pocatkem v bodé P[—1;0]. Z obr. 11 lze snadno usoudit, Ze po-
lopFimky kruZznici bud neprotnou nebo ji protnou ve dvou nebo ve ¢tyfech
bodech. Z toho plyne, Ze dana soustava méa v zavislosti na parametru p
bud dvé nebo ¢tyfi FeSeni nebo nema Feeni.

Y

Obr. 11
Nasledujici tlohy slouzi k procvi¢eni dané problematiky.
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Uloha 1
V oboru realnych ¢isel feste pocetné i graficky soustavu rovnic s realnym
parametrem p:
|z + [yl = 1,
ly| = V& +p.
[lp] > 1 (nema fex.), p= —1 (1 ¥e&.), p=1 (3 fes.), p € (—1;3) (2fes.), p= 3 (4 fed),
p € (2;1) (6 res.)].
Uloha 2
V oboru realnych ¢isel Feste pocetné i graficky soustavu rovnic s redlnym
parametrem 7:
lzy| =1,

2?4y =12,

[r < V2 (nema fedeni), r = /2 (4 feeni), r > /2 (8 Fegeni)].

Uloha 3

: ||
Sestrojte graf relace |y| = .
rojte graf r ly T4 a2
Uloha 4
V oboru redlnych ¢isel feste pocetné a graficky soustavu rovnic:
[z +yl =3,
[z —yl=1.

[Existuji &tyii feeni: (152), (2;1), (—1;—2), (—=2; —1)].

Uloha 5

V oboru realnych ¢isel Feste pocetné i graficky soustavu rovnic s redlnym
parametrem 7:

[z +yl=1,
2?42 =2,

[r < @ (nema Feseni), r = g (2 feseni), r > g (4 feéeni)} .

Vyse uvedeny text lze vyuzit pifi praci se zaky SS, kteif maji hlubsi
zdjem o matematiku. MiZeme také pripomenout posloupnost pojmt:

mnozina — uspoirddand dvojice — kartézskij soucin —

— relace — zobrazeni — funkce.
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111 specidlni body
lezici na jedné primce IV

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

I v tomto ¢lanku budeme pokracovat v prezentaci zajimavych trojic
bodu, které lezi na jedné piimce. Pti dukazech nékterych ptedloZenych
tvrzeni nam budou opét poméhat véta Menelaova a véta Cévova uve-
dené v [5]. Podobné pomocnou literaturou jsou publikace [1, s. 52-58],
[4, s. 28-51]. Piiklady prezentované v tomto ¢lanku jsou pievazné ¢erpany
z publikaci [2, s. 51-79], [3, s. 98].

Dalsi trojice boda lezicich na jedné primce
Priklad 1

Tétivovy ¢tyithelnik ABC D mé navzajem kolmé tuhlopticky AC, BD,
jejich prusecik ozna¢me L. Je-li K pata kolmice z bodu L na stranu AB a
M stied strany C'D, pak body K, L, M lezi na jedné pifimce. Dokazte.

Resent. Sledujme obr. 1. Usetka KL je vyska pravothlého trojihelniku
ABL, proto jsou thly KLB a BAL shodné. Uhly BAC a BDC jsou
obvodové thly k tétivé BC, takze jsou shodné. JelikoZ je bod M stfedem
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strany C'D a trojthelnik C LD je pravouhly, je |[DM| = |LM|. Trojthelnik
DML je tudiz rovnoramenny se shodnymi ahly M DL a MLD.

7 téchto uvah vyplyva, ze jsou thly K LB a M LD shodné, takze body
K, L, M lezi na jedné piimce.

Priklad 2 (jedna z variaci Pappovy tlohy)

Ve ¢tyiahelniku ABC D jsou uvnitf stran AB, CD zvoleny postupné
body FE, F. Prusec¢ik piimek EC, BF oznatme K, prusecik piimek AC,
BD ozna¢me L a prisecik primek AF', ED ozna¢me M. Dokazte, Ze body
K, L, M lezi na jedné piimce.

Reseni. Uvazujme trojuhelnik UVW, kde bod U je prisecikem pifmek
AC, ED, bod V prisec¢ikem piimek AC, BF a W prusecikem piimek
ED, BF (obr. 2a).

w

Obr. 2a

Vyuzijeme pétkrat Menelaovu vétu pro trojihelnik UVW a pro primky
BD, EC, AF, CD, AB, tedy

UD| WB| VL _,  |UE| WK| [VC| _

= =1
\WD| |VB| |UL| ’ [WE| |VK| |UC| ’
[UM| |WF| |VA| . \WD| |VF| |UC| .
\WM| |VF| |UA \UD| |WF| |vC| 7

\WE| [VB| |UA] _

=1.
[UE| |WB| |VA]
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Vynésobenim vSech péti rovnosti dostaneme

UM| WE| VL
Wi VK| UL~

coz podle Menelaovy véty znamené, ze body K, L, M lezi na jedné piimce.

Poznamka. Zde uvedeny piiklad je jednou z moznych poloh zadanych
bodu A, B, C, D, E, F. Dalsi moZnou polohu téchto bodii ukazuje obr. 2b.

Obr. 2b

Piiklad 3 (Pascalova véta)

Sestitthelnik ABCDEF je vepsany do kruznice. Pfimky, na nichz lezi
strany BC, E'F, se protinaji v bodé K, pfimky, na nichz lezi strany AB,
DE, se protinaji v bodé L a piimky, na nichz lezi strany AF, CD, se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze body K, L, M lezi na jedné piimce.

Reseni. Oznacme U prisecik pifmek CD, EF, dale V prise¢ik piimek
AB, EF a W priisecik pfimek AB, C'D (obr. 3). Nyni pouzijeme t¥ikrat
Menelaovu vétu pro trojuhelnik UVW a postupné pro piimky BC, DFE,
AF. Vzniknou rovnosti

VBl |WC| JUK| _ VL |WD| |UE| _

|[WB| |UC| |VK] ’ |WL| |UD| |VE|
VAl |WM| [UF|
(WA[ [UM| [VF|

L,

1.
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v
Obr. 3

Tyto t¥i rovnosti vzajemné vynasobime a ¢initele v ¢itateli i jmenovateli
vhodné preusporadame do tvaru, kde budeme moci vyuzit mocnosti bodu
ke kruznici. Tedy dostaneme

\UE|-|UF| |VA|-|VB| |[WC|-|WD| |VLl |WM| |[UK|

|UC|-|UD| |VE|-|VF| |WA|-|WB| |WL| |[UM| |VK|

1.
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Prvni zlomek na levé strané je roven jedné, nebot v jeho Citateli i jmeno-
vateli je dvéma zpisoby zapsdna mocnost bodu U vzhledem k dané kruz-
nici opsané Sestitthelniku. Stejné tak druhy i tieti zlomek na levé strané
jsou rovny jedné. Zbyla nam tedy rovnost

VLl [wM| |UK|
Wzl M| VK|

ktera vyjadiuje podle Menelaovy véty pro trojuhelnik UVW, Ze body K,
L, M lezi na jedné piimce.

Piiklad 4 (Pascalova véta zredukovana na ¢tyfuhelnik)

Ctyrahelnik ABDE je vepsany do kruznice. Teény v bodech B a E
se protinaji v bodé K, pfimky AB, DFE se protinaji v bodé L a pFimky
AFE, BD se protinaji v bodé M. Dokazte, ze body K, L, M lezi na jedné
piimce.

Reseni. Uvazujme pitklad 3, kde se mluvi o Sestithelntku ABCDEF ve-
psaném do kruZnice. Nechame-li splynout body B, C' a body E, F, do-
staneme ¢tyiahelnik ABDE. Misto pfimky BC' vznikne te¢na ke kruznici
v bodé B a misto pfimky EF vznikne tena v bodé E (obr. 4).

Obr. 4
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Analogicky dostaneme body U, V, W a muZeme aplikovat Menelaovu
vétu pro trojihelnik UVW a ptislusné primky. Poté cely dikaz dokonéime
jako v prikladu 3.

Priklad 5

CtyFthelniku ABCD je vepsana kruznice, body dotyku stran tohoto
¢tytahelniku s kruznici tvofi ¢tyfihelnik PQRS podle obr. 5, pak pfimky
PQ, RS jsou bud rovnobézné, nebo se protinaji v bodé X. Ve druhém
pripadé lezi body A, C', X na jedné piimce. Dokazte.

Obr. 5

Reseni. Budeme se zabyvat pouze druhym piipadem, tedy dokdZeme, Ze
body A, C, X leZi na jedné piimce. PouZijeme nejprve Menelaovu vétu
pro trojuhelnik ABC' a pfimku PQ. Plati

AP| |BQ| |CX]| _
BP| 10Q| |AX]

L,

odkud za piispéni rovnosti |BP| = |BQ| dostaneme

|AX|  |AP|

cx||eQl

Tuto rovnost vyuZijeme v nasledujicich rovnostech. A vyuzije postupné i
rovnosti |[DR| = |DS|, |[AP| = |AS|, |CR| = |CQ).
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Nyni dokézeme, ze body S, R, X lezi na jedné pfimce. Pouzijeme k tomu
rovnosti

[AX] |CR| |DS| _ [AP| |CR| _ |CR| _

: - = =1.
|CX] |[DR| [AS] [CQ| [AS] |CQ|

A to je tvrzeni Menelaovy véty pro trojuhelnik ACD a pfimku SR. Tim
je dokazano, ze body S, R, X lezi na jedné pifimce.

Poznamka. V piikladu 5 analogicky plati, ze i prise¢ik primek QR a PS
lezi na jedné primce spolecné s body B, D, nebo Zze jsou pfimky QR a PS
rovnobézné. Dokonce plati je$té obecnéjsi tvrzeni nez v pfikladu 5, to si
nyn{ uvedeme.

Priklad 6

Je déan ¢tyttahelnik ABC D, na jeho stranéch jsou jsou zvoleny body P,
@, R, S podle obr. 6. Jestlize pruse¢ik X pfimek PQ a RS lezi spoletné
s body A, C na jedné pfimce, lezi také pruseéik Y piimek QR a PS
spole¢né s body B, D na jedné pfimce. Dokazte.

Y

Obr. 6

Resent. Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC' a pfimku PQ muZeme
psat

AP |BQI [CX| _
BP||CQl 1AX| ~
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odkud
x| |BP| |cQ)

[AX| — |AP| [BQI

Stejné tak podle Menelaovy véty pro trojihelnik AC'D a p¥imku SR
muizeme psat
IDR| |AS| |CX|

. . =1
|CR| |DS| |AX]

9

odkud
\AX]_\DRL|AS
|CX\_|CR||DS(

7 obou rovnosti vyplyva rovnost

AP| |BQ| _|DR| |AS
[BP| " 1CQl ~ ICR| 1DS|’

a tedy
|AP|-|BQ| - |CR|-|DS| = |AS|-|BP|-|CQ]- |DR|.
Jesté napisme Menelaovu vétu pro trojuhelnik ABD a pfimku P.S

|DS| |[AP| |BY] _

. =1
|AS| |BP| |DY|

b

odkud
|BY| _ |AS| |BP|
|DY| |DS| |AP|

Nyni dokézeme, ze body @, R, Y lezi na jedné p¥imce. PouZijeme k tomu
rovnosti ziskané vyge, takze plati

ICQLIDRLBYIZICQI,MUH,(MSLIBPU
BQ| |CR| |DY| ~ 1BQ| |CR| \|DS| " [AP]
CBPLICQU,<HHHJA$)ICXW,AXI

= =1.
[AP| [BQ| ICR| |DS|)  |AX] |CX]

To je tvrzeni Menelaovy véty pro trojihelnik BC'D a pfimku QR. Tim je
dokazano, ze body @, R, Y leZi na jedné piimce.
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Ulohy k samostatnému reSeni

Uloha 1

Dokazte tvrzeni z prikl. 2 pro polohu bodu A, B, C, D, E, F na obr. 2b.
Uloha 2

Je dédno 6 bodu A, B, C, D, K, M takovych, Ze se piimky AM, BK,
CD protinaji v jednom bodé a piimky AB, CK, DM se protinaji v jednom
bodg&. DokaZte, Ze se v jednom bodé& protinaji také piimky AC, BD, K M.
Uloha 3

Dokazte tvrzeni z piikladu 3 pro ptipad, Ze v Sestithelniku ABCDEF
splynou body B, C a také splynou body D, E, takze vznikne ¢tyriuhelnik
ABDF.
Uloha 4

Na kruznici se stfedem S je pét bodu A, B, C, D, E v tomto poradi.
Body jsou umistény tak, Ze |[X ACB| = | ADE| = 45°. DokaZte, Ze body
E, S, B lezi na jedné piimce.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Postup ditkazu je totozny jako v piikladu 2.

Uloha 2: ReSeni tlohy lze provést pomoci FeSeni piikl. 2 s pomoci obr. 2a.
Uloha 3: Ditkaz je analogicky jako v piikladu 4.

Uloha 4: Obvodovy thel nad tétivou AB mé velikost 45°, proto st¥edovy
thel nad touto tétivou ma velikost 90°. Stejné tvrzeni plati pro tétivu AFE.

Tento ¢lanek opét navazal na ten predchozi. I zde jsme predstavili né-
kolik zajimavych trojic boda v roviné, které lezi na jedné piimce. Dalsi
zajimavé trojice bodu pfedstavime v navazujicich ¢lancich.
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Trojuhelnikové puzzle

JANA SLEZAKOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Svét didaktickych her odrazi realitu dnesniho svéta, pomaha hledat stra-
tegie TeSeni, TeSit krizové situace, u¢i déti zdravé riskovat. Cilem tohoto
¢lanku je seznamit ucitele matematiky vSech typt a stupni Skol s hmato-
vou hrou Trojuhelnikové puzzle. Hra je urcena piedevSim pro nevidomé a
slabozraké zaky, miize vSak slouzit uditelim matematiky zékladnich skol
a nizsich ro¢niki viceletych gymnazii pii vyuce geometrie. Trojihelnikové
puzzle je vhodnym doplitkem ve vyuce geometrie, nebot podporuje roz-
voj manipulativnich ¢innosti, napomaha tvorivosti, podnécuje kreativitu.
Hmatova hra umoziuje zakim intaktnim (béZnym, standardnim), ale i
zaktm se specidlnimi vzdélavacimi potfebami, 1épe porozumét zadkladnim
vztahim a vlastnostem geometrickych atvart v roviné. Poméaha rozvijet
geometrické a kombina¢ni mysleni, podporuje rozvoj rovinné i prostorové
predstavivosti.

Je velice obtizné podat nerozporny a tplny prehled didaktickych her.
Pod pojmem hra néktefi autofi uvadéji vSechny tvofivé simulace realného
svéta spojené s edukaéni ¢innosti. Lze Tici, Ze hra je vSechno, co poskytuje
zékovi uspokojeni a moznost aspon Castecné seberealizace, co mu nabizi
volnéjsi, alternativni aktivity, které jsou pro néj prirozendjsi, zajimavéejsi
a citové bohatsi. V literatuie najdeme ruzné definice didaktické hry. Di-
dakticka hra je spontanni ¢innost déti, ktera sleduje (pro Zaky ne vzdy
zjevnym zpusobem) didaktické cile.

Kazdy ucitel, ktery se rozhodne zaradit do vyuky didaktické hry, by si
mél nejprve vytvorit jisty pfehled téchto aktivit. To mu bezesporu pomuze
k tomu, aby byl schopen individualné zafadit hru, které bude pro konkrétni
ucivo a pro splnéni danych vychovné vzdélavacich cilti nejvhodnéjsi. V pu-
blikaci [1] se uvadi, ze vytvofit si pfedstavu o bohatstvi didaktickych her
je pro ucitele velmi prospésné — postupné si vytvoii vlastni repertoar her,
které odpovidaji jeho vyu¢ovacimu stylu.

Geometrie je velmi dilezita ve vyuce a uvazovani déti vSech v&kovych
kategorii. V publikaci [2] se uvadi, Ze vyvoj dé&ti na zakladnich skolach do
zna¢né miry zavisi na vnimani prostoru. Proto je velmi dulezité povzbu-
zovat a podporovat geometrii v kurikulérnich aktivitach také pro déti se
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zrakovym postizenim. Pro nevidomé dité je obvykle velmi obtizné vypo-
radat se s prostorem a jeho zakonitostmi, také ucitelé a vychovatelé ¢asto
zanedbéavaji geometrii mezi Skolnimi pfedméty a povazuji ji za nesplnitel-
nou vyzvu. Lze to TeSit vytvofenim nastroji pro podporu vyuky a poskyt-
nutim znalosti a strategii pro vyuku geometrie studentim se zrakovym
postizenim [3].

Hmatovou hru Trojihelnikové puzzle lze zatadit do skupiny her s geome-
trickymi ndmeéty, které slouzi k rozvoji prostorové a geometrické predstavi-
vosti, obrazotvornosti, odhadu, orientace v roviné a v prostoru, tvofivosti,
kombinaéniho mysleni. Hra zaky uéi taktice a strategickému mysleni. Do
skupiny her s geometrickymi ndméty spadaji hry k poznavani geometric-
kych téles a tvart, nejriznéjsi geometrické hlavolamy, hry k procvicovani
osové soumeérnosti. Soucasti téchto her jsou ¢innosti jako modelovani, skla-
déani, stavba z krychli, stfihani, lepeni, kresleni a prace se sitémi rtiznych
téles [4].

V RVP ZV v tematickém okruhu Geometrie v roviné a v prostoru zaci
urcuji a znazoriuji geometrické atvary a geometricky modeluji realné situ-
ace, hledaji podobnosti a odlisnosti utvari, které se vyskytuji vSude kolem
nas, uvédomuji si vzajemné polohy objektii v roviné (resp. v prostoru), uéi
se porovnavat, odhadovat, méfit délku, velikost ahlu, obvod a obsah (resp.
povrch a objem), zdokonalovat sviij graficky projev. Zkoumani tvaru a pro-
storu vede zaky k feSeni polohovych a metrickych tuloh a problémi, které
vychéazeji z béznych Zivotnich situaci.

Soucasné hodnota matematického vzdélavani je zalozena predevsim na
kvalitnim obsahu vyuky, na dulezitosti metodického zpracovani. Na tom,
jakym zptsobem jsou ucitelé schopni naucit fesit zdky problémové situ-
ace a ulohy z bézného Zivota, pochopit a analyzovat problém. Spravné
odhadnout rozumovou vyspélost zaka, posilovat ho ve vlastni schopnosti
logického uvazovani. Ucitelé by méli byt ve vyuce matematiky schopni
rozvijet jednotlivé kompetence, zaky spravné motivovat.

Hmatova hra Trojuhelnikové puzzle rozviji kompetence pracovni, nebot
zéka vede, aby dokézal s hernim materidlem tcelné manipulovat. Je dile-
zité, aby uéitel u slozit&jsich her dokazal odhadnout, jestli zak potfebuje
znét vechna pravidla od zacatku a najednou [5]. Hra je koncipovana tak,
aby slouzila nejen zdktim nevidomym a slabozrakym, ale umoznila roz-
voj zakl intaktnich a téch, kteff nemaji dostatecné vyvinutou prostorovou
predstavivost. PiedloZzenou hru je mozné zaradit do skupiny hlavolami,
které predevsim podporuji rozvoj kompetence k feSeni problémi. Mnoho

Matematika — fyzika — informatika 31 (4) 2022 271


https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcovy-vzdelavaci-program-pro-zakladni-vzdelavani-rvp-zv/

her, které ucitelé pfi vyuce pouzivaji, ma sva hraci pole, pravidla, hraci
figurky. Hrani her umoziiuje plno obrazovych informaci a gest, které si zak
neuvédomuje, avSak nenéasilnou formou se je nauci. Také vytrvalost pod-
nécuje rozvoj kompetence k feseni problémui. Opakovanim hry se zék uéi
hledat dalsi varianty feSeni, u¢i se vyuzivat predchozi znalosti a zkuSenosti.
Trojihelnikové puzzle rozviji rovnéz kompetenci k uceni. Pfedevsim se
jedna o klasifikaci a charakteristiku zakladnich geometrickych atvart — rov-
nostranny trojihelnik, rovnoramenny lichobé&znik, kosodélnik. Podporuje
rozvoj manipulativnich ¢innosti, napoméaha lepsimu propojeni a systema-
tizaci informaci nejen v tviréich ¢innostech, ale i v praktickém zivoteé.

Popis a ukazka

Trojihelnikové puzzle je hra, ktera obsahuje zédkladni Sablonu ve tvaru
rovnostranného trojuhelniku, do které se bez prekryti vkladaji vzdy 3 nebo
4 mensi moduly. Ukolem hrace je umistit vybrané moduly tak, aby vypl-
nily bez prekryti celou 8ablonu. Sada obsahuje celkem 11 moduld, které se
skladaji z raznych geometrickych tvart (rovnostranny trojihelnik, rovno-
ramenny lichob&Znik, kosodélnik, kosoctverec), ale i nekonvexnich mnoho-
thelniki sestavenych ze shodnych rovnostrannych trojihelniki se spolec-
nou aspon jednou celou stranou, pri¢emz vnitini thly jsou vzdy celocisel-
nymi nasobky 60°. Moduly vzniknou formalné sjednocenim (aspon dvou)
shodnych rovnostrannych trojuhelnika. Pritom délka strany kazdého jed-
notlivého rovnostranného trojihelniku je ¢tvrtinou délky strany sablony.

Hra mé celkem sedm variant feSeni. Kazdy modul je doplnén o hmatovy
bod — drobny reliéf, ktery ukazuje nevidomym zaktm cestu ke spravnému
feSeni. Celkem je uvedeno sedm riznych hmatovych boda — znaki v po-
dobé kruhu, kruznice, trojuhelniku, znaménka plus, velkého tiskaciho pis-
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mena H, velkého tiskaciho pismena V, velkého tiskaciho pismena I. Ozna-
¢eni pomoci hmatovych bodi navede nevidomého zaka k vybéru spravného
poc¢tu modult. Nésledné pak zék slozi 3 nebo 4 moduly tak, aby byl zapl-
nén cely prostor trojuhelnikové sablony.

Na konkrétnich modulech lze najit rtzny pocéet hmatovych bodi. To
proto, ze jeden modul mtze byt pouzity pro vice variant feSeni. Jednotkové
moduly jsou ohrani¢ené ¢ernou konturou, které slouzi zaktim slabozrakym
pri rozeznéavani a prifazovani geometrickych tvara. Hmatovou hru je mozné

pouzit i bez zakladni Sablony. Soucasti hry je také navod s vysledky feSeni.

Tato hra podporuje logické uvazovani, prostorovou predstavivost, ale
i manuélni zru¢nost, napomaha k rozvoji hmatového vnimani zakladnich
geometrickych utvara, déle rozviji intelekt, podnécuje trpélivost a kreati-
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vitu. Je vhodna pro v8echny vékové kategorie. Trojihelnikové puzzle pri-
nési radost, zdbavu a ukazuje propojeni kombina¢niho mysleni se svétem
geometrie.

Trojihelnikové puzzle je mozné objednat pfimo na Katedie experimen-
talni fyziky, kontaktni osoba RNDr. Jana Slezakova, Ph.D., autorka hma-
tové hry (jana.slezakova@upol.cz).

Podékovani patii Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého, jmeno-
vité Martinu Ochmannovi za zajisténi vyroby hmatové hry formou 3D
tisku a dalsi cenné podnéty. Dale dékuji Christu Kirkelovskému za gra-
ficky néavrh.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi uvetejnime.

Uloha 281

Necht dj znac¢i pocet jednomistnych déliteli libovolného pfirozeného
Cisla k.
a) Dokazte, Ze pro kazdé kladné celé ¢islo n plati

dn+1 + dn+2 +...+ dn+20
20

< 3.

b) Dokazte, Ze existuje kladné celé ¢islo n, pro které plati

dpy1+dnio+ ... +dntio
19

> 3.
Josef Tkadlec

Uloha 282
Je dan tétivovy ¢tyfuhelnik s navzéjem kolmymi tthloptickami. Ozna¢me
P prisecik kolmice z vrcholu A k pfimce C'D s pfimkou BD. Dokazte, ze

body P a B maji od vrcholu A stejnou vzdalenost.
Vojtéch Zlamal

Dale uvadime fteSeni tloh 277 a 278, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém ¢isle letosniho (31.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 277
K danému celému ¢&islu D > 1 uréime celé ¢islo n > 1 tak, aby platilo

1+24+...+(n—-1)<D<142+...+n.

Rozhodnéte, zda pak lze z libovolné n-prvkové mnoziny po sobé jdoucich
celych ¢&isel vybrat neprédzdnou podmnozinu prvka s takovym soucétem,
ktery je délitelny ¢islem D. .
Jaromir Simsa
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Vzhledem k tomu, Ze redakce neobdrzela zadné uplné 7eseni této tlohy,
nechavame tento problém pro ¢tenéfe nadale otevieny. Sva feSeni muzete
dodatec¢né zaslat do redakce MF1I ve stejném terminu jako FesSenf uloh 281
a 282.

Uloha 278

Jsou dany dvé rovnobézné piimky p a ¢. Na pfimce p je dan bod C
a na pifimce ¢ uvazujme tse¢ku AB dané délky d. V trojuhelniku ABC
ozna¢me D, E po fadé paty vySek z vrcholu A, B.
a) Dokazte, Ze pfimka p je te¢nou kruZnice opsané trojuhelniku CDE.
b) Sestrojte tsecku AB tak, aby kruZnice opsana trojihelniku CDE méla

primér d. Jan Mazadk

Reseni. Oznaéme dale V, patu vysky z vrcholu C' trojuhelniku ABC
a V prusecik jeho vysek. Pokud je trojuhelnik tupothly s tupym thlem
pii vrcholech A nebo B, muZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
Ze tupy uhel je pfi vrcholu B, protoze jinak nam staci zaménit A s B a
D s E, viz obrazek nahote. Pokud je tupy thel u vrcholu C, viz obrazek
vlevo dole, pokud jsou vSechny thly trojuhelniku ABC' ostré, viz obrazek
vpravo dole.
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Uhly CEV a CDV jsou pravé, podle Thaletovy véty tak je CV pri-
mérem kruznice k opsané trojuhelniku CDE. Usetka CV lezi na vysce
trojihelniku ABC ke strané AB. Je tak k ni kolma, tedy je kolmé i na
pfimku ¢ a s ni rovnobéznou piimku p. P¥imka p prochazejici bodem C je
tak kolmé na pramér C'V kruznice k opsané trojuhelniku CDE a je tedy
jeji tefnou, coz jsme méli dokazat v ¢asti a).

Trojuhelniky CEV a CV_.A se shoduji ve vnitinim thlu pii vrcholu C
a pravych thlech pfi vrcholech E a V., jsou tedy podobné a maji tak
shodny i tieti vnitini thel u vrcholi V' a A. Ze shodnosti thlt BAE aCVE
plyne, Ze pravouhlé trojihelniky ABE a VCE s pravymi thly u vrcholu F
jsou podobné. Pokud je pramér |CV| kruZnice k roven d = |AB|, jsou
trojahelniky ABE a VCE shodné, plati tak |[EB| = |EC| a pravothly
trojihelnik BC'E s pravym thlem pii vrcholu F je rovnoramenny. Naopak,
pokud je tento trojuhelnik rovnoramenny, jsou trojuhelniky ABE a VCFE
shodné, tedy |AB| = |VC| a kruZnice k tak ma polomér d. Pravothly
trojuhelnik BC'E bude rovnoramenny, pravé kdyz velikost jeho vnitintho
thlu BCE bude 45°, tedy pravé kdyz velikost vnitiniho thlu trojihelniku
ABC pfi vrcholu C bude 45° nebo 135° (v zavislosti na tom, zda bod E
je ¢i neni bodem tusecky AC).

Odtud jiz plyne konstrukce pozadované usecky AB. Na piimce p se-
strojime usecku A’ B’ délky d a mnozinu ¢ bodi, ze kterych je tato usecka
vidét pod thlem 45° nebo 135°. Tuto mnozinu tvori dvé kruznice, jejichz
stfedy jsou zbyvajici vrcholy ¢tverce s thloptickou AB. Prusecik £ s piim-
kou ¢ oznatime C’. Usetku AB pak dostaneme posunutim tsecky A’'B’
podle vektoru C’C. Podet FeSeni tlohy pak zavisi na tom, kolik existuje
prisec¢ikt mnoziny ¢ s pfimkou p. Tento priiseéik bud neexistuje, nebo
existuji jeden, dva, t¥i, nebo ¢tyfi pruseciky. Jelikoz body A a B muZzeme
vzajemné zameénit, existuje tak zadné, 2, 4, 6 nebo 8 feSeni dané ulohy.
Snadno dopoé¢teme, ze

i) pokud vzdalenost piimek p a ¢ je vétsi nez d(v/2 + 1)/2, nema tloha

zadné TeSeni,

ii) pokud je vzdalenost pfimek p a ¢ rovna tomuto ¢islu, ma tloha pravé
dvé TesSeni,

iii) pokud je vzdalenost ptimek p a ¢ mezi éisly d(v/2+1)/2 ad(v/2—-1)/2,
ma tloha praveé ¢tyfi feSeni,

iv) pokud je rovna ¢islu d(v/2 — 1)/2, ma tloha Sest feSeni a

v) pokud je vzdalenost p a ¢ mensi nez toto ¢islo, mé tloha osm FeSeni.
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Pozndmka 1. Néstin jiné konstrukee trojuhelniku ABC'. Velikost vnitiniho
thlu trojahelniku ABC' pfi vrcholu C' je 45° nebo 135°, Pravouhlé troj-
thelniky ADC a BEC jsou tak rovnoramenné a velikost aspoii jednoho
zuhli CAV a CBYV je 45° (zbyvajici m4 velikost bud 45°, nebo 135°, nebo
se jeden z bodu A, B shoduje s bodem V' a nemé smysl hovofit o druhém
thlu). Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime obé& kruznice k s pramérem
CV délky d, které se dotykaji pfimky p v bodé C. Sestrojime mmnoZzinu
bodi, ze kterych je tsecka C'V vidét pod ahlem 45° (dvakrat dva kruZni-
cové oblouky). Jejich prisecik s pfimkou ¢ oznac¢ime A nebo B, a druhy
z téchto bodu pak bude leZzet na pfimce p ,,smérem k CV* ve vzdalenosti
d od prvniho.

Pozndamka 2. Mnoho fesiteli neprovedlo uplnou diskusi velikost{ vnitinich
ahlia trojuhelniku ABC a dospélo vétsinou k zavéru, ze velikost vnitiniho
thlu trojihelniku u vrcholu C je jen 45°. Jejich feSeni tak byla hodnocena
jako Castecna.

Spravna feSeni zaslali Anastasia Bredikhina, Michal Janik a Samuel
Rosiar, vsichni z GJK v Praze 6, Tereza Cernd z G v Praze 9, Litoméricka,
Anna Hronovd, a Alena Jandckovd, obé z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Erik
Jezek ze SSPS a G v Praze 5, Pavla Sankotovd z G v Plzni, Mikulagske
nam. a Jakub Stepo z G v Kladné.

Netplné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdchim z Vo-
lyné, Adam C’ervenka, Martin Dufek, gtépa’n Mikéska, Jakub Komdrek,
Lukds Kycl, Petr Slonek a Filip Smisek, vSichni z G v Brné, t¥. Kpt.
Jarose, Lenka Poljakovd z GJS v Prerovs, Ondrej Trinkewitz z G a SPSE
ve Frenstats pod Radhostém a Lukds Wendzel z G a SPSEI ve Frenstaté
p- Radhostém.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Neékolik poznamek k ucivu
o Slunec¢ni soustave

LEONTYNA SLEGROVA, JAN SLEGR
Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

Uvod

Vyuka astrofyziky na stifedni Skole neni jednoduché disciplina. Je ¢m
dal obtizné&jsi najit na ni ¢as. Podle priizkumu [1] se napf. na nadpolovi¢ni
vétsiné oslovenych gymnézii u¢i fyzika pouze ve tfech roc¢nicich ¢tytletého
studia, prestoze jesté pred deseti let tomu bylo naopak. Pouze asi na pé-
tiné gymnézii je astrofyzika vykladana jako soucast bézné vyuky, jinak se
zafazuje do volitelného fyzikalniho seminaie, pfipadné se nevyucuje vu-
bec. Zejména pro fyzikalni seminéfe je vhodné mit k dispozici tlohy, které
lze vyuzit ve vyuce. To neni problém napt. pfi vykladu méfeni v astro-
fyzice, ve vykladu Sluneéni soustavy vS8ak na prvni pohled tolik moznosti
neni a vyklad tak sklouzava k pamétnému uceni izolovanych fakt o plane-
tach. V posledni dobé v8ak v ¢asopise MFI vyslo nékolik ¢lankd Vladimira
Stefla, které popisuji @lohy pouzitelné ve vyuce (napf. |2], [3] nebo [4]).

Dalsim problémem je, Ze u¢ivo o Slune¢ni soustavé obsahuje celou fadu
terminologickych nejasnosti. Jedna se jiz o samotny néazev, kde se mtzeme
setkat s tim, Ze se zapisuje jako slunecni soustava (tento zapis je mozné
najit v Pravidlech ¢eského pravopisu). Ceska astronomicka spole¢nost nao-
pak doporucuje psat nazev s velkych pismenem S, tedy Slunecni soustava.
Tento zapis budeme pouzivat v ¢lanku.

Nepfesné a ¢asto protichtidné informace se také vyskytuji v rozdéleni
téles ve Sluneéni soustavé, tedy v rozdéleni na planety, trpasli¢i planety a
malé télesa Sluneéni soustavy. Hovorit 1ze také o nejasnostech pii zafazeni
télesa mezi planetky ¢i meteoroidy.
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V tomto ¢lanku stru¢né shrnujeme zékladni informace o slozeni Slu-
neéni soustavy v souladu s doporuc¢enimi Mezindrodni astronomické unie
a uvadime nékolik tloh, kterymi lze podpofit vyklad u¢iva o Sluneéni sou-
stavé.

SloZeni Sluneéni soustavy — jeji pocatek

Jak jiz nazev napovida, Sluneéni soustava je soustavou nasi jediné hvéz-
dy, tedy Slunce. Jeji pocatek je tak zfejmy a lezi ve Slunci. Pfi vykladu
Slunecni soustavy je vSak dulezité zdaraznit, Ze samo centralni téleso se,
podobné jako vSechna télesa ve Slunefni soustavé, pohybuje. Pokud se
totiz budeme bavit o t&zisti Slune¢ni soustavy, tzv. barycentru, zjistime,
ze se jeho poloha méni v zavislosti na poloze velmi hmotnych planet, tj.
zejména Jupiteru, Saturnu, Uranu a Neptunu. Pti ob&hu planet dochazi
k posunu hmotného stiedu Sluneéni soustavy a tim i k pohybu Slunce,
které kolem barycentra obiha spolu s planetami.

Aby Zaci ziskali lepsi pfedstavu, jak polohu barycentra ovliviiuje poloha
planet, je vhodné do vyuky zaradit (pokud to ¢as dovoli) dlohy na toto
téma. Muze se jednat napiiklad o tyto:

Uloha 1

Polohu barycentra Slune¢ni soustavy nejvice ovliviiuje poloha Jupiteru.
Urcete, kde se nachézi barycentrum Slune¢ni soustavy, pokud uvazujeme,
7e je slozena pouze z téles Slunce (®) a Jupiter (%). Slunce ma hmotnost
piiblizné 2,0-103° kg, hmotnost Jupiteru je 317,9krat vyssi nez je hmotnost
Zemé, ktera je piiblizné 6,0 - 10?4 kg. Vzdalenost Jupiteru od Slunce je
pfiblizné 5,2 au®).

ée§emﬂ
Mg =2,0-10% kg, My =317,9-6,0-10** kg, 29, = 5,2 au, z7 =?m

Barycentrum, neboli tézisté dvou téles je mozné urcit z momentové
véty. Pokud osu otaceni, vzhledem ke které budeme urcovat moment sily,
umistime do stfedu Slunce, bude mit momentova véta tvar (obr. 1)

(M@ —i—MQF)ga?T = M'LFQJZQF.

1) Astronomicka jednotka by se podle rezoluce 27. valného shromazdéni Mezinarodni
astronomické unie méla znacit au, nikoli AU.
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Na levé strané rovnice je celkovy moment sily vzhledem k ose otaceni,
kterd je umisténa ve stfedu Slunce, ten je roven sou¢tu momentu sily
Slunce a Jupiteru vzhledem k ose otaceni prochazejici stfedem Slunce.
Moment sily Slunce vzhledem k ose prochéazejici Sluncem je nulovy, proto
je na pravé strané rovnice jen moment sily Jupiteru.

Obr. 1 K uréeni polohy barycentra

Vzdalenost barycentra od stfedu Slunce z momentové véty mizeme vy-
jadrit jako
Mo, 29 317,9-6,0-10?* kg - 5,2 au

T Mg+ My, 2,0-10%0 kg +317,9-6- 102 kg’

T

Vzdalenost barycentra od stfedu Slunce je tak
or = 0,0050 au = 7,4 - 10° m.

Barycentrum tedy lez{ priblizné 7 % poloméru Slunce nad jeho povrchem.

Uloha 2

Urcete, jak se zméni poloha barycentra, pokud budeme uvazovat, ze
se vSechny ¢tyfi obii planety nachézi v jedné pfimce na svych obé&znych
drahéch. Slunce mé hmotnost pfiblizné 2,0 - 103° kg, hmotnost Jupiteru
je 317,9krat vyssi nez je hmotnost Zemé, hmotnost Saturnu () pFiblizné
95,2krat vyssi nez hmotnost Zemé, hmotnost Uranu (8) priblizné 14,6krat
vySSi a hmotnost Neptunu () priblizné 17,2krat vyssi nez je hmotnost
Zemé, ktera je piiblizné 6,0 - 1024 kg. Vzdalenost Jupiteru od Slunce je
priblizné 5,2 au, vzdéalenost Saturnu pfiblizné 9,5 au, vzdalenost Uranu
priblizné 19,2 au a vzdalenost Neptunu od Slunce je pfiblizné 30,1 au.
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Resent.
Mg =2,0-10°" kg, Mo, = 317,9-6-10*" kg, My, =852-6- 10* kg,
My =14,6-6-10°" kg, My =17,2-6- 10%* kg,
xq = 5,2 au, Th = 9,5au, zg = 19,2 au, Ty = 30,1 au, x7 =7 m.

Opét sestavime momentovou vétu pro piipad, kdy se osa, kolem které se
soustava otac¢i, nachazi ve stfedu Slunce:

(M®+Mf7++M® +M6+M8 YgxT = g(Mw%q_*FM@:E@ +M6x6 Jngxg)

Na levé strané rovnice je celkovy moment sily vzhledem k ose otéceni, ktera
je umisténa ve stfedu Slunce, ten je roven souc¢tu momentu sily Slunce a
Jupiteru vzhledem k ose otaceni prochazejici stfedem Slunce. Moment sily
Slunce vzhledem k ose prochézejici Sluncem je nulovy, proto je na pravé
strané rovnice jen moment sily Jupiteru. Vzdalenost barycentra od stfedu
Slunce miizeme vyjadrit z momentové véty:

o ]\%4:01F + Mhdfh —|—M6x6 + Mgzg
T T Mg + My + My, + My + My

Po dosazeni hodnot je vzdalenost barycentra od stfedu Slunce
zr =0,0098 au = 1,5-10° m.

Barycentrum tedy lezi mimo povrch Slunce, ve vice nez dvojnasobné vzda-
lenosti od stfedu Slunce, nez je jeho polomeér.

Obdobné je mozné urcit i v jaké nejvétsi vzdalenosti od stiedu Slunce se
muze barycentrum Sluneéni soustavy nachazet, pokud budeme uvazovat
hypotetickou situaci, kdy se v8echny planety nachazen{ v jedné piimce.
MiZzeme si vyhledat stfedni vzdalenosti planet od stfedu Slunce a jejich
hmotnosti a sestavit momentovou vétu, pokud osu otaceni umistime na-
priklad do stfedu Slunce.

Situace popsané v predchozich tlohach jsou pouze hypotetické, mo-
hou vsak zakim poskytnout predstavu, v jakém intervalu vzdalenosti od
stfedu Slunce se poloha barycentra muZe pohybovat. Zajimava muaze pro
zéky byt také néasledna prace s informacemi, kdy si Zaci napf. muzou ze
znalosti ob&znych dob planet dopocitat jejich nejmensi spoleény nésobek,
aby zjistili, jak ¢asto mohou situace predestiené v ulohach nastat. Situace
popsana v druhé iloze, kdy jsou v8echny plynni obfi v jedné pifimce, muze
napifklad nastat jednou za p¥iblizné 1,21 triliard let (tj. 1,21 - 10%! let).
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SloZeni Sluneéni soustavy — jeji konec

Vzhledem k tomu, Ze hustota hmoty ani zafeni nenf rovnomérn4 a ohra-
nicend, existuje pro vymezeni konce Slune¢ni soustavy nékolik moznosti.
Logické by bylo vyty¢it hranici Slune¢ni soustavy obéznou drahou Nep-
tuna, tedy do vzdalenosti asi 30 au od Slunce. Druhou moznosti je konec
Slunecni soustavy umistit za nejvzdalenéjsi drahy dlouhoperiodickych ko-
met, tedy do cca 50000 au. Také se uvadi, Ze hranici Sluneéni soustavy
muze byt hranice magnetického vlivu Slunce. Oblast tohoto vlivu se na-
zyva heliosféra a jeji hranice potom heliopauza. Heliosféra sahé cca 110 az
160 au od Slunce. Posledni moznosti, kterou zde uvadime je predpokladany
dosah gravitac¢niho pusobeni Slunce, tedy cca 150 000 au.

Rozdéleni téles ve Sluneéni soustaveé

Slune¢ni soustava se sklada z velkého mnozstvi téles. Kromé Slunce,
nasi jediné hvézdy, obsahuje osm planet, mnozstvi jejich mésicti, v sou-
¢asné dobé pét trpasli¢ich planet a poté mnoho planetek, komet a me-
teoroidia. Dale bychom zde mohli nalézt molekuly, ionty, atomy a ¢astice
slune¢niho vétru, ¢astice mezihvézdného prostoru, fotony ze Slunce, planet
a z jinych hvézd v rizném stadiu vyvoje, neutrina a jejich antiCastice a
také elektrické, magnetické a gravitaéni pole.

Vétsi télesa ve Sluneéni soustavé mizeme rozdélit na planety, trpasli¢i
planety a mala télesa. Toto rozdéleni bylo odsouhlaseno na 26. valném
shroméazdéni Mezinarodni astronomické unie v roce 2006 v Praze, kde byla
prijata i nova definice planety a vytvofena nové skupina trpasli¢ich planet.

Bylo definovéano, ze planeta je nebeské téleso, které obiha okolo Slunce,
ma dostateCnou hmotnost, aby jeho vlastni gravitace prekonala vnitini
sfly pevného télesa tak, aby dosahlo tvaru odpovidajictho hydrostatické
rovnovaze a toto téleso také muselo v minulosti vy¢istit okoli své dréahy.

Podle této definice je ve Sluneéni soustavé osm planet — Merkur, Ve-
nuse, Zemé, Mars, Jupiter, Saturn, Uran a Neptun. K nové definici v tomto
znéni bylo pristoupeno z divodu nejednoznacnosti té predchozi. V mi-
nulosti bylo za planetu povazovano Pluto a po svém objevu na zacatku
19. stoleti i Ceres. Tento objekt byl za planetu povazovan aZz do roku
1850, kdy byl preklasifikovan na planetku. Kdyz bylo v roce 2003 obje-
veno transneptunické téleso Eris, které mé rozméry vétsi nez Pluto, stalo
se také planetou. Z diivodu naristajictho po¢tu planet, kdy hrozilo, ze bu-
dou objevena i dalsi télesa, ktera by po vzoru Pluta byla rovnéz zarazena
mezi planety, bylo nutné definici upfesnit a pocet planet sniZit.
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Pro télesa, kterd sice obihaji okolo Slunce a maji dostate¢nou hmot-
nost, aby jejich gravitace pfekonala vnitini sily pevného télesa, aby dosahla
tvaru odpovidajicitho hydrostatické rovnovaze, ale na rozdil od planet ne-
vy¢istila okoli své drahy a zaroven se nejedna o mésice, byla stanovena
nova kategorie — trpasli¢i planeta. Do této skupiny v soucasné dobé spada
pét téles — Ceres, Eris, Haumea, Makemake a Pluto. Né&kolik dalsich téles
je v8ak povazovano za kandidaty, jmenovité — Sedna, Quaoar, Orcus, Ixion,
Varuna a AW 197. Vzhledem k tomu, Ze si astronomové uvédomovali histo-
ricky vyznam Pluta, byla pro ného pozdéji vytvorena samostatna kategorie
plutoid. Toto téleso oproti definici trpasli¢i planety obsahuje dodatek, Ze
musi okolo Slunce obihat ve vétsi vzdalenosti nez je draha Neptuna. Jedna
se tedy o transneptunicki télesa. Do této kategorie kromé Pluta spadé
i Eris, Haumea a Makemake.

Ostatni vétsi télesa, ktera se nachazeji ve Sluneéni soustavé, jsou fa-
zena mezi malé télesa Sluneéni soustavy. Do této skupiny miZzeme zaiadit
planetky, meteoroidy a komety.

Definice planetky neni stanovena tak striktné jako definice planety a tr-
pasli¢i planety. Planetka je téleso, které nespada mezi planety ani trpasli¢i
planety. Jde o pozustatky po formovani Sluneéni soustavy ¢i o tlomky vét-
ich téles. Velikost téchto téles je vétsi nez velikost meteoroidi, pohybuje
se od stovek metri po stovky kilometri. Obdobné jako planety ¢i trpas-
li¢i planety obihaji kolem barycentra Slune¢ni soustavy, vystiednost jejich
pésu mezi drahami Marsu a Jupiteru. Dals{ velké planetky se pak nacha-
zeji za drahou Neptuna. V soucasnosti je zndmo pies milion planetek a
pocet nové objevenych se stale zvysuje.

Zajimavou aplikaci mechaniky prvniho ro¢niku, kterou lze trochu rozbit
jinak spiSe teoreticky vyklad, muze byt nasledujici tloha:

Uloha 3
Jakd muze byt maximalni rotaéni perioda planetky, pii které se jesté
neroztrha odstiedivou silou?

Reseni. Podminka rovnovahy pro hmotu v planetce je rovnost velikosti

tnikové rychlosti v, = 4/ 2GM 5 velikosti rychlosti obvodové v = wigir.

Plati

2GM
r

= Wkrit T
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Upravou pro wigj; ziskame:

2GM

Wkrit = 3

Pokud uvazime, Ze objem planetky je pfimo tumérny 73, poté muZeme
predpokladat, ze je podil M /r® tmérny hustoté planetky o

2GM
Wkrit = 3 ~ /0.

Ur¢ili jsme, Ze thlova rychlost planetky wy,it, a podle vztahu wi,is = 2% ani
perioda planetky T', nezavisi na rozmérech télesa, ale T' je pfimo tmeérna

ﬁ. Pokud se podivame na obr. 2 zjistime, Ze vétina planetek (bez ohledu

na priamér) mé skuteéné velmi podobnou periodu rotace.

10 000
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—
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Primér / km

o
—
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0,02 0,2 2 20 200 2000

Perioda / h

Obr. 2 Rotaé¢ni periody planetek (upraveno podle [5])

Pti vykladu o meteoroidech je dtlezité zaktim vysvétlit i pojmy jako
meteor, bolid, meteorit a tektit. Meteoroid je podle definice IAU z roku
2017 pevné prirodni téleso, jehoz velikost je pfiblizné 30 mikrometra az
priblizné 1 metr. Toto téleso se pohybuje v meziplanetarnim prostoru nebo
z néj pochézi. Meteoroidy vznikaji v&tsinou srazkami vétsich téles, at uz
komet ¢i vétsich planetek. Pokud se meteoroid dostane do blizkosti v&t-
§tho télesa, napiiklad planety, miize jeji gravitacni piisobeni zménit drahu
meteoroidu a muze tak dojit k jeho vniku do atmosféry. Pokud k této
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situaci dochézi na Zemi, ¢astice vzduchu v atmosfére meteoroid rozzhavi
a pokud se jedna o malé téleso, vypafi se. Svétlo vzniklé pfi tomto jevu
je velmi slabé a nebylo by vidét, v okoli télesa vSak vznikd valec ioni-
zovaného vzduchu, ktery pii rekombinaci atomi zafi. Tento svételny jev
nazyvame meteor. Tato meteorickd stopa miva pramér nékolik desitek az
stovek metri a vyjimeéné byvéa viditelna i nékolik minut po pruletu. Pokud
meteor zai{ jasnéji nez Venuse na no¢ni obloze, nazyvame ho bolid. Pokud
meteoroid pii priletu atmosférou nezanikne, dopada na Zemi v podobé
meteoritu. Podle slozeni mizeme meteority rozdélit na aerolity (kamenné
meteority), siderity (Zelezné meteority) a siderolity (pfechodny typ mezi
kamennym a Zeleznym meteoritem). Podle odhadi na Zemi ro¢né dopada
5000 az 17000 tun meteoritti. Pfes 90 % meteoritt, které jsou nalezeny
bezprostfedné po dopadu, jsou kamenné, z dodateéné nalezenych je vSak
vétsina Zeleznych. Siderity se totiz daleko snaze odliSuji od okolniho te-
rénu. Kamenné meteority navic postupem ¢asu zvétravaji a rozpadaji se.
Zelezné meteority jsou oproti tomu odolné a je mozné je nalézt i staleti
po dopadu. Pfi dopadu meteoriti mizeme pozorovat jamky, jamy, ¢i me-
teorické kratery. Roztavenim a rozhozenim hornin v okoli vznikaji tektity.
Mezi ty patii i vitaviny, které vznikly pfi padu meteoritu v Bavorsku pied
14,8 miliony let. Tyto teoretické informace lze podpofit napt. nasledujici
ilohou.

Uloha 4

Na Wikipedii [6] se pige, ze rychlost télesa pfi vstupu do atmosféry Zemé
je obvykle pfes 20km-s™!, pii¢em? nejvyssi rychlost maze byt piiblizné
71 km-s~!. Pro¢ tomu tak je?

Reseni. Pokud by se jednalo o asteroid (planetku) se zanedbatelnou rych-
losti, Zemé si téleso gravitacné pritdhne a dopadova rychlost télesa by byla
rovna unikové rychlosti ze Zemé. Pro¢ tomu tak je?

[2G My,
vp = .
1% RZ
Po dosazeni hmotnosti Zemé& My = 6,0 - 10** kg a zemského poloméru
Rz = 6 378 km, ziskdme

B \/2 -6,67-10~11N-m?2-kg=2-6,0- 1024 kg
vp = 6 378-10° m ’

vp =11 km-s~t.
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Kdyby se jednalo o ulomek komety, mél by tento tlomek stejnou rych-
lost, jako kometa. Maximalni rychlost komety prolétajici kolem Zemé ur-

¢ime ze vztahu
112G M,
vp = 7@7
r

kde M) je hmotnost Slunce (Mg, = 2,0-10° kg) a r je vzdélenost komety
v blizkosti Zemé od Slunce, coZ je 1 au = 1,5- 10! m. Po dosazeni ziskdme

=42 km-s~ L.

~ [2:6,67-10"1'N-m? - kg2 -2-10%0 kg
= 1,5-100 m

Pro¢ by tedy maximalni rychlost vstupu tlomku do atmosféry méla byt
71 km-s~1'? Je tomu tak proto, Ze Zemé se kolem Slunce pohybuje rychlosti
29 km-s~! (tuto skutecnost miZete jednoduse ovéfit). Proto, pokud tlomek
do atmosféry vleti ve sméru rotace Zemé, ziskame

v=42km-s ' +29km-s ' =71 km-s~'.

Pokud ulomek do atmosféry vleti v opa¢ném smeéru, proti sméru rotace
Zemé, ziskdme:

v=42km-s' —29km-s ' =13 km-s'.

Dalsimi télesy, ktera se fadi mezi malé télesa ve Sluneéni soustavé patii
komety. Tato télesa se obvykle pohybuji po eliptickych drahéach s velkou
vystifednosti kolem Slunce. P¥i pfiblizeni ke Slunci komety vyrazné méni
sviij vzhled, na opa¢né strané nez se Slunce vznika ohon, ktery mé velikost
az 107 km. P¥i¢inou jeho vzniku je Slunce, to zahiiva jadra komet a kolem
nich tak vznikaji ¥idké atmosféry. Tyto tzv. komy maji polomér asi 10* km.
Jadra komet maji rozmér v fadu kilometri a jejich hmotnost se pohybuje
mezi 103 az 10%° kg.

Zajimava muze byt pro zaky informace, Ze i kdyz vétsina téles ve Slu-
neéni soustavé obiha ve stejném, progradnim sméru (pii pohledu ze sever-
nfho polu Slunce proti sméru hodinovych rucicek), existuji télesa, ktera
obihaji v opa¢ném, retrogradnim sméru. Tato retrogradni rotace nazna-
¢uje, ze se télesa na obéznou drahu Slunce dostala az v dobé, kdy uz byla
Slunecni soustava plné vytvotrena a gravitacni sila Slunce télesa zachytila
a ta zacCala obfhat v opacném sméru. K podobné situaci doslo i v pfipadé
mésict planet, kterd obihaji v opa¢ném sméru. Piikladem retrogradnich
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ob&Znic jsou nékteré komety (napt. Halleyova kometa), nékteré mésice pla-
nety Jupiter, Saturn ¢ Neptun, nebo mésic trpasli¢i planety Pluto Charén.
Zajimavym faktem také je, Ze i kdyZ vSechny planety obihaji v progradnim
sméru, planeta VenuSe ma retrogradni rotaci, ktera je zfejmé zptusobena
srdzkou s hmotnym télesem, ke které v minulosti doslo. Vzhledem k ne-
prirozenosti této rotace vzhledem ke sméru obéhu je den na planeté delsi
nez jeji rok. Rovnéz planeta Uran rotuje v retrogradnim sméru, ovSem
pouze tésné, sklon jeji rotacni osy je 98°. Uran se tak na své obé&zné draze
okolo Slunce vali podobné jako bowlingova koule po draze. Tento pohyb
zpusobuje, Ze slune¢ni svit dopadé na severni a jizni polokouli stiidaveé —
po 42 let je vzdy jeden z pola ve stinu.

Zavér
V tomto ¢lanku jsme chtéli jednak poukézat na nékteré terminologické
speciality rozdéleni téles ve Slune¢ni soustavé a jednak uvést typové tulohy,

které mohou byt pouzity ve vyuce fyziky Slune¢ni soustavy a také uvést
nékteré zajimavosti, které mohou pomoci uéitelim ve vykladu.
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Fyzikalni ulohy Evropské
experimentalni olympiady
EOES
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Evropska olympidda experimentalni védy (EOES — z angl. European
Olympiad of Experimental Science) je piirodovédna védecka soutéz s di-
razem na tymovou spolupraci pro Sestnéctileté a mladsi studenty ze zemi
Evropské unie. EOES poskytuje mladym studenttm pfilezitost ukazat své
védecké schopnosti a podnécuje nadané studenty prirodnich véd k rozvoji,
a tim podporuje jejich budouci védeckou kariéru. Ulohy EOES jsou zalo-
zeny na praktickém experimentovani, jsou intelektualné naro¢né a vyzaduji
tymovou praci. Specifikem soutézZe je to, ze integruje tfi piirodovédné disci-
pliny — biologii, chemii a fyziku — do jednoho logického celku. Tradi¢né jsou
tlohy problémové orientované, kontextové a propojené s redlnym svétem.
Do feSeni se zapojuji vSichni ¢lenové tymu, coz podporuje jejich schopnost
kooperativniho feSeni problémii. Tyto problémy obvykle vyzaduji krea-
tivni interpretaci experimentalnich dat véetné ¢asto prekvapivych a vysoce
kladné hodnocenych alternativnich feSeni. Soutéz navazuje na podobnou
soutéz EUSO, které se tradi¢né ucastnilo 25 stati EU. Kazdy stat vysila
po dvou studentskych tymech spolu s trojici oborovych experti — ¢lent
mezinarodni jury. Celkem se tedy jedna o 150 studentt a cca 75 védcu a
pedagogii, ktefi kazdoro¢né v nékteré ze zemi Evropské unie travi tyden
aktivitami rozvijejicimi talent budoucich védeckych nadéji.

Dalsim specifikem soutéZe je, Ze se snaZi byt motivacni, a proto kazdy
zu¢astnény tym ziskd nékterou z medaili. O poctu zlatych medaili rozho-
duje mezinarodni jury, ale pocet zlatych medaili by nemél presahovat 10 %
soutéznich tymu, pocet zlatych a stf¥ibrnych dohromady by mél byt pfi-
blizné 40 % a pocet bronzovych tyma musi byt vétsi nebo roven poloving
vSech soutéznich tymi.

Soutéz pod nazvem EOES poprvé probéhla v roce 2021, a to v distri-
buované formé. Madarsti organizatori pripravili soutéZni experimenty a

Matematika — fyzika — informatika 31 (4) 2022 289



rozeslali je do vSech soutéznich zemi. V kazdé zemi se pak oba soutézni
tymy sjely na jedno misto, kde tlohy fesily. Diskuse tloh mezinarodni
jury, jakozto i nésledné moderace vysledkt probihaly pomoci prostiedki
dalkové komunikace. Nasi studenti se v této soutézi rozhodné neztratili a
ziskali jednu zlatou a jednu bronzovou medaili.

Béhem pifprav EOES 2021 byli osloveni piedstavitelé Ceské republiky
vzhledem k pokroé¢ilym pfipravam CR na puvodné planovany 18. ro¢nik
EUSO (pfipravené ulohy a logistika) s Zadosti o usporfadani EOES v roce
2022. Soutéz probéhla pod zastitou MSMT a rektori Univerzity Karlovy
a Univerzity Hradec Kralové.

Hradec Kralové se ukazal jako ideélni lokalita s dvéma univerzitami
(UHK a UK). Tomuto ovéfenému univerzitnimu ,,spole¢enstvi“ se jiz v roce
2011 podafilo zorganizovat vysoce uspésné hodnocené EUSO, a to opét
v situaci ohrozujici kontinuitu jinak mimoradné inovativni a ispésné sou-
teze. Ceska republika, (mj. spoluzakladatel Mezinarodni fyzikalni, biolo-
gické i chemické olympiady) si timto zptsobem v minulych letech vydobyla
velky kredit.

EOES 2022

Kdyz se v roce 2011 konala v Ceské republice soutéz EUSO (viz nas
predchozi ¢lanek [2]), tématem prvni tlohy bylo feské pivo a tématem
druhé ulohy kontaktni ¢ocky. V roce 2022 uplynulo 200 let od narozeni
Johana Gregora Mendela, objevitele zédkoni dédi¢nosti, proto jedno z té-
mat bylo jasné. V biologické ¢asti tlohy tedy soutézici zkoumali zdkony
genetiky, v chemii deoxyribonukleovou kyselinu a antivirotika z dilny prof.
Holého. Fyzikalni ¢ast tdloh, kterd méla byt s timto tématem propojena,
se zaméfila na slavny difrakéni rentgenovy snimek pofizeny v roce 1953
Rosalindou Franklinovou a jejim studentem Raymondem Goslingem, ktery
prokazal, Ze molekula DNA ma4 tvar dvousroubovice.

Co se tyce druhé tdlohy, zde jsme vyuzili faktu, ze Ceska republika je
jednim z nejvétsich producentt kyseliny hyaluronové na svété. Jedné se
o linearni polysacharid o vysoké molekulové hmotnosti, ktery se bé&zné
vyskytuje v lidském organismu, ale ma i rtzna lékaiska vyuziti: Pro své
lubrika¢ni vlastnosti se napt. pouziva jako nahradni vypli opotiebovanych
kloub1t, v oftalmologickych operacich a podobné. Jak vime z televiznich re-
klam, pouziva se i v riznych krémech proti vraskdm (mechanismus u¢inku
by mél pravdépodobné spocivat v hydrataci, protoze kyselina hyaluronova
velmi dobfe vaZe vodu).
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Uloha 1: DNA

V biologické ¢asti ulohy soutézici zkoumali nékolik vzorka DNA a hle-
dali mutace, které maji lepsi imunitni odpovéd proti riiznym nemocem
jako COVID-19 a cysticka fibroza, a to pomoci gelové elektroforézy.

Po kratkém rozmysleni, jakou experimentalni tlohu navizat na DNA,
jsme se rozhodli pro difrakéni experimenty. ProtoZe téma difrakce bylo pro
soutézici zcela nové (na rozdil od tlohy 2, viz dale), bylo nejdfive v zadani
nutné vylozit zédkladni pojmy vinové optiky a interference svétla.

V prvni ¢asti tlohy mérili soutézici pramér lidského vlasu, ktery byl
uchycen v drzaku. Pro maximum a minimum pii difrakeci na valcové pre-
kazce plati v prvnim p¥iblizeni

dsin Opin = kA,

dsin ey = (2k — 1)%,

kde k je fad maxima (minima), A vilnova délka pouzitého zafeni a d pramér
prekazky. Vztahy lze odvodit bud z tuvah o interferenci paprskii, nebo
vyuzit Babinetiiv princip — vztahy pro maxima a minima jsou opac¢né nez
pro piipad Stérbiny. Soutézici méfili polohu minim, protoze ta jsou stejné

daleko od sebe (naopak nulté maximum je trochu §irsi nez maxima vyssich
radua).

Obr. 1 Drzék laseru a pruziny na optické lavici
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Pro méfeni byla zkonstruovana opticka lavice (obr. 1), které obsaho-
vala drzak laserového ukazovatka, vzorku (vlasu nebo pruzinky) a stinitka.
Zakladem optické lavice je elektrikarska lista, kterd umoziuje prvky po-
sunovat a poskytuje potfebnou mechanickou pevnost. Kdyz se v Ceské
republice podobna soutéZ konala v roce 2011, tématem byly kontaktni
¢ocky. Opticka lavice pro paprskovou optiku byla konstruoviana obdobné,
jen drzaky bylo zapot¥ebi ohybat z plechu [2]. V letosnim roce byly drzaky
navrzeny pomoci CAD systému a vytistény na 3D tiskarné.

Typicky vysledek tloustky vlasu byl d = 75(3) pm a vysledky se mezi
jednotlivymi skupinami p¥ili§ nelisily (v8echny skupiny mély jako vzorek
vlas od stejného ¢lovéka).

Druha ¢ast ulohy se tykala difrakce na Sroubovici, kterou reprezentovala
pruzinka uchycena v drzaku (obr. 1). Pruzinka se chova jako dvojice zk¥iZe-
nych miizek vzajemné posunutych o thel 8. Na stinitku vznikne difrakéni
obrazec ve tvaru pismene X (obr. 2), pfi¢emz oba segmenty sviraji pravé
thel 8. Na difrakénim obrazci jsou patrné dvé struktury: hruba a jemné.
Vétsi, hruba struktura mé svij pavod v mensi prostorové struktute a lze
z ni uréit pramér dratu d, ze kterého je pruzina namotana. Mensi, jemné
struktura vznika difrakci na vétsi prostorové struktuie a lze z ni urcit
vzdalenost jednotlivych zavita P (obr. 2).

Obr. 2 Difrakce na Sroubovici

Soutézici uréovali obé tyto veli¢iny a dostali se k typickym vysledkim
d = 0,20(2) mm a P = 1,2(1) mm, které jsou v souladu s hodnotami
uréenymi z makrofotografie pruzinky pfi pfipravé ulohy.
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V posledni ¢asti alohy pracovali soutézici s pivodnim historickym snim-
kem (Plate 51). Bylo zadano méfitko snimku, na kterém za pomoci po-
suvného méfitka odmérovali vzdalenost minim (na obr. 3 se jako tmavé
prouzky objevuji interferen¢ni minima jemné struktury), ze kterych na-
sledné urcovali tthel § a vzdalenost zavita dvojsroubovice DNA. Soutézici

se dostali k typickym vysledkim P = 3,9(2) nm, 8 = 79(1)°.

- -
o7
>

Obr. 3 Rentgenovy difrakéni snimek molekuly DNA

Na zavér museli soutézici zodpovédét otazku, proc je zapotiebi ke studiu
struktury DNA pouZit rentgenové zareni (jinymi slovy, pro¢ neni mozné
pouzit svétlo). Vzhledem k tomu, Ze se jedna o mezinarodni soutéz, kde
jsou odpovédni archy prelozeny do narodnich jazyki, museli si vystacit
s matematickymi symboly a znackami fyzikalnich veli¢in. I tak jsme ale
ziskali i nékolik vysvétleni v litevsting, kyperské turectiné a dalSich jazy-
cich.

Pro labuzniky v fadéch ¢tenara dodavame dvé véci: vysledny difrakéni
obrazec je jednou z mnoha fyzikalnich situaci, kde vystrkuje ruzky Bes-
selova funkee (viz [3]). DvojSroubovice se pak na snimku projevi tim, ze
chybi kazdé ¢tvrté minimum.
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Uloha 2: Kyselina hyaluronova

V chemické ¢asti ulohy byla méfena viskozita kyseliny hyaluronové.
Jedna se o klasickou tlohu, kdy v kapaliné pada kulicka, na kterou pu-
sobi smérem doli tihova sila a proti sméru pohybu odporova sila, jejiz
velikost lze vypoditat ze Stokesova vzorce. Kulicka velmi rychle dosahne
mezni rychlosti, pfi¢emz plati

mg = 6mnRv,

kde m je hmotnost kulicky, R jeji polomér, v mezni rychlost a n hledana
dynamicka viskozita. Vzhledem k tomu, Ze mezni rychlost je konstantni,
bylo mozné ji velmi jednoduSe vypocitat z ¢asu, za ktery kulicka urazila
danou vzdalenost v injek¢ni stiikacce se vzorkem. Pro kyselinu hyaluro-
novou se nejdelsim fetézcem (o molekulové hmotnosti 1610 kilodaltont)
byl tento ¢as témét tii minuty, coz vedlo k vysledné viskozité v desitkach
Pa-s, tedy priblizné o fad vice nez v piipadé glycerolu a o ¢tyfi fady vice,
nez je tomu u vody.

Prvni ¢ast fyzikalni tlohy byla zaméfena na zpusob, jakym kyselina
hyaluronova vaze vodu. Pro toto méfeni nebyla pouzita pfimo kyselina
hyaluronova, ale materidlovy model, ktery vaze vodu podobnym zptiso-
bem, ale rychleji. Jednalo se o gelovou kulicku pouzivanou v kv&tinéi-
stvi. Tyto kulicky se vyrabéji z polyakrylamidu, ktery vytvari sitovanou
strukturu schopnou navazat velké mnozstvi vody (aZ stonasobky hmot-
nosti v suchém stavu). SoutéZici v pravidelnych intervalech méFili pramér
a hmotnost kuli¢ky. Z ptivodniho praméru 1,9 mm a hmotnosti 0,002 g se
po vloZeni do vody kulic¢ka zvétsila na 9,5 mm a 0,42 g, a to exponencialné.
Ze zacatku totiz vaze vodu velmi ochotné, ale ¢im vice vody ve struktufe
je, tim pomaleji se tam vaze dalsi. Polo¢as tohoto dé&je byl soutézicimi
uréen jako pfiblizné t¥i ¢tvrté hodiny.")

Druh4 ¢ast tdlohy se jiz méfila se vzorkem vodného roztoku kyseliny
hyaluronové, kde bylo kapkovou metodou méfreno povrchové napéti. Pod-
stata kapkové metody spo¢iva v tom, ze pokud budeme opatrné vytlacovat

Ve fyzice jsou exponencialni déje pomérné Gasté: setkavame se s radioaktivnim roz-
padem, Lambertovym-Beerovym zakonem, poklesem amplitudy oscilatori, poklesem
tlaku v atmosféfe, vybijenim kondenzatoru. Stejnymi zakony se fidi i ¢asovy vyvoj
vysky pény na hladiné piva. S dé&ji, kde je exponenciela ,,na druhou stranu‘, se setkime
napf¥. pfi nabijeni kondenzatoru, coz je fyzikalné stejny dé&j jako vySe popsané vazani
vody. Zakladem doméci laboratorni prace mize byt nartst naboje na akumulatoru mo-
bilniho telefonu pfi jeho nabijeni.

294 Matematika — fyzika — informatika 31 (4) 2022



kapalinu z injeké¢ni stiikacky, vznikajici kapka se bude postupné zaskrco-
vat, jako kdyz kape kohoutek. V okamziku tésné pfed odtrzenim kapky
plati

mg = o27r,

kde o je hledané povrchové napéti, m hmotnost kapky a 27tr obvod ot-
voru hrdla injekéni stiikacky. Soutézici opakované kapali padesat kapek
vody a kyseliny hyaluronové na Petriho misku umisténou na digitalnich
vahéach, polomér r byl zadan. Pro vodu byly typické vysledky jako o =
= 76,4(7) mN -m~!, pro kyselinu hyaluronovou o = 64,6(8) mN - m~!.
Kyselina hyaluronové, kterd mé vétsi viskozitu, tak ma mensi povrchové
napéti, coz bylo pro nékteré soutézici prekvapivé (tyto dvé veliciny ale
nemusi byt nutné korelovany).

Tteti ¢ast tlohy zkoumala lubrika¢ni vlastnosti kyseliny hyaluronové.
Pro tyto uéely byla navrZzena naklonéné rovina, kterou je mozné zafixovat
v raznych thlech. Jednéd se o dva elementy vytisténé na 3D tiskdrné a
spojené zavitovou tyci (obr. 4).

Obr. 4 Naklonénéa rovina

Zaroven bylo na 3D tiskarné vytisténo zkuSebni télisko. Spodni strana,
ktera byla pfi tisku na podlozce, je hladka, kdezto hornf strana je hrubé,
protoze vrstvy tiskového materialu nebyly natla¢eny na tiskovou podlozku.
Bylo tak mozné namérit soucinitel smykového t¥eni hladké a hrubé strany.
Tésné pred tim, nez se da télisko po naklonéné roviné do pohybu, plati

Sin ax

Mg Sin Apax = fMgcos Amax = f = ————— = tan apmax.
COS (max
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Pro hrubou stranu byl uréen soucinitel smykového tfeni kolem 0,21.
Tato hodnota je srovnatelna se spodni hranici souéinitele dieva na dieve.?)
Hladka strana mé pak na naklonéné roviné soucinitel smykového tieni
priblizné 0,16.

Nasledné bylo na naklonénou rovinu nakapano nékolik kapek kyseliny
hyaluronové a pokus byl opakovan. Pfi tomto méfeni doslo k poklesu sou-
¢initele smykového tfeni pfiblizné o dvé tietiny.

Zaveér

Domnivali jsme se, Zze prvni tloha bude pro soutézici naro¢néjsi, protoze
o difrakci svétla zatim ve Skole neslySeli, a naopak teorii nutnou pro druhou
tlohu studovali v prvnim a druhém roéniku st¥edni skoly. Zpétna vazba od
soutézicich vsak byla presné opa¢na: Kapani, natirani naklonéné roviny a
interferen¢nich maxim a minim na stinitku v tloze ¢islo jedna. Celkové
v8ak byla fyzikalni ¢ast tloh hodnocena kladné.

V tomto ¢lanku jsme popsali ilohy, které mohou byt vyuzity ve vyuce
stfedoskolské fyziky. Pokud na Skole nejsou k dispozici sady pro méfeni
soucinitele smykového tfeni, lze je vyrobit na 3D tiskarné. Podobné méreni
prumeéru lidského vlasu muze byt péknou laboratorni praci, ktera a¢inné
podpoii vyklad difrakce.
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INFORMATIKA

Informatické hadanky

PETR OSICKA, PETR KRAJCA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Hadanky jsou jiz dlouho soucasti matematiky i informatiky. Nékteré
z nich se jiz stali soucasti folkloru dané oblasti, jiné se objevuji pii pracov-
nich pohovorech (naptiklad v Google) ¢i v odbornych magazinech. Resent
hadanek je pfijemnou zabavou, pii které lze dobfe procvi¢it mysleni, u ha-
danek informatikych mysleni algoritmickeé.

1. Déleni parlamentu

Vime, ze kazdy poslanec ma v parlamentu presné tii nepfatele. Pfitom
predpokladame, Zze nepiatelstvi je symetrické. Tedy povaZzuje-li poslanec A
poslance B za svého nepfitele, pak i poslanec B povazuje poslance A za
svého nepfitele. Lze parlament rozdélit na dva kluby tak, aby kazdy po-
slanec mél klubu, do kterého patfi, nejvyse jednoho nepfitele? Zapornou
odpovéd odivodnéte ditkazem, u kladné odpovédi uvedte, jak by se takové
rozdélen{ zkonstruovalo.

Odpovéd na otazku je ano. Rozdéleni poslanct na kluby 1ze totiz zkon-
struovat nésledujicim zptsobem.

1. Libovolné rozdélime poslance do klubi. Nemame Zadné dalsi poza-
davky, jeden z klubti muze byt dokonce prazdny.
2. Dokud existuje poslanec, ktery méa vice nez jednoho nepfitele ve svém

klubu, pfesuneme jej do opa¢ného klubu.

Vidime, ze pokud algoritmus skon¢i, rozdéli poslance do klubt podle na-
Sich pozadavki. Ty totiz presné odpovidaji podmince z kroku 2 algoritmu.
Staci tedy ukézat, Ze algoritmus kondi.
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Na prvni pohled se zd4, ze mizeme poslance presouvat libovolné krat.
Miuze se totiz stat, ze presuneme poslance do opa¢ného klubu a pozdéji
za nim pfesuneme i nékteré jeho nepfatele. Nemtzeme na prvni pohled
vyloucit situaci, Ze pokud ptvodniho poslance pfesuneme zpét, budeme
muset pozdéji presunout zpét i jeho nepratele. Cela situace by se pak
mohla opakovat a algoritmus by nikdy neskonéil.

Ve skute¢nosti se da dokazat, ze presunti mezi kluby se provede pouze
koneéné mnoho. Ozna¢me p pocet nepiatelskych dvojic poslanci, ktefi se
nachézi ve stejném klubu. A nyni klicova myslenka:

Presunem poslance v kroku 2 se p zmenst.

Je to proto, ze pfed pfesunem ma poslanec ve svém klubu vice nepratel
nez po presunu. Soucasné je ale ¢islo p omezeno, trivialné napiiklad vidime

0§p§n2.

Reseni dnesni hadanky je ve skute¢nosti algoritmem pro optimalizaéni
ilohu nalezeni maximéalntho Fezu grafu. V této tloze hledame rozklad mno-
ziny vrcholi grafu na dvé mnoziny tak, aby byl pocet hran mezi uzly
z riznych mnozin maximéalni.

2. Nerozbitné sklenicky

Vychodonémecky podnik vyrabi velmi odolné sklenicky. Pro tcéely pro-
pagace potiebuje zjistit nejvyssi patro své 100 patrové budovy, ze kterého
se z okna vyhozené sklenicka dole na ulici nerozbije. K dispozici ndm da
2 sklenicky a pfistup do budovy, takze miizeme skleni¢ky vyhodit z nami
zvoleného patra. Vyhozeni jedné skleni¢ky a zjisténi toho, jestli se roz-
bila, chapeme jako jeden pokus. Jaky je minimé&lni pocet pokusi, které
v nejhor$im piipadé potiebujeme, chceme-li tlohu vytesit?

Uloha je jednodussi, pokud mame k dispozici jenom jednu sklenicku.
Abychom nalezli pozadované patro, musime skleni¢ku postupné vyhazovat
z 1.,2.,3.,...,100. patra. Rozbije-li se v patte k, je hledané patro k — 1.
Odpovéd na nagi otazku je 100, protoZe v nejhor§im p¥ipadé se sklenicka
nerozbije ani ve stém patie.

Druhou skleni¢ku miizeme vyuzit k urychleni hledani. Po kratkém za-
mysleni zjistime, Ze nemuzeme pii hledani naseho patra pouzit analogie
ptleni intervalti ani jiny jednoduchy trik. Pomiize nam aZz pohled z druhé
strany. Oznac¢ime si H (k) maximalni vysku budovy, pro kterou zvladneme
pozadované patro nalézt s pouzitim k pokust. Mame-li k dispozici obé&
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sklenicky, provedeme pokus v patie k. Pokud se sklenicka rozbije, zbude
nam k — 1 pokusu pro patra 1,2,...,k — 1, tak jako v p¥ipadé s jednou
sklenickou. Pokud se naopak sklenicka nerozbije a zlistava nam jesté k — 1
pokust i obé skleni¢ky, mtizeme prozkoumat dalsich H(k — 1) pater. Pro
H(k) tedy dostaneme rekurenci

Hk)=k+H(k-1); H(1l)=1,
jejimz rozbalenim dostaneme uzavienou formu

H(k)=k+H(k—1)
=k+k-1)+k-2)+--+1
=k(k+1)/2.

Nyni zbyva nalézt nejmensi k takové, aby platilo

k(k+1
100 < g
2
Snadno ovéfime, ze hledané k je 14.
Dokud méame obé sklenicky, provadime pokusy postupné v patrech

14, 27, 39, 50, 60, 69, 77, 84, 90, 95, 99, 100

Po rozbiti sklenicky pokra¢ujeme od patra nad tim, ve kterém jsme pro-
vedli posledni pokus bez rozbiti.

3. Sto tisic telefonnich &isel

Predstavte si, Ze jste zaméstnanec nebo zaméstnankyné telekomunikac-
niho operétora a méte soubor obsahujici sto tisic Sestimistnych telefonnich
C¢isel, ktera jsou pfifazena jednotlivym zakaznikiim. Vasim tkolem je ¢isla
sefadit a vypsat. Ale aby tento kol nebyl uplné jednoduchy, predpokla-
dejte, ze z ditvodit Gspor méa vas nejlepsi pocita¢ jen 256 KB paméti
RAM.?)

D Predpokladame, ze 1 KB = 1024 B.
2)V relativng nedévné minulosti, fikejme ji tfeba osmdesaté 1éta, pocitace s takto
velkou paméti nebyly nic neobvyklého.
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3.1. Pfimocaré reSeni

Ze zadani vime, Ze jednotliva telefonni ¢isla budou Sestimistna. MuZeme
tedy uvazovat, Ze kazdé telefonni ¢islo je celé ¢islo z intervalu 0 az 999.999
(vEetns). Nabizi se proto pro uloZeni telefonnich ¢isel pouzit t¥icetidvou-
bitovy typ int. Staci tedy nacist jednotliva ¢isla do pole hodnot typu int
a setfidit néjakym vhodnym algoritmem jako je QuickSort.

Toto TeSeni je sice pfimocaré a jednoduché, ale v nadmi nastavenych
podminkach nebude fungovat. Do 256 kB paméti se nam vejde jen 65535
hodnot typu int, a to ndm nezbude ani misto pro samotny program, ani
pro operacni systém.

Dalsi moznosti by bylo fadit data s vyuzitim vnéjsi paméti. Takové
feSeni by jiz fungovalo, ale nebylo by patrné p¥ili§ rychlé, ani elegantni, a
proto se jim nebudeme dale zabyvat.

~

3.2. Lepsi reseni

Pii hledani vhodnéjsiho feSeni mtzeme vyuzit toho, Ze v seznamu ¢isel
bude kazdé telefonni ¢islo nanejvys jednou. MuZeme si proto udélat seznam
uplné vSech ¢isel z intervalu [0;999.999] a poznacit si, ktera Cisla jsou jiz
zékaznikim prifazena. Kdyz tento seznam néasledné projdeme od zacatku
do konce a vypiSeme jen prifazena Cisla, ziskdme sefazenou posloupnost
pfesné, jak potfebujeme.

Jak ale vytvorit takovy seznam? Opét muZeme vyuzit skutec¢nost, Ze
kazdé ¢islo na vstupu bude nanejvys jednou a pro reprezentaci seznamu
miZzeme pouzit bitmapu. V této bitmapé kazdy bit bude predstavovat
priznak, zda dané telefonni ¢islo bylo pfifazeno, nebo ne.

Vysledné feseni by mohlo vypadat nésledovné. Nejdiive si vytvorime
prazdné pole, které bude v paméti zabirat pfesné jeden milion bitt, tj. 125
tis. byt (nebo 31.250 slov o velikosti 32 bitd). Toto pole inicializujeme
nulami.

1 int32_t numbers[1000000 / 32];
2 for (int i = 0; i < 1000000 / 32; i++)
3 numbers[i] = 0;

Vsimnéme si, ze v tomto piipadé ndm 256 kB paméti bude dostacovat.
Vyhodou i nevyhodou miize byt, ze bez ohledu na to, kolik hodnot je na
vstupu, vzdy alokujeme stejné mnozstvi paméti.

Déle predpokladejme, zZe mame funkci get_number, kterd postupné na-
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¢ita a vraci hodnoty ze vstupu. V momenté, kdy narazi na konec vstupu,
vrati zapornou hodnotu. Zpracovani vstupu bude v takovém piipadé vy-
padat nasledovné.

1 int32_t n;

2 while ((n = get_number()) >= 0) {

3 numbers[n / 32] |=1 << (n % 32);
4 %

Nejdiive se nacte do proménné n hodnota ze vstupu, a pokud je nezé-
porné, vyznadi se piislusny bit v poli numbers. Hodnota numbers[n / 32]
1ika, ve kterém slové budeme nastavovat prislusny bit, vyraz 1 << (n % 32)
udava, ktery bit se v daném slové nastavi na jedna a operace |= se postaré
o samotné nastaveni prislusného bitu.

Poslednim krokem je vypsani sefazené posloupnosti ¢isel. To provedeme
v podobném duchu. Projdeme vSechna ¢isla od 0 do 999.999 (véetné) a
podivame se, zda pro né byl v poli numbers nastaven odpovidajici bit
na 1.

1 for (int i = 0; i < 1000000; i++) {

2 if (numbers[i / 32] & (1 << (i % 32)))
3 printf ( , i)

4 }

Vsimnéme si, ze pro vybér biti pouzivime podobny postup jako v pii-
padé jejich nastaveni v pfedchozim kroku. K testovani, zda je prislusny
bit nastaven, slouzi operator &, ktery predstavuje bitovy soucin dvou hod-
not. Jinymi slovy, pokud je pfislusny bit nastaven na jedna, bude hodnota
vyrazu numbers[i / 32] & (1 << (i % 32)) nenulovi, a tudiZ to bude
interpretovano jako splnéni podminky. V opa¢ném piipadé nebude pod-
minka splnéna.

3.3. Srovnani s pFimocéarym reSenim

Dalo by se namitnout, Zze s dneSnimi pocitaci, které maji mnoho gi-
gabyti RAM a k tomu virtualni pamét, omezeni na mnoZstvi paméti,
které v této hadance mame, je prili§ vykonstruované. Udélali jsme proto
experiment a srovnali jsme Cas nutny k sefazeni posloupnosti ¢isel po-
moci QuickSortu a pomoci bitmapy. Vysledky ukazuje obr. 1 (nahote).
Pro mensi mnozstvi ¢isel je mirné lepsi QuickSort, ale s rostoucim poctem
¢isel postupné ztraci na feSeni vychézejici z bitmapy.
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Druh& namitka by mohla sméfovat k tomu, Ze navrzené feSeni ma ten-
denci plytvat s paméti. Alokovat za vSech okolnosti bitmapu o velikosti
1.000.000 bitt miize vypadat jako rozmafilost. Je ale potfeba brat v potaz,
ze ulozeni celych ¢isel ma také svou nezanedbatelnou rezii. Jak vypadaji
naroky na pamét u obou algoritmi ukazuje obr. 1 (dole).

60 L \ \
gsort

0 bitmap
o 40
E 3}
S 20 1

10 -

0 | | |

0 50 100 150 200
pocet cisel na vstupu (tisice)

800 ——— ‘ ‘

700 + ——— qgsort m

600 — bitmap _
S 500 - .
o 400 - s
E 300 -
S 200 - .

100 = 5

0 | | |
0 50 100 150 200

pocet ¢isel na vstupu (tisice)

Obr. 1 Srovnani naro¢nosti obou p¥istupii z pohledu rychlosti (nahore) a naroki
na pamét (dole).

Jednoduchou tvahou se d& dobrat k tomu, zZe pokud pocet Fazenych
hodnot k je v&tsi nez 31—2H, kde H je pocet vSech moznych hodnot, je
z pohledu spotfebované paméti vyhodnéjsi bitmapa.

Z toho se d4 usuzovat, ze bézné feSeni (nap¥. QuickSort) nemusi byt za
vSech okolnosti to nejefektivnéjsi.

Zbylé hadanky jsou pfevzaty z knihy [1].
Literatura

[1] Levitin, A., Levitin, M.: Algorithmic puzzles. Oxford University Press, New
York, 2011.
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Ulohy pro vyuku JavaScriptu
7z predmétu Programovani 1

FILIP FRANK, MIROSLAV ZIKA
Fakulta pedagogicka ZCU v Plzni

Cile pfedmétu Programovani 1 pro vzdélavani

Piedmét Programovdni 1 pro vzdéldvdani si klade za cil seznamit stu-
denty KVD FPE ZCU v Plzni se zéklady programovéani. Studenti jsou uve-
deni do problematiky programovéni v programovacim jazyku JavaScript
a sezndmi se po teoretické i praktické strance s elementarnimi zaklady
programovani se zvlastnim zietelem ke vzdglavani [1].

Tradiénim problémem byva velmi rozdilna troven jednotlivych studenti.
Tento fakt pri¢itdme Sitce oboru stfednich 8kol, jejichZ studenti se mohou
rozhodnout studovat pedagogickou fakultu (napf. v8eobecnd gymnéazia,
obory potravinarské, zemédélske, elektrotechnické aj.). V pribéhu semi-
nari je pak na vyucujicim, jakym zpusobem tento problém vyfesi. Jako
vhodny postup se jevi dat studenttim moznost volby. Pravé vzhledem k po-
tencialnimu uziti z pfedmétu ziskanych poznatki ve vzdélavani jsou tkoly
navrzeny v ramci zasad a ofekavanym vystupim v RVP ZV. Studenti jsou
vedeni k rozdélovani programii na diléi feSitelné ¢asti, feSeni problému vice
zpisoby [2]. Tento vystup, resp. zkuSenosti s feSenim, je napliiovan také
v piedchozim predmétu Algoritmizace pro vzdéldvdini, na ktery je navazano
pravé pfedmétem programovani 1.

Jednou z variant fesici riznorodou troven studenti je kooperace nada-
néjsich, zkuSenéjsich studenti, se slabsimi. Diky tomu mé vyucujici 8anci
individualné pomoci studentim zvladajici vyuku s velkymi obtizemi. Stu-
denti, kteff maji jen drobné nejasnosti, je obvykle vyfesi pravé vzajemnou
spolupraci. Zminén4 forma vyuky navic pomahé fixovat poznatky studen-
tim s vys$imi zkuSenostmi a soucasné rozviji jejich pedagogické kompe-
tence.

Druhou mozZnosti, kterou dostavaji nadanéjsi studenti, je prace na semi-
narni praci, kterd je soucasti zapoctu. Tento zplisob zajisti aktivitu nada-
néjsich studentt. Vyucujici se tak mutize plné vénovat ostatnim studentim
a zodpovidat vSechny dotazy.
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Pro splnéni predmétu je zapotiebi splnit zapoctové testy a obhajit se-
mestralni praci. Zapoctové testy koncipujeme tak, aby v nich studenti
vyuzili postupy osvojené v pribéhu seminaiti. Pfi testu mohou pouzivat
internet a hledat pomoci ného zpiisob, jak zadané problémy v testu resit.
Tuto mozZnost jsme dali studentiim proto, ze pfi programovani skuteéného
projektu budou tyto zdroje s velkou pravdépodobnosti stejné vyuzivat.
Jedinymi pomiickami, které studenti vyuzit nesmi, jsou komunikac¢ni plat-
formy a pfiklady ze seminaii v jakékoli formé. Zakaz vyuziti pfikladi ze
seminafre je z divodu, ze problémy FeSené v testu jsou typové podobné tém
feSenym v ramci seminait. Po ziskani zapoctu jsou studenti pfipusténi ke
zkouSce — ta se opét skladé z praktického prikladu, ktery vyucujici nasledné
zhodnoti. Od roku 2022 byla pfidana teoretickd ¢ast zkousky, ktera stu-
denty muze zvyhodnit v praktické ¢asti. Cim budou studenti v teoretické

Po absolvovani predmétu ziska student nasledujici znalosti a dovednosti:

e Tidi se piisluSnymi principy pfi vyuzivani zdznamu ¢i jeho alternativy
s ohledem na programovaci jazyk,

e rozpozna moznosti, které nabizi pouziti riznych typu programova-
cich jazyk,

e pouZziva programovaci jazyk v souladu s jeho syntaxi a sémantikou,

e fe3i tlohy vztaZzené k vstupné/vystupnim operacim (napf. z klaves-
nice, na obrazovku, ve vztahu k souboru apod.)

e pouziva spravné struktury programovaciho jazyka spojené s logic-
kymi operétory,

e vybira pfi programovani spravny cyklus pro feSeni prislusného pro-
blému,

e odlad'uje program,

e vyuziva vhodné metody veetné parametra [1].

Prostfedi codepen.io

Prostiedi CodePen umoziuje vytvaret webové stranky, pri¢emz oka-
mzité vykresluje jejich vzhled bez nutnosti znovunacteni stranky, ¢imz
dava okamzitou zpétnou vazbu. Prostiedi je rozdéleno do 4 ¢asti, jak vi-
dime na obr. 1.

V horni poloviné obr. 1 jsou tfi ,boxy* slouzici k zapsani daného kédu.
Pfi programovani pak uzivatel pfistupuje k jednotlivym ¢astem izolované,
podobné jako pfi linkovani externiho CSS nebo JavaScriptu. Vyhodou zde
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je, ze nemusime samotné napojeni na HTML feSit, vSe je jiz pripravené.
Z fad studentt se objevovaly namitky, Ze timto zptisobem si bez pred-
chozich znalosti webovych technologii neosvoji dfive zminéné propojeni
(tj. vyuziti tagi link a script). Zde nardZime na nevyhodu vyuzivani Ja-
vaScriptu a dalsi davod volby prostFedi CodePenu. Nasim cilem neni ziskat
znalosti z oblasti tvorby webovy stranek, zejména prace s HTML a CSS.
Nasim cilem je JavaScript, proto si muzeme dovolit vynechat propojo-
vani a pfejit rovnou k tvorbé. Ze stejného diivodu mohou i piiklady ze
seminaii v nasledujici kapitole pusobit trochu fadné, az zastarale. Nagim
cilem je totiz pochopeni funkce na pozadi a feSeni programétorskych pro-
blémt, z nichz uzivatel vidi pouze vysledek. V zahlavi kazdého z boxu je
pak 8ipka, kterd umoznuje spustit obdobu debugeru, jenz ¢ervené zvyrazni
mozné chyby v kédu.

& Untited ¢

8 HTML

T e
Obr. 1 Prostfedi CodePen

V dolni poloviné student okamzité vidi vykresleny vysledek svého kodu.
V pripadé potieby je moZné autorefresh vypnout. To se muze hodit pfi
praci s cykly, kdy je nutno pfedejit opétovnému spusténi nedokonéeného
cyklu a jeho zacykleni.

Posledni z vyhod prostiedi CodePen je automatické ukladani. Kod prace
totiz neni uloZen na lokdlnim poéitaédi, ale webu Codepen.io, takze k nému
ma student kdykoli a odkudkoliv pfistup. Vytvoreny kod je ovSem mozné
exportovat do souboru .zip ¢i publikovat na platformé GitHub.
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Pokud bychom hledali mozné nevyhody prostifedi CodePen, mohly by
spocivat pfedevsim v problémech pti zacykleni programu. V tomto piipadé
zde totiz neni zadny nastroj pro pferuSeni. Je potfeba pockat na prohli-
zeCem vyvolané zastaveni béhu z divodu nadmérného vyuzivani vykonu.
Zacykleny kod navic zpomali cely pocitac, takze je pied zareagovanim pro-
hlize¢e obtizné cokoli délat. Druhou nevyhodou, se kterou jsme se vsak za
¢tyti roky setkali jen jednou, je pretizeni serveru CodePen. V takovém
pifipadé je pak pro studenty problém se i prihlasit. Pokud se jim to vSak
povede, prace uz je dale plynulé.

Ulohy ze cviéeni

Nasledujici dlohy byly s drobnymi obménami pouzivany jiz ¢tvrtym
rokem ve vyuce predmétu Programovdni 1 pro vzdéldvdni.

V nésledujicich kapitolach si vzdy pfedstavime konkrétni dlohu, jeji cil a
postup TesSeni. Nasledné se budeme zabyvat opakujicimi se chybami, které
se napfi¢ ro¢niky objevuji. Chyby si popiSeme a pokusime se odhalit, na
¢em se zakladaji.

Vysledky zde uvadéné se zaklddaji na dlouhodobém, pfimém, nestruk-
turovaném, ztucastnéném pozorovani. Svaiicek tvrdi, ze pro studium skolni
t¥idy je ztcCastnéné pozorovani vhodné, protoze nijak zasadné nenarusuje
socialni interakce a edukacni procesy ve Skole. O nestrukturovaném pozo-
rovani mluvime proto, ze v prubéhu let jsme sledovali, jak si studenti pfi
préci poc¢inaji a jaké chyby délaji. Necilili jsme vSak na konkrétni jev. Az
pozdéji se ze ziskanych dat daly identifikovat opakujici se chyby a chovani,
které u studentt nap¥i¢ lety pozorujeme [3].

Nahodile pak probfhaly nestrukturované rozhovory se studenty. Zde se
jednalo zejména o studenty, ktefi udélali opakovanou chybu, nebo nao-
pak nechybovali tam, kde chybovali prakticky vsichni. Vyuzili jsme zde
oteviené otazky, které vzdy smétrovali na konkrétni ndmi pozorovany jev.
Diky otevienym otazkam jsme méli moznost zjistit ihel pohledu studenta
na feSenf tlohy, samotnou tlohu i jeho postoj k chybé& a préci s ni.

Kompletni seznam tloh v pfedmétu Programovani 1 pro vzdéla-
vani
1. Uvod do HTML, JS a CSS

Uloha uvadi studenty do problematiky propojeni HTML, JS a CSS. Stu-
denti vytvaii bloky stranky, které nasledné upravi kaskadovymi styly.
Na zavér se po stisknuti tlac¢itka méni obrézky na strance pomoci JS.
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. Smilici

Uloha je zaméfena na praci s proménnymi. Vyuzivaji se zde rtizné pie-
nosy a ziskdvani proménnych. Mimo jiné je zde moZzno vidét, Ze rizné
cesty vedou ke stejnym vysledktim, ovSem s riiznou efektivitou.

. Diktat

Uloha je zaméfena na praci se stringem, tj. textovym Fetézcem. Stu-
denti upravuji uzivatelem zadany text. Z tohoto textu odstranuji zvo-
lené casti. Zaroven musi zajistit, aby se odstranéné c¢asti daly se zvy-
raznénim vratit. Soucasti je oSetfeni vstupu pomoci podminek.

. Hadani ¢isel

Uloha je zaméfena predeviim na cyklus while. Studenti vygeneruji na-
hodné ¢islo z rozsahu zadanym uzivatelem a nésledné je pomoci modal-
niho okna uZivatelem héadana hodnota ¢isla. Uzivatel dostavé zpétnou
vazbu, zda se trefil, nebo jestli jeho odhad moc velky, ¢i maly.

. Ovocné hratky s polem

Uloha je zamé&Fena na sezndmeni student s polem. Studenti vytvoii
pole a naplni jej ovocem. Uzivatel musi mit moznost nechat si vypsat
konkrétni polozku z pole, pfidavat véci do pole, mazat z ného polozky
nebo celé pole vypsat.

. Auta a cykly

Uloha se zaméfuje na cyklus FOR a praci s polem, ve kterém jsou
objekty. Diky objektim studenti zjisti, Ze funkce pfeddefinované v Ja-
vaScriptu nelze pouzit vzdy. Naué¢i se manualné prochéazet a pracovat
s polem pomoci zminéného cyklu. Zarovein budou pracovat s jednot-
livymi vlastnostmi objektu. Diky tomu studenti vidi vyhody pouziti
objektu oproti vyuziti nékolika proménnych.

. Uvod do canvasu a odrazeci kulicka

Uloha si klade za cil seznamit studenty s moznostmi canvasu (tj. kresli-
ciho platna). Zac¢iname na jednoduchych ¢arach a objektech, které stu-
denti obarvuji a pozicuji. Nasledné prechézime k jednoduché animaci
postavené na rychlém vykreslovani a mazani.

. Néhodny graf
Uloha prohlubujici pfedchozi tvod do canvasu ukazuje jeho mozné prak-

tické vyuziti pfi reprezentaci hodnot. Pro zopakovani studenti generuji
dany pocet nadhodnych hodnot omezeného rozsahu, z nichz nasledné
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10.

11.

uréi maximum, minimum a aritmeticky primér. Kazdou hodnotu vy-
kresli do sloupcového grafu, kde ozna¢i maximum zelené a minimum
¢ervené. Cely graf protind pfimka znéazoriujici pramérnou hodnotu.

. Prohazovani obrazkii na tla¢itko s moznosti textového vyhledavani

Jedna se o prvni typovou tlohu pouzivanou u zapoc¢tového testu. Stu-
denti musi vytvofFit obdobnou stranku, jako u p¥ikladu Uvod do HTML,
JS a CSS. Piidany je tfeti obrazek, v puvodni dloze jsou jen dva. Dale
zde studenti musi vyfesit textové zadavani pro zménu na konkrétni ob-
razek. Textové zadavani resi pomoci pfijimanych konkrétnich slov. Pod
obrazky déle zobrazuji historii textové zadavanych obrazki.

Neodbytny vrchni

Uloha vznikla jako opravny zapo¢tovy test. Prvni zapoctovy test je
postaven na tloze Auta a cykly, ktera byla zménéna na tuétenku. Uloha
je jinak tplné stejna. Uctenka viak vykazovala vysokou miru netspéchu,
proto byla presunuta az do zkouskového testu.

Neodbytny vrchni je simuldtorem pobytu v hospodé. Po usednuti se
zédkaznika ujme vrchni, ktery se neustéle pta na jeho objednévku. Toto
je feSeno modalnim oknem a cyklem. Vrchni skonéi s dotazy az ve chvili,
kdy uzivatel klikne na tla¢itko Zrusit. Poté studenti fesi odchod a formu
placeni — bud jednotlivych polozek, véeho najednou ¢ dokonce pokus
o odchod bez placeni.

Spojnicovy graf s uzivatelskym vstupem

Uloha je postavena na znalostech ziskanych u prace se sloupcovym gra-
fem. Uzivatel ma mozZnost zadavat omezené hodnoty, které bude graf
schopen vykreslit. Hodnoty se ukladaji do pole vypisovanym pod ge-
nerovanym spojnicovym grafem. Ze v8ech hodnot si studenti uré¢i ma-
ximum, minimum a aritmeticky pramér. Uzivatel musi mit moznost
zvolené hodnoty mazat zaddnim poradi hodnoty.

S ohledem na rozsah celého ¢lanku se budeme v tomto prispévku zaby-

vat pouze tFfemi prvnimi tlohami.

1. Uvod do HTML, JS a CSS

Cviceni studentim pfedstavuje jednotlivé ¢asti webu, kterymi jsou v na-

Sem piipadé HTML, JavaScript a CSS. Studenti v uvodni tloze vnimayji
rozdilné dlohy jednotlivych jazykt.
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Postupné jsou predstaveny zakladni tagy a jejich atributy. Studenti si
nejprve pripravi obsah HTML, ktery ale prozatim neni forméatovan CSS
ani ozivovan pomoci JavaScriptu. Uvodni obrazek je nalinkovan pomoci
URL cesty piimo do HTML.

Dalsim krokem je pridani CSS. Nejprve nastavime veskery zobrazovany
text na Arial a obarvime jej na zvolenou barvu. Diky tomu se studenti
mohou seznamit s rozdilem mezi CLASS a ID, kdy pochopi, Ze pomoci
ID mohou upravit konkrétni text, i kdyz je v ramci dané t¥idy. Obarveni
pomoci ID pouZijeme u jména, které obarvime na bilou barvu. Dale zvy-
raznime tlacitka zelenym rameckem. Rodi¢ovsky element div, ktery nam
sdruzuje v8echny prvky, obarvime zvolenou barvou a vSechny jeho prvky
vystifedime.

Filip Frank

| piachy | osive |f zmer |

Obr. 2 Uloha Uvod do HTML, JS a CSS

Kod tlohy je k dispozici na https://codepen.io/filip-frank/pen/
wELGQv.

Nésledné se presuneme na JavaScript, ktery v této tloze bude velmi
jednoduchy. Ptipravime si funkci pikachu(), kterou navazeme na tlacitko
se stejnym napisem. P¥i jeho stisku se puvodni obrazek zméni na obréazek
jmenovaného pokémona. Takika identickou funkei si pfipravime pro druhé
tlacitko, kde bude jiny obrézek. Timto zpusobem miizeme piepinat mezi
dvéma obrazky pomoci dvou tlacitek. Lze zde také zaradit zménu stylu.
Typicky ménime barvu textu, podtrzeni a podobné.

Zavérem tohoto tkolu se studenti velmi okrajové seznamuji s podminkou
if. Vzhledem k tomu, Ze jde o prvni tilohu, problematiku fesime zejména
algoritmicky a kod si v tuto chvili spiSe ukdzeme. Cilem je vytvofit tlac¢itko
Zméh, které bude cyklicky ménit obrazky mezi sebou. Studenti sami musi
prijit na logiku, Zze pokud bude zobrazen obrazek X, pak tlacitko zméni
obrazek na Y a naopak.
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Pozorované chyby

V predstavené tloze studenti piilis nechybuji, nebot se jedné zejména
o praci s HTML a CSS. Uroveii prvni tlohy je ve viech ¢astech (HTML,
CSS i JS) velmi nizka, nejcastéjsi chyby jsou proto spojeny spiSe s pre-
klepy. Vyjime¢né se objevi chyba, kdy student zaménuje atributy CLASS
a ID. V sekci s JavaScriptem se v8ak opakuje ¢asta chyba, kdy studenti
kontroluji, zda je zobrazen obrazek X a nésledné pii vyhodnoceni dosadi
obrazek X misto Y. Vidime zde tedy, Ze $patné vyhodnocuji podminky a
na kladné vétvi se chovaji, jako na zaporné.

2. Smilici (Prace s proménnymi, parametrem a nasledné s pod-
minkami)

V tkolu Smilici se studenti seznamuji s moznostmi JavaScriptu: jak
prenaset informaci pomoci proménné a parametru nebo jak ji ziskat pfimo
z HTML prvku. Vzhledem ke snaze, vénovat co nejvétsi ¢as JavaScriptu,
je z TeSeni zcela vynechano stylovani pomoci CSS.

Na zacatku studenti vytvori HTML strukturu podle hotové piedlohy.
I kdyz je HTML znackovaci, ne programovaci jazyk, nepovazovali jsme
za vhodné davat studenttim vypracované HTML. Je dilezité, aby se sami
naudili propojovat rizné prvky HTML, v tomto pfipadé zejména tlacitka,
s JavaScriptem sami.

Po vytvofeni struktury, bez jakéhokoli nalinkovani, pf¥ichézi prvni tkol,
kdy se studenti seznami s praci s proménnou. Jejich tkolem je definovat
si proménnou se stringovou hodnotou pozadovaného smilika. V prvnim
pripadé se jedna o usmévavého smilika. Po kliknuti na dané tlacitko by
se mél pozadovany smilik zobrazit pod fadou tlacitek. Zaroven by se mél
smilik pfidat na konec fady (pod obsluznymi tlacitky), ¢imz se nam vy-
tvari historie stisknutych tlac¢itek. V tomto pripadé vystac¢ime s klasickym
stringem. Studenti tak musi vyfesit, jak zobrazit nového smilika a soucasné
ho vhodné pridat ke dfive zobrazenym.

Studenti maji dale za tukol u tlac¢itek meénit zptisob, jakym ziskavaji
hodnotu vypisujici se pod tlac¢itka a do zobrazené historie. Postupné si
tak vyzkousi moZnost ziskadni textu z popisku tlacitka, prenéaset jej po-
moci parametru funkce nebo dokonce zapisovat pouze text bez pouziti
proménné. Diky tomuto postupu studenti porovnavaji naro¢nost, univer-
zalnost a pochopitelnost jednotlivych feSeni. O nejvhodnéjsim zptsobu je
v zavéru hodiny vedena diskuse. Obvykle maji studenti tendence upinat se
pouze k jedné varianté, jako té nejlepsi. Tradi¢né ji byva pfenos parame-
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velkou univerzalnost.

V dalsi ¢asti tkolu pak je nutno implementovat tlac¢itko Smazat, které
maze celou historii. Tla¢itko Backspace, které maze znak po znaku historii
od konce, a tlacitko Delete mazajici fadu od zac¢atku. Tato tlac¢itka jsou
v dalsi hodiné oSetfovana tak, aby v pfipadé, Ze neni co mazat, na tuto
skute¢nost upozornily.

Poslednim tkolem v této tloze je moznost pridat vlastni slovo, nebo
klidné jen znak. Zde musi studenti nejen znak pridat stejnym zpiisobem,
jako to dé&lali u smilika (tedy na konec fady i posledniho stisknutého),
v roz§ifeni musi také validovat vstup pro kontrolu, zda uZzivatel skute¢né
néco zadal. Pokud by ve vstupnim poli bylo prazdno, mélo by to byt opét
ohlaseno.

=) =i :-D ) ) Smazat | Backspace Delete Pfidat viastni text | |
-0
=)=(=-D;:-)-):-0

Obr. 3 Uloha Smilici

Kod tlohy je k dispozici na https://codepen.io/filip-frank/pen/
dgGZYy.

Pozorované chyby

V tomto tkolu Casto se vyskytuji chyby, zejména v jeho prvni ¢asti se
zobrazenim jednoho smilika, prameni spis ze syntaktické stranky. Problém
je pomérné jednoduchy — je potieba pfenést informaci. Vétsinou se jedna
o chyby, kdy studenti otac¢i pfifazovani do proménnych. Misto smilika se
do proménné pokousi piifazovat neexistujici proménnou do smilika (tj.
dochazi k prohazovani levé a pravé strany pfirazovani).

Vice zajimavé je feSeni zobrazovani historie. Zde je obvyklou chybou
postup, kdy studenti jednoduse zopakuji pfifazeni smilika do Fady stejné,
jako kdyZ jej jen zobrazovali. Vysledkem pak je, zZe misto prodluzujici se
fady je zobrazovan jen pravé stisknuty smilik. Je to proto, Ze je potfeba
vzdy vzit data z existujictho zdznamu (je mozZné si pro né pripravit spe-
cialni proménnou, ale neni to nutné) a pridat k nim nejnovéjsi stisknutou
hodnotu. Po tomto zjisténi obvykle studenti jiz fesi jen problém potradi
proménnych, aby byla posledni stisknuta data na konci.

V ¢asti s mazanim se studenti ¢asto zaseknou pii tvorbé podminky.
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Nevi, jakym zpiisobem kontrolovat délku historie. Obvyklé chybné pokusy
jsou porovnani vaé¢i ni¢emu tedy ,if rada=‘‘, porovnéani vuci nule ,if
rada=0‘‘ nebo vii¢i mezefe ,if rada=*‘ ‘‘‘. Porovnani vicéi prazdnému
Tetézci, které je v tomto piipadé spravné, napadne jen malo studentii.
Tento poznatek vSak bez problému vyuziji ve chvili kontroly uzivatelského
vstupu u findlni ¢asti tlohy, v némz uzivatel zadava vlastni text. Zde se
jiz chyba neopakuje.

Velmi castou syntaktickou chybou, ktera se objevuje napfi¢ celou tlo-
hou, je pfifazeni funkce k danému tla¢itku. Jde o chybu, kterou si studenti
jednoduse velmi ¢asto neuvédomi. V ¢asti s JavaScriptem je v8e vytvoreno
spravng, ale chybi navazani na tlacitko pomoci atributu onClick (s moz-
nosti prifazovani pomoci konstrukce addEventListener jsou studenti se-
znameni pozdéji).

3. Diktat

Smyslem tlohy nazvané Diktdt je seznamit studenty s praci se stringem,
jeho vlastnostmi a moZnostmi. Hlavnim tkolem je vytvofit zadavaci pole
(textarea) pro uZivatele, kam vloZi ¢ napiSe sviij text a nasledné ho prebere
do jiného html prvku. V ném bude mozné z textu odstranovat pozadované
pismena tak, aby vznikla klasicka ¢estinarska doplhovacka. Mélo byt mozné
také zobrazit fesSenf diktatu, kdy se hledané prvky zobrazi ¢ervené a velkym
pismem.

Studenti tradiéné za¢nou HTML strukturou, kterou nasledné opatii
styly. Tentokrat bude zapotiebi si uvédomit, Ze prvky maji byt rozesta-
veny podle predlohy. Tim padem se nabizi vytvofit dva ramce zobrazené
vedle sebe.

Zakladni funkci, kterou je potieba vyfesit, je pfenos textu z levé sekce
do pravé, kde budou mozné upravy pomoci tlacitek. Studenti musi nejen
dokazat prenést text, ale zaroven maji za tkol podle jeho délky vypsat, zda
se jedna o kratky, dlouhy, nebo stfedné dlouhy diktat. Zde maji studenti
moznost se kreativné vyjadiit v hlagkach zobrazovanych v modélnich ok-
nech. Pokud by nebylo ve vstupnim poli uzivatelem nic zadédno a pokusil
se stisknout tla¢itko pro prevzeti textu, musi vyskocit varovna hlaska a za-
roven se nesmi spustit ani procedury, které by pfebiraly ,nezadany“ text.

Po vytvoreni funkce pro pfevzeti musi studenti zpracovat odstranéni
pozadovanych znaku ¢i slabik. Zvolili jsme moZnosti y/i, s/z, mé/mné,
které byvaji tradi¢nimi dopliiovackami na zakladnich skolach. Ukolem je
najit pozadovany znak a nahradit jej v textu podtrzitkem.
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Na zavér by méli studenti vytvorit tlac¢itko zobrazujici po stisknuti
spravné feSeni. Tato funkcionalita je pomérné jednoducha. Vezme se pu-
vodni text a v ném se najdou znaky, které byly odstranény. Ty se pak
zobrazi Cervené a velkym pismem.

Zbyla tlacitka z obr. 4, tedy Backspace, Delete a Smazat, jsou opa-
kovanim z pfedchozich uloh a jejich funkcionalita je stejna. Studenti ve
vét8iné pripadt nemaji problém zopakovat jiz vytvorené reSeni.

Zadejte text Novy text

Frewat S/z || Wi | Backspace || Delete | | Smazat || Zob

zaénou HTML strukturou, kterou nisledné opati
estaven_podle piedioh_ T_m pidem se nab_z_

Obr. 4 Uloha Diktat

Kod tlohy je k dispozici na https://codepen.io/filip-frank/pen/
qBNK jwm.

Pozorované chyby

Pti tvorbé HTML struktury studenti ¢asto chybuji v rozdéleni ramci.
Obvykle ztraci prehled o svém kdédu a nevidi, kde rdmec za¢ina a kondi.
Vysledkem je, Ze maji nasledné pomérné zavazné problémy s rozestavénim
jednotlivych ¢asti pomoci CSS. Jako dobré feseni se ukazalo apelovat na
odsazovani vnorenych prvki, kdy jsou zacatky a konce ramct dobte vidét.

Pti prevzeti textu se pak objevuje vic chyb, které ale nemaji fatalni
dopad na celou funkénost. Studenti spravné zkontroluji, zda je néco v poli
zadano, pak ale kontroluji délku textu a zde dochazi bud k piekryvani
intervalt, kdy diktat je jak stfedné dlouhy, tak kratky apod. Dochazi také
k vynechani jedné hodnoty, ktera je presné na prelomu délky textu. Stu-
denti napiiklad kontroluji, zda je text kratsi nez 150 znaku, pak je diktat
kratky. Pti kontrole, zda je text stfedni se pak ptaji, zda je text delsi nez
150 znaki a zaroven kratsi nez 300. Tim padem vynechavaji délku 150.
Situace se pak muze opakovat, kdy misto pouziti ELSE pro dlouhy diktat
specifikuji delsi nez 300, ¢imz opét délka 300 vypadne. Studenti po demon-
strovani téchto chyb snadno doplituje vétsi/mensi nebo rovno, pfipadné na
posledni moznost vyuziji ELSE.

Dalsim problematickym prvkem se stava samotné odstranovani pozado-
vanych znaki. Studenti si spravné vyhledaji, Ze JavaScript mé na vyhle-
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davani a nahrazeni znaku funkei a bez problému ji vyuziji. Problém je, ze
funkce nalezne pouze prvni hledany prvek, ale neprochéazi cely text. Tento
problém studenti ¢asto sami ani nevyfesi, protoze spoléhaji na dodavané
funkce. ReSenf je projit si ucelené informace k funkei. Pripravena funkce
totiz obsahuje parametry, které umoznuji prochézet cely text. Druhé feseni
je vyuziti cyklu. V dobé Feseni této ulohy vsak jesté cykly nebyly probrany,
a tak vétSina studenti sahne k feSeni pomoci parametru pripravené funkce.

Chybou, kterou déla drtiva vétsina studentt, je také opomenuti faktu,
ze JavaScript je case sensitive, tedy rozlisuje velka a mala pismena. Castym
problémem je, Ze studenti nahradi pouze mala pismena a velkd ztstanou
nenahrazena.

Poslednim problémem je ve v8ech piipadech zobrazeni feSeni. Tuto pro-
blematiku vyfesi obvykle jednotky studentt v roéniku. Studenti se snazi
ziskat ptvodni text z upravovaného textu s podtrzitky. Po nékolika mar-
nych pokusech se rozhodnou, Ze by bylo mozné znovu pievzit text z pole,
do kterého nam zadava text uzivatel. Toto FeSeni funguje do chvile, nez
chtéji prezentovat své feSeni vyucujicimu. Studenti totiz opomijeji fakt, ze
s textem v poli miZze uzivatel manipulovat. Ve chvili, kdy vyucujici text
smaze a zkousi zobrazit FeSeni, se smaze i druhy text. Spravnym feSeni
zde je ulozit text do duplicitni proménné uz pii prvotnim piebirani textu.
V tom piipadé nam ziistane text ptivodni, ktery mizeme zobrazit a pouze
v ném zvétsit a zacervenit pozadované Casti.

Zaveér

V ¢lanku jsou predstaveny tfi tlohy z pfedmétu Programovdni 1 pro
vzdéldvdni. Ulohy za sebou maji 4. rok nasazeni ve vyuce, a proto bylo
mozné piedstavit opakované chyby, kterych se studenti pii feSeni dopous-
t&ji. Ulohy reflektuji velky rozptyl zkuSenosti studentt s programovanim,
pfi¢emz pii feSeni tloh mohou studenti pouzivat internet a rtzné zdroje,
které by stejné v praxi pouzivali. V ramci pfedmétu je vytvoreno celkem
8 tloh pro seminéfe a dalsi 3 tlohy ke zkousce. Dalsi iilohy budou s ohle-
dem na rozsah ¢lanku predstaveny v budoucnu.
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ZPRAVY

40. mezinarodni konference
Historie matematiky

Od 19. do 23. srpna 2022 se v Po-
débradech na zamku konal v prosto-
rach Ustavu jazykové a odborné pri-
pravy UK jiz 40. ro¢nik konference (viz
https://www.fd.cvut.cz/personal/
becvamar/konference/index.html).
Pfti zahajeni pfipomnél Jindfich Bec¢var
jeji bohatou historii; jeho prezentace je
vystavena na uvedené adrese.

Konference nékolikrat zménila jmé-
no a jakozto letni skola Svétondzorovd
vyjchova v matematice se poprvé ko-
nala v roce 1980 v Branzezi diky Ja-
roslavu Sedivému (1934-1988). O jeji
dalsi Zivot se organizaCné mj. posta-
rali Jaroslav Folta (1933-2011), Edu-
ard Fuchs, Dag Hruby a Ales Troja-
nek. V posledni dobé o ni pec¢uji Mar-
tina a Jindfich Becvarovi spolu s 8ir§im
okruhem kolegti a zazemi ji poskytuje
v Podébradech ve $pickové pohostin-
ném prostiedi v ramci UJOP UK Mar-
tin Melcer.

Bez ohledu na rizna jména, kteréa
konference méla, jeji naplni byla a je
normélni (neideologizovana) historie
matematiky a jejimi ucastniky jsou
pedagogové z riuznych typu stfednich
i vysokych 8kol, studenti, doktorandi
a dalsi zadjemci o matematiku a jeji vy-
voj. Takovato setkani lze v dnesni dobé&
provadét i ,,na dalku“ prostfednictvim
internetu, ale moznost osobnich kon-
taktd a vymény informaci a nazoru
v pratelské atmosfére je nedocenitelné.
A tak je konference ¢asto podnétem
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k dalsimu smérfovani prace, pomaha
zpestiovat vyuku matematiky a zvyso-
vat jeji oblibu. Pfispiva tak i k hlub-
§imu propojeni vyuky predméti, které
se stéale sblizuji spiSe formalné ve fakto-
grafické roviné nezli v oblasti hlubsiho
porozuméni pfi¢in a dusledka vyvoje.

Na pudé konference vznikly i né-
které hlubsi védecké projekty, které
vedly k publikaci monografii, napfi-
klad The Development of Mathematics
Between the World Wars, ed. Martina
Becvarova, World Scientific Publishing
Europe 2021. Konference je také neod-
délitelné spjata s edici Déjiny Matema-
tiky, ve které jiz vyslo 65 svazki (viz
https://www.fd.cvut.cz/personal/
becvamar/Edice/Edice.htm), z nichZ
vétsina je dostupnd online v Digi-
talni matematické knihovné DML-CZ
(https://dml.cz/).

Jubilejni akci pfipravil vybor ve
slozeni Jind¥ich Beévar, Martina Bec-
varova a Magdalena HykSova z FD
CVUT, Zdené&k Halas z MFF UK, Mar-
tin Melcer z UJOP UK a Miroslava
Otavova s Irenou Sykorovou z VSE.
Konala se za podpory grantu Nedo-
cenénd role plzefiskych premonstrdti
v matematice a prirodovédé (21-08835S
GA CR) v obvyklé pratelské atmosfére.

Konference, které se pies mozny po-
tencidlni zasah covidové epidemie zu-
Castnilo vice nez 40 tcastniki z Ceské
republiky, Slovenska, Polska a Itélie,
byla tentokrat vénovana tematicky ob-
dobi vyvoje matematiky a jejtho vyu-
¢ovani v naSich zemich ve druhé polo-
viné 18. stoleti a prvni poloviné 19. sto-
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leti s obvyklymi Casovymi a tematic-
kymi piesahy. Ucastnici obdrzeli bo-
haté konferenéni materialy, obsahu-
jici nékteré svazky edice, propagadni
materidly MFF UK aj. Zvané pfed-
nasky proslovili Vojtech Balint (Ma-
tematika a jej vyucovanie v Madarsku
v rokoch 1750-1850), Jindfich Be&var
(Josef Frantisek Smetana, pFirodové-
dec, historik a bdsnik), Martina Bed-
varova (Premonstrdtské skoly v Plzni
a jejich vztah k vjuce matematiky a pri-
rodovédnyjch pFedméti), Stanistaw Do-
moradzki (Matematyka w Polsce i jej
nauczanie w okresie funkcjonowania
Komisji Edukacji Narodowej (1773—
1794)), Zden&k Halas (Zdrodky teorie
grup v pracich J. L. Lagrange a L. Eu-
lera), Magdalena Hyksova (Pravdépo-
dobnost v ucebnicich pouZivanych v ées-
kych zemich v 1. poloviné 19. sto-
let?), Martin Melcer (Z 7iSe hvézd ceské
astronomie), Miroslava Otavova (Od
Vydry k Janderovi — vjuka matematiky
na praZské univerzité¢), Antonin Slavik
(O Lagrangeové pristupu k matema-
tické analyze), Irena Sykorova (Praz-
sky roddk Bernard Bolzano) a Jifi Ve-
sely (Funkciondlni rovnice — jiny whel
pohledu).

Konferenéni pfispévky také pred-
nesli Eliska Berankova (Pisobeni So-
fie Kovalevské wve Stockholmu v le-
tech 1883—1891), Davide Crippa (Te-
aching elementary mathematics at the
university of Prague: A study of Latin
compendia from the second half of the
18th century), Tomas Lengyelfalusy
a Stefan Tkacik (Predstavenie projektu
KEGA Osobnosti slovenskej matema-
tiky a edicie Osobnosti slovenskej ma-
tematiky), Nikola Pajerova (Diferen-
cidlni geometrie, jeji diskrétni verze
a aplikace) a Jaroslav Zhouf (Jubilejni
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rok 2022 z pohledu historie Matema-
tické olympiddy).

Odborny program konference byl
doplnén prohlidkou zamku a spolecen-
skym vecerem v jeho zahradé, kde byla
téz pfipomenuta zivotni jubilea Mi-
roslavy Otavové a JindFicha Becdvare.
Soucéasti vecera byla i obvykla zabavna
tombola.

Podrobné informace o minulych, ale
i pfipravovanych konferencich a semi-
narich z historie matematiky, jsou pti-
stupné na v prvnim odstavci uvede-
nych webovych strankidch Martiny Bec-
vafové (FD CVUT v Praze).

Jiri Vesely

étyﬁ medaile pro ceské
studenty na 52. mezinarodni
fyzikalni olympiadeé

o
®51Ph®22
®afle

Olympiad

Cesti stredoskoldci se mna Mezind-
rodni fyzikdlni olympiddé v roce 2022
opét neztratili a ziskali na ni dvé stii-
brné a dvé bronzové medaile. V neofici-
dlnim pofadi stdtd jim patii 30. misto,
cemuz odpovidd 8. misto mezi zemémi
Evropské unie.

V roce 2022 probéhl uz 52. roc¢-
nik Mezinarodni fyzikalni olympiady
(MFO). Poté, co byla MFO v roce
2020 zcela zrusena kvili pandemii one-
mocnéni Covidl9 a v roce 2021 pro-
béhla pomoci prostfedkt komunikace
na dalku, vSichni se té&Sili na pre-
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zenéni soutéz. Nicméné organizaci le-
tosni MFO bylo povéfeno Bélorusko a
rozhodnutim Mezinarodni rady MFO
na svém mimoiddném online zasedani
dne 3. 4. 2022 byla organizace MFO
Bélorusku odebréana. Pro piipadného
nahradniho organizéitora by to zname-
nalo, Ze na zorganizovani soutéze, které
obvykle zabere nékolik let, bude mit
pouze tfi mésice. Presto se organizator
nasel. évycaréti kolegové pouhych né-
kolik dni po dubnovém jednani Meziné-
rodni rady MFO oznéamili, Ze jsou pfi-
praveni MFO zorganizovat, ale diky ve-
lice kratkému ¢asu pouze opét pomoci
prostiedki komunikace na dalku. Zéro-
ven vyzvali Gcastnici se staty, aby pri-
padné vytvorfily vétsi skupinky a sjely
se soutézit na jedno misto. Ceska re-
publika byla nasledné oslovena kolegy
z Némecka, zda by méla zéjem soutézit
v Némecku spoleéné s Némeckem, Dan-
skem, Estonskem a Slovinskem. Tuto
nabidku CR s vd&¢nosti prijala.

Soutéz potradala ve dnech 9. az
17. Cervence 2022 Svycarské fyzikdlni
olympiada, odbornou ¢ast soutéze za-
stitil Akademicky vybor Evropské fyzi-
kélni olympiddy (https://ipho2022.
com). Ceska republika soutéZzila v are-
alu fyzikalni laboratofe DESY (Deuts-
ches Elektronen-Synchrotron) v Ham-
burku v Némecku ve slozeni: Jiri Kohl,
absolvent Biskupského gymnazia Brno,
Ales Opl, absolvent Gymnézia a Hu-
debni skoly hl. m. Prahy, Hynek Jakes,
absolvent Slovanského gymnézia Olo-
mouc, Ondiej Skrna, absolvent Gym-
nézia Budé&jovicka, Praha a Josef V-
cha, absolvent Gymnazia J. Keplera,
Praha. Je tfeba vyzdvihnout, Ze ves-
keré pobytové néklady finanéné porylo
Spolkové ministerstvo skolstvi a vy-
zkumu spole¢né s DESY.
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Kromé dvou soutézich pildni pfi-
pravili némecti organizatori pro stu-
denty 1 zajimavy doprovodny pro-
gram obsahujici exkurzi do laboratofi
DESY, prednasku prof. Axela Linde-
rena a také celodenni vylet zahrnujici
vyjizdku lodi do pfistavu a navstévu
svéta miniatur v Hamburku.

Dvé experimentalni tlohy, kterymi
se za¢inalo soutézit, byly, podobné jako
tomu bylo v letech 2020 a 2021 na
Evropské fyzikilni olympiadé, nahra-
zeny ulohami simula¢nimi. Tedy sou-
tézici méli k dispozici program spus-
tény na pocitaci, do kterého zadavali
vstupni parametry meéreni a pocitac
vracel vysledky. Prvni tiloha se tykala
zjistovani informaci o neznamé planeté,
na které se soutézici z neznamych di-
vodud rano probrali. Na planeté vybu-
dovali véz, ze které mohli poustét z raz-
nych vysSek micky s riznymi poloméry
a riznymi hustotami. Méli za kol zjis-
tit tihové zrychleni na planeté, polo-
mér planety a hmotnost planety. Dale
studovali vlastnosti atmosféry, urco-
vali rychlost vanouciho vétru, hustotu
vzduchu na povrchu planety, tloustku
atmosféry, tlak na povrchu a molarni
hmotnost vzduchu. Na zavér jesté ur-
¢ovali délku dne na planeté. Tématem
druhé tlohy byla valcovita vakuova di-
oda. V zadani mohli ménit geometrické
parametry diody (coz by v redlném ex-
perimentu bylo nerealizovatelné). Na
zékladé méfeni méli zjistit, jak maxi-
malni proud diodou zavisi na geomet-
rickych parametrech a na napéti.

Vsechny tfi teoretické tlohy pred-
lozené organizatory byly extrémné na-
ro¢né, vyzadovaly pokrocilé znalosti
fyziky a vytvareni fyzikalnich modela.
Prvni tloha byla zaméfena na per-
manentni magnety. Soutézici studovali
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pole fetizku vytvorfeného z kulovych
magnettt a nasledné i pole rovinnych
uspofadani kulovych magneti. Druha
tloha nemohla byt aktualnéjsi. Jejim
tématem byl vesmirny teleskop Jamese
Webba a jeho optické vlastnosti. Dale
se TeSila termodynamika chlazeni in-
fracervenych kamer v teleskopu. Tteti
uloha byla vlastné souborem Ctyf ne-
zéavislych tloh, jejichz spole¢nym jme-
novatelem bylo Skilovani. Vzdy byl
popsan néjaky fyzikalni jev a otazka
znéla, jak se zméni nékterd veli¢ina pfi
zadané zméné veli¢iny jiné.

SoutéZze se nakonec aktivné zudast-
nilo celkem 368 studenti ze 75 stata
a teritorii z péti svétovych kontinent
(Evropy, Asie, Australie, Afriky a obou
Gasti Ameriky). Mimo 75 stata souté-
zilo 10 jednotlivct pod neutralni vlaj-
kou, jednalo se o soutézici z Ruska a
Béloruska. Nékteré delegace mély po-
Get soutézicich mensi nez pét. Mezi
75 zuCastnénymi staty bylo 24 stata
Evropské unie, tradi¢né soutézici ne-
vyslala Malta a Irsko a prekvapivé ani
Finsko.

Po kone¢ném stavu hodnoceni zla-
tou medaili ziskalo 39 soutézicich, stii-
brnou 71 soutézicich a bronzovou me-
daili 97 souté&zicich. Cestné uznani bylo
udéleno 95 soutézicim. K nejlepsim fe-
druzstev téchto stati: Cina, Korea, Ru-
munsko, USA, Vietnam, Tchaj-wan,
Indie, Kazachstan, Némecko a Singa-
pur. Nejlepsi ze zemi Evropské unie
se stalo opét tradicné Rumunsko na
3. misté v neoficidlnim poradi stat,
Ceska republika se v tomto pofadi
statt zaradila na 30. pricku (8. misto
v EU). Umisténi blizici se prvni tfe-
tiné startovniho pole lze povazovat za
uspéch.
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Na prvnich péti mistech v abso-
lutnim poradi se sefadilo 5 studentt
z Ciny, pfi¢emz bodovy rozdil mezi nej-
horsim Cihanem a nejlepsim studen-
tem ze zbytku svéta (reprezentujicim
USA) byl vice nez 5 bodi, coz je vzhle-
dem k maximalné moznému dosazitel-
nému skére 50 bodi skutecné mimo-
Ffadné.

Letos$ni vysledky jednotlivych Ces-
kych fesiteli jsou tyto: Josef Vécha,
stiibrnd medaile, 71. misto v absolut-
nim poradi; Ales Opl, stFibrna medaile,
97. misto; Jifi Kohl, bronzova medaile,
131. misto; Hynek Jakes, bronzova me-
daile, 177. misto; Ondfej Skrna, 306.
misto.

Reprezentace Ceské republiky na 52.
ro¢niku MFO v Hamburku v roce 2022.
Zleva: Filip Studnic¢ka (zastupce ve-
douciho delegace), Josef Vacha (st¥i-
brnad medaile), Hynek Jakes (bron-
zova medaile), Ondrej Skrna, Jiff Kohl
(bronzova medaile), Ales Opl (st¥ibrna
medaile), Jan Kiiz (vedouci delegace)

Vysledky 52. MFO ukazaly, Ze ¢le-
nové Ceského druzstva v obrovské kon-
kurenci uspéli, byli na soutéz tedy pec-
livé vybrani. Soutézici se na soutéz
dobfe pfipravili. Bohuzel stale vice vy-
chéazi najevo, Ze se nasi stiedoskolaci
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nemohou srovnavat se svymi vrstev-
niky z predev8im asijskych zemi. Aé&-
koliv v8ech pét ¢eskych soutézicich bez
diskuse prokézalo znalosti a experi-
mentalni dovednosti na mnohem vyssi
arovni, nez by odpovidalo souc¢asnym
stfedoskolskym pozadavkim, svétova
$picka je dnes jesté dal.

Pristi MFO probéhne v d&ervenci
2023 v Japonsku (https://ipho2023.
jp/en/). Ceské delegace jiz obdrzela
pozvani k ucasti.

Jan K7iZ, Filip Studnicka

Veletrh népadu ucitelu fyziky

Radu konkrétnich prikladi, jak mo-
derné a aktivné vyucovat fyziku, pii-
nesl 27. ro¢nik kazdoro¢ni konference
Veletrh napadi a ucitela fyziky, kterd
letos probéhla ve dnech 26.—28. srpna
2022 na PiF UP v Olomouci ve spo-
lupraci s Fyzikdlni pedagogickou spo-
le¢nosti Jednoty ceskych matematiki
a fyzikt. Konference se ztacastnilo 130
pedagogt z Ceské republiky, Slovenska
a Polska. Dalsi ro¢nik Veletrhu napada
a ucitelt fyziky se bude konat koncem
srpna 2023 na JihoCeské univerzité v
Ceskych Budéjovicich. Vice se o této
konferenci doc¢tete na webovych stran-
kéch https://vnuf.upol.cz.

Oficialni zahajeni Veletrhu v patek
26. 8. 2022
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RNDr. Mgr. Zdenka Koupilova, Ph.D.,
MFF UK Praha

-

Mgr. Vaclav Pazdera, Gymnézium, Olo-
mouc, Cajkovského 9

RNDr.
Brno
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U&astnici si mohli nekteré pokusy sami vy-
zkouset

RNDr. Dana Mandikova, CSc., MFF UK,
Praha

Mgr. Zdenék Polak, Jiraskovo gymnéazium,
Néachod

Doc. PaedDr. Ji¥i Tesar, Ph.D., z JCU
s éeskych Budéjovicich zve na dalsi
ro¢nik v roce 2023 do jihoceské metro-
pole

Mgr. Jana Sestakové, Ziju fyzikou, Koko- Foto: Christo Kirkelovski
fin Editor MFI
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MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA

Casopis pro vyuku na zékladnich a stfednich gkolach
Ro¢nik XXXIT (2022)

MATEMATIKA

F. Kufina: Matematika pro vSechny nebo matematika pro kazdého? (s. 1) —
L. Juklovd, J. Svréek: P&t péknych priklad pro pravidelny pétithelnik (s. 15)
— P. Caldbek: Mnohoéleny v matematickych soutézich (s. 21) — J. Poldk: Re-
Sen{ soustav polynomickych rovnic (s. 81) — J. Kalinowski: O jedné nerovnosti
z polské MO (s. 101) — J. Zhouf: T¥i specidlni body leZici na jedné p¥imce III
(s. 106) — M. Chodorovd, J. Svrcek: K zakladnim vétam o pravouhlém troj-
thelniku (s. 161) — D. Hruby: Z historie vyuky infinitezimélniho po¢tu 2 (s. 168)
— D. Nocar, V. Vanék: Matematicky klokan pro zaky zakladnich 8kol I (s. 178)
— P. Leischner: Zk¥izené zebiiky (s. 241) — D. Hruby: Grafy relaci (s. 253) —
J. Zhouf: T¥i specialni body lezici na jedné pfimce IV (s. 261) — J. Slezdkovd:
Trojahelnikové puzzle (s. 270) — Zajimavé matematické tlohy (s. 31, 115, 188,
275)

FYZIKA

Z. Gibovd: Overenie pohybovej rovnice otacavého pohybu pomocou videomera-
nia (s. 34) — J. Hoskovd Proksovd: Rudolf Clausius (k dvoustému vyroé¢i naro-
zeni) (s. 45) — A. Kufovd, L. Richterek: Motiva¢ni videoexperimenty ve vyuce
fyziky mikrosvéta (s. 51) — O. Lepil: K vyvoji osciloskopickych demonstraci d&jt
v elektrickych obvodech (s. 118) — M. Smutny, V. Masin, D. Kordek, J. Zd-
hora, A. Bezrouk: Interaktivni e-learning — Mikroskopie (s. 126) — O. Lepil:
Parametrické kmitani oscilatoru (s. 191) — J. Smahel: Vyuka fyziky s vyuzitim
zakovskych mentori (s. 201) — V. Steﬂ: Johann Gregor Mendel a pozorovani
slune¢nich skvrn (s. 207) — L. Slégrovd, J. Slégr: Nekolik pozndmek k ugivu
o Sluneéni soustavé (s. 279) — J. Kiiz, F. Studnicka, L. Slégrovd, J. Slégr: Fyzi-
kalni ulohy Evropské experimentalni olympiady EOES (s. 289)

INFORMATIKA

P. Tépfer: Bipartitni graf (Ulohy z MO kategorie P, 43. ¢ast) (s. 58) — E. Bartl:
Pocitacova grafika, 2. dil (s. 66) — J. LaStovicka: Programovani bez proménnych
(s. 74) — J. Lastovicka: Stroje I (s. 142) — A. Jancatik, T. Kepka: Skupinové
testovani (s. 147) — P. Tépfer: Veletrh dorta (Ulohy z MO kategorie P, 44. ¢ést)
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(s. 215) — E. Bartl: Poc&itacova grafika, 3. dil (s. 220) — P. Osic¢ka, P. Krajca:
Informatické hadanky (s. 297) — F. Frank, M. Zika: Ulohy pro vyuku JavaScriptu
z pfedmétu Programovani 1 (s. 303)

ZPRAVY

J. Svrcek: Jubileum: Frantisek Kuiina — 90 let Zivota — 60 let spolupréce (s. 154)
— P. Caldbek: Ustfedni kolo 71. roéniku MO kategorie A (s. 156) — P. Tépfer:
Usttedni kolo 71. roéniku MO kategorie P (s. 158) — P. Caldbek: 10. ro¢énik CPSJ
(s. 231) — J. Tkadlec: 63. ro¢nik Mezinarodni matematické olympiady (s. 233) —
P. Tépfer: Informatické olympiady CEOI 2022 a 101 2022 (s. 236) — J. Vesely:
40. mezinarodni konference Historie matematiky (s. 315) — J. K¥iZ, F. Studnicka:
Ctyfi medaile pro Ceské studenty na 52. mezinarodni fyzikalni olympiadé (s. 316)
— Editor MFI: Veletrh napada uéitelu fyziky (s. 319)

LITERATURA

J. CihldF: Recenze knihy F. Kufiny Pivab elementarni geometrie (s. 155)
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