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MATEMATIKA

Trojuhelniky vepsané do dané¢ho
trojihelniku

MARIE CHODOROVA — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem naseho pfispévku je zkoumani nékterych extréméalnich vlastnosti
trojuhelnikt vepsanych do daného trojihelniku, které se tykaji predevsim
jejich obsahti a obvodi.

Definice

Necht K, L, M jsou vnitini body po fadé stran BC, CA, AB daného
trojuhelniku ABC'. Trojtahelnik K LM budeme nazyvat trojihelnikem ve-
psanym danému trojuhelniku ABC.

Je ziejmé, Ze pro dany trojihelnik ABC existuje nekone¢né mnoho
trojthelnikt jemu vepsanych — ve smyslu pfedchozi definice.

Strany vepsaného trojuhelniku K LM déli dany trojiuhelnik ABC na
¢ty mensi trojuhelniky AML, BKM, CLK a KLM, viz napf¥. obr. 1.
Pokud K, L, M jsou specialné po fadé stiedy stran BC, CA, AB da-
ného trojuhelniku ABC, jsou strany trojihelniku K LM stfednimi piic-
kami daného trojuhelniku ABC a vepsany trojuhelnik K LM je piicko-
vym trojuhelnikem trojuhelniku ABC. VSechny ¢ty¥i mensi trojihelniky
AML, BKM,CLK, KLM jsou v tomto p¥ipadé (s jistym pofadim svych
vrcholil) shodné, a pfitom obsah (obvod) kazdého z nich je roven jedné
¢tvrting obsahu (jedné poloviné obvodu) daného trojthelniku ABC.

Odtud bezprostiedné plyne, Ze pro libovolny trojihelnik K LM, ktery je
vepsén danému trojuhelniku ABC), je obsah aspon jednoho z trojuhelnika
AML, BKM, CLK, KLM mensi nebo roven jedné ¢tvrtiné obsahu troj-
thelniku ABC' a také, Ze obsah aspon jednoho z téchto ¢tyt trojuhelnika
je vétsi nebo roven jedné ¢tvrting obsahu trojuhelniku ABC.
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Specialné pak plati nasledujici tvrzeni:

Véta

Necht K, L, M jsou po fadé takové vnitini body stran BC, CA, AB
daného trojuhelniku ABC, Ze p¥imky AK, BL a C' M se protinaji v jednom
spoletném bodé. Pak trojuhelnik K LM (vepsany trojuhelniku ABC) méa
obsah Sk, ktery neni vétsi nez jedna ¢tvrtina obsahu S trojihelniku
ABC, tj. plati

1
Skrm < 15-

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz body K, L, M jsou stfedy odpovida-
jicich stran, tj. pravé kdyz jsou usecky AK, BL a CM téznicemi daného
trojuhelniku.

Diikaz. Ukadzeme, ze pro kazdy trojihelnik K LM vyhovujici pfedpokla-
dam véty (obr. 1) je soucet obsahti trojuhelnika AML, BKM, CLK vétsi
nebo roven tfem ¢tvrtinam obsahu trojuhelniku ABC, coZ je ekvivalentni
s danym tvrzenim.

A
M L
B K C
Obr. 1
Oznacme

AM| |BK| Ll

T = T-51> Yy = ) z = )

|AB| |BC| |AC

a tedy

1—:10—@ 1 _\KC| _Z_\LA|
“jap YT Bar " jAcy

Velikosti vnitinich @hla trojihelniku ABC ozna¢me obvyklym zptiso-
bem «, 8, 7. Pro obsah Sspp trojuhelniku AML pak (s ohledem na
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zavedené oznaceni) plati

1

5 |[AM| - |AL|-sina =

Samr =
1
=3 |AB|-z-|AC|- (1 —z) -sina = z(1 — 2)S.
Analogicky pro obsahy trojuhelniki BK M, CLK plati

1 .
SprM = 5" |BK|-|BM]|-sinf =y(1 — )5,

1
ScLik = 3 |CL|-|CK|-siny = z(1 —y)S.
Odtud plyne

S S S
21— 2) +y(1 —a) + 2(1 —y) = 2AMLT B§<M+ oLk

Stac¢i tedy dokézat nerovnost

3

V=x(1-2)+y(l—2)+2(1—y) > T

Uzitim Cévovy véty, viz napt. [4], pro tsecky (cévidny) AK, BL a CM
v trojuhelniku ABC obdrZime po snadné tpravé

_|AM| |BK| |CL| = Y z

V=150 |CK| ALl "1-2 T-y 1-2
a tudiz
wyz=(1-2)1—-y)(1-2). (1)
Odtud dale plyne
(zy2)? = 2(1 — 2)y(1 - y)z(1 — 2). (2)

Roznasobenim soué¢inu na pravé strané (1) a nasledné upravé této rovnosti
obdrzime
1-V =2zyz.

Pro vSechna realna ¢isla x, y, z jsou splnény nerovnosti
(1-2) <+ (1-y) <+ 1-2<1 3)
z(l—x) < = - = 2(1—2) <=
—_ 47 y y — 47 —_ 47
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pri¢emz rovnosti v nich soucasné nastanou, pravé kdyz plati

1
rT=y=z=—, 4
y 5 (4)
tj. préavé kdyz K, L, M jsou po fadé stiedy stran BC, CA, AB. VyuZitim
vBech t¥{ nerovnosti (3) na pravé strané rovnosti (2) obdrzime

1n\N°* 1
2 (2) = =
(zyz) _<4) o1

odkud bezprostifedné plyne 2zyz < 1/4. Plati tedy

1 3
—1-2pyz>1—-=2
\% TYz > 1= (5)

coz jsme chtéli dokézat.

Rovnost v (5) nastane, pravé kdyz plati rovnosti (4), tj. pravé kdyz
uvazované céviany jsou téznicemi v trojihelniku ABC.

Pozndmka. S ohledem na pravé dokdzanou vétu vidime, Ze stejné tvrzeni
1ze vyslovit, pokud body K, L, M jsou specidlné napf. priseciky os vniti-
nich thla v daném trojihelniku ABC s protéjsimi stranami nebo jsou-li
tyto body totozné s dotykovymi body kruznice vepsané danému trojahel-
niku lezicimi na pfisluSnych stranach tohoto trojuhelniku. V obou téchto
pripadech se totiz tsecky AK, BL, CM protinaji podle Cévovy véty, viz
napf. [4], v jednom spole¢ném bodé& (uvnit¥ trojihelniku ABC), a jsou tak
splnény predpoklady vysSe uvedené véty.

S podobnou tematikou (trojuhelniky vepsané do daného trojuhelniku)
se mohli setkat soutézici jiz v 8. roéniku Mezindrodni matematické olym-
piady (IMO), ktera se konala v roce 1966 v Bulharsku. Tehdy byla repre-
zentantim zucastnénych zemi predlozena také nasledujici dloha.

Priklad 1

Necht K, L, M jsou po tadé libovolné vnitini body stran BC, C'A,
AB trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze obsah aspoinl jednoho z trojuhelnika
AML, BKM, CLK je mensi nebo roven jedné ¢tvrtiné obsahu trojahel-
niku ABC.

Resent této tlohy je mozno dohledat napi. v publikaci [1], popf. v brozurce
XV. ro¢énik MO (1965/1966).
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V dalsi ¢asti uvadime dva zajimavé vysledky, které se tykaji obvodu
trojuhelniku K LM vepsaného do daného trojuhelniku ABC, resp. obvodu
t¥{ mensich trojuhelniki AML, BKM, CLK.

Priklad 2

Je dan ostrouhly trojahelnik ABC'. Urcete (sestrojte) trojuhelnik K LM,
ktery je vepsan do trojuhelniku ABC a ma pFitom co nejmensi mozny ob-
vod.

Regeni. Necht K je pevné zvoleny vnitini bod strany BC daného troj-
thelniku ABC a L, M jsou po fadé vnitfnimi body jeho stran C A, AB.

C

Obr. 2

Ozna¢me Kpg, K¢ body, které jsou soumérné sdruzené s bodem K po
fadé vzhledem k pfimkam AC, AB. Pro libovolné vnitini body L', M’
stran po fadé AC, AB (obr. 2) pak s ohledem na pouZité osové soumérnosti
plati

[KL'|=|KpL'|, |KM'|=|KcM'|, |AK|=|AKp|=|AKc|. (6)

Pro obvod o trojtahelniku K L' M’ vepsaného do daného ostroihlého troj-
thelniku ABC pfitom plati

o=|KL|+|L'M|+|M'K|=|KgL'| + |L'M'| + |M'K¢|.

Obvod trojihelniku KL’ M’ je tedy roven délce lomené ¢ary KgL' M' K.
Tato lomena ¢ara mé pro pevné zvoleny vnitini bod K strany BC nejmensi
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délku, a tedy vepsany trojuhelnik K LM mé nejmensi obvod, pravé kdyz
jeho vrcholy L a M jsou vnitinimi body tsecky Kp K¢, tj. jsou priseciky
této usecky po fadé se stranami BC, C'A daného trojihelniku.
Zbyva tak zjistit, pro kterou polohu vnitiniho bodu K strany BC' da-
ného ostrouhlého trojuhelniku ABC' ma tsecka K pKc minimélni délku.
Z obr. 2 je patrné (s ohledem na pouzité osové soumérnosti s osami AB,
AC' a také predpokladu o ostrothlém trojuhelniku ABC), Ze

X KpAKc|=2[xCAB| < 2-90° = 180°.

Odtud vidime, Ze pro dany ostrouhly trojuhelnik ABC a libovolny
vnitini bod K jeho strany BC je KpAKc rovnoramenny trojuhelnik
s hlavnim thlem pii vrcholu A velikosti | CAB|. Mezi vSemi t&mito po-
dobnymi trojihelniky ma nejkratsi zakladnu K g K¢ ten, ktery ma nejmensi
moZnou délku obou ramen. Vzhledem k posledni rovnosti v (6) jsou obé&
ramena nejkratsi, pravé kdyz je usecka AK vyskou z vrcholu A v daném
trojuhelniku ABC' (bod K je tak patou vysky z vrcholu A). Podobné L
a M jsou po fadé patami vySek z vrcholi B a C v daném ostroihlém
trojuhelniku ABC.

ZAVER. Trojuhelnik K LM vepsany do daného ostrothlého trojihelniku
ABC, ktery ma nejmensi moZny obvod, je jeho orticky trojahelnik, tj.
trojuhelnik, jehoz vrcholy K, L, M jsou patami jeho vysek po fadé z vr-
cholu A, B, C. (Jeho konstrukee je zfejma.)
Priklad 3

Je dan trojuhelnik ABC o obvodu 6 a jemu vepsany trojihelnik K LM,
kde K, L, M jsou po fadé vnitini body stran BC, CA, AB. Dokazte, Ze
aspon jeden z trojuhelnika AM L, BKM, CLK ma obvod nejvyse 4.
Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze vSechny tfi uvazované troj-
thelniky AM L, BKM, C LK maji obvod vétsi nez 4. Pro délky stran troj-
tthelniku AML (obr. 1) tak na zékladé pouziti trojihelnikové nerovnosti

plati
4 < |AM|+ |ML|+ |LA| < 2(JAM| + |LA]),

a tedy
2 < |AM|+ |LA|.

Analogicky plati i nerovnosti

2 < |BK|+|MB| a 2<|CL|+|KC|.

6 Matematika — fyzika — informatika 32 (1) 2023



Sec¢tenim poslednich t¥i nerovnosti dostaneme po snadné tpravé

6=3-2< (JAM|+ |MB|)+ (|BK|+ |KC|) + (|CL| + |LA|) =
=|AB| +|BC| + |CA| =6,

COZ je spor.
Asporii jeden z trojihelnika AML, BKM, CLK ma tedy obvod nejvy-
Se 4, coz jsme chtéli dokazat.

Zavérem uvadime pét navazujicich dloh, které jsou doplnény struénym
navodem k jejich FeSeni. Lze je vyuzit v ramci procviceni této tématiky.

Priklad 4

Je déan ostrothly trojahelnik ABC. Necht K, L, M jsou priseciky prii-
mért kruznice opsané tomuto trojuhelniku, které prochazeji jeho vrcholy
A, B, C, po fadé se stranami BC', C A, AB. Dokazte, Ze obsah trojihelniku
K LM neni vétsi nez jedna ¢tvrtina obsahu trojuhelniku ABC.

[Navod: T uvazované pruméry se protinaji ve stfedu kruZnice opsané
danému ostrotihlému trojihelniku, ktery je vnitinim bodem tohoto troj-
tthelniku.]

Priklad 5
Je déno kladné reéalné ¢islo a. Necht z, y, z jsou libovolna nezéporna
realna ¢isla, ktera jsou nejvyse rovna a. Dokazte, Ze plati nerovnost

z(a—2)+yla — )+ z(a —y) < >

Kdy nastane rovnost?

[Navod: Uvazujte rovnostranny trojahelnik ABC o strané délky a a libo-
volny jemu vepsany trojuhelnik K LM, kde K, L, M jsou po fadé body
jeho stran BC, C A, AB, které (zde) mohou byt totozné s vrcholy troja-
helniku ABC'. Polozte

0<z=|AM|<a, 0<y=|BK|<a, 0<z=|CL|<a.

Je zfejmé, Ze soucet obsahii t¥i mensich trojuhelnika pii vrcholech troja-
helniku ABC' je pak nejvySe roven obsahu trojuhelniku ABC.

Rovnost zde nastane (s ohledem na pouzitou metodu), pravé kdyz z hod-
not x, y, z je aspoil jedna rovna 0 a sou¢asné aspoil jedna z téchto hodnot
je rovna a.|
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Pozndmka. Dikaz dané nerovnosti lze vést také ryze algebraickou cestou
(se stejnym vysledkem pro rovnost).

Priklad 6

Danému ostrothlému trojuhelniku ABC' je vepsan trojuhelnik K LM
tak, Ze jeho vrcholy déli hranici trojihelniku ABC' na tii ¢asti, které maji
stejnou délku. Dokazte, Zze obvod trojuhelniku K LM neni mensi nez jedna
polovina obvodu trojuhelniku ABC.

[Navod: viz napt. [2] — tzv. Zirakzadehova nerovnost, ktera plati pro libo-
volny trojihelnik ABC' a jemu vepsany trojihelnik K LM spliujici pred-
poklady uvedené v prikladu 6.]

Priklad 7

Necht K LM je orticky trojuhelnik libovolného ostrothlého trojahelniku
ABC'. Dokazte, ze obsah trojuhelniku K LM neni vétsi nez jedna ¢tvrtina
obsahu trojuhelniku ABC'.

Priklad 8

Necht K, L, M jsou po dotykové body kruznic vné pfipsanych po fadé
stranaim BC', CA, AB trojuhelniku ABC. DokaZte, Ze obsah trojuhelniku
K LM neni vétsi nez jedna ¢tvrtina obsahu trojuhelniku ABC.

[Navod: dokazte, Ze v obou ulohach se usetky AK, BL a CM proti-
naji v jednom spole¢ném bodé (v prvnim pfipadé se jedna o ortocent-

rum trojthelniku ABC, ve druhém pfipadé se jedna o tzv. Nagelav bod
trojahelniku ABC), viz napf. [4].]

Literatura
[1] Hordk, K., Miiller, V., Vrba, A.: Ulohy mezinarodnich matematickych
olympiad (1.-25. MMO). SPN, Praha, 1986.

[2] Leng, G., Liu, Y.: Geometric inequalities. World Scientific Publishing Co.,
Singapore, 2016.

[3] Niven, I.: Maxima and Minima Without Calculus. The Mathematical As-
sociation of America, Washington DC, 1981.

[4] Svrcek, J., Vanzura, J.: Geometrie trojihelnika. SNTL, Praha, 1988.
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O konstrukei n-tych odmocnin
kladnych realnych cisel

LUDEK SPICHAL

Ceska lesnicka akademie, Trutnov

Ackoliv v nazvu ¢lanku neni parabola zminéna, bude to pravé tato ku-
zeloseCka (popf. jeji zobecnéna podoba), kterd nas jako povéstna Cervena
nit bude provazet napfi¢ celym textem. Pfipomeinime nejprve, ze requldarni
(vlastni) kuZelosecky jsou rovinné kiivky vznikajici prinikem kuZelové plo-
chy a roviny, ktera neprochézi jejim vrcholem.

V ¢lanku se omezime pouze na hyperbolu a parabolu, se nimiz se zaci
stfednich 8kol seznamuji jak v souvislosti s pojmem grafu funkce (linearné
lomené, resp. kvadratické), tak v oblasti analytické geometrie. Piestoze jde
v obou zminénych oblastech matematiky o stejné druhy kiivek, odlisny
zpusob zavedeni (explicitné urcené predpisy funkei vs. rovnice kuZzelosedek
v analytické geometrii) muZe znesnadnit vytvoreni komplexniho pohledu
na kuzelosecky, a to nezéavisle na konkrétnim zptisobu jejich urcéeni.

V ¢lanku si klademe za cil ukdzat na piikladu feSeni konkrétniho pro-
blému, kterym je konstrukce n-té odmocniny realného ¢isla, kombinaci
obou pfistupti. Vychozi kuzeloseckou bude kiivka uréena rovnici

y=1-—22, (1)

kterou budeme nazyvat jednotkovou parabolou (obr. 1).

Priklad 1. Ukazme, Zze pomoci jednotkovém paraboly je mozné konstru-
ovat prevracenou hodnotu realného ¢isla a # 0, tj. nalézt hodnotu ¢isla %

(viz [1]).

Regend. P¥i konstrukei pFevracené hodnoty redlného &isla |a| > 1 (obr. 1)
sestrojime kolmici k ose z z praseciku P jednotkové paraboly s pfimkou g
prochéazejici vrcholem V0, 1] paraboly a bodem Afa,0]. Kolmice protina
osu z v bodé bod A’, jehoZ z-ova soufadnice je, jak vzapéti ukaZeme,
prevracenou hodnotou éisla a, tj. % Pro nenulové |a| < 1 bychom pfi
konstrukei postupovali naopak, tj. od bodu A’ k bodu A.
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Obr. 1 Konstrukce pfevracené hodnoty realného ¢isla pomoci jednotkové para-
boly

Piimka g ur¢ena body V10, 1] a Ala,0] ma rovnici

X
ry=1——. 2
g:y . (2)

Souradnici x prusec¢iku P ziskAme feSenim rovnice

1-22=1-72,
a

ktera ma zfejmé jediny nenulovy kofen
T=—.
a

V ¢lanku se budeme dale opirat o mnozinu kiivek, které ziskame zobec-
nénim rovnice paraboly (1) ve tvaru

y:1*$n7 (3)

kde n € N. Pro potfeby ¢lanku pro tuto tfidu grafi mocninngch funkci
zavedeme pojem zobecnéné jednotkové paraboly (obr. 2), jednotkova pa-
rabola pak bude specialnim pfipadem rovnice (3) pro n = 2. Pro volbu
n = 1 je zobecnéné jednotkova parabola totozna s pfimkou y = 1—=z, kteréd
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predstavuje osu soumérnosti mezi zobecnénymi jednotkovymi parabolami
uréenymi rovnicemi (3) a kfivkami uréenymi rovnicemi

které budeme nazyvat pfevrdcené zobecnéné jednotkové paraboly (obr. 3).

y=1-2af

0.2 04 0.6 08 1 1.2 14 16

Obr. 2 Zobecnéné jednotkové paraboly pron=2,n=3an =26

Cilem ¢lanku je ukazat, ze vySe zminénou konstrukci pfevracené hod-
noty realného &isla a lze dale uzitim kiivek (3), resp. (4) rozsirit

1) na konstrukeci n-té odmocniny z kladného realného ¢isla a, tj. nalezeni
&sla {/a, a >0, n €N,

2) na konstrukei (n — 1)-ni odmocniny z kladného realného ¢isla a”, tj.
nalezeni ¢isla "Va™, a >0, n €N,

Tento cil splnime v sekcich 2 a 3. Sekci 1 vénujeme nékterym jinym histo-
ricky zajimavym konstrukcim.
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Y= 1— ;1;1|n

T
0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1&:1.2 — 13 14_

Obr. 3 Prfevracené zobecnéné jednotkové paraboly pro n = %, é a

—
(s

1. Vybrané konstrukce druhé a tfeti odmocniny

Pfipomeneme nyni nékolik vybranych geometrickych konstrukei druhé
a tfeti odmocniny. Dvé znamé konstrukce druhé odmocniny (Eukleidova
véta o vySce, Theodorova spirdla) doplnime o dvé méné znamé konstrukce
tfeti odmocniny (Nikomedova a Descartova) [2, 3].

1.1. Eukleidova véta o vysce

Podle Eukleidovy ) véty o vysce pro obsah Etverce sestrojeného nad
vyskou pravoihlého trojihelniku plati, Ze je roven obsahu obdélniku se-
strojeného z obou tsekt pfepony. V piipadé, ze délky tsekd na preponé
jsou 1 a dané &islo a, méa vyska pravoihlého trojuhelniku délku y/a (obr. 4).

1.2. Theodorova spirala

Theodorovu?) spiralu tvoii posloupnost pravothlych trojahelniki, kdyz
prvni z nich je sou¢asné rovnoramenny s odvésnami o délce 1. Jednou z od-
vésen kazdého ,,néasledujiciho” trojihelniku je vzdy piepona trojihelniku

1 Eukleidés (asi 325 pf. n. l.—asi 260 pf. n. 1) byl fecky matematik a geometr.
2)Theodéros z Kyrény (asi 340 pf. n. 1.-270 pf. n. 1.) byl Fecky filosof a matematik.
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,predchazejictho®, druha odvésna ma délku 1 (obr. 5). Délky jednotlivych
prepon pravotuhlych trojahelnikt tvoii posloupnost druhych odmocnin ze
v8ech prirozenych ¢isel a > 2.

A 1 B a C

Obr. 4 Konstrukce druhé odmocniny pomoci Eukleidovy véty o vySce

1.3. Nikomedova konstrukce treti odmocniny
Nikomedova®) konstrukce ¢isla ¥/a v piipadé 0 < a < 4 vyuziva rovno-
ramenny trojihelnik ABC, ktery méa ramena délky 1 a zakladnu délky %
(obr. 6). Necht dale B je stfedem tsecky CD a F je prusecik polopiimky
DA s ptimkou prochézejici bodem C, ktera je rovnobézna s tseckou AB.
Bod S lezi na polopfimce BA a R je prusecik usecek DE a CS. Jestlize
|RS| =1, pak |AS| = ¥a.

Zduaraznéme, ze useCku RS nelze sestrojit eukleidovsky, tj. uzitim kru-
zitka a pravitka. P¥i dikazu konstrukce si povsimnéme, ze AABD ~
~ AECD. Usetka CE méa délku 5, nebot bod B je stiedem tsecky C'D a
tsecka AB je stfedni pfickou trojuhelniku ECD, tj. |CE| = 2|AB| = 3.
Dale plati, ze AECR ~ AASR a

[AS|

ICR| ~ 1

(VIS

3)Nikomedes (asi 280 pf. n. 1.-210 pf. n. 1.) byl fecky matematik.
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Obr. 5 Theodorova spirala

Podle Pythagorovy véty plati pro pravouhly trojuhelnik SCM

(14 |CR|)? = |CM|? + (JAM| + |AS])2.

Pokud oznacime z = |AS| a dosadime za |CR| = 3&, [CM| = /1 — Z—i,
|AM| = §, pak po zjednoduseni dostavame rovnici

4z* + az® — dax — a® = 0.
Prestoze je pfedchozi rovnice 4. stupné, miZeme ji vyfesit z rozkladu
(2% — a)(4z +a) = 0,
podle kterého mé rovnice pravé dva realné kofeny z; = —%, 2 = Va.
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Obr. 6 Nikomedova konstrukce tfeti odmocniny

1.4. Descartesova konstrukce tfeti odmocniny

Descartesova *) konstrukee &isla /a pro dané realné &islo a > 0 vyuziva

kruznici se stfedem S [%, %]

R O RTC PG

soustavy Ozy (obr. 7). Ukazme, Ze pak /a je x-ovou soufadnici prise¢iku
P # O této kruznice a paraboly s rovnici

y = 2. (6)

Upravou rovnice (5) a naslednym dosazenim z rovnice (6) totiz dostaneme
rovnici

z* —ar =0 neboli z(z®—a)=0, (7)

takZe redlnymi kofeny rovnice (7) jsou pravé &isla x; = 0, 29 = Ja.

4)René Descartes (1596-1650) byl francouzsky filosof, matematik a fyzik.
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Obr. 7 Descartesova konstrukce t¥eti odmocniny

2. Konstrukce n-té odmocniny kladného realného éisla a

Jednoducha varianta konstrukce n-té odmocniny daného kladného re-
alného cisla a spoCiva v urceni prusec¢iku pfimky s rovnici y = 1 —a a
zobecnéné jednotkové paraboly s rovnici y = 1 — z™. Je zfejmé, ze hleda-
nou n-tou odmocninou je x-ovéa souradnice nalezeného priseciku.

Uvedené konstrukce predpokladé pouziti zobecnénych jednotkovych pa-
rabol na intervalu (0; 00). Pfedpokladejme nyni, Ze budeme uvazovat zo-
becnéné jednotkové paraboly zobrazené na uzavieném intervalu (0; 1), kde
predvedeme konstrukci n-té odmocniny pro dané &slo a > 1 (obr. 8).
Polopfimka ¢ zapsana rovnici (2) protind zobecnéné jednotkové paraboly
uréené rovnicemi (3) v bodech, jejichz x-ové soufadnice uré¢ime vyteSenim
rovnice

1
1—a"=—=-z+1. 8
T aer (8)

Po upravé dostavame rovnici

=)

16 Matematika — fyzika — informatika 32 (1) 2023



s nezapornymi kofeny
1

n7\1/6'
Priseciky polopfimky g a zobecnénych jednotkovych parabol jsou tedy
body

1 =0, x2 =

Vo, 1], P[ _1\/6 1— nf\l/;n}

®
ES
©

Obr. 8 Konstrukce prevracené hodnoty n-tych odmocnin realného é&isla a > 1
pomoci zobecnénych jednotkovych parabol

Vyse provedeny vypocet a konstrukce znédzornéna na obr. 8 ukazuji, ze
zobecnéné jednotkova parabola n-tého stupné umoznuje provést geome-
trickou konstrukei pfevracené hodnoty (n — 1)-ni odmocniny z kladného
realného ¢isla a, tj. hodnoty %1& Zbyla ¢ast postupu spocivajici v na-
lezeni prevracené hodnoty k ¢islu "%\l/a odpovida FeSeni pfikladu 1. P
konstrukci n-té odmocniny realného ¢&isla a bychom tedy pouzili zobec-
nénou jednotkovou parabolu stupné n + 1. Na obr. 9 je tak znazornéna
cela konstrukce tfeti odmocniny ¢isla a > 1 pomoci zobecnéné jednotkové
paraboly stupné 4.

Uloha 1. Uréete postup konstrukce n-té odmocniny daného realného &isla
a € (0;1) pomoci zobecnéné jednotkové paraboly fadu n + 1.
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Uloha 2. Uvazujme bod Ala, 0], kde a € (0; 1). Kolmice vztyéena v bodé A
protne zobecnénou jednotkovou parabolu uréenou rovnicemi (3) v bodé P.
Pfimka g = ?V} , kde V[0, 1] je vrchol zobecnéné jednotkové paraboly, pro-
tne osu v bodé B[b,0]. Urete vzajemny vztah mezi Cisly a, b.

(Resent: b = —)

Obr. 9 Konstrukce tfeti odmocniny ¢&isla a > 1 pomoci jednotkové paraboly a
zobecnéné jednotkové paraboly stupné 4

3. Konstrukce odmocnin pomoci prevracenych zobecnénych jed-
notkovych parabol

Zminime se jesté struc¢né o konstrukcich, které vyuzivaji grafy prevra-
cenych zobecnénych jednotkovych parabol zavedenych rovnicemi (4).

Priiklad 2. Ukazme konstrukci n-té odmocniny kladného realného éisla
a™ 1, tj. ¥am~! pomoci pfevracené jednotkové paraboly daného stupné n.

Ndstin feseni. Kolmice vztycena v bodé Ala, 0] protne k¥ivku uréenou rov-
nici (4) v bodé Pla,1 — {/a]. Pfimka g = PV, kde V[0, 1], ur¢ena rovnici
g: Yax + ay — a = 0 protne osu z v bodé A’'[Van~1,0].

Uloha 3. Necht pifmka g = AV, kde A[a, 0] a V[0, 1], protne graf pievra-

cené zobecnéé jednotkové paraboly uréené rovnici (4) v bodé P. Ukazte,
7e x-ova soufadnice bodu P je rovna &islu "/a™ (viz obr. 10 pro n = 3).
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156 1.94

Obr. 10 Konstrukee tieti odmocniny realného &sla a? v piipadé a > 1 pomoci
prevracené zobecnéné jednotkové paraboly stupné 3

Zaveér

MozZnost vyuziti zobecnénych jednotkovych parabol pii grafickém ur-
¢ovani odmocnin realnych ¢&isel vyplyva ze skutec¢nosti, Ze odmocnovani
lze povaZovat za Castecné inverzni operaci k umociovani. Slovo ¢astecné
je v tomto piipadé zésadni, nebot defini¢ni obory téchto dvou funkei
nejsou obecné vzdy shodné (nap¥. odmocniny sudého stupné zapornych
Cisel v oboru redlnych ¢isel neexistuji).

Podékovani. Autor dékuje touto cestou recenzentovi za cenné rady a
podnéty pfi upravé a vylepSeni obsahu tohoto ¢lanku.

Literatura

[1] Spichal, L.: Jednotkova parabola, zlaty Fez a parabolické w. Rozhledy
matematicko-fyzikalni, ro¢. 96 (2021), ¢. 1, s. 8-17.

[2] Nikomedova konstrukce t¥eti odmocniny. Dostupné na:
https://demonstrations.wolfram.com/NicomedessGeometricConstructi
on0fPrincipalCubeRoot/

[3] Descartesova konstrukce tieti odmocniny. Dostupné na:
https://demonstrations.wolfram.com/DescartessMethodOfEvaluating
ThePrincipalCubeRoot/
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onadny dikaz obracené veéty
k véte Pythagorove

JOSE MARCIAL NAJARES ROMERO
VAS Gutova, Praha 10

Véta Pythagorova (a véta k ni obracena) jsou obsahem u¢iva matema-
tiky jiz na zakladni Skole. Cilem této poznamky je uvedeni alternativniho
ditkazu obracené véty k vété Pythagorové, ktery vyuziva matematické pro-
stfedky vyhradné na trovni ZS. Vznik tohoto &lanku byl inspirovan pfi-
spévkem [1]. Délky stran libovolného trojahelniku ABC oznafme obvyk-
Iym zpisobem a = |BC|, b = |AC| a ¢ = |AB|.

Obracena véta k vété Pythagorové (viz napf. [1, véta 6])

Plati-li pro délky a, b, ¢ stran trojihelniku ABC rovnost a? + b? = ¢2,

pak je tento trojihelnik pravoihly s pfeponou ¢ a odvésnami a, b.

V ¢lanku [1] je ditkaz obréacené véty k vété Pythagorové rozdélen do dvou
Casti. V prvni Casti je dokdzano, ze spliuje-li trojice kladnych realnych
¢isel a, b, ¢ tzv. pythagorejskou rovnost, existuje trojuhelnik ABC, kde
|BC| = a, |CA| = ba|AB| = c. Ve druhé ¢asti je pak uzitim kosinové véty
dokazano, Ze uvazovany trojuhelnik ABC' je pravouhly s pfeponou AB.

Nebudeme zde znovu uvadét prvni ¢ast dikazu, ale zaméfime se pouze
na alternativni, pfitom snadny ditkaz druhé ¢asti, tj. na ditkaz skutecnosti,
ze tento trojihelnik je pravouhly.

Uvazujme nyni pravouhly trojihelnik DEF s pravym tuhlem pfi vr-
cholu F, v ném? |EF| = a a |FD| = b. Pro délku jeho pfepony |DE| = f
pak podle Pythagorovy véty plati a®+b? = f2. Podle vy3e uvedeného pied-
pokladu v8ak pro délky a, b, ¢ stran uvazovaného trojiuhelniku ABC plati
také a® + b% = ¢, coz znamena, 7e f2 = c2, resp. |DE| = f = ¢ = |AB|.

Oba trojuhelniky ABC' a DEF jsou tedy podle véty sss shodné, a proto
je také trojuhelnik ABC pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C.

Literatura

[1] Chodorovd, M., Svréek, J.: K zakladnim vétam o pravothlém trojuhelniku.
MFTI, ro¢. 31 (2022), & 3, s. 161-167.

[2] Odvdrko, O., Kadlecek, J.: Matematika pro 7. ro¢nik zakladni skoly (3. vy-
dani). Prometheus, Praha, 2012.
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Konstrukce bez poucek

SARKA GERGELITSOVA - TOMAS HOLAN
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Jednim z typua tuloh, které v geometrii feSime, jsou konstrukéni ulohy.
Ve skole to jsou zejména tlohy feSené pravitkem a kruzitkem, tedy tlohy
planimetrické, eukleidovské. S pomoci didaktického softwaru muzeme ale
Tesit i dlohy prostorové. Jednu takovou sadu tloh v élanku ukézeme.

Konstrukéni tlohy v prostoru

Konstrukéni trojrozmérné tlohy v ucebnicich stereometrie nebyvaji,
prestoze by mohly studenty zaujmout a pfispét k jejich motivaci. Né-
které konstrukéni dlohy miizeme diky znalosti zobrazovacich metod fe-
Sit pfi deskriptivni geometrii pomoci pravitka a kruzitka. Okruh studenta
schopnych tyto tlohy vyftesit ale miZzeme snadno rozsitit tim, ze k feSeni
vyuzijeme vhodny didakticky software. Konstrukece (a obrazky) v tomto
textu jsou vytvorené v GeoGebie.

1. Jeden typ konstrukce mnohostént

Zadani: Sestrojte pravidelny mnohostén o daném poctu stén, je-li ddna

jeho hlavni télesovd whlopficka (tj. whlopricka, kterd spojuje dvojici proti-
lehlgch vrcholi télesa).

Pozndmka. V pravidelném ¢étytsténu télesova tthlopficka neexistuje. Proto
v tomto pfipadé upravime formulaci zadani a budeme hledat pravidelny
¢tyistén ABCD dany pramérem jemu opsané kulové plochy, ktery pro-
chéazi danym vrcholem A hledaného mnohosténu.

Télesovou thlopiitkou (¢i pramérem opsané kulové plochy prochéze-
jicim vrcholem) bude hledany mnohostén uréen jednozna¢né aZ na oto-
eni kolem dané pifmky. Ulohu budeme povazovat za vyfesenou po sestro-
jeni libovolné stény pozadovaného pravidelného n-tthelniku, protoze dalsi
vrcholy sestrojime na opsané kulové plose pomoci shodnosti trojihelniki.

Regeni zobrazime v trojrozmérném nahledu. Za konstrukéni kroky bu-
deme povazovat takové trojrozmérné konstrukce zvoleného softwaru, které
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jsou obdobou rovinnych rysovacich nastroju:

— sestrojeni kolmice a rovnobézky v roving,

— sestrojeni kolmé a rovnobézné roviny,

— sestrojeni kulové plochy s danym stfedem a prochézejici danym bodem.
Kromé téchto nastroji pouzijeme pro piehlednost celé konstrukee (jako

jeden krok) i pfimy néastroj, ktery ma GeoGebra mezi zédkladnimi pitkazy:

konstrukci pravidelného trojuhelniku, ¢tverce ¢i pétithelniku v roviné. To

proto, abychom zabrénili pfeplnéni trojrozmérné scény eukleidovskymi po-

stupy.

jeme zadné pokrocilé znalosti z trojrozmérné geometrie, postaci vSimnout
si téch spravnych vztaha.
Podivejme se na danou tlohu ve v8ech péti pripadech.

A A A A «
A’ AI A’ AI AI

Obr. 1 Pétice pravidelnych mnohostént s vyznacenymi kruznicemi, na nichz lezi
vrcholy télesa

A A A A A
A A A A o
Obr. 2 Pohled kolmo na zadanou pfimku AA’
Nelze si nev8imnout, Ze zbyvajici vrcholy mnohosténu (kromé danych

bodu A, A’) lezi symetricky na kruZnicich v rovinach kolmych k dané
primce. Pokud dokazeme urcit, v jakém poméru déli roviny kruZnic danou
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usecku AA’, bude uloha vyfesena: Sestrojime jednu kruznici, na ni zvolime
vrchol mnohosténu a sestrojime patfi¢ny n-thelnik jedné stény.

Ulohu postupné vyfesime pro jednotlivé mnohostény. Za¢neme nejsnazsi
tlohou.

1.1. Pravidelny osmistén

Zbyvajici 4 vrcholy pravidelného osmisténu lezi ve vrcholech ¢tverce na
kruznici, kterd je prisecnici opsané kulové plochy a roviny soumérnosti
usecky AA’. Tim jsme ziskali vSechny vrcholy télesa.

1.2. Pravidelny c¢tyrstén
K vyfeseni tlohy pomuze uvédomit si, Ze stied opsané kulové plochy

My

zobecnénim pojmu t8zisté od trojuhelniku v roviné ke étytsténu v prostoru.
MiZeme pfedem vyzkoumat (nebo odhadnout) jeho polohu: lezi ve ¢tvrting
téZnice.

Tento poznatek staci k vyfeSeni ulohy: Zbyvajici vrcholy pravidelného
Gtytrsténu lezi ve vrcholech rovnostranného trojihelniku. Vyska na tuto
sténu splyva v pravidelném ¢&tyfsténu s téznici, ktera prochazi tézistém
télesa (a tedy i opsané kulové plochy) i t&zistém stény. Primér AA’ kulové
plochy je proto bodem S = T a patou vysky na sténu BC'D délen v poméru

3:1:2. Rovina hledané stény déli asecku AA’ v poméru 2 : 1.

1.3. Krychle

Zbyvajicich Sest vrcholi krychle tvofi vrcholy dvou rovnostrannych troj-
thelnikt v rovinach kolmych k dané télesové thlopiic¢ce. Uréime, v jakém
poméru déli tyto roviny danou uhlopiicku.

Vime, ze kazda hrana krychle patii do jednoho ze t¥i smért. VSechny
hrany krychle sviraji s télesovou thlopfickou stejny thel, jejich kolmy pri-
mét na dhlopficku je tedy shodny, a tudiz rovina, v niz lezi vrcholy hran
vychéazejicich z daného vrcholu A, je kolma k dané uhlopricce AA’ a déli
ji na tretiny.

Zvolime libovolny vrchol na kruznici, kterd je priiseénici této roviny
s opsanou kulovou plochou a v roviné sestrojime rovnostranny trojuhel-
nik. Zbylé t¥i vrcholy jsou stfedové soumérné s pravé sestrojenymi vrcholy
podle stiedu krychle (opsané kulové plochy).
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Obr. 3 Roviny vedené vrcholy krychle déli télesovou uhlopficku na t¥etiny

1.4. Pravidelny dvanactistén

Zédny z postupt, ktery jsme vidéli v predeslych konstrukcich, tento-
krat nemiizeme pouzit. Hrany pravidelného dvanactisténu sviraji s danou
uhlopfickou zjevné rizné thly a ve ¢tyfech po dvou soumérnych rovinach
kolmych k dané uhlopiicce lezi jednak trojice, jednak Sestice dalsich vr-

cholu télesa. Navod k feSeni davaji stény télesa — pravidelné pétithelniky.

Obr. 4 Dva pohledy na sousedni pétithelnikové stény pravidelného dvanacti-
sténu

Poméry, v nichz déli zminéné roviny danou télesovou thlopficku, jsou
uréeny poméry vzdalenosti v jednotlivych pétithelnicich stén:

Pomeér 1: Pomér vzdalenosti thlopiicky BE od vrcholu A a vzdalenosti
strany CD od vrcholu A v pétichelniku ABCDE (tj. |AP| : |AQ|
na obr. 5) je shodny s pomérem priméti téchto vzdalenosti na ihlo-
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pricku AA’, tedy s pomérem vzdalenosti prislusnych kolmych rovin od
vrcholu A.

Pomér 2: Podobné pomér vzdalenosti ithlopiicky DF od vrcholu E a vzda-
lenosti strany HG od vrcholu E' v pétitthelniku EFGHD (tj. |ER| : |ES|
na obr. 5) je shodny s pomérem priméti téchto vzdalenosti na dhlo-
pricku AA’, tedy s pomérem vzdalenosti rovin kruznic ki, ko (obr. 4)
ku vzdalenosti rovin kruznic k1, k3.

A N

o

Obr. 5 Poméry délek v pétitihelnicich a konstrukce bodt na piimce AA’ vyuzitim
podobnosti

Oba poméry jsou analogické poméry vzdalenosti v pravidelném péti-
uhelniku, jsou si tedy rovny. Pfi znaeni podle obr. 4 tedy také plati:
|AN|: |[NM|=|NM]|: |ML|.

Pomér |AP| : |PQ| vzdélenosti v pravidelném pétighelniku (obr. 5) je
znamy pomér zlatého fezu. Pokud s nim nejsme obeznameni (coZ by bylo
jisté 8koda), pro dalsi postup konstrukce to nevadi, postupné poméry se-
strojime pomoci pravidelného pétithelniku (pro jehoz konstrukei ma Geo-
Gebra pfimy nastroj) opakovang, byt zbyte¢né krkolomné. Z vlastnosti
zlatého Tezu ale vime, Zze |AP| : |PQ| = |PQ| : |AQ| a konstrukci rychle
dokonéime. Danou tthlop#i¢ku rozdélime v uréeném poméru pomoci podob-
nosti. Diky soumérnosti podle jejiho stfedu S staci sestrojit body K, L.
Na obr. 5 jsme ve vhodné roving (zde v roviné kolmé k AA’) prochazejici
danym bodem A’ sestrojili pomoci konstrukei v pravidelném pétithelniku
body K’, L', M’, pro které plati |A'K’| : |[K'L'| = |[K'L'| : |[A'L| =
= |K'L'| : |L’M'|. Podobnosti, v niz stfedu S’ usecky L'M’ odpovida
stfed S télesa, jsme pak sestrojili body K, L. Dale sestrojime bodem K
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rovinu kolmou k AA’, kruznici, ktera je jeji priisecnici s opsanou kulovou
plochou, a na ni zvolime vrchol dvanactisténu.

Vidime, Ze z rovnosti uvedenych pomérta vzdalenosti v pétithelnicich
stén a z vlastnosti zlatého fezu plyne |KL| : |A'L| = |KL| : |LM]|, tedy
|A'L| = |LM|. Symetricky dle stiedu S také |LM| = |MA|. Proto body
L, M — a tedy roviny, na nichz lezi Sestice vrcholu télesa — déli télesovou
ahlopficku AA’ na tietiny.

Pro dalsi postup konstrukce vrcholu télesa se nabizi nékolik néstroji:
pfimé konstrukce pétitthelniku v uréené roviné ¢ postupné sestrojovani
dalsich vrcholu télesa jednak otacenim jiZz sestrojenych vrchold, jednak
vynésenim délek (pomoci kulovych ploch nebo kruZnic v rovinach stén
t&lesa).

1.5. Pravidelny dvacetistén

Stény pravidelného dvacetisténu jsou rovnostranné trojuhelniky. Zda se
tedy, ze opét zadny z dfive pouzitych postupi nedava navod, jak téleso
sestrojit. Zbyvajici vrcholy télesa lezi symetricky ve dvou rovinach kolmych
k dhlopf¥icee, jejich vzdalenosti ale nezndme a trojuhelniky stén lez{ mezi
témito rovinami.

Po chvili pozorovani vsak i zde najdeme pravidelné pétituhelniky. Nejsou
to stény, ale rezy télesa rovinami vedenymi jeho vrcholy tak, Ze odfezavaji
jeden vrchol. Na obr. 6 vidime dva takové navazujici pétithelniky ABCDE
a A'DEFG. Diky nim odvodime, Ze poméry, v nichZ kolmé roviny vedené
vrcholy déli danou thlopiicku (priseéiky K, L na obr. 7), opét vycha-
zeji z poméru zlatého Fezu mezi vzdélenostmi v pravidelném pétiahel-
niku. Ze shodnosti pétithelnikat ABCDE, AADEFG plyne |A'K|: |[KL| =
=|KL|:|AL|l=|AL|: |KL|.

Obr. 6 T¥i pohledy na sousedici pétithelnikové fezy v pravidelném dvacetisténu
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Pii konstrukci opét muzeme vyuzit toho, ze stfed dané uhlopficky je
stfedem hledané asecky K L a podobnosti sestrojit pouze bod K (obr. 7).
Vzhledem k vySe uvedené konstrukci vrcholt pravidelného dvanactithel-
niku tedy povazujme dalsi postup konstrukce za zfejmy.

Obr. 7 Poloha pruse¢ika K, L s rovinami vrcholi a konstrukce bodu K

1.6. Poznamka ke krychli

Konstrukei krychle mtzeme oduvodnit také pomoci souvisejicich stén:
Kazdé z rovin prochézejicich dalsimi vrcholy kolmo k dané thlopfic¢ce pili
Ctverce t¥i stén se spoletnym vrcholem (obr. 8). Mezi rovinami pak lezi
zbyvajici poloviny vSech Sesti stén krychle. Roviny tedy protinaji télesovou

thlopficku v jedné tietiné.

2. Zavér — radost z objevovani

2.1. Jedna davna uloha

Vétime, ze odbocka od obvyklych stereometrickych témat ke konstrukéni
tloze muze byt pro studenty osvézenim a pomuze upevnit piredstavu o pro-
storovych vztazich. Nejde jisté o nové dlohy, takové dlohy fesili stfedosko-
laci uz za Rakousko-Uherska a dnes by s jejich feSenim nejspis méli potize.
Po vyfFeseni ulohy s krychli studenti ale jisté (a snad i rychle) vyfesi ulohu,
kterou do [1] poslal pan ucitel Frantisek Jirsak z Dobfenic (zadani jsme
preformulovali do soucasné Gestiny, origindlni znéni najde ¢tenar v [1]):
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Obr. 8 Roviny vedené vrcholy pili stény krychle

Do krychle vepiseme dvé télesa:

a) kolmy vdlec, jehoZ osa splyvd s télesovou uhlopFickou krychle a jehoZ
kruhové hrany podstav se dotykaji kazZdd tii stén krychle v jejich stiedech;

b) dvojkuZel, jenz md vrcholy v krajnich bodech télesové whlopiicky a
jehoZ kruhovd podstavnd hrana se dotykd vsech Sesti hran krychle. Urcete
pomeér objemu vdlce a dvojkuZele.

[Reseni je ve 3. &sle téhoz roéniku [2].]

2.2. Dvanactistén a krychle — dalsi vztahy

P1i konstrukei krychle i pravidelného dvanactisténu jsme zjistili, Ze ro-
viny obsahujici dalsi vrcholy télesa déli danou télesovou thlopficku na
tretiny.

Dokazete ,,vepsat® krychli do pravidelného dvanactisténu?

A téz8i uloha: Zkuste ,,opsat® dané krychli pravidelny dvanactistén se
spole¢nou opsanou kulovou plochou.

2.3. Dalsi konstrukéni dlohy

V systému GeoTest [4] je pFipraveno asi 100 prostorovych konstrukénich
tloh rizné obtiznosti, které mohou studenti fesit samostatné, bez podpory
ucitele, protoze systém automaticky vyhodnoti spravnost provedeného re-
Seni. Spole¢né feSeni a objevovani prostorovych vztahii ve skole pfi hodiné
ale asi bude pro studenty zajimavéjsi a bude je k TeSeni vice motivovat.
Zejména, pokud jde o ulohy, k jejichz vyfeSeni staci jen pozorovat a vSimat
si uziteénych vztahi.
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O jisté netrivialni mnoziné bodu
V TovIne

LENKA JUKLOVA - JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem tohoto prispévku je zkouméni jedné netrividlni mnoziny bodu
v roving, kterou je mnoZina téZist vSech rovnostrannych trojahelniki ve-
psanych do daného ¢tverce tak, Ze vSechny tf¥i vrcholy kazdého z téchto
rovnostrannych trojuhelniki lezi na hranici daného ¢tverce.

Podnét k Feseni uvedeného problému vzesel z praktické ukazky T. Cheh-
larové z Bulharské akademie véd, ktera prezentovala vysledky projektu
,Integrace manipulativnich digitalnich prostfedkt do vyuky matematiky*
na workshopu Innovative Mathematics Learning Software for Migrant Stu-
dents, kterou porddala v fijnu 2019 Univerzita Konstantina Filozofa v Nitfe,
viz [1].

Snadno je vidét, ze pro fixovanou polohu bodu K na hranici daného
¢tverce ABCD sestrojime zbyvajici dva vrcholy K, L hledaného rovno-
stranného trojuhelniku K LM uzitim oto¢eni R(K, +60°), v némz obrazem
vrcholu L je bod M (M # K), ktery ziskame jako priise¢ik hranice obrazu
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A'B'C'D’ ¢tverce ABCD v tomto otoceni s hranici ¢tverce ABCD. Bod
L je pak obrazem nalezeného bodu M v otoceni R'(K, —60°).

Uvazujme nyni bod K na strané AB ¢tverce ABCD tak, ze vrcholy L,
M rovnostranného trojihelniku K LM lezi po fadé na stranach BC, DA.
Stied jeho strany LM ozna¢ime S (obr. 1).

D C
]
M S
> [
A K B
Obr. 1

Vzhledem k tomu, Ze
|[AKAM|+ X KSM| = |<BKS|+ |<BLS| =2-90° = 180°,
jsou oba ¢tyituhelniky AKSM a BKSL tétivové. Plati tedy
|[XSAM| = | SKM|=30°=|xSKL|=|xSBL|,
tudiz
|XABS| = |[xBAS| = | ASB| = 60°,

tj. trojuhelnik ABS je rovnostranny. Bod S je tedy pro vSechny piipustné
(takto uvazované) polohy bodi K, L, M leZicich po fadé na stranach AB,
BC, DA uréen jednoznac¢né jako tieti vrchol rovnostranného trojuhelniku
ABS (obr. 1).

Ozna¢me a délku strany ¢tverce ABC'D a uvazujme dale zménu polohy
bodu K na tuseéce AB tak, aby body L, M lezely po fadé na useckach
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BC, DA. S ohledem na symetrii ¢tverce ABCD podle osy jeho strany
AB staci sledovat zménu polohy bodu K od stiedu strany AB smérem
k vrcholu A (obr. 1). V tomto pfipadé se (v zavislosti na popsané zméné
polohy bodu K') méni i poloha bodua L a M tak, Zze bod M se , pohybuje*
na strané AD smérem k vrcholu D a bod L se souCasné ,pohybuje” na
strané BC' smérem k vrcholu B. V meznim piipadé pak M = D (obr. 2).
Zde ur¢ime velikost odpovidajiciho thlu ADK. Bod A’ je obrazem bodu A
v otoceni S = (D, 4+60°), tj. trojuahelnik AA’D je rovnostranny a A’ € oap,
kde o4p je osa strany AD.

M =D C

Obr. 2
Dale plati:
(i) AAKD =2 ANA'LD (otoceni S),
(ii) AA'LD = ACLD (Ssu).
Plati tedy |[XCDA’| = 30°, tj.

1
S ADK| =& A'DL| = |$CDL| = 3 - 30° = 15°,

a proto |AK| = |AL'| = |CL| = atg15°.

S ohledem na symetrii ¢tverce ABCD podle os jeho stran a uzitim
principu cyklické zamény vidime, Ze kazdou stranu ¢tverce ABC' D muzeme
tedy rozdélit (symetricky vzhledem k jejimu stfedu) na tii tseky, pfi¢em?
oba krajni (shodné) tseky maji délku a tg15°, tj. plati

|AA,| = |ByB| = |BBy| = ... = | A,A| = atg 15°,
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a prostfedni usek téze strany ma délku (1 — 2tg 15°)a, tj. plati (obr. 3)

|A1Bs| = |B1Cs| = |C1 D3| = |D1As| = (1 —2tg15%)a.

D Dy Cy C

P

A Ay K B, B

Obr. 3

Dale je zfejmé, ze pokud néktery z vrchold rovnostranného trojihelniku
K LM lezi na prostfednim tseku jedné ze stran ¢tverce ABCD, lezi oba
zbyvajici vrcholy (po jednom) na vzdalengjsich kratsich asecich piilehlych
(sousednich) stran k této strang.

Oznaéime-li napt. K ten z vrchold rovnostranného trojihelniku K LM,
ktery se pohybuje po prostfednim tseku A;Bs strany AB uvaZzovaného
¢tverce ABCD (obr. 3), je (na zakladé vySe uvedené uvahy) st¥ed S jeho
strany LM pro v8echny polohy bodu K identicky.

Ny

je obrazem vrcholu K ve stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem %
Pohybuje-li se bod K na tseéce A By (na strané AB ¢tverce), obr. 3, pak
usetka HG, ktera je obrazem tsecky A;Bs ve stejnolehlosti se stiedem S
a koeficientem % je mnoZinou t&Zist vSech rovnostrannych trojihelnika
K LM, které spliiuji podminky tlohy a jeden jejich vrchol lezi na tsecce
AlBQ.

Analogicky, pohybuje-li se vrchol K po prostfednich tsecich B;Cy,

C1 D3y, D1 As (po tadé) stran BC, CD, DA, ¢tverce (obr. 3 a obr. 4), zis-
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vy

kédme mnozinu t&zist v8ech vepsanych rovnostrannych trojuhelnika K LM.
Touto mnozinou je ¢tverec EFGH . Strany ¢tverce EFGH jsou obrazy pro-
stfednich tseki kazdé strany ¢tverce ABC'D ve vySe popsanych Ctyfech
stejnolehlostech (jejich st¥edy jsou postupné body S; = S, Sa, S3, S4,
koeficienty %, obr. 4). Kazdy vrchol ¢tverce EFGH je obrazem bodi ve
dvou ruznych stejnolehlostech, nap¥. bod H je obrazem bodu A; ve stej-
nolehlosti se stfedem S; a soucasné obrazem bodu C5 ve stejnolehlosti se
stfedem Ss.

D Dy (&5 C
M
L
Dl v 02
........... ° Sy
Ao ."'-_ ........ By
58
A Ay K B, B
Obr. 4

Naopak také plati: Ke kazdému bodu hranice ¢tverce EFGH najdeme
(obracenim nazna¢eného postupu) odpovidajici trojuhelnik K LM spliu-
jici podminky tlohy.

v

ZAVER: MnoZinou t&zist vSech rovnostrannych trojthelnika K LM ve-
psanych do daného ¢tverce ABCD tak, Ze vSechny t¥i vrcholy kazdého
z téchto rovnostrannych trojihelnfkt lez{ na hranici daného Cétverce, je
hranice ¢tverce EFGH, viz obr. 4.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 30. 6. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi uvetejnime.
Uloha 283

Urcete nejmensi prirozené ¢islo n, které dava soucasné pii déleni tfemi
zbytek 2, pri déleni ¢tyfmi zbytek 3, pii déleni péti zbytek 4 a pri déleni
¢islem 2023 zbytek 1. Jaroslav Svréek

Uloha 284
Jsou déany dva rtzné body A, B a pfimka p rovnobé&zné s tseckou AB.

Na pifimce p najdéte vS8echny body C, pro které je hodnota soucinu
|AC| - |BC| co nejmensi. Pavel Caldbek

Dale uvadime feSeni uloh 279 a 280, jejichz zadani jsme zvefejnili ve tie-
tim ¢isle lonského (32.) roéniku naseho Casopisu.

Uloha 279
Dokazte, ze pro vSechna redlna ¢isla a > 1, b > 2, ¢ > 1, d > 2 plati
nerovnost

a2 142V —4+4V2 —1+2V2 -4 < (a+ )b+ d)

a uréete, pro které hodnoty pf¥irozenych &isel a2, b2, ¢?, d? nastane rovnost.
Jaroslav Zhouf

Reseni. Nejprve dokdzeme nerovnost

2v/a2 — 1+ /b2 — 4 < ab. (1)

Obé strany této nerovnosti jsou nezéporna éisla, tato nerovnost je tak
ekvivalentni nerovnosti mezi jejich druhymi mocninami

4(a® — 1) +4+/(a® — 1)(b% — 4) + b* — 4 < a®b?,

neboli po tpraveé

4/ (a2 = 1)(12 — 4) < (a®* = 1)(b* — 4) + 4.
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Odtud snadno vidime, Ze tato nerovnost je ekvivalentni s platnou nerov-
nosti

0< (V@ =1 —14) —2)%,
pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz
(@ =1 —4)=4=1-4=2-2=4-1, (2)

kde vpravo jsou vSechny rozklady ¢isla 4 na sou¢in dvou prirozenych &isel.
Pro piirozena &isla a? > 1, b2 > 4 tak rovnost nastane, pravé kdyz

(a®,0%) € {(2,8),(3,6),(5,5) }. (3)
Podobnym zpisobem jako nerovnost (1) dokadZeme i nerovnosti
Vb2 — 4422 —1 < be,
2v/e2 — 14+ /d2 —4<cd,
Vd2 —4+2\/c2 1< da.

Se¢tenim nerovnosti (1) a téchto t¥i nerovnosti jiz dostaneme dokazovanou
nerovnost

4a2 —14+2V02 —4+4/c2 —14+2/d2 -4 <
< ab+bc+ cd+da = (a+c)(b+d).

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz nastane ve v8ech ¢tyfech uvazovanych
nerovnostech, tedy pravé kdyz 4 = (a? — 1)(b* —4) = (b —4)(c* — 1) =
= (¢ = 1)(d® — 4) = (d* — 4)(a®? — 1). Odtud jiz snadno dostaneme, 7e
vzhledem k podminkdam tlohy nutné plati ¢ = a, d = b. Aby vSechny
pozadované druhé mocniny byly pfirozenymi &isly, musi dale platit (3).

Pozndmka 1. Nerovnost (1) miizeme interpretovat i geometricky. Uvazujme
trojuhelnik ABC' s tuhly pfi vrcholech A a B o velikostech nejvyse 90°.
Ozna¢me D patu jeho vysky z vrcholu C a predpokladejme, ze |BC| = 2a,
|AC| = b a |DC| = 2 (takovy (piipadné degenerovany) trojuhelnik vzhle-
dem k podminkdm a > 1, b > 2 jisté existuje). Podle Pythagorovy véty
snadno dopoéteme |BD| = 2v/a? — 1, |AD| = vb? — 4.

C

2a L b
2

B 2Va2—1 DVi2—4 A
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Z dvojiho vyjadienim obsahu trojuhelniku ABC' a omezenosti funkce
sinus plati

2/a? — 14 /b2 —4=1|BA|-|CD| =

= 1|BC| - |AC|sin | BCA| = absin X BCA| < ab.

Rovnost nastane, pravé kdyz trojihelnik ABC je pravouhly s pravym
thlem pii vrcholu C| coz je podle obracené véty k Eukleidové vété o vysce
ekvivalentni podmince (2).

Pozndmka 2. Regitelé s vesmés vSemi netiplnymi FeSenimi spravné doka-
zali nerovnost pro realna ¢&isla, neuvédomili si vSak, ze maji také hledat
pFirozend C&isla, pro kterd nastava rovnost.

Spravné feSeni zaslali Anastasia Bredikhina, Michal Janik a Samuel
Rosiar, viichni z GJK v Praze 6, Tereza Cernd z G v Praze 9, LitoméFicka,
Lenka Poljakovd z GJS v Prerove, Jakub Stepo z G v Kladne a Ondiej
Trinkewitz z G a SPSE ve Frenstaté pod Radhogtém.

Netiplna fesent zaslali Adam Cervenka, Martin Dufek, Alena Jandckovd,
Jakub Kondrek, Lukds Kycl, gtépcin Mikéska, Petr Slonek a Filip Smisek,
vsichni z G v Brng, t¥. Kpt. Jarose, Erik Jezek ze SSPS a G v Praze 5,
Jan Sliva z MG v Praze 6 a Lukd$ Wendzel z G a SPSEI ve Frenstate
p- Radhostém.

Uloha 280

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r(z?+1) = y3 +1,
y(y? +1) = 22 +1,

2(2241) = 23 + 1. 3
Jaroslav Svrcek
Regent. Obé funkee f(z) = z(z2 +1) = 23 + 2 a g(z) = 3 +1 jsou zFejmé
rostouci, jelikoZ tuto vlastnost maji obé funkce y = 2% a y = =.
Predpokladejme, ze dané soustava mé FesSeni z, y, z. Jelikoz se jedné
o cyklickou soustavu rovnic, miiZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
7e ¢islo x je nejvétsi, tedy ¢ = max{xz,y, z}. Jelikoz funkce f je rostouci,
plati tak

f(z) = g(y) = max{f(z) = g(v), fy) = 9(2), f(2) = g(z)}.
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Funkce g je ov8em rostouci, proto y = max{x, y, z}. Podobnym zptasobem
pak dokdzeme, Ze i z = max{z,y, z}. Proto nutné plati x = y = z a
dosazenim do libovolné rovnice dané soustavy dostaneme jeji jediné feSeni
r=y=z=1.

Jiné teseni. Pokud by se néktera neznamé, bez ijmy na obecnosti napii-
klad z, rovnala 0, z prvni rovnice dané soustavy by platilo y = —1. Dosaze-
nim do druhé rovnice pak dostavame z = — /3. Jelikoz —3— V3 <0< 1,
dostavame spor se tieti rovnici dané soustavy, proto zyz # 0. Odtud oviem

2 47 — 4
Uzitim vzorce pro rozdil tfetich mocnin dostavame, Ze soustava je ekvi-
valentni se soustavou

2
1 3 3
;v2+xy+y2:(x+y> + Sy > "y? > 0.

(- y)@® +ay+y*) =1-uz,

(y— )y +yz+2°) =1y,
(z—2)(P+zx+2%)=1-=z

Podobné jako v prvnim odstavci ukdzeme, Ze druhé ¢initele na levych
stranach rovnic jsou kladné. Dand soustava rovnic mé zfejmé TFeSeni
z =y = z = 1. Predpokladejme, Ze mé i jiné feSeni, potom alespon
jedna jeho slozka, bez jmy na obecnosti z, je rtizna od 1. Pokud = > 1,
z prvni rovnice upravené soustavy plyne x —y < 0, tedy y > = > 1. Ze
druhé rovnice pak y — z < 0, tedy z >y > x > 1, coz je ve sporu se tieti
rovnici. Podobné dovedeme ke sporu i pfipad x < 1, proto dana soustava
ma jediné feseni x =y =z = 1.

Spravna teSeni zaslali Karol GajdoS z Trnavy, Anastasia Bredikhina,
Michal Janik a Samuel Rosiar, vichni z GJK v Praze 6, Tereza Cernd
z G v Praze 9, Litomé&¥icka, Adam (jervenk‘a, Martin Dufek, Anna Hronovd,
Alena Jandckovd, Jakub Kofidrek, Lukds Kycl, gtépdn Mikéska, Petr Slonek
a Filip Smisek, vsichni z G v Brng, t¥. Kpt. Jaroge, Erik Jezek ze SSPS
a G v Praze 5, Lenka Poljakovd z GJS v Prerovs. Pavla Sankotovd z G
v Plzni, Mikul4sské nam. a Jan Sliva z MG v Praze 6, Jakub Stepo z G
v Kladng. Ondrej Trinkewitz z G a SPSE ve Frenstats pod Radhostém
a Lukds Wendzel z G a SPSEI ve Frenstats p- Radhostém.

Netplné feSeni zaslali Frantisek Jdchim z Volyné a Jachym Kouba z GJS
v Pferoveé.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Napéti naprazdno
fotovoltaického ¢lanku
v zavislostl na intenzité ozareni

JIRI KOS - MICHAELA KRIZOVA

Prirodovédecka fakulta, Univerzita Hradec Kralové

Moderni technologie se ¢im dal vice uplatiiuji ve vyuce na zakladnich
i stfednich skolach. BéZnou soucasti vyuky jsou pocitace, projektory, in-
teraktivni tabule, mobilni telefony, ..., nicméné vyvoj tohoto odvétvi je
natolik rychly, ze vySe uvedené technologie nepostacuji k tomu, aby byl
absolvent naseho Skolstvi skute¢né dobfe vybaven potfebnymi kompeten-
cemi. Proto je velmi dilezité zaktim poskytnout moznost s technologiemi
aktivné pracovat. Snazili jsme se navrhnout nékolik naméta na dlohy, které
si mohou Zaci samostatné v rdmci vyuky fyziky promérit, data zpracovat
a ufinit zavéry svych méfeni. Vyuzili jsme 3D tiskidrnu, senzory Vernier,
robotickou stavebnici VEX IQ i jednodeskovy pocita¢ Arduino. Vegkeré
naméty jsou podrobné zpracovany v diplomové praci [1]. U kazdé takto
pripravené tlohy je uvedena teoreticka ¢ast, kterou si Zaci prostuduji pred
laboratorn{ ulohou, poté zadani vlastni laboratorni prace (tikol, pomticky,
podrobny postup) a mozné vysledky méfeni. Nedilnou soucasti naméti
jsou metodické pokyny pro ucitele. Kazdy namét obsahuje pét ikon prezen-
tujicich avodni informace o ném (€ast fyziky, metody a formy vyuky...).
Schematické znacky, podrobné popisy a ilustra¢ni obrazky umoznuji lepsi
pochopeni zadéni prace. V neposledni fadé je uveden vycet a popis doda-
vanych materialii v€etné odkazti na konkrétni pfilohy vyse uvedené diplo-
mové prace.

Materialy byly postupné upravoviany tak, aby co nejvice odpovidaly

potfebam zakt. Byly vyzkouSeny v pedagogické praxi na vySSim stupni
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osmiletého gymnazia v rdmci dvouhodinovych laboratornich cviceni, ktera
se konaji jednou mésicné v kazdé tiidé daného ro¢niku. Jelikoz se tiidy
na cviceni déli do skupin, bylo mozné jednotlivé naméty do vyuky zafra-
dit opakované, a to v obménénych podobach dle pfipominek zaku, které
vyjadiili v nasledné reflexi cviceni.

V tomto ¢lanku bychom radi jako ukdzku naméta popsali laboratorni
cvi¢eni na téma ,,Urceni napéti naprazdno v zavislosti na intenzité oza-
feni“. K tomuto namétu vzniklo v ramci vySe uvedené diplomové préce
celkem sedm materidli — metodicky list pro ucitele a Sest piiloh. Vhle-
dem k rozsahu ¢lanku neni mozné zahrnout veskeré vytvorené podklady,
a tak zafazujeme pouze vybrané ukazky. Zajemci naleznou kompletni znéni
pravé v diplomové praci [1].

Metodické pokyny k namétu pro uditele

a) avodni informace

-—
-—
-
radiometrie . . . .

Obr. 1 TIkony ilustrujici ivodni informace k tloze [1]

b) popis namétu

Cilem namétu je proméfit zavislost napéti naprazdno na intenzité oza-
feni.
c) potfebné pomicky

Datalogger LabQuest 2, voltmetr Vernier, robotickd stavebnice VEX
1Q, improvizovany zdroj svétla Arduino, solarni panel upevnény k drzaku,
svinovaci metr.
d) vy&et materiali dodavanych k namétu

Teoretickd stat, pracovni list pro zéky, moZné feeni tlohy, navod pro
realizaci improvizovaného zdroje svétla a 3D vytisku stojanu solarniho
panelu, ndvod pro sestaveni robotické stavebnice VEX.
e) komentar autora

Uloha sestava z vétitho poctu méfeni, a tak je mozné ji realizovat ve
vétsich skupinkach zaku.
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Souéasti tlohy je préace s jednodeskovym pocita¢em Arduino. Pro sta-
noveni vysledki méfeni byl vyuzit odecet okamzZitych hodnot pfimo z da-
taloggeru. V ostatnich tlohach je zafazen i jiny zptsob.

Zaci jsou v protokolu vyzvani k tomu, aby zdroj svétla povazovali za bo-
dovy. Je vhodné s nimi prodiskutovat, pro¢ je toto zjednoduseni piipustné.
Byt se jedna o plosny zdroj, ikolem z&kid neni stanovovat jednotlivé radi-
ometrické veli¢iny, pouze zjistuji, zda se intenzita ozareni p¥i oddalovani
od zdroje snizuje. To plati pro bodové i plosné zdroje.

Ulohu by bylo mozné upravit tak, aby zaci neproméfovali pouze napéti
naprazdno, ale i celou voltampérovou charakteristiku. Na druhou stranu
se v8ak uz jedna o u¢ivo presahujici gymnazialni znalosti, a tak byla tloha
koncipovana do podoby, v jaké se aktualné nachézi.

Pro autorovo méfeni byl pouzit solarni panel o velikosti 6 cm X 8 cm,
jmenovitém napéti 3 V, maximalnim proudu 300 mA a vykonu 0,6 W.

Zadani laboratorni tlohy pro zaky
Teoreticka ¢ast (viz [2, 3, 4, 5, 6])

a) solarni baterie

Fotovoltaicky ¢lanek (fotoclanek) je polovodicova soucastka, ktera slouzi
k pfeméné energie dopadajiciho zafeni na energii elektrickou. Schématicka
znacka foto¢lanku je uvedena na obr. 2a.

a) b)
N\ S
& 9 ¢

Obr. 2 Schématickd znacka foto¢lanku a obvod pro uréeni napéti naprazdno
(pfevzato z [1], upraveno)

Jednotlivé foto¢lanky se lisi pribéhem své voltampérovou charakteris-
tiky (priklad charakteristiky je na obr. 3), pfi¢emZ tvar charakteristiky
ovliviiuji nejrizngjsi faktory (teplota, intenzita dopadajiciho svétla, ...).
Jednim z parametrii V-A charakteristiky je i napéti naprazdno (na obr. 3
oznageno jako Upc), coZ je napéti, pii kterém obvodem neprochéazi zadny

40 Matematika — fyzika — informatika 32 (1) 2023



elektricky proud. Aby obvodem neprochézel zZadny proud, je tieba, aby za-
pojeny spotiebi¢ mél nekoneéné velky odpor. Realizovat nekone¢né velky
odpor je samoziejmé nemozné, nicméné dost dobie tuto podminku spliuje
voltmetr, jelikoz vnitini odpory béZnych multimetra se pohybuji fadové
okolo 10 M€ (schéma takového obvodu pfedstavuje obr. 2b).

e
A A
ISC"

—» U
UGC V

Obr. 3 Piiklad voltampérové charakteristiky fotoélanku (prevzato ze [2], upra-
veno)

Fotoclanky pak za i¢elem zvySovéani elektromotorickych napéti a proudu
v obvodu spojujeme do tzv. solarnich baterii. Pod pojmem solarni baterie
tedy rozumime spojeni nékolika fotovoltaickych ¢lankd.

b) radiometrie

Svétlo je elektromagnetické zareni o vinovych délkach 390 nm az 760 nm.
Toto zareni prenasi do prostoru zafivou energii Qe. V radiometrii pak ale
pracujeme s dalsimi fyzikalnimi veli¢inami.

Jednou z téchto veli¢in je veli¢ina nesouci nazev zafivy tok ®e, kterd
predstavuje vykon zafivé energie, kterd prosla urcitou plochou za néjaky
¢asovy interval.

Zarivosti bodového zdroje Ie oznacujeme podil zafivého toku, ktery
zdroj vysila do malého prostorového uhlu AQ, a tohoto thlu, tj.

Ade

Ie= S (1)

Intenzitou ozafeni Fe rozumime podil zafivého toku, ktery dopada na
elementarni plochu AS, a této plochy. Pokud je plocha kolméa ke sméru
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Sifeni, pak

Ade
Ee = . 2
o= )
Mezi intenzitou ozéafeni a zéfivosti zdroje plati vztah
1
Fe = d—g cos a, (3)

kde a pfedstavuje tihel svirany dopadajicim zafenim a norméalou uvazované
plochy, d je pak vzdélenost zdroje a ozafované plochy. Vyznam jednotli-
vych veli¢in ilustruje obr. 4. U zdroju, jejichZ rozméry nejsou zanedbatelné

Obr. 4 K objasnéni n&kterych radiometrickych veli¢in prevzato ze [2], upraveno)

vici vzdalenosti, vySe uvedené vztahy neplati. Musime totiz na takovy
zdroj hledét jako na zdroj plosny.

Ukol

Pomoci sestavené soupravy stanovte zavislost velikosti napéti naprazdno
na rizné intenzité ozaieni.
Pomicky

Datalogger LabQuest 2, voltmetr Vernier, roboticka stavebnice VEX
1Q, improvizovany zdroj svétla Arduino, solarni panel upevnény k drzaku,
svinovaci{ metr.

Postup

1. Dle navodu sestavte za pomoci jednodeskového pocitac¢e Arduino im-
provizovany zdroj svétla s krytem vytisténym na 3D tiskarné (névod
tvoii pfilohy 25, 26 a 27 diplomové prace [1], na obr. 5 jsou uvedeny
vybrané snimky z tohoto navodu).

42 Matematika — fyzika — informatika 32 (1) 2023



Obr. 5 Vybrané snimky z navodu pro sestaveni improvizovaného zdroje svétla
(pfevzato z [1], upraveno)

2. S pomoci obrazkového navodu sestavte optickou lavici (vzdélenost po-
vrchu solarniho panelu od svitivych diod by méla byt 9,5 cm). Néavod
tvori prilohu 28 diplomové préce [1], na obr. 6 je uvedena finalni podoba
optické lavice.

Obr. 6 Pozadovana podoba optické lavice [1]

3. K vystuptim ze solarniho ¢lanku pfipojte voltmetr firmy Vernier (viz
obr. 7). Ten pak propojte s dataloggerem (vysledkem méfeni budou
pouze hodnoty napéti, a tak je odeteme piimo z displeje, nebudeme
potiebovat propojeni s poc¢itacem).
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10.

11.

44

Obr. 7 Pfipojeni voltmetru k dataloggeru (pfevzato z [1], upraveno)

Datalogger zapnéte a vyckejte, dokud nenabéhne jeho opera¢ni systém.
Zapojte improvizovany zdroj svétla do zasuvky.

Solarni panel zakryjte a provedte nulovani senzoru Vernier. Nulovani
provedete tak, Ze poklepate na ¢iselnou hodnotu napéti, ktera se pravé
ukazuje na displeji. Po poklepéni se objevi podokno moznosti, ve kterém
vyberete polozku Nulovat.

Odkryjte solarni panel.

Na improvizovaném zdroji stisknete prvni tlacitko, ¢imz rozsvitite dvé
fady diod. Na dataloggeru odectete hodnotu napéti naprazdno a po-
znamenejte si ji.

Postupné rozsvitte i dalsi fady diod (respektive zvySujte intenzitu ozé-
fenf), pokaZdé proméite napéti naprazdno a vhodné si jej poznamenejte.

Ponechte rozsvicené vsechny diody a postupné zvétsujte vzdalenost pa-
nelu od zdroje svétla o 6 cm, dokud nedojdete na konec optické lavice
(posunu o 6 cm odpovida posun o 5 zdifek na optické lavici). V kazdé
poloze opét stanovte hodnotu napéti.

Zpracujte vysledky méfeni:

e Okomentujte, jak se ménilo napéti naprazdno pfi zvySovani intenzity
ozafreni.
e Sestavte bodovy graf zavislosti napéti naprazdno na vzdélenosti so-

larniho panelu od improvizovaného zdroje svétla, namérené hodnoty
prolozte vhodnou regresni kiivkou.
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e Na zéakladé sestaveného grafu vyvodte, jak se méni intenzita ozareni
se zvySujici se vzdalenosti (zdroj svétla povaZzujte za bodovy — jedna
se o hrubé zjednoduseni, ale pro nage avahy je dostateéné).

12. Zformulujte zavér méreni.
Namérené hodnoty a jejich zpracovani, moZné interpretace vy-
sledki

Béhem méfeni ve vzdalenosti d = 9,5 cm solarntho panelu od zdroje
svétla byla pfi rozsviceni dvou fad svitivych diod stanovena hodnota napéti
naprazdno Uy = 1,063 V (viz obr. 8).

Re:
Casové zékladna
Frekvence:
10 vzorki/s
Trvéni:
CH 1: Napéti 18,0s

Obr. 8 Ukazka méFeni napéti naprazdno (pfevzato z [1], upraveno)

P1i rozsviceni dalsich dvou fad diod pak hodnota napéti vzrostla na
Urr = 1,187 V. V poslednim p¥ipadé byly v provozu veskeré diody, pricemz
hodnota napéti naprazdno byla rovna Ur;y = 1,258 V.

Ve druhé ¢asti ulohy byla pfi rozsviceni v8ech fad diod stanovena za-
vislost napéti naprazdno U na vzdélenosti d. Tuto zavislost predstavuje
tabulka 1.

V prvni ¢asti laboratorniho cviceni bylo uréeno, ze v zavislosti na zvy-
Sujici se intenzité ozareni roste napéti naprazdno. Proméfena zavislost ve
druhé ¢asti cviceni pak ukazuje, Ze s rostouci vzdalenosti klesa napéti na-
prazdno, z ¢ehoz lze usoudit, ze se zvySujici se vzdéalenosti klesa intenzita
ozareni.

Je nasnadé konstatovat, Ze vySe uvedené interpretace do jisté miry ne-
musi napliiovat ocekavani st¥edogkolské fyziky, nebot nevedou k ziskani
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funkéniho predpisu regresni funkce tak, jak byva v laboratornich cvice-
nich z fyziky zvykem. Pro zpracovani dat lze tedy uvazit uziti tabulkového
procesoru a pokusit se funkéni zavislost stanovit.

¢islo méfent 4 ﬂ %
cm A%

1 9,5 | 1,258

2 15,5 | 1,144

3 21,5 | 1,052

4 27,5 | 0,987

5 34,5 | 0,936

Tabulka 1 Zavislost napéti naprazdno U na vzdalenosti d [1]

Pr1i hledani regresni funkce samoziejmé plati, Ze naméfena data lze dost
dobfe prolozit polynomickou funkei dostate¢ného stupné (tak jako ve viech
dalsich fyzikalnich méfenich). V pfipadé nasich dat dokonce vyplyva, Ze
bychom mohli vyuZit polynom pouze druhého stupné (viz obr. 9a). Je vSak
otazkou, nakolik tato kfivka odpovida skuteéné zavislosti. Z nékterych
zdroju (napf. [7]) 1ze usuzovat, ze by zavislost méla byt logaritmicka (viz
obr. 9b). Hledani funk¢éniho pfedpisu muZe byt ur¢ité velmi zajimavym
problémem, o kterém lze s zaky v hodinach diskutovat, a tak rozsitit jejich
zkuSenosti s regresni analyzou.

a) b)
I=f(u) 1=f(U)
14 14
... ...
2 e S 12 i
. .._. . 1 L EN . o
> 08 ) > 08
506 ¥ =0,0003%2-0,0271x+ 1,486 S s y =-0,254In(x) + 1,832
04 04
02 0,2
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
d/em d/em

Obr. 9 Graf zavislosti napéti naprazdno U na vzdalenosti d (pfevzato z [1],
upraveno)
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Zaveér

Moderni technologie neoddiskutovatelné patii do vychovné-vzdélavaciho
systému 21. stoleti, a to i do fyzikalniho vzdélavani. Doufame, Ze si uvedena
uloha ziskala své Ctenafe a ze i motivovala nékteré vyucujici fyziky k tomu,
aby nahlédli do citované diplomové prace a nékteré moderni technologie
do svych hodin zkusili zafadit.
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Méreni magnetického dipolového
momentu (magnetizace)
permanentnich magneti

JIRI ERHART

Fakulta pfirodovédné-humanitni a pedagogicka, Technickd univerzita v Liberci

V ¢lanku jsou permanentni magnety symetrickych tvart pouzity pro
urceni remanentni magnetizace (magnetické polarizace) t¥i typta tvrdych
ferita (Ferit, FeNdB a SmCo magnety). Metoda je zaloZena na méFeni
pribéhu magnetické indukce na ose magnetu ve tvaru ¢tvercové desky a
valce, ktery se da analyticky odvodit jako soudin remanentni magnetické
indukce a tvarového faktoru zahrnujicitho rozméry magnetky a vzdalenost
od jejtho povrchu. Remanentni magneticka indukce se z namérenych dat
uré¢i fitovanim zéavislosti metodou linearni regrese.

Feromagnetické latky jevi spontanni usporadéani elementarnich magne-
tickych dipolovych momenti. Mezi takové latky patii napf. ¢isté kovy nikl
(Ni), zelezo (Fe) nebo kobalt (Co) a potom Fada slitin téchto kova — dnes
nejvice pouZzivané jsou barnaty nebo strontnaty ferit, neodymové (FeNdB),
samarium kobaltové (SmCo) a AINiCo magnety. Elementarni magnetické
dipoély v permanentnim magnetu se makroskopicky projevuji magnetickym
dipolovym momentem celého magnetu. Objemovou hustotu magnetického
dipdlového momentu charakterizuje magnetické polarizace latky, udavané
v jednotkéach tesla (T). Tyto elementarni dipolové momenty spontanné
existuji ve feromagnetické latce pod tzv. Curieovou teplotou, ktera proto
zdsadné omezuje teplotni rozsah jejich pouziti. Magnetickou polarizaci lze
urc¢ovat na zakladé odpudivé magnetické sily mezi magnetkami pravidel-
nych tvara (viz napf. [1] pro sily mezi valcovymi FeNdB magnety), nebo
na zakladé méfeni priabéhu magnetické indukce v okoli homogenné mag-
netizovanych magnetek symetrickych tvart.

Homogenné magnetizovana télesa permanentnich magnetti (tzv. tvr-
dych feritid) symetrickych tvart jako je valec nebo pravotihla deska maji
prubéhy magnetické indukce na ose symetrie, ktera je souc¢asné i smérem
magnetizace, vyjadFené pomoci analytickych vztahti. Podle [2] jsou tyto
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vztahy vzdy ve tvaru souinu remanentni indukce B, a bezrozmérného
tvarového faktoru f (kromé valce a desky jsou v [2] odvozeny vztahy také
pro prstenec a kouli):

Disk (vélec) — polomér R, vyska L, magnetizace ve sméru vysky L (viz
Gervena Sipka)

F 3
A 4

2R

Obr. 1 Homogenné magnetizovany valec se soufadnym systémem pro uréeni
magnetické indukce v jeho okoli (magnetizace viz ¢ervena Sipka)

B(z)=B.f(R,L,z), (1a)

fRLz) =1 2tk :

2R VRS

Pravouhla deska — rozméry 2a, 2b, 2¢, magnetizace ve sméru rozméru c:
B (Z) =B.f (aa b, c, Z) ) (2&)

1 ab
a,b,c,z) = — qarctg | ———en—-— | —
A ) W{ g(z\/22+a2+b2)

— arctg ab . (2b)

(2 + 2¢) \/(z+2c)2+a2+b2
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2b

Obr. 2 Homogenné magnetizované pravouhlé deska se soufadnym systémem pro
uréeni magnetické indukce v jejim okoli (magnetizace viz Gervena Sipka)

Soutadnice z se ve v8ech uvedenych vztazich méii od svrchni strany po-
vrchu magnetu na jeho ose z. Z hlediska méfeni je navic velmi vyhodné, Ze
je vektor magnetické indukce od symetrickych tvart permanentnich mag-
netd orientovan ve sméru osy symetrie v libovolné vzdalenosti od magnetu
a nemusi se tedy béhem méfeni ménit orientace Hallovy sondy.

Vzhledem ke struktufe vztahil (1) a (2) je mozné uréovat remanentni
indukci pomoci zméfeni magnetické indukce permanentniho magnetu ho-
mogenné magnetizovaného ve sméru osy symetrie. Hodnoty magnetické
indukce naméfené pomoci teslametru lze potom linearni regresi zpraco-
vat jako linearni zéavislost indukce B(z) na tvarovém faktoru f pro kon-
krétni tvar magnetu. Je v8ak tieba zajistit velmi pfesné méreni vzdalenosti
Hallovy sondy od povrchu magnetu, zvlasté pak v rozsahu malych vzda-
lenosti, kde se magnetickd indukce nejvyraznéji méni. Pro méfeni tedy
konstruujeme pripravek s tchylkomérem umoznujicim urceni vzdalenosti
po krocich o velikosti 0,05 mm, staéi s rozsahem do 20-30 mm. Pro pfesné
zpracovani priabéhu magnetické indukce v okoli magnetky a fit remanentni
indukce B, nezapomeneme pfipoc¢ist vzdalenost zp = 0,5 mm Hallova sen-
zoru od magnetky, danou tloustkou plastového pouzdra Hallovy sondy (viz
napft. [3]).

Pokud si budete chtit sestavit Hallovu sondu z dostupnych soucastek
sami, je mozné vyuzit ndvodu z publikace [4]. V obchodech s elektrosou-
¢astkami lze bézné zakoupit linedrni proporcionalni Halltiv senzor pro mé-
feni magnetického pole i dalsi potfebné soucastky.
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Postup méreni

Magnetky jsou upevnény v ochrannych plastovych obalech, kde maji
magnetické poly orientované stejnym smérem pro vSechny vzorky a neu-
mozhuji tak jejich ndhodné vzajemné pritdhnuti nebo mechanické posko-
zeni pfi manipulaci. Nepfiblizujeme vSak jednotlivé vzorky magnetek silou
k sobég, siln&jsi magnetické materialy (FeNdB) totiz mohou demagnetizovat
nebo premagnetizovat ty slabsi!

Do aparatury vlozime magnetku v ochranném plastovém pouzdie a pii-
pevnime Hallovu sondu na drzédk. V naSem piipadé byl pouzit teslametr
Extech MF100 s jednosmérnou pii¢nou Hallovou sondou, kterd je umis-
téna na konci plastového raménka. Pozice sondy je vyznac¢ena na raminku,
zevné je vidét plastovy obal Hallova senzoru, ktery senzor chrani pred
mechanickym poskozenim. Sonda méfi pouze slozku vektoru magnetické
indukce kolmou na sondu. Je t¥eba co nejpeclivéji umistit Hallovu sondu do
pozice na ose magnetky. Pouzity teslametr Extech MF100 m& dva méfici
rozsahy (0-300 mT s citlivosti 0,01 mT a 0-3000mT s citlivosti 0,1 mT),
presnost méreni je 5 % z odedtené hodnoty plus 10 jednotek v nejmensim
fadu odecitané hodnoty (tj. 5 % rdg + 10 dgt).

Obr. 3 Zafizeni pro upevnéni magnetky, pfipevnéni raminka Hallovy sondy, po-
suv vzorku nastavovacim Sroubem, tchylkomér pro méreni vzdalenosti a vzorky
magnetek v plastovych ochrannych obalech

Priblizime sondu s Hallovym senzorem na dotyk k magnetce tak, aby
rameno sondy bylo volné bez prohnuti, a na tchylkoméru nastavime nu-
lovou hodnotu — viz detail uspofadani drzaku na obr. 4. Mezi Hallovym
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senzorem a magnetkou je stale jesté vzdalenost dana tloustkou plasto-
vého pouzdra Hallovy sondy zp = 0,5 mm. Pokud by bylo raménko sondy
prohnuté (deformované), tak by se pfi vzdalovani magnetky upevnéné na
posuvu sonda stéile dotykala magnetky, neménila by se jejich vzajemné
vzdalenost, a tedy ani hodnota magnetické indukce.

-
(YR

Obr. 4 Detail upevnéni Hallovy sondy teslametru (vlevo) a magnetky v plasto-
vém ochranném obalu na posuvu pro méreni vzdélenosti magnetky od Hallovy
sondy uchylkomérem (vpravo)

Magnetka je pevné spojena s posuvem (v naSem piipadé jde o maly
mechanicky stole¢ek ptivodné uréeny pro upevnéni materialii pro obrabéci
stroje). Hodnota vzdalenosti magnetky od raminka sondy je odeéitana
pfes hrot tchylkoméru tlacici na pohyblivou Celist posuvu. Postupné tak
ménime vzdalenost Hallovy sondy od povrchu magnetky, odeéitame je-
jich vzajemnou vzdalenost z a na teslametru hodnotu magnetické indukce
B(z). Pro malé vzdalenosti postupujeme s jemné&jsim krokem, postupné
potom krok posuvu zvétSujeme tak, aby zmény indukce B(z) byly dobie
meéfitelné. Mechanicky posuv a tichylkomér maji vsak urcity ,,mrtvy chod“
a kviili jeho redukei tedy postupujeme vzdy jen jednim smérem posuvu
k vétsim vzdalenostem magnetky a sondy, nikdy se nevracime zpét. Do-
porucené kroky posuvu jsou uvedeny v néasledujici tabulce:

Rozsah posuvu / mm | Krok / mm
0,05-2,00 0,05
2,0-10,0 0,1

10-20 1
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Do grafu vynasime zavislost B(z) na bezrozmérném tvarovém faktoru f
pro dany tvar magnetu, linearni regresi stanovime hodnotu remanentni
indukce B, a jeji chybu. Nezapomeneme pouzit linearni regresi pro zavis-
lost prochézejici pocatkem souradného systému, tedy pro nulovou hodnotu
tvarového faktoru f je nulova hodnota magnetické indukce B(z). Uréenou
hodnotu magnetické polarizace porovname s hodnotou remanentni magne-
tické indukce pro rizné magnetické materialy magnetek udavané vyrobci
nebo dodavateli magnetek [5]:

FeNdB magnety — material N38, B, = (1,22-1,26) T,

SmCo magnety — material YXG-28, B, = (1,03-1,08) T,

Feritové magnety — material F30, B, = (0,37-0,40) T.

Priklad méreni

Pouzili jsme ¢tvercové magnety o rozmérech (10 mmx 10 mm) a riznych
tloustkach: 4 mm a 5 mm pro FeNdB magnety a 3 mm pro SmCo magnety.
Vilcové magnety mély vSechny primér 10 mm a tloustky 2 mm a 5 mm pro
FeNdB magnety, 4 mm pro SmCo magnety a 10 mm pro feritovy magnet.

Vsechny vzorky byly umistény v ochranném silonovém pouzdie valcového
tvaru.

Vysledky:

Ctvercové magnetky (obr. 5 a 6):
FeNdB, 10 mm x 10 mm X 5 mm, B, = 1111(7) mT;
FeNdB, 10 mm x 10 mm X 4 mm, B, = 1171(7) mT;
SmCo, 10 mm x 10 mm X 3 mm, B, = 910(3) mT.

Magnety ctverec Magnety valec

——FeNdB 10x10/5mm —_FeNdB ©10mm/2mm
——FeNdB 10x10/4mm 300

SmCo 10x10/3mm ——FeNdB g10mm/5mm
SmCo @10mm/4mm

Ferit @10mm/10mm

B/mT

0 5 10 15 20 [ 5 10 15 20
z/mm z/lmm

Obr. 5 Prubéhy magnetické indukce na ose ¢tvercovych a valcovych magnetek
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FeNdB 10x10mm/4mm

FeNdB 10x10mm/6mm

y = 1111.8x
250 R? = 0.9941 250
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300
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E

@ 450
100

50

y =1071.1x
R=0.9953

0.00 0.05 0.10 0.15
f(z+2,)

250

200

0

0.20 0.25 0.30 0.00 0.05 0.10

SmCo 10x10mm/3mm

0.15 0.20 0.25 0.30
f(z+2,)

y =910.99x
R*=0.9973

0.35

150

B/mT

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
flz+2,)
Obr. 6 Fitovani pribéht magnetické indukce na ose ¢tvercovych magnetek s ko-
rekci na tloustku zp pouzdra Hallovy sondy

Valcové magnetky (obr. 5 a 7):

FeNdB, 2 10 mm /2 mm, B, = 1070(7) mT;

FeNdB, 210 mm /5 mm, B, = 992(8) mT;

SmCo, g 10mm /4 mm, B, = 908(5) mT;

Ferit, 10 mm /10 mm, B, = 375(3) mT.

Rozdily v hodnotach remanentni magnetizace miizou pochéazet z riz-
nych sarzi stejného materidlu a od riznych vyrobct — napi. materialova
data vyrobcu zpravidla uvadéji rozpéti hodnot. Uvedena chyba méreni
také pochazi pouze z rozptylu namérenych hodnot magnetické indukce ko-
lem fitovaci kiivky. Do celkové chyby uréeni remanentni indukce je t¥eba
zapolist jesté chybu jednotlivych hodnot magnetické indukce métrenych
Hallovou sondou, kter4 ¢ini 5 % z méfené hodnoty a je tak podstatné vétsi
nez rozptyl zjistény fitem linearni regrese. Celkova chyba méreni tak ¢ini
zhruba 6 % z uréené hodnoty B, tedy po zpriimérovani hodnot z rtznych
tvart magnetek pro stejny material dostavame:

FeNdB, B, = 1086(65) mT;

SmCo, B, = 909(55) mT;

Ferit, B, = 375(22) mT.
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FeNdB @10mm/2mm FeNdB @10mm/smm

y =1070.2x
R?=0.988 300

y =991.83x
R*=0.9941

0.00 0.05 010 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
fz+z,) flz+z,)
SmCo ¢10mm/4mm Ferit 10mm/10mm
300 160

y =375.1x
R? =0.9949|

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 000 005 010 015 020 025 030 035 040 0.45
flz+2z,) f(z+zp)
Obr. 7 Fitovani pribéhia magnetické indukce na ose valcovych magnetek s ko-
rekci na tloustku zo pouzdra Hallovy sondy

Naméfené hodnoty se tak nachazeji v rozsahu hodnot udavanych vy-
robci a prodejci magnetti pro SmCo a Feritové magnety, pro FeNdB mag-
nety jsou mirné mensi patrné vlivem primeérovani pies rtizné tvary magne-
tek (tenké Gtvercové desky magnetizované ve sméru tloustky a valce mag-
netizované ve sméru osy). Kvalita magnetizace (velikost a homogenita)
miiZze byt totiz tvarem ovlivnéna.
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Mérime rychlost zvuku v kovech,
v plynech 1 v kapalinach

JOSEF HUBENAK - JIRI HUBENAK, jr.

Prirodovédecka fakulta, Univerzita Hradec Kralové,

Gymnazium Bozeny Némcové Hradec Kralové

S mobilem, metrem, kalafunou a svérakem muzeme méfit rychlost zvuku
pro ocel, mosaz, hlinik i plast. Hodnoty se od tabelovanych 1isi o jednotky
procent. V laboratofi lze uskutecénit rezonanéni méreni v nékolik decimetra
dlouhém kovovém vzorku, ve sloupci plynu i v kapaliné.

Meéreni v kovu a plastu s aplikaci Spectroid

Mobilni aplikace Spectroid je volné dostupna a jeji prednosti je okamzité
ur¢eni dominantni frekvence v zaznamu zvuku (obr. 1).

Snimek displeje mobilu byl pro potieby tisku barevné invertovan. Horni
kiivka (v originale Cervend) znadi zavislost hlasitosti na frekvenci pro cely
signal, spodni (v originale 7lutd) se tyka jen dominujici frekvence. Zde
¢teme 1617 Hz.

Pozndmka. Aplikaci Spectroid pouZzila pro méreni ve své diplomové praci
O. Smetanova (viz [1]). Pfesnost aplikace v intervalu 500 Hz az 3000 Hz je
velmi dobréa, odchylky od skute¢né frekvence jsou mensi nez 1 %. Pokud si
na PC nebo notebook instalujeme emulator Androidu BLUESTACKS 5,
méame Spectroid na velkém displeji i na dataprojektoru.
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Obr. 1 Méfeni frekvence aplikaci Spectroid

Vybaven mobilem a uvedenou aplikaci miize kdokoliv i v domacich pod-
minkach si méfit rychlost sifeni zvuku v kovu. Dalsi potfeby k experimentu
a méfen{ jsou na obr. 2: &ty¥i vzorky materialu (plast s obchodni oznade-
nim POM C, nerezova ocel, mosaz a hlinik), posuvné méfitko a skladaci
metr, kalafuna na pajeni a kousek kize posypany kalafunou, svérak.

Obr. 2 Potfeby pro méfeni rychlosti 8ifeni zvuku
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Pro upnuti do svéraku je vzorek uprostied ovinut nékolika zavity mé-
déného dratu; takové upnuti nebrani vzniku podélnych kmitt a stojatého
vlnéni s uzlem uprostied a kmitnami na koncich vzorku.

Obr. 3 Uprava upnuti stiedu vzorku

K rozezvuceni vzorku pouzijeme kousek kiize posypané kalafunou. Vhod-
ny piitlak a rychlost posuvu od st¥edu ke konci ty¢e najdeme po nékolika
pokusech a pak uz sta¢i spustit a zastavit aplikaci Spectroid. Vyhodou
tohoto méfeni je jednoduché vybaveni. Problém je se vzorky, resp. s mate-
ridlem, délkou a priumérem vzorku. Vyhovujici délky jsou 60 cm az 80 cm,
prumér do 10 mm.

Material délka [/m | frekvence f/Hz | rychlost zvuku v/(m-s~1)
ocel nerezova 0,877 2883 5056
mosaz 0,955 1852 3537
hlinik 0,636 3938 5009
Plast POM C 1,028 686 1410

Tabulka 1 Meéfeni rychlosti zvuku s aplikaci Spectroid

Ziskané hodnoty jsou velmi blizké hodnotam uvedenym v tabulkach pro
stiedni gkoly [2, 3].
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Meéfreni rychlosti Sifeni zvuku v kovech jesté jednou
Rychlost sifeni podélného vinéni a tedy i zvuku byla teoreticky feSena
jiz Newtonem

E
v=4]—
p

Obr. 4 Sestava méfeni v kovu

Piimé méfeni, kdy je potieba zjistit drahu a ¢as, bylo mozné az v 19. sto-
leti, kdy dlouhé kovové potrubi a svételny signal umoznily takové méfeni.
Do gkolni laboratofe se s takovym meéfenim nevejdeme. Regenfm mohou
byt dva piezoelektrické snimace. Z Siroké nabidky piezoelektrickych sni-
maci byl vybran typ USC18T. Ma odolné duralové pouzdro a maximalni
pripustny budici signdl s amplitudou 60 V. Jeho rezonanéni rekvence je
40 kHz a to je dostate¢né daleko od frekvenci pouzitych pro méfeni. Jeden
pouZzijeme jako vysila¢ — budi¢ kmiti a druhy jako snimac¢. Oba jsou gu-
movou paskou pfitisknuty k ¢elim vzorku kovu. Pro méfeni byl pfipraven
vzorek — hlinikova valcova tycka o pruméru 12mm a délce 13 cm.

Zdrojem signalu je RC oscilator BM 365 U a maximum signalu na sni-
madi je méfeno digitdlnim multimetrem Voltcraft VC 890. Snimek displeje
na obr. 5 je dokumentem objektivné ziskanych dat.
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VOLTCRAFT. VC89

60000 Counts | Digital Multimeter

Obr. 5 Snimek displeje pfi rezonanci frekvenci

Rezonance bylo dosaZeno na frekvenci 19,61 kHz a maximum napéti je
1,2349 V. Pro méfeni bylo vzdy na vystupu BM 365 konstantni napéti
10 V. Pfi opakovanych méfenich se rezonan¢ni napéti ménilo o nékolik
desetin voltu a pri¢inou, jak se ukézalo, bylo posunuti osy budi¢e nebo
snimace vuci ose duralové tycky.

f/kHz | 19,04 | 19,12 | 19,21 | 19,31 | 19,41 | 19,51
U/V | 0,167 | 0,1941 | 0,240 | 0,324 | 0,456 | 0,757
f/kHz | 19,61 | 19,72 | 19,80 | 19,91 | 20,01 | 20,12
U/V | 1,872 | 0,750 | 0,445 | 0,294 | 0,231 | 0,191

Tabulka 2 Meéreni rezonance v hlinikovém vzorku

Nalezeni rezonanéni frekvence je pomérné obtizné kvili velmi tzké re-
zonan¢ni kiivce — viz graf na obr. 6.

7 grafu je mozné piiblizné odecist polositku rezonanéni kiivky — asi
0,2 kHz; rezonance je velmi ostra a hlinikova tycka kmita podélné s malym
tlumenim. Vypodcet rychlosti §ifeni je velmi snadny. Délka tycky

A

l= 5= 13,0 cm,
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Rezonance hlinikové tyce

ulv

1,8
frez=19,61 kHz
1,6
1,4

1,2

08
0,6
0,4
0,2

18,8 19 19,2 19,4 19,6 19,8 20 20,2
flkHz

Obr. 6 Rezonanéni k¥ivka

rychlost zvuku
v=fid=f-20=19,61-10°-0,26m-s " = 5,0986 km -5~ !,

zaokrouhleno
v=>51km- s !

Vysledek odpovidé tabelovanym hodnotam.

Y oy

Meéreni rychlosti Sifeni zvuku v kapaliné

Pro rychlost sifeni podélnych kmita v kapalinach plati vztah podobny
Newtonovu vzorci pro pevné latky:
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kde K je tzv. modul objemové pruznosti kapaliny a jde o pfevracenou
hodnotu stlacitelnosti kapaliny

S L

X VAp
Prvni méfeni ve vodé uskutecénili v roce 1827 Charles Sturm a Jean-
-Daniel Colladon na Zenevském jezefe. Vzdalenost, kterou urazil zvuk
zvonu ponofeného do vody, byla 13487 m a podobné méfeni je pro la-
boratof neproveditelné. Se dvéma piezoelektrickymi snimadéi a trubici na-
plnénou vodou je mozné vyuzit rezonanéni méteni stejné jako v plynu nebo

v kovu. Opét byl pouzit piezosenzor USC18T (obr. 7).

Obr. 7 Snima¢ USC 18T a zatka se snimacem

Pro méfeni bylo tfeba uzaviit sloupec kapaliny do prihledné plastové
trubice. Prithledné proto, aby bylo mozné eliminovat pfitomnost vzducho-
vych bublin. Resenim je trubice z organického skla; vngjsi primér 30 mm,
tloustka stény 3 mm. Snimade jsou zalepeny do zatek tak, aby kuZelova
¢ast a kmitajici ¢elo byly volné — epoxid byl nanesen jen na vilcovy povrch
snimace. Dokonalé utésnéni zatky zarucuje O-krouzek. Pro odvod bublinek
vzduchu je trubice na jednom konci opatiena odvzdushovacim kanalkem
o priméru 0,6 mm. Ten je umistén tak, aby pii zasunuti zatky na doraz
byl kanalek uzavien O-krouzkem.

Signal s napétim 10 V byl nedostatecny, proto byl pouzit navic elek-
tronkovy zesilova¢ Tesla (obr. 9) a napéti bylo zesileno na 60 V. Rezonance
byla i za téchto podminek nevyrazna.

Vysledek méfeni: délka sloupce vody | = 0,103 m, f, = 7,5 kHz, rychlost
Sffeni v = 1545 m-s~ !, teplota vody ¢ = 28 °C.
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Obr. 9 Elektronkovy zesilova¢ Tesla

Pii pouziti delsi trubice se sloupcem vody o délce I = 0,238 m bylo
mozné zjistit rezonané¢ni frekvenci sluchem: f, = 3056 Hz. Z tohoto méfeni
vychézi rychlost &ffeni v = 1454 m-s~!, teplota vody t = 26 °C.

Pro méfeni v etanolu byla pouzita trubice s délkou sloupce kapaliny
! = 0,188 m, rezonance byla na frekvenci f, = 3300 Hz. Vysledek: v etanolu

~ex

se zvuk §iff rychlosti v = 1241 m-s™!, teplota etanolu ¢t = 26 °C.

Hodnoceni rezonan¢niho méreni v kapaliné

P1i buzeni piezoelektrického ménice signélem s napétim 60 V dostavame
na snimaci signal s napétim pfiblizné 0,3 V a pfi rezonanci se napéti zvysi
0 10 % az 20 %. I kdyz vysledky odpovidaji tabelovanym hodnotam, je
toto méreni problematické a pro Skolni laborator nevhodné.

Meéfeni rychlosti zvuku v plynech

Pro méfeni v plynech byla pfipravena trubice na jedné strané uzaviena
membranou z plastové folie a na druhé zatkou s piezosenzorem, ktery byl
pouzit jako budi¢ (obr. 10). Aby po naplnéni a uzavieni zatkou nevznikal
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uvnitt pretlak, ma trubice také vyvrtan kanalek.

Obr. 10 Sestava pro plyny, detail uzavieni membranou

Délka sloupce plynu od zatky k membrané [ = 19,7 cm. Rezonanci
sloupce plynu hleddme poslechem tésné u membrany. Budi¢ je napajen
signalem s napétim 10 V. Pfi rezonanci je délka trubice rovna n-nasobku
poloviny vinové délky a plati

| =nin
"7

Pro vlnovou délku pouzijeme vztah A, = v/ f,, pro vypocet rychlosti po-
uzijeme vzorec

v=2] f—n
n
Poradové ¢islo | Rezonanéni frekvence | Rychlost sifeni
rezonance n fr/Hz v/(m-s71)
1 854 336
2 1658 326
3 2642 347
4 3496 344
5 4359 345

Tabulka 3 Meéfeni ve vzduchu, teplota 22 °C

1 1

Primér v = 340 m-s™, smérodatné odchylka priméru s =34 m-s™ .

Porovnejme rychlost zvuku ve vzduchu ziskanou méfenim s vypoctem
rychlosti pro danou teplotu. Vypoétena rychlost pro teplotu 22 °C je
345 m-s~ 1.
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Trubici lze snadno plnit plynem s hustotou mensi nebo vétsi nez hustota
vzduchu. Pro dalsi méfeni byl pouzit metan; zdrojem byl plynovy vafic.

Poradové ¢islo | Rezonané¢ni frekvence | Rychlost Sifeni
rezonance n f/Hz v/(m-s71)
1 1027 405
2 2141 422
3 3158 415
4 4195 413

Tabulka 4 Metan, teplota 22°C

Porovnejme rychlost zvuku v metanu ziskanou méfenim s rychlosti vy-
poctenou pro normalni atmosféricky tlak. Pro metan vypoc¢teme rychlost

Sifeni zvuku ze vzorce
- p
v=,/n=
0

Pro hodnoty s = 1,31, p = 1,013 - 10° Pa a ¢ = 0,72 kg-m~3 dostavame
v = 430 m-s~!. Priimér z mé&Fenych rychlosti 7 = 414 m-s~! a smérodatna
odchylka priméru je s =3 m-s~ L.
Zaveér

Rezonanéni méfeni rychlosti sifeni zvuku je osvédéenou tlohou z akus-
tiky a setkame se s nim v klasické literatufe, napf. [5]. Digitdlni multimetr

a vhodna aplikace v mobilu umozni modernizovat tuto tlohu a dat do
rukou studentt souc¢asnou techniku.
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INFORMATIKA

O zbohatnuti na zakladé
rychlejsiho pristupu
k informacim

MIROSLAV KOLARIK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Popiseme dva pribéhy, které spolu poji hlavni myslenky a burzovni pro-
stfedi, ackoli jsou od sebe ¢asové vzdéleny o vice jak 170 let. Spoleénym
jmenovatelem je zbohatnuti urcité malé skupiny lidi na zakladé rychlejstho
pristupu k informacim. Prvni p¥ibéh souvisi s francouzskou vizualni tele-
grafni siti a je Gzce spjaty s prvnim velmi dobie zdokumentovanym virem v
siti. Druhy ptibéh souvisi s vysokofrekvenénim obchodovanim a popisuje,
jak 8lo vybudovanim nové datové linky, kterd byla o nékolik milisekund
rychlejsi nez ty stavajici, vydélat nékolik miliard americkych dolard. Oba
piibéhy jsou zajimavé a obsahuji ponauceni, které jisté oceni kazdy ucitel
informatiky, ktery ma zajem zatraktivnit svou vyuku.

Chappuv telegraf

Koncem 18. stol. postupné vyvinul francouzsky vynalezce Claude Chap-
pe vizualni komunikaéni prostiedek, pozdéji po ném pojmenovany Chap-
peuv telegraf. Jednalo se o systém telegrafnich stanic, pomoci kterych byly
na velké vzdalenosti prenéSeny dulezité vladni informace a to mnohem
rychleji, nez to dokazal cvalajici kun. Kazdé stanice méla signélni zafizeni,
pracovni mistnost a odpoc¢ivarnu, které byla vyuzivana pfi Spatném pocasi
a zejména v noci za tmy. Signalni zafizeni sestavalo ze semaforu se dvéma
tyCemi pripevnénymi na pii¢ném rameni. Celek byl spolu s pfidanymi
zeleznymi zévazimi vyvazeny mechanicky systém, ktery byl pomoci pie-
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nosového propojeni kabeli a kladek ovladan z pracovni mistnosti dvéma
tahly, viz obr. 1 pfevzaty z [1].

Obr. 1. Jedna z mnoha Chappeovych telegrafnich stanic

Na kazdé stanici ovladali signalni zafizeni dva telegrafni operatori, kteri
se v poledne stiidali. Byli zodpovédni pouze za pfenos signalu, aniz by
rozuméli vyznamu pienaSené zpravy. S vyuZitim tajné kodové knihy méli
koédovani a dekddovani zprav na starost vyhradné feditelé kli¢ovych stanic
umisténych na kiizovatkach a v dulezitych méstech.

Jednotlivé stanice byly od sebe vzdaleny piiblizné 10 az 18 km, pfi¢emz
byly vybaveny dvéma vhodnymi dalekohledy pro pozorovani sousednich
stanic. Kromé Sesti servisnich signali bylo mozno pfenaset dalsich 92 sig-
nali (viz obr. 2 pievzaty z [2|), pomoci kterych vzniklo 922 = 8464 ko-
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dovych slov!), ktera byla zapsana do tajné kodové knihy, ke které méli
pristup feditelé Chappeovych stanic.

L
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Obr. 2. Ukazka 92 poloh signaliza¢ni ¢asti Chappeova telegrafu

Dopliime jesté, ze v roce 1844 kiizovalo francouzské tzemi 534 stanic,
které vizualné spojovaly dilezitd mésta na trasiach dlouhych pres 5000 km.
Nésledujici rok byla mezi Paiizi a Rouen instalovana prvni elektricka tele-
grafni linka vyuZivajici Morseovu abecedu, ktera postupné nahradila celou
Chappeovu telegrafni sit.

Prvni hackersky tutok

V letech 1834 az 1836 byl Chappetv telegraf pouzivan za tucelem zisku.
Koncept vymyslel byvaly feditel lyonského telegrafu Pierre Renaud. Ten
kontaktoval bratry Frangoise a Louise Blancovy, ktefi pravidelné obchodo-
vali na burze v Bordeaux. Vyuzili Chappeuv telegraf tak, aby se dozvédéli
o vyznamném pohybu akcii na pafizské burze diive, nez se tato informace
standardné dostala do banky v Bordeaux. Jelikoz se burza v Bordeaux

DKazdé kodové slovo definovaly dva po sobé jdouci signaly, které odkazovaly na
jednu z 92 stran kédové knihy a na pravé jeden z 92 radka uvedenych na dané strané.
Samoziejmé byla zajiSténa i moznost, jak posilat jednotlivad pismena abecedy i nékteré
nejcastéji pouzivané kombinace pismen.
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ridila cenami pafizské burzy, védéli tak dopredu, zda je vyhodné vybrané
akcie nakoupit, nebo prodat.

K velkému jméni p¥isli diky zneuziti zpusobu, jak se Chappeuv te-
legrafni systém vyporadaval s chybami. KdyZ telegrafni operator udélal
chybu, poslal ihned servisni kod s vyznamem smazat. Zprava se spolu s chy-
bou sifila od stanice ke stanici, az na konec linky, kde ji tamni feditel de-
kodoval, pri¢emz rutiné vymazal v8echny znaky, které bezprostiedné pred-
chazely signalu o chybé. Podplaceny feditel tak mohl do zpravy snadno
zaclenit pfedem domluveny kréatky virovy kod a hned za nim servisni kéd
pro jeho smazani. Vzhledem k tomu, Ze ramena telegrafu mohl sledovat
prakticky kdokoli, nebyl pro byvalého feditele lyonského telegrafu Pierre
Renauda problém danou sekvenci s virem rozpoznat a zafidit se podle ni.

Bratfi Blancovi s Pierrem Renaudem museli vyfesit jesté jeden problém.
Telegrafni linka totiz nevedla pfimo z PafiZe do Bordeaux. Zastavovala se
ve stanici v Tours, kde probfhalo dekédovani zprav a jejich nasledné posi-
lani do Bordeaux. Virus vyslany z Pafize by se tak do Bordeaux nedostal,
nebot by byl v Tours vyfazen. Vzhledem k tomu, Ze poStovnimu jezdci
trvalo tfi dny dorucit dopis s informacemi o aktualnich cenach na parizské
burze na burzu v Bordeaux, stacilo jim postupovat nasledovné. Nejprve
bratfi Blancovi podplatili feditele a telegrafniho operéatora v Tours. V Pa-
tizi pak chodil denné jejich komplic na burzu a soustfedil se na predem
domluvené akcie. Kdyz doslo ke zméné jejich ceny o vice nez t¥i procenta,
poslal komplic manzelce vedouciho v Tours bali¢ek: ponozky, pokud cena
vyznamné klesla a rukavice, pokud cena vyznamné vzrostla. Balicky nebu-
dily podezieni o nekalé ¢innosti, protoze manzelka Feditele v Tours provo-
zovala galanterii a takové véci bézné prodavala. Thned po obdrZeni balicku
zaradil Feditel odpovidajici posloupnost do zpravy a telegrafni operator
ji odeslal. V Bordeaux pak v pronajatém pokoji s vyhledem na mistni
Chappeovu stanici na tuto posloupnost trpélivé ¢ekal Pierre Renaud, ktery
vSechny potfebné kody dobie znal. Pfislusnou relevantni informaci poté
pfedal bratrim Blancovym, ktefi tak ziskali dvoudenni naskok pted ostat-
nimi. V klidu tak vybrané akcie bud vyhodné nakoupili, nebo vyhodné
prodali.

Neobvykle velké stésti bratri Blancovych vedlo k podezieni, presto je-
jich postup nebyl odhalen. Na podvod se pfislo az po smrti telegrafniho
operatora v Tours, ktery tésné pred tmrtim vse sdélil svému kamaradovi,
kterému doporucil, aby nastoupil na jeho misto. Reditel jej v8ak na pozici
telegrafniho operatora neptijal a on vSe prozradil policii. Bratfi Blancovi
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byli obzalovani a postaveni pred soud. Nakonec ale byli zpro$téni viny, pro-
toze v té dobé zadny zédkon nezakazoval soukromé vyuziti Chappeovy sité,
prestoze byla sit do té doby vyuzivana vyhradné vladou. Reditel z Tours
dostal vypovéd. Skuteénym hackerem v tomto pfipadu byl byvaly lyonsky
feditel, ktery sledoval ramena telegrafu z bezpetné vzdalenosti, cely plan
vymyslel a zaSel s nim za bratry Blancovymi. Bylo to od néj mazané nebo
podlé?

Budovani nového spojeni optickym kabelem

Ve druhém ptibéhu se pfesuneme do 21. stoleti. Podstatné v ném je,
ze od roku 2007 zacaly misto lidi realizovat burzovni obchody zejména
pocitace. Od té doby zacaly hrat pii obchodovani velkou roli uz i mili-
sekundy. Signélu tehdy trvalo dorazit z Chicaga do New Yorku pfiblizné
16 milisekund. Jisty obchodnik, pan Spivey, si prostudoval mapy a zjistil,
7e datova trasa vedend pres Alleghenské pohoii, tedy pres horsky masiv
tvofeny z velmi tvrdého vapence, by byla o cca 3 milisekundy rychlejsi a
hodlal na tomto faktu vydélat hodné penéz. V nejvyssi mozné mite utajeni
zacal tuto novou trasu budovat. V mezich zdkona naplédnoval co nejpii-
mé&jsi spojeni. K realizaci tohoto projektu, jehoz néklady Spivey odhadl
na 300 miliénid dolart, pfemluvil Jima Barksdalea — byvalého generalntho
feditele Netscape Communication. Do projektu se zapojil i Barksdaleiv
syn, ktery nenapadné vyiidil zhruba 400 potifebnych dohod s dotéenymi
obcemi a okresy, pfes néz méla nové opticka linka vést. Nakonec se jim po-
darilo cely projekt udrzet v tajnosti a vybudovat linku mérici dctyhodnych
1330 km. S jejim prondjmem pak neméli zadny vétsi problém a vydélavali
na ni nékolik miliard dolart ro¢né. Mezi kupci byli zejména vyznamni a
bohati makléfi zaméFujici se na vysokofrekvenéni obchodovéani.?)

Struéné o vysokofrekvenénim obchodovani a souc¢asném hardwa-
rovém reSeni

Vysokofrekven¢ni obchodovani (HFT, high-frequency trading) je algo-
ritmické obchodovéni, jehoz nejtypictéjsim znakem je velmi vysoka frek-
vence pokynu pro obchodovani na burze. Zisk je po malych ¢astkich re-
alizovan z obrovského mnoZstvi enormné rychlych ndkupti (nejéastéji ob-
chodovanych aktiv) a jejich bezprostfednich prodeji. Aby nékdo mohl na

2)Nejedn4 se zdaleka o jeding piipad tohoto druhu, kviili ngkolika milisekundam se
vyplatilo i poloZeni novych kabelt na dna mo¥i a oceant.
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HFT vydélat, musi vlastnit velmi vyspélou technologii a mit velmi rychlé
spojeni s burzou. Nasledné vydélavani penéz na pomalejsich obchodnicich
uz je relativné snadné. HFT makléfi monitoruji trh a v okamziku, kdy
jejich systémy zachyti (nebo pfedem odhadnou), ze nékdo usiluje o koupi
akcii, prfedbéhnou jej a nakoupi pied nim. Tim se navysi cena téchto akcii
a oni je poté prodaji s drobnym ziskem. Vzhledem k tomu, Ze kupujici
udévaji intervaly, ve kterych jsou za akcie ochotni zaplatit, malé navySeni
ceny snadno projde. Bézni obchodnici samoziejmé chtéji, aby byl tento
,parazitni zpusob vydélavani penéz zakazan. Neni divu, nebot ti nej-
rychlejsi HFT makléfi a jejich firmy vydélavaji roéné vice nez miliardu
americkych dolari. Navrhovanym FeSenim je presun kapitalovych trht na
cloudové platformy, které je vSak tfeba pro acely velmi rychlého a spra-
vedlivého obchodovéani nejprve vhodné navrhnout a otestovat.

V dnesni dobé se nékteré firmy zaméiuji na snizeni doby p¥i poéitac¢ovém
zpracovéniobchodu,pfﬁenﬁ_ﬁnlykadokonce()pouhéluuuﬁekundy.Cas
Setii naptiklad tim, Ze zpracovavané informace neprochézeji pres sitovou
kartu do paméti pocitace, odkud si je bere ke zpracovani procesor. Misto
toho maé sitova karta na sobé zabudovany programovatelny ¢ip, diky ¢emuz
nemusi posilat datovy paket do procesoru a zpatky. Zpracovani datového
paketu totiz vyhodnoti ¢ip na sitové karté tak, Ze se na néj pfimo podiva,
spusti pfisluSnou strategii a okamzité odesle odpoved. Strategii miZe byt
napfiklad rozhodovéani na zakladé poslednich kurzt nékolika raznych pre-
dem vybranych aktiv, nebo tfeba algoritmické hledani nesrovnalosti na
trhu, jako jsou rozdilné ceny stejného aktiva na rtznych trzich. Rychlost
je v tomto pripadé kli¢ova, nebot obchodni pfilezitosti tohoto typu velmi
rychle zanikaji. Navic je z dané transakce obvykle zisk pomérné maly, takze
je pro obchodnika diilezité, aby téchto transakci realizoval co nejvice.
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Kréajeni pizzy
(Ulohy z MO kategorie P, 45. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnesnim dilu seridlu o zajimavych programatorskych problémech
z Matematické olympiddy kategorie P se sezndmime s jednou praktickou
tlohou z domaéciho kola 56. roéniku MO (8kolni rok 2006/07). Jedna se
o ulohu pomérné snadnou a v olympiadé ponékud neobvyklou. Je to tloha
optimalizaé¢ni, k jejimuz vyTeSeni ale nepotiebujeme zadné zvlastni znalosti
algoritmit. Uplné nam postaéi jednoducha logicka tivaha a ,hladovy* pii-
stup k TeSeni problému. Ve druhé ¢asti ¢lanku se pak seznamime s trochu
ale k feSeni pouzijeme prakticky stejny postup.

Nejprve se jako obvykle seznamime s presnym zadanim tulohy. Nékteré
jeho formulace jsme pro potieby ¢lanku trochu upravili, aniz bychom tim
ovSem zménili smysl tlohy.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Marco se rozhodl, Ze zuzitkuje své kulinafské i cyklistické dovednosti a
zalozi si firmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu planuje provozovat tak, ze
vzdy nejdrive bude shromazdovat objednavky a kdyz jich bude dostatek,
tak pizzy upece, sedne na kolo a rozveze je zdkazniktim. Protoze Marco je
lepsi cyklista nez kuchaf, zatim ve své nabidce planuje pouze jeden druh
pizzy. Aby se ale odlisil od konkurence, pfijima objednavky i na Sestinové
Casti pizzy. Lze si u néj objednat napiiklad 1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navic
jako specialni sluzbu zakaznikim chce Marco dodat kazdému zékaznikovi
pizzy co nejméné roziezané, aby si zdkaznik sdm mohl rozhodnout, jak
si dale pizzu rozdéli. Proto naptiklad 4/6 pizzy chce dodat jako jeden
kus pfislusné velikosti a 15/6 chce dodat jako dvé celé pizzy a k nim
jednu polovinu pizzy. Marco chce vzdy dodat co nejvice pizz vcelku, takze
uspokojeni této objednévky napiiklad t¥emi kusy velikosti 5/6 nepfipada
v uvahu.

Kdyz Marco v8ude rozdal letaky propagujici jeho novou firmu, uvédomil
si, Ze diky jeho specialni sluzbé zédkazniktim neni jednoduché zkombinovat
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objednavky tak, aby mu moc kusi pizzy nezbylo. Obratil se proto na
vas, abyste mu napsali program, ktery by mu s problémem pomohl. Pro
zacatek bude stacit program, ktery na vstupu dostane seznam objednavek
a na vystup vypisSe, kolik pizz ma Marco napéct.

Format vstupu
Na vstupu se nachazi n kladnych celych ¢isel, z nichz kazdé popisuje
jednu objednavku a udava pocet objednanych Sestin pizzy.

Format vystupu

Program vypiSe jedno celé ¢islo p, které znacéi nejmensi mozny pocet
pizz, které je tfeba upéct, aby §lo splnit v8echny objednéavky a byla dodr-
zena vyse uvedena specialni sluzba zékazniktm.

Priklad 1

Vstup: Vystup:

223 2
Vysvétleni: 7 jedné pizzy lze napiiklad ufiznout dva kusy o velikosti 2/6
a z druhé pizzy se ufizne kus velky 3/6.

Priiklad 2
Vstup: Vystup:
453 3

Vysvétleni: Kvili pozadavku na dodani co nejméné roziezanych kouskt
pizzy je tfeba pro kazdou objednévku upéct celou pizzu.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Hned pii ¢teni vstupnich dat muzeme snadno uréit, kolik budeme cel-
kové zékazniktim dorucovat celych pizz a také potiebné pocty kusu jed-
notlivych velikosti 1/6, 2/6, 3/6, 4/6 a 5/6. Z téchto udaji pak spocitame
vysledny pocet pizz p.

Na dorucéovanych celych pizzach nenf co fesit, ty do poétu p samoziejmé
musime zapocitat. Dil¢i kusy pizzy budeme nyni zpracovavat podle veli-
kosti od nejvétsich k nejmensim. Pro kazdy kus velky 5/6 potiFebujeme
zjevné upéct jednu celou pizzu. Po kazdém kusu velkém 5/6 zbude je-
den kousek velky 1/6 a tyto kousky pouZijeme na pokryti objednévek na
kousky této velikosti. Pokud je t&chto zbytka velkych 1/6 vice, nez kolik
vyzaduji objednavky, nezbyva nam nez prebyvajici kousky 1/6 vyhodit.
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Pro objednané kusy velké 4/6 je situace podobna jako pro kusy velké
5/6. Pro kaZdy z nich opét pot¥ebujeme upéct jednu dalsi celou pizzu a
zbytky velikosti 2/6 pouZijeme na pokryti objednavek na kusy velké 2/6.
Je-li takovych objednévek malo, tak n&které zbytky velké 2/6 jesté rozie-
Zeme a pouzijeme na pokryti objednavek na kousky velikosti 1/6, pokud
néjaké zbyvaji. Zjevné je vyhodné&jsi prednostné uspokojit objednavky na
velikost 2/6 a az pak na velikost 1/6, protoze kousek veliky 1/6 miizeme
z libovolné velkého kusu odfiznout vzdy.

Nyni se dostavame k objednavkam na kusy velikosti 3/6 = 1/2. Objed-
navky na Gasti pizzy velikosti 1/2 vyfesime tak, Ze vzdy jednu pizzu roz-
délime na dvé poloviny. Pokud je pocet takovych objednéavek lichy, zbude
nam jedna polovina pizzy. Tu rozdélime na jeden kousek velikosti 2/6 a
jeden kousek velikosti 1/6, s nimiZ naloZime stejné, jak jsme pravé popsali.

Jestlize nam nyni jesté zbyly néjaké nevyiizené objednavky na kusy
velké 2/6 (coz je 1/3), budeme péct dalsi pizzy a délit je na t¥etiny. Pii-
padny zbytek po pokryti v8ech objednévek na 2/6 pak pouZijeme na zby-
vajici objednavky kousktu velikosti 1/6. Pokud nakonec ztstaly jesté ne-
vyfizené objednavky na kousky velikosti 1/6, upeceme jesté dalsi pizzy na
jejich pokryti.

Uvedeny postup miizeme jesté zna¢né zjednodusit. Nejprve napocitame
pizzy potifebné pro spravné vyfizeni objednavek na kusy velikosti 5/6 a
4/6 a jejich zbytky pouZijeme na vyfFizeni objednavek 1/6 a 2/6, jak je
popséano vysSe. Dale ale uz staéi secist velikost vSech objednanych kusi
velikosti 3/6 a dosud nevyfizenych objednavek na kusy velikosti 2/6 a
1/6. Tim zjistime, kolik dalsich pizz musime jesté upéct pro vyfizeni vSech
téchto objednavek. Vyslednou hodnotu p tedy zvysime o horni celou ¢ast
ziskaného souctu.

Popsané zjednoduseni si muzeme dovolit proto, Ze zpracovani vSech ob-
jednavek na kousky 3/6 a zbyvajicich objednévek na kousky 2/6 a 1/6
je témér bezeztratové. Pokud je objednavek na kusy 3/6 sudy pocet, pak
v8echny dalsi pizzy plné vyuZijeme na kousky 2/6 a 1/6 bez ohledu na
to, kolik je objednano kterych, az z aplné posledni pizzy ndm muZze néco
zbyt (nejvyse 5/6). Pokud je objednavek na kusy 3/6 lichy a zbyva alespon
jedna nevy¥izena objednévka 1/6, odkrojime tuto objednanou jednu 1/6
ze zbyvajici poloviny pizzy a tim prevedeme situaci na predchozi piipad.
na kusy velikosti 3/6 je lichy a jiZz nezbyva zadna nevyfizena objednavka
na kousek 1/6. V takovém piipadé ndm od posledni objednané poloviny
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pizzy zistane licha polovina, z niZz ukrojime kousek velikosti 2/6 a pro
zbyvajici 1/6 jiz nemame vyuziti. Zbyvajici objednavky kousku velikosti
2/6 budeme jiz vyfFizovat z dalgich pizz. I v tomto pfipadé ovSem funguje
nas zjednoduseny postup vypoctu a také i v tomto piipadé bude platit, Ze
nam nakonec zbude nejvyse 5/6 pizzy.

Algoritmus mé linearni ¢asovou slozitost vzhledem k poétu objednavek
n, nebot kazdou objednadvku musime zpracovat a ur¢it pocty objedna-
nych kusi jednotlivych velikosti. Dalsi vypocet uz méa casovou slozitost
konstantni, nezavislou na n. Prostorova slozitost algoritmu je rovnéz kon-
stantni, pii vypoctu nepotifebujeme zddnou datovou strukturu velikosti n,
vystac¢ime jen s konstantnim po¢tem pracovnich proménnych.

Ukazkovy program v Pythonu je jen pfimym piepsanim vyse uvedenych
uvah o déleni pizzy a je prekvapivé kratky:

vstup = [int(_) for _ in input().split ()]

obj = [0] % 6 # polty objednavek

p=20 # vysledny polet pizz

for x in vstup:
pt+t=x// 6 # polet celych pizz v objednavkach
obj[x % 6] +=1 # podty objednanjch kouskld pizzy

p += obj[5] + obj[4]
obj[1] —= obj[5]
obj[2] —= obj [4]
if obj[2] < O:
obj[1] += 2 * obj[2]

obj[2] =0
if obj[1l] < O:
obj[1] =0
z =3 % obj[3] + 2 x obj[2] + obj[1]
pf=2z//6
if z % 6 > 0:
p =1
print (p)

Ve druhé ¢asti ¢lanku si ukdzeme jesté jednou tlohu, kterd na prvni po-
hled sice vypada odlisné, ale pii jejim FeSeni pouzijeme naprosto shodny
postup. Zatimco krajeni pizz na kousky je vlastné délenim kruht na kru-
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hové vysece a probihé tedy v dvourozmérné roviné, nyni budeme skladat
krychlové krabice do prepravnich palet a tim se presuneme do trojroz-
mérného prostoru. Spravné feseni tak od nas bude vyzadovat i trochu
prostorové predstavivosti. Za¢neme jako obvykle zaddnim problému.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Tovarna expeduje své vyrobky v krabicich tvaru krychle. Pouziva Sest
velikosti krabic o hrané délky 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm a
120 cm. Zabalené vyrobky se odvazeji v pfepravnich paletach, které maji
tvar krychle o hrané 120 cm. Vstupem programu je Sest nezapornych ce-
lych &isel, kterd predstavuji poéty jednotlivych druhia krabic pfipravenych
na odvoz, a to v pofadi od nejmensich krabic po nejvétsi. Urcete, jaky mi-
nimalni pocet palet je tfeba pouzit k odvozu vSech téchto krabic s vyrobky.
Krabice se pti ukladani do palet nesméji nijak deformovat. Vysledkem vy-
poctu bude jedno celé &islo predstavujici pocet potifebnych palet.

Priklad
Vstup: Vystup:
300201 3

Vysvétleni: Chceme odvézt 3 krabice o hrané 20 cm, 2 krabice o hrané
80 cm a 1 krabici o hrané 120 cm, zadné krabice zbyvajicich t¥{ velikosti
se neodvazeji.

K odvozu téchto krabic jsou zapotiebi tti palety. Nejvétsi krabice zcela
zaplni samostatnou paletu, vSechny zbyvajici krabice by se z hlediska svého
objemu vesly do jedné dalsi palety, ale protoze se nesméji deformovat,
musime pouzit jesté dvé palety.

* ok % ok k Kk ok ¥ k ok % k

Reseni tohoto problému do zna¢né miry kopiruje postup, ktery jsme
si popsali pfi rozboru piedchozi tlohy s krajenim pizzy. Krabice budeme
opét zpracovavat v pofadi od nejvétsich k nejmensim, pocty téchto pie-
pravovanych krabic oznac¢ime postupné pg, ps, p4, pP3, P2 a p1. V proménné
p budeme poc¢itat minimalni nezbytné mnozstvi prepravnich palet.

Pro kazdou krabici velikosti 120 c¢m jisté potfebujeme samostatnou pa-
letu, kterou tato krabice zcela zaplni. Pro kazdou krabici velikosti 100 cm
potfebujeme také novou paletu. Kdyz do ni krabici vlozime, ziistane pii
jejich tfech sousednich sténach volny prostor, ktery mtzeme vyuzit jediné
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na nejmensi krabice velikosti 20 cm. Té&chto malych krabice se tam ve-
jde 91. U jedné stény totiz bude 6 x 6 = 36 krabic, kvili spole¢né hrané
u druhé stény zbyva misto na 6 x 5 = 30 krabic, kone¢né u tfeti stény
vzhledem ke spoleénym hrandm s obéma pfedchozimi sténami umistime
jesté dalsich 5 x 5 = 25 krabic. Tuto ,,volnou kapacitu* v existujicich
paletach vyuzitelnou pro krabice velikosti 20 cm si ozna¢ime ;.

Podobné je to s krabicemi velikosti 80 cm. Pro kazdou z nich potiebu-
jeme zalozit novou paletu a v ni ndm zbude volny prostor pro 19 krabic
velikosti 40 cm. Zadnou v&tsi krabici tam umistit nemtzeme. Naopak misto
kterékoliv krabice velikosti 40 cm miizeme dat 8 malych krabic velikosti
20 cm, coz mozna ¢asem udélame v zéavislosti na konkrétnich vstupnich
datech. Pfednostné se ale budeme snazit umistit do existujicich palet vétsi
krabice 40 cm. Kdyz uz nebudeme zadné mit, nezaplnény prostor vzdy
miZzeme vyuzit pro pfipadné zbyvajici krabice 20 cm. Zavedeme si ozna-
¢eni xo pro volnou kapacitu v existujicich paletach vyuzitelnou pro krabice
velikosti 40 cm. Zatim tedy méme pg + ps + p4 nezbytnych palet, do nichz
jsme umistili vSechny krabice velikosti 120 cm, 100 cm a 80 cm. V téchto
paletach nam ziistal volny prostor pro xo krabic velikosti 40 cm a jesté pro
dal§ich z; krabic velikosti 20 cm.

Nejvic prace budeme mit s krabicemi velikosti 60 cm. Ty mtzeme krasné
skladat do palet vzdy po osmi, osm téchto krabic paletu zcela zaplni. Po-
kud ale pocet x3 neni délitelny osmi, ziistane ndm nakonec jedna ¢aste¢né
zaplnéna paleta. V ni bude volny prostor, do kterého se snazime prednostné
umistit co nejvice krabic velikosti 40 cm a pak zbytek mista vyplnit kra-
bicemi velikosti 20 cm. V tuto chvili nemiizeme udélat nic lepsiho, nez si
pfedem urcit v zavislosti na hodnoté zbytku ps po délenf osmi, jak se nadm
navysi volna kapacita x1 a xo diky této posledni ne zcela zaplnéné paleté.
Urceni téchto hodnot vyzaduje trochu prostorové predstavivosti, konkrétni
¢iselné hodnoty najdete v prilozeném programu v seznamu x.

Zbytek teSeni je pak jiz snadny. Porovname pocet p, prepravovanych
krabic velikosti 40 cm s volnou kapacitou x2 a je-li vyssi, umistime co nej-
vétsi pocet krabic 40 cm do existujicich palet. Pokud je hodnota po nizsi
nez xo, umistime do stavajicich palet v8echny krabice 40 cm a zbyvajici
nevyuzity prostor v paletach zo — py dame k dispozici pro krabice 20 cm.
To znamen4, Ze volnou kapacitu xz; muZeme zvysit o (zg2 — p2) x 8. Na-
sledné porovname pocet p; piepravovanych krabic velikosti 20 cm s volnou
kapacitou x1 a je-li vy$si, opét umistime co nejvétsi pocet krabic 20 cm do
existujicich palet. Je-li hodnota p; nizsi nez z1, umistime do stavajicich
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palet vSechny krabice 20 cm. Nakonec se podivame, zda nam zbyly jesté
néjaké neumisténé krabice velikosti 40 cm nebo 20 cm. Pokud ano, spodi-
tame jejich celkovy objem a z néj uz snadno odvodime pocet palet, které
pro tyto krabice musime jesté piidat.

Popsany algoritmus méa konstantni ¢asovou i prostorovou slozitost. Ne-
potfebujeme v ném provadét zadné cykly, jejichz pocet opakovani by za-
visel na poctu prepravovanych krabic, nepotifebujeme ani zddnou datovou
strukturu této velikosti. Ukazkovy program v jazyce Python je jen pfimou
implementaci popsaného postupu feseni. Podobné jako u tlohy s délenim
pizzy je velmi jednoduchy a kratky.

pl, p2, p3, p4, p5, p6 = [int( ) for _ in input().split ()]
# v poradi krabice velikosti
# 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm, 120 cm

p=p6 + p>+ pd +p3 // 8 # potfebnj polet prepravnich palet
if p3 % 8 > 0:
p =1
= (
v

'S 0,0),(37,19),(42,15),(47,11),(36,9),(41,5),(30,3),(19,1))
# navySeni

(
y8eni volné kapacity (x1,x2) v zavislosti na hodnoté& p3 7 8

x1 = p5 * 91 + x[p3 % 8][0]
# volnad kapacita pro krabice velikosti 20 cm
x2 = p4 * 19 + x[p3 % 8][1]
# volna kapacita pro krabice velikosti 40 cm

if p2 >= x2:
p2 — x2
else:
p2, x1 =0, x1 + (x2 — p2) * 8
if pl >= x1:
pl — x1
else:
pl =0
z = p2 x 8 + pl
p+=1z // 216 # do palety se vejde 216 krabic velikosti 20 cm
if z % 216 > 0:
pt+=1

print (p)
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ZPRAVY

WEFPHC a jeji konference 2022

FHF'I]

WEFPhC je zkratkou pro World
Federation of Physics Competitions,
cesky Svétovou federaci fyzikdlnich
soutéZi. Zalozena byla jiz v roce
1999 a dnes sdruzuje zhruba 100
nérodnich a mezindrodnich soutézi
z padesati stati. Velkd ¢ast zapoje-
nych organizaci ma né&jakou navaz-
nost na Mezinarodni fyzikalni olym-
piadu (IPhO — International Physics
Olympiad) ¢ Turnaj mladych fyzika
(IYPT — International Young Phys-
ics Tournament). Jsou zde ale zastou-
pené i dalsi fyzikalni soutéze. Doméaci
webové stranky WFPhC jsou v soucas-
nosti http://wettbewerbe-alt.ipn.
uni-kiel.de/ipho/wfphc/.

Fﬂ?y: : Physics Competitions FILFEE

Latest News.

Webovéa stranka WEPhC

Ceskou republiku v organizaci za-
stupuji ¢eska Fyzikalni olympiada, Tur-

naj mladych fyzikt a Fyzikalni kore-
sponden¢ni semindf se svymi pridru-
Zenymi sout&zemi (Fyziklani, Fyziklani
Online, Fyzikalni Naboj).

Diive  WFPhC vydavala pravi-
delné recenzovany Casopis, v posled-
nich letech vychézi zpravodaj s ¢lanky
o sout&zich. Historické ¢lanky (v an-
gli¢ting) muZete nalézt na http://
wettbewerbe-alt.ipn.uni-kiel.de/
ipho/wfphc/journal.html.

Konference WFPhC 2022

Jednou z hlavnich aktivit WFPhC
je konference, kterd je obvykle pora-
déna jednou za dva roky v rtznych
mistech, napftiklad v Indonésii, Nizo-
zemsku ¢i naposledy v roce 2018 ve
Vidni v Rakousku.

7 konference WFPhC r. 2018 ve Vidni

V roce 2020 nemohla byt konference
uskutecnéna kvuli pandemii Covid-19,
a tak byla nejdfive odlozena a nako-
nec i presunuta do on-line prostoru.
Konference probéhla 27. zari 2022 od
9.00 do 16.30 prostifednictvim plat-
formy Zoom. Soudasti programu bylo
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7 prispévkil o soutézich, jejich historii,
podpore zadkiu a studentd v jejich roz-
voji i to, jak soutéze ovlivnila korona-
virova pandemie.

V ramci konference 2018 ve Vidni bylo
mozné si vyzkouSet i nékteré experi-
mentalni tlohy z vrcholnych kol soutézi

Zavérem konference probéhla valna
hromada, na které bylo zvoleno nové
vedeni WFPhC, pfi¢emz doslo k vétsi

obméné vedeni, v némz posililo zastou-
peni stfedni Evropy. Do hlavnich pozic
byli zvoleni:

— prezident: Martin Plesch (Slovensko,
prezident IYPT),

— viceprezident: Dina Izadi (Tran),

— viceprezident: Stefan Petersen (Né&-
mecko),

— tajemnik: Sandu Golcea (Rumun-
sko),

~ pokladnik: Karel Kola (CR).

Vyznam organizace

Byt se muze zdat, Ze organizace
v dne$ni dobé& neni tak aktivni jako
drive a Ze z naSeho narodniho hlediska
nejde o organizaci, ktera by méla primy
dopad na nas8i scénu, ale v rdmci me-
zindrodniho prostfedi jde o jedine¢nou
organizaci, v jejimz ramci mohou or-
ganizatofi sdilet své zkuSenosti. V pfi-
padé potieby je navic jedinou zastfesu-
jici organizaci, kterd by mohla mluvit
za takto vysoké poclty soutézi, kterych
se uCastni minimalné stovky tisic, ale
pravdépodobné i vice icastniki ro¢né.

Predavani ceny WFPhC pro zaslouzilé
organizatory fyzikalnich soutézi, z kon-
ference 2018 ve Vidni

Karel Koldr
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