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MATEMATIKA

Stereometrickd analogie ulohy
o ¢tyfech teénych kruznicich
v trojuhelniku

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd ZCU v Plzni

V MFI ro¢. 33 (2024), ¢. 4 byla v rubrice Zajimavé matematické ulohy
predloZena Gtenaftim k FeSeni planimetricka dloha (pod ¢islem 298, zde
aloha 1) o ¢&tyfech teénych kruznicich v trojuhelniku. Neméné zajimava
je téz stereometrickd analogie této planimetrické tlohy pro trojuhelnik.
V tomto ¢lanku ukazeme, jak lze tuto stereometrickou tlohu pro ¢tyistén
zformulovat a Fesit uzitim heuristické strategie analogie.

1. Heuristické strategie, princip strategie analogie

Heuristickymi (objevitelskymi) strategiemi se rozumi empirické (zkuse-
nostni, pokusné, zkusmé) postupy a metodické navody pro feseni nestan-
dardnich matematickych aloh (problémi). ZaloZeny jsou na heuristice, jiz
se rozumi umén{ (¢i nauka) jak objevovat (nalézat nové). Jeji nizev méa
ptivod v Feckém slové heuréka = ,objevil jsem, nalezl jsem* (tradi¢né pii-
pisovanému radostnému zvolani starofeckého uéence Archimeda). Pocatky
klasické heuristiky ve starovékém Recku i cely jeji dalsi historicky vyvoj
jsou bezprostfedné spojeny se vznikem a rozvojem matematiky i dalSich
véd. Za zakladatele moderni heuristiky je povazovan madarsky matema-
tik (pasobici v USA) George Pdélya (1887-1985). Svymi Cetnymi pracemi,
zejména kniznimi publikacemi se zaslouZzil nejen o moderni pojeti a rozvoj
heuristickych metod, ale také o jejich popularizaci a rozsifeni v akademic-
kych a védeckych kruzich.
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Jednou z nejvyznamnéjsich heuristickych strategii podle Pélyi je stra-
tegie analogie (strategie zaloZend na analogii), kterd spo¢iva v tom, Ze pii
formulaci a feSeni naro¢né matematické tlohy se nejprve zformuluje a resi
vhodné jednodussi tloha a tim se ziskéva inspirace i navod pro formulaci
a TeSen{ naro¢néjsi analogické ulohy. Velmi vyznamnym specidlnim piipa-
dem tohoto postupu je pfechod od formulace a feSeni planimetrické ulohy
(pro geometrické objekty v roving) k analogické stereometrické tloze (pro

analogické objekty v prostoru).

2. Trojahelnik a ¢tyrstén jako analogické matematické objekty

Dva matematické objekty jsou analogické, jestlize maji nékteré vlast-
nosti shodné nebo v jistém smyslu podobné. Typickymi piiklady jsou
dvojice analogickyjch planimetrickych a stereometrickyjch dtvari. V naSem
¢lanku pujde o dvojice trojuhelnik a ctyrstén, jejichz Cetné vlastnosti jsou
podobné (analogické). Trojahelnik je mnohothelnik s nejmensim podtem
vrcholit i stran. CtyFstén je mnohostén s nejmensim poé¢tem vrcholi i stén.
Z mnoha analogickych vét pro trojihelniky a ¢tyfstény vyuzijeme v naSem
¢lanku zejména dvé nasledujici existenéni véty.

Vé&ta 1 (o existenci kruZnice vepsané trojihelniku)

V kazdém trojihelniku osy vnitinich thli se protinaji pravé v jednom
bodu 5, a jeho vzdélenosti od vSech t¥i pfimek, v nichz lezi strany trojua-
helniku, jsou stejné; znacime je p. V trojihelniku tak existuje pravé jedna
kruznice se stfedem S, a polomérem p, kterda se dotyka vSech tii stran
trojuhelniku; nazyva se kruZnice vepsand trojuhelniku.

Véta 2 (stereometrickd analogie véty 1 o existenci kulové plochy vepsané
CtyTsténu) [2, 3]

V kazdém ¢tyfsténu existuje pravé jeden bod S, jehoZz vzdalenost od
vSech ¢tyf rovin stén Ctyfsténu, jsou stejné; znacime je p. Ve Ctyfsténu
tak existuje pravé jedna kulova plocha se stfedem S, a polomérem p,
které se dotyké v8ech ¢tyt stén CtyTsténu; nazyva se kulovd plocha vepsand
Ctyrstenu.

3. Formulace vychozi planimetrické alohy pro trojahelnik

Vyjdeme z takové formulace této tlohy, jez je vhodna pro zformulovani
a TeSen{ analogické stereometrické tlohy pro ¢tyfstén.

Uloha 1 (planimetricka tloha o ¢tyFech teénych kruznicich v trojahelniku)

Trojihelniku ABC' je vepséana kruznice o poloméru p. Jeji tecny tq, ta,
t3 rovnobézné po Fadeé se stranami trojihelniku BC, AC, AB z néj vytinaji
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t¥1 mensi trojihelniky AB;C;, BA;Cs, C A3 Bs, jejichz kruznice vepsané
maji poloméry p1, p2, p3. Dokazte, ze plati

p1+tp2+p3=p.

4. Formulace a feSeni analogické alohy pro ¢tyFstén

Na zakladé analogickych vlastnosti ¢tyFsténu s vlastnostmi trojahelniku
a uvedenych analogickych vét 1 a 2 dospivame k nésledujici formulaci ste-
reometrické tlohy 2 pro ¢tyfstén, jez je analogicka k planimetrické tloze 1
pro trojihelnik.

Uloha 2 (stereometricka tloha pro &tyfstén analogicka k planimetrické
tloze 1 pro trojuhelnik)

étyfsténu ABCD je vepsané kulova plocha o poloméru p. Jeji teéné
roviny 71, T2, T3, T4 rovnobé&zné po fadé s rovinami stén ¢tyisténu BCD,
ACD, ABD, ABC z néj vytinaji 4 mensi ¢tyistény AB,C1 D1, BAsC5Ds,
CA3B3D3, DA4B4Cy, jejichz kulové plochy vepsané maji poloméry p1, p2,
p3, pa. Dokazte, ze plati

p1+ p2 + p3+ pa = 2p.

Regent tlohy 2. PouZijeme v ném tato oznaceni (obr. 1): Pro télesové
vysky ¢étyrsténu ABCD vedené po tadé jeho vrcholy A, B, C, D kolmo
k protilehlym sténam oznacime jejich délky v,, vy, v., vq. Kulovou plochu
o poloméru p vepsanou tomuto Ctyfsténu oznac¢ime k a jeji stfed S,. Pro
¢tyTi mensi ¢tyistény AB,C1 D1, BA>CsDs, CA3BsDs, DA,B,C, télesové
vysky vedené po Fadé vrcholy A, B, C, D kolmo k protilehlym sténam
oznacime jejich délky vy, ve, v3, vg. Kulové plochy o polomérech pq, p2,
p3, p4 vepsané témto Ctyrsténtim oznacime po fadé k1, k2, K3, K4 a jejich
stf"edy 517 Sg, 53, 54.

Z vlastnosti kulové plochy x vepsané ¢tyisténu ABCD (viz véta 2)
plyne, Ze vzdalenosti te¢nych rovin 71, 72, 73, 74 od protilehlych stén ¢tyr-
sténu jsou rovny 2p. Pro velikosti vysek v,, vp, V¢, Vg a v1, 2, V3, U4 proto
plati

V] = Vg — 2P, V2 =Up—2p, VU3 =7V.—2p, Vg=0vq—2p.
étyfstény ABl Cl Dl, BAQCQDQ, CAngDg, DA4B4C4 jSOU stejnolehlé,

a tedy podobné atvary s ¢tyfsténem ABCD ve stejnolehlostech (podobnos-
tech) se st¥edy A, B, C, D a koeficienty podobnosti (kladnymi koeficienty
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Obr. 1

stejnolehlosti) danymi vztahy

2 2
="t=1-2L p=2-1-F
Vo Vo Up Up

2 2
P T R T
Ve Ve Vd Vd

Specialné pro pi, pa, ps3, pa & p plati
p1=kip, p2=kep, p3=ksp, ps=Fkap.
Sectenim téchto t¥ rovnosti dostavame
p1+ p2+ p3+ ps = (k1 + ko + k3 + ky)p. (1)

Soucet koeficientti podobnosti k1 + ko + k3 + k4 v této rovnosti lze uréit
tak, Ze vSechny koeficienty se upravi na jednotny tvar vyjadfeny pomoci
obsaht stén Ctyfsténu ABCD.
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Obr. 2

Podrobné tuto apravu odvodime pro koeficient

o1 %
Va
Vyjdeme z rovnosti dvou vyjadieni objemu V étyisténu ABCD:
1. V= %SBCDUav
2. ¢tytstén ABCD rozdélime na ¢tyfi Ctytrstény BCDS,, CDAS,,
ABDS,, ABCS,, jez maji stejnou vysku p (obr. 2). Objem &tyi-
sténu ABCD je roven sou¢tu objemu téchto ¢tyf ¢tyfsténi:

V =3Spcpp+ 3Scpap+ 3Sap p+ 5Sapcp = 55 p,
kde S = Spep+Scpa+Sapp+Sapc je povrch Etyisténu ABCD.

7 rovnosti 1 1
-5 ==5
3 BCDUVq 3 P
plyne
P _ Sscp
Vg S

Matematika — fyzika — informatika 34 (3) 2025 165



a odtud po dosazeni do rovnosti k; =1 — 3—p dostavame
a

_ 2Spcp @)

ki=1 g

Obdobna vyjadieni koeficientt ko, ks, k4 1ze ziskat tymZ postupem (pro
0/, p/Ve, p/vd), resp. pouhou cyklickou zameénou z rovnosti (2):

25¢cpa

ko =1 — 3

2 S ) ( )
25

ks = 1— f:‘qBD, (4)
25

by =1— f‘gBC. (5)

Se¢tenim rovnosti (2), (3), (4), (5) dostavame po jednoduché tpravé
ki+ky+ks+kys=2
a odtud po dosazeni do rovnosti (1) plyne dokazovana rovnost
p1+ p2 + p3+ ps = 2p.
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Osy thla v trojtuhelniku

JAROSLAV SVRCEK — MARIE CHODOROVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Porovnéme-li nase uéebnice pro vyuku geometrie (planimetrie) na stfed-
nich skolach (specialng pak gymnazii) s podobnymi pouzivanymi ucebni-
cemi ve vé&tsiné evropskych zemich, zjistime, Ze v zahrani¢i je vénovano
dilezitym vlastnostem os vnitfnich a vnéjsich dhla v trojuhelniku mno-
hem vice prostoru, viz napf. [1, 2| a jinde.

Tento ¢lanek vznikl s cilem pribliZzit naSim ¢tenarfam t¥i dilezité, pritom
méné akcentované vlastnosti os vnitfnich a vnéjsich dhla v libovolném
trojihelniku. Ty jsou doplnény vybranymi aplikacemi.

Véta 1 (o ose vnitintho ahlu)
Osa vnitiniho dhlu v trojihelniku déli jeho protilehlou stranu v poméru
délek ji prilehlych stran.

Diikaz (uzitim sinové véty) uvedeme pro osu vnitiniho thlu pii vrcholu A
trojuhelniku ABC.
Ozna¢me D prusecik osy vnitfniho thlu p#i vrcholu A v trojihelniku
ABC' s jeho stranou BC'. Dale necht o = [ BAC| a ¢ = |[XADB|.
Uzitim sinové véty v trojihelniku ABD dostaneme

IBD|  sing
|AB|  sing’

Podobné v trojihelniku AC'D plati

|CD| sin § _ sing @)
|AC] — sin(180° — )  sing’

Porovnanim levych stran rovnosti (1) a (2) obdrzime

|BD|  |CD]|
|AB|  |AC|’

neboli |BD| : |CD| = |AB| : |AC|, coz jsme chtéli dokazat.

Analogicky lze postupovat i v piipadé obou zbyvajich os vnitinich thla.
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Jing dikaz (uzitim podobnosti trojihelnikt). Ozna¢me E takovy bod na
polopiimce BA, ktery lezi za bodem A, pro né&jz plati |[AE| = |AC|
(obr. 1). Trojuhelnik ACE je tedy rovnoramenny se zakladnou CE, tj.
plati |XACE| = |[< AEC|. Odtud plyne

<t ACE| + |4 AEC| = |4 BAC| = a,

a proto

% = |2 CAD| = |4 ACE| = |< AEC].
P¥imky AD a EC jsou tedy rovnobézné, a proto trojiuhelniky BCFE a
BDA jsou (podle véty uu) podobné. Plati tedy

|BD| |BA| |AB|
|IDC| — |AE|  |AC|

< |BD|:|CD| = |AB|: |AC|.
E

B D C
Obr. 1

Jing dikaz (uzitim obsahd trojuhelniki, viz obr. 2). Ozna¢me Sy pp, resp.
Sacp, obsah trojuhelniku ABD, resp. AC'D. Prusec¢ik D osy vnitiniho
thlu pfi vrcholu A mé pfitom stejnou vzdalenost od ramen AB a AC thlu
BAC, kterou ozna¢ime v. Tuto velikost v maji tudiz vysky z vrcholu D
v trojihelnicich ABC a ACD ke stranam AB a AC. Oznac¢me vy, v po
radé délky vysek z vrcholu B, C ke spoleéné strané AD obou uvazovanych
trojuhelnika a déle ¢ = |AB|, b = |AC|.
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N\

Pak plati (obr. 2)

IBD| v 5|AD[-vi  Sagp  3|AB|-v _|AB| ¢

ICD| vy L|AD|-vs  Sacp  3]AC|-v  JAC| b
Odtud jiz pfimo obdrzime
|BD|: |CD|=|AB|:|AC|=c:b,
coz predstavuje stejny vysledek jako v predeslych dvou dtikazech.

Uvazujme nyni osu vnéjsiho thlu u nékterého z vrcholu trojahelniku
ABC' (napf. u vrcholu A). Predpokladejme dale, Ze protilehla strana BC
neni zékladnou rovnoramenného trojahelniku ABC (v opa¢ném p¥ipadé
by osa vnéjsiho thlu u tohoto vrcholu byla rovnobézné s touto stranou).
V takovém piipadé prusecik D osy vnéjsiho thlu pfi vrcholu A protina
bud poloptimku BC za bodem C (tj. b < ¢), nebo polopfimku CB za
bodem B (tj. b > ¢).

Nasledujici tvrzeni vyslovime pouze pro pruni z obou pripadt. Stejné
tvrzeni, které plati i ve druhém pripadé, ponechavame pozornosti étenai.

Véta 2 (o ose vngjsiho thlu)
Necht F' je prusec¢ik osy vnégjsitho thlu pfi vrcholu A v trojihelniku
ABC s polopiimkou BC. Pak plati |BF|: |CF|=|AB|:|AC| =c:b.

Diikaz. Uvazujme vnitini bod F strany AB trojihelniku ABC, pro ktery
plati |[AE| = |AC|. Takovy bod E existuje, nebot ¢ = |AB| > |AC| = b
(vnit¥ni dhel p¥i vrcholu C je zde totiz vétsi nez vnitini thel pfi vrcholu
B), viz obr. 3.
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Obr. 3

Z obr. 3 vidime, ze trojihelniky BFA a BCE jsou podle véty uu po-
dobné, proto (vyuzitim rovnosti |AE| = |AC|) plati

|BF|  |AB| |AB|

CF| ~ [AE| ~ [AC]

<= |BF|:|CF|=|AB|:|AC| =c:b,

coz jsme chtéli dokéizat.

Pozndmka 1. Snadno lze dokazat, Ze osy vnitiniho a vnéjsiho uhlu u libo-
volného vrcholu trojuhelniku ABC jsou navzijem kolmé. Stiedy K, L, M
kruZnic vné pfipsanych stranam trojtahelniku ABC' lezi (po dvou) na osach
vnéjsich thla trojihelniku ABC u jednotlivych jeho vrchold, pficemz body
A, B, C jsou paty vysek ostrouhlého trojihelniku K LM.

Poznamka 2. Tvrzeni obou pfedeslych vét lze vyuzit ke snadné konstrukei
tzv. Apolloniovy kruZnice v roviné (viz napf. [4]), tj. mnoziny vSech bodu A
roviny, které maji od dvou bodtd B, C (B # C) této roviny dany pomér
vzdalenosti. Napf. pro pomér ¢ : b, kde ¢ > b, sta¢i uvnitt asecky, resp. na
polopfimce BC za bodem C, sestrojit body D, resp. F', pro néz plati

IBD| : |CD| = |BF| : |CF| = |AB| : |AC| = ¢ : b.

Tyto body jsou priseciky po Fadé osy vnitiniho a vnéjsiho uhlu BAC
s pfimkou BC'. Vzhledem k tomu, Ze obé osy thla jsou navzajem kolmé, lezi
vS8echny hledané body A na Thaletové kruznici sestrojené nad primérem
DF (vCetné obou krajnich boda priméru DF), viz obr. 3.

V dalsi ¢asti uvedeme nékteré vybrané aplikace vyse uvedenych tvrzeni.

Priklad 1

Je dan pravoihly trojuhelnik s vnitfnimi thly 30° —60° —90°. Dokazte,
Ze osa jeho pfepony protina delsi odvésnu v bodé, ktery ji déli v poméru
1:2.
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Resent. Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s preponou BC, jehoz vni-
t¥ni thly pfi vrcholech B a C maji po fadé velikosti 30° a 60°. Ozna¢me D
priisecik osy jeho pfepony BC' s (delsi) odvésnou AB (obr. 4). Vzhledem
k tomu, Ze bod D lezi na ose strany (tasecky) BC, je BC'D rovnoramenny
trojahelnik se zdkladnou BC, v némz [ BCD| = 30°, a CD je tedy osou
thlu pfi vrcholu C' v tomto trojihelniku. Podle véty 1 potom ale plati
|AD|: |BD| = |AC| : |BC| =1:2, coz jsme chtéli dokazat.

C

A D B
Obr. 4

V é&isle 1 minulého (33.) ro¢niku ¢asopisu MFI byla zvefejnéna tii od-
lisna feSeni nésledujici zajimavé matematické dlohy. Zde uvadime ctvrté
feSeni této ulohy, které se opira o aplikaci vy$e uvedené véty 1.

Piiklad 2 (MFI 32/3, aloha ¢. 287, J. Svréek)

Je dan pravouhly rovnoramenny trojtuhelnik ABC s pfeponou BC'. Osa
vnitfniho thlu p#i vrcholu B protind vysku AR a odvésnu AC daného
trojuhelniku po fadé v bodech P a @Q. Dokazte, ze |CQ| = 2 |PR).

Resend. V pravouhlém trojahelniku ABQ s pieponou BQ (obr. 5) plati
X AQB| = 90° — 22,5° = 67,5° = | AQP|.

Protoze pfimka AR je soucasné osou pravého thlu C'AB, plati pro velikost
vnéjsiho thlu APQ pii vrcholu P v trojahelniku ABP

[XAPQ| = |XABP| + |XBAP| = 22,5° + 45° = 67,5° = |X AQP|.

Tento t1hel je ale sou¢asné vnitinim tthlem v rovnoramenném trojthelniku
APQ se shodnymi rameny AP a AQ.
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B R C
Obr. 5

V pravoihlém trojuhelniku ABR, kde R je stied pfepony BC' v pravo-
ihlém rovnoramenném trojihelniku ABC, pdle véty 1 plati

|PR| |BR|

= TABl 3)

|AP| |AB|
Podobné v daném pravoihlém trojihelniku ABC (s osou BQ vnitiniho
thlu pfi vrcholu B) plati

|AQ|  |AB|
1cql ~ 1BC” )

S ohledem na rovnost |AP| = |AQ)| plati pro souéin vztaht (3) a (4)
|PR| _ |PR| |AQ| _ |BR| |AB| _ |BR| _1

[CQ| ~ |AP| [CQ| ~ |AB] |BC| ~ [BC| 2’
Odtud jiz bezprostiedng plyne |CQ| = 2 |PR|, coz jsme chtéli dokazat.
Piiklad 3 (MFI 33/3, uloha ¢. 295, J. Kalinowski)

Necht D je bod strany BC' rovnostranného trojahelniku ABC, kde
|BD| = 2|CD|. Oznafme E patu kolmice z vrcholu B k piimce AD a F
(F # A) prusecik pfimky AD s kruZnici opsanou uvaZovanému trojthel-
niku. Dokazte, Ze trojihelniky BDE a C'DF maji stejné obsahy.

Resend této tlohy muzete nalézt v MFI 34, €. 1, v rubrice zajimavé mate-
matické tlohy.
Véta 3

Piimka prochézejici vrcholem C' trojuhelniku ABC protina kruZnici
jemu opsanou v bodé S, ktery je stfedem jejiho oblouku') AB neobsahuji-

D Tento bod fesitelé MO Zasto oznaduji jako ,,évrékﬁv bod*.
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cim vrchol A, pravé kdyZ je tato pfimka osou vnitiniho thlu p¥i vrcholu C
v tomto trojihelniku.

Drikaz.

a) Necht S je prisecik osy vnit¥niho uhlu pfi vrcholu C' daného troju-
helniku ABC' s kruZnici jemu opsanou. Protoze plati [ AC'S| = [ BCS|,
jsou tétivy AS a BS této kruznice shodné, a tudiz S je stfedem jejiho
oblouku neobsahujiciho vrchol C.

b) Snadné zdivodnéni obracené véty prenechéavame laskavému ¢tenafi.

Priklad 4

Strandm trojuhelniku ABC' jsou vné pfipsany rovnoramenné trojuhel-
niky ABC', BCA’', CAB’ se zékladnami AB, BC, C' A tak, Ze pii obvyklém
oznaceni velikosti vnitinich @hli daného trojthelniku je |X BCA'| = Lo,
|KCAB'| = 18, a [ ABC’| = }~. Dokazte, ze primky AA’, BB', CC” se
protinaji v jednom bodé.

C

A/

C/
Obr. 6

Regeni. V rovnoramenném trojihelniku BC'A’ (obr. 5) je podle zadani
velikost vnitintho dhlu pfi jeho hlavnim vrcholu A’ rovna

1
[ BA'C| = 180° — 2 | BCA| = 180° ~2- Ja = 180° —

coZ znamena, Ze Ctyfuhelnik ABA'C je tétivovy. VSechny &tyii jeho vr-
choly tedy lezi na kruznici opsané danému trojuhelniku ABC'. Analogicky
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lze ukézat, Ze na této kruznici lezi také hlavni vrcholy B’ a C’ rovnora-
mennych trojihelniki CAB’ a ABC'. Body A’, B, C’ jsou pfitom po
radé stfedy kruznicovych oblouka BC, C'A, AB, na nichz nelezi tieti vr-
chol uvazovaného trojthelniku ABC. Piimky AA’, BB’, CC’ jsou (podle
véty 3) osami vnitinich ahli po fadé pii vrcholech A, B, C v trojahelniku
ABC'. Ty se v8ak protinaji v jednom spoletném bodé I, kterym je stied
kruZnice vepsané daného trojuhelniku ABC. Tim je dikaz ukoncen.

Priklad 5

V roviné je dan ostrouhly trojuhelnik K LM . Sestrojte trojuhelnik ABC,
jehoz stfedy vné pfipsanych kruZnic jsou totozné s vrcholy trojuhelniku
KLM.

[Ndvod. Z poznamky 1 za v&tou 2 plyne, Ze vrcholy hledaného troja-
helniku ABC' tvori paty vySek daného ostrothlého trojuhelniku KLM.
Trojuhelnik ABC je tzv. orticky trojuhelnik daného trojuhelniku K LM

Priklad 6

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Ozna¢me M stied strany AB
a K prusecik osy usec¢ky DM s uhloprickou AC. Dokazte, ze AK | DK.
Regent této tlohy uZitim véty 3 lze dohledat v &lanku [3] — jiné fedeni
piikladu 2 na str. 17.

Zavérem uvadime pro &tenafe jesté jednu tlohu na pouziti Apolloniovy
kruznice, viz poznamka 2 za vétou 2. Ta se objevila mezi tzv. pfipravnymi
tlohami v kategorii A jiz v 19. ro¢éniku MO. Jeji feSeni lze najit v pfislusné
ro¢ence MO nebo na strankach http://www.matemtickaolympiada.cz.
Priklad 7

V roviné jsou dany dvé neshodné tsecky AB a CD. Sestrojte vSechny
body X této roviny, pro néz jsou trojuhelniky ABX a CDX podobné.
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Vyuzitie dynamickej geometrie
vo vyucbe obsahov rovinnych
utvarov

PATRIK STEIN — STANISLAV LUKAC
Prirodovedecka fakulta UPJS, Kogice, SLOVENSKO

Vyuzitie digitalnych technol6gii v réznych oblastiach je v dneSnom svete
uz snad samozrejmostou. Uéinky digitalnych technologii na zvy3enie efek-
tivnosti vyu¢ovania mozu byt rozmanité, po¢nic od zvySenia zaujmu Zia-
kov o ucenie sa az po zlepSenie u¢ebnych vysledkov ziakov. Systémy dy-
namickej geometrie pontikaju experimentovanie s geometrickymi objektmi
a poskytuju ziakom prilezitost preskimat rézne konkrétne tutvary a rozne
geometrické situacie. Moznostiam vyuzitia systémov dynamickej geometrie
vo vyutovani matematiky sa venovali viaceri autori [2, 5, 6]. V ¢lanku je
stru¢ne opisany obsah interaktivnej knihy vytvorenej v prostredi programu
GeoGebra na podporu vyucby obsahov geometrickych ttvarov na zaklad-
nej Skole a nacrtnuty spdsob jej vyuzitia vo vyucbe. Pri tvorbe knihy boli
aplety na odvodenie vzorcov na vypocet obsahu utvarov doplnené o dal-
sie ulohy a testové otazky s ciefom zlepsit porozumenie odvodzovanych
vzorcov. V poslednej Casti ¢lanku st opisané skiisenosti z vyuzitia pripra-
venych ucebnych materidlov vo vyucovani matematiky, ktorej sicastou je
aj hodnotiaci pohlad na ucenie sa Ziakov a dosiahnuté udebné vysledky.

Vypracovanie a vyuZzivanie interaktivnych uéebnych materialov
Pokrocilé nastroje programov dynamickej geometrie umoziuja usetrit
¢as pri rieSeni problémov, ktory by sa nemal vyuZit na zvySenie poctu
rieSenych problémov, ale na doékladnejSiu analyzu procesu ich rieenia, zo-
vSeobeciiovanie objavenych vztahov a organizovanie diskusie medzi ziakmi
podnecujucej zamysliet sa nad osvojovanymi pojmami a vztahmi [4]. Pri
vybere digitalneho prostredia na tvorbu interaktivnych ucebnych aktivit
sme sa zamerali na program GeoGebra, ktory je najrozsirenejsim volne
dostupnym softvérom pre podporu vyucovania matematiky a je medzi
uditelmi znacne oblibeny. Na zvySenie motivacie ucitelov pre zaclenenie
systémov dynamickej geometrie do vyucby matematiky moze mat priaz-
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nivy vplyv aj skutoc¢nost, Ze na portali programu GeoGebra je dostupnych
mnozstvo rozmanitych u¢ebnych materialov od jednoduchsich apletov az
po rozsiahle knihy obsahujtce viacero kapitol. V stlade s podmienkami
a technickym vybavenim uc¢ebni mozu byt digitdlne uéebné materialy vy-
uzité pre samostatné Ziacke skiimanie alebo pre interaktivne demonstracie
vedené uditelom vyuzitelné vo vSetkych fazach vyucovacieho procesu.
Opisované kniha na vyucbu obsahu rovinnych ttvarov obsahuje kapitoly
venované obsahom jednotlivych typov rovinnych atvarov a zévereénu cast
zameranu na aplikovanie osvojenych poznatkov pri rieSeni tloh.

Rozvijanie predstavy o obsahu geometrickych utvarov

S obsahmi geometrickych atvarov sa ziaci stretavaji uz v trefom ro¢niku
zakladnej skoly, kedy nazeraji na obsah ako na isté ,,vnitro“ utvaru, ktoré
maé nejaka velkost, ale v tomto ro¢niku sa eSte neoperuje s ¢iselnymi hod-
notami. Neskor sa s obsahom &tvorca a obdlznika Ziaci stretni pri rieSeni
iloh vo stvrtom roéniku, kedy st ttvary umiestnené vo Stvorcekovej sieti
a Ziaci maju porovnavat velkosti itvarov. VAcgia pozornost je venovana
vypoétu obvodu stvorcov a obdlznikov. Prvé predstavy o obsahu tatvarov
vytvaraju propedeutiku pre neskorgie budovanie pojmu obsah utvaru.

Vypocet obsahov zakladnych typov rovinnych utvarov je podla inovo-
vaného SVP pre 2. stupen ZS (ekvivalent RVP v CR) rozdeleny do viace-
rych ro¢nikov. V piatom a Siestom roc¢niku sa realizuje postupny prechod
od obsahov §tvorcov a obdlznikov s celo¢iselnymi rozmermi zakreslenych
v Stvorcekovej sieti k vypoc¢tu obsahov tychto ttvarov s rozmermi vyjadre-
nymi desatinnymi ¢islami. Ziak sa naud vyuzit vypocet obsahu Stvorcov
a obdlznikov pri vypoéte obsahu obrazcov v tvoréekovej sieti zlozenych zo
Stvorcov a obdlznikov séitanim ich obsahov. Rozvija sa predstava o plos-
nej miere, ako po¢tu Stvorcov s danymi rozmermi obsiahnutych v utvare,
ktora sluzi ako priprava pre pracu s roznymi jednotkami obsahu. V 6smom
ro¢niku sa maju Ziaci nauc¢it vypocitat obsah rovnobeznika, trojuholnika
a lichobeznika. Podla obsahového $tandardu by mali byt Ziaci privedeni
k objaveniu postupu vypocétu obsahov tychto ttvarov pomocou skoér osvo-
jenych vztahov na vypocet obsahov jednoduchsich atvarov.

Vyucba obsahu trojuholnika

V ¢lanku je strucne predstavené spracovanie interaktivneho uéebného
materialu pre vyucbu obsahu trojuholnika a naznacené jeho vyuzitie vo vy-
u¢ovacom procese. Odpovedajica ¢ast knihy je dostupna prostrednictvom
URL (https://wwu.geogebra.org/m/dsugq7butimaterial/zmgvdhxt). Pri
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planovani postupu vyucby sme sa snaZili skombinovat rozne ucebné akti-
vity za uc¢elom dosiahnutia porozumenia vzorca na vypocet obsahu troju-
holnika a rozvijania schopnosti Ziakov aplikovat ho pri rieseni uloh. Overe-
nie interaktivneho uéebného materialu bolo realizované na zakladnej skole
v Kosiciach v 6smom ro¢niku v triede so 16 ziakmi. Prvé dve hodiny boli
venované praci s interakt{ivnym uc¢ebnym materidlom v pocitac¢ovej ucebni.
Po troch tyzdiioch, z ktorych tvorili via¢sinu vianoéné prazdniny, bola za-
radend tretia hodina zamerana na pracu s pracovnym listom.

Na uvod vyucby odporiacame zaradit interaktivnu aktivitu z vytvorenej
knihy na sktimanie obsahu v8eobecného trojuholnika. V aplete je zostro-
jeny trojuholnik ABC' a Ziaci maju posuvanim vrcholov B, C' skumat, od
¢oho zévisi obsah trojuholnika ABC. Pri posuvani vrcholu B je pozoro-
vatelna zmena obsahu trojuholnika. Vrchol C' by Ziaci najprv posuvali po
priamke réznobeznej s priamkou AB. Po zatlaceni tlacidla so Sipkou moézu
ziaci menit odchylku priamky p od priamky AB. Pri experimentovani s ap-
letom by Ziaci mali pozorovat, Ze pri zmenSovani odchylky priamky p od
priamky AB sa postvanim bodu C po priamke p meni obsah trojuhol-
nika ABC postupne o stile mensie hodnoty. V hrani¢nom pripade, ked
priamka p bude rovnobeZné s priamkou AB, ostava obsah trojuholnika
ABC konstantny.

P
Stlacanim tlacidiel méZeme menit uhol priamky p s priamkou AB =

Obsah trojuholnika je 7.5 cm?

Obr. 1 Skamanie obsahu roéznych trojuholnikov

V nasledujucej aktivite by mali Ziaci nadviazat na svoje sktsenosti zis-
kané pri praci s opisovanym apletom. V §tvoréekovej sieti by mali Ziaci
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zakreslit vo vy¢lenenej oblasti ¢o najviac réznych trojuholnikov s danym
obsahom (7 cm? a 0,5 cm?). Tato tloha bola uvedena ako vhodny namet
na samostatné ziacke skumanie v publikécii [1]. Po zvoleni konkrétneho
obsahu trojuholnika sa druha moZnost kvoli kontrole riesenia skryje. Ziaci
by prestvanim vrcholov naértnutého trojuholnika mali vytvorit trojuhol-
nik so zvolenym obsahom. Po tspe$nom vytvoreni prvého trojuholnika sa
trojuholnik prefarbi na zeleno. U¢itel by mal Ziakov pri rieSeni tulohy vy-
zvat, aby nasli viacero rieSeni. Po kazdom zostrojeni trojuholnika s danym
obsahom by mali ziaci zatladit tlac¢idlo Stopa. Od ziakov sa ocakava, ze
vyuziju nové skusenosti a rozne rieSenia ziskaju postvanim vrcholu troj-
uholnika po priamke rovnobeZnej s protilahlou stranou trojuholnika. Na
obr. 2 st znazornené tri rozne trojuholniky s rovnakym obsahom.

Ulohy: Presidvanim vrcholov A, B, C =

vyznacte trojuholnik s danym obsahom:
(zaskrtnite policka pre dany obsah)

Obsah trojuholnika je 0,5 cm® m

Obr. 2 Vyznacenie trojuholnikov s rovnakym obsahom

Po tychto dvoch aktivitach by ucitel mal vyvolat diskusiu medzi Ziakmi.
Najprv by mohli Ziaci prezentovat svoje rieSenia z predchadzajucej akti-
vity. Z prezentovanych rieSeni by ucitel mohol zistit, ¢ Ziaci porozumeli, Ze
ostrouhlé aj tupouhlé trojuholniky s rovnakou dlzkou strany AB a s rov-
nakou vyskou na tuto stranu maja rovnaky obsah.

Po zhrnuti ziskanych vysledkov by nasledovala aktivita na odvodenie
vzorca na vypocet obsahu trojuholnika. Pri odvodzovani vzorca by Ziaci
vyuzili aplet zobrazeny na obr. 3. Pri otacani trojuholnika ABC' okolo
stredu strany BC by Ziaci mohli pozorovat, ako sa doplni trojuholnik
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ABC na rovnobeznik s dvojnasobnym obsahom. Vzorcu na obsah rovno-
beznika je venovana predchédzajuca Cast interaktivnej knihy. Aplet sluzi
na upevnenie a ujasnenie predstavy o odvodeni vzorca na vypocet obsahu
trojuholnika.

otdtanie

. -
D Pomocny itvar

Obr. 3 Dynamicka vizualizacia k odvodeniu vzorca na vypocet obsahu
trojuholnika

Pri overeni interaktivneho ué¢ebného materidlu Ziaci pracovali v pocita-
¢ovej ucebni, pricom kazdy ziak pracoval samostatne. Interaktivny ucebny
material bol spusteny vo forme GeoGebra Classroom, kde bolo umoznené
zaznamenévat postup prace Ziakov s uebnym materidlom. Pre neustalu
kontrolu mal uditel moznost sledovat rieSenia jednotlivych Ziakov na svo-
jom pocitadi. Ziaci vypracovavali ulohy postupne, aby bola zachovana nad-
véaznost pri nadobtudani novych vedomosti. VyuzZitim uéitelského pristupu
v GeoGebra Classroom bolo moZné kontrolovat a regulovat pracu ziakov:
pozastavit ich pracu v pripade vysvetlenia otézok alebo viest diskusiu
0 spOsobe rieSenia ulohy, ukazat alebo vysvetlit situacie suvisiace s rieSe-
nim tloh pomocou premietania obrazovky ucitelského pocitaca na stenu
ucebne.

Na vyhodnotenie a d'alSie rozvijanie osvojenych vedomosti a zrucénosti
slazila tretia vyucCovacia hodina, ktora prebiehala v tradi¢nej ucebni. Ob-
sahom tejto vyucovacej hodiny bolo rieSenie tiloh na vypocet obsahov tut-
varov a na zostrojovanie dtvarov s danym obsahom v Stvorcéekovej sieti.
Ziaci samostatne riesili tlohy v pripravenom pracovnom liste.
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Analyza ziackych rieSeni, diskusia

Sest tloh zadanych formou pracovného listu samostatne riesilo 16 Zia-
kov. RieSenie tloh od Ziakov vyZzadovalo preukdzat nadobudnuté vedo-
mosti a zru¢nosti ziskané skimanim nacrtov itvarov na papieri a pracou
s interaktivnym uéebnym materidlom. Od ziakov sa oc¢akivalo vyuzivanie
transformacii jednoduchsich utvarov pri vytvarani atvarov s pozadovanymi
vlastnostami. V poslednych dvoch tlohéch mali Ziaci odrezéavanim niekto-
rych Gasti Gtvaru alebo poskladanim jednoduchsich typov atvarov vytvorit
patuholnik (Sestuholnik) s pozadovanym obsahom.

7 pracovného listu sme vybrali na ukazku dve tlohy s poradovymi &is-
lami 2, 5.

Uloha 2

V stvoréekovej sieti je zostrojeny obdlznik s obsahom 12 Stvoréekov.
Pod tento obdlznik vytvor kosodlznik a lichobeznik tieZ s obsahom 12
Stvoréekov. V kazdom tutvare vyznaé¢ potrebné idaje na vypocet obsahu.

Uloha 5
Dvoma, ,rezmi“ vytvor z daného obdlznika ABCD pétuholnik, ktory
mé obsah 21 Stvorcéekov.

V nasledujucej tabulke je prehladne zobrazené hodnotenie Ziackych
rieSen{ vybranych tloh. V tulohe 2 boli za ¢iasto¢ne spravne povazované
ziacke rieSenia obsahujtce spravne nacértnuty jeden z pozadovanych utva-
rov. Vzhl'adom na skutoénost, Ze tiloha 5 nebola poslednou tlohou v pra-
covnom liste, hodnotenie NerieSena znamena, Ze traja ziaci ulohu nevedeli
vyriesit. Déovodom nizkej tspesnosti Ziakov pri rieSeni ulohy 5 bolo vyZa-
dovanie viacerych vlastnosti hladaného atvaru, pri¢om niektorym Ziakom
sa nepodarilo dodrzat vSetky podmienky zo zadania tlohy.

Uloha 2
Spravne Ciasto¢ne spravne | Nepravne
9 6 1
Uloha 5
Spravne Nepravne Neriesena
5 8 3

Tab. 1 Uspesnost ziakov pri rieseni tloh 2 a 5
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V tlohe 2 bolo moZné pozorovat dva rozne postupy rieSenia. Prvy (naj-
Castejsi) postup vychadzal z metody vyuZivanej v interaktivnom udeb-
nom materiali zaloZenej na transformécii utvarov. Tito Ziaci sa pri rieSeni
tlohy 2 snazili transformovat dany obdlznik na zlozitejsi ttvar s rovnakym
obsahom. Naért kosodlznika a lichobeznika vychadzajici z daného obdlz-
nika spocival v ,,odrezani“ a presuvani pripadne preklopeni pravouhlého
trojuholnika (pozri obrazok 4 vlavo). Pre druhy postup bolo charakte-
ristické skuSanie viacerych moznosti spojené s manualnym pocitanim ob-
sahu (Stvor¢ek po Stvorceku). Niektori Ziaci posuvali v Stvorcekovej sieti
stranu rovnobeZnika (lichobeZnika) a snazili sa ho prispdsobit tak, aby
mal pozadovany obsah. Chyby v Ziackych rieSeniach najCastejSie prame-
nili z nespravne uréenych tdajov potrebnych pre vypocet obsahu atvarov
alebo pomyleni sa pri vypoctoch obsahu. Na ukazku sme vybrali ¢iastocne
spravne Ziacke rieSenie (pozri obrazok 4 vpravo). Obrazky vyjadruju Ziacke
rieSenia, ale pre vacsiu prehladnost boli pretvorené v digitalnom prostredi.

Obr. 4 Ukazky ziackych rieSeni tlohy 2: spravne rieSenie vlavo, ¢astoéne
spravne rieSenie vpravo

Uloha 5 vychadzala z postupu riesenia tloh uvedenych v zévere interak-
tivneho u¢ebného materialu, v ktorych mali Ziaci manipulovat s rovinnymi
geometrickymi atvarmi a rozdelovat ich (oddelit mensi geometricky atvar)
tak, aby boli splnené dané podmienky. V tlohe 5 bolo pozadované splnit
tri podmienky: vyuZzit dva priame rezy, vytvorit patuholnik a dosiahnut,
aby mal ziskany ttvar dany obsah. Ocakavany postup pri rieSeni tejto
tlohy vychadza z avahy o sucte obsahov dvoch ttvarov, ktoré je potrebné
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oddelit od daného obdiznika. Podmienka vykonania dvoch rezov vyuzitim
priamok urcenych vrcholmi v mreZzovych bodoch zvySuje naro¢nost tlohy.
Podmienka, ktorda hovori o pocte strén vysledného ttvaru, mala ziakov
viest k uvaZzovaniu, ako robit tieto rezy a ako sa pritom meni pocet stran
ziskaného geometrického utvaru. Nizgia aspesnost Ziakov pri rieSeni tlohy 5
savisi aj s tazkostami ziakov pri dodrzani v8etkych troch podmienok. Pri-
¢inou opisovaného javu moze byt aj skutocnost, Ze vyucovanie geometrie je
viac zamerané na rozvoj statickych reprodukénych predstéav a zanedbava
sa predstava pohybu [3]. Najvi¢sou prekazkou pri rieSeni tlohy bolo najst
dva rezy, ktoré umoznia z obdlznika vytvorit pafuholnik. Niektori Ziaci
sice dodrzali podmienku o obsahu atvaru, ale vytvorili §estuholnik alebo
vyuzili viac ako dva rezy.

Pri rieSeni tlohy 5 Ziaci vyuzivali najcastejsie dva postupy. V prvom
postupe sa snaZili najprv oddelovat utvary a aZ potom pocitali obsah
ziskaného utvaru. Pri tomto postupe sa nemuselo podarit Ziakovi vytvorit
pituholnik (pozri obrazok 5 vlavo). Utvar zobrazeny na tomto obrazku
ma pozadovany obsah, ale nesplha dalsie podmienky zo zadania tulohy.
Druhy postup zac¢inal avahou o obsahu atvaru, ktory je potrebné oddelit
od daného obdlznika. Takto postupoval Ziak, ktorého rieSenie je zobrazené
na obrazku 5 vpravo. Ziak najprv vyznacil §tvorec s obsahom 9 $tvorcéekov,
ktory je potrebné oddelit od obdiznika. Potom polovicu tvorca oddelil
a v dalsom kroku sa snazil oddelit utvar s obsahom 4,5 §tvoréekov takym
sposobom, aby vyslednym ttvarom bol péatuholnik.

D C D

V. )
// Yk

/

A B A B

Obr. 5 Ukazka ziackych rieseni tlohy 5 nespliajtcich vietky podmienky

Vagsina spravnych ziackych rieSeni viedla k vytvoreniu symetrického
utvaru. Prekvapilo nés, Ze ani jeden Ziak nenasiel jednoduchsie rieSenie za-
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lozené na odrezani jedného radu tvoréekov pozdlz jednej strany obdlznika
v prvom kroku rieSenia tulohy. Pozorované nedostatky a chyby v ziackych
rieSeniach tloh poukéazali, Ze bolo vhodné venovat viac ¢asu upevneniu
a prehlbeniu vedomosti a zruénosti.

Vyucovanie pomocou digitalnych technol6gii predstavuje pre stcasni
generaciu ziakov spojenie medzi vyucovacim predmetom a redlnym Zzivo-
tom. Prostredie dynamickej geometrie prinidSa nové sposoby vykonavania
uéebnych ¢innosti a umoziuje Ziakom ziskavat nové skuisenosti. Vyznamny
potencial dynamickej geometrie je aj v podpore badatelskych pristupov
k vyu€ovaniu matematiky zaloZenych na manipulécii s objektmi.

V ¢lanku je opisand interaktivna kniha vytvorena so zdmerom podporit
porozumenie geometrického konceptu vzorcov na vypocet obsahov zaklad-
nych typov itvarov a rozvijat geometrickt predstavivost ziakov. Aj ked sa
ziaci dopustali viacerych druhov chyb pri vyuzivani osvojenych vedomosti
pri rieseni uloh, devit Ziakov vedelo aspon v jednej ulohe spravne vyuZit
transforméacie utvarov pri vypocte obsahu alebo pri vytvarani atvarov s po-
zadovanym obsahom. Miera vplyvu interaktivneho u¢ebného materialu na
geometrické predstavy a znalosti ziakov zavisi okrem didaktického spraco-
vania uéebného materialu a sposobu jeho vyuzitia ucditelom aj od dalsich
faktorov, medzi ktoré patria predchédzajuce vedomosti ziakov a turoven
rozvoja ich geometrického myslenia.
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Pasové uzaviené prochazky
jezdce po Sachovnici

KAREL PASTOR
Pedagogicka fakulta UP, Olomouc

Jezdcova prochéazka po Sachovnici je zajimavym kombinatorickym pro-
blémem a lze ji povazovat i za vhodny néstroj pro napliovani cili vzdéla-
vaci oblasti Matematika a jeji aplikace. Zaci (zakladnich a st¥ednich skol)
nebo i studenti (vysokych gkol) pfitom nemusi znat kompletni Sachova
pravidla, ale staci, kdyz si osvoji tah jezdcem. P¥ipomenme, Ze pohyb Sa-
chového jezdce po Sachovnici se realizuje tak, Ze se pfemisti o dvé pole
rovné a potom jedno pole do strany. Je tak mozné Fict, ze Sachovy jezdec
se pri svém tahu pohybuje podle pismene L. Na Sachovnici na obr. 1 by se
Sachovy jezdec z pole f4 mohl svym tahem premistit na libovolné z poli,
na kterych stoji ¢erni pésci.

a b c d e f g h

a b c d e f g h A
Obr. 1 Tah Sachového jezdce

Jezdcovou prochdzkou rozumime tlohu navstivit Sachovym jezdcem vse-
chna pole Sachovnice pravé jednou v souladu s jeho pohybem podle Sacho-
vych pravidel. Pokud se Sachovy jezdec ze svého posledniho navstiveného
pole miZe svym tahem dostat na pole za¢atku své prochazky, hovoiime
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0 uzaviené jezdcové prochdzce. V opa¢ném pripadé pak mluvime o oteviené
jezdcové prochdzce. Sachové partie se hravaji na Sachovnici 8 x 8, nicméné
o jezdcovu prochazku se je mozné pokusit na libovolné Ssachovnici obdél-
nikového tvaru. Obr. 2 ukazuje jednu z moZnych otevienych jezdcovych
prochéazek na Sachovnici 5 x 5.

7T 11811324 | 1

12 125 8 | 19| 14

1716 |23 2 | 9

22 11| 4 | 15| 20

5 |16 |21 10| 3

Obr. 2 Oteviena jezdcova prochazka 5 x 5

Realizovat otevienou jezdcovu prochazku je samoziejmé jednoduSsi nez
uzavienou jezdcovu prochazku. Pro zaky a studenty miize byt alternativni
(snazsi) tlohou k jezdcové prochézce po celé Sachovnici tloha zaplnit tahy
gachového jezdce co nejvice poli zvolené Sachovnice.

143 o0

s [
s [ 1
0 o [ [

&l s

52 |41

Obr. 3 Uzaviena jezdcova prochazka 8 x 8

V nasem ¢lanku se budeme dale vénovat uzavienym jezdcovym prochéz-
kdm. Ukazme nejprve piiklad jezdcovy prochézky na klasické Ssachovnici
8% 8 podle Leonharda Eulera z roku 1759 (obr. 3). Postup je mozné odvodit
na zakladé vybarvenych poli a Zaci jej mohou snadno modifikovat. Eule-
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rova prochézka miize byt vzhledem ke svému snadno zapamatovatelnému
algoritmu zajimava i pro mladsi zaky [1].

Na Sachovnici 8 x 8 existuje 13267 364 410 532 neorientovanych uzavie-
nych jezdcovych prochéazek, viz [2]. Neorientovana znamena, ze u uvazo-
vané jezdcovy prochéazky nezalezi ani na pocateénim poli prochazky, ani
na jejim sméru.

Uzavienou jezdcovu prochazku lze provést i na dalsich Sachovnicich ob-
délnikového tvaru. Schwenkova véta, viz [3], podava jejich kompletni vycet.

Véta (Schwenkova)

Pro vSechna pfirozend m < n existuje na Sachovnici m X n uzaviena
jezdcova prochézka pravé tehdy, kdyz neni splnéna zadné z nasledujicich
podminek:

(i) m a n jsou obé licha ¢isla,

(ii) m =1, 2 nebo 4,

(iii) m =3 an =4, 6 nebo 8.

Ze Schwenkovy véty plyne, Ze napf. na Sachovnici 11 x 11 uzaviené
jezdcova prochéazka neexistuje, ale na Sachovnici 12 x 12 ano. Pokud bu-
deme zakum piredkladat tlohu provést uzavienou jezdcovu prochézku na
Sachovnici obdélnikového tvaru, je dobré védét nejen o jeji existenci, ale
i 0 mozné realizaci. Cilem naSeho ¢lanku je na zakladé dikazu Schwen-
kovy véty [3] podat prislusny navod. ZaméFime se v8ak jen na Sachovnice
3 X n, kde 3 < n. Pro tyto pfipady je mozné zminény konstrukéni dikaz
[3] vyrazné zjednodusit. Uzavienym jezdcovym prochazkidm na Sachovni-
cich téchto rozméra budeme Fikat pasové uzaviené prochézky jezdce po
Sachovnici.

Podle Schwenkovy véty jsou mozné dva typy péasové uzavienych pro-
chazek jezdce po Sachovnici. Jednak ve tvaru 3 x (4k + 2), kde k > 2, a
jednak ve tvaru 3 x 4k, kde k > 3.

Jako zékladni stavebni kameny pasové uzavienych prochazek jezdce po
Sachovnici je mozné zvolit libovolné uzaviené jezdcovy prochézky na Sa-
chovnicich 3 x 10 a 3 x 12, zvolme [4] napf. prochazky z obr. 4 a 5.

29| 2 |27 |18 5 |20 (23|12 | 7 |10

26 | 17130 | 3 | 24|15 6 |9 |22]|13

1128|2516 (19| 4 |21 |14 |11 ]| 8

Obr. 4 Uzaviena jezdcova prochézka 3 x 10
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1 4 13516 19| 6 | 31| 8 |11 |22 | 25| 28

34 | 17 | 2 9 [32] 9 |14 21|30 |27 |12 | 23

3136|3318 115120 | 7 |10 |13 |24 |29 |26

Obr. 5 Uzaviena jezdcova prochézka 3 x 12

Nastrojem pro prodlouzeni uzaviené jezdcovy prochazky ze Sachovnice
3 x n, kde 3 < n, na Sachovnici 3 x (n 4 4) pro zvolené prochazky 3 x 10 a
3 X 12 z obr. 4 a 5 bude oteviena jezdcova prochézka na Sachovnici 3 x 4
zndzornéna na obr. 6.

3 |16]11 ] 8

1219 | 2 5

1 ]14] 7 |10

Obr. 6 OtevFena jezdcova prochazka 3 x 4 (varianta 1)

Pro vytvoreni uzaviené jezdcovy prochazky na Sachovnici 3x 14 za¢neme
uzavienou jezdcovou prochézkou na Sachovnici 3 x 10 z obr. 4, dostaneme
se do pravého horniho rohu této Sachovnice (pole oznaené ¢islem 10),
poté se premistime do levého dolniho bodu pfipojené Sachovnice 3 x 4
(pole oznacené ¢islem 1), pokradujeme otevienou jezdcovou prochazkou az
do pole oznacéené Cislem 12, nasledné se vratime na Sachovnici 3 x 10 na
pole oznadené ¢islem 11 a prochazku dokonéime. Adekvatnim zptasobem
prochazena pole obou pfipojenych Sachovnic pfecislujeme. Cely postup je
ukazan postupné na obr. 7a, 7b a 7c, pfi¢emz propojeni Sachovnic 3 x 10
a 3 x 4 je naznaceno pomoci oranzové vyznacenych ¢&isel 10, 1 a zelené
vyznacenych ¢isel 12, 11.

29 2 |27 |18 5 |20 (23|12 | 7 |10 3 |6 |11 | 8

26 (1730 3 24156 | 9 |22]1312|9] 2| 5

1 1281251619 | 4 |21 (14|11 ]| 8 1 ]14] 7 ]10

Obr. 7a Konstrukce uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 14 — pripojeni Sachovnic
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29| 2 | 27|18 | 5 | 20|23 | 12| 7 3 16|11 8
26 |17 (30| 3 | 24|15 6 | 9 |22]13 91 2| 5
1 1281251619 | 4 |21 |14 8 41 7 |10

Obr. 7b Konstrukce uzaviené jezdcovy prochézky 3 x 14 — propojeni S8achovnic

4112 (39130 | 5 |32|35 24| 7 |10|13]16 |21 | 18
38129142 3 |36 |27 6 |9 |34|25]2219|12] 15
1 140 37|28 31| 4 332623 | 8 |11 | 14| 17|20

Obr. 7c Konstrukce uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 14 — precislovani Sachovnic

Pro vytvoreni uzaviené jezdcovy prochézky na Sachovnici 3 x 16 mu-
zeme postupovat obdobné jako pfi vytvareni uzaviené jezdcovy prochazky
na Sachovnici 3 x 14. Za¢neme uzavienou jezdcovou prochazkou na Sachov-
nici 3 X 12 z obr. 6, dostaneme se do pravého horniho rohu této Sachovnice
(pole oznafené ¢islem 28), poté se premistime do levého dolniho bodu pfi-
pojené Sachovnici 3 x 4 (pole oznadené ¢islem 1), pokrac¢ujeme otevienou
jezdcovou prochéazkou az do pole oznacené ¢islem 12, nésledné se vratime
na Sachovnici 3 x 12 na pole oznacené &islem 29 a prochazku dokoncéime.
Adekvatnim zptsobem prochazena pole obou pfipojenych Sachovnic pie-
¢islujeme. Cely postup je ukdzén na obr. 8a, 8b a 8c, pfifemz propojeni
Sachovnic 3 x 12 a 3 x 4 je naznaceno pomoci oranzové vyznacenych ¢isel
28, 1 a zelené vyznacenych ¢&isel 12, 29.

114 (|3(16[19|6 |31 8 |11|22(25|28| 3 [6]11] 8
341|171 2 | 5329 |14|21]3027|12(23|12|9| 2 | 5
313633181520 7 (1013242926 1 |4| 7 |10

Obr. 8a Konstrukce uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 16 — pfipojeni S8achovnic

114131619 6 |31 | 8 |11]22]25 31611 8
341171 2 | 5329 |14|21]30|27|12]|23 91215
313633181520 | 7 |10 |13 |24 26 41 7 |10

Obr. 8b Konstrukce uzaviené jezdcovy prochézky 3 x 16 — propojeni Sachovnic
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1|4 147116(19| 6 |43 8 | 112225 |28 (31(34|39]36
46 | 17| 2 | 5 |44 9 |14 |21 |42 |27 | 12|23 |40 |37 |30 |33
3|48 |45 (18 15|20 | 7 |10 (13|24 |41|26|29|32|35]38

Obr. 8c Konstrukce uzaviené jezdcovy prochézky 3 x 16 — pfecislovani

Pokud bychom chtéli vytvorit uzavienou prochazku 3x 18, mohli bychom
pouzit jiz vytvofené prochazky 3 x 14, kterd je na obrazku 7c a jako na-
stroj prodlouzeni vyuzit otevienou jezdcovu prochazku na Sachovnici 3 x 4
zndzornénou na obr. 9.

114|710
121912 |5
316|118

Obr. 9 OtevFena jezdcova prochazka 3 x 4 (varianta 2)

Prodlouzeni lze provést analogicky jako v predchozich piipadech: postup
je znazornén na obr. 10a, 10b a 10c. Rozdil je pouze v tom, Ze k propo-
jeni obou prochéazek dochazi tentokrat z levého dolniho rohu Sachovnice
3 x 14, a nikoliv z jejtho pravého horniho rohu. Proto jsme jako néstroj
prodlouzeni zvolili otevienou jezdcovu prochazku 3 x 4 na obr. 9, ktera
za¢ina v levém hornim rohu.

4112 139|130 5 3235|247 |10|13|16(21|18| 1 [4]| 7 |10
38129142 3 |36 27| 6|9 (34[25(22|19|12]15(12|9| 2 | 5
114013712831 4 [33(26(23| 8 |11 |14 |17|20| 3 |6 |11 8

Obr. 10a Konstrukce uzaviené jezdcovy prochézky 3 x 18 — pfipojeni Sachovnic

4112|3930 5 [32|35|24| 7 |10|13 |16 18 41 7|10
38129142 3 |36[27| 6 |9 [34|25(22|19]12]|15
1140|3728 31| 4 [33|26(23| 8 |11 |14 |17 3 16|11

Obr. 10b Konstrukce uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 18 — propojeni Sachovnic

53| 2 |51 |42 | 5 |44 47|36 | 7 |10| 13|16 |33 |18 |21 |24 |27 |30
5041 | 54| 3 |48139| 6 |9 |46 373419 |12|15|32|29|22]25
1152494043 | 4 |45(38 (35| 8 |11 14|17 ]20 |23 |26 |31 |28

Obr. 10c Konstrukce uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 18 — piecislovani
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Vsimnéme si nyni poslednich dvou sloupci na obrazku 8c. Pokud bychom
chtéli vyuzit uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 16 znazornéné na obr. 8c
k vytvoreni uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 20 obdobnym prodlouzenim
jako v predchozich p¥ipadech, zvolili bychom jako néastroj prodlouzeni vari-
antu 2 oteviené jezdcovy prochazky 3 x 4 prezentovanou na obr. 9. Postup
ilustruji obrazky 11a, 11b, 11c.

114 (47(16 (19| 6 |43 | 8 |11 |22|25|28 |31 |34(39(36| 1 |4| 7|10

46 | 17| 2 | 5 |44 9 (1421|4227 (12|23 |40 |37|30(33|12(9| 2 | 5

3 |48 (4518|1520 | 7 | 10|13 |24 |41 26|29 |32|35|38| 3 [6|11] 8

Obr. 11a Konstrukce uzaviené jezdcovy prochézky 3 x 20 — pfipojeni Sachovnic

1141471619 | 6 |43 | 8 |11 22 |25|28|31]| 34 36 47|10
46 | 17| 2 | 5 |44 | 9 |14 |21 |42 |27 (12|23 |40| 37|30 | 33 91215
3 (48 (45|18 15|20 | 7 | 10|13 |24 |41|26|29]|32|35 31611 8

Obr. 11b Konstrukce uzaviené jezdcovy prochéazky 3 x 20 — propojeni Sachovnic

114 1(59[16[19] 6 |55 8 |11 ]22|25|28|31|34|51|36|39]|42]|45]48

58 |17 2 | 5 |56 | 9 |14 |21 |54 |27 | 12|23 |52|37|30]|33]|50]|47 |40 |43

3160 (5718|1520 | 7 [ 10|13 24|53 26|29 |32|35|38|41 |44|49 |46

Obr. 11c Konstrukce uzaviené jezdcovy prochazky 3 x 20 — piecislovani

S ohledem na predchozi piiklady konstrukei pasové uzavienych procha-
zek jezdce po Sachovnici 3 X (n 4 4) pomoci znalosti realizace uzaviené
jezdcovy prochazky na Sachovnici 3 x (n + 4), kde n je bud ve tvaru
3 x (4k + 2), kde k > 2, nebo ve tvaru 3 x 4k, kde k > 3, podame nyni
obecny navod na prislusné prodlouzeni prochézky.

Mgjme tedy k dispozici uzavienou jezdcovu prochazku na Sachovnici
3 x n. Podivame se na pole 8achovnice v pravém hornim rohu. Bez ztraty
na obecnosti mizeme predpokladat, ze na tomto poli uzaviené jezdcova
prochazky nekoné¢i a Ze nekoné¢i ani v dalsich dvou nasledujicich tazich.
Jsou nyni dv& moznosti:

1. Pokud z tohoto pole uzaviena jezdcova prochézka pokrac¢uje na pied-
posledni pole Sachovnice dolni fady (jako tomu bylo na obr. 4 a 5 a jak je
schematicky naznaceno na obr. 12 tahem A — A + 1), pak jako nastroj
prodlouZeni vyuZijeme otevienou jezdcovu prochézku (varianty 1) na Sa-
chovnici 3 xn uvedenou na obr. 6. Z pole v pravém hornim rohu Sachovnice
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3 X n nechame jezdcovu prochazku pokra¢ovat otevienou jezdcovou pro-
chazkou (varianty 1) na pfipojené Sachovnici 3 x 4 a po jejim absolvovani
se vratime na Sachovnici 3 x n na pfedposledni pole Sachovnice 3 x n dolni
fady a prochazku na Sachovnici 3 x (n+4) dokoné¢ime pivodni prochazkou
na Sachovnici 3 x n. Postup byl ilustrovan na obrézcich 7a—7c a 8a—8c.

2. Pokud z pole sachovnice 3 X n v pravém hornim rohu uzaviené jezd-
cova prochazka nepokrac¢uje na predposledni pole Ssachovnice dolni rady,
pak musi pokracovat na pole prostfedni fady ve tfetim sloupci zprava.
Vzhledem k tomu, Ze je potfeba vyplnit tahy Sachového jezdce vSechna
pole Sachovnice, tak dalsi tah Sachového jezdce musi byt proveden do
pravého dolniho rohu Sachovnice a nasledné jezdec pokracuje na pole Sa-
chovnice, které je v horni fadé pfedposledniho sloupce. K takové situ-
aci doslo na obr. 7c a 8c, a je schematicky vyznacena na obr. 13 tahy
A— A+1— A+4+2— A+ 3. Nastrojem prodlouZeni bude v tomto pii-
padé varianta 2 oteviené jezdcovy prochézky 3 x 4, postup byl ukizan na
obrazcich 10a—10c a 11a—11c.

A

A+1

Obr. 12 Pravy horni roh (moZnost 1)

A+3| A

- |A+1

A+2

Obr. 13 Pravy horni roh (moZnost 2)

Pfedchozi rozvaha potvrzuje, Ze jako zadkladni stavebni kameny pro péa-
sové uzaviené prochazky jezdce po Sachovnici je skuteéné mozné zvolit
libovolné uzaviené jezdcovy prochéazky na Sachovnicich 3 x 10 a 3 x 12.
U moZnosti 1 prodluzujeme pomoci varianty 1 oteviené jezdcové prochazky
3 X 4 a u moznosti 2 prodluzujeme pomoci varianty 2 oteviené jezdcové
prochazky 3 x 4.

Dale si také v&imnéme, ze pokud prodlouzime uzavienou jezdcovou pro-
chazku 3 x n variantou 1 oteviené jezdcovy prochazky 3 x 4 na uzavienou
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jezdcovou prochazku 3 x (n+4), tak dalsi prodlouZeni na uzavienou jezd-
covou prochézku 3 x (n + 8) miZeme provést pomoci varianty 2 oteviené
jezdcovy prochazky 3 x 4, avSak ne pomoci varianty 1.

A naopak, pokud prodlouZzime uzavienou jezdcovou prochazku 3 x n
variantou 2 oteviené jezdcovy prochézky 3 X 4 na uzavienou jezdcovou
prochazku 3 x (n 4 4), tak dalsf prodlouzeni na uzavienou jezdcovou pro-
chazku 3 x (n + 8) miZeme provést pomoci varianty 1 oteviené jezdcovy
prochéazky 3 x 4, avSak ne pomoci varianty 2.

Priklad
Jestlize bychom tedy napiiklad méli za tkol provést uzavienou jezdco-
vou prochézku na Sachovnici 3 x 2026, uvédomime si nejprve, ze

2026 =10+ 2-4-252.

Poté si zvolime libovolnou uzavienou jezdcovu prochazku 3x 10 a podivame
se, o kterou ze dvou predchozich moznosti se jedna, a podle toho zvolime,
kterou variantou oteviené jezdcovy prochazky 3 x 4 budeme prodluzovat
nejdiive.

V pripadé 1. moznosti prodlouzime nejprve variantou 1 a dalsi prodlou-
zeni provedeme variantou 2. Toto dvoji prodlouzeni provedeme 252kréat.

V piipadé 2. moznosti prodlouzime nejprve variantou 2 a dalsi pro-
dlouZeni provedeme variantou 1. Toto dvoji prodlouzeni provedeme opét
252krét.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy.
Jejich feSeni miiZete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2025 na adresu: Redakce
¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou
cestou na emailovou adresu mfiQupol.cz. Zajimava a origindlni feSeni tiloh
radi zvefejnime.

Uloha 303

Dokazte, Ze pro velikosti «, £, v vnitinich ahla libovolného trojahelniku
plati nerovnost

| ©

sin acsin 8 cos«y + sin « cos B siny + cos asin B siny <

Kdy nastane rovnost?
Jaroslav Svrcek
Uloha 304
Ttida na zacatku hodiny télocviku nastupuje do fady s pravidelnymi
rozestupy, kazdy zak na svoji pevné piifazenou znacku. Horacek ale jednou
presvédcil své spoluzaky, aby misto toho vSichni nastoupili na znacky tak,
ze soucet vzdalenosti vSech zakt od aktualné obsazené k pfedem pfifazené
znacce byl nejvyssi mozny. Urcete pocet takovych poradi pro 2n zaku.
David Hruska

V nésledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 299 a 300, jejichz zadani jsme
zvefejnili v prvnim ¢isle tohoto (34.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 299

Je déan trojuhelnik ABC a bod D leZici na p¥imce AB, D # A, D # B.
Oznatme ka(Sa;74), kp(Sp;rp) po Fadé kruZnice opsané trojuhelnikiim
ADC, BDC.

a) Urcete polohu bodu D tak, aby obsah trojahelniku S4.S55C byl co
nejmensi.
b) Urcete polohu bodu D tak, aby trojahelniky S4SpC a ABC byly

shodné.
Jaroslav Zhouf
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Reseni. Abychom nemuseli zv1ast diskutovat vSechny moznosti velikosti
ahld, v8echny dhly budeme pokladat za orientované. Ozna¢me Mp stied
usecky AC. Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu je velikost thlu
CS 4 A rovna dvojnasobku velikosti thlu CDA, tuto velikost oznacime §.
Trojuhelnik C'S4 A je rovnoramenny, velikost thlu C'S4 Mp je tedy . Jeli-
koz S4S5p je osou usecky C'D, podobnou uvahou zjistime, ze uhly C'S45p
a CAB jsou shodné, jejich velikost ozna¢me a. Kone¢né i uhly C'SpSs a
C BA jsou shodné, jejich velikost oznacime (3, viz obrazek.

Podle véty wu tak jsou trojuhelniky C'S4Sp a CAB podobné, pokud
oznacime b délku strany AC, je koeficient podobnosti téchto trojuhelnikt
roven |CS4|/|CA| = ra/b. Z pravouhlého trojuhelniku CMpS4 plyne
|CSal/|CMp| =ra/(b/2) =1/sind, tedy ra/b=1/(2sin?).

a) Trojuhelnik C'S4Sp je tak nejmensi, pokud je sind nejvétsi, tedy
v pfipadé § = 90°, coz znamené, ze D je patou vysky z vrcholu C. Vzhle-
dem k podminkdm tlohy mé tato ¢ast FeSeni pokud « # 90° # (3, jinak
bod D splyne s jednim s vrcholu A, B.

b) Trojuhelnik C'S4Sg je shodny s trojahelnikem C'AB, jestlize sin§ =
1/2, tedy v pfipadé § = 30°, coz znamena, Ze tsecka C'D svira se stranou
AB 1hel o velikosti 30°. Vzhledem k podminkdm tlohy méa tato ¢ast dvé
feSeni pokud «, 8 ¢ {30°,150°}, jinak bod D splyne s jednim s vrcholi A,
B. V opafném pripadé ma tuloha jedno feseni (pokud jeden z thla padne do
této mnoZiny), nebo zadné FeSeni v p¥ipadé rovnoramenného trojahelniku
ABC, jehoz ramena AC a BC' sviraji se zakladnou AB thel 30°.

Spravna FeSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chaloved, Frantisek Jachim z Volyné, Dominik Derenda, Michat Fronczek,
Filip Zdebik, vsichni II LO Tarnowskie Gory (Polsko), Tereza Kubinovd,
G Praha 9, Litoméficka.

Neuplné feSeni zaslal Bartosz Wieczorek, 11 LO Tarnowskie Gory (Pol-
sko).
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Uloha 300
Necht a, b, ¢ jsou délky stran v libovolném trojuhelniku a t,, tp, t.
délky odpovidajicich téZnic (v obvyklém znaceni). Urcete nejmensi moZnou
hodnotu vyrazu
a’> b 2

:E“r‘g-f—f.

v 2

Jaroslav Svrcek

Resent. Podle zndmych vzorci pro délky téznic trojihelniku plati

2 _ 132,12 1.2 2_ 1.2 1,2 132 2 _
ty = 50"+ 5¢ a®,  ty, =3¢ +za°— 307, 7

1.2 172 1.2
1 §a+§b710

Tyto vzorce budeme chéapat jako soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych
a?, b?, ¢® s parametry t2, t2, t2. Jejim feSeni dostaneme
a® = gtl% + %ti - %tiv
b =3¢+ 312 — 243, (1)
= §th + Bty — 5to.

Dosazenim do vyrazu V a naslednou tpravou pak ziskdme

8 (2 2 8 [tz 2 8 (12 2 4
V=_|Z2yb )y 2 (b)) 2 (el 2
9 (tg t2 9\ez2 2 9 \t2 2 3
Upravou nerovnosti (z —y)? > 0 pro kladna realna ¢isla 2, y dostaneme
% + % > 2, pfi¢emZ rovnost nastane pro x = y. Trojnadsobnym uzitim této
nerovnosti pro kladné redlné &isla 2, t2, t2 ve vyrazu V dostaneme

V: § <t‘21 + t§>+8 (t% + t3>+8 (tg + t?l)_4 > E_FLG_’_E_é =4
9\ez t2) 9\ ) 9\ ) 379 9 9 3 7
pfiem? rovnost zde nastane, pravé kdyz t2 = t? = t2. Po dosazeni do (1)
dostaneme a2 = b? =% = %ti, tedy trojuhelnik je rovnostranny.
Spréavné Feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Dominik Derenda, Michat
Fronczek, Filip Zdebik, vsichni II LO Tarnowskie Gory (Polsko), Tereza

Kubinovd, G Praha 9, Litoméricka.

Netplné teSeni zaslali Pawet Chwiedoruk a Bartosz Wieczorek, oba
II LO Tarnowskie Gory (Polsko).

Dne 17. 7. 2025 nés bohuzel opustil dlouholety fesitel této rubriky pan
Jozef Mészéaros z Galanty.
Pavel Calabek
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FYZIKA

Je tepelné zareni totéz co
infracervené zareni?

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Ve skolské fyzice se zak poprvé setkd s pojmem tepelné zdfeni v ucivu
termiky v souvislosti s tepelnou vyménou, pfi niz se vyzarovanim (sdldnim,
radiact) prenési energie zareni do okoli zahfatych téles. Tim je v podstaté
fixovana predstava, ktera spojuje tepelné zafreni jen s touto formou tepelné
vymeény. S pojmem infracervené zdieni, oznacovaném obvykle IR (infrared
radiation), se zak zakladni 8koly nesetkd viibec a na stiedni gkole je vy-
mezen tento pojem az v optice jako elektromagnetické zafeni o vlnovych
delkach v sirokém rozsahu od 1 mm do 760 nm (viz napf. [1]). Ve starsich
ucebnicich optiky se Zzak o infracerveném zareni dozvédél jen nékolik po-
znamek napft. o jeho tepelnych téincich, sifeni v zakaleném prostiedi apod.
V souvislosti s vyvojem polovodi¢ové techniky se v8ak vyznamné zvétsilo
praktické vyuziti infracerveného zafeni. V tomto sméru dominuji zejména
termokamery, jejichz funkci a praktické vyuziti lze pomérné snadno de-
monstrovat i ve 8kolskych podminkach (viz napf. obr. 1, ktery je sou-
Casti prezentace P3 v elektronickém doplitku (ED) k udebnici [1], autor
V. Pazdera). Tim je v8ak zvyraznéna tésna souvislost tepelného zafeni a
infraderveného zéareni, coz podporuje piedstavu o totoznosti obou zéfeni,
jak ji chapeme a Casto pouzivime v hovorovém vyjadiovani. Z fyzikalniho

Jako tepelné zafeni oznacujeme elektromagnetické vinéni, jehoz zdrojem
jsou chaotické oscilace atomt a molekul latky pfi jejich tepelném pohybu.
To znamena, Ze télesa vyzaiuji tepelné zareni pfi libovolné teploté T > 0 K.
Na teploté télesa zavisi vinova délka tepelného zareni pii niz téleso vyzaiuje
maximum energie. Na konci 19. stoleti byla tato problematika stfedem po-
zornosti fyziki v souvislosti s problémy, s nimiz se fyzika setkala pii studiu
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vyzafovani tzv. cerného télesa. Zasadnim zpusobem tento problém vyfe-
§il na pocatku 20. stoleti Max Planck predstavou diskrétniho charakteru
zéfeni tvoreného fotony a svym objevem polozil zédklad kvantové fyziky.
Klicovou zakonitosti je Planckiv zdkon vyzatovdni cerného télesa, ktery
vyjadiuje zavislost spektrdlni intenzity vyzatovdni My na teploté T télesa
a vlnové délce A tepelného zareni (M) = f(A,T)). Planckav zakon urcuje,
jaka cast celkové vyzarené energie pfipadd na elektromagnetické vlnéni
o urcité vlnové délce.

Obr. 1

Stredoskolské fyzika se omezuje jen na kvalitativni interpretaci Planc-
kova zakona. Vyklad obvykle vychazi z grafu rozlozeni vyzarfované energie
tepelného zafeni ve spektru té&lesa o urcité teploté, ¢ili z grafu veli¢iny M.
K tomu lze vyuzit grafy dostupné na webu (viz napi. obr. 2). V jednoduché
podobé je tento graf také v rozsifujicim u¢ivu v ED k uéebnici [1] (obr. 3).

Infrared

Ultraviolet + Visible
-

@® A maximum

Radiation intensity

Wavelength A (zm)

Obr. 2
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# \)‘-max = f(T)

2.102 M; = f(})

pro 7" = konst.

viditelné zareni

2800 K

1-10%2 2400 K

2000 K

1 Amax 2 3 A
Obr. 3

7 téchto grafi je zfejmé, ze télesa s nizsi teplotou piiblizné do 2000 K
prakticky vyzaruji jen infracervené zareni. Teplota 2 800 K odpovidé tep-
loté wolframového vlakna klasické zarovky, ktera vlastné rovnéz vyzaiuje
prevazné infracervené zafeni a jen v mensi mife svétlo. P¥i vyssich teplo-
tach pak télesa vyzafuji kromé viditelného zaveni (svétla)!) také ultrafia-
lové zareni. PTi vysoké teploté 5000 K je maximum intenzity vyzafovani
sice uprostied svételného spektra, ale znacnou ¢ast energie tepelného za-
feni pfedstavuje ultrafialové zareni.

Matematicka formulace Planckova zékona je pomérné jednoduché a tak
se nabizi moznost, posoudit vlastnosti zdroji tepelného zareni konstrukei
grafi Planckova zakona pro konkrétni teploty téchto zdroju. Planckiv za-
kon se uvadi obvykle ve tvaru

M, = 2nhc? 1

kde je h Planckova konstanta, ¢ rychlost svétla ve vakuu, £ Boltzmannova
konstanta (k ~ 1,38-10723 J-K™1), X vlnova délka tepelného zafeni a T je
teplota zdroje zareni, ktery mé idealni vlastnost ¢erného télesa. Na zakladé
tohoto vztahu byl vytvofen jednoduchy program v Excelu, ktery je soucéasti

Dy anglické literatufe se pouZivaji terminy visible light a nonvisible light (nap¥. pravé
pro infracervené zafeni), jejichz ekvivalenty ¢asto najdeme i v Ceskych textech. To neod-
povida terminologii pouzivané v naSich uéebnicich. V &eské terminologii pouZzivame jen
obecny termin zdFent, jehoz viditelnou slozkou je svétlo. Cesky preklad viditelné svétlo
postrada z tohoto hlediska vécny smysl. Neviditelné svétlo je pak evidentni nesmysl.
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pfispévku a najdete ho na adrese https://mfi.upol.cz/files/34/3403/
mfi_3403_f1_lepil_planck.x1lsx (obr. 4). Program je pfeddefinovan pro
t¥i teploty a zménou téchto hodnot lze ziskat grafy i pro jiné zdroje zareni
s rozsahem spektra do vlnové délky 4 um. V pocate¢nim nastaveni jsou
to teploty 4000 K, 5000 K a 5800 K (pfiblizn4 teplota povrchu Slunce).
Vysledny graf je na obr. 5. Obdobnym zpiisobem muzeme vytvorit graf,
ktery je soucéasti ED (obr. 6). Program zahrnuje také vztah pro Wientv po-
sunovact zdkon, kterym ur¢ime vlnovou délku Ay,.x, pii niz téleso o teploté
T vyzafuje maximum energie: Apmax = b/7T, kde b je Wienova konstanta
(b=2,898-107% m-K).

Planckiyv zéakon vyzafrovani cerného télesa

Planckova konstanta h 6,63E-34 Js. Planekuv zaken Wieniyv zaken
rychlost svétla ¢ 3,00E+08 m/s - \L:b‘
Boltzmanova konstanta k 1,38E-23 JIK 2mhe’ 1 il

teplota Ty K M, =
teplota T, K TRl ]
teplota T3 4,00E+03 K
Wienova b 2,90E-03 mK

vinova délka 2. spektralni intenzita vyzafovani M,
pm Wi 2ium
005 S24E0T 115504 G38ETT

Rozdéleni energie ve spektru éerného télesa

5,0E+13

010  6,16E+08  116E+07  864E+03
015 319E+11  226E-10  186E+08
020  475E+12  B5IEF11 178E+10
025  186E+13  380E+12  213E+1
030 300E+13  104E+13  O4GE+11

708413 / \
035 592E+13  190E-13  243E+12 / \
040  T7,38E+13  273E-13  451E+12 506413

045 B18EA13 338613 680EWI2

o5 MNSHIEHE 70> coscas e

055 824E13 398E13  107E13 ‘

050 781EH3 1205443 /
065  T24E+13  389E+13_ 127E+13 soerts

070 6B1E-13  370E+13 l
075 S9BE13  347E-13  131EM3
080 SI7E13  321E-13 1206413
085 4B1EA13 205613 124E+13
090 420EA13 260613 118E13 208013
095  3BE3 245613 112E+13 /
100 341E-13 223813 105E+13 108013

105 3MENI3 202E+13 98312 //
110 272643 183813 9sEe12

1B Sien Temm ewes oo |-
120 218E413  150E+13  788Ev12 ]
125 195E413 136613 730Ev12 e
130 A75EA3 124413 675E2
135 1S8ES13 112613 624E+12

zaieni sétlo | paeni IR
80E+13 1

M, (Wim/jum)

308413

050 100 150 200 250 30

vinova délka 2 (um)

Obr. 4

Tepelnému zéfeni odpovida Siroké spektrum vlnovych délek spektra
elektromagnetického zéfeni, sahajici od rentgenového a gama zafeni az
k mikrovlnam o vlnové délce fadové 1072 m. Infradervené zafeni tedy
predstavuje jen ddst spektra tepelného zdrent, ktera je ohrani¢ena svétlem
(760 nm) na jedné strané a mikrovlnnym zafenim na dlouhovlnné ¢asti
spektra.

Poznatek, Ze tepelné zareni nelze jednoduSe ztotoznit s infrac¢ervenym
zéfenim, muZeme nazorné ukizat na grafech Planckova zakona pro télesa
s nizkou teplotou a naopak s velmi vysokou teplotou (budeme piedpo-
kladat, zZe tato télesa jsou idealni Cerna télesa). Na obr. 7 je graf pro tii
objekty s nizsi teplotou, které vyzatruji jen infracervené zareni. Je to téleso
s pokojovou teplotou (21 °C), lidské t&lo (37 °C) a pecici trouba (180 °C).
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Rozdéleni energie ve spektru ¢erného télesa
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Rozdéleni energie ve spektru ¢erného télesa
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Na obr. 8 je graf pro nejjasnéjsi hvézdu nasi oblohy Sirius A, kterd ma
povrchovou teplotu 9940 K. Vidime, Ze tepelné zafeni Siria z vétsi Casti
predstavuje ultrafialové zafeni a jen asi 17 % vyzafené energie pripada na
infracervené zareni.

Rozdéleni energie ve spekru hvézdy Sirius A

148015 — T ;
UV zafeni viditelné IR zareni
A zareni

126415 /
108415
B0E14 \

6.0Es14
40Es14 // \

/ UG

0,0Es00

M (Wim2/im)

-20E+14

vinova délka 2 (um) Obr 8

I kdyZz zdrojem infracerveného zareni jsou nejcastéji télesa produkujici
tepelné zafeni, muze toto zafeni vznikat také jinymi fyzikalnimi procesy,
nez je tepelny pohyb ¢astic. Pfehledné je to znazornéno diagramem na
obr. 9.

mikrovinné
zareni
UV zareni i a S—
i [nfra .| infra- carové
| | tepelne | cervene | o one | |IR zateni
rtg zareni | | zafeni tepelné et ——
atent zareni IR zafeni
zareni LED
gama ~ vyboje
Vv plynu
. svételné laserové
svetlo zareni zaren(
laseru
Obr. 9

Ptikladem muize byt elektroluminiscenéni dioda IR, LED na bazi arse-
nidu gallia (GaAs). Je to v podstaté polovodi¢ova dioda, v jejimZ prechodu
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PN dochazi k rekombinaci nosi¢ii naboje a to je spojeno s vyzafovanim in-
fracerveného zafeni urcité vinové délky (konkrétné napt. 940 nm). IR diody
nalezly Siroké praktické vyuziti napt. v dalkovych ovladacich, v zafizenich
pro noé¢ni vidéni, v ¢teckach ¢arovych kodid, v bezpecnostnich systémech
apod. Rozdil mezi tepelnym zafenim a zéfenim elektroluminiscenéni di-
ody je dobfe patrny na zaznamu spektra ¢ervené LED diody, vyzafujici
svétlo o vlnové délce 656 nm. Tomu by odpovidalo tepelné zareni ¢erného
télesa s teplotou 4420 K. Rozdil je dobfe patrny na obr. 10. Vlevo je za-
znam spektra diody (autor V. Pazdera) a vpravo graf Planckova zédkona
pro uvedenou teplotu.

Tepelné zareni pfi T= 4420 K (4,,x= 656 nm)
A

Em;

g
= E f
8 s /
S s
(©
=
N
c \,
2 \
£ \
L
Ii lin
0§0 020 040 060 080 1 1,20 1,480 160 180 200

vinova délka 2 (um)

7oollnm

Obr. 10

Jinym pfikladem jsou lasery generujici infracervené zareni na zékladé
stimulované emise ¢astic aktivniho prostredi laseru. Na rozdil od tepelného
zéreni se Sirokym spektrem vinovych délek, je zafeni laseru monochroma-
tické, ¢imz se zasadné lisi od tepelného zafeni.

Odpovéd na otézku v nazvu prispévku tedy je: Infracervené zareni nelze
jednoduse ztotoznit s tepelnym zafenim. Je to jen jedna slozka tepelného
zéfeni a presnéji bychom ji méli oznacit slovnim spojenim infracervené
tepelné zdieni. V fadé technickych aplikaci se pouziva infradervené zareni
generované zménami energie ¢astic s ndbojem v atomech, popf. ve struk-
tufe latkového prostiedi a nent to tepelné zdvend.

Literatura

[1] Lepil, O.: Fyzika pro gymnéazia. Optika. 7. vydani, Prometheus, Praha, 2023.
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O zobrazovani rovinnym
zrcadlem

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budégjovice

S rovinnym zrcadlem se zaci seznamuji v 7. ro¢niku 7S a pozdéji i na
stfedni Skole. PTi vyuce se ob¢as miize objevit zdanlivy nesoulad mezi teorii
a praxi. Uvedeme, jak se téma pravdépodobné vyucuje a co 1ze k lepsimu
porozumeéni doplnit.

1. Konstrukce obrazu bodu umisténého pred zrcadlem

Obvykle vychézime ze zékona odrazu a situace na obr. 1 vlevo. Kolmy
paprsek p z bodu A, se v bodé P roviny zrcadla odrazi do protisméru.
Jiny paprsek p; dopada na zrcadlo pod thlem « a odrazi se v bodé B € z
pod tthlem o/ = . Oba thly méfime od normaly k roviné zrcadla v misté
dopadu a odrazeny paprsek zistava v roviné dopadu dané normélou a

bodem A.

Obr. 1 Zobrazeni bodu A zrcadlem, nakres v roviné dopadu

Odrazené paprsky p; a p se rozbihaji. Zdanlivy obraz A’ bodu A se
nachazi v priseciku jejich prodlouZeni. Snadno lze ovéfit, ze |X ABP| =
= |X A’BP)|. Ze shodnosti pravothlych trojihelniki ABP a A’BP podle
véty usu pak plyne, Ze jsou body A’, A soumé&rné sdruZené podle priise¢nice
z roviny dopadu s reflexni rovinou o.
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Pro nazornost lze zakreslit vice paprski (obr. 1) vpravo, aby bylo zfejmé,
Ze je poloha A’ stale tataz. Nékres je ve zvolené roviné dopadu preveden
na vyuziti osové soumérnosti. Ve skutecnosti se jedné o soumérnost podle
roviny, uc¢ivo zakim ze sedmého ro¢niku ZS neznamé, a tak by snad k di-
kladnéjsimu porozuméni pomohl obr. 2.

Obr. 2 Zobrazeni bodu A rovinnym zrcadlem, prostorovy pohled

2. Obraz predmétu v zrcadle

Obrazem ttvaru M je mnoZina M’ obrazi viech bodid X € M. Ke
konstrukci ve zvolené roviné dopadu vyuzivame osovou soumérnost a fakt,
ze soumérné sdruzeny tutvar je shodny se svym vzorem. Zdtrazhujeme, Ze
obraz je zdanlivy, pfimy, stejné veliky a stranové pfevraceny.

o
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Obr. 3 Zobrazovani ¢islice 1 rovinnym zrcadlem

Oblibenym ukézkovym piikladem je sestrojovani zrcadlového obrazu lo-
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mené Gary') jez ma tvar ¢islice 1. Na internetu jej nalezneme v riznych
provedenich. Jedno z nich je prekresleno na obr. 3 vlevo. Co asi odpovi
uditel, kdyz se zak zepté, zda paprsky AUA a AQO prochazeji neprihled-
nou vrstvou BC? Jejich zakresleni lze povazovat za chybné, ale mizeme
je 1 korektné zdavodnit.

Jedné-li se o situaci v roviné p = ABC véetné polohy oka, neprojde
svétlo vrstvou BC a oko O € p vidi z ,,jednicky® jen usecku B'C’ (obr. 3
vpravo). Vime jiz, Ze obraz je s pfedmétem soumérné sdruZeny podle z,
a tak umime do obrazku dokreslit i to, co paprsky roviny p nezobrazi.

Rozumnéjsi interpretace levé ¢asti obr. 3 spociva v tom, Ze rozsifime
predstavu do prostoru a obrézek pokladame za ,,pohled z boku®. Presné&ji
feCeno, zakresleni paprskii lze povazovat za spravné, chapeme-li je jako
kolmé pruméty paprskt z pfedmétového prostoru do roviny p.

Zakim asi postaci, kdyz si takovy pohled ve sméru kolmém na rovinu p
dokazou predstavit. Presné zduvodnéni pozaduje ukazat, Ze pro ¢aru AQO
na obr. 4, které je kolmym primétem kteréhokoliv paprsku ARK s bodem
odrazu R # @ na piimce p 1 ABC sestrojené v bodé @, plati zakon
odrazu.

Obr. 4 Prostorovy pohled na zobrazeni ¢islice 1 rovinnym zrcadlem

DTerminy lomend édra, bod, tdsecka, rovina apod. v takovychto situacich neozna-
¢uji idealni matematické objekty, ale jejich modely, trojrozmérné télesa s potfebnymi
fyzikalnimi vlastnostmi.
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Na obr. 4 je kvili lepsi orientaci zakreslena kartézska soustava soutfadnic
Pzxyz. Pfredmét ABC i jeho obraz A’B'C’ lezi v roviné p = yz kolmé
na reflexni rovinu o = zz, rovina p || o prochazi bodem A. Je stejné
vzdalena od o jako bod A’. Paprsek AR protne po odrazu rovinu g v bodé
K, jehoz kolmy prumét do roviny p je oznafen L. Pfimky m = RM a
n = QN jsou normaly k roviné o, a tedy i k p.

Tvrzeni, ze kolmy pramét AQL paprsku ARK spliuje zékon odrazu, je
ziejmé z faktu, Ze bod @ je stfedem piepony LA’ pravotihlého trojihelniku
A'LA. Je tudiz i stfedem mu opsané kruznice a z rovnosti |QA| = |QL|
plyne, Ze normala n puli thel AQL.

Nasledujici priklad byva ¢asto v riznych variantach uvadén. Podrobné
jej vyresime, protoze je tvodem k nize popsanému paradoxu.

Priklad 1
Jana ma vysku v = 166 cm, $ifku d = 44 cm, o¢i 156 cm nad zemi a
stoji pfed svisle umisténym zrcadlem ve vzdélenosti a = 0,5 m. Zrcadlo
tvaru obdélniku je (bez ramu) vysoké 40 cm, Siroké 30 cm, dolni okraj se
nachéazi 134 cm nad podlahou.
a) Co ze své postavy vidi?
b) Jak se zméni predchozi vysledky, nachazi-li se Jana 2 m pfed zrcadlem?
c¢) Jaké budou miniméalni rozméry zrcadla a jak vysoko bude umisténo,
mé-li se v ném vidét cela?

Reseni. Na obr. 5 predstavuje tsecka AB Janu, bod O jeji oko, H a D
po fadé horni a dolni okraj zrcadla. Polozme jesté v = |AO| = 156 cm
y = |RD| = 134 cm a ¢ = |A’M’'| = |AM]|. Cervené jsou vyznaceny
paprsky ohranicujici obraz Jany v zrcadle.

(lh;
¥
S
|~
v
~

Obr. 5 Zobrazeni tsecky AB pro dvé razné vzalenosti od zrcadla

a) Zrcadlo ma vysku n = |DH| = 40 cm a §itku m = 30 cm. Zfejmé
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plati |RH| = y +n = 174 cm > v, a proto zrcadlo Jané zobrazi i ¢ast
prostoru nad ni. Uréime navic vysku |EH| nevyuzité plochy zrcadla nad
jeji hlavou. Paprsek z bodu B se odrazi v misté F, stejné vzdaleném od
podlahy jako stied zékladny OB rovnoramenného trojuhelniku BOE. Je
tedy

=161 cm

u+v
E| =

IRE| = —

|EH| = |RH| — |RE| = 13 cm.

Délku ¢ nezobrazené ¢asti Janiny postavy nalezneme analogicky s vyu-
Zitim trojuhelniku OM D:

y:u;_C = c=2y—u. (1)

Jana se v zrcadle vidi od vysky ¢ = 2134 — 156 = 112 cm, tzn.
priblizné od pasu nahoru. Patrné se zobrazi v celé své §itce. Nez to ovéiime,
povsimnéme si trojiuhelniku OM’B’ na obr. 5. Délka jeho stfedni piricky
DE, je polovinou vysky obrazu: |M'B’| = 2|DE].

Ve vodorovném sméru je situace analogickd. Ma-li se Jana v zrcadle
vidét do $itky cela, musi platit d < 2m, coz je pro zadané hodnoty splnéno.

b) Z ptedchozich vypoéti i situaci nakreslenych na obr. 5 je ziejmé,
7e rozméry obrazu nezéavisi na vzdélenosti pfedmétu od zrcadla. Je sice
pravda, ze Jana uvidi z vétsi vzdélenosti sviij obraz mensi, to je vSak jen
disledek perspektivy. Zmensuje se zorny thel v, ale pozorovany objekt
velikost neméni.

¢) Pomoci dosavadnich tivah, resp. z obr. 6, snadno zjistime, Ze mini-
malni vyska a Siika zrcadla jsou nmin = § = 83 cm a My = g = 22 cm.

A R A
Obr. 6 Zobrazeni celé tsecky AB v zrcadle minimélnich rozméra
Poloha dolniho konce zrcadla je dana hodnotou y = |[RD| = § = 78 cm,

jak plyne z trojuhelniku AA'O.
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3. Paradox zrcadlového obrazu vzdalujici se osoby

Pro situaci z ptikladu (1) nezavisi pomér |B'M’| : | B’ A’| na vzdalenosti
pFedmétu AB od zrcadla. Kdysi mi pfi vyuce studentka tvrdila, Ze to neni
pravda. Kdyz doma od zrcadla poodstoupi, vidi ze své postavy vice.

Nezbylo, nez problém podrobnéji prozkoumat. Ukazalo se, Ze zrcadla
na sténéach vétsinou nevisi svisle, nebot jejich horni okraj ma diky zavésné
skobé urc¢ity odstup od stény. Proto se vertikilni tsecka nezobrazi svisle
a obrazem vodorovné podlahy AR je naklonéna rovina, jejiz povrch je
na obr. 7 znazornén polopfimkou T'A’, kde bod T znazoriuje priisecnici
reflexni roviny s rovinou podlahy. Kdyz se Jana reprezentovana tseckou
AB od zrcadla vzdaluje, vzdaluje se od né&j i jeji obraz A’B’ a piitom se
posouvé po naklonéné roving T'A’ nahoru. Diky tomu pak Jana miize vidét
7 vet8i vzdalenosti vetsi ¢ast své své postavy.

Obr. 7 Zobrazeni tsecky AB v naklonéném zrcadle

Priklad 2
Zrcadlo o 8ifce m = 35 cm a vySce n = 50 cm visi na svislé sténé.
Dolnim okrajem se o sténu opiré ve vySce y = 150 cm, horni ma od stény
vzdalenost b = 2,5 cm. Siika ramu zrcadla je zanedbateln4. Jana ma vysku
166 cm a o¢i 156 cm nad zemi.
a) Od jaké vysky se Jana v zrcadle vidi, stoji-li ve vzdalenosti a od néj?
Reste obecns a pak vy¢islete pro hodnoty a; = 0,5 m a as = 3 m.
b) Z jaké vzdalenosti od zrcadla se v ném Jana uvidi od vysky 90 cm?

Resent. Pouzijeme oznaceni na obr. 7. Pro thlovou odchylku € zrcadla od
svislé roviny zjistime, Ze sine = b/n = 0,05000, ¢ = 2,866 0° = 0,050 02 a

208 Matematika — fyzika — informatika 34 (3) 2025



tane = 0,05006. S presnosti na tfi platné &islice tedy plati
sine =tane =¢ a sin2ec = tan2e = 2e. (2)

a) Délku ¢ = |A’M’| = |AM| uréime nejprve piibliZznou metodou. Hod-
nota ¢ je dostatecné mal4, a proto se nedopustime velké chyby kdyz zane-
dbame odklon obrazu A’B’ od svislého sméru a pii oznaceni podle obr. 7
polozime |TR'| = |TR| = ye, |A'U| = h =2¢|TA| = 2¢(|TR'| + |R'A'|) =
=2(ye+a)acd =c

Z postiehu, ze tsecka RD je pfi zanedbani vzdalenosti RT stiedni pfic-
kou lichob&zniku OAV M’, plyne 2|RD| = |AO| + |V M'| neboli

2y = u+ 2e(ye +a) + c. (3)

Odtud uréime
c=2y(1—¢?)—2ea—u 4)

nebo pii zanedbani hodnoty €2 (malé veli¢iny druhého fadu)
c =2y —u— 2¢a. (5)

Povimnéme si souvislost s (1). Hodnotu ¢ ze vztahu pro svislé zrcadlo
pouze zmensime o vySku mista, v némz se nachéazi obraz A’ bodu A. Kdy-
bychom vzali toto tvrzeni jako vychozi predpoklad, nemuseli jsme vztah
(5) tak slozité odvozovat.

Vy¢islenim zjistime ¢; = 139 c¢cm pro a; = 0,5 m, ¢ = 114 cm pro
az = 3 m. Zéavislost je linearni, zvétsi-li Jana svou vzdalenost o 1 m,
posune se jeji obraz o 10 cm vyse.

K pfesnégjsimu vypocétu délky ¢ vyjdeme z chodu paprskt na obr. 7.
Pomoci pravothlych trojuhelnikit M DP a DOP zjistime

c=y—|PM|, |PM|=atan(a+2¢) a a = arctan -

(6)

Po dosazen{ danych hodnot vypoéteme ¢; = 138,9 cm a c; = 113,9 cm.
Vysledky zjisténé podle pfiblizného vztahu (5) jsou s pfesnosti na tii platné
¢islice stejné.

b) Vzdalenost a, z niz se Jana v zrcadle uvidi od vysky ¢ = 90 cm je
obtizné vypoéitat z presnych vztahi (6). Pomoci (5) v8ak snadno nalez-

neme 1
a= %(2y—u—c) = 540 cm.
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Je to hodnota vétsinou jiz tézko dosazitelna v béznych obytnych mist-
nostech. Navic by Jana vidé€la sviij obraz ve vzdalenosti 11,8 m, coz by ji
znesnadnilo pozorovani detailt.

Zpétné mizeme pro a = 540 cm vyd&islit ¢ uzitim rovnosti (6). Vyjde
c = 89,7 cm, coz se od puvodné zadané hodnoty lisi jen o 3 mm.

Zavér

Zobrazovani zrcadlem je zajimavé a didakticky dobfe zpracované téma,
viz napiiklad [1] a [2]. Proto nebylo cilem ¢lanku uéivo rozsifovat nebo
jeho metodiku ménit. SpiSe §lo o to poskytnout ¢tenai nékolik naméti
k zamysleni nebo prilezitostnému vyuziti pfi vyuce.

Literatura

[1] Némec, P.:. Zobrazeni rovinnym zrcadlem Fyzika 7 ZS, vi-
deo, dostupné na https://www.bing.com/videos/riverview/
relatedvideo?q=rovinnj,c3%a9+zrcadlo+youtube&mid=
4D4E2CEF6A66A6A9606C4D4E2CEF6A66A6A9606C&FORM=VIRE.

[2] Lepil, O.: Fyzika pro gymnéazia. Optika. 7. vydani, Prometheus, Praha, 2023.

Studium miont pomoci
mionového teleskopu

SAMUEL SOJKA — MIROSLAV MASLAN
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Kosmické zéafeni je nedilnou soucasti naSich Zivoti, jelikoz kazdy oka-
mzik skrze néas s nejvétsi pravdépodobnosti zrovna prochéazi néktera z Cés-
tic, kterd ma prvopocatek hluboko ve vesmiru. A¢koliv to nase zivoty nijak
neovlivni, je moZzné vSudypiitomnost téchto ¢astic vyuzit k fadé védeckych
ucelu. Prestoze od prvniho objeveni téchto ¢astic uplynulo jiz pres 100 let,
stale objevujeme nové vlastnosti a zptsoby vyuziti téchto ¢astic. At uz se
jedna o studium vesmiru, rozmanité aplikace v astrofyzice, ¢i pro ruzné
metody tomografie, kosmické zafeni je nedilnou soucasti rozvoje fyziky
v poslednim stoleti.
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Bakalarska préace [1] nesouci stejny nazev jako tento ¢lanek se zabyva
konstrukei zafizeni, které je schopné kosmické zareni detekovat. Presnéji
je sestrojeno a optimalizovano tak, Ze detekuje primarné miony, coz jsou
¢astice vznikajici pfi rozpadu vesmirnych piont. Miony néas zajimaji z toho
divodu, ze diky jejich vlastnostem dokazi dobte pronikat skrze olovénou
vrstvu, kterou odstinime ostatni kosmické zareni a veskeré Sumy. V druhé
Casti prace jsou ziskana data zpracovana a vyhodnocena, ¢imz je mimo
jiné potvrzen barometricky jev, ktery v prvni poloviné 20. stoleti objevili
fyzikové L. V. Mysovskij a L. Tuwim.

Préce byla piivodné zamyslena predevsim jako experimentalni, nicméné
po celou dobu se nabizela také myslenka vyuzit teleskop jako didaktickou
pomiucku, ktera by mohla studentim stfednich kol pfiblizit nejen astro-
fyziku a astronomii, ale i p¥istrojovou a experimentalni fyziku. Zaroven by
mohl slouzit jako prostfedek pro rozvoj dovednosti v oblasti zpracovani
dat. Podobnou problematikou se zabyva napiiklad projekt CZELTA [2],
avSak na rozdil od néj umoziuje nami navrzeny teleskop realizovat detekci
i samostatné, pifimo v podminkach 8kolni laboratote.

Konstrukce teleskopu

Mionovy teleskop — a¢ nejde o teleskop v pravém slova smyslu — byl
zkonstruovan ze dvou scintila¢nich detektori, mezi néz byla vloZzena olo-
véné vrstva. Jeho princip je pomérné jednoduchy. Sekundarni kosmické
Gastice, vznikajici pfi srdzkach primarnich kosmickych paprski s atomy
v zemské atmosfétfe, se obvykle rozdéluji na mékkou a tvrdou slozku. Mék-
kou slozku tvori ¢astice, které lze snadno odstinit vhodnym materidlem,
napiiklad olovem. Tvrda slozka naopak vétsinou takovou vrstvou projde.
Miony patii pravé do této tvrdé slozky a v nagich nadmotskych vygkach
jsou zaroven nejcetnéjsi. Diky tomu je lze odlisit od ostatnich sekundarnich
¢astic s vysokou uspéSnosti pravé timto zpusobem.

Teleskop tedy detekuje ¢astice schopné proniknout olovénym stinénim.
Klicova je také volba dvou detektorii. Pokud bychom pouzili pouze jeden
detektor, nad nimz by se nachazela olovéné vrstva, podafilo by se sice
odstinit nechténé ¢astice pfichazejici shora, ale méfeni by vyrazné rusily
Sumy a Castice prichazejici z jinych sméria. Nejjednodussi a zaroven u¢inné
feSeni spo¢iva v pouziti dvou detektord, mezi nimiz je umisténa olovéna
deska tak, aby zakryvala vSechny mozné drahy mezi libovolnymi body obou
detektort. Diky tomu nemiize zadna ¢astice projit obéma detektory, aniz
by zaroven nepronikla olovénym stinénim. Pouziti dvou detektort navic
omezuje prostorovy thel, z néhoz mohou detekované ¢astice piichézet, coz
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snizuje jejich celkovy pocet. Jelikoz porovnavame relativni rozdily v ur-
Citych situacich a za rtznych podminek, sniZzeni absolutni ¢etnosti nam
nevadi.

Abychom mohli s takovouto sestavou pracovat, musime najit zpisob,
kterym ovéiime, Ze Castice skutecné prosla obéma detektory, a nejednalo se
o dvé ruzné ¢astice. Ac¢koliv tuto skuteénost nemtzeme nikdy taplné vylou-
¢it, nejlepsim FeSenim je vyuziti koincidenéni jednotky, ktera zaregistruje
signal pouze v pfipadé, kdy pfijme signal od obou detektorti v ramci defi-
novaného ¢asového okna. Jako ochranny prvek pfed zaregistrovanim dvou
ruznych ¢éastic jsou mezi detektory a koincidenéni jednotkou umistény zesi-
lovace s jednokanalovymi analyzatory. Slouzi k odfiltrovani slabych signéla
ze scintila¢nich detektori, které typicky odpovidaji ¢asticim s nizkou ener-
gii — a pravé téch je v sumu pozadi nejvice. Vyskyt dvou takovych ¢éstic ve
stejném okamZiku neni nepravdépodobny, coz by mohlo vést k falesné de-
tekci. Vyhodou je, ze detekované miony maji vysokou energii, a tudiz bez
problému projdou timto filtrem. Zesilovacem je signal poté zesilen pro jeho
lepsi zpracovéani koincidené¢ni jednotkou. Pro lepsi pochopeni konstrukce
prikladame na obr. 1 schéma zakladnich funkénich blok teleskopu.

4001M

590A
%, ZESILOVAC A
7&{‘ JEDNOKANALOVY
E) }% ANALYZATOR 2 | 418A 872 (974A)
UNIVERZALNI | |  KONTROLNT
590A KOINCIDENCE ] CITAC
O@)& ZESILOVAC A |
o . JEDNOKANALOVY
; 4 /\O@ ANALYZATOR 1
556H il
ZDROJ VYSOKEHO =
NAPETI —l CITAC H POCITAC |

Obr. 1 Blokové schéma mionového detektoru

Jak muzeme vidét, signal z koinciden¢ni jednotky je poté vyslan do
¢itaCe — specialné navrzeného zafizeni schopného tyto signaly zpracova-
vat a zaznamenéavat do pocitace. Citag zde funguje jako vystupni periferie
celého teleskopu. Je tvofen mimo jiné mikropoc¢itatem AVR32DB28, coz
nam umoziuje funkci ¢itace dle potfeby prizpisobovat a upravovat. V na-
Sem experimentalnim rezimu byl ¢ita¢ nastaven tak, aby kazdou hodinu
zaznamenal do pocitace pocet detekovanych signali za danou hodinu spolu
s ¢islem odpovidajicim po¢tu hodin uplynulych od spusténi méieni. Veli-
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kou vyhodou zafizeni je i moznost online komunikace s teleskopem — za
predpokladu vhodného softwarového vybaveni pripojeného pocitace — coz
vyrazné usnadiiuje obsluhu a dohled nad mérenim. Fotografii ¢itace mu-
7eme vidét na obr. 2, jeho schéma a podrobn&jsi popis je dostupny z [1].
Kromé nami navrzeného ¢itace byl pouzit také kontrolni ¢ital, jehoz
hlavnim tkolem byla kontrola spravné funkce jak samotného teleskopu,
tak naSeho ¢itace. Jeho vyhodou byla moznost ¢itat impulzy z vice ka-
nali. Diky tomu bylo mozné sledovat nejen pocet Céstic, které prosly
koinciden¢ni jednotkou, ale také pocet Castic, které prosly jednotlivymi
detektory, coz nam dalo jisty vhled do efektivity naseho filtrovéani.

Obr. 2 Cita¢ s prevodnikem

Po dokonceni konstrukce byl cely teleskop umistén na zatézovy troj-
patrovy prumyslovy vozik, ktery umoZiuje teleskop premistovat. Diky
tomu jsme byli schopni provést méreni v riiznych patrech Piirodovédecké
fakulty UP a ovérit, zda je Zelezobetonova konstrukce budovy schopna od-
stinit ¢ast toku miona. Finalni verzi sestrojeného teleskopu muizeme vidét
na obr. 3.

Obr. 3 Mionovy teleskop
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Vyhodnoceni ziskanych dat

Po zhotoveni a optimalizaci teleskopu bylo zapo¢ato prvni dlouhodobé
méfeni. Z dat ziskanych b&hem testovani teleskopu vyvstala otazka, zda je
¢etnost detekovanych miont zavisla na denni dobé — pfesnéji feceno, jestli
se jejich tok lisi pfes den a béhem noci. Prvni dlouhodobé méfeni trvalo
asi tyden a bylo zaméfeno pravé na zodpovézeni této otazky. Vysledkem
méteni je graf, ktery mizeme vidét na obr. 4, jenz zobrazuje primérnou
Cetnost detekovanych mionta v zéavislosti na intenzité pfichoziho signalu.
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Obr. 4 Energetické spektrum registrovanych miond — porovnani den/noc

Jak mizeme vidét, uz toto méfeni nam ukazuje, ze zavislost na ¢asti
dne nelze pozorovat. Celkovy pocet detekovanych mioni se lisil o pouhych
0,8 %, a pii opakovaném méfeni se tento relativni rozdil snizil na 0,3 %.

Za zminku stoji také vyuziti energetického spektra pro zobrazeni ziska-
nych dat. Ackoliv toto zobrazeni poskytuje urcity vhled do chovani dete-
kovanych mionii, ukézalo se — jak bylo podrobngji diskutovano v praci [1]
— 7e na zakladé odezvy pouzitych scintila¢nich detektort nelze zpétné spo-
lehlivé urcit energii jednotlivych miont, z hlediska jejich energie je tak
milZeme porovnavat jen omezené, relativné k jinému méfeni.

Druhé dlouhodobé méfeni mélo za cil jednak ovérit predchozi zavéry
tykajici se zavislosti Cetnosti detekovanych mioni na denni dobé, jednak
porovnat ziskana data s meteorologickymi udaji z oblasti méfeni. Vysledky
ukéazaly vyraznou nepfimou zéavislost mezi ¢etnosti mionu a atmosférickym
tlakem, coz odpovida znamému barometrickému jevu. Zaznamenali jsme
v8ak i urcitou zavislost na teploté.
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Po tomto zjisténi probéhla Ffada méreni, ve kterych jsme porovnévali
ziskanou Cetnost pravé s témito dvéma meteorologickymi tdaji. Zaroven
jsme cely teleskop pfemistovali mezi patry budovy PFirodovédeckeé fakulty,
abychom mohli ovérit i stinici efekt Zelezobetonové konstrukce. Vysled-
kem tohoto snazeni je série grafu, které ukazuji ¢asovy pribéh Cetnosti
detekovanych miont a tlaku ¢ teploty, coz ndm umoziuje vizualizovat
ocekdvanou zavislost. Jeden z téchto grafii mizeme vidét na obr. 5.
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Obr. 5 Graf ¢asového pribéhu cetnosti detekovanych miont na tlaku — sklep

Vzhledem k tomu, ze teplota a tlak jsou vzajemné provazany stavovou
rovnici idedlnfho plynu, bylo nutné ovéfit, ze pozorovana zavislost ¢etnosti
miont na teploté neni pouze zprostiedkovanym dusledkem jeji korelace
s tlakem. Za timto Gc¢elem byly vytvoreny trojrozmérné grafy, které umoz-
nuji soucasné zobrazeni Cetnosti miont, teploty a atmosférického tlaku.
Priklady takto prevedeného grafu z dat na obr. 5 muZzeme vidét na obr. 6.

Za celkovy vysledek v8ech méfeni by se daly povaZzovat hodnoty, ziskané
pomoci linearni regrese, tzn. proloZenim trojrozmérnych graft rovinou a
poté odec¢tenim parametra jeji obecné rovnice. Vysledné hodnoty pro mé-
feni na jednotlivych patrech miZeme vidét v tab. 1. Parametr a pro nas
nen{ tolik dulezity, jelikoz pouze ukazuje absolutni polohu roviny. Parametr
B nam vyjadiuje zavislost ¢etnosti na atmosférickém tlaku a parametr -
nam vyjadfuje zavislost ¢etnosti na teploté.
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Obr. 6 Graf zavislosti ¢etnosti detekovanych miond na teploté a tlaku — sklep

Pozorni ¢tenéfi si mohou vSimnout, Ze na obr. 6 jsou data ,;rozdélena®
do dvou rovin. Tento jev se ndm nepodafilo jednozna¢né vysvétlit, avsak
vSimli jsme si, Ze se vyskytuje v mistech, kde nastava prudka zména atmo-
sférického tlaku. Mame podezieni, Ze se tak déje v disledku zmény funkce
scintila¢nich detektort pfi zméné jejich teplot, avSak na toto chovani jsme
narazili az pri konci nagich méfeni, tudiz nebyl ¢as tuto hypotézu ovéfit.
Jak je ale vidét, toto rozdéleni zachovava stejny sklon roviny a méni jen
jeji absolutni pozici, tudiz parametr a, ktery pro nas neni zasadni.

Tabulka 1: Porovnani ziskanych parametr pro vSechna hlavni méfeni

Parametry Sklep 4. podlazi Dlouhodobé 6. podlazi
fitu méreni
a/(N-h™1) 93300(2000) 65200(2700) 57400(2300) 72000(13000)
B/(N-hPa—!-h71) —68,9(2,0) —31,7(2,7) —23,2(2,3) —29(12)
v/(N-°cC~1.h71) 10(6) 16(5) 73(8) 0(23)

Jak miZeme z tab. 1 vyc¢ist, podafilo se nam ovérit existenci barometric-
kého jevu. Zavislost na teploté je ve vétsiné meéfeni také zaznamenatelna,
ale pfi méfeni v 6. podlazi se nam potvrdit nepodafila, tudiz nelze vyslo-
vit jednoznacény zavér. Je avSak mozné, ze teplotni zavislost odrazi spise
zménu funkce scintila¢nich detektort pii rozdilné teploté. Stinici schopnost
Zelezobetonové konstrukce byla v praci [1] taktéZ potvrzena.
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Vyuziti ve vyuce fyziky

Fyzika mikrosvéta pro mnoho zakt zékladnich a st¥ednich skol ¢asto
nepatii mezi nejoblibenéjsi ¢asti fyziky. Duvodi mutze byt vice, ale jednim
z hlavnich je nepochybné nedostatek dostupnych sSkolnich pokust, které by
tuto oblast pfiblizily prostfednictvim pifimé zkuSenosti. Vétsina Skolnich
experimentd méa spiSe modelovy a demonstra¢ni charakter, ale ¢asto po-
stradaji motiva¢ni potencial vychézejici z prace s redlnymi daty nebo jevy.
Mnoha zakim se proto miiZe fyzika mikrosvéta miize jevit jako vzdalena,
abstraktni nebo pfili§ obtizna. Vyuzivani redlnych, byt zjednoduSenych
experimentil ve vyuce se proto jevi jako velmi vhodné.

Piesna kopie naseho mionového detektoru rozhodné neni néco, o co by
se nutné méli stredoskolsti uc¢itelé bézné pokouset. Scintilaéni detektory
spolu s pouzitou elektronikou a zatézovym vozikem nejsou béznou sou-
¢asti vybaveni Skolnich fyzikdlnich kabineti a pofizovaci néklady celého
zalizeni jsou z pohledu vyuky zbyteéné vysoké. Pii tivodni reSersi této
problematiky jsme vSak narazili na projekt Cosmic Watch [3], ktery na-
bizi detailni navody na sestaveni obdobného mionového detektoru, oviem
za cenu v fadu ,,pouhych* tisicti korun. Na webovych strankich projektu je
volné dostupny ke stazeni veSkery potiebny software a seznam soucastek
nutnych k sestaveni vlastniho mionového teleskopu. Ackoliv konstrukce
nen{ uplné trividlni, podrobny popis jednotlivych krokt ji ¢ini zvladnu-
telnou i pro motivované zajemce. Takovy projekt by mohl byt zajimavou
vyzvou pro zapalené ucitele fyziky, ktefi chté&ji priblizit moderni ¢asticovou
fyziku svym studenttiim prostfednictvim realného experimentu.

Otéazkou zustava, jak efektivné zapojit zaky do experimentalni ¢innosti.
Prvnim krokem by mélo byt jasné vymezeni cilti experimentu. Pro mladsi
zéky miize byt vhodné zaméfit se na ovéfeni stinicitho t¢inku kolni budovy,
¢imz se prirozené upeviuje jeden z principi radia¢ni ochrany. U starSich
zéka lze uvazovat i o experimentalnim ovéfeni barometrického jevu, coz
by v8ak vzhledem k néaro¢nosti interpretace mohlo byt vhodné spiSe pro
odborné seminaie nebo volitelné pfedméty. V obou piipadech je vSak za-
sadni préace se ziskanymi daty. A pravé to predstavuje jednu z klicovych
vyhod tohoto typu experimentu — na rozdil od vétSiny béznych skolnich
pokusi, kde zaci méri primo vysledek, zde musi zpracovavat rozsahlejsi
mnozstvi dat. To prirozené vede k vyuziti pocitact a propojeni fyziky
s informatikou, plné v souladu s pozadavky novych RVP i sou¢asnym po-
jetim fyziky jako Skolniho predmétu. Na druhé strané je t¥eba priznat, Ze
pravé tato vyhoda je zaroven i nevyhodou — experiment je ¢asové narocny
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a vyzaduje vice vyucovacich hodin, které by se mu musely obétovat. Kli-
¢ové proto je najit vhodnou organizaéni formu, jak jej do vyuky zafadit
— napiiklad jako dlouhodoby projekt, mezioborovou aktivitu nebo soucast
badatelskych seminait. Pfes tyto praktické obtiZe je zjevné, Ze ve vyuce
chybi vét§i mnozstvi experimentt zamérenych na fyziku mikrosvéta a zde
prezentovany princip muze predstavovat jeden z moznych zpusobu, jak
tuto mezeru alespon ¢astec¢né zaplnit.
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Zjisténi poctu moznosti

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V ¢lanku si ukdzeme, jak lze navrhnout efektivni algoritmus pro feSeni
aloh typu Kolika riznymi zpiisoby lze néco udélat? Postup feSeni si pred-
vedeme na tfech zdanlive zcela rozdilnych tlohach: kolika riznymi zptisoby
muzeme dojet z jednoho bodu silni¢ni sité do druhého, kolika rtznymi zpi-
soby lze vydlazdit pésinu pomoci dlazdic zadanych rozmeért, kolik existuje
riznych binarnich stromt dané velikosti. Jak uvidime, zékladni princip
feSeni v8ech téchto tloh bude shodny — pouZijeme metodu dynamického
programovani.

Dynamické programovani je programovaci technika pouZivané tehdy,
kdyZz zadanou tlohu pro vstupni data velikosti N sice neumime bezpro-
stfedné vyresit, ale jeji feSeni dokdZzeme pomérné snadno sestavit z vy-
sledkt uloh stejného charakteru, ale pracujicich s mensimi vstupnimi daty.
Pro velmi mala vstupni data (napf. pro N = 1) byva FeSeni ulohy trivi-
alni. Vyfesime tedy nejprve tuto trivialni dlohu pro N = 1, pomoci jejiho
feSeni pak o néco vétsi ilohu pro N = 2, s vyuzitim vysledkua téchto dvou
iloh dale vyfesime ulohu pro N = 3, atd. Takto stale postupujeme, dokud
nedojdeme az k vyfeSeni tilohy ptivodné pozadované velikosti. Na vysledky
v8ech téch mensich FeSenych tloh se nas nikdo neptal a my je ani nedavame
na vystup, ale ukladdme si je a vyuzivime je pfi vypoctu feSeni vétsich
tuloh.

Detailni prace s ulozenymi hodnotami se lisi u rtznych konkrétnich
aloh, ale princip ztustava vzdy stejny. V nékteré tloze pouzijeme kazdou
zapamatovanou hodnotu pouze jednou, ¢asto ale budeme vyuzivat tutéz
uloZenou hodnotu postupné vicekrat. Nékdy se dokonce stane, ze nékteré
zaznamenané hodnoty nevyuzijeme vibec, ale to pfi jejich postupném vy-
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poc¢tu dopfedu nevime a pro jistotu si je ukladdme vSechny. Nékdy je
zapotiebi pamatovat si v tabulce po celou dobu vypoctu vysledky vSech
mensich tloh, nékdy naopak odvodime feSeni pro data velikosti N tfeba
jen na zékladé vysledku ziskaného pro N — 1 a sta¢i tedy pamatovat si
v kazdém kroku vypoctu jenom jednu pfedchozi hodnotu. V8echny tyto
varianty si postupné predvedeme.

Dynamické programovani se pouziva zejména pro FeSeni dvou zaklad-
nich typi algoritmickych tloh:

1. pro kombinatorické tlohy odpovidajici na otazku, kolika rtznymi

zpusoby lze néco udélat,

2. pro optimaliza¢ni dlohy odpovidajici na otazku, jak nejlépe lze néco

udélat.

V tomto ¢lanku se budeme vénovat pouze prvnimu pfipadu a ukdzeme si
nékolik prikladi takovych tloh. K tloham druhého typu se vratime nékdy
jindy.

Za¢neme jednoduchym piikladem z teorie grafii. Mame zadan acyklicky
orientovany graf s N vrcholy. Slovo acyklicky znamené, Ze graf neobsa-
huje zadny cyklus, neboli neobsahuje Zddnou orientovanou cestu, po niz
bychom pfigli zpét do vychoziho vrcholu. Kazdy orientovany graf bez cykla
je mozné topologicky uspotradat, tzn. oznacit jeho vrcholy rtiznymi celymi
¢isly od 1 do N takovym zpusobem, Ze kazda hrana grafu povede z vrcholu
s mensim ¢islem do vrcholu s vétsim ¢&islem. Jinymi slovy, pokud v takto
o¢islovaném grafu existuje orientovana hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j,
potom i < j. Predpokladejme tedy, ze zkoumany graf je jiz topologicky
uspordadan. Méme za tkol urcit, kolik existuje riznych cest z vrcholu 1 do
vrcholu N.

Zadany graf si muZeme pfedstavit jako silniéni sit s jednosmérnymi silni-
cemi mezi N mésty, ktera jsou o¢islovana od 1 do N podle vySe uvedeného
topologického usporadani. Chceme zjistit, kolika rtznymi zptsoby lze po
silnicich dojet z mésta 1 do mésta V.

Ulohu je mozné fesit prohledavanim zadaného grafu do hloubky. Pro-
hledavat zac¢neme ve startovnim vrcholu ¢islo 1. Diky acykli¢nosti grafu
se vibec nemusime zabyvat evidenci jiz navstivenych vrcholi, vypocet se
nemuze zacyklit. Sta¢i tedy jenom pocitat, kolikrat béhem prohledévani
celého grafu pfijdeme do cilového vrcholu N. Tim ziskdme poZzadovany vy-
sledek. Implementace takového feSeni pomoci rekurzivni funkce je snadna,
ale podstatnou nevyhodou tohoto postupu je jeho neefektivita. Pocet riz-
nych cest z vrcholu 1 do vrcholu N muZe byt znacny, v nékterych grafech
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aZ exponenciilni vzhledem k poétu vrcholu N. Algoritmus bude kazdou
z téchto cest prochazet, takze jeho asymptoticka ¢asovi slozitost bude
v nejhorsim piipadé exponencialni vzhledem k N.

V nésledujici ukdzkové implementaci predpokladame, ze zadany acyk-
licky orientovany graf je jiz topologicky uspofadéan a je reprezentovan ma-
tici sousednosti g. Hodnota g[z][y] je typu boolean a uréuje, zda existuje
orientované hrana z vrcholu x do vrcholu y.

def pocet_cest(g, N):
pocitadlo = 0

def pruchod(v):
if v ==
nonlocal pocitadlo
pocitadlo += 1
else:
for k in range(v+1l, N+1): # hrana do vrcholu k
if glv][k]: pruchod(k)

pruchod (1)
return pocitadlo

Nyni si ukdZzeme podstatné lepsi feSeni téze tlohy pomoci dynamického
programovani. Budeme si postupné pocitat, kolik existuje rtiznych cest ze
startovniho vrcholu 1 do vrcholu ¢ pro v8echna ¢ = 1,2,3,...,N. Tyto
hodnoty ¢[i] si budeme ukladat do jednoduché tabulky tvofené jednoroz-
mérnym polem velikosti N. Zjevné plati ¢[1] = 1, hledanym vysledkem pak
bude posledni hodnota t[N]. Zbyva ukazat, jak spoc¢itame t[i] pro i > 1,
kdyZ uz zname piedchozi hodnoty ¢[1], ¢[2], ..., t[i — 1]. Kazda cesta z vr-
cholu 1 do vrcholu ¢ musi kon¢it hranou vedouci z néjakého vrcholu k
do vrcholu i. Vzhledem k topologickému o¢islovani vrchola grafu vime, ze
k < i ahodnotu t[k] proto jiz zname. Hodnotu ¢[i] tedy ziskame jako soucet
viech t[k] takovych, Ze v grafu existuje hrana z vrcholu k do vrcholu .

Do kazdého vrcholu vede méné nez N hran, takze kazdé t[i] spocitame
v Case O(N). Postupné poéitame N hodnot ¢[1], t[2], ..., ¢[N], a proto
celkova asymptoticka asova sloZitost uvedeného algoritmu je O(N?). Pro-
storova slozitost je O(NN), nebot si musime v poli ¢ pamatovat vSech N
postupné pocitanych hodnot.

Také v této programové ukazce predpokladame, ze zadany acyklicky
orientovany graf je jiz topologicky usporadan a je reprezentovan stejné
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jako minule matici sousednosti g. Hodnota g[x][y] ur¢uje, zda existuje ori-
entovand hrana z vrcholu x do vrcholu y.

def pocet_cest(g, N):
t = [0] * (N+1)
t[1] =1
for i in range(2, N+1): # cesty do vrcholu i
for k in range(1, i): # hrana z vrcholu k
if glkl[i]: t[i] += t[k]
return t[N]

Ve druhé tloze budeme dlazdit pésinu Sitky 2 a délky N. Pouzijeme
k tomu N obdélnikovych dlazdic o velikosti 1 x 2 (délkova jednotka zde
neni podstatna). Cela pé&sina musi byt pokryta dlazdicemi, Zadné dvé dlaz-
dice se nesmi prekryvat. Nasim tkolem je urcit, kolik riznych zpisobi
vydlazdéni existuje.

Resent tlohy opét zaloZime na metod& dynamického programovani. Bu-
deme postupné pocitat, kolika riznymi zpusoby lze vydlazdit pésinu délky
i pro ruzné délky i = 1,2,3,..., N. Takto ziskané hodnoty ¢[i] si budeme
ukladat do pole. Snadno ur¢ime prvni dvé hodnoty t[1] = 1, t[2] = 2.
UkéaZzeme, jak spocitat hodnotu ¢[i] pro i > 2 na zakladé jiz znamych pred-
chozich hodnot. Na tplném konci vydlazdéné pésiny délky ¢ mohou nastat
dvé pripady. MiZe tam byt
— bud jedna dlaZdice napti¢ a pred ni vydlazdéna pé&sina délky i — 1, coz

znamend t[i — 1] moZnosti,

— nebo dvé dlazdice polozené podélné vedle sebe ve sméru pésiny a pied
nimi je vydlazdéna pésina délky i — 2, coZ piedstavuje dalsich ¢[i — 2]
mozZnosti.

Zadna jina moznost vydlazdéni neexistuje, takze t[i] = t[i — 1] + t[i — 2]

pro ¢ > 2. Pozadovany vysledek pro pésinu délky IV ziskame jako posledni

hodnotu v poli, tedy ¢islo ¢[N].

Kazdou z N hodnot t[1], ¢[2], ..., t[N] spocitame tentokrat v konstant-
nim Case, takze celkova asymptotickéd ¢asova slozitost popsaného feSeni je
pouze O(N). Podle vySe uvedeného algoritmu pocitdme a ukladame po-
stupné N hodnot t[i], coz vede k feSeni s prostorovou slozitosti O(N).
Miuzeme ho snadno zapsat ve tvaru funkce v Pythonu:

def pocet_dlazdeni(N):
t = [0] * (N+1)
t[1], t[2] =1, 2

222 Matematika — fyzika — informatika 34 (3) 2025



for i in range(3, N+1): # polet dlazdéni délky i
t[i] = t[i-1] + t[i-2]
return t[N]

Vsimnéte si, Ze na rozdil od pfedchozi ulohy spocitame kazdé t[i] pouze
pomoci dvou bezprostfedné predchazejicich hodnot t[i — 1], ¢[i — 2]. Ve
skute¢nosti tedy vibec nepotifebujeme pole t velikosti N. Misto néj vy-
staéime se dvéma proménnymi na ulozeni dvou dosud poslednich hodnot,
starsi hodnoty si nemusime pamatovat. P¥i dobré implementaci méa tak celé
feSeni dokonce konstantni prostorovou slozitost, jak ukazuje i nasledujici
funkce:

def pocet_dlazdeni(N):
a, b=1, 2
for i in range(3, N+1): # polet dlazdéni délky i
a, b=>b, a+b
return b

Poznamenejme jesté, Zze takto ziskana posloupnost hodnot
tli] =1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, ...

je v matematice velmi znamou posloupnosti Fibonacciho &isel.

Ve tietim prikladu budeme zkoumat, kolik existuje riznych binarnich
stromu tvofenych pfesné N vrcholy. Binarnim stromem rozumime orien-
tovany strom s jednim vyzna¢nym vrcholem (kofenem), ze kterého vede
cesta do v8ech ostatnich vrcholi. Kazdy vrchol miize mit nejvyse dva po-
tomky. Kazdy vrchol kromé kofene mé pravé jednoho piedka, kotfen predka
nema.

Také tuto ulohu budeme fesit dynamickym programovanim. Postupné
uréime pocet binarnich stromu s 0 vrcholy, s 1 vrcholem, se 2 vrcholy, ...
atd. Ziskané hodnoty si budeme ukladat do pole ¢, takze t[i] bude urcovat
pocet riznych binarnich stromu tvorenych ¢ vrcholy. Hledanym vysledkem
bude tudaj t[N]. Nejprve opét stanovime pocateéni hodnoty, zjevné ¢[0] = 1,
t[1] = 1. Nyni potfebujeme odvodit vzorec pro vypocet t[i] pro i > 1, kdyz
uz zname hodnoty ¢[0], ¢[1], ..., t[i — 1].

Binarni strom tvofeny i vrcholy méa jeden vrchol v kofeni a o zbyva-
jicich ¢ — 1 vrcholt se musi podélit levy a pravy podstrom. Je-li v levém
podstromu k vrchol, pak v pravém jich bude ¢ — k — 1. Kazda volba
k=0,1,2,...,2—1 vede k jinému celkovému tvaru binarniho stromu. Pro
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zvolené k ma levy podstrom ¢[k] riznych moZnych tvari, zatimco pravy
podstrom mé t[i — k — 1] riiznych moznych tvari. Pfitom kazda kombi-
nace levého a pravého podstromu predstavuje jiny celkovy tvar stromu, coz
pro pevné zvolené k dava t[k] - t[i — k — 1] moZnosti. Pocet v8ech riznych
binérnich stromi s ¢ vrcholy pro i > 1 tedy muzeme vyjadfit takto:

t[i] =¢t[0] - t[e — 1) + ¢[1] - ¢[i — 2] + ¢[2] - ¢[i — 3] + - - - + t[i — 1] - t[O]

Z vyse uvedeného vzorce pro vypocet t[i| je ziejmé, Ze kazdou hodnotu
t[i] spocitame v ¢ase O(NN). Postupné urc¢ujeme hodnoty ¢[0], ¢[1], t[2], ...,
t[N], takZe asymptoticka Gasova slozitost celého vypoétu je O(N?). Pri
vypoctu t[i] vyuzivime vSechny pfedchazejici hodnoty, které proto mu-
sime mit uloZené v datové struktuie velikosti O(NN). Prostorové sloZitost
popsaného algoritmu je tudiz O(N.

Opét si ukdzeme, jak miize vypadat jednoducha implementace popsa-
ného FeSeni pomoci funkce v Pythonu:

def pocet_binstromu(N):
t = [0] * (N+1)
t[0], tl1] =1, 1
for i in range(2, N+1): # binadrni stromy s i vrcholy
for k in range(i): # polet vrchold v levém podstromu
t[i] += t[k] * t[i-k-1]
return t[N]

Na zavér pro zajimavost doplnime poznamku, Ze takto ziskana posloup-
nost Cisel

1,2,5,14,42, 132,429, 1430, 4862, 16 796, 16 796, . . .

je v matematice znama jako Catalanova ¢isla. Nachazi uplatnéni pii feseni
fady ruznych kombinatorickych problému. N-té Catalanovo ¢islo lze spo-
¢itat podle explicitniho vzorce bez vyuziti dynamického programovéani, to
ale neni namétem naseho ¢lanku a pripadni zajemci si mohou informace
sami dohledat.
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Generativni uméla inteligence
Dil druhy: Umeély neuron Warrena
McCullocha a Waltera Pittse

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Velké jazykové modely jsou postavené na hlubokych neuronovych sitich,
které vyuzivaji vicehlavovy attention mechanismus. Co tyto ,,komplikované
znéjici pojmy znamenaji se postupné dozvime v jednotlivych dilech série
¢lankd vénované generativni umélé inteligenci. Za¢neme pékné od zacatku
— v tomto dilu se budeme vénovat zakladni stavebni jednotce hlubokych
neuronovych siti, které se dnes fika umély neuron. Konkrétné se budeme
zabyvat historicky prvnim a zaroven nejjednodussim umélym neuronem,
takzvanym MCP neuronem.

1. Dva géniové

Velké jazykové modely, napiiklad GPT od OpenAl, Gemini od Goo-
glu, LLaMA od Mety nebo rodina velkych jazykovych modela Claude od
Anthropicu, patii mezi nejmodernéjsi pfistupy v oblasti zpracovani pii-
rozeného jazyka.!) Na mnoho lidi, zejména ze stardi generace, musi tyto
nastroje pusobit futuristickym dojmem — jako by patfily spiSe do sci-fi
literatury nez do dnes$niho svéta. Tento dojem navic umocnil prekotny na-
stup velkych jazykovych modeli. Pro laickou vefejnost se totiz objevily
takika pifes noc, kdyz 30. listopadu 2022 spole¢nost OpenAl predstavila
ChatGPT. Skute¢nost je ovSem takové, ze tomuto okamziku predchézelo
mnoho desitek let vyvoje zejména v oblasti informatiky a informacnich
technologii. Prvni krok k dnesnim velkym jazykovym modelim byl u¢inén
jiz v roce 1943 dvéma ponékud excentrickymi americkymi védci, Warrenem
McCullochem a Walterem Pittsem.

1)Zpracové,nl’ pfirozeného jazyka (v angli¢ting se pouZivéa zkratka NLP — Natural Lan-
guage Processing) je obor umélé inteligence, jenZ se zabyva interpretaci a generovanim
textu napsaného v pfirozeném jazyce, jakym je napftiklad ¢eStina nebo angli¢tina. Mezi
typické ulohy NLP pat#i strojovy pieklad, sumarizace textu, rozpoznavéani feci a po-
dobné.
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Warren Sturgis McCulloch (1898-1969) byl vskutku renesancni osob-
nosti. Vystudoval filozofii a psychologii, velmi se zajimal o fungovani lid-
ského mozku, tizce spolupracoval se zakladatelem kybernetiky, Norbertem
Wienerem. V mladi ho v8ak lakalo studium teologie a chtél se stat bés-
nikem; je autorem nékolika sonetd. Byl také velmi zruény a prakticky
orientovany, co prokazal mimo jiné tim, Ze na svém statku v Connecticutu
navrhl a postavil nékolik budov a malou prehradu.

McClulloch tzce spolupracoval se zakladatelem kybernetiky, Norbertem
Wienerem. Byl predsedou takzvanych Macy Conferences on Cybernetics,
coz byla setkani pfednich ucenct z rtiznych disciplin uskute¢iiovanych v le-
tech 1946 az 1953, ktera méla zasadni vliv na vznik a rozvoj nejen kyber-
netiky, ale také umélé inteligence, systémovych a kognitivnich véd.

Obr. 1 Warren Sturgis McCulloch (zdroj: mitmuseum.mit.edu).

Walter Harry Pitts (1923 — 1969) byl neméné zajimavou osobnosti. Byl
zazraénym ditétem, cely zivot se zabyval matematickou logikou a neurové-
dami. Logiku v8ak nestudoval na zadné skole, byl samoukem. V literatufe
vénované Pittsovi je ¢asto zmifiovana historka z jeho détstvi, kdy jako dva-
néctilety precetl za t¥i dny celou tiisvazkovou Principia Mathematica od
Bertranda Russella. Poté Russelovi napsal dopis, v némZ poukézal na za-
vazné nedostatky, které objevil v prvnim svazku tohoto vyznamného dila.
Russell se zachoval velkoryse, namitky mladého Waltera ocenil a pozval ho
ke studiu na Cambridge University. Pitts v8ak tuto nabidku odmitl s tim,
ze se chce plné vénovat studiu logiky.
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Osobni zivot Waltera Pittse v8ak Stastny nebyl. Nikdy se neoZenil a
zacatkem padesétych let zacal ztracet zdjem o svoji védeckou praci a po-
stupné se propadal do socidlni izolace. VSe vyvrcholilo rozkolem s Norber-
tem Wienerem, se kterym (stejné jako McCulloch) spolupracoval a mél
k nému velmi piatelsky vztah. Poté Pitts spalil vSechny své nepublikované
védecké prace véetné rozepsané dizertace, ktera se vénovala neuronovym
sitim. Zemfel ve véku 46 let na zdravotni potize, které pravdépodobné
souvisely s alkoholismem.

Obr. 2 Walter Harry Pitts (zdroj: Wikipedia).

2. MCP neuron

McCulloch a Pitts ve svém ¢lanku nazvaném A Logical Calculus of Ideas
Immanent in Nervous Activity |1] vychazeji z predpokladu, Ze nervova
aktivita ma binarni charakter,? to znamena, Ze biologicky neuron v daném
okamziku vysle plny akéni potencial (takzvané zahoii), nebo nevysle vitbec
zadny potencial (nezahoii). V jeho aktivité tedy neexistuje zadny mezistav,
néco na zpusob ¢aste¢ného zahotfeni. Nervovou aktivitu je proto mozné
presné popsat formélnimi prostiedky vyrokové logiky. McCulloch a Pitts
v ¢lanku dokazuji, Ze chovani kazdé sité neuront je mozné popsat pomoci
formule vyrokové logiky a naopak, kazdou formuli je mozné reprezentovat
pomoci sité neuront.

2)V abstraktu ¢lanku autofi pifmo mluvi o ,all-or-none character of nervous activity,
neural events and the relations among them®.
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Pro dtkaz svych tvrzeni vymysleli McCulloch a Pitts umély neuron,
ktery modeloval fungovani neuronu biologického. Tomuto modelu dnes ¥i-
kame McCullochiv—Pittsiv umély neuron (zkracené MCP neuron), ob¢as
také prahovd logickd jednotka (tento nazev je velmi vystizny, jak mtzeme
vidét z dalsitho popisu). Princip jeho fungovani je velmi jednoduchy. MCP
neuron ma n binarnich vstupd xy,xs2,...,%, a pravé jeden bindrni vy-
stup v, je tedy pouze realizaci booleovské funkce n proménnych

{0,1}" — {0,1}.

Kazdy vstup neuronu je bud ezcitacéni, nebo inhibicni a predpokladejme,
7e vzdy existuje alespoil jeden excita¢ni a alespoii jeden inhibi¢ni vstup.?)

Excita¢ni vstupy budeme znacit pomoci symboli x{, z5, ..., z} a inhibi¢n{
vstupy pomoci symbold x%, %, ..., 2%, pricem? zfejmé plati
p+r=n.

Vystup neuronu budeme oznacovat symbolem y.

Neuronu je navic pfifazena prahova hodnota 6 € {0,1,2,...}, ktera
spolu se vstupnimi hodnotami ovliviiuje jeho vystup, a to nasledujicim
zptsobem: Na vystupu neuronu je logickd jednicka, pokud excitaéni bu-
zeni vstupt prevazi nad inhibi¢nim. Pfesnéji feceno, vystup je roven logické
jednicce tehdy, je-li pocet excitacnich vstupi nastavenych na jednicku ale-
spon roven prahové hodnoté 6 a zaroven jsou vSechny inhibiéni vstupy
nastaveny na nulu. Jinymi slovy, y = 1, jsou-li soucasné splnény nasledu-
jici dvé podminky:

{4+, >0, (1)
o4l =0, (2)

Pokud nenf splnéna alespoii jedna z téchto podminek, vystup neuronu je
nastaven na logickou nulu.

Schéma MCP neuronu a jeho fungovani je znézornéno na obr. 3. Kvuli
prehlednosti odliSujeme v tomto a dalsich obrazcich excita¢ni a inhibi¢ni
vstupy riznymi Sipkami. Konkrétné excitaéni vstup oznacime Sipkou s vy-
plnénym koleckem, inhibi¢ni vstup naopak Sipkou s prazdnym koleckem.

3)Tato podminka je zavedena z &isté technickych diivodi tak, abychom si mirng zjed-
nodusili definici vystupni hodnoty neuronu.
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x;\> _ 1 pokud z§+...+z¢ > 0,21 +.. 42, =0
ol Ty 0 jinak
il

Obr. 3 McCullochtv—Pittsiiv umély neuron.

3. Booleovské operace pomoci MCP neuronu

Zakladni booleovské operace — tedy operace konjunkce (logicky sou-
¢in, AND), disjunce (logicky socet, OR) a negace (NOT) — je nyni mozné
vyjadfit pomoci vhodného nastaveni MCP neuronu. Konkrétné operaci
konjunkce vyjadiime pomoci MCP neuronu s pouze dvéma excitaénimi
vstupy z{ a x§, jednim inhibi¢nim vstupem, ktery je konstantné roven 0
a s prahem 6 = 2. Zdivodnéni je skuteéné jednoduché. Pokud je totiz
jediny inhibi¢ni vstup stale nulovy, pak je podminka (2) vzdy splnéna.
Podminka (1), v tomto pfipadé z§ + z§ > 2, je splnéna pouze tehdy, kdyz
soudasné plati 2§ = 1 a 2§ = 1 (viz také tabulka 1). Tento neuron, jehoz
schéma je uvedeno na obr. 4, tak skuteéné realizuje na svych excitacnich
vstupech operaci konjunkce.

() e e e
T w3 T Ty Y
0

—_ = O O
_ o O O

1
1
2

_ o = O

Tabulka 1 Hodnoty excita¢nich vstuptu a vystupu MCP neuronu, ktery
realizuje operaci konjunkce.

g

e . 1 pokud z§+z§ > 2
23 0 jinak

0

Obr. 4 Operace konjunkce vyjadiena pomoci McCullochova—Pittsova umélého
neuronu.
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Operaci disjunkci ziskdme malou tdpravou predchoziho nastaveni. Zmé-
nime pouze prahovou hodnotu — tentokrat bude platit # = 1; vSe ostatni
zlstava stejné. Toto nastaveni prahové hodnoty zptisobi, Ze podminka (1),
tedy z{ 4+ x§ > 1, je splnéna v piipad€, Ze alespoinl jeden excitacni vstup
nabyva hodnoty 1 (viz tabulka 2). Schéma tohoto neuronu je uvedeno na
obr. 5.

I T S I
0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 1
11 2 1

Tabulka 2 Hodnoty excita¢nich vstupt a vystupu MCP neuronu, ktery
realizuje operaci disjunkce.

51
. {1 pokud z§+z§ > 1
T2 Y=9, -
O 0 jinak
0

Obr. 5 Operace disjunkce vyjadfenad pomoci McCullochova—Pittsova umélého
neuronu.

Operaci negace vyjadiime také velmi jednoduse. Pouzijeme jeden exci-
ta¢ni vstup konstantné nastaveny na logickou nulu a jeden inhibi¢ni vstup
x%. Prahova hodnota 6 bude rovna nule. Pii tomto nastaveni si v jistém
smyslu podminky (1) a (2) vymeéni svoji roli: podminka (1), tedy z§ > 0,
bude vzdy splnéna a vystup neuronu tak bude ur¢ovat splnéni nebo nespl-
néni podminky (2), jak muZzeme vidét v tabulce 3. Schéma tohoto MCP
neuronu je znazornéno na obr. 6.

Tabulka 3 Hodnoty inhibi¢niho vstupu a vystupu MCP neuronu, ktery
realizuje operaci negace.
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1 — 1 pokud ¢ =0
0 jinak

Obr. 6 Operace negace vyjadiena pomoci McCullochova—Pittsova umélého neu-
ronu.

Je dobfe znamym faktem, Ze je mozné kazdou formuli vyrokové logiky
prevést do konjunktivni nebo disjunktivni normalni formy, to znamena
do tvaru, ktery vyuZzivd pouze konjunkci, disjunkci a negaci. Vhodnym
spojenim MCP neuront proto miazeme navrhnout umélou neuronovou sit,
kterd je schopna vyjadfit libovolnou formuli vyrokové logiky. Navzdory
své jednoduchosti jsou umélé neuronové sité zalozené na MCP neuronech
mocnym vypocetnim néstrojem. Pokud je totiz vybavime nekonecnou pa-
métovou péaskou, mohou dokonce simulovat ¢innost libovolného Turingova
stroje [2].

4. Rosenblattovo vylepseni

Rekli jsme, ze MCP neuron je velmi jednoduchy model biologického
neuronu. McCulloch a Pitts svou praci vnimali ¢isté teoreticky jako pro-
stfedek k pochopeni vypocetnich vlastnosti nervovych systémi. Nezabyvali
se proto fyzickou realizaci svého modelu a nepredpokladali jeho technické
vyuziti.

Pristi dil série se bude vénovat rozsirené varianté MCP neuronu, takzva-
nému perceptronu, jehoz autorem je americky psycholog Frank Rosenblatt.
Perceptron je biologickému neuronu blizsi, na rozdil od neuronu McCullo-
cha a Pittse neni staticky — je schopny se jistym zptisobem ucit. Brzy
proto nalezl vyznamné praktické uplatnéni a je zakladni vypocetni jed-
notkou dnesnich hlubokych neuronovych siti véetné téch, na kterych jsou
postaveny velké jazykové modely GPT, Gemini a dalsi.
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ZPRAVY

66. mezinarodni matematicka
olympiada

Jiz 66. ro¢nik Mezindrodni mate-
matické olympiady (IMO) se konal
ve dnech 10.—20. &ervence v Austra-
lii v letovisku Sunshine Coast neda-
leko Brisbane. SoutéZe se zuéastnilo re-
kordnich 630 soutézicich ze 110 stata.
éesky tym ptivezli jednu st¥ibrnou me-
daili a t¥i bronzové.

Jako prvni do Australie priletéli ve-
douci narodnich delegaci. Jejich hlav-
nim tkolem bylo vybrat Sest soutéznich
uloh z takzvaného shortlistu, ktery na
zékladé 235 tloh navrzenych jednot-
livymi staty pfipravila Problem Se-
lection Committee. Mezi 31 tlohami
v tomto shortlistu, které byly tradi¢né
rozdéleny do &tyf kategorii (algebra,
kombinatorika, geometrie, teorie ¢isel),
byly i dva Ceské navrhy od Patrika
Baka a Michala Janika, ale ani jeden
z nich se nakonec pro soutéz nepouzil.

232

Zadani Sesti soutéznich uloh najdete na
konci této zpravy. Kromé vybéru tloh
a schvalovani bodovacich schémat le-
tos vedouci stravili notnou dobu i de-
batovanim o dlouhodobém sméfovani
IMO. Mimo jiné bylo odhlasovano, ze
od pristiho ro¢niku se mohou v short-
listu objevovat i tlohy o komplexnich
¢islech — nepredpokladéa se ovSem, Ze
by vedouci takové ulohy hned pristi rok
vybrali pro ostrou soutéz.

Soutézici a pedagogicti vedouci do-
razili do Austrélie o tf¥i dny pozdéji.
Po kratké prohlidce Brisbane se pre-
sunuli na ubytovani, které bylo zajis-
téno v piijemném resortu Novotel. Re-
sort kromé kajakovani na laguné a ko-
péni tunelu do Evropy na prilehlé plazi
nabizel i interakci s volné se pohybu-
jicimi klokany. Vlastni soutéZ probé&hla
15. a 16. ¢ervence. Soutézici méli kazdy
den 4,5 hodiny na TeSeni tii obtiznych
dloh. Za kazdou z nich mohli ziskat az
7 bodu. Pfipomenme, ze zhruba po-
lovina soutézicich si z olympiady pfi-
veze medaili, prfi¢emz pocet udélenych
zlatych (G), st¥ibrnych (S) a bronzo-
vych (B) medaili je v pfiblizném po-
méru 1 : 2 : 3. Soutézici, ktefi zcela
spravné vytesi alespon jednu ulohu, ob-
drzi ¢estna uznani (HM).

Ceskou republiku reprezentoval Ses-
ticlenny tym ve slozeni: Erik JeZek
(Smichovska SPS a G, Praha), Jakub
Tréka (G J. Keplera, Praha), David
Hromddka (G Nad Aleji, Praha), Pa-
vel Hydnek (G Brno, tfida Kapitana
Jarose), Mikulds Jandik (G Christiana
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Dopplera, Praha) a Veronika Mensi-
kovd (Arcibiskupské G, Praha). Vedou-
cim tymu byl Josef Tkadlec z Informa-
tického ustavu MFF UK v Praze a pe-
dagogickym vedoucim byl Pavel Cald-
bek z PIF UP v Olomouci.

Ceské reprezentaéni druzstvo, zleva:
Josef Tkadlec (vedouci), Pavel Hya-
nek (bronz), Mikulas Jandik (Gestné
uznani), Erik Jezek (st¥ibro), David
Hromadka (bronz), Pavel Calébek (pe-
dagogicky vedouci), Veronika Mensi-
kova (Cestné uznani), Jakub Trcka
(bronz)

Vysledky naSich soutézicich v jed-
notlivych tlohéch:

Umisténi Uloha 123456
81.-87. Erik Jezek 775770
187.-202. Jakub Trcka 670760
272.-290. David Hromadka 770700
272.-290. Pavel Hyanek 710670
334.-345. Mikulas Jandik 701540

346.-365. Veronika Mensikova 710710

Zlato se letos udélovalo za zisk ale-
spoii 35 bodt, stiibro za 28 bodu a
bronz za 19 boda. Tyto hranice byly
nezvykle vysoké — v 9 z pfedchozich 10
roénika by Erik za 33 bodu bral zlato
a Kuba by za 26 bodu bral stiibro.
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V neoficialnim poradi tymi obsadila
Ceska republika se ziskem 134 bodu
41. pri¢ku hned za Slovenskem, které
se s spolu s Jihoafrickou republikou
a Novym Zélandem podélilo o 38.-40.
misto. Zvitézila jako obvykle Cina, je-
jiz reprezentanti v8ichni bezchybné vy-
fesili kazdou z prvnich péti tloh (to-
téZ se mimo jiné podafilo i n&kterym
jazykovym modeliim). Sesta tloha se
vyfesilo jen 6 soutézicich, z toho 5
vyfesilo vSechny ulohy a dosahlo tak
maximalnfho mozného poc¢tu 42 bodu.
Jedinym dalsim tdspésnym feSitelem
Sesté ulohy byl Slovik Matej Bachni-
¢ek. Kompletni vysledky jsou dostupné
na adrese imo-official.org.

Organizatofi soutéze si dali zalezet
na tom, aby byl tento ro¢nik opravdu
australsky. V anglickych zadéanich se
tak hra s nerovnostmi v paté soutézni
tloze jmenovala ,inekoalaty game® a
funkcim ze tteti alohy se fikalo ,,bonza“
(australsky slang pro ,,prvot¥idni“). Ve
volnoc¢asovém programu po soutéZi se
pak vyskytovaly polozky jako exkurze
do zébavniho parku ,,Aussie World*,
navstéva zoo s klokany, koalami a kro-
kodyly nebo vyslechnuti prednasek Te-
rence Taa (rodaka z Adelaide a drzitele
Fieldsovy medaile) a Burckharda Pol-
stera (profesora na univerzité v Mel-
bourne a YouTubera z kanalu Matho-
loger).

Nésledujici roéniky Mezinarodni
matematické olympiaddy se uskutecni
v Cing (2026), v Madarsku (2027) a
v Saudské Arabii (2028).

Na zavér uvadime texrty soutézZnich
tloh (v zévorce je uvedena zemé, ktera
alohu navrhla).
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imo-official.org

1. Rekneme, ze primka v roviné je
slunecnd, pokud neni rovnobézna ani
s osou x, ani s osou ¥y, ani s pfimkou
z 4+ y = 0. Je dano celé ¢islo n > 3.
Urcete vSechna nezaporna cela cisla k,
pro néz existuje n navzajem ruznych
pfimek v roviné takovych, ze:

e pro kazdéa dvé kladna cela ¢isla a a
b splnujici a+b < n+1 plati, ze bod
(a,b) lezi na asponi jedné z téchto n
piimek; a

e piesné k z téchto n primek je slu-
neénych. (USA)

2. Jsou dany kruznice Q a I' se stfedy
po radé M a N takové, ze polomér
kruznice €2 je mensi nez polomér kruz-
nice I'. Pfedpokladejme, Ze kruznice €2
a I' se protinaji ve dvou bodech A a
B. Pfimka M N protinad kruznici Q v
bodé C' a kruZnici I' v bodé D tak,
ze body C, M, N, D lezi na pfimce
v tomto poradi. Ozna¢me P stied kruz-
nice opsané trojuhelniku ACD. Pfimka
AP protiné kruznici 2 podruhé v bodé
E # A a kruznici I' podruhé v bodé
F # A. Ozna¢me H prusecik vysek
trojihelniku PM N. Dokazte, Ze rovno-
bézka s AP vedena bodem H se dotyka
kruznice opsané trojuhelniku BEF'.
(Vietnam)

3. Oznac¢me N mnozinu kladnych ce-
lych &isel. Rekneme, 7e funkce f: N —
— N je senza, jestlize pro vSechna
kladna cela ¢isla a a b plati, ze

f(a) je délitelem b* — f(b)f(a).

Urcéete nejmensi redlnou konstantu c
takovou, ze pro kazdou senza funkci f
a kazdé kladné celé ¢islo n plati f(n) <
< en. (Kolumbie)
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4. Rekneme, 7e kladny délitel klad-
ného celého ¢&isla m je ostry, pokud je
ruzny od m. UvaZzujme nekone¢nou po-
sloupnost (a1, az,...) kladnych celych
Cisel, z nichz kazdé ma alespon tfi os-
tré délitele. Pro kazdé n > 1 plati, ze
¢islo an+1 je souctem ti{ nejvétsich os-
trych délitela ¢isla a,. Urcete v8echny
moZné hodnoty a;. (Litva)

5. Alice a Bob hraji hru, jejiz pravi-
dla zavisi na kladném realném disle A,
znamém obéma hrac¢im. V n-tém koale
hry (poc¢inaje n = 1) se stane toto:

e Je-li n liché, Alice vybere nezédporné
realné ¢islo x,, takové, ze
1+ T2+ ...+ xn < AN

e Je-li n sudé, Bob vybere nezaporné
realné ¢islo x,, takoveé, ze
2424+ ...+ 22 <n

Pokud hra¢ nemiize vybrat takové ¢islo
ZTn, hra konéi a vyhrava jeho soupef.
Pokud hra pokracuje donekoneéna, ne-
vyhrava zadny z hrac¢ia. VsSechna vy-
brand ¢isla jsou znama obéma hra-
¢im. UrCete v8echny hodnoty A, pro
které ma Alice vitéznou strategii, a
také v8echny hodnoty A, pro které ma
vitéznou strategii Bob. (Itdlie)

6. Matylda chce do ¢tvercové tabulky
2025 x 2025 rozmistit nékolik dlaz-
dic tak, ze kazda dlazdice je obdélnik
nebo Etverec, kazda dlazdice presné za-
kryva nékolik policek tabulky a dlaz-
dice se navzijem nepiekryvaji. Urcete
nejmensi pocet dlazdic, které Matylda
musi rozmistit, aby v kazdém Fadku
a kazdém sloupci ztistalo presné jedno
policko nezakryté. (Singapur)

Josef Tkadlec
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13. ro¢nik CPSJ

Ve dnech 18. az 21. kvétna 2025 se
v polském Szczyrku konal jiz 13. roé-
nik éesko—polsko—slovenské matema-
tické soutéze juniora (CPSJ). V ném
se utkali na Ceské a slovenské strané
vybrani Zzaci nejvySe prvnich ro¢niku
stfednich S$kol, polskou stranu pak
reprezentovali vitézové findle soutéze
Olimpiada Matematyczna Junioréw.

éesky reprezentacni vybér byl se-
staven na zakladé vysledkt nasich zaku
pfedev8im v krajskych kolech kate-
gorii A a C v T74. roéniku MO a
dale néasledného vybérového soustie-
déni z zakl, ktefi navstévuji nejvyse
prvni ro¢nik stfednich kol (kvinty os-
miletych gymnazii). Uast v reprezen-
taci si vybojovali: Miriam BareSovd
(5/8), G Dobruska, Jan Braddc (5/8),
G Boskovice, Stépdn Sikora (4/8), G
Nad Stolou, Praha 7, Dan Skolar 9),
SOS a ZS Bfezova, Michal Tollar (5/8)
a Petr Vokiinek (5/8), oba G Brno,
t¥. Kpt. Jarose. Vedoucim ceské dele-
gace byli RNDr. Pavel Caldbek, Ph.D.
a Mgr. Patrik Bak.

éesky reprezentacni vybér

Vsichni ucastnici se sesli v nedéli
18. kvétna v penzionu Gronik v Szczyr-
ku. V pondéli na né ¢ekala soutéz jed-
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notlivet, kdy ftesili po dobu 3,5 ho-
diny pét piikladi. Jejich zadani obdr-
zeli soutézici v materském jazyce, Te-
Seni mohli odevzdavat ve svém matei-
ském jazyce nebo anglicky. Po odpo-
¢inkovém programu a prezentaci svych
feSeni byli navecer soutézici rozlosovani
do Sesti tfi¢lennych druzstev, v kaz-
dém z nich bylo po jednom ¢eském, pol-
ském a slovenském ucastnikovi. Druhy
den tyto tymy fesily po dobu péti ho-
din soutéz druzstev, kdy dostaly sadu
Sesti prikladi, po dvou v &esting, pol-
5ting a slovensting. Reenf téchto tdloh
druzstva odevzdévala vzdy v jiném ja-
zyce, pricemz vznikly vSechny kombi-
nace riznych jazyka. Soutézici si tak
vyzkouseli tymovou komunikaci, kdy
svym koleglim museli objasnit zadéni
a poté i feSeni uloh.

P1i soutézi jednotlived

Absolutnimi vitézi soutéze jednot-
lived se stali se ziskem 21 bodu (z 25
moznych) Marek Konieczny z Polska
a Alex Markus ze Slovenska. Po nich
se sefadilo pét ceskych zaku v poradi
gtépa’n Sikora, Miriam Baresovd, Dan
gkolm‘, Jan Braddc¢ a Petr Vokrinek.
Michal Tollar pak obsadil délené de-
vaté misto.

éesky tym tak zvitézil v neoficialni
soutézi druzstev pfed druhym Sloven-
skem a t¥etim Polskem. Tyto vysledky
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ovSem nelze brat za smérodatné, nebot
polsti soutézici byli o dva roky mladsi.
Podrobnéjsi vysledky soutéze jed-
notlivet najdete na strankach Matema-
tické olympiady. Vzorova feseni (v pol-
8ting) sout&znich tloh na strankach
polskych kolegti. Na zévér uvadime
zadani vSech soutéznich tloh, pritom
ulohy soutéZe druzstev uvadime tak,
jak ji obdrzeli soutézici. Za textem
tlohy je uvedena navrhujici zemé.

Soutéz jednotlived (19. 5.)

1. Urcete vSechna prvodisla p, pro
ktera lze &slo p® + p? + p + 1 zapsat
jako sou€in dvou riznych prvodcisel.

(Slovensko)

2. Urcete vSechny trojahelniky,
které lze rozirezat na shodné pravo-
ihlé rovnoramenné trojuhelniky s od-
vésnami délek 1. (Cesko)

3. V daném trojihelniku ABC' je
[XACB| = 60°. Body D a E jsou
po fadé body stran BC a AC. Uva-
Zujme vrcholy K, L rovnostrannych
trojuhelnikit ADK, BEL takovych, ze
body A a L lezi v opa¢nych polorovi-
nach s hrani¢éni pfimkou BFE a body
B a K lezi v opa¢nych polorovinach
s hrani¢ni pfimkou AD. Dokazte, Ze
|AE|+ |BD| = |KL|. (Polsko)

4. Na tabuli jsou na pocatku na-
pséna t¥i nezidporna celd ¢isla. V kaz-
dém kroku ¢isla a, b, ¢ napsana na ta-
buli nahradime hodnotami sou¢ti a+b,
b+ ¢, ¢+ a. UrCete nejvétsi mozny po-
¢et krokt, po kterych se na tabuli mize
objevit ¢islo 111. (Cesko)

5. Dokazte, ze pro vSechna pfiro-
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zené Cisla n > 1 je &islo

1 2 3
A, = _ _
n+1 n+2 n+3
B 4 _ +2n71
n+4 7 3n-1

Vvetsi nez .
Pozndmka. Slabsi odhady (napiiklad
Ay > 0 pro kazdé n) mohou byt ohod-

noceny ¢asteénymi body. (Polsko)

Soutéz druzstev (20. 5.)

1. Uvazujme nasledujici operaci
s dvojmistnym ¢&islem: Nejprve vynaso-
bime jeho ¢islice, poté vypocéteme dru-
hou mocninu jeho posledni ¢islice a
tyto dva vysledky zapiSeme za sebou
v tomto pofadi (napf. pro ¢&islo 27 spoé-
teme 14 a 49, odkud ziskdme 1449).
étyfmistné ¢islo nazveme okdzalé, po-
kud je jeho druha odmocnina dvojmist-
nym ¢&islem a operaci z ni vznikne pu-
vodni ¢tyFmistné ¢islo. Urcete vSechna
okazala ¢isla. (Slovensko)

2. Pro obdélnikovy
ABCD plati

list papiru

|AB|:|BC|=3:1.

Na jeho stranach AB a C'D lezi po fadé
takové body M a N, ze

|AM]|: |AD| = |CN|: |CB| =1:2.

List prelozime tak, ze bod D splyne
s bodem M. Poté jej opét prelozime bo-
dem B na bod N. Vznikne Sestithelnik
APRCQ@S jako na obrazku. Dokazte,
Ze tento Sestitthelnik lze Sesti prfimkami
rozdélit na pravouhlé trojuhelniky.

Matematika — fyzika — informatika 34 (3) 2025


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3844155/13cpsj_ind_results.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3844155/13cpsj_ind_results.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/
http://www.matematickaolympiada.cz/
https://omj.edu.pl/cpsj

A M P B
(Slovensko)

3. Niech n > 3 bedzie liczba cal-
kowita. Na ptlaszczyznie zaznaczono 2n
punktéw, z ktérych zadne trzy nie leza
na jednej prostej. Wsrod tych punktow
n punktéow pomalowano na czerwono,
a pozostale n pomalowano na niebiesko
(kazdy punkt ma dokladnie jeden ko-
lor). Wyznacz, w zaleznosci od n, naj-
wieksza dodatnig liczbe catkowita k
o nastepujacej wlasnosci: zawsze (nie-
zaleznie od tego, ktore punkty wy-
brano i jak je pomalowano) mozna na-
rysowacé k-kat o czerwonych wierzchol-
kach oraz k-kat o niebieskich wierzchol-
kach w taki spos6b, aby nie miaty one
zadnych punktow wspolnych.

(Slovensko)

4. Wykaz, ze posréd kazdych 21 pa-
rami roéznych liczb nieujemnych rze-
czywistych mozna wskazaé¢ dwie rézne
liczby z, y o tej wlasnosci, ze

20|z —y| < (z 4+ 1)(y +1).
(Cesko)

5. Nech (an)nZ1 je postupnost klad-
nych realnych ¢isel taka, ze pre vSetky
kladné celé ¢isla n plati

An+1 = Gn + —.
an
Najdite najvacsie celé &islo N také, Zze
presne N ¢&lenov postupnosti je celo-
Ciselnych pre nejaké realne a;.
(Slovensko)
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6. Nech n > 1 je celé ¢islo. Postup-
nost n §ipok, z ktorych kazda ukazuje
dolava (+) alebo doprava (—) sa vola
zaujimavd, ak ziadne dve Sipky neuka-
zuju na ten isty pocet sipok. Urcéte po-
Cet vSetkych zaujimavych postupnosti
n Sipok.

Priklad: Pre n = 5 v postupnosti
—¢—<¢——— sU pocCty Sipok na ktoré
ukazuju jednotlivé Sipky postupne
4,1,2,1,0. Preto tato postupnost nie
je zaujimava (kedZe pocet 1 sa objavil
dvakrat). (Polsko)

Autorsky se na tvorbé a piipravé
uloh podileli Pavel Caldbek, Jaroslav
Svrcek, Patrik Bak, Arkadiusz Mecel a
Lukasz Bozyk. Pristi, 14. roénik soutéze
se uskuteni v kvétnu 2026 na Sloven-

sku.
Pavel Caldbek

Turnaj mladych fyziki 2025

Od 29. 6. do 6. 7. 2025 se ve §védském
Lundu uskuteénil 38. ro¢nik Mezina-
rodniho turnaje mladych fyziki (In-
ternational Young Physicists’ Tourna-
ment, [YPT). Ceska republika se muze
pochlubit tspéchem — nasi reprezen-
tanti ziskali bronzovou medaili.

Pokud Turnaj mladych fyzika
(TMF) jiz znate, muzete nekteré casti
¢lanku preskodit

e O Turnaji mladych fyzika

e Zmény v TMF v CR

e Priprava na IYPT 2025

e Pribéh mezinarodniho kola

e Zavér, vyzva a pozvanka

O Turnaji mladych fyzika
Turnaj mladych fyzika je jedna
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které v CR podporuje Ministerstvo
Skolstvi mladeze a télovychovy v ramci
Podpory soutézi. V pribéhu roku pra-
cuji stfedoskolaci z celého svéta na 17
komplexnich a otevienych fyzikalnich
tlohach (jejich zadani naleznete na
webu https://iypt.org/problems/).
Béhem nékolikamési¢éni piipravy se
snaZzi vypracovat jejich co nejlepsi te-
Seni. Zatimco v okresnim kole staci te-
Seni sepsat a odevzdat, ve vyssich ko-
lech jej prezentuji a musi ho obh4jit
pfed dalsimi Gc¢astniky a zejména ptfed
porotou sloZenou z fyzika ¢i ucitela fy-
ziky. Také musi umét kriticky zhodno-
tit praci ostatnich a dobfe podat svoje
argumenty.

Na mezinarodni drovni proti sobé
stoji péticlenné tymy. Soutéz probihéd
formou Fyzikdlnich souboji: referujici
tym prezentuje feSeni tlohy, na kterou
ho vyzve oponent; tkolem oponenta
je prezentované feSeni rozebrat. Tteti
tym, tzv. recenzent, kriticky posuzuje,
jak bylo podéano feSeni a jak probihala
védecka diskuze.

Soutéz rozviji do hloubky fyzikalni
znalosti problematiky, které se ucast-
nici rozhodnou vénovat: nejenze se do-
stavaji daleko za hranice bézného sS
latky, Casto se setkavaji i s fyzikalnimi
jevy, jejichz vysvétleni stale neni zcela
uzaviené.

Dale se soutézici zlepsuji ve védecké
prezentaci, odborné angli¢tiné a dis-
kuznich schopnostech; uéi se efektivné
pracovat v tymu i kriticky rozebirat a
hodnotit cizi prace.

Mista, kde se kon&d mezinarodni
kolo, se stfidaji. Leto$ni kolo probéhlo
ve §védském Lundu a tucastnilo se ho
35 druzstev z celého svéta.
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Zmény v TMF v CR

Od pravé ukonceného ro¢niku se
soutéz v prvnim (okresnim) kole
zptistupnila i pro individualni Gcast-
niky. Kazdy soutézici zasila textové
feSeni (protokol) k jedné tloze podle
svého vlastniho vybéru.

V krajském kole loni kazdy soutézici
predkladal pisemny rozbor dvou Feseni
ostatnich ucastniki, v némz mél feSeni
zhodnotit a identifikovat jejich silné a
slabé stranky. V pristim ro¢niku se i
krajské kolo vice priblizi formétu me-
zinarodni soutéze: klani probé&hne for-
mou zkracenych Fyzikalnich souboji
— kde bude kratsi prezentace néasledo-
vana krat$i oponenturou a diskuzi mezi
referujicim a oponentem. Nové planu-
jeme zaradit do tohoto kola i moznost
otézek od dalsich acastnikd na misté.
Do krajského kola véetné mohou souté-
zit jednotlivci i az ¢tyfclenné druzstva.

V tstfednim kole soutézi vyhradné
t¥iélennd druZstva, kterd mohou mit
nejvySe jednoho nahradnika. SloZeni
druzstev se muze v piipadé potieby
mezi koly ménit (s drobnymi omeze-
nimi).

Vsechny podrobnosti k soutézi na-
leznete na https://tmfcr.cz/; finilni
pravidla pro nadchéazejici 39. ro¢nik
budou zvefejnéna na prelomu srpna a
ZAT1.

Piiprava na IYPT 2025

Letos prob&hl poprvé vybér jednot-
livych dcastniki do tymu zastupuji-
ctho CR na zaklads jejich individual-
nich vykona. Na dvoudenni vybérové
soustfedéni byli vedle vSech finalisti
pozvani dalsi ¢tyri ucastnici na zakladé
doporuéeni porotci. Kazdy z vybra-
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nych acastniki soustfedéni prezentoval
svoje dvé nejlepsi ulohy a musel celit
otazkam hodnotiteld i ostatnich ucast-
nikt. Sledovala se i schopnost klast re-
levantni dotazy.

Po dlouhé a naro¢né diskuzi hod-
notiteld byl vybran pétilenny tym:
Lukas Franta (kapitan), Krystof
Basista, Martin Figer, Daniel Jedlicka a
David Svaia. Clenové byli z Gymnéazia
Christiana Dopplera v Praze (LF, DS
— v ustfednim kole byli ¢leny dvou ruz-
nych druzstev), SPSE Plzeni (MF, DJ),
a Gymnazia Josefa Kainara v Hlué¢iné
(KB). Po vybéru reprezentanti probi-
hala dalsi pfiprava, kterd vyvrcholila
dva dny pred odletem intenzivnim do-
ladovanim a finalizaci prezentaci na
Fyzikalnim tstavu AV CR.

Nas tym pii prebirani cen

Pribéh mezinarodniho kola
Na&as tym prijal vyzvy k prezentacim
tloh &. 4 Splhajici magnety, & 3 Lato-
lato (Klik-Klak), ¢. 14 Raketa z lahve
na vodu a ¢. 16 Wirtzova pumpa. Do
5. kola, do kterého si tym sam vybira
ulohu, kterou prezentuje, padla volba
na ulohu Zvukem proti ohni, ve které
jde o to, jak uhasit plamen pomoci
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(velmi intenzivniho) zvuku. Cesky tym
vyhrdl 3 z 5 Fyzikdlnich souboji a
u jednoho ze dvou zbyvajicich chybélo
k vyhfe velice malo — bodovy rozdil na
prvni tym byl mensi nez 2 %.

Po druhém Fyzikalnim souboji

Po tretim Fyzikdlnim souboji

Po patém Fyzikalnim souboji
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Vyhra: Lego Star Wars

V pritbéhu tydne se G¢astnici setkali
se spoustou vrstevniki z riznych stati
a vymeénili si drobné darky na znak
pratelstvi. Vedle soutézniho programu
jsme se vydali i na exkurzi do vikingské
vesnicky a stavili se na chvili na plazi,
v ramci hry jsme prosli centrum Lundu
a na zavér byla pripravena spolecenska
veCefe a nasledna tane¢ni zabava.

Nesmirnou naro¢nost soutéze letos
dobfe ilustruje tloha ¢. 1 Papirovy bu-
merang, v niz mél byt studovan po-
hyb bumerangu sestrojeného vyhradné
z papiru. Tato tuloha byla nakonec
v ramci celého mezindrodniho kola pre-
zentovana pouze jednim tymem, coz
je v obrovském nepoméru s celkovym
poctem 179 prezentovanych FeSeni pii
moznosti volby ze 17 tloh. Na prvni
pohled neskodné zadani se tedy uké-
zalo byt nad sily vétSiny soutézicich,
a lze jen spekulovat, jestli kamenem
drazu bylo poskladani bumerangu se
stabilnimi a reprodukovatelnymi ae-
rodynamickymi vlastnostmi nebo jeho
vypousténi s kontrolovatelnou a opako-
vatelnou transla¢ni i rotaéni rychlosti.
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Zavér, vyzva a pozvanka

Navzdory velkému mnozstvi hlubo-
kych zmén v organizaci a pojeti narod-
nich kol soutéze se letosni ro¢nik vyda-
til velice dobfe a bronzové umisténi to
potvrzuje.

Budeme radi, pokud se zapoji do
dalsiho ro¢niku jesté vyssi poclet za-
jemct. Nelekejte se poctu zadanych
uloh: do okresniho kola staci, aby
kazdy soutézici vytesil jednu z nich, do
krajského kola pak druhou. Pfipomi-
name, Ze neni nutné mit tym hned na
zaCatku soutéze. Pokud mé nékdo pro-
blém najit spolufesitele na skole — orga-
nizatofi pomohou se sestavenim tymu
v pribéhu ro¢niku (pro zajimavost:
timto zpisobem se do péti¢lenného re-
prezentaéniho tymu probojovali hned
3 acastnici).

T 29,
A

%

Diplom a medaile

Vsechny, ktef{ maji zdjem o ucast
v soutézi, pripadné uvazuji, jestli sou-
téz svym zakiam doporudit, zveme na
Uvodni soustiedéni TMF, které se bude
konat 13. 10. 2025 v Praze na Fyzikal-
nim tstavu AV CR. Podrobné infor-
mace a prihlasku naleznete na https:
//tmfcr.cz.

Karel Koldr a Hynek Némec
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