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MATEMATIKA

Shodné rozlozitelnost

FRANTISEK KURINA - DAG HRUBY

Hradec Kralové — Jevicko
Vse jiz tu bylo, vSe se opakuje,
i Cestny basnik druhé olupuje.
Marie von Ebner-Eschenbach

V tomto piispévku se budeme zabyvat pfedeviim velikostmi geomet-
rickych utvari, tedy tematikou, ktera je soucasti vyucovini matematice
od prvniho stupné zakladni Skoly aZ po maturitu. Dovolili jsme si tedy
uvést nas ¢lanek ponékud provokativnim motem. Av8ak nejen proto. Petr
Vopénka o tom piSe v tvodu k Eukleidovym Zakladim:

Praktickd geometrie (méFictvi) byla provozovana davno pred Euklei-
dem. Takzvani napinaci provazi vymeéfovali a vytycovali nejriznéjsi po-
zemky a stavby. Zachycovali je znackami (body), které umistovali do vr-
choltt (rohtt), poptipadé nékterych dalsich vyznamnych mist vytyGovanych
utvart. Méfili ¢tyfi druhy jevu velikosti: délky, plosné obsahy, objemy a
velikosti uhli. Veli¢inami délky rozuméli délky riznych jednotlivych pro-
vazil, ¢i vzdalenosti dvou rtznych znacek. Podobné veli¢inami plosného
obsahu (popfipadé objemu) rozuméli plosné obsahy rtznych jednotlivych
plosnych utvarta (popiipadé objemy riznych jednotlivych téles).

Eukleides vsak tuto historickou skute¢nost nerespektuje. V Zakladech
ztotoznuje velikosti geometrickych atvari s témito dtvary samotnymi. Do-
lozime to nékolika citacemi:

— Cara je délka bez sitky,

— trojuhelniky na stejnych zakladnach a mezi rovnobézkami jsou si rovny
(obr. 1),

— v pravotuhlych trojahelnicich ¢tverec na strané proti thlu pravému lezici
rovné se ¢tverciim na stranach pravy uhel svirajici (véta Pythagorova).
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AABC = ANABD

A B
Obr. 1

V nasi skole dusledné rozlisujeme geometricky utvar (mnoZina bodi) a
jeho velikost (kladné realné ¢islo). Odiika-li zak Pythagorovu vétu ve znéni:
,,Ctverec nad preponou se rovna dvéma ¢tverciim nad odvésnami®, napo-
mene ho uditel: ,,Copak ¢tverec se miiZze rovnat dvéma étvercam?* PFitom
se v8ak zavedeni velikosti isec¢ek a obsahu vénuje v nasich stFedoskolskych
ucebnicich velmi malé, ¢i dokonce nulova pozornost. Tak napf. v ucebnici
planimetrie pro gymnazia [2] je uvedeno pouze: , Délka (velikost) se urcuje
méfenim, které se provadi pomoci jednotkové tsecky.“ A po 26 letech je
taz autorka jesté strucnéjsi: ,,Délka usecky je vzdélenost krajnich bodu*
[3]. My zde budeme vychazet z téchto definic:

Délka tisecky je kladné ¢&islo, pro které plati:

e shodné useCky maji sobé rovné délky,
e délka grafického souctu usecek je rovna souctu velikosti jejich ¢asti,
e existuje jednotkova tusecka.

Obsahem mnohothelniku rozumime kladné é&islo, pro které plati::
e shodné mnohotuhelniky maji sobé rovné obsahy,

e obsah sjednoceni dvou nepiekryvajicich se mnohotuhelniki je roven souc¢tu
obsaht téchto ¢asti,

e &tverec o délce strany a délkovych jednotek méa obsah a? étverednych
jednotek.

Na zakladé téchto definic mizeme odvodit vzorec pro obsah obdélniku,
aniz bychom museli uvazovat, zda jsou velikosti jeho stran ¢isla prirozena,
racionalni ¢i iracionalni.

Mizeme uvazovat takto. Pro ¢tverec na obr. 2 plati

(a+b)? = a® + 2z + b,
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a tedy x = ab. Problematice méfeni délek se zde nebudeme vénovat. Od-
kazujeme na publikaci [4].

a T a?
b b2 T
b a
Obr. 2

V dalsi ¢asti ¢lanku uvedeme jako tivod do problematiky nékolik zna-
mych tloh o velikostech utvart. V posledni ¢asti pak budeme definovat
pojem shodné rozlozitelnosti a uvedeme nékolik vlastnosti této relace.

Ulohy o velikostech geometrickych ttvari

Prvni tloha je motivovana hrou Tangram, ve které se z dila ¢tverce
skladaji rizné geometrické atvary, viz obr. 3. O didaktickém vyuziti tan-
gramu napsala pékny ¢lanek Hana Liskova. Je publikovan ve sborniku
[5, s. 139-142].

"\

Obr. 3
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Uloha 1

Skladejte ze ¢tyf shodnych pravotuhlych rovnoramennych trojihelnikt
s odvésnami délky 1 cm rtzné mnohotihelniky.

/

Neékteré vysledky jsou zakresleny na obr. 4 (obdélnik, lichobé&znik, rov-
nobé&znik, ¢tverec, trojuhelnik, nekonvexni Sestitthelnik). Vechny tyto mno-
hotihelniky maji obsah 2 cm?. V dalii tiloze si véimneme souvislosti obvodu
a obsahu mnohothelnikii.

Obr. 4

Uloha 2
Obdélnik mé obsah S a obvod o. Nakreslete mnohothelnik, pro ktery
plati:
a)o=0a8 <SS Db)od>0a<S c)od>0al8 =5
d)o>0a8>8 eod<oal<s§

Vysledky jsou na obr. 5.

a) b)

S, o

S'< S o =0 S'< S o >0

S'">S, 0 >0 S'< S o <o

Obr. 5
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Uloha 3
K obdélniku ABCD se stranami |AD| = a, |AB| = b sestrojte obdélnik
téhoz obsahu, ktery mé jednu stranu c.

Predpokladejme, Ze hledany obdélnik mé strany ¢, d a je umistén v sou-
fadnicovém systému podle obr. 6.

D b C e
a
J H F
d
«
A B c E
Obr. 6

Z rovnosti ab = cd plyne

a d
P tg a.
Body A, H, G lezi tedy v pfimce a konstrukce je podle obrazku zfejmaé.
Obdélnik ABCD mé stejny obsah jako obdélnik AEFJ, nebot od shod-
nych trojuhelnikit AEG a ADG odebereme obsahy shodnych trojahelniki
HCG a HFG.

Shodna rozloZitelnost

Mnohotuhelniky U, V jsou shodné rozlozitelné, lze-li napt. mnohothel-
nik U rozdélit na ¢asti, z nichz lze slozit mnohotdhelnik V. Je ziejmé,
7e shodné rozlozitelné mnohotihelniky maji tyz obsah. Otazka, zda plati
obracené, Ze mnohotihelniky téhoZz obsahu jsou shodné rozloZitelné neni
trivialni a byla kladné vyfeSena némeckym matematikem Mazem Dehnem
(1878-1952). Nase dalsi avahy budou vedeny snahou tuto skute¢nost do-
kazat.
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Shodnou rozlozitelnost utvart U, V budeme symbolicky zapisovat U sV .
Na obr. 7 jsou zakresleny 4 dvojice shodné rozlozitelnych mnohothelnikt

obsahu 2 cm?.
S / ;\ ; \s 1 2

2 s s 1 2
1 1 3 3
2 1 2

Obr. 7

Na obr. 8 vidime shodnou rozlozitelnost rovnobéznikia o spole¢né za-
kladné a stejné vysce.

D FC E D c F E
6 6
2 2 o >
4 4
v 3 3 v
1
2 2
1
A B A B
Obr. 8

Ukazme shodnou rozlozitelnost libovolnych dvou obdélniki ABCD,
AFEFG téhoz obsahu. Umistéme obdélniky podle obr. 9. Oznacime-li strany
obdélnikt |AD| = a, |AB| = b, resp. |AE| = ¢, |AG| = d, pak plati

d a—d

b=cd - = .

ab=c a A

Ptimky BG,ED a FC jsou tedy rovnobé&zné. Bodem P na obr. 9 vedme

dalsi pfimku s nimi rovnobéznou. Obdélnik AEFG se sklada z obdélniku 1

a shodnych trojuhelnika 2 a 4. Rovnobézniky 3 jsou podle piedchoziho

vysledku shodné rozlozitelné. Tim je shodna rozlozitelnost obdélniki pro-
kazana.
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4
3
a
a 2 P F
1 2 3 4 |4
A B ¢ E

Obr. 9

Pripomenme nyni dva poznatky. Relace r definovana na mnoziné M se
nazyva relaci ekvivalence, je-li reflexivni (VU € M: U r U), symetricka
VUV € M:UrV = VrU) a tranzitivni (VU,V,Z € M: UrV a
VrZ = UrZ). Kazda relace ekvivalence r na mnoziné M rozklada tuto
mnozinu na t¥idy M/rnavzajem ekvivalentnich disjunktnich mnozin. Do-
kazme, Ze relace shodné rozlozitelnosti je relace ekvivalence. Reflexivnost
a symetri¢nost relace sje ziejma, nebot UsU a UsV = V sU. Ideu dukazu
tranzitivity uvedme prikladem.

Lichobéznik U na obr. 10 je shodné rozlozitelny s obdélnikem V', nebot
kazdy z téchto tutvari je slozen ze shodnych trojihelnikia 1, 3 a ¢tverce 2.
Z druhé strany obdélnik V' je shodné rozlozitelny s obdélnikem Z. Plati
tedy UsV aV sZ. Rozlozme obdélnik V na ¢asti jak z prvého, tak druhého
rozkladu. Z ¢asti A, B, C, D, E, F, které takto dostaneme, lze slozit jak
lichob&znik U, tak obdélnik Z. Plati tedy (UsV) a (VsZ) = UsZ.

Predpokladejme, ze pro utvary U, V, Z plati UsV a V s Z. Sestrojme
v utvaru V jak rozdéleni z U sV, tak i rozdéleni z V s Z. Tento rozklad
miZzeme prenést jak na mnohothelnik U, tak na mnohouhelnik Z. Plati
tedy U s Z. Relace s shodné rozlozitelnosti je relaci ekvivalence a tfidy
M/ stéto relace na mnozing mnohothelniktt M tvofi mnohothelniky téhoz
obsahu. Maji-li dva mnohotiihelniky stejny obsah, patii do téze t¥idy a jsou
tedy shodné rozlozitelné. Plati tedy zékladni véta o shodné rozlozitelnosti:

Libovolné dva mnohothelniky téhoz obsahu jsou shodné rozloZitelné.

Tuto vétu muzeme dokazat i konstruktivné. Kazdy z mnohothelnikt
postupné rozlozime na obdélniky, ty pak na obdélniky shodné a spole¢né
jejich déleni mizeme prevést na ptivodni mnohothelniky. Tim bude usku-
te¢néno jejich shodné rozdéleni.
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1 3
1
2 s 415 |3 4 5
9 Z
3
U |4 \%
B A
D C
s|BIN]s 2B | E r |2 c
E | F
Z
E | F
A
C
U \%4
Obr. 10

Ulohy o rozdélovani mnohothelniki se vyskytuji snad v celych d&jinach
elementarni geometrie. Ilustrujme to tfemi piiklady. Nejprve dokazeme
dvéma zpusoby Pythagorovu vétu. Na obr. 11 je ¢tverec nad pfeponou
rozdélen na trojihelniky 1, 2, 4 a ¢tyfahelnik 3.

1
2
3 4
2 1
Obr. 11
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Ze stejnych utvari se sklada sjednoceni ¢tvercii nad odvésnami, tudiz je
soucet obsaht ¢tvercii nad odvésnami roven obsahu ¢tverce nad preponou.

Druhy dukaz se opira o obr. 12, jehoZz autorem je H. Perigal (1830). Ob-
razek vznikl takto: stfedem ¢tverce nad vétsi odvésnou sestrojime dvé na-
vzajem kolmé p¥imky, z nichZ jedna je rovnobézna s pfeponou pravoithlého
trojihelniku. Tyto pfimky rozdéli ¢tverec na Ctytfi shodné ¢tyituhelniky 1,
2, 3, 4, z nichz spolu se ¢tvercem nad kratsi odvésnou muzeme sestrojit
¢tverec nad preponou. Tim je Pythagorova véta dokazana.

Obr. 12

Z Ciny desatého stoleti pochézi rozdéleni pravidelného dvanactithel-
niku na t¥i ¢tverce podle obr. 13. Pravidelny dvanéctiuhelnik vepsany do
kruznice o poloméru r mé tedy obsah 3r2. To je oviem zfejmé i z obr. 13.
Kdybychom pfipustili, ze obsah pravidelného dvanactituhelniku je p¥ibliz-
nou hodnotou obsahu kruhu, tedy 7r? = 372, znamenalo by to hrubou
aproximaci ¢isla 7 ¢islem 3.

To lIze i historicky dolozit nap¥. citaci z Bible kralické, Stary zékon,
I. Kniha krélovska, Kapitola 7, vers 23:

Udeélal také more slité,") deset loket od jednoho kraje k druhém okrouhle
viikol, a pét loket byla vysokost jeho, a okolek jeho triceti loket vikol.

1 Nadoba s podstavou ve tvaru kruhu s priimérem 10 a obvodem 30.
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Podle bible je tedy ¢islo 7 rovno &islu 3.

S~ —
i \

) ‘
Nakonec uvedme piiklad pFfemény péti ¢tverci ve ¢tverec jediny.

o

NI

Obr. 13

Obr. 14
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O netranzitivnich ruletkach

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH

Pedagogicka fakulta JU, Ceskeé Budéjovice — Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej
w Krakowie, POLSKO

V ¢lanku se budeme vénovat ruletkdm a jejich vybranym vlastnostem.
Ruletka je pomiicka uréena k losovani ¢isel. Zatim se omezime jen na ru-
letky se stejné velkymi sektory (vylosovani kazdého z ¢isel na ruletce je
stejné pravdépodobné). Piiklad ruletky se 3 sektory je na obr. 1.

N
[/

Obr. 1
Takovou tfisektorovou ruletku lze ztotoznit s mnozinou R = {3,5,9}.

Definice 1

Rekneme, Ze n-sektorové ruletky R, Rs, R3 tvofi triplet, oznacujeme
(R1, Ra, R3), pokud jsou mnoziny R;, Re, R3 navzajem disjunktni a spliuji
podminky |R;| = |Rz| =|Rs| =na Ry UR;URs ={1,2,3,...,3n}.

Mgéjme triplet (R1, R2, R3) a uvazujme losovani ¢isel pomoci ruletek R,
a Rj,, kde j1,j2 € {1,2,3}. Symbolem {R;, > R;,} oznacime jev, Ze ¢islo
vylosované pomoci ruletky R; bude vEétsi nez ¢islo vylosované pomoci
ruletky R;,.

Priklad 1
Na obr. 2 mame triplet (R, Ro, R3), kde Ry = {1,5,9}, Ry = {3,4,8},
Rs = {2,6,7).

Obr. 2
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Uvazujme nyni hru dvou hraci, ve které si kazdy hra¢ vybere jednu
z uvedenych ruletek (kazdy jinou). Hraci losuji pomoci své ruletky a ten,
kdo vylosuje vétsi ¢islo, vyhrava. Souper vam nabidne, Ze si miZete vybirat
ruletku jako prvni. Je to dobra nabidka?

Mohlo by se zdat, Ze moznost vybrat si ruletku jako prvni je urcité
vyhodou. Vyberu si pfece tu nejlepsi a soupefi nechdm na vybér ze dvou
zbyvajicich. Zbyva jen urcit, kterou ruletku si mam vybrat. Porovname
tedy, jaké Sance na vyhru davaji hracam jednotlivé ruletky.

Vylosujme nejprve dvojici ¢isel, jedno pomoci ruletky R; a druhé ru-
letkou R,. Graficka interpretace vS8ech moznych vysledka tohoto pokusu
je na obr. 3. Cervenou barvou je znézornéno 5 vysledku pfiznivych jevu
{R1 > Ry}, tedy P(Ry > Rs) = g > % Rekneme7 ze ruletka R je lepsi
nez ruletka Ro.

1 5 9
Obr. 3

Pomoci podobného obrazku lze dokazat, ze ruletka Ro je lepsi nez ru-
letka Rs3. Nyni by se mohlo zdat, ze nutné musi byt ruletka R, lepsi nez
ruletka R3. Ale to neni pravda. Ctenaf se snadno presvéddi, ze ruletka
Rs je lepsi nez ruletka 1. Mezi témito tfemi ruletkami tedy neexistuje
nejlepsi ruletka. Vybirat si ruletku jako prvni tedy neni vyhodné. Hrag,
ktery si vybira ruletku jako druhy v poradi, je ve vyhodé, coz se mize
zdat paradoxni.

Definice 2
Triplet (R1, Ra, R3) nazveme netranzitivni, pokud

1 1
P(R1 > Rg) > 5, P(R2 > Rg) > 5, P(Rg > R1) >

DN =

Priklad 2
Mgjme triplet 6sektorovych ruletek (Rq, Ro, R3), kde

Ry ={4,5,7,10,13,18}, Ry ={2,3,9,12,14,17}, Rs = {1,6,8,11,15,16}.
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Vylosujme dvojici &isel, jedno pomoci ruletky R; a druhé ruletkou R.
Obr. 4 predstavuje vS8echny mozné vysledky tohoto pokusu. Vidime, ze
jevu {R; > Rs} je priznivych 19 vysledki, a proto

19 1
P(R Ro) = — > =.
(Fi> 1) = 55> 3
Analogicky lze ukézat, ze P(Ry > R3) = 13 a P(Rs > Ry) = 3. Tedy
triplet (R1, R2, R3) 6sektorovych ruletek je netranzitivni.
17
14
12
3
2

4 5 7 10 13 18
Obr. 4

V piikladech 1 a 2 jsme vidéli, jak pomoci obrazku zjistit, ktera ze dvou
ruletek je lepsi. I kdyZ je uvedeny postup velmi nazorny, je jeho pouziti
pro porovnavani vétsiho poc¢tu ruletek s mnoha sektory ponékud neprak-
tické a zdlouhavé. UkéZeme si nyni metodu mnohem efektivnéjsi. Navic
se naucime, jak z tripletu n-sektorovych netranzitivnich ruletek vytvorit
triplet (n + 2)-sektorovych netranzitivnich ruletek.

Definice 3
M&jme triplet n-sektorovych ruletek (R, Re, R3) a nahradme kazdé
¢islo posloupnosti {1,2,3,...,3n} symbolem ruletky, na které toto &islo

lezi. Takto vzniklou posloupnost ozna¢ime o(R1, Ra, R3) a nazveme kddem
tripletu (Ry, Ra, R3).

Priklad 3
Uvazujme triplet z piikladu 1, kde

Ry ={1,5,9}, Ry=1{3,4,8}, Rs;={2,6,T}.

Cislo 1 se nachézi na ruletce Ry, proto R; je prvnim ¢lenem posloup-
nosti o(Ry, Ry, R3). Cislo 2 je na ruletce Rj3, proto R3 je druhym ¢lenem
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posloupnosti atd. Odtud dostaneme
o(R1, Ry, R3) = (Ry, R3, Ry, Ro, R1, R, Rs, Ra, Ry).
Naopak z kodu tripletu miizeme ziskat jednotlivé ruletky. Napiiklad kod
(R1, R3, Ra, Ry, Ra, R3, Ra, Ry, Ra, R3, Ra, Ry, R3, Ry, Ry)
urcuje 5sektorové ruletky
Ry ={1,4,8,12,15}, Ro = {3,5,7,9,11}, Rs = {2,6,10, 13, 14}.

S vyuzitim kédu tripletu muzeme snadno zjistit, ktera ze dvou ruletek je
lepsi.

Definice 4
Uvazujme kod o(R1, Ra, R3). Symbolem

5(Rj1 - Rj’z)a jl 7éj27 jlan € {132,3}

ozna¢me pocet vSech piipadi, kdy v kodu o(Ry, Ra, R3) znaku R, pied-
chézi znak Rj,. Cislo 6(R;, > Rj,) nazveme hodnotou ruletky R;, vzhle-
dem k ruletce Rj,.

Priklad 4
V prikladu 3 jsme méli kod

U(Rlv R27 Ri}) - (R17 R37R2a R27 Rla R37 R37R2a Rl)

Ukazeme si, jak vypo&itame §(R; > Rs), tedy hodnotu ruletky R; vzhle-
dem k ruletce RR5.

1. Pfed prvnim symbolem 17 nelezi v uvedené posloupnosti zadny symbol
Ro, tj. 0.

2. Druhému symbolu R; predchéazeji dva symboly R,, tedy pfipo¢teme 2.
3. Pied tfetim symbolem Ry lezi t¥i symboly R», tedy pfipocteme 3.
Odtud dostaneme, ze 6(Ry > Ry) = 0+ 2+ 3 = 5. Analogicky mame
d(Ry > Ry)=1414+2=4.
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Nechame na laskavém ¢tenafi, aby si rozmyslel, jako souviseji Cisla
O0(Ry » Ry) =5 a d(Ry = Ry) = 4 s obr. 3. Pak bude ziejmé, Ze plati
nasledujici véta:

Véta 1
Uvazujme kod o(Rq, Rz, R3) o délce 3m, kde m > 2, m € N. Pokud

S(Rj, = Rj,) > d(Rj, = Rj,),

pak je ruletka R;, lepsi nez ruletka R,,.

Véta 1 dava jednoduchy navod, jak pomoci kédu porovnat, kterd ze dvou
ruletek je lepsi.

Pro dalsi ivahy budeme potiebovat trojice spravedlivijch ruletek. Nej-
jednodussi takovou trojici ilustruje nasledujici piiklad 5.

Priklad 5

Triplet Ry = {1,6}, R2 = {2,5}, R3 = {3,4} ma kod

(R17 R27 R37 R37 RQa Rl)

Snadno se presvéd¢ime, Ze
_1
=5
Posloupnost (Ry, Ro, R3, R3, R2, R1) generovanou tripletem spravedlivych
ruletek nyni pouzijeme k dalsim tvaham. Z pfikladu 3 vime, Ze triplet

(R1, Ra, R3) netranzitivnich ruletek Ry = {1,5,9}, Ry = {3,4,8}, Ry =
— {2,6,7} ma kod

P(Rl > Rz) = P(RQ > R;g) = P(H;g > Rl)

(R1, R3, Ro, R, R1, R3, R3, Ry, Ry). (1)

Prodluzme tento kod tak, Ze na jeho zacatek pridame kod tripletu spra-
vedlivych ruletek z piikladu 5. Tak vznikne novy kod

(R1, R2, R3, R3, Ry, R1, Ry, R3, Ry, Ry, Ry, R3, R3, Ry, Ry). (2)

Je zfejmé, ze kazdé &islo 6(R;, = Rj,), j1 # Jjo, j1,J2 € {1,2,3} pro kod
(2) bude o0 3 -2, tj. o 6 v&tsi nez analogické ¢islo pro kod (1). To nas vede
k zavéru, ze vztahy > mezi ruletkami zistanou zachovany a netranzitivita
se prenasi i na nové vzniklé ruletky.

Dekodovanim kodu (2) ziskame triplet ruletek (Ry, Ro, R3), kde

Ry ={1,6,7,11,15}, Ry = {2,5,9,10, 14}, Rs = {3,4,8,12,13}.
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Ctenaf si sam ovéri, ze ziskany triplet ruletek je skute¢né netranzitivni.
Ukézali jsme si tedy postup, jak lze z tripletu 3sektorovych netranzitiv-
nich ruletek ziskat triplet netranzitivnich 5sektorovych ruletek. Prodlou-
7eni kodu lze také provést pripojenim kodu (Ry, Ro, R3, R3, Ro, R1) na
konec kodu (1). V takovém piipadé ziskame kod

(R1, R3, Ra, Ry, Ry, R3, R3, Ra, R1, R1, Ry, R3, R3, Ra, Ry),
ktery generuje triplet ruletek
Ry ={1,5,9,10,15}, Ro={3,4,8,11,14}, Rs={2,6,7,12,13}.

Popisovany postup lze pouzit libovolné mnohokrat. Ctenafi nechavame
za, kol zjistit, prodlouzenim jaké posloupnosti ruletek vznikla posloupnost
ruletek z prikladu 5.
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Mnohocleny v soutézi
Matematicky klokan

PAVEL CALABEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Mezinarodni soutéz Matematicky klokan je jiz vice nez tficetileta, kdyz
v Cervnu 1994 ucitelé 10 zemi zalozili ve Strasburku asociaci Kangourou
Sans Fronticres (AKSF), jejiz stanovy byly registrovany v Pafizi v lednu
1995. Béhem let se v soutézi objevilo mnoho zajimavych tloh, které po-
kryvaly celou §ifi vyuky mnohoclent na stfedni Skole. Mohou slouzit jako
dopliujici u¢ivo v hodinadch matematiky, pro pfipravu k maturitni zkousce
¢ jako uvod do problematiky mmnohoc¢leni pro zaky fesSici matematické
soutéze. S uplnymi FeSenimi nékterych tloh, rozdélenych podle témat, vas
seznamime. Ulohy vesmés pochézeji z kategorie Student; v zavorce je uve-
den rok, ve kterém soutdz probéhla, podtrzena je vzdy spravna odpoved.

1. Prace s vyrazy

V prvni ¢asti uvadime piiklady, které se tykaji mnohoclent spiSe okra-
jové. Jsou zalozeny na manipulaci s vyrazy, nasobeni a déleni mnoho¢lenti,
znalosti zakladnich vzorcii pro praci s vyrazy, véetné prace se symetrickymi
mnoho¢leny.
Priklad 1 (2002)

Pro realné cisla a, b, ¢ plati

1 1 1 7

b :7, = —.
atbc a+b+b—|—c+c—|—a 10

Jaka je hodnota 35— + b _c.?

ct+a a+b’
(A) 15 (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) &
Resent. Podle zadéni plati
7 7 7 7 a+b+c a+b+c a+b+ec
P = - + = - - =
10 a+b b+c c+a a+b b+ec c+a
b
S
a+b b+ec c+a
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Odtud jiz snadno dostaneme
“_ b L 49 3 _ 19
b+c c+a a+b 10 10
Piiklad 2 (1996)

1 1
Necht r 4+ — = 6, potom 3 4 — Jje rovno:
r r
(A) 15 (B) 18 (C) 96 (D) 198 (E) jina odpoved

Resend. Uzitim vzorce pro t¥eti mocninu souétu dostavame
| 1\* 1 5
rt+—==|r+-] =3(r+-)=6"-3-6=6-33=198.
r r r

Takové &islo r skutecné existuje, je kofenem rovnice r? — 6r + 1 = 0, kterd
ma dokonce dva realné kofeny 3 + 2v/2.

Piiklad 3 (1996)
Reélné ¢&islo = vyhovuje rovnici 22 — 4z 4+ 2 = 0. Uréete hodnotu = + %
(A) —4 (B) -2 (©)o (D) 2 (E) 4
Resent. Snadno ovéfime, ze dana rovnice nemé kofen z = 0, proto vy-
délenim nenulovym x dostaneme x — 4 + 2/x = 0, odkud z + 2/x = 4.
Opét je potieba si uvédomit, ze takova = skuteéné existuji, napiiklad ava-
hou o kladném diskriminantu. MiZeme také rovnici vyfeSit a vypocitat
T19=2++6.
Priklad 4 (2008) 11 1
Pro realné ¢isla z, y, z plati x +y+2 =1 a — + — + — = 0. Hodnota
22 + 9% + 22 je: roy =z
(A)O B)1 (C) 2 (D) 3 (E) nenf moZno ji urcit
Resent. 7 néasledujici upravy
1 1 1 z+zz+x
x Yy =z Tyz
plyne zy + xz + yz = 0. Tedy
Py =(rty+2)? 2@y +aztyz)=1-2-0.

Pro tplnost jesté dodejme, Ze takova realna ¢isla skuteéné existuji, jsou to
napiiklad z =y =2/3, z = —1/3.

98 Matematika — fyzika — informatika 35 (2) 2026



Priklad 5 (2008)
Pro libovolné realné ¢islo xz ozna¢me sinz + cosx = m. Vyjadfete

sin  + cos? z.

(A) 1— Q=mD® () g4 Q=D (o) 20omD® ()t (B) et 41

Reseni. Oznatme a = cosz, b = sinz. Potom a2 + b2 = 1. Dle vzorce pro
soudet druhych mocnin dostavame 2ab = (a + b)? — (a® + %) = m? — 1.
Jesté jednou uzijeme vzorec pro souet druhych mocnin a dostaneme

1— m2)2

a4+b4:(a2+b2)2_2a2b2:1_( 2

Piiklad 6 (1995)

Mnohoé¢len (x + y)? je rozlozen a uspofadan podle klesajicich mocnin
. Druhy a tfeti ¢len maji stejnou hodnotu pro x = p a y = q, kde p, g
jsou kladna ¢isla, jejichz soucet je 1. Jaké je hodnota p?

(A) 5 (B) 5 (©€) 5 (D) 15 (E) jina

Resend. Uzitim binomickeé véty dostdvame, Ze druhy ¢len vyrazu je 9%y,
tieti ¢len je 36z27y%. Podle zadani tak plati 9p%q = 36p7¢>. Jelikoz p a q

jsou kladné ¢isla, dostdavame odtud p = 4q. OvSem podle zadani také plati

q = 1 — p, coz spolu s predchézejici rovnici dava p = é q= %

Priklad 7 (1995)
Vyraz \/7—1—\/1»— \/7— V13 je roven:
(A) 2 (B) $ (€)% D) V2 (B)2v13

Reseni. MenSenec je jisté vétsi nez mengitel, dany vyraz je kladny, uzitim
vzorcl pro druhou mocninu souctu a rozdilu druhych mocnin tak plati

\/7+\/ﬁ—\/7—\/ﬁ:\/<\/7+\/ﬁ_\/7_\/ﬁ>2:

:\/7+x/ﬁ—2\/(7+\/ﬁ)(7—\/ﬁ)+7—ﬁz
=1/14 — 249 — 13 = /2.

Pozndmka. Pro znalé se jedna o odvozeni tzv. Bhaskarovych vzorct, které
se uzivaji pri tpravé surdickych ¢&isel.
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Jiné Feseni. Oznatme r = V7 + V13 a s = v/7 — v/13. Potom
P42 =74+V134+7-V13=14 a rs=+/T72—13=6.

Proto
(r—s)P=r’+s-2rs=14-2.-6=2.
Jelikoz ziejmé 7 > s, plati 7 — s = /2.
Priklad 8 (2004)
. 2
Cislo (\/22 T12v2 - V22— 12\&) je

(A) zaporné (B) rovné nule (C) &tvrtou mocninou pFirozeného ¢isla
(D) rovné 11v/2 (E) pfirozeny nasobek ¢isla 5

Resend. Jedna se o variantu predchézejici tlohy, podobnym vypoctem

<\/22+12f—\/22—12\/§>2 =

=224+12v2 2\/(22 +12v2)(22 - 12V2) + 22 — 122 =
=44 —2/484 — 288 =44 — 214 = 24,

2. Zakladni poznatky o mnohoc¢lenech

V této casti uvadime piiklady, které vyuzivaji zakladnich poznatki
o mnohoclenech, jako jsou vypocet hodnot, kofeny a délitelnost kofenovym
Cinitelem a Viétovy vztahy.

Priklad 9 (2013)
Pro linearni funkei f plati f(2013) — f(2001) = 100. Vypoc¢té&te hodnotu
£(2031) — £(2013).

(A) 75 (B) 100 (C) 120 (D) 150 (E) 180

Regend. Uvazujme linedrni funkci f (x) = ax +b. Potom podle zadani plati
100 = f(2013) — f(2001) = a(2013 — 2001) = 12a. Proto

£(2031) — £(2013) = a(2031 — 2013) = 18a = 3/2 - 12a = 150.

Snadno si uvédomime, ze takové linearni funkce skutecné existuji, jsou to
vBechny linearni funkce s koeficientem a = 1/12.
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Piiklad 10 (2014, mezinarodni verze)
Pro realnou funkci f(z) = ax+b plati f(f(f(l))) =29a f(f(f(()))) =2.

Urcete a.
(A)1 (B) 2 (©€) 3 (D) 4 (E) 5

Resent. Uvazujme linearni funkei f(x) = ax + b. Potom podle zadéani plati

20 = f(£(£(1)) = f(Fa+0)) = f(ala+D) +b) =
=a(a(a+0b)+b) +b=a®+a’b+ab+0,

( (f(o))) F(F()) = fab+1b) = a(ab+b) + b= a®b + ab+b.
Odeétenim t&chto dvou vztahii dostaneme a® = 27, tedy a = 3. Pro tiplnost
jesté dodejme, Ze takova funkce skuteéns existuje, plati pro ni b = 2/13.
Jiné Teseni. Stejné jako v pfedchazejicim feSeni si uvédomime, Ze pro re-
alna ¢isla ¢, d a linearni funkei f(x) = ax + b plati f(d) — f(¢) = a(d — ¢).
Proto

27=29-2=f(f(f(1)) — f (f(f(0))
=a(a(f(1) - f(0))) =

se stejnym dokoncenim.

Piiklad 11 (1997)
Jaky je soucet vSech koeficient polynomu

Q SN—
I
S

—~
~
—~
-
=
S~—
S—
\
~
—
=
~—~
(=)
S—"
S~—
S~—
I

W(z) = (x — 1997)(x — 1498)(x — 999)(z — 1) + 17
(A) 1997 (B) 1000 €)1 (D) 13 (E) 4996

Reseni. Soucet viech koeficientii mnohoélenu je roven jeho hodnoté v bodé 1.
Je tak roven

W (1) = (—1996) - (—1497) - (—998) -0 +1 = 1.

Jiné reseni. Koeficienty miazeme oviem také vypocitat a secist je. Dosta-
neme

W(x) = x* — 4495 23 + 6 487 505 2% — 2994 997 505 = + 2 988 514 495.
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Piiklad 12 (1995)

Rozvineme-li vyraz (2z — 1)199°

vzhledem k proménné x, dostaneme:
1995 1994
a1995% ° + 1994 T + ...+ a1z + ag

Soucet koeficientl a1995 + @1994 + ... + a1 + ag je roven:
(A)O B)1 (C) 1995 (D) -1 (E) 2

Resend. Stejné jako v predchozim pitkladé je hledand hodnota rovna hod-
noté mnohoclenu v bodé 1, tedy (21 —1)199% =1.

Priklad 13 (1997)
Jaky je sou€et druhych mocnin v8ech realnych kofenti rovnice

2256 — 25632 = (7

(A) 8 (B) 4 (C) 512 (D) 65 - 536 (E) 2- 2562
Resent. Jelikoz 256 = 28, je dana rovnice ekvivalentni 2256 = 2832 — 9256
¢ili || = 2. Jejimi realnymi kofeny jsou pouze £2, tedy hledany soucet je
(—2)? 422 =38.
Priklad 14 (1996)

Kazda algebraicka rovnice lichého stupné n (n > 3, a,, # 0)

™ + ap_1z" V. azt +ag =0

(A) m4 alespon jeden realny kofen (B) ma alesponi dva realné kofeny
(C) ma vzdy t¥i realné kofeny (D) nikdy nem4 Zadny realny kofen
(E) nemé zadny realny kofen, pokud neni ag = 0

Resend. Jedna se o zékladni poznatek.

Priklad 15 (2018)
Cisla m a n jsou kofeny rovnice 22 — x — 2018 = 0. Uréete hodnotu
souctu m? + n.

(A) 2016 (B) 2017 (C) 2018 (D) 2019 (E) 2020

Resend. Velmi hezky piiklad, v zadani opravdu neni chyba a vyraz m? +n
je nesymetricky. Nejprve ukazeme, Ze pokud kofeny oznac¢ime v opa¢ném
pofadi, bude hodnota vyrazu stejna, tedy ze m? + n = n% + m. Plyne to
z Gpravy rovnosti m? —m — 2018 = 0 = n? — n — 2018. Podle Viétovych
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vztahti plati m+n = 1, dosazenim m = 1—n do rovnosti m?—m—2018 = 0
dostaneme m? — (1 —n) — 2018 = 0, odkud m? + n = 2019.

Jiné feseni. Ulohu mizeme samoziejmé Fedit tak, Ze si najdeme kofeny
dané rovnice, kterymi jsou ¢isla (14 3v/897)/2 a dosadime do obou vztahii
m? 4+ n a n? + m. Jejich tpravu nechavime laskavému &tenaii.

Piiklad 16 (1998)

Rovnice 22 4 3z + 5 = 0 ma kofeny « a 3. Ktera rovnice ma kofeny é
aL?

B
A)a?+3z+1=0 (B)5z?+32z+1=0 (C)152’+x+1=0
D)

D) az?+3x+1=0 (E)2? +3z+ 1 =0
Regeni. Podle Viétovych vztahu plati o + § = —3, af = 5, proto
1 1 a+p -3 1 1 1 1

= a — .= =,
a af 5 a B aB 5
Podobné podle Viétovych vztahii ma koteny 1 a % rovnice z?+2z+1 = 0.
Tu snadno upravime na tvar (B).

Priklad 17 (2016)

Kazda z rovnic 22 +azx+b = 0 a 22 +br+a = 0 s redlnymi koeficienty a a
b (a # b) ma dva realné kofeny. Soucet druhych mocnin kofent prvni z nich
je roven sou¢tu druhych mocnin kofent druhé rovnice. Urcete hodnotu
a—+b.

(A)—4 (B)-2 ()0 (D)4 (E) nelze jednozna¢né urcit

Reseni. Oznacime-li t1, to kofeny prvni rovnice a ujp, us kofeny druhé,

podle Viétovych vztaht plati t1 + to = —a, t1t5 = b, u; + us = —b,

uius = a. Podle zadani pak

a?—2b = (t;+t9)? =21ty = t1+13 = ui+u3 = (uy +us)? —2uiug = b*—2a.

Upravou této rovnice dostaneme
0=a?—2b—b*+2a=(a—0b)(a+b+2).

Jelikoz podle zadani a # b, plati a+b = —2. Pro uplnost jesté dodejme, Ze
existuji takové ¢isla a, b, Ze obé& rovnice maji uvedené vlastnosti. Naptiklad
pro a = —2 a b = 0 méa prvni rovnice kofeny 0 a 2 se sou¢tem druhych
mocnin 4. Druhé rovnice méa kofeny ++v/2 se stejnym souctem druhych
mocnin.
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Priklad 18 (2003)
Polynom P(z) vyhovuje pro v8echna reélna ¢isla x rovnici
P(x? +1) = z* + 422
Uréete P(z? — 1).
(A) z* — 422 (B)2* (C)2*+422 -4 (D) 2* —4 (E) jina odpovéd
Reseni. Pro kazdé realné ¢islo z plati
ot +42? = (22 +2)? 4= (2* +1) 71)274.

Jelikoz vSechna realna ¢isla t vétsi nebo rovna 1 muzeme zapsat ve tvaru
t = 22 + 1, plati pro né P(t) = (t — 1)? — 4. Takovychto &isel je nekoneéné
mnoho, kazdy mnohoclen je uréen hodnotami v koneéné mnoha bodech
(aspon o jedna vice nez je jeho stupen), vySe uvedeny piedpis tak plati
pro vSechna realna ¢isla t. Proto

P@®—1)=(@*-1)-1)"—4=2'—4

Piiklad 19 (2016)
Kolik rtznych feSeni v oboru realnych ¢isel ma rovnice

(2% — 4o + 5)7 F*30 — 19
(A)1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 (E) nekone&n& mnoho

Reseni. Bud plati 22 +2—-30 =0a 22 —42+5 # 0, nebo 2> — 42 +5 = 1,
nebo 2 — 4z +5= —1 a 22 + x — 30 je celé &islo délitelné dvéma. Prvni
rovnice z prvni dvojice mé kofeny —6 a 5, oba vyhovuji druhé nerovnosti.
Druhé rovnice mé (dvojnasobny) kofen 2, prvni rovnice t¥eti dvojice nema
realné koteny, jelikoz jeji diskriminant je 16 — 24 < 0.

Priklad 20 (2021)
Necht M (k) je maximem funkce y = |42? — 4x + k| pro libovolné reélné
¢islo k, x € (—1;1). Najdéte nejmensi moznou hodnotu M (k).

(A) 4 (B) 3 (€5 (D) & (E) 8

Reseni. Kazda z parabol y = p(r) = 42? — 42 + k ma vrchol v bodé
x =1/2 € (—1;1). Zfejms tak plati p(—1) > p(1) > p(1/2). Jelikoz grafem
funkce p(x) je spojita parabola, ktera ma minimum v bodé 1/2, kvadraticka

104 Matematika — fyzika — informatika 35 (2) 2026



funkce p(x) na intervalu (—1;1) nabyva vSech hodnot mezi ¢isly p(1/2) a
p(—1). Plati tak

M(k) = max{|p(=1)|, [p(1/2)[} = max{|8 + k[, |1 + k[}.
Rovnice |8 + k| = |—1 + k| méa jediné feSeni k = —7/2, pro néz jsou obé&
absolutni hodnoty 9/2. Pro k < =7/2 je M(k) > |-1+k|=1—k > 9/2,
pro k > —7/2 plati M(k) > |8 + k| = 8 + k > 9/2. Funkce M (k) tak
nabyvéa svého minima 9/2 v bodé k = —7/2.

Piiklad 21 (2024, mezinarodni verze)

Mnohoé¢len P vyhovuje vztahu P(z + 1) = 2% — x 4+ 2P(6) pro viechna
realné ¢isla x. Jaky je soucet koeficienti mnohoé¢lenu P?

(A)—40 (B) -6 (C)12 (D)40 (E) zadny z pfedchazejicich

Regend. Dle zadani rovnost plati pro 2 = 5, odtud P(6) = 5% — 5+ 2P(6),

tedy P(6) = —20. Proto P(z + 1) = 2% — 2 — 40. Soudet koeficientii

mnoho¢lenu P je roven P(1), do dané rovnice dosadime = = 0 a dostaneme

P(1) =1% -1 —40 = —40.

Jiné Fesend. Jako v predchézejicim Feseni dostaneme P(z+1) = 22 —z—40.

Proto mnohoc¢len
Pz)=P((z—1)+1)=(2—-1)*—(z—1)—40 = 2> — 3z — 38

mé soulet koeficienti 1 4 (—3) + (—38) = —40.

3. Grafy polynomickych funkci

Ulohy testujici, zda Zaci chapou vztah mezi pfedpisem mnohoclenu a
jeho grafem jsou v Matematickém klokanovi velmi oblibené a vdécné.

Piiklad 22 (2020) Yy
Na obréazku vidite ¢ast paraboly y = ax? + bz + c.
Které z nasledujicich &isel je kladné?

(A)e B)b+c (C)ab (D)ac (E) be v

Resend. Parabola na obrazku je oteviena nahoru, tedy

a > 0, protind osu y v zaporném ¢éisle, tedy ¢ < 0 a

jeji vrchol lezi vpravo od osy y, proto je —b/(2a) > 0, tedy b < 0. Tyto
poznatky vylucuji (A), (B), (C), (D). Na obréazku je ¢ast paraboly

y=0.2(x—6)(z+2)+0,7=0722% 08z —1,7.
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Priklad 23 (2011)

Na tabuli byla nakreslena (v kartézské sou-
stavé soufadnic s obvyklou polohou os x a y)
parabola y = ax?+bx+c a na ni vyznacen bod
A[l; —10]. Po smazani ¢asti tabule (v€etné os)
zistala pouze ¢ast na obrazku. Které z nasle-
dujicich tvrzeni muze byt nepravdivé?
(A)a>0 B)b<o0 (Cla+b+c<0
(D) b* > dac (E)ec<0

T

Resend. Parabola je oteviena nahoru, tedy a > 0, jeji vrchol lezi vpravo
od pfimky z = 1, tedy —b/(2a) > 1 ¢li b < —2a < 0. Jelikoz funkce y
v bodé 1 nabyva hodnoty —10, je soucet jejich koeficientti zdporny, navic
mé dva realné koteny, tedy kladny diskriminant b? — 4ac > 0. Nemusi tak
platit jediné (E), napf. pro funkei

y = 25(x — 3/5)(x — 2) = 252% — 652 + 30.

Priklad 24 (2021)

Na obrazku je parabola o rovnici y = ax?+ bz +c,
kde a, b a ¢ jsou ruzné realna ¢&isla. Piimka protind &
parabolu na zéporné poloose x a kladné poloose y.

Ktera z néasledujicich rovnic miize byt rovnici této
primky?

(AYbe (B)eb (C)ab (D)ac (E)ca 0
Resent. Parabola na obrazku je oteviena nahoru,
tedy a > 0, v bodé 0 nabyva hodnotu ¢, tedy ¢ > 0. Pifimka na obrazku
prochézi také bodem (0, ¢), tedy jeji absolutni ¢len je c. Vzhledem k tomu,
7e a, b, ¢ jsou navzajem rizna ¢isla, tim vylouc¢ime (B), (C), (E). Pokud by
hledanou p¥imkou byla (A), potom by rovnice ax? + bx + ¢ = bx + ¢ méla
zaporny kofen (ktery je (menSim) kofenem kvadratického mmnohoclenu)
a kofen 0 (obé& kiivky prochézi bodem (0,c)). OvSem tato rovnice ma
dvojnasobny koren 0, coZ je spor. Spravnou odpovédi tak muze byt jediné
(D). Naptiklad parabola y = 22 + 3z + 2 prochazi body (—2;0), (—=1;0) a
(0;2). Pfimka y = « + 2 jim prochéazi také a osu z protind v bodé —2.
Priklad 25 (2018)

Graf kvadratické funkce f(z) = 2®+pr+q s redlnymi koeficienty protina
osy x a y ve tfech riznych bodech. KruZnice prochazejici témito body

x
>
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protiné graf funkce f v dalsim bodé. Najdéte jeho soutadnice pro libovolné
pripustné hodnoty p, q.
(&) 0.~ B)lpd (©) [pd D)[-LE] E) [Lp+q+1]
Reseni. Parabola, kterd je grafem kvadratické funkce f, protini osu y
v jediném bodé C[0,q], osu z tak musi protnout ve dvou bodech, které
jsou kofeny f. Osou soumérnosti této paraboly je pfimka z = —p/2 pro-
chéazejici jejim vrcholem rovnobé&zna s osou y. Tato pifimka také prochazi
stfedem uvazované kruznice, je tak jeji osou. Bodem soumérné sdruzenym
s bodem C' podle této piimky je bod [—p, ¢].

Napitklad kruznice (z — 1)? + (y + 1)? = 5 prochézi priseciky [—1;0],
[0; —3] a [3;0] paraboly y = 22 — 22 — 3 s osami = a y. Dosazenim snadno

zjistime, Ze tato kruznice neprochazi body [0; 3], [-2; 3], [-2, 9], [1; —4],
coz vylucuje distraktory (A), (B), (D), (E).
Piiklad 26 (2007) !
Na obrazku vidite ¢ast grafu funkce 5
f(z) = ax® + bz? + cx + d. Uréete &islo b. / /
1
A)-4 B)-2 ()0 (D)2 (E)4 sl Ny b L
Regeni. Graf funkce prochazi body [—1; 0], N/
[0;2], [1;0], plati tak // 2
-3
—a+b—c+d=0, ’I ]

at+b+c+d=0.

Pokud od sou¢tu prvni a tfeti rovnice odecteme dvojnasobek druhé,
dostaneme b = —2. Pro tplnost dodejme, Ze na obrazku je graf funkce

y =081z — 227 — 0,81z +2 = (z — 1)(z + 1)(0,81z — 2).

Piiklad 27 (2016)

Kolik kvadratickych funkci proménné x ma vlastnost, ¥
ze jejich graf prochazi alespon tfemi z vyznacenych mii-
zovych bodi kartézské soustavy souradnic na obrazku?
(A)6 (B)18 (C)19 (D)22 (E) jiny pocet
@) x

Reseni. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, e jsou vyznadeny mifzové
body [i,j], kde i,7 € {1,2,3}. Graf nejvyse kvadratické funkce je urcen
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tfemi riznymi body, tato parabola tak prochéazi préavé jednim z bodu kaz-
dého sloupce (v nasem piipadé z = 1,2,3). Pro kaZzdy sloupec jsou to t¥i
moznosti, existuje tak 3% = 27 vyhovujicich nejvyse kvadratickych funkei.
Mezi nimi je vS8ak pravé pét linearnich, jsou to funkce y =1,y =2, y = 3,
y=z,y=4—=x.

Piiklad 28 (2013)
Pro realna ¢isla a < b uvazujme funkci

W(z) = (a—x)(b—z)2
Na jednom z néasledujicich obréazka je jeji graf. Na kterém?

Y Y Y
T

(A) « (B) (©)

Y Y

N\ 7T
\/\

Regent. Mnohoclen W tietiho stupné ma dva redlné kofeny ((E) ma tii),
z nichz vétsi (b) je dvojnasobny (nevyhovuje (B), (C)). Pfitom pro z > b
plati W(x) < 0.

Zaveér

Uvedli jsme 28 tloh o mnohoclenech, které se objevily za 30 let v soutézi
Matematicky klokan. Mizeme konstatovat, ze tyto tlohy jednak pokryvaji
uc¢ivo o mnohoclenech ze stfedni §koly a mnohé z nich jej zajimavym zpiiso-
bem rozvijeji. Mohou tak slouzit jako rozvijejici u¢ivo pro nadanéjsi zaky,
jednak jako pfiprava k maturitni zkousce z matematiky.
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Uloha o bednickach

JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V letech 1968-1970 odvysilala Ceskoslovenska televize (CST) vice nez
dvacet dilii zabavného poradu (dnes talkshow) ,Hovory H* vynikajictho
¢eského herce a spisovatele Miroslava Hornicka (1918-2003). Ten se podilel
také na tvorbé vétsiny scénari k jednotlivym dilim tohoto divacky atrak-
tivniho poradu CST. Ve 22. dilu ,Hovori“, ktery byl uveden v roce 1970,
vyzval Miroslav Hornicek diviky k feSeni jedné zajimavé logické ,ilohy
o bednickach®:

Mezi Sesti bednickami, z nichZ pét md stejnou hmotnost a jedna z nich
md hmotnost jinou, urcete pomoci trojtho vdZeni na digitdlnich vahdch,
kterd z bednicek md jinou hmotnost. (Lze stejnou tlohu Tesit i pro sedm
bednicek, mezi nimiZ md jedna jinou hmotnost nez ostatnich Sest?)

Dale uvadime jedno z moZnych FeSeni (strategii feseni) ,,ilohy o bednié-
kach“. Pokud vas v8ak tato tloha zaujala, pokuste se nejprve sami o jeji
feSeni, az poté se vratte k jejimu nize uvedenému feSeni.

Resent ulohy o bednickdch.

Ozna¢me jednotlivé bednicky 1,2,3,4,5,6. Nejprve zvazime spoletné
napf. prvni tfi bedni¢ky (1, 2 a 3). Jejich hmotnost oznac¢ime m4. Ve dru-
hém kroku zvazime spolec¢né bedni¢ky 3 a 4. Zjisténou hmotnost oznacime
meo. Obé vaZeni zaznamename symbolicky:

m; =1+2+3,

Pokud 2m; = 3msg, maji bednicky 1-4 stejnou hmotnost. V8echny ¢tyti
jsou tedy pravé, a hmotnost m kazdé z nich je proto m = m1/3 = mso/2.
Jinou hmotnost (je ,falesna*) ma tedy bud bednicka 5, nebo bednicka 6.
Tietim vaZzenim pak snadno zjistime, ktera z nich je fale$na. Zvazime sa-
mostatné bednicku 5, tj. symbolicky ms = 5. Pokud m3 = m, je falesna
bednicka 6. V opa¢ném piipadé je falesna bednicka 5.
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Je-li v8ak 2my # 3ma, je faleSna néktera z bednifek 1-4 (obé bednicky
5 a 6 jsou tedy pravé). V tomto pfipadé uré¢ime t¥etim vaZenim hmotnost
bednicek 2 a 5 dohromady, tj. symbolicky ms = 2 + 5.

Plati-li m3 = mo, je faleSna bednicka 1.

Pokud v8ak mg # mg, musime uvazovat dvé moznosti:

(i) Je-li 3mgz = 2my, je falesna bednicka 4.

(i) Je-li 3mg # 2my, je falesna bud bednicka 2, nebo bednicka 3.

V piipadé (ii) jsou tedy pravé (kromé bednicek 1, 5 a 6) bud obé
bednicky 3 a 4, nebo obé bedni¢ky 2 a 4, coz vSak znamena, Ze pravé
jedna ze zvazenych hodnot msq, mgs je rovna hmotnosti 2m dvou pravych
bednicek. Plati tedy:

Bednicka 2 je fale$na, pravé kdyz mo = 2m, tj. pravé kdyZz pro jeji
hmotnost f plati f = my — 2m = ms — m, coz po Upravé dava

2mq1 = mo + 2ms.

Analogicky, bednicka 3 je falesna, pravé kdyz ms = 2m, tj. pravé kdyz
pro jeji hmotnost f plati f = mq —2m = my —m. Odtud po tpravé mame

2mq1 = 2mso + ms.

Dodejme jesté, ze soucty ms + 2mg a 2mg + ms jsou diky predpokladu
mg # mg rizné, takZe nastane pravé jedna z odvozenych moZnosti.

Tim jsme probrali vSechny moznosti, jak mezi Sesti bedni¢kami, z nichz
jedna méa jinou hmotnost nez ostatnich pét, 1ze pomoci trojtho vazeni na
digitalnich vahéach nalézt falesnou bednicku (s odlisnou hmotnosti).

Na konkrétnim piikladu se miiZete kontrolné presvédéit o spravnosti na-
vrzeného postupu, a to pro konkrétnich Sest bednicek napf¥. s hmotnostmi
v poradi 8, 8, 9, 8, 8, 8, popt. 8, 9, 8, 8, 8, 8.

Pozndmka. Tuto logickou tlohu bylo mj. mozno uplatnit jako vhodnou
pripravu (doplitkovou tilohu) k iloze C-1-6 v aktualnim — 75. roéntku MO
(o 21 buchtéch, z nichz 10 je naplnéno povidly a ostatnich 11 tvarohem).

Zaveérem uvadime pro zajemce formulaci analogické tlohy pro 7 bedni-
cek:

Mezi sedmi bednickamsi, z nichZ Sest md stejnou hmotnost a jedna z nich
md hmotnost jinou, urcete pomoct trojiho vdzZeni na digitdlnich vahdch,
kterd z bednicek md jinou hmotnost.

Nejlepsi feseni této dlohy, piipadné jind feSeni ivodni tlohy, ktera za-
Slete do redakce ¢asopisu Matematika—fyzika—informatika, radi zverejnime.
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Zajimavé matematické ulohy

V dal8im ¢isle naSeho ¢asopisu pokrac¢ujeme v pravidelné rubrice Zaji-
mavé matematické tlohy, v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych
tloh. Jejich FeSeni muZzete zaslat nejpozdéji do 15. 9. 2026 na adresu: Re-
dakce casopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou na emailovou adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni
feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 309
Priseciky rovnobézek se stranami trojihelniku ABC' déli zbyvajici stra-
ny na n shodnych ¢asti. Tyto rovnobézky spolu se stranami déli trojahelnik
na shodné malé trojihelniky s jednotkovym obsahem. Uréete vSechna pii-
rozend Cisla n, pro néz lze trojuhelnik ABC roziezat na t¥i trojuhelniky,
jejichz vrcholy lezi v délicich bodech stran AB, BC', C A nebo ve vrcholech
A, B, C a soucasné jejich obsahy jsou tfi po sobé jdouci pfFirozena cisla.
Jaroslav Zhouf
Uloha 310
Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) nenulovych redlnych ¢isel pro néz sou-
¢asné plati:
e rovnice
2 +ar?+br+c=0

mé t¥i rizné nenulové realné kofeny, z nichz jeden je 10,
e pievracené hodnoty téchto kofent jsou soucasné kofeny rovnice

1 1 1
42 + —2®* + -x+ - =0,
a c

b Zdenek Pezlar

V nésledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 305 a 306, jejichz zadani jsme
zvefejnili v poslednim (¢tvrtém) ¢isle lofiského (34.) ro¢niku naseho caso-
pisu.

Uloha 305

Do obdélniku ABCD se stranami délek |AB| = 30, |BC| = 25 jsme
umistili sit krychle, ktera se dotyka jeho stran v bodech X, Y, Z a W
podle obrazku.
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Y

A x B

Vypoctéte délku strany krychle a rozhodnéte, zda lze tuto sit umistit

do obdélniku tak, aby jeji strany byly rovnobézné se stranami obdélniku.

Tomds Bdrta

Reseni. Ozna¢me |BX| = a, |BY| = b, Z obr. 1 plyne 30 = |AB| = a +4b,
25 = |BC| = 3a + 2b.

D Z C
w
Y
b
A Xa B
Obr. 1

Resenfm této soustavy rovnic dostaneme a = 4, b = 13/2. Délka hrany
krychle je pak podle Pythagorovy véty rovna

IXY| = Va2 + 52 = /42 + (1) = 1/233.

Pokud je moZno sit krychle umistit do obdélniku tak, aby jeji strany
byly rovnobé&zné se stranami obdélniku, je délka tusecky W X kratsi nez
nejdelsi strana obdélniku, tedy AB. Plati vsak

WX| =4 XY| = 2233

[WX|=2v233 >2v225=2-15=30= |AB],
tedy sit krychle nelze vySe popsanym zpusobem do obdélniku umistit.

Spréavna feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Michat Fronczek a Bar-
tosz Wieczorek, vsichni II LO SS Tarnowskie Gory (Polsko), Tereza Rei-
movd a Tereza Havelkovd, obé G Jablonec nad Nisou, U Balvanu.

Netiplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
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Uloha 306

U kulatého stolu sedi n (n > 3) svatebnich hosti. Cisnik pFinesl kulaty
tac, na némz je n ruznych zakuskd rozmisténych do kruhu. Ukazalo se,
ze kazdy host je alergicky préavé na jeden zékusek, kazdy na jiny. Najdéte
vSechna n s nasledujici vlastnosti:

Jsou-li zdkusky na tacu rozmistény do kruhu jakkoliv, ¢iSnik muize polo-
7it tac doprostied stolu tak, aby pred kazdym hostem byl na tacu zékusek,
na néjz neni alergicky.

Josef Tkadlec
Reseni. Oznacme hosty sedici kolem kulatého stolu ve sméru hodinovych
ruci¢ek netradiéné 0,1,2...,n — 1, at neméme problém s popisem pomoci
zbytka pii celociselném déleni.

Necht ¢isnik donese zakusky na tacu a postavi jej doprostied stolu tak,
ze pred kazdym hostem je jeden zakusek. Oznacme m(i) hosta, ktery je
alergicky na zakusek pied hostem ¢. JelikoZ kazdy host je alergicky na praveé
jeden zakusek a kazdy na jiny, je 7 permutace mnoziny {0,1,2...,n—1}.
(Napiiklad obrazek odpovida permutaci # = (5,3,1,2,4,0) a znamena,
ze host 5 je alergicky na zakusek pfed hostem 0, host 3 je alergicky na
zékusek pred hostem 1 atd.)

Nejprve ukdzeme, Ze pro n sudé miize ¢iSnik otocit tac o néjakych j
pozic (j € {0,1,...,n — 1}) ve sméru hodinovych ruci¢ek tak, Ze se pied
kazdym hostem po tomto otoceni objevi zakusek, na ktery neni alergicky.
(Na obrazku je to napf. j = 3.) Sporem pfedpokladejme, Ze to neni mozné.
Potom pro kazdé j existuje takové ¢islo 7, Ze se zakusek s ¢islem (i) objevi
pred hostem (i 4 j) mod n, ktery je na néj alergicky, a bude tak platit

m(1) =i+ 7 (mod n).

(Napiiklad na prvnim obréazku je n = 6, pro j = 0 je takové ¢ = 4 (pied
hostem 4 lezi zakusek, na ktery je alergicky), pro j = 1 je i = 5 (pfi otoceni
tacu o jednu pozici ve sméru hodinovych ruédicek se pied hostem 0 objevi
zakusek, na ktery je alergicky on, tento zakusek pivodné stal na pozici 5),
pro j =2 je i = 1 atd.) Bude tak platit

7(i) —i=j (mod n).
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Pfitom zfejmé plati, Ze riznym j odpovidaji rizna ¢isla ¢ (pfi dvou riznych
otocenich se pred stejnym hostem nemuze objevit dvakrat zakusek, na
ktery je alergicky). Se¢tenim vSech téchto ekvivalenci dostaneme

n—1 n—1
Z(T&'(Z) —1) = Zj (mod n).
i=0 j=0

Jelikoz 7 je permutace, je na levé strané této ekvivalence 0, plati tak

n(n—1)

0
2

(mod n),

tedy n déli &slo n(n — 1)/2, coZz je spor, protoZe toto ¢islo je délitelné n
jen v piipadé, ze (n — 1)/2 je celé, tedy n je liché &islo.

ot
o

Pro n liché se ¢isnikovi otoceni tacu nemusi podafit, usporadejme za-
kusky na tacu ,,ob jedno misto*, tj. zdkusek, na ktery je alergicky host ¢,
leZ{ na misté (2¢ mod n). (Na obrazku je toto uspotraddani pro n = 7.) Po-
tom pii otoceni tadcu o j pozic ve sméru hodinovych ruci¢ek bude pred
zdkuskem, na ktery je alergicky, sedét host ¢islo (n — j) mod n.

Spravna feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Michat Fronczek a Bar-
tosz Wieczorek, oba II LO Tarnowskie Gory (Polsko).

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Paradox komerc¢niho zrcadla

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budé¢jovice

Nedavno publikovany ¢lanek [2] mél obsahovat i obr. 1, fotografie za-
hnutého dratu a jeho zrcadlového obrazu. Prekvapivy vysledek na snimku
(d) zpusobil sepsani tohoto pfispévku.

(a) (b) ()

(d)

Obr. 1 Snimky ohnutého dratu a jeho obrazu v zrcadle
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Co je na obrazku zvlastniho? Zatimco u situaci (a) az (c) pozorujeme
odpovidajici perspektivni zkresleni, na snimku (d) se obraz dratu v zrcadle
jevi trochu vétsi nebo aspon silnéjsi nez original. Vznika pocit, ze se na-
chézi bliZ neZ predmsét, jehoZ je obrazem. Opak ma byt pravdou. Jedna se
o zrakovou iluzi nebo efekt zptsobeny zrcadlem ¢i digitdlnim zpracovanim
snimku?

Jednou z p¥i¢in by mohla byt okolnost, Ze reflexni vrstva (komerénich)
zrcadel je pfekryta sklenénou deskou. V uéebnicich se neuvadi, jak prichod
svétla timto sklenénym prostfedim ovliviiuje polohu a tvar zrcadlového
obrazu. AvSak i s béZzné dostupnymi pomtckami lze jev vySetiit. UkdZeme
si, jak na to.

Vyjadieno presnéji, popiseme prizkum zobrazovani takovym zrcadlem
simulaci chodu paprski pomoci nastroji dynamické geometrie.

Jak se vyrabi komeréni zrcadlo a z ¢eho se sklada

Na strankich firmy Alfaram se do¢teme, Ze se ,zrcadla urcend k den-
nimu uzivani vyrabé&ji pfedevsim z plaveného skla, které musi mit doko-
nale hladky a nezkresleny povrch. Jakékoli nedokonalosti by mohly ovlivnit
odrazeny obraz, takze by byl nespolehlivy. Suroviny pouzité k vyrobé se
roztavi v peci a poté se rovnomérné naliji do hladkého povrchu, ktery se
nésledné ochladi.

Kdyz je prislusna sklenénéa tabule pripravena, je omyta specidlnimi
chemickymi slou¢eninami a poté je aplikovan reflexni povlak. Nejcastéji
se k tomu pouziva stfibro nebo chrom. Nakonec je na zrcadlo umisténa
ochranné vrstva. Diive se sklddala z médi a olova, nyni se od tohoto Fe-
Seni z ekologickych duvodi upousti. Proti poskozeni a starnuti se uzivaji
specialni laky, které jsou nejen Setrnéjsi k zivotnimu prostiedi, ale proka-
zatelné maji velky vliv na pevnost zrcadel a zaroven je chrani pred vlhkosti
a vysokymi teplotami.*

Zrcadlo, kterym se budeme zabyvat, se sklada ze t¥i hlavnich ¢asti:
ploché sklenéné tabule — tzv. kryci vrstvy zrcadla, reflexniho povlaku a
ochranné vrstvy. Pro jednoduchost predpokladéame, Ze sklenéné vrstva je
planparalelni a homogenni s indexem lomu n. Obklopuje ji vzduch, jehoz
index lomu je 1. Reflexni vrstvu ztotoziujeme s rovinou o,.. Z vnéjsku
zrcadlové sklo ohrani¢uje rovina o, kterd oddéluje predmétovy prostor od
obrazového.

Odraz paprski z bodového zdroje svétla na komerénim zrcadle
Idealni zrcadlo tvorené pouze reflexni rovinou o, zobrazuje bod A do
bodu A’ soumérné sdruzeného s A podle o,. U komeréniho zrcadla nutno
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brat v tvahu i lom na rozhrani os. Obr. 2 pFedstavuje situaci v roviné
p = APB, kde P je pata kolmice z A na o4, B € 0, a B # P. Normala
q = AP protina rovinu o, v bodé R a prusecnice roviny ARB s rovinami
o, a 0g jsou po fadé r a s.

Paprsek p;, dopadajici z A na o, kolmo, neméni pii prechodu do skla
smér a v bodé R se odrazi do protisméru. Paprsek ps, jenz dopada na o,
v bodé B, se lomi. Uhel lomu o' je d4n vztahem

, . (sina
o’ = arcsin

), kde « je thel dopadu. (1)

q: A1 a Az jsou obrazy bodu A v osovych
soumérnostech podle os r a s

Obr. 2 Zobrazeni paprski z bodu A v roviné dopadu p

Lomeny paprsek se pak odrazi v bodé C od reflexni roviny o, a na-
konec se lomi v bodé D € o4 do predmétového prostoru. Po lomu svira
s normélou g3 opé&t thel a, nebot arcsin(nsina’) = a.

Vidime, ze zde na rozdil od odrazu na idedlnim zrcadle dochézi k po-
sunuti odrazeného paprsku, jez roste s velikosti thlu a. Kazdé dva ze &tyt
paprski v roviné ¢ maji jiny zdanlivy prusec¢ik, a tak neni obraz bodu A
v prostoru jednozna¢né urcen.

Simulace vytvofeni obrazu bodu

Model pro prizkum chodu paprski byl vytvoren pomoci programu
Cabri Geometry II Plus, alternativou muze byt i zdarma dostupna GeoGe-
bra. Tloustku d zrcadlového skla na nakresné jsme zvolili 2 cm, aby bylo do-
bre vidét detaily konstrukei. Obrazky v ¢lanku vétsinou vznikly apravami
vektorovych kopii Cabri-konstrukei v programu Inkscape. Podle potieby
jsme rozmeéry z konstrukci prevedli na hodnoty, jez odpovidaji tloustce
d = 4 mm bézné uzivanych nasténnych zrcadel.
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K sestrojovani paprskii, lomenych ¢ar typu ABCDO z obr. 2, je vy-
hodné ulozit si makrokonstrukei K1. Vstupnimi objekty mohou byt napii-
klad") pfimky s, r, index lomu n a body A, B umisténé v souladu s obr. 2.
Jako vystup zvolime tsecky AB, BC, CD a pfimku DO.

d=|PR|=4mm,n=15, |AP| =6 mm, |PB| =7 mm

Obr. 3 Simulace zobrazovani bodu zrcadlem

Vratme se nyni k ivaham z odstavce 2 a pokusme se lokalizovat polohu
obrazu A’ bodu A, nachézi-li se receptor (oko, nebo objektiv fotoaparatu)
v misté O (obr. 3). Vyjdeme z hypotézy, Ze ,bodem* A’ je mnoZina vsech

DVybér a poradi vstupnich hodnot zavisi na zpisobu, jak byl obrazek sestrojen.
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pruseciki paprski z bodu A, které se nachézi v dostateéné malém okoli
centralniho paprsku p.

Jak lze v Cabri takovou mnoZinu (ve zvolené roviné dopadu APB)
najit? Sestrojime paprsek p = ABC DO, zvolime ¢islo § > 0 a s vyuZzitim
nastroje Kruzitko priseéiky F, F kruznice k(A;0) s piimkou s. K nim pak
paprsky p; = AE... a po = AF... ohranicujici zkoumany svazek paprski
vV roving p.

Na obr. 3 vidime, jak se pfi zmenSovani hodnoty ¢ mnoZina pruseciki
postupné zmensuje a méni z trojihelntku K LM na ,usecku®, az se nadm
od volby § = 0,03 mm jevi jako jediny bod A’.

Pro sestrojovani paprsku p i s bodem A’ vytvoifime makrokonstrukci
K2 s uzite¢nymi doplitky. Postupujeme analogicky jako u K1, ale pfimku
s zaménime za polopiimku PX, kde X € s. Navic ke vstupnim objekttim
pridame ¢&isla 6 = 0,001 a k = 0,5, bod B sestrojime jako obraz bodu X
ve stejnolehlosti se stifedem P a koeficientem x. Na vystupu nahradime
piimku DO polopfimkou A’D. Jako A’ jsme zvolili priisecik piimek p a ps.

Ay a A2 jsou obrazy bodu A v osovych
T soumérnostech podle os r a s

a

a

d=|PR|=4mm, n=105 =06 mm

Obr. 4 Mnozina A = GTH vsech obraztt A’ bodu A

Nyni je jiz snadné nalézt mnozinu A vSech obrazi pevné zvoleného
bodu A, viz obr. 4. Konstrukei K2 sestrojime jeho obraz A’ pro paprsek
p = AB... a pak posouvanim bodu X premistujeme B a sledujeme, kde se
nachazi A’.
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Hodnoty parametru x mizeme ménit. Zvolime-li velmi malé x, muzeme
detailné vysetfit polohy bodu A’ v blizkosti kolmého dopadu paprskii. Pii
volbé& dostatetné velké hodnoty &, lze umistit bod B i mimo nakresnu®,
coz umozni prizkum mnoziny A pro o — 90°.

K demonstraci vykresleni poloh bodu A’ poslouzi nabidka Stopa, na-
strojem MnoZina zobrazime celou ¢aru TH. Jejim obrazem v soumérnosti
s osou ¢ je zbyvajici ¢ast mnoziny A, éara TG.

Z konstrukce bodi A’ plyne, Ze mnozina A je obalovou k¥ivkou vech
odraZenych paprskil, piimek A’D.

Bod T piedstavuje umisténi bodu A’ pro a = 0. Pokusili jsme se jej najit
zobrazenim délky | A3 A’| pomoci nastroje Vzddlenost a délka a nastavenim
B = P. Pfi posunuti B do P na doraz program tuto délku nezobrazil, a tak
jsme ji urc¢ovali priblizovanim bodu B k bodu P pfi malych hodnotach k.
Prod=2cm,n = 1,5, a=3cm a x = 0,0005 jsme postupné zjistili*),
7e pro a = 0,1° je |A3A’| = 2,6666428593 cm, pro o = 0,05° je |AsA’| =
= 2,6666639704 cm a pro o = 0,01° je |A3A’| = 2,6666664592 cm.

Zjigténé hodnoty vedou k domnénce, Ze |AT| = 2,66 cm, resp. pro
d =4 mm a a =6 mm obdrzime |A;T| = 5,33 mm.

S rostouci velikosti tthlu a se bod A’ vzdaluje od normély a zaroven se
priblizuje k pifmce m || s, ktera prochazi bodem As. Body H a G jsou
limitni polohy bodu A’ pro a — 90°. Do mnoZiny A jiZ nepatii. Vzhledem
k jejich symetrii podle normély ¢ jsou ureny vzdalenosti |As H|. Tu jsme
nejprve urcovali (pfi nastaveni d = 2 ecm, n = 1,5, a = 3 cm a k = 500)
vzdalovanim bodu B az do 30 metrid od P, ¢emuz odpovida o = 89, 9°.
Uké4zalo se, ze program mél pfi hodnotéach a blizkym 90° potize s vypoctem
delky |A3A’|, a tak bylo mozné ur¢it |A;H| jen s pfesnosti na tii platné
cifry, |AoH| = 3,58 cm.

Hodnotu |A2A’| v8ak lze v blizkosti bodu H nahradit délkou |A2A,|,
kde A, € A’D Nm, obdrzime |A;H| = 3,5777 cm. Pro d = 4 mm a
a =6 mm je tedy |AaA’| = 7,155 mm.

Obr. 5 znazornuje, jak se méni svazek paprski pii zmensovéani tloustky
sklenéné kryci vrstvy zrcadla. Kazdy ze ¢ty snimkua obrazovky zachycuje
vytvoreni stop paprskii pro posloupnost poloh bodu B. Ke zobrazeni po-

2)Cabri s objekty pracuje v kartézské soustavé souradnic pomoci analytické geometrie
a na pracovni plochu zobrazuje jen Cast kartézské roviny. Hodné vzdaleny bod B na
obrazovce neuvidime, ale premistovat jej pohybem bodu X muzZeme.

3)Cabri uréuje &iselné hodnoty a na 10 desetinnych mist. Uvadime je tplné, mame-
-li na mysli matematické objekty. V geometrické optice je takova presnost absurdni,
vzdalenosti 10710 cm patif do mikrofyziky.
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slouzily néstroje Stopa a Pohyb objektu. Kvili prehlednosti obrazku byl
pohyb zastavovan vétSinou kolem hodnoty « = 70°. Pii d = 0,1 mm se
zrcadlo chova témér jako idealni.

= =11

aa—L7,
==

4 4

Obr. 5 Zavislost svazku odrazenych paprski na tloustce d, |AR| = konst.

Vypocet polohy bodu T, H
Na obr. 6 je N stfed usecky BD. Z pravouhlého trojihelniku BC'N
pomoci zékladnich vztahii a rovnosti (1) postupné dostavame

x = |BD| =2|BN|=2|CN|-tana’ =
_ 2dsind’ 2dsina
\/1—sin20/ \/n2 — sin® «

Ozna¢me po fadé A, a A, priseciky piimky A'D s pfimkami m a q.
Z pravouhlych trojuhelniki DA, P a ABP zjistime

(2)

|PA,| = (|PB|+ x)cotga, |PB|=atana.
Odtud s vyuzitim (2) plyne
2d cos o 2d
a

—_— |PT| = lim |PA,| =a+ —,
Vn2 —sina a—0 n
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resp.

d=|PR|=4mm

Obr. 6 K vypocétu polohy boda T"a H

Déle si pov8imnéme, Ze obrazec BDA, Ay je rovnob&znik, a tak plati

2d si 2
A2, | = |BD| = 0 4ol = lim |BD|= . (3)
a—90°

b
vVn? —sina n?—1

Pro n = 1,5 obdrzime

|A2H| = = 1,789,

|AoT| = = =1,33d.

=~ I
“l& Gl

Je-li navic d = 4 mm, pak |AsH| = 7,155 mm a |A>T| = 5,33 mm.

Disledek 1
Existuji situace, kdy je bod A vice vzdalen od receptoru O nez jeho

obraz A’.
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Tvrzeni objasiiuje obr. 7, kde U a V jsou po radé priseciky osy o tsecky
AA’" s pfimkami AO a s. Plati-li O € o, pak |A'O] = |AO|. Ocekavana
nerovnost |A’O| > |AO] je splnéna pro body O, jez lezi v uvnit¥ priniku
polorovin sA a 0A.

d=|PR|=4mm
n=1.5

Obr. 7 Situace, kdy plati |[A’O| < |AO|

Jestlize se vSak receptor O nachézi uvnitf priniku polorovin sA a 0A’,
nastava paradoxni situace, plati |A'O| < |AO).

Prostor vymezeny timto thlem je pfi béZzném uzivani zrcadla témér
nedostupny. Presvéd¢ime se o tom odhadem jeho velikosti. Polozime-li
a = |AP|, pak

=] = |X 2| < |X 2| = arctan < arctan —,
BVU A'AA HAA Az H] d
|A2A| a
nebot
|A2A| =2a a |A2H| < 2d,

jak plyne ze vztahu (3).

P1i bézném pozorovani byvame od zrcadla vzdaleni nékolik decimetri.
Napfiiklad pro a = 400 mm a d = 4 mm obdrzime ¢ < 0,6°. Desitek
stupiit dosahuje ¢ az kdyz je a fadové srovnatelné s d.
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Disledek 2

Je-li vzdalenost bodu A od zrcadla mensi nez tloustka d kryci vrstvy,
muZe se jeho obraz A’ nachézet uvnitf sklenéné desky zrcadla, tzn. pied
reflexni vrstvou zrcadla, obr. 8.

4l

Obr. 8 Obraz bodu A se nachézi v kryci vrstvé zrcadla

Zaveér

Seznamili jsme se s principy vytvafeni obrazu u zrcadel denni potieby.
Clanek muze poslouzit i jako namét na zajimavou ¢innost s piipadnym
experimentalnim ovérenim.

Pokud jde o Gvodni snimek, vysledky jeho méfeni ani ,rekonstrukce
pocitacovou simulaci neprokazaly, Ze by byl obraz vétsi nez predmét.

Literatura

[1] Alfaram: ABC zrcadla, stranky firmy Alfaram. Dostupné na:
https://alfaram.cz/blog/zpravy/abc-zrcadla- jak-vypada-proces-
vyroby-zrcadel.

[2] Leischner, P.: O zobrazovani rovinnym zrcadlem. MFI, ro¢. 34 (2025), ¢. 3,
s. 203-210.
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PISA 2025:

Ukazkové prirodoveédné ulohy
jako Inspirace pro rozvoj
védecké gramotnosti

EVA HEJNOVA
Pfirodovédecka fakulta Univerzity J. E. Purkyné, Usti nad Labem

Cilem Zet¥eni PISA!) je pravidelné zjistovat, do jaké miry dokazou Zaci
na konci povinné skolni dochazky aplikovat znalosti a dovednosti v béznych
zivotnich situacich tak, aby se mohli plnohodnotné zapojit do spole¢nosti.
Pfedmétem hodnoceni pritom neni primérné skolni ucivo, ale tzv. funkéni
gramotnosti, tedy znalosti a dovednosti vyuzitelné v redlném zivoté. Duraz
je kladen zejména na kompetence potiebné pro obcanskou participaci pii
feSeni globalnich vyzev, jako jsou technologické zmény, ekologické prob-
lémy nebo fenomén dezinformaci. K témto kli¢ovym dovednostem patii
kritické mysleni a feSeni problému. Staty, které se do programu zapoji,
tak mohou zjistit, jaké jsou silné a slabé stranky jejich vzdélavaciho sys-
tému, a na zjisténé nedostatky pak cilené reagovat.

V roce 2025 byla pfirodovédna gramotnost po deseti letech opét hlavni
sledovanou oblasti mezinarodniho Setfeni PISA, stejné jako v letech 2006
a 2015. Kazdy cyklus byva doplnén o tzv. inovativni doménu — v roce 2025
slo o oblast uceni v digitalnim svété [1].

Koncepce prirodovédné gramotnosti se v ramci Setfeni PISA postupné
vyviji. V roce 2015 koncepéni rdmec hodnocen{ rozliSoval tii zédkladni typy
znalosti — obsahové, procedurélni a epistemické — a soustfedil se na t¥i
kli¢ové dovednosti [2]:

1. vysvétlovat jevy védecky,

1>Program pro mezinarodni hodnoceni zakd PISA (Programme for International Stu-
dent Assessment) se zam&Fuje na zjistovani Etenarské, matematické a prirodovédné gra-
motnosti patnactiletych Zaki. Setreni se kona zpravidla v tifletych cyklech, pricemz
v kazdém z nich je kladen duraz na jednu z téchto tfi gramotnosti. Ceska republika se
tohoto Setfeni ucastni pravidelné jiz od jeho pocatku v roce 2000.
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2. vyhodnocovat a navrhovat pfirodovédny vyzkum,
3. védecky interpretovat data a diukazy.

sve

i neobvykla forma zadani testovych tloh, ktera se 1isi od bé&Zznych skolnich
tloh a klade vysoké néroky na ¢tenaiskou gramotnost zaki.

1. Koncepéni ramec PISA 2025 pro oblast pfirodnich véd

Piipravy nového cyklu Setfeni PISA v roce 2025 byly zapocaty jiz
v roce 2022, koncepéni rdmec pro oblast pfirodovédy vypracovala spolec-
nost Oxford University Press [4]. V nésledujicim roce se Ceska republika
spolu s dalsimi zacastnénymi zemémi zapojila do vyvoje novych testovych
prirodovédnych tdloh. V réamci pilotniho Setfeni, které probéhlo na jare
2024 na 63 ceskych gkolach, byla ovéfena kvalita tloh i funkénost nové vy-
vinuté online platformy pro testovani. Hlavni sbér dat probéhl v mésicich
duben a kvéten 2025, prvni ¢ast vysledki Setfeni bude zvefejnéna v zari
2026.

Jak uvadi dokument PISA 2025 [5], v pfedchozich koncepénich ramcich
byla pro oblast prirodnich véd za hlavni vysledek vzdélavani a tstfedni
koncept pro hodnoceni pfirodovédnych znalosti a dovednosti povazovana
prirodovédna gramotnost. Koncepce Setfeni PISA 2025 se vSak posouva
k 8irsimu pojeti. Primérné se nezaméiuje pouze na piirodovédnou gramot-
nost, ale na obecné vysledky pfirodovédného vzdélavani s cilem harmoni-
zovat koncepéni ramec pro oblast pfirodnich véd s koncepénimi ramci pro
matematiku a ¢teni.

Novy koncepéni rdmec pro oblast pfirodnich véd zdurazhuje nejen po-
rozumeéni prirodnim védam, ale téZ schopnost hodnotit védecké informace
ve vztahu k problémum, jako je Zivotni prostfedi nebo zdravotni péce, a
porozumeéni zpusobum, jakym pfirodni védy poskytuji spolehlivé védecké
znalosti. Podle nového ramce by prirodovédné vzdélany ¢lovék mél byt
schopen se zapojit do vécné debaty o prirodnich védéach, udrzitelnosti
a technologiich a zdivodnit tak své jednani.

K tomu jsou podle koncepéniho ramce zapotiebi tii nasledujici doved-
nosti. Tfeti z nich byla do ramce doplnéna nové, protoze informaéni zdroje
z internetu, z nichz mnohé maji védecky charakter, hraji ve vzdélavani zakt
dilezitou roli:

1. vysvétlovat jevy védecky,
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2. vytvafet a vyhodnocovat navrhy prirodovédného zkouméani a kriticky

interpretovat pfirodovédné data a dikazy,

3. vyhledavat, vyhodnocovat a vyuzivat védecké informace k rozhodo-

vani a jednani.

V tomto pojeti se novy koncepéni ramec posouvé k obecnéji pojatému
konceptu védecké gramotnosti [6], ktery klade diraz na kritické mysleni,
aplikaci védeckych znalosti a dovednosti v redlnych situacich a aktivni
participaci ve spole¢enském Zivoté jako informovany obc¢an. Tim piekonava
vyhradni svazani pfirodovédné gramotnosti pouze s pfirodnimi védami.

Koncepéni ramec Setfeni PISA 2025 nicméné stale predstavuje uzsi po-
jeti toho, co znamena , porozumét prirodnim védam a tomu, jakym zpuso-
bem nam piirodni védy poskytuji spolehlivé védecké znalosti“ [4], nebot
nezahrnuje samotné poznani védecké praxe. Védecké informace, k jejimuz
,vyhledavani, vyhodnocovani a vyuzivani“ ma byt zdk veden, je v tomto
ramci chapana jako néco predem daného a zndmého — viz formulace tieti
dovednosti ,,vyhledavat, vyhodnocovat a vyuZzivat védecké informace k roz-
hodovani a jednani“. Do konceptu védecké gramotnosti vSak kromé samot-
nych poznatki patii i procesy jejich vytvareni (viz napt. [7]).

Radu souvisejicich dovednosti, které jsou zahrnuty v klicovych kom-
petencich a svym obsahem prakticky a inovativné sméfuji k naplnéni
konceptu védecké gramotnosti, lze nalézt také v revidovaném ramcovém
vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani (revRVP ZV) [8]. Pro ob-
last védecké gramotnosti mé zasadni vyznam zejména kli¢ova kompetence
k FeSeni problému. V tab. 1 jsou k této kompetenci uvedeny jeji dvé vy-
brané slozky?) a otekévané vysledky uceni na trovni 9. roéniku. V posled-
nim sloupci je uveden popis zékladni a minimalni arovné, které maji zaci
dosahnout [8].

2. Metodologie vyzkumu

Pro tcely testovani byly vybrany dvé tlohy z prikladi, které byly zvefej-
nény jako ilustrace zaméreni koncepéniho ramce pro oblast piirodnich véd
PISA 2025 [4]. Konkrétné $lo o t¥eti ast ulohy Nebezpeéi koufeni a tlohu
Komu mdme vérit? Obé ulohy dobie koresponduji se dvéma vybranymi
slozkami kli¢ové kompetence k feSeni problému uvedenymi v tab. 1 a také
s tfeti dovednosti definovanou v koncepénim ramci pro oblast prirodnich
véd PISA 2025, tj. ,,vyhledavat, vyhodnocovat a uzivat védecké informace
k rozhodovéani a jednani“.

2)Slozky klicové kompetence k feSeni problémi byly vybrany zejména s ohledem na
zaméreni uloh, které jsou v ¢lanku prezentovany.
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Zavazné cast revRVP ZV

Nezévazna ¢ast revRVP ZV

Slozka klicové

Ocekavany vysledek

Uroven

kompetence uceni (9. roénik)
Splnéno
e Rozlisuje mezi faktickymi
tvrzenimi, nazory
a hypotézami ve slozitéjsich
Analyzuje pii sdélenich s védeckym obsahem.
rozhodovéni e Zohlednuje spolecensky dopad
Kritické a feSeni problémil védy a to, jak mize vedecky
hodnoceni a objektivni vyz.kum pozitivné i negativné
vyuziti védec- | informace a ovlivnit spole¢nost.
kého poznéni prezentované e Vyuziva tvrzeni s védeckym

zavéry védeckého
poznani.

obsahem z rtznych zdroji, aby
ovéril jejich spolehlivost.
Minimalni doporucend troveri
e Rozlisi zakladni fakta od
nézora pri feSeni kazdodennich
situaci.

Prace s infor-
macemi a kri-
tické mysleni

Kriticky hodnoti
informace
z riznych zdroju

Splnéno

e Aktivné pracuje s daty, zdroji,
informacemi, vytvari si k nim
postoje, nazory.

e Definuje podstatu sdéleni
jednotlivych informaci.

e Posuzuje informace vzhledem
k zédkladnim poznatkim
lidstva.

Minimdlnt doporucend wroven

e Porovna dvé protichudné
informace tykajici se znamé
situace ¢i jevu a vybere tu
vérohodnéjsi.

Tabulka 1 Kli¢ova kompetence k FeSeni problémi v revRVP ZV (vybrané

Casti)
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Nasim zamérem bylo, aby zadavani tloh nebylo ve 8kolni praxi ¢asové
naroc¢né. Zaroven jsme vzhledem k délce texti i jejich méné obvyklé formé
nechtéli zaky zat&Zovat zbyteéné rozsahlym testem®). Zaroveil jsme také
nevolili tilohy obsahujici obrazky, které by po kopirovani mohly byt hife
¢itelné. Na rozdil od ostrého testovani v Setfeni PISA probihajiciho elek-
tronicky, kde se pouzivaji barevné obrézky, jsme zvolili tisténou podobu
vyzkumu vyplyva [9], Ze Zzaci tlohy s otevienou odpovédi ¢asto vynechéavaji
a nefesi je. Z téchto divodi byly pro testovani vybrany pouze dvé tlohy,
které obsahuji nékteré typické argumentacni chyby.

Obé vybrané tulohy byly obsahové zaméfeny na oblast zdravi a zdra-
votnich rizik, konkrétné na problematiku oc¢kovani a Skodlivosti koufeni.
Cilem téchto ukazkovych tloh nebylo zjistovat, zda si zaci pamatuji fakta
nebo dokazou védecky jev vysvétlit (napf. popsat biologické mechanismy,
pro¢ koufeni $kodi), ale zjistit, zda umi posoudit relevanci a vérohodnost
dostupnych informaci, zvazit souvislosti a limity védeckych vysledku a roz-
lisit logicky podlozenou namitku od nepodlozeného ¢i zavadéjiciho tvrzeni,
coz je pro rozhodovani v kazdodennim zivoté kliGové.

NiZe jsou uvedeny texty tloh ve znéni, v jakém byly zakim zadany.
V obou pfipadech mohli Zaci vybirat ze sedmi nabizenych argumenti,
pri¢emz mohli zvolit vice nez jen jedno tvrzeni.

Uloha 1: Nebezpeéi koufeni

O koufeni se vi, Ze je nebezpecné, ale jak jsme to zjistili? Z nasledujicich

tvrzeni zaskrtni ta, ktera lze pouzit jako védecky dikaz, Ze je koufeni

nebezpecné.

0 Vas blizky pfitel nebo piibuzny dlouhodobé koufi a ted onemocnél.

O Statistiky ukazuji, Ze kufaci umiraji v priméru v mladsim véku nez
nekufaci.

0 Existuji protikuiacké kampané.

O V novinich se objevuji ¢lanky o lidech, ktefi onemocnéli v dusledku

koufeni.
O Je prokazéano, ze kutéci jsou ¢astéji nemocni a neschopni pracovat nez
nekuféaci.

[0 V restauracich a kavarnach bude zakazano koufreni.
O Statistiky ukazuji, Ze lidé s vyS8im vzdélanim méné kouii.

J

3)Pii Setfeni PISA maji Zaci na FeSeni testu 120 minut. Po testu nasleduje dotazni-
kové Setfeni, které je zaméfeno na ziskani dalsich informaci o Zacich, jejich prostfedi a
postojich.
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Uloha 2: Komu mame v&Fit?

Na Facebooku se objevil ¢lanek, ktery tvrdi, Ze jsou vakciny nebezpec¢né.
Ktery z nésledujicich divodii v tobé budi pochybnosti o jeho pravdivosti?
Zaskrtni vSechny divody, které by t€ mohly nutit o ¢lanku pochybovat:
Clanek je zverejnén v Casopise na internetu.

Clanek nebyl recenzovan.

Clanek neodpovida nazoru védcu.

Autor je védec specializujici se na jadernou fyziku.

Autor uvadi, Zze nedovolil naockovat své déti.

Clanek neni v souladu s prevlddajicim védeckym nézorem.

Mezi védci vzdy panuji neshody.

Oooooooo

3. Vyzkumny soubor

Vyzkumny soubor tvorilo 367 zakt ve véku 15-16 let z nékolika deva-
tych roénika zékladnich gkol (dale jen Zg), prvnich ro¢nikt gymnazii (dale
jen G) a jednoho stfedniho odborného uécilisté strojirenského (déle jen
SOU). Zastoupené skoly se nachazely v Usteckém, Karlovarském a Stie-
doteském kraji. Primérny vék respondenti ¢inil 15,4 roku® . Podrobny
prehled poc¢tu zaku podle typu skoly je uveden v tab. 2. Testovani zaki
bylo realizovdno na zac¢atku dubna 2025.

Typ skoly
7S G SOU  Celkem

Pocet zakt 134 180 53 367
Pramérny vek 15,07 15,54 15,75 15,40

Tabulka 2 Pocet a prumérny vék jednotlivych skupin zakt

4. Vysledky testovani a diskuze

Vysledky testovani jsou uvedeny v tabulkich 3 a 4. Cetnosti volby jed-
notlivych nabizenych odpovédi jsou vyjadieny v procentech — jednak sou-
hrnné za cely soubor testovanych zaki, a vzhledem k pomérné znacné riiz-
norodosti souboru také zvlast pro kazdou testovanou skupinu zaka. Roz-
dily mezi skupinami nebyly vzhledem k omezenému rozsahu vyzkumného
souboru, zejména u skupiny SOU, ovéfovany statistickymi testy. Interpre-

4V getieni PISA jsou pro testovani vybirani aci v rozmezf véku 15 let a 3 mésice az
16 let a 2 mésice.
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taci rozdilt je proto tieba chapat jako orienta¢ni, avSak odivodnénou a
podlozenou vysledky.

4.1. Vysledky a diskuze k tiloze Nebezpeci koutreni

O koufeni se vi, Ze je nebezpecné, ale jak jsme

to zjistili? Z néasledujicich tvrzeni zaskrtni ta, Celkem 7S G SOS
ktera lze pouZit jako védecky diikaz, Ze je (%) (%) (%) (%)
koureni nebezpecné.

A. Va&s blizky pfitel nebo pfibuzny dlouhodobé 20,4 20,9 17,2 30,2
koufi a ted onemocnél.

B. Statistiky ukazuji, ze kufaci umiraji
v pruméru v mlad$im véku nez nekuféci.
C. Existuji protikufacké kampané. 18,3 23,9 12,8 22,6
D. V novinach se objevuji ¢lanky o lidech, ktefi
onemocnéli v disledku koufeni.

85,3 74,6 95,0 79,3

39,5 45,5 31,7 50,9

E. Je prokizano, ze kuraci jsou ¢astéji nemocni

. . q 66,5 55,2 77,8 56,6
a neschopni pracovat nez nekufaci.

F. V restauracich a kavarnach bude zakazano

. 22,1 31,3 12,2 32,1
koureni.

G. Statistiky ukazuji, ze lidé s vyS8im

s . o 9,8 11,9 6,7 15,1
vzdélanim méné koufi.

Tabulka 3 Vysledky testovani tulohy Nebezpeci kourent

V této tloze méli zaci kriticky posoudit rizné typy argumentu tyka-
jici se skodlivosti koufeni a rozhodnout, které z nich pfedstavuji védecky
ditkkaz — tedy relevantni informaci podporujici zavér, Ze koufeni je nebez-
pecné — a které naopak vychézeji z chybnych argumenta¢nich postupu ¢i
irelevantnich informaci. Kli¢ova zde byla schopnost zaku rozlisit, které ar-
gumenty jsou védecky podloZzené (napf. statistickymi udaji ¢i robustnimi
studiemi) a kdy se naopak jedna o chybné ¢i zavadgjici argumenty (napf.
podsunuty argument, apel na autoritu, ukvapené zobecnéni ¢i zaménovani
korelace za kauzalitu).

Vysledky v tab. 3 ukazuji vyrazné rozdily v tom, jak jednotlivé sku-
piny zaki hodnotily, co lze povazovat za védecky dikaz o nebezpecnosti
koufeni. Nejéastéji byla zéky za relevantni diikaz povazovana odpovéd B
(,,Statistiky ukazuji, Ze kufaci umiraji v praméru v mladsim véku nez
nekufaci.“) a odpoveéd E (,,Je prokazano, Zze kuraci jsou ¢asté&ji nemocni
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a neschopni pracovat nez nekufaci.“). Argument B lze povazovat za je-
den z nejsilnéjsich a nejplatnéjsich védeckych dikazt, protoze vychazi ze
statistickych tidaji. Podobné i argument E predstavuje silny a relevantni
védecky dukaz opfeny o data z rozsahlych studii, coz naznacuje i formu-
lace ,,Je prokazano. . . “. Na webové strance [4] nenf uvedeno autorské feseni
ukazkovych tloh, nicméné se lze domnivat, Ze pravé tyto dva argumenty B
a E autori ulohy povazovali za ,,spravné odpovédi, tedy za tvrzeni, ktera
nejspolehlivéji podporuji zaver, ze koufeni je nebezpeéné.”)

U jednotlivych skupin lze v etnosti volby argumentti B a E sledo-
vat podobny vzorec: za spravné je oznacila vétSina zakl z gymnézii, po-
mérné vysoky podil ziki SOU a o néco nizsi podil zaki ZS. Pokud jde
o Cetnost volby téchto odpovédi, gymnazisté vyrazné pievysuji skupiny
7S i SOU, coz poukazuje na jejich vétsi citlivost k relevantnim a védecky
podlozenym argumenttm. Zaci SOU a ZS sice dosahuji nizs§ich hodnot,
ale i tak jde o vétSinové volené argumenty, coz naznacuje alesponn zakladni
povédomi o roli statistiky pii prokazovani souvislosti. Mensi podil volby
argumentu E; zejména u zaku SOU a 7S, vsak muize signalizovat, Ze kon-
cept ,,prokazani® a jeho opfeni o robustni védecké studie neni pro vSechny
skupiny stejné srozumitelny.

U argumentt zaloZzenych na chybném uvaZzovani je patrny nejvyssi po-
dil u tvrzeni D (,,V novinach se objevuji ¢lanky o lidech, kteff onemocnéli
v disledku koufeni.“). Tento argument kombinuje apel na autoritu (no-
viny) a tzv. anekdoticky dikaz, ktery se opira pouze o jednotlivé, ndhodné
pripady. Pomérné zavaznym zjisténim je, Ze zna¢né ¢ast zakl ve vSech sku-
pinach toto tvrzeni povaZuje za platny védecky dikaz (ve skupinich 7S
a SOU jde zhruba o polovinu 74kd, u gymnazisti piiblizné o t¥etinu). To
ukazuje na nedostate¢né pochopeni hierarchie zdroji informaci a vyznamu
primarnich védeckych dat.

Také argument F (,,V restauracich a kavarnach bude zakazano kou-
Feni.*) byl ¢asto volen, zejména zaky 7S a SOU (v obou skupinach zhruba
tfetinou respondentii). Tento argument predstavuje typicky podsunuty ar-
gument. Zakaz koufeni je politické rozhodnuti a zdravotni opatieni, které
je dusledkem jiz prokézané Skodlivosti koufeni, nikoli samotnym védec-

5)Proti relevantnosti argumentu B lze samoziejmé namitnout, %e neni jasné, o jaké
statistiky se konkrétné jedna. Podobné v argumentu E neni bliZze uvedeno, kym nebo jak
bylo prokazano, Ze jsou kuraci ¢astéji nemocni a neschopni pracovat nez nekufaci, ani
o jak rozsahlé studie se tento argument opira. S ohledem na testovanou vékovou skupinu
zakl se v8ak lze domnivat, Ze urcité zjednoduSeni a mensi mira pfesnosti formulaci je
v tomto pripadé akceptovatelné.
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kym ditkazem. Vysoké cetnost této volby u zaki ZS a SOU naznacuje, Ze
zameénuji politické rozhodnuti s védeckym poznatkem. Studenti gymnazii
se zde naopak projevuji jako nejméné nachylni k tomuto typu chybného
argumentu.

Podsunuty argument predstavuje také tvrzeni C (,,Existuji protikuracké
kampané.“). Samotna existence kampani neni védeckym dikazem skodli-
vosti koufeni, ale disledkem jiz prokdzané Skodlivosti. I v tomto pripadé
vykazuji zaci ZS a SOU vyssf tendenci volit tento chybny argument ve
srovnani s gymnazisty, ktefi zjevné lépe rozlisuji mezi divodem (proka-
zani Skodlivosti koufeni) a dusledkem (protikuracké kampang).

Zajimavy je také relativné vysoky podil zaka SOU a 7S, kteit zvolili ar-
gument A (,,Vas blizky pfitel nebo pfibuzny dlouhodobé kouii a ted one-
mocnél.“). Tento argument predstavuje klasicky piiklad ukvapeného zo-
becnéni z anekdotické zkuSenosti, kterd neméa hodnotu védeckého dikazu.
Zaci SOU pritom vykazuji mezi skupinami vyrazng vyssi miru nachylnosti
k tomuto typu mylného uvazovani (tfetina respondentii). To naznacuje
nedostateéné pochopeni nutnosti generalizace z dostateéné robustnich da-
tovych soubori, nikoli izolovanych pfipadi.
tistiky ukazuji, Ze lidé s vysSim vzdélanim méné kouii.“). Toto tvrzeni je
prikladem faleSné kauzality, kdy je zameénovana korelace za kauzalitu —
i kdyz existuje korelace mezi vzdélanim a koufenim, vzdélani samo o sobé
neni pfi¢inou 8kodlivosti koufeni. Pozitivni je, Ze tento argument byl cel-
kové vybiran nejméné; zarazejici vsak muze byt, Ze zaci SOU ho volili vy-
razné Castéji nez ostatni skupiny. To mutze ukazovat na slabsi porozuméni
rozdilu mezi korelaci a kauzalitou, coz je zékladni koncept statistického
uvazovani.

4.2. Vysledky a diskuze k tuloze Komu mame vérit?

Tato tuloha se zaméfovala na rozpoznavani duvéryhodnych informaci
o ockovani. Také v této tloze méli zaci posoudit razné typy argumenti,
véetné téch, které obsahuji chybné argumentacni postupy. Podobné jako
v predchozi tloze zde byla kli¢ova schopnost zaki vyhodnotit informace
pro posuzovani vérohodnosti sdéleni, se kterymi se mohou setkat v médi-
ich nebo na socialnich sitich, a kriticky zhodnotit rizné argumenty, které
mohou piusobit presvédc¢ivé, ale ve skute¢nosti nemaji oporu v odborném
poznani ¢i metodach védecké prace. Vysledky uvedené v tab. 4 ukazuji,
7ze mezi skupinami zakid lze opét pozorovat vyrazné rozdily ve vnimani
argumenti, které mohou vzbuzovat pochybnosti o pravdivosti tvrzeni, ze
vakciny jsou nebezpecné.
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Na Facebooku se objevil ¢lanek, ktery tvrdi, ze

Js?u Va:kcmy nvebez?ecne. Ktery z nasledujlclch Celkem 7S G SOS
dtavodi v tobé budi pochybnosti o jeho %) %) (%) (%)
pravdivosti? Zaskrtni vSechny davody, které by ¢ ¢ o ¢
t& mohly nutit o ¢lanku pochybovat:

A. Clanek je zvefejnén v Casopise na internetu. 36,5 41,0 32,2 39,6
B. Clanek nebyl recenzovan. 48,5 46,3 50,6 47,2
C. Clanek neodpovida nazoru védci. 71,9 62,7 77,8 755
D. Autor je védec specializujici se na jadernou

. 26,4 19,4 30,6 30,2
fyziku.

E. Autor uvadi, Ze nedovolil naockovat své déti. 27,3 31,3 23,9 28,3

F. Clanek neni v souladu s prevladajicim
védeckym nazorem.

G. Mezi védci vzdy panuji neshody. 25,6 34,3 21,7 17,0

65,9 49,3 80,6 58,5

Tabulka 4 Vysledky testovani ulohy Komu mdme véfit?

Nejcastéji zaci napfi¢ skupinami zpochybiiovali ¢lanek proto, Ze neod-
povida nazoru védct (argument C) a neni v souladu s prevladajicim védec-
kym nazorem (argument F). U gymnazisti byla volba téchto dvou argu-
mentl nejcastéjsi, zatimco u zakl zékladnich skol byly tyto podily zna-
telnd nizsl. Zaci SOU vykazovali znatelné mensi podil zejména pii volbé
argumentu F.

Argument C ( ,Clanek neodpovida nazoru védci.“) predstavuje nejre-
levantnéjsi divod k pochybnostem o pravdivosti ¢lanku. To koresponduje
i s tim, Zze tento argument byl nejcastéjsi volbou vSech skupin zékt, coz
signalizuje pomérné dobré povédomi o konceptu védeckého konsensu. Zaci
7S vsak dosahli nizsi Cetnosti této odpovedi, coz poukazuje na obtiznéjsi
rozliSovani mezi jednotlivymi nazory a obecné pfijimanym védeckym po-
znanim.

Argument F (,,élének neni v souladu s prevladajicim védeckym nazo-
rem.“) byl velmi podobny moZnosti C, avsak vice zdturaziioval prevladajici
konsensus védcu. Patiil také k nejc¢astéji volenym odpovédim napii¢ sku-
pinami. V tomto pfipadé je patrné jasnd dominance zakt gymnézii, coz
ukazuje na jejich silngjsi orientaci na mainstreamovy védecky nazor jako
na kritérium pravdivosti. Rozdily mezi volbou argumenti C a F by mohly
byt zajimavym predmétem dalsiho zkoumani v rdmci porozuméni nuancim
védeckého konsensu u rtiznych vékovych skupin.
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Vyznamny je i podil zaku, ktefi zpochybnili ¢lanek proto, ze nebyl re-
cenzovan (argument B). Tento diivod uvadéla ve vSech skupinéch pfiblizné
polovina zakt, nicméné byl preferovan méné nez argumenty odkazujici na
shodu s védeckym nazorem (argumenty C a F). To naznacuje, 7ze Zaci maji
¢astecné, avsak stéale nedostateéné povédomi o vyznamu recenzniho fizeni.

Zajimavy je také rozdil mezi skupinami v hodnoceni odbornosti autora
(argument D: , Autor je védec specializujici se na jadernou fyziku.*). Tento
argument zvolila pfiblizné tfetina gymnazistta a zaka SOU, zatimco u zaka
ZS to byla jen pétina. To by mohlo ukazovat na méné rozvinutou schopnost
této skupiny posoudit vyznam odbornosti autora a dileZitost specializace
vzhledem k dané problematice.

Agkoli opét neni zndmo autorské feSeni této ulohy, lze se domnivat,
ze argumenty B, C, D a F pfedstavuji pravdépodobné ty davody, které
mohou nejvice vzbuzovat pochybnosti o pravdivosti ¢lanku.

Zbyvajici tvrzeni predstavovala argumentacni chyby. Nejcastéji bylo
v8emi skupinami zaka prekvapivé voleno tvrzeni A, které se vztahovalo
k predsudku vuci formé zverejnéni ¢lanku (,,Clanek je zvefejnén v Caso-
pise na internetu.“). To naznacuje jistou nedavéru k online zdrojam, ktera
se nejvyraznéji projevila u zaka zakladnich skol. Miize to odrazet jejich
mensi zkuSenost s hodnocenim online obsahu nebo také vétsi diiraz na
tradi¢ni tiSténé zdroje ve vyuce.

Tvrzeni E predstavovalo emocionalni apel (,,Autor nedovolil naockovat
své déti.), ktery vSak oslabuje védeckou vérohodnost ¢lanku. Toto tvrzeni
zvolila priblizné t¥etina zaki ZS a SOU, coz mize poukazovat zejména
mlad8ich zakid na vétsi nachylnost k emociondlnim argumentim a mensi
schopnost kriticky oddélit autorovo osobni rozhodnuti od faktickych in-
formaci. Zaci gymnazii naopak vykazovali vétsi odolnost vici takovymto
manipulativnim technikéam.

Pomérné casto bylo zaky voleno také tvrzeni G (,,Mezi védci vzdy panuji
neshody.“), a to i pfiblizné pétinou gymnazisti. Ani toto tvrzeni vSak
nepredstavuje dostateény divod k pochybnostem o pravdivosti ¢lanku —
jde o chybné zobecnéni. Prestoze védci mohou mit na uréité otézky ruzné
nézory, v kliCovych oblastech mezi nimi obvykle panuje konsensus zalozeny
na dikazech.

5. Shrnuti diskuze a doporuéeni pro vyuku

Vysledky testovani ukazuji vyznamné rozdily v trovni kritického mys-
leni a védecké gramotnosti mezi zaky raznych typu Skol, coz vSak nen{ prilis
prekvapivé. Zaroven vSak ve vSech skupinach odhalily nejasnosti v rozliso-
vani spravnych a chybnych argumenti.
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Gymnazisté prokazuji nejvyssi schopnost odlisit védecky podlozené tvr-
zeni od argumentad¢nich klami, vice spoléhaji na odborné argumenty a na-
zor védecké komunity. Nejcastéji voli odpovédi odkazujici na védecky kon-
senzus a zaroven jsou nejméné néchylni k emocionalnim apeltim a chybnym
zobecnénim. Nicméné i ¢ast gymnazisti vykazuje néchylnost k nékterym
chybnym argumenttm, jako je napiiklad predsudek vuci formé publikace
nebo apel na autoritu ¢ emoce.

Zaci stredniho odborného uéiliste®) se v nékterych aspektech priblizuji
gymnazistim, zejména v orientaci na védecky konsenzus. Pfresto u nich
pretrvava vyssi nachylnost k chybnym zobecnénim a k argumenttim zalo-
zenym na autorité ¢i emocich. Svou duvéru také Castéji opiraji o anekdo-
tickou zkuSenost (uvedeni jednotlivého pfipadu), kterd vsak nepfedstavuje
védecky dikaz.

Zaci zakladnich skol ¢astéji podléhaji emociondlnim apeltim, nepod-
lozenym zobecnénim a predsudkim vié¢i formé publikace. To poukazuje
na nizsi aroven kritického a logického mysleni a slabsi epistemické zna-
losti, které vedou k vétsi duveére v emocionalné nebo subjektivné ladéné
argumenty a mensi schopnosti rozpoznat védecky konsenzus jako klicové
kritérium hodnoceni pravdivosti.

Na zakladé vysledku testovani ukazkovych tloh PISA 2025 Ize pro Skolni
vyuku doporuéit nékolik konkrétnich kroki k rozvoji a posileni kritického
mysleni a védecké gramotnosti:

1. Zarazovat diskuse o tom, jak funguje védecky konsenzus, proc¢ je

dulezity a jak vznika.

2. Trénovat rozpoznévani argumentacnich klami — napfiklad emoci-
onalni apel, apel na autoritu, podsunuty argument, nepodlozené zo-
becnéni ¢i predsudek vuci formé publikace.

3. Posilovat epistemické znalosti a porozuméni povaze védeckého po-
znani — vysvétlovat zakam, pro¢ nestaci jednotlivy piriklad nebo na-
zor autority, ale pro¢ je nutné ovéfovat informace na zakladé dikazi
a odborného konsenzu.

4. Rozvijet medialni gramotnost — ucit zaky kriticky &ist texty z riz-
nych zdroji, véetné internetu, a hodnotit jejich vérohodnost.

5. Vytvaret piilezitosti k diskusi a argumentaci — umoznit zaktim obha-
jovat své nazory s oporou o dukazy a reflektovat vlastni argumentad¢ni
i logické chyby.

6)Zde je tfeba uvést, Ze testovani se Gcastnili Zaci pouze z jedné skoly, vysledky lze
tedy zobechiovat jen ve velmi omezené mife.
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Uvedena doporuceni mohou prispét ke snizeni nachylnosti zaki k dez-
informacim a manipulativnim technikdm a zaroven podpofit rozvoj schop-
nosti odliSovat védecké poznatky od osobnich nazort a domnének. Ucite-
lim mohou jako vyukovy material poslouzit napfiklad vyse uvedené tlohy
doplnéné komentarem k jejich feSeni. Ziskana zjisténi lze dobfe vyuzit i ve
vyuce fyziky, kde Zaci ¢asto pracuji s daty, interpretuji méfeni a vyvo-
zuji zévéry. Pravé fyzika muze diky svému experimentalnimu charakteru
nabidnout fadu piilezitosti k rozvijeni kritického mysleni a k hlubsimu
porozuméni povaze védeckého poznévani. Dalsi inspiraci pro vzdélavaci
strategie v oblasti kritického myslen{ ¢ védecké gramotnosti mohou ¢Cte-
nari nalézt v revRVP ZV [8] nebo v odborné literatufe (napf. [10], [11],

[12]).
Zaveér

Cilem ¢lanku bylo na dvou vybranych ukazkovych tlohéch z aktuélniho
Setfeni PISA 2025 ilustrovat zaméfeni koncepéniho ramce pro oblast pii-
rodnich véd a ukazat prevalenci nékterych typickych chyb, kterych se zaci
v argumentaci a logickém uvazovani dopoustéji. Testovani se ti¢astnili zaci
9. ro¢nikt zakladnich 8kol a Zaci prvniho ro¢nikia gymnézii a stfedniho
odborného ucilisté strojirenského; jejich primérny vék byl 15,4 roku.

Vysledky testovani ukézaly, Ze rozvoj kritického mysleni a védecké gra-
motnosti predstavuje dilezitou vyzvu pro vSechny stupné vzdélavani, pii-
¢emz nejvice podpory potiebuji zaci zédkladnich skol a stfedniho odbor-
ného uéilisté. Pravé u téchto dvou skupin se nejcastéji objevuje nachylnost
k argumentac¢nim klamim a slabsi epistemické znalosti, které vedou k vétsi
davére v emocionédlné nebo subjektivné ladéné argumenty a k mensi schop-
nosti rozpoznat védecky konsenzus jako kli¢ové kritérium hodnoceni prav-
divosti. Uvedené rozdily mezi skupinami je tfeba chépat jako orientaéni,
nebot nebyly ovéfeny statistickymi testy; pfesto vSak naznacuji vyznamné
tendence v drovni kritického mysleni a védecké gramotnosti.

Systematickou soucésti vzdélavani by proto mélo byt posilovani schop-
nosti rozliSovat mezi védeckymi fakty, jednotlivymi nézory a dezinfor-
macemi, stejné jako rozpoznavani manipulativnich technik. Kli¢ovou roli
v tomto procesu sehrava ucitel, ktery mize pomoci zakim porozumét
tomu, jak védecké poznani vznika, jak 1ze odlisit fakta od nazora a hypo-
téz a jak uplathovat kritické myslen{ v bézném zivoté. Ucitelé tak mohou
vyznamné prispét k budovani odolnosti vié¢i dezinformacim a k vychové
obcant, ktef{ dokazou samostatné a kriticky uvazovat o slozitych tématech
soucasného svéta.
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INFORMATIKA

Stavime se Stavitelkou

SARKA GERGELITSOVA — TOMAS HOLAN
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Stavitelka je aplikace pro vytvdateni 8D konstrukci pomoci jazyka Python.
Tento text ukazuje jeji pouZiti, myslime si, Ze by mohl zajimat ty, kdo uci
programovdnt, i ty, kteri se uci programovat a chitéji programem vytvorit

néco hezkého.

1. Aplikace
Stavitelka je webova aplikace na https://stavitelka.geometry.cz/,

obsahuje textové pole pro vkladani programu, tlacitko Postav a ,obrdzek* —
okno s odpovidajici scénou. Pouziva se tak, ze do textového pole napiSeme
nebo vlozime program, stiskneme tla¢itko a mizeme si prohlizet vysledek.
Obrézek zobrazuje trojrozmérnou scénu, jejiz prohlizeni miZzeme ovladat

pomoci mysi.
Program

Scéna se popisuje pomoci programu v jazyku Python, ale k vytvofeni
jednoduché scény nemusime umét programovat, ani nepotiebujeme zadné
velké znalosti. Projdeme si je postupné.
Objekt

Scéna se sklada z objektu. Stavitelka umi pracovat se tfemi typy ob-
jektu — kvadr, koule, a valec. Objekt vytvorime tak, Ze zavolame patii¢nou
funkci, takze kdyZ program bude obsahovat jediny piikaz

st . Koule ()

uvidime kouli, a podobné piikazem
st . Kvadr ()

nebo
st . Valec ()
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vytvofime kvadr nebo valec (obr. 1).

Obr. 1 Zakladni tvary s vychozimi hodnotami parametri

Vsechny piikazy pro Stavitelku za¢inaji pismeny ,st.“. To zelené a modré
na obrazku je néco jako trava a obloha.

Vlastnosti a parametry

Kazdy vytvofeny objekt ma néjakou polohu, zvétSeni a téz pootoeni
neboli rotaci. Kazdy z téchto idaji je urcen t¥emi &isly — trojrozmérné
poloha (x,y, z), zvétSeni v kazdém ze t¥i sméra (s, sy,s.) a rotace podle
kazdé ze tif os (ry,7y,7.). KdyZ je neuvedeme, pouziji se vychozi hodnoty.
K tomu je dobré fici, Ze rozméry vSech téchto zakladnich objekti jsou 1,
s vyjimkou vysky valce, ktera je 2. Vychozi poloha kazdého objektu i vy-
chozi pootoceni jsou (0,0,0) a vychozi zvétSeni je (1,1, 1). Poloha objektu
je poloha jeho stiedu, proto koule saha od —0,5 do 40,5 ve vSech smérech
a valec v ose y sahd od —1 do +1. Takze tfeba program

st . Koule ()
st . Koule (y=1)
st . Koule (y=2)

vyrobi jednoduchého snshulédka (obr. 2),

Obr. 2 Umisténi objektu

ale pokud pridame velikosti a nalezité upravime polohu (soufadnice y),

st .Koule(sx=2, sy=2, sz=2)
st .Koule(sx=1.5, sy=1.5, sz=1.5, y=1.75)
st . Koule (y=3)
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dostaneme lepsiho snchulaka (obr. 3).

Obr. 3 ...a zména velikosti

Parametry mtzeme uvadét v jakémkoliv poradi a kdyz néjaky vyne-
chame, pouzije se jeho vychozi hodnota.

Jesté ukizka parametrt zvétSeni a rotace: Tieba kvadr zmenseny ve
sméru osy z (to je osa zepfedu dozadu) na ¢tvrtinu a otoceny podle stejné
osy o 45 stupii
st .Kvadr(sz=1/4, rz=45)

vypadé takhle:

Obr. 4 Rotace

Barva

Mezi parametry je jesté jeden (ale uz posledni!) — a to je barva. Barva
se uvadi jako trojice ¢isel mezi 0 a 1 uvadéjicich intenzitu Cervené, zelené
a modré, neboli RGB. Vychozi barva, jak jsme uz vidéli, je bila.
st .Koule(sx=2, sy=2, sz=2, barva=(1, 0, 0))
st .Koule(sx=1.5, sy=1.5, sz=1.5, y=1.75, barva=(1, 1, 0))
st . Koule (y=3, barva=(0, 1, 0))

vypadé takhle:
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Obr. 5 Zména barvy

Tip: Pokud se vam dlouhé fadky nevejdou do textového pole, chytte ho
za pravy dolni roh a roztahnéte ho na potiebnou velikost.

Pro¢ je to program

Vime tedy, ze Stavitelka je aplikace, kteréa z pfikazi vyrobi trojrozmér-
nou scénu, kterou si muzeme prohliZet. Ale pro¢ se ty prikazy zapisuji jako
program a pro¢ v jazyku Python?

Odpoveéd zni: protoze v programovacim jazyku dokdZeme snadno za-
psat opakovani, podminky, vypocty. Tfeba kdyz chceme vyrobit dvacet
¢tvercovych desek — kvadrii, rtizné posunutych, pootocenych a obarvenych,
nemusime pséat dvacet pfikazi, ale pouzijeme cyklus:

N = 20

for i in range(N):
st .Kvadr(sx=0.2, x=0.25%i, rx=>5%i, barva=(i/N,1—i/N,0))

Obr. 6 Cyklem generovana fada ¢tvercovych desek

A to, ze jsme ¢islo 20 schovali do proménné N, nam dovoli pfidanim
jedné nuly vytvorit misto dvaceti desek dvé stovky desek.
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Obr. 7 ...delsi cyklus

Stejné snadno vytvoiime t¥eba nejen Sachovnici:
for i in range (8):
for j in range(8):
st .Hranol(sy=0.1, x=i, z=j, barva=((i+j)%2,)*3)
ale i S8achovnicové schodisté

.st.Hranol(sy=0.1, x=i, z=j, y=(i+j) /4, barva=((i+j)%2,)*3)

Obr. 8 Sachovnice (v kodu y = 0) a schodiste (y = (i + j)/4)

Diky tomu, Ze scénu zapisujeme jako program, a diky tomu, Ze Sta-
vitelka umi vytvafet prostorové objekty, se vyhneme nutnosti studovat
néjaky jazyk pro tvorbu 3D scény.

2. Tvary

Ale neni vSechno tak krasné jednoduché. Kdybychom chtéli vytvofit
tfeba néco, co by pripominalo kvét, muzeme vzit kouli, v jedné ose, tfeba
z, ji zmensit, aby byla skoro placata, ve druhé ose, t¥eba (ve svislé ose) y
ji zmensSit a pak ji vytvofit nékolikrat, vzdy trochu pootocéenou:

N=3

for i in range(N):
st .Koule(sz=0.2, sy=1/3, rz = i*360/N, barva=(1, 0, 0))

Matematika — fyzika — informatika 35 (2) 2026 143



Obr. 9 T¥i skalované a prekryvajici se koule

Jenze kdybychom chtéli tieba lichy pocet okvétnich listkii, tak to takhle
nedokaZeme a problém je v tom, Ze rotace otac¢i kazdy objekt kolem jeho
stfedu a to, co vidime na obrazku jako 6 dilki, jsou ve skute¢nosti jenom
3 dilky, které se prekryvaji.

Jak tedy rozmistit okvétni listky kolem stifedu? Regenf spociva v tom, co
se ve Stavitelce jmenuje ,tvar®, v moZnosti vytvoiit novy druh objektu,
ktery bude obsahovat jiné objekty. A tyto jiné objekty v ném muzeme
vhodné rozmistit, takZze kdyz se nové vytvoreny tvar bude otacet kolem
svého st¥edu soufadnic, tedy kolem své soufadnice (0, 0,0), budou se kolem
tohoto bodu otécet vSechny objekty ve tvaru obsazené.

Ukazme si ptiklad, definice tvaru za¢ina st.TVAR_zacatek_definice
(jmeno), konéi st.TVAR_konec_definice() a novy exemplalf vytvoiime
pomoci st.TVAR(jmeno), kde miZzeme zase uvést parametry stejné jako
u kvadru, koule nebo valce:

st . TVAR zacatek definice("listek")
st .Koule(x=1, sz=0.2, sy=1/3, barva=(1, 0, 0))
st . TVAR_konec_definice ()

N = 13
for i in range (N):
st .TVAR("listek", rz=i%*360/N)

Obr. 10 V novém tvaru je koule posunutd mimo stied, kolem néhoz se otaci

Definice tvaru muze obsahovat dalsi tvary, takZe z listki muZeme de-
finovat tvar pro kvétinu a z kvétin tieba cely zahon, a protoze mame
k dispozici vSechny nastroje jazyka Python, mohou mit jednotlivé kvétiny
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tfeba ndhodné vybranou velikost nebo pootoéeni:

st . TVAR_zacatek definice("listek")
st .Koule(x=1, sz=0.2, sy=1/3, barva=(1, 0, 0))
st . TVAR_konec_definice ()

st . TVAR_zacatek definice("kytka")
N =13
for i in range(N):
st .TVAR("listek", rz=i%*360/N)
st .Koule(sz=0.2, barva=(1, 1, 0))
st . Valec(sx=0.2, sz=0.2, sy=2, y=—1.8, z=0.2, barva=(0, 1, 0))
st . TVAR_konec definice ()

import random

SIRKA = 10
HLOUBKA = 10
KROK = 3
for ix in range (SIRKA):
for iz in range (HLOUBKA) :
st . TVAR("kytka", x=ix*KROK, z=iz+KROK, ry=random.
random () x360)

xrozmer = KROK*xSIRKA

zrozmer = KROK+HLOUBKA

yrozmer = 0.3

st . Kvadr (sx=xrozmer, sz=zrozmer, Sy—=yrozmer, X—Xrozmer/2—2, z—=
zrozmer /2—2, y=—4, barva=(0.5,0.3,0))

Obr. 11 Pole témé&r slunecnicové

Protoze popis scény je program, mizeme do néj psat komentare.
Tato scéna zobrazuje 100 kvétin, kazda z nich se sklada ze 1342 objekt,
to mame dohromady 1501 trojrozmérnych objektta. Stavitelka zvladne
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zobrazovat mensi tisice objekt, takze u takovéhle scény uz miZe zobra-
zovani zac¢it drhnout. Ale na hrani a pokusy by to mé&lo stacit.

Dodateéna zména barvy

Uz jsme vidéli, Ze mezi parametry objektt Stavitelky je také parametr
barva. U zékladnich objektiu (Koule, Valec, Kvadr) je jeji vyznam jasny.
Parametr barva ale miZeme zadat, i kdyZz vytvaiime tvar. A tento para-
metr miize tvar pfedat svému objektu, ktery o to ,pozada“: Kdyz v definici
tvaru pouzijeme barvu BAREVNY_PARAMETR, bude nahrazena barvou, kte-
rou zadame pii vytvafeni tvaru ve scéné, napiiklad:
st . TVAR zacatek definice("listek")

st . Koule(x=1, sz=0.2, sy=1/3, barva=st. BAREVNY PARAMETR)
st . TVAR_konec_definice ()

st . TVAR _zacatek definice ("kytka")

" St.TVAR("listek", rz—i=360/N, barva=st.BAREVNY PARAMETR)
st .. TVAR konec definice ()

import random

barvy = [(1,0,0),
(1,1,0),(1,0.5,0),(0,1,1) ,(1,0,1),(1,0,0.5) ,(0,0,1)]

st .TVAR("kytka", x=ix*KROK, z=iz+*KROK,
ry=random .random () *360, barva=barvy[random.randint(0,6)])

Obr. 12 Objekt predava svou barvu vnofenému tvaru — kvétina svému okvétnimu
listku

Zde dostane kazda vytvorena kvétina parametr barva, kterym se na-
hradi barevny parametr (BAREVNY_PARAMETR) v jeji definici i v ji podfizené
definici okvétniho listku.
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3. Funkce definujici tvar

Kdyz nauc¢ime Stavitelku, jak ma vypadat néjaky tvar, zapamatuje si
to a pak muzeme vytvaret jeho instance, které budou mit vlastni polohu,
zvét8eni a rotaci. Kdybychom potiebovali dodate¢né ménit nékteré pa-
rametry, nejde to, aZ na vySe uvedenou vyjimku jednoho parametru pro
barvu.

Ale miZeme si pomoci funkci, ktera pro kazdou hodnotu parametri
nadefinuje novy tvar; mozna to vypada slozité, ale v jazyku Python je to
veelku jednoduché, tfeba takto:

def Hodiny (hodiny , minuty):
jmeno = f"hodiny {hodiny} {minuty}"

st . TVAR_zacatek definice (jmeno)
st .TVAR(" cifernik")

uhel mala = —360%(hodiny+minuty /60) /12
st .TVAR("mala_rucicka", z=0.3, rz=uhel mala)
uhel velka = —360*minuty /60

st .TVAR("velka rucicka", z=0.3, rz=uhel velka)
st . TVAR_ konec definice ()

return jmeno

for hodiny in range(2):
for minuty in range(0,60,15):
st .TVAR(Hodiny (hodiny , minuty) ,
x=4*hodiny + minuty/15)

V této funkci pouzivime tii tvary: "cifernik", "mala_rucicka" a
"velka_rucicka", jejichZz definice zde neuvadime.

Obr. 13 Cyklem miZzeme nejen generovat fadu objektd, ale diky funkci i definovat
nové tvary

Kazdé zavolani funkce Hodiny, tfeba Hodiny(12, 45) nadefinuje novy tvar
s odpovidajicim jménem, t¥eba hodiny_12_45* a zavolani funkce st. TVAR
potom vytvori instanci tohoto nového tvaru.
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4. Off-line Stavitelka

Pokud nam nevyhovuje online prostiedi, anebo pokud chceme na psani
programu pouzivat néjaké nastroje k tomu uréené, mizeme pouzit modul
stavitelka.py (odkaz je dole na strance aplikace). Jen musime na zacatek
programu doplnit piikaz

import stavitelka as st

a na konec volani funkce

st . ZobrazScenu ()

Piikazy mezi tim budou stejné jako ve vySe popsané online verzi a po-
sledni piikaz vytvori HTML soubor, ktery se automaticky otevie v proh-
lizeci.

5. Ulohy

Pokud vas nenapadé, co byste mohli pomoci Stavitelky stavét, zkuste
tFeba Sachovnici, zed z cihel danych rozmért a s danymi mezerami, ¢ty¥i
zdi navazujici kolem dokola, hrad, stil s pocita¢em, poécitacovou uc¢ebnu

(spousta stoli s poéitaci), budovu vasi skoly, Rubikovu kostku nebo po-
trubi.
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Generativni uméla inteligence
Dil tteti: Perceptron

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Velké jazykové modely jsou postavené na hlubokych neuronovych sitich,
které vyuzivaji vicehlavovy attention mechanismus. Co tyto komplikované
znéjici pojmy znamenaji se postupné dozvime v jednotlivych dilech série
¢lankt vénované generativni umélé inteligenci. Tteti dil seridlu popisuje
umély neuron, kterému rikdme perceptron.

1. McCullochiv—Pittstiv neuron

Rekli jsme si, ze velké jazykové modely, jakymi jsou napiiklad GPT
od OpenAl, Gemini od Googlu nebo rodina velkych jazykovych modela
Claude od Anthropicu, patii mezi moderni pfistupy v oblasti zpraco-
vani prirozeného jazyka. Velké jazykové modely pouzivaji ke svému fun-
govani predtrénované hlubkové neuronové sité tvorené obrovskym pocétem
umélych neuront.

V minulém dilu jsme se podrobné vénovali takzvanému McCullochovu—
Pittsovu umélému neuronu (MCP neuronu), ktery je schopen reprezento-
vat jen tizkou t¥idu booleovskych funkci. Na MCP neuron se muzeme divat
jako na velmi zjednodusSeny model biologického neuronu. Jako takovy vsak
ma dvé zasadni nevyhody:

e Vstupy i vystup MCP neuronu jsou pouze binarni. MCP neuron tedy
umi reprezentovat pouze booleovské funkce.')

e Fungovani MCP neuronu (tedy to, jakou booleovskou funkei reprezen-
tuje) je dano jeho konstrukef (kolik méa excita¢nich a inhibi¢nich vstupi,
jestli jsou nékteré vstupy napevno nastavené na jedni¢ku nebo nulu a
podobné). NedokaZze tedy piizpusobit svoje chovani — fikame, Ze se ne-
dokaze ucit z prikladi.

ODbé tyto nevyhody odstranil americky psycholog Frank Rosenblatt. U¢inil
tak vylepSenym umélym neuronem, kterému se tika perceptron.

1) Ve skute¢nosti neumi reprezentovat zdaleka vSechny booleovské funkce. K této prob-
lematice se vratime v jednom z nasledujicich dild.
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2. Rosenblattiv perceptron

Frank Rosenblatt (1928-1971) vystudoval psychologii na Cornellové uni-
verzité. Po studiich pracoval na Cornell Aeronautical Laboratory v Buffalu
ve staté New York, kde se zabyval vnimanim, u¢enim a rozpoznévanim
vzoru. Chtél pochopit, jak mtze biologicky mozek zpracovavat informace,
a pokusil se tyto principy prevést do matematického modelu — percep-
tronu [1]. Rosenblatt perceptron nejen teoreticky navrhl, ale se svymi ko-
legy zkonstruoval i jeho fyzickou realizaci, znamou jako Mark I Perceptron.
Zemftel 11. ¢ervence 1971, v den svych 43. narozenin, pii nehodé na pla-
chetnici v Chesapeake Bay ve staté Maryland.

Obr. 1 Frank Rosenblatt (zdroj: Heinz Nixdorf MuseumsForum)

Podivejme se nyni, jak perceptron vypada a jak funguje. Jeho schéma
je uvedeno na obr. 2.

T

n

i=1

1 pro > w;x;+b>0
>y = i=1
0 jinak

obr. 2 se schématem MCP neuronu uvedeného v pfedchozim dilu). Dohro-
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mady méa perceptron n + 1 vstupt, posledni vstup je pomocny a je trvale
nastaven na hodnotu 1. Vyznamné vylepSeni spoc¢iva v tom, ze vstupy
r1,...,T, nemusi byt pouze logické jednicky nebo nuly, mohou to byt
libovolné realna &isla. Kazdy vstup je navic vybaven vahou. Tyto vahy
mohou byt opét realnéa &sla. Vaha pomocného vstupu se nazyva bias® a
budeme ji znacit pismenkem b.

Perceptron nejprve provede jednoduchy vypocet — vazeny soucet vstupii,
ke kterému je pri¢ten bias:

i: w;x; + b. (1)
i=1

Na vysledek tohoto vypoétu je pak aplikovana takzvané aktivacni funkce
©. V tomto p¥ipadé je aktivacni funkci Heavisidova skokovd funkce®

p(r) = (2)

1 proxz >0,
0 jinak,

jejiz graf je znazornén ve schématu perceptronu. Vystup perceptronu je
tedy 1, pokud je vysledek vypo&tu (1) nezaporny; v opa¢ném piipadé je
vystup nastaven na 0.

3. Linearni binarni klasifikator

Dostavame se tak k podstatnému zjisténi: pravé popsany vypodcet umoz-
fiuje perceptronu pracovat jako linedrni bindrni klasifikdtor. Co presné zna-
mené linearni bindrni klasifikitor, si ukdZeme na perceptronu, ktery ma
pouze dva vstupy z1 a x5 (a samoziejmé pomocny vstup trvale nastaveny
na jednic¢ku). Takovy perceptron nejprve vypoé&ita hodnotu vyrazu

wy - T+ wa - T2 + b, (3)
na kterou je pak aplikovina aktiva¢ni funkce (2). Jestlize tedy plati, ze
w1+ X1 +w2~x2+b20,

pak perceptron vraci 1, jinak vrati 0. Vyznam tohoto vypoctu se snadno
odhali, pokud se na vstupy x; a x2 budeme divat jako na sourfadnice bodu

2)Cvlesky bychom mohli Fict vychyleni nebo posunuti.
3)Problematika volby aktivaéni funkce je pomérné rozsahla a taktéz se k ni vratime
pozdéji.
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v roviné. Rovnici
w1 - T1 + w29 +b=0 (4)

pak muzeme chapat jako rovnici pfimky v roviné. Bod [z1,z2] tedy lezi
v jedné z polorovin uréenych touto pFimkou.

Perceptron s nastavenymi vahami wi, wy a biasem b tak rozlisuje (kla-
sifikuje) body v roviné do dvou tfid pomoci linearni rozhodovaci hranice,
ktera je dana p¥imkou (4), jak ukazuje obr. 3.

)

T

Obr. 3 Body rozdélené do dvou t¥id podle pfimky.

V obecném piipadé, kdy ma perceptron n vstupt 1, . .., x, se vSe odeh-
rava v nrozmérném prostoru; délici hranici je nadrovina

z": w;x; +b=0.
i=1

Problémem v8ak zustava, jakym zptuisobem nastavit vahy perceptronu
tak, aby prislusné pfimka danou mnozinu bodi spravné rozdélila. Otazkou
také je, zda je takové nastaveni vah mozné za vSech okolnosti. Témto
problémum se Frank Rosenblatt a dalsi vyznamni védci také vénovali a
my se jimi budeme zabyvat v dalsich dilech série.

Literatura

[1] Rosenblatt, F.: The Perceptron: A Probabilistic Model for Information Sto-
rage and Organization in the Brain. Psychological Review, ro¢. 65 (1958),
¢. 6, 386-408.
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ZPRAVY

Celostatni kolo 67. ro¢niku FO
2026

Celostatni kolo 67. ro¢éniku Fyzi-
kalni olympiady kategorie A ve skolnim
roce 2025/2026 hostil ve dnech 3.-6.
unora 2026 Olomoucky kraj a piedev-
§im Prirodovédeckd fakulta Univerzity
Palackého (www.prf.upol.cz) ve Spo-
lupréci se SS, 7S a MS pro sluchové
postizené Olomouc (www.sluch-ol.cz)
a Stfedni 8kolou technickych pro-
fesi Olomouc (www.kosinka.com). Sou-
téz probéhla za podpory JCMF,
MSMT, rektora UP, PrF UP, fi-
rem Conatex (www.conatex.cz), Ho-
neywell (tadyjebudoucnost.cz) a Me-
opta (www.meopta.com). Na zakladé
vysledki krajskych kol soutéZe, jez
probéhla 14. 1. 2026, pfijelo zméfit
své sily celkem 40 soutéZzicich (z toho
8 divek). Zastitu nad celostatnim prev-
zali: hejtman olomouckého kraje La-
dislav Oklesték a naméstek hejtmana
Mgr. Svatopluk Binder, Ph.D., néa-
méstek primatorky statutarniho mésta
Olomouc Mgr. Viktor Tichdk, Ph.D.,
rektor UP doc. JUDr. Michael Ko-
hajda, Ph.D., a dékan Prirodovédecké
fakulty UP Mgr. Jan Riha, Ph.D.
Knizni ceny vénoval Gcastnikiim i eme-
ritni profesor PfF UHK a dlouho-
lety mistopfedseda ustfedni komise FO
prof. Ing. Bohumil Vybiral, CSc.

Ve stfedu 4. 2. dopoledne cekaly
soutézici v prostorach Prirodovédecké
fakulty UP ¢ty#i teoretické ulohy, s ni-
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miz se museli vyporddat béhem péti
hodin. Autorem prvnich t¥i byl prof.
Ing. Ivo Cdp, CSc. (FO SR), autorem
&tvrté doc. RNDr. Jan Slégr, Ph.D.
(PIF UHK), jenZ provedl také zavérec-
nou redakci zadani i autorského feSeni
dloh. Prvni mechanickd tloha s néz-
vem Hra s mickem Fesila Sikmy vrh
mice a jeho mozné vykopnuti do zlabu;
fesitelé za ni ziskali v praméru 7,5
bodu z deseti moznych a nejlépe si
s ni poradil Daniel Jedlicka (VOS a
SPS elektrotechnicka, Plzeni). Druha
uloha Tepelny déj zahrnovala cyklicky
déj s jednim molem dusiku uzavie-
ného ve valci s pistem a priamérny
zisk byl 5,9 bodu; porota jako nej-
lepsi ocenila FeSeni Vojtécha Cerného
(G Jana Keplera, Praha 6, Parléfova).
Tteti, nejobtiznéjsi uloha FElektromag-
netickd brzda se vénovala indukova-
nému proudu, vykonu a brzdicimu mo-
mentu sily pro model jednoduché ob-
délnikové civky rotujici v magnetic-
kém poli; soutézici doséhli v priméru
3,6 bodu a nejlepsi feseni odevzdal Mi-
chal Stroff (G Praha 4, Budg&jovicka).
Ctvrta tloha s nazvem Komplex Y-12
navazovala na studijni text [1] a vycha-
zela z modelu hmotnostniho spektro-
metru jader izotopt uranu pouzitého
v projektu Manhattan. Soutézici ziskali
v priméru 8,1 bodu a nejlepsim fesite-
lem byl Zbynék Makovsky (G Pardu-
bice, Dagicka).

Ve ctvrtek 5. 2. soutézici ve dvou
skupinach resili praktickou tlohu na-
vrzenou Mgr. Radkem éelechovskym,
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Ph.D. z katedry optiky PrF UP a
vénovanou lamani i pruznosti Spaget
s odhadem modulu pruznosti. Sou-
tézici ji zvladli pomérné dobte, ziskali
v primeéru 14,7 bodu a nejlepsi resitel-
kou porota vyhlasila Julii Pazdirkovou
(Masarykovo G, SZS a VOS zdravot-
nicka, Vsetin).

Resenf experimentélni tlohy v prosto-
rach PfF UP (foto Ota Blahousek)

K celostatnimu kolu tradi¢né patii
i bohaty navazujici program, jenz za-
hrnoval prednésku Fyzikdlni principy
letu proudovijch letount zastupct firmy
Honeywell, exkurze do laboratofi PiF
UP, podvecerni prednasky prof. RNDr.
Tomdse Opatrného, Dr., Kvantové po-
¢itace a prof. RNDr. Jana Svece, Ph.D.
et Ph.D., Jak vznika lidsky hlas? (oba
PiF UP Olomouc) i moZnost navs-
tévy science centra Pewvnost pozndni
(www.pevnostpoznani.cz).

Posledni den, v patek 6. 2. dopo-
ledne, probé&hlo aule PfF slavnostni
vyhlageni vysledkt. Uvedme zakladni
statistické udaje: deset ucastniku se
stalo vitézi, dvacet Sest UspéSnymi fe-
Siteli a Ctyfi ucastniky soutéze. Po-
myslnou zlatou medaili vybojoval Mi-
chal Stroff (G Praha 4, Budéjovicka),
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st¥ibrnou Anita Vacekovd (G Brno,
tfida Kapitana JaroSe) a bronzovou Ju-
lie Pazdirkovd (Masarykovo G, SZS a
VOS zdravotnicka, Vsetin).

TTi nejlepsi soutézici, zleva: Julie Paz-
dirkovd, Michal Stroff a Anita Vace-
kovd (foto Ota Blahousek)

Drzme palce pétici naSich sou-
tézicich na 56. mezinarodni fyzi-
kalni olympiadé, kterd ma probéh-
nout 4. az 12. Cervence 2026 v co-
lumbijském mésté Bucaramanga (viz
ipho2026. com). Dal3i informace a foto-
dokumentaci celostatniho lze najit na
strankach fo.upol.cz/ck2026.html.

V pristim 68. ro¢niku bude hostite-
lem celostatniho kola Pardubicky kraj,
kam pozval ucastniky zéastupce kraj-
ské komise FO RNDr. Viadimir Vi-
cha. Zajemci a pfiznivci soutéze naj-
dou v8echny potiebné aktualni infor-
mace vcetné zadani i TFeSeni tloh na
Stenarum MFT jisté dobfe znamych in-
ternetovych strankach UKFO http://
www.fyzikalniolympiada.cz.

Literatura

[1] Vybiral, B.: Magnetické pole
ve vakuu (Elektrodynamika I.).
http://fyzikalniolympiada.cz/
texty/magnet.pdf.
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Vysledkova listina celostatniho

kola

Vitézové

1. Michal Stroff (G Praha 4, Bu-
déjovicka, 58,5 b), 2. Anita Vacekova
(G Brno, t¥. Kpt. Jarose, 55 b), 3. Julie
Pazdirkova (Masarykovo G, SZS aVOS
zdravotnicka, Vsetin, 54 b), 4. Vojtéch
Cerny (G J. Keplera, Praha 6, Parlé-
Fova, 52,5 b), 5. Alex Christian Faivre
(G J. A. Komenskeého a Jazykova skola,
Uhersky Brod, 52,5 b), 6. Lukas Franta
(G Ch. Dopplera, Praha 5, 51,5 b),
7. Eliska Bednarova (G Otokara Bre-
ziny a SOS Telg, 50,5 b), 8. Miroslav
Mladek (SPS strojni a stavebni, Tébor,
50,5 b), 9. Daniel Jedlicka (VOS a SPS
elektrotechnicka, Plzetn, 50 b), 10. Vit
Izdny (G J. Keplera, Praha 6, Parlé-
Fova, 48,5 b).

Zlaty Michal Stroff (foto O. Blahousek)

Uspésni Fesitelé

11. Adam Pustka (G F. X. Saldy, Libe-
rec, 46,5 b), 12. Jan Blaha (G Praha 4,
Na Vitézné plani, 45,5 b), 13. Ma-
t&j Bajgar (G Ceské Budgjovice, Ji-
rovcova, 45 b), 14. Zbynsk Makovsky
(G Pardubice, Dasicka, 44 b), 15. Ka-
mila Toméasova (G J. Keplera, Praha
6, Parléfova, 43,5 b), 16. Vojtéch Kub-
rycht (G Praha 4, Bud&jovicka, 42 b),
17. Tomas Zv&fina (G Jihlava, 40,5 b),
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18. Radovan Koukal (G Praha 4, Na
Vitézné plani, 40,5 b), 19. Patrik
Péschl (G F. X. Saldy, Liberec, 39,5 b),
20. Michal Fiser (VOS a SPS elektro-
technické, Plzen, 39 b), 21. Anna Ma-
tiaskova (G Turnov, 38 b), 22. Petr
Barték (Slovanské G, Olomouc, 38 b),
23. Dominik Kaiika (Lepafovo G, Ji-
&n, 37,5 b), 24. Krystof Basista (G Jo-
sefa Kainara, Hlu¢in 37,5 b), 25. Adam
Kladni¢ek (G Dr. Antona Randy, Jab-
lonec nad Nisou, 37,5 b), 26. Fi-
lip Cerny (G F. X. Saldy, Liberec,
36 b), 27. Mikulas Hofenek (Wichter-
lovo G Ostrava, 35,5 b), 28. Marek Ne-
doma (Biskupské G Zdsr nad Sézavou,
35,5 b), 29. Milan Kadlec (G Pisek,
35,5 b), 30. Marie Hruba (G Ostrava,
Zabteh, Volgogradska, 35,5 b), 31. Ma-
t&j Hosek (G Ostrava, Zabteh, Volgog-
radska, 35 b), 32. Mark Joly (G Hav-
lickav Brod, 32 b), 33. Ivan MiSustin
(G Pierra de Coubertina, Tabor, 32 b),
34. Lukas Vojtek (G Brno, t¥ida Kpt.
Jarose, 31,5 b), 35. Kvéta Bouchalova
(G Olomouc, Hejéin, Tomkova, 29,5 b),
36. Tereza Nejezchlebova (G Pardu-
bice, Dasicka, 27,5 b).

Nejlepsi divka v soutézi Anita Vace-
kova (foto O. Blahousek)

Lukd$ Richterek
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Ustfedni kolo 75. ro¢niku MO
kategorie A

Ustfedni kolo 75. ro¢niku Matema-
tické olympiady kategorie A uspofa-
dala ve dnech 15.-18. bfezna 2026 jiho-
moravska krajska komise Matematické
olympiddy ve spolupréci s Gymnaziem
Brno, t¥. Kpt. JaroSe, a s prispénim
fady partneri a sponzord. Na uspofa-
dani ustfedniho kola se déle podilela
Ust¥edni komise matematické olym-
piddy, Jednota ceskych matematiki a
fyzikt a Ministerstvo Skolstvi, mladeze
a tslovychovy CR.

Vsichni soutézici, ¢lenové UstFedni
komise komise MO a pozvani hosté
byli ubytovani v hotelu Avanti v cen-
tru Brna, kde probéhla i celd sou-
téz. Slavnostni zahéjeni probéhlo 15.
bfezna ve Hvézdarné a planetariu Brno
za GCasti predstaviteli MSMT, kraje i
mésta. V jeho pribéhu udélili predsta-
vitele Ceské matematické spolecnosti
a Nadace Qminers Cenu Cantor za
mimofadny piinos pii pripravé ucast-
niki MO Mgr. Zbyriku Vrbovi z Gym-
nazia Cesky Krumlov, Jitce Putna-
rové ze Zakladni 8koly Litomérice, Bo-
zeny Némcové a PaedDr. Josefu Ku-
besovi z Gymnézia Plzen, Mikulasské
namésti. Vysledky tstfedniho kola pak
byly vyhlaseny ve stfedu 18. bfezna ve
Snémovnim sale mésta Brna.

Na zakladé jednotné koordinace
aloh krajského kola kategorie A po-
zvala Ustiedni komise MO k ucasti
v uastfednim kole 51 nejlepsich ucast-
nikdl, mezi nimiz bylo 7 divek. Na fe-
Seni obou trojic soutéznich tdloh méli
soutézici po oba dny — 16. a 17. bfezna,
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vzdy 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Za kaz-
dou tlohu mohli soutéZici ziskat nej-
vyse 7 bodi (s celoiselnymi bodovymi
zisky).

Organizatori zavéreéného kola MO
pfipravili pro soutézici a pro cleny
ustfedni komise pestry doprovodny
program. Odpoledne po prvnim sou-
téZznim dnu absolvovali prohlidku
mésta. Druhy den to pak byla navstéva
Mendelova muzea a slavnostni vecefe
U Krélovny Elisky.

Vyhlaseni vysledki soutéZe a pie-
dani cen nejlepsim fesitelum IV. kola
kategorie A se uskutecnilo ve stfedu
18. biezna dopoledne. Pfedseda UK
MO doc. RNDr. Tomds Bdrta, Ph.D.,
v zévéreCném projevu podékoval ce-
lému tymu organizatort, zvlasté pak
Mgr. Viktoru Jezkovi, tajemnikovi
krajské komise MO, RNDr. Jirimu
Hermanowvi, pfredsedovi krajské komise
MO a Mgr. Tomdsi Necasovi, Fedi-
teli poradajicitho gymnazia, za kvalitni
pfipravu a mimofadné zdarily prabéh
celého ustfedniho kola.

Podle organiza¢niho fadu MO bylo
vyhlaSeno jedenact vitézu tstfedniho
kola, absolutnimi vitézy se pak stali
Erik Jezek ze Smichovské SPS a G
v Praze 5 a Veronika Mensikovd z Arci-
biskupského G v Praze 2 se ziskem
40 bodi. Dale bylo ocenéno 14 uspés-
nych feSiteld. Podrobnéjsi vysledky
najdete na strankach 75. ro¢niku MO.
Zde najdete také vzorova reseni soutéz-
nich tloh, jejichz zadéni uvadime nize.

1. soutézni den (16. biezna)

1. Pro kladna reédlna ¢isla z, y, z plati
22 +y% 4+ 22 = 75 a dva ze t¥i soucti
r+vy, y+ 2z, z+x jsou aspon 10. Urcete
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nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu
zbyvajiciho soudtu. (Patrik Bak)

2. Necht T je t&7isté ostrouhlého troju-
helniku ABC'. Na krat§im oblouku BC
kruznice jemu opsané je dan bod P.
Ozna¢me P’ patu kolmice z bodu P
k tse¢ce BC'. Déle ozna¢me X prisecik
piimky P’T arovnobézky s BC vedené
bodem A. Nakonec ozna¢me S stfed
usecky PX. Dokazte, ze
|[XBAP| =|XSAC|.
(Michal Janik)

3. Rekneme, 7ze skupina nékolika lidi
je trojitd, pokud se kazdy ¢len skupiny
zna s presné tfemi dal$imi ¢leny a sku-
pinu nelze rozdélit do dvou neprazd-
nych Céasti tak, aby kazdy jejich ¢len
mél vSechny své znamé ve své Casti.
Vztah znamosti je vzajemny. Urcete
nejvetsi celé ¢islo k > 3, pro které exis-
tuje kladné celé ¢islo n takové, Ze z
kazdé trojité skupiny s alesponi n lidmi
lze vybrat alespon k lidi a posadit je
ke kulatému stolu tak, ze se kazdi dva
sousedé znaji. (Jozef Ragnik)

2. soutdzni den (17. bfezna)

4. Necht a, b jsou rizna kladna cela
isla takova, ze ¢isla a®? + 1 a ab + 1
maji stejné mnoziny prvocinitelt. Do-
kazte, ze &islo
a’+b* +2
je délitelné druhou mocninou nékte-
rého prvocisla.
(Dominik Martin Rigdsz)

5. Necht P = (a1,az2...,a2026) je lvibo—
volné poradi ¢isel 1,2,...,2026. Rek-
neme, Ze index i € {1,2,...,2026} je
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dobry, pokud kazdé z 2026 &isel

Qg,
Qi — Qit1,
a; — Ai+1 + a2,

a; — Qi+1 + Qi42 — Aiyt3,

a; — Qi+1 + ... — ;42023 + Ai4+2024,

A;—Qi+1+. . .—Qi+2023+0;+2024 —Ai+2025

je nezaporné, kde indexy poc¢itdme mo-
dulo 2026, tj. klademe a ;42026 = a; pro
kazdé celé j. Ozna¢me n(P) pocet dob-
rych indexii poradi P. Urcete nejmensi
mozné i nejvétsi mozné n(P).

(Jakub Krivosik)

6. Necht ABCDEF je Sestithelnik
vepsany do kruznice se stfedem O, je-
hoz kazdé dvé protilehlé strany jsou
rovnobézné. P¥imky AB, CD a EF vy-
mezuji trojahelnik A; a pfimky BC,
DE a FA vymezuji trojuhelnik As.
Dokazte, Ze stfedy kruznic opsanych
trojuhelnikim A; a As jsou soumérné
sdruzené podle bodu O.

(Michal Janik)

Vsichni vitézové a nejlepsi aspésni
fesitelé z nematuritnich rocénikt byli
pozvani na vybérové soustiedéni, kde
budou bojovat o mista v reprezentac-
nich druzstvech na Mezinarodni mate-
matickou olympiadu v Ciné a Stiedo-
evropskou matematickou olympiadu ve
Slovinsku. Nejlepsi Fesitelé z nematu-
ritnich roénikt pak budou v pozvani na
tradi¢ni zafijové soustfedéni nejlepsich
fesitela kategorie A do Janskych Léazni.

Pavel Caldbek

157



UstFedni kolo 75. ro¢niku MO
kategorie P

V poloviné bfezna letosniho roku se
konalo v Brné tstfedni kolo 75. roc-
niku Matematické olympiady kategorie
P. Jako obvykle pfimo navazovalo na
ustfedni kolo MO kategorie A, takze
néktefi studenti mohli absolvovat obé&
tyto vrcholné soutéze na jednom misté
a v pribéhu jednoho tydne.

Usttedni kolo Matematické olym-
piady organizac¢né vyborné piipravili
pracovnici Krajské komise MO Jiho-
moravského kraje ve spolupraci s Fa-
kultou informatiky Masarykovy uni-
verzity v Brné a s prispénim celé fady
partnerti a sponzord. Vsichni ucast-
nici byli ubytovani v modernim ho-
telu Avanti nedaleko centra. Teoreticki
Cast soutéZe se konala primo na misté
v hotelu, prakticka ¢ast probéhla v po-
¢itacovych ucebnach nedaleké Fakulty
informatiky MU. Na piipravé a za-
jisténi odborné ¢asti ustredniho kola
MO kategorie P se podileli také pra-
covnici Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze, ktefi pfip-
ravili soutézni ulohy, zajistili opravo-
vani a vyhodnoceni odevzdanych fe-
Seni a pfipravu soutézniho prostiedi
pro praktickou ¢ast soutéze.

V letosnim dstfednim kole Matema-
tické olympiady kategorie P soutézilo
30 nejlepsich uspésnych fesitelu kraj-
skych kol. Vyrazné nejvétsi zastoupeni
mél tentokrat poradajici Jihomoravsky
kraj se 13 soutézicimi, dalsich 9 sou-
tézicich bylo z Prahy a jenom zbyvaji-
cich 8 odjinud. Sedm kraji nemélo v le-
toSnim ustfednim kole Zadného fesi-
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tele. Pouze 11 soutézicich bylo z matu-
ritnich ro¢nikl, zatimco 19 ucastnikt
ustfedniho kola bylo mladsich.

Soutéz zacala ve stfedu vecer slav-
nostnim zahajenim v prostorach Hvéz-
darny a planetaria na Kravi hofe. Ve
¢tvrtek dopoledne probéhla teoreticka
zaméfené na navrh efektivniho algo-
ritmu. V této ¢asti se nepracuje na po-
éitacich, soutézici odevzdavaji svoje te-
Seni zpracovand v pisemné podobé. Na
vyTeseni t¥{ zadanych tloh maji vyme-
zen Cas 4,5 hodiny. Jedna z teoretic-
kych uloh tstfedniho kola obvykle vy-
uziva néjaky netradi¢ni vypocetni mo-
del, ktery pripravi autofi uloh vzdy pro
v8echna soutézni kola prislusného roc-
niku Matematické olympiady a jiz od
domaciho kola se s nim Fesitelé sezndmi
formou studijniho textu. Leto$ni roc-
nik byl trochu vyjimecény tim, Ze v te-
oretické Casti soutéZe nebyla zadana
z&dna tloha navazujici na studijni text.
Misto toho zavedeny vypocetni model
a studijni text tentokrat vyuzila po-
sledni dloha prakticka.

Zatimco organizéitofi hned ve Ctvr-
tek po obédé zacali s opravovanim
a hodnocenim odevzdanych feSeni te-
oretickych tloh, studenti méli moz-
nost vydat se s privodci na prohlidku
rava soutéZicich na pate¢ni praktickou
¢ast — vSichni si mohli vyzkouSet praci
na pocitacich se soutéznim a vyhod-
nocovacim prostfedim CMS. Soutézici
k nému pristupuji pomoci webového
rozhrani, jehoZ prostfednictvim mohou
nejen odevzdavat k vyhodnoceni svi
vypracovand feSeni soutéznich tloh, ale
mohou také klast dotazy k tuloham a
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dozvidaji se, jak byla odevzdana feSeni
ohodnocena. Jedna se o stejné pros-
tfedi, jaké se pouziva i na mezinarod-
nich olympiddach v informatice.

Prakticka ¢ast ustfedniho kola MO
kategorie P se konala v patek do-
poledne v pocitac¢ovych ucebnich Fa-
kulty informatiky Masarykovy univer-
zity. Soutézi se za obdobnych podmi-
nek a podle stejnych pravidel, jako jsou
organizovany i mezinarodni stfedoskol-
ské olympiddy v informatice. Kazdy
soutézici pracuje na pridéleném osob-
nim poditaci se soutéZnim prostiedim
a v prubéhu 4,5 hodiny ma za tkol vy-
fesit tii tlohy. Resenf praktickych uloh
je tfeba dovést do podoby odladénych
a pln& funkénich programii. Odevzdané
programy jsou jiz v prubéhu sou-
téZze okamzité testovany pomoci pre-
dem pfipravené sady testovacich vstup-
nich dat. Hodnoti se nejen spravnost,
ale pomoci nastavenych c¢asovych li-
miti také rychlost vypocétu. V bodo-
vém hodnoceni lze diky tomu odlisit
kvalitu raznych feSeni z hlediska ca-
sové slozitosti pouzitého algoritmu. Re-
Sitelé se prubézné dozvidaji ohodno-
ceni svych feSeni, maji moznost FeSeni
opravit a odevzdat ho opakované vice-
krat.

Ustfedni kolo 75. roéniku Matema-
tické olympiady bylo zakonéeno v pa-
tek odpoledne slavnostnim vyhldSenim
vysledki kategorie P na Fakulté infor-
matiky. Reseni kazdé¢ sout&zni tlohy
bylo hodnoceno nejvyse 10 body, cel-
kem tedy mohli soutézici ziskat maxi-
méalné 60 bodi. Tohoto vysledku letos
nikdo nedosahl, absolutni vitéz obdrzel
za svoje feSeni uloh 53 bodu. Kazdou
z prvnich péti zadanych tloh nékdo ze
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soutézicich vyf¥esil na plny pocet bodi.
Nejobtiznéjsi se ukazala byt Sesta tiloha
(posledni prakticka), ktera navazovala
na studijni text o celo¢iselném linear-
nim programovani. TTi nejlepsi FeSeni
této tlohy byla ohodnocena 7 body.

Podle sou¢tu dosazenych bodu
z obou soutéznich dnti dohromady se
stanovi vysledné poradi. Usp&snymi Fe-
siteli letosniho ustfedniho kola MO ka-
tegorie P se stali soutézici na 1. az 14.
misté v celkovém poradi, tedy vSichni,
kteti ziskali alesponn 25 bodi. Sedm
nejlepsich z nich se ziskem alespon 43
bodi bylo vyhlaseno vitézi ustfedniho
kola.

Vysledky tstfedniho kola 75. roé-
niku MO kategorie P

Vitézové

1. Adam Houdek, 1/4, SOS a ZS Bre-
zové, 53 bodi,

2. Erik Jezek, 4/4, Smichovska SPS a
gymnéazium, Praha 5, 50 bod1,

3. Svatava Simeckova, 8/8, Gymna-
zium Brno, t¥. Kpt. Jarose, 48 bod,
4. Petr Stary, 8/8, Gymnazium Jirov-
cova, Ceské Budéjovice, 46 bodt,

5. Hugo Herynek, 7/8, Gymnéazium
Jana Keplera, Praha 6, 45 bodi,

6. Jakub Hiibal, 7/8, Gymnéazium
Joachima Barranda, Beroun, 44 bodu,
7. Martin Vofechovsky, 7/8, Gymna-
zium Brno, t¥. Kpt. Jarose, 43 bodu.

Uspésni Fesitelé

8. Jan Vaclavek, 8/8, Gymnazium
Brno, t¥. Kpt. Jarose, 41 bodi,

9. Petr Hanak, 4/4, SPS Zlin, 33 bodi,

10. Veronika Mensikova, 8/8, Arcibis-
kupské gymnazium, Praha 2, 29 bodu,
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11.-12. Marian Cvecek, 2/4, SPS Pur-
kynova, Brno, 28 bodi,

11.-12. Lucian Poljak, 8/8, Gymna-
zium Jakuba Skody, Prerov, 28 bod1,
13.-14. Matéj Bajgar, 7/8, Gym-
nézium Jirovcova, Ceské Budégjovice,
25 bodi,

13.-14. Jan Prochazka, 7/8, Gymna-
zium Brno, t¥. Kpt. Jarose, 25 bodi.

Ostatn icastnici

— Pavel Hyanek, 8/8, G Brno, ti. Kpt.
Jarose, 24 bodu,

— Jakub Tréka, 3/4, G Jana Keplera,
Praha 6, 24 bodi,

— Martin Zeman, 8/8, G Christiana
Dopplera, Praha 5, 19 bodu,

— Jan Hrubec, 7/8, OPEN GATE
Gymnézium a ZS Babice, 18 bodi,

— Veronika Masgickova, 8/8, G PORG,
Praha 8, 16 bod,

— Martin Blecha, 3/6, Gymnazium
Brno, Vidensk4, 15 bodd,

— Martin Vagner, 7/8, G, Vodéradska,
Praha 10, 15 bodu,

— Miroslav Neumann, 3/4, SPS Brno,
Purkynova, 14 bodd,

— Tobias Neugebauer, 7/8, G Brno, ti.
Kpt. Jarose, 13 bod,

— Antonin Horék, 6/8,
Reékovice, 12 bodq,

— Petr Vokfinek, 6/8, G Brno, ti. Kpt.
JaroSe, 12 bodn,

— Marek Dvorak, 7/8, G Brno, ti. Kpt.
Jarose, 11 bodu,

— Ondrej Neveéiil, 8/8, G, Zabreh,
11 bodu,

— David Kolar, 7/8, G Brno, ti. Kpt.
Jarose, 10 bod1,

— Jakub Hladky, 7/8, G Brno, ti. Kpt.
JaroSe, 8 bodi,

G Brno-
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— David Lau$man, 7/8,
Praha 4, 4 body.

Na zakladé vysledka tstfedniho
kola 75. ro¢niku Matematické olym-
piddy kategorie P obdrzeli aspésni fe-
gitelé pozvanku na kratké vybérové
soustiedéni, jehoZ cilem je vybér Ces-
kych reprezentanti pro mezinarodni
olympiddy v informatice. P¥i vybéru
reprezentantii s¢itdme body ziskané
v ustfednim kole MO-P a vysledky
dosazené na vybérovém soustfedéni.
Ctyfi nejlepsi Fesitelé budou reprezen-
tovat Ceskou republiku na 38. mezi-
nérodni olympiadé v informatice IOI
2026, ktera se bude konat ve dnech 9.
az 16. 8. 2026 v hlavnim mésté Uzbe-
kistanu Taskent. Dalsi ¢tyfi uspésni
studenti se zicastni 33. stfedoevropské
olympiédy v informatice CEOI 2026 ve
Slovinsku. Ta se bude konat ve dnech
5.—10. 7. 2026 ve slovinském hlavnim
mésté Lublan. Nejlepsi ¢tvefice nasich
divek bude soutézit na 6. evropské divci
olympiadé v informatice EGOI 2026
ve dnech 12.-18. 5. 2026 v italském
mésté Cesenatico. O pribéhu a vysled-
cich v8ech t¥i mezinarodnich informa-
tickych olympiad vas budeme informo-
vat v naSem cCasopise.

G Opatov,

Podrobné informace o celém 75. ro¢-
niku MO kategorie P, kompletni vy-
sledkova listina, texty soutéznich dloh
a jejich vzorova feSeni jsou vam k dis-
pozici na webu olympiddy na adrese
https://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném
misté se mizete seznamit i se starSimi
ro¢niky této soutéze a také se vemi ak-
tualnimi informacemi tykajicimi se ka-
tegorie P Matematické olympiady.

Pavel Topfer
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