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MATEMATIKA

Symetrické soustavy
algebraickych rovnic

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd 7ZCU v Plzni

Symetrie (soumérnosti) jsou nesmirné zajimavymi a vyznamnymi vlast-
nostmi hmotnych objektd redlného svéta i abstraktnich objekt v mnoha
védnich oborech, specidlné v matematice. Ve Skolské matematice je syste-
matickd pozornost vénovana symetriim matematickych objekti (atvart)
zpravidla jen v geometrii. Je tfeba si uvédomit, Ze se symetriemi mate-
matickych objekti se setkdvame jako s velmi zajimavymi a dilezitymi
vlastnostmi také v dalsich oblastech matematiky, specidlné v algebfe.

Nejen zajimavym, ale i velice uzite¢nym algebraickym vyuzitim symet-
rif jsou symetrické polynomy a symetrické soustavy algebraickych (poly-
nomickych) rovnic feSené metodou substituce. Jejich vykladu a uziti je
vénovan nas ¢lanek. Vzhledem k jeho rozsahu i z didaktickych duvodi se
v ném omezujeme na symetrické soustavy algebraickych rovnic o dvou a
tfech nezndmych s realnymi koeficienty.

Uvodem piipomeneme dvé dilezité véty ze stiedoskolské matematiky
o symetrickych vlastnostech kofent kvadratickych rovnic a pfipojime dvé
analogické véty pro kubické rovnice s redlnymi, resp. komplexnimi koefi-
cienty.

Véta 1 (o rozkladu normovaného kvadratického polynomu)

Kuvadratickd rovnice v normovaném tvaru x2 + px + q¢ = 0 md koreny
z1, T2 € C, prdve kdyZ kvadraticky polynom x2 + px + q lze rozloZit na
soucin korenovych ciniteli x — x1, x — x2, tj.

22+ pr+q=(r—x1)(T — 2). (1)
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Véta 2 (Vietovy vztahy pro normovanou kvadratickou rovnici)
Koveny normované kvadratické rovnice z? + pr + q = 0 jsou cisla
x1,x9 € C, prave kdyz plati vztahy (Vietovy vzorce)

T+ X2 = —p, T1T2 = (¢. (2)

Diikaz. Tato véta je jednoduchym a velmi nazornym dusledkem véty 1.
Roznasobenim kotenovych ¢initelt na pravé strand rovnosti (1) dostavame

22 Fpr+q=2"— (21 +z2)2 + 2122
a tato rovnost polynomu nastavéa, pravé kdyZ jsou si rovny jejich koefi-
cienty, tj. kdyZz plati vztahy (2).

Véta 3 (o rozkladu normovaného kubického polynomu)

Kubickd rovnice v normovaném tvaru x> + px? + qx +r = 0 md kofeny
21, 29,23 € C, prdave kdyZ kubicky polynom x® + px? + qx + r lze rozloZit
na soucin korenovijch initeld r — x1, x — x2, T — T3, tJ.

23 pr? fgrdr= (v —x1)(x — 20) (2 — 3). (3)

Véta 4 (Vietovy vztahy pro normovanou kubickou rovnici)
Koreny normované kubické rovnice x> + px? + qr +r = 0 jsou cisla
z1,x9,x3 € C, prave kdyz plati vztahy (Vietovy vzorce)

1+ T2+ T3 = —p, T1T2 + T1x3 + Tox3 =q, T1xTox3 = —1. (4)
Drikaz. Tato véta je diusledkem véty 3. Roznésobenim korenovych Cinitela
na pravé strané rovnosti (3) dostavame
2 4prPdqrtr = 2® — (v + 2o ta3)r + (2100 + 1123+ T0x3) T —T 2003 = 0

a tato rovnost polynomu nastava, pravé kdyz jsou si rovny jejich koefi-
cienty, tj. jestlize plati vztahy (4).

1. Symetrické polynomy dvou proménnych

Polynomem f(x,y) proménnygch x, y s redlngmi koeficienty se rozumi
soucet algebraickych vyraza tvaru ax™y"”, kde a € R, m,n € Ny. Oborem
proménnych z,y je obor komplexnich ¢isel C.

Specialng: Polynom f(x,y) se nazyva symetricky polynom proménngch
x, y, jestlize se nezméni pii zdméné poradi proménnych z, y, tj. plati-li

f(z,y) = f(y,z) pro vechna z,y € C. (5)
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Priklad symetrického a nesymetrického polynomu 2 promeénngch
Polynom x3y? + 2293 je symetricky, polynom z® + y? neni symetricky.

Dvojice symetrickych polynomu

ez, y) =z+y, ea,y) =ay (6)
tvori tzv. elementdrni symetrické polynomy proménnych x, y. Uziva se pro
né téz oznaceni

u=ei(z,y), v=e(z,y) (7)
neboli substituce
u=z+uy, v = zY. (8)

Pozndmka 1. Elementarni symetrické polynomy dvou proménnych se vy-
skytuji v modifikované podobé ve Viétovych vzorcich pro kvadratickou
rovnici (viz vétu 2).

Volba elementéarnich symetrickych polynomt (6) neni ndhodna, ale ta-
kova, ze plati néasledujici vyznamné véta.

Véta 5 (zakladni véta o symetrickych polynomech dvou proménnych)

Kazdy symetricky polynom f(x,y) proménngch x, y lze jednoznacné
vyjddrit jako polynom g(u,v) proménnych u, v dangjch vztahy (8), piicemz
plati

Fa,y) = gluv). (9)
Priklady upravy symetrického polynomu f(x,y) na tvar g(u,v)
2 +y? = (v +y)? - 22y = u® — 2,
2 2 _ 2, .2 _ 2
rH+ry+y =" +y  +rxy =u" —v,
2 2 _ 2, .2 _ .2
¥ —xy+y =" +y —axy=u" —3v,
2?4y = (x+y)? - 3(z +y)ry = v’ — 3w,

Obdobné by bylo mozné provést tpravy symetrickych polynomu =" +y™
proménnych x, y na polynomy proménnych u, v i pron =4,5,..., avSak
mnohem jednodussi je vyuzit pro né rekurentni vyjadieni podle nasledujici
véty.

Vé&ta 6 (o rekurentnim vyjadieni posloupnosti mocninnych soucti)

Posloupnost mocninngch soucti s, = x™ +y™ (r,y € C, n € N) lze
vyjddrit v proménnych u, v rekurentnim zaddnim (rekurentnim vzorcem)

S0=2, S1=U, S, =USp_1—VSp_o pron €N, n>2 (10)
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Dikaz sg = 2° +4y° = 2, sy =z +y = u a pro n > 2 uZitim zpétné
substituce dané vztahy (8) dostavame
USpy_1 = (.T +y)(xn71 +yn71) — " _|_:Cyn71 _|_yxn71 +yn —
= 2" +y" +ay(@" P +y" %) = sp + vsna,
odkud plyne dokazovany rekurentni vzorec (10).

Uzitim véty 6 je mozné postupné ziskat vyjadieni s,, v proménnych u, v
uvedend ve 2. sloupci tabulky 1.

Tabulka 1
Sp v proménnych z, y | s, v proménnych u, v
S1=x+Yy S1=1u
52:x2+y2 s9 =u? — 2
s3 = +19° s3 = u® — 3uw
54:z4+y4 s4 = ut — duv + 202
s5=ax° +y° s5 = u® — 5udv + buw?
s¢ = x8 + y6 sg = u® — 6utv + 9u?v? — 208
sr=a +9y7 s7 =u’ — Tudv + 14udv? — Tuvd

2. Symetrické soustavy algebraickych rovnic o dvou neznidmych
V této i dalsich ¢astech €lanku navazujeme na nas piispévek [5], ve kte-
rém je formulovan pojem soustavy n algebraickygch rovnic o n nezndmgyjch
a podrobné s piiklady popsano jeji feSeni metodou postupné eliminace ne-
zndmych (MPE).
Symetrickd soustava algebraickgch rovnic s nezndmymi x, y v oboru C
je soustava rovnic, kterou lze zapsat v anulovaném tvaru

0
0

fl(xay)
fQ(x’y)

kde f1(z,y), f2(x,y) jsou symetrické polynomy proménnych x, y. Z divodu
symetrie pro ni plati: Je-li uspofadana dvojice (c1,c2) €isel ¢1,c2 € C
FeSenim soustavy rovnic (11), pak také usporadana dvojice (ca,c1) je jejim
feSenim.

’ (11)
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Specidlni piipad symetrické soustavy algebraickych rovnic (11)
Vyznamny specialni p¥ipad soustavy rovnic (11) je

T+y = ai, (12)

Y = agz,

kde levymi stranami rovnic jsou elementarni symetrické polynomy a pra-
vymi stranami jsou dané konstanty a;,as € R.

Resent soustavy rovnic (12) MPE. Neznamou y eliminujeme tak, ze z 1. rov-
nice vyjadiime y = a; — x a dosadime do 2. rovnice, anebo 1. rovnici
vynasobime x a do rovnice 2% + xy = a,x dosadime za xy z 2. rovnice.
Dostavame tak pro neznamou x kvadratickou rovnici

22 — a1z + ay = 0. (13)

Jeji diskriminant je D = a? — 4as. Pro D > 0 ma dva reilné kofeny x1, z2
a pro D < 0 dva imaginarni (komplexné sdruZené) kofeny x1, x2. V obou
pifipadech pak y1 = a1 — x1, yo = as — 2.

Pozndmka 2. Ke kvadratické rovnici (13) 1ze dospét téZ pfimo uzitim ana-
logie soustavy rovnic (12) s Viétovymi vzorci pro kvadratickou rovnici
v normovaném tvaru podle véty 2.

Piiklad Fe3eni symetrické soustavy algebraickych rovnic tvaru (12)
V oboru komplexnich ¢isel FesSte symetrické soustavy rovnic
a) x4y =3, b) z+y =2,
Ty = 2, zy = 10.

Resent. MPE eliminaci neznamé y dostavame:

a) 2 —3x+2=0,D=1,21 =2, 25 =1, y; = 1, yo = 2; dand soustava
rovnic ma 2 feSeni (2;1), (1;2),

b) 22 -224+10=0,D = —36, 21 = 1+3i, 20 =1—3i, 91 =1 —3i, yp =
= 1+3i; dan4 soustava rovnic ma 2 feseni (1+3i;1—31), (1—-31; 1+3i).

Obecny pripad symetrické soustavy algebraickych rovnic (11), te-
Seni metodou substituce

vvvvvv

Pro obecné (slozitéjsi) symetrické soustavy algebraickych rovnic (11) je
mozné k feSeni pouZit metodu postupnych eliminaci neznamych (MPE).
Avsak to neni vzdy snadné a hlavné algebraické rovnice ziskana elimi-
naci nezndmych miize byt vysokého stupné. Proto je zpravidla vyhodnéjsi
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vyuzit symetrii soustavy rovnic a k jejimu FeSeni pouzit specifickou sub-
stituéni metodu, kteréd je zalozena na substituci symetrickych polynomu
elementarnimi symetrickymi polynomy podle véty 5.

Postup TeSeni symetrické soustavy algebraickgch rovnic (11) metodou
substituce spociva ve 3 krocich.

1. krok: Symetrické polynomy fi(x,y), fo(x,y) v soustavé rovnic (11)
se uZitim substituce (8) neboli

rt+y=u, TY=" (14)

upravi na ekvivalentni tvary g1 (u,v), ga(u,v).
2. krok: Ziskana ekvivalentni soustava algebraickych rovnic (obecné ne-
symetrickych)
g1 (u,v) = 0,
g2(u,v) =0
se Tesi obvykle metodou postupnych eliminaci neznamych (MPE) a jeji
feSeni se oznadi u;, v;.
3. krok: Zpé&tnym uzitim substituci (14) pro u = u;, v = v; se dostavaji
vystupni soustavy rovnic pro nezndmé x, y

(15)

T+y=u; TY="1;. (16)
To jsou soustavy rovnic tvaru (12), ale nyni obecné je u;, v; € C. Eliminaci
neznamé y se z ni obdobné ziskava pro neznamou x kvadraticka rovnice
2 — iz +v; = 0. (17)
Jeji kofeny x; a piislusna y; jsou (vzhledem k ekvivalenci rovnic) téz ko-
Feny dané soustavy rovnic (11).

Pozndmka 3. Kvadratickou rovnici (17) lze alternativné ziskat pfimo uzi-
tim véty 2 (viz poznamku 2).

Priklady Teseni symetrickijch soustav algebraickiych rovnic tvaru
(11) uZitim metody substituce

V oboru komplexnich éisel feste metodou substituce nasledujici symet-
rické soustavy algebraickych rovnic.

Priklad 1
r+ay+y =11,

2%y + xy? = 30.
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Reseni (metodou substituce). Danou soustavu rovnic upravime na tvar

r+y+zy = 11,
(x +y)zy = 30.

Uzitim substituci « + y = u, xy = v ziskdvame pro nezndmé u, v soustavu
rovnic
u+v=11, wuv =30,

kterou fesSime postupem MPE. Z 1. rovnice v = 11 — u a po dosazeni
do 2. rovnice se v ni eliminuje neznama v. Pro nezndmou u dostavame
kvadratickou rovnici u? — 11u + 30 = 0, kterd ma diskriminant D = 1
a kofeny u; = 6, ug = 5. K nim piislusi v;1 = 11 —u; =5, vo = 11 —uy = 6.
Z téchto hodnot ziskdme zpé&tnou substituci pro neznamé x, y dvé vystupni
soustavy rovnic

r+y = 6, r+y =5,
Ty = 5, zy = 6.

Resfme je opét uzitim MPE.

Pro 1. soustavu rovnic y = 6 —x, 22 =6z +5 =0, 21 = 5, z2 = 1,
YL = 1, Y2 = 5.

Pro 2. soustavu rovnic y = 5 —x, 22 =52 +6 =0, 3 = 3, 4 = 2,
Ys = 27 Ya = 3.

Dana soustava rovnic mé tedy 4 feseni: (5;1), (1;5), (3;2), (2;3).

Na porovnani uvedme struc¢né pro danou soustavu rovnic z prikladu 1
jeji alternativni tesent primym uZitim MPE. Z 1. rovnice dané soustavy
vyjadiime y = (11 — z)/(z 4+ 1) pro © # —1 a dosazenim do 2. rovnice
po rozsahlych tupravach dostavame pro neznamou x algebraickou rovnici
4. stupné (kvartickou rovnici) z* — 1122 + 422 — 612 + 30 = 0.

Priklad 2

1'2 +y2 — 47
Reseni. Uzitim substituce x + Yy =u xy = v je x> +1y> = u® — 2,

22 +y3 = u —3uw (tab. 1). Z dané soustavy rovnic pro x, y tak dostavame
ekvivalentni soustavu rovnic pro neznamé u, v

u? — 20 = 4,

u® — 3uv = 8,
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kterou fesfime MPE. Z 1. rovnice vyjadiime v = 3(u® — 4) a po dosazeni
do 2. rovnice dostavame pro u kubickou rovnici u? — 12u + 16 = 0. Jeji
kofeny hleddme mezi déliteli absolutniho ¢lenu 16. Zjistujeme, Ze mé ko-
Feny u; = 2 (dvojnasobny kofen) a us = —4. Jim p¥islusi v1 = 0 a v2 = 6.

Zpétnou substituci ziskdme 2 vystupni soustavy rovnic pro neznamé zx, y:

£C+y:27 $+y=—47
zy = 0, xy = 6.

Resime je MPE.

1. soustava rovnic ma feSeni 1 =2, y3 =0 a x5 =0, yo = 2.

2. soustava rovnic ma feSeni xz3 = —2 + \/ii, ys = —2 — V2i a
Ty=—2—/2i, ys = -2+ V2i.

Dané soustava ma tedy 4 Feseni: (2;0), (0;2), (=2 + v2i; -2 — v/2i),
(=2 — V/2i; =2 4 /21).

Na porovnani uvedme opét pro danou soustavu rovnic z piikladu 2
jeji alternativni vesent primym uzZitim MPE. Z 1. rovnice dané soustavy
vyjadiime y? = 4—2? a z jeji 2. rovnice y* = 8—23. Odtud je ¢ = (4—2?)3
ayb = (8—1z3)2 takze (4—22)3 = (8 —23)? neboli po tpravich dostavime
pro neznamou z algebraickou rovnici 6. stupné 2% — 624 + 823 + 2422 = 0.
Protoze 1% — 62% + 823 + 2422 = 2%(2* — 622 + 8z + 24), je tedy z = 0
nebo z* — 622 + 8z + 24 = 0 (kvarticka rovnice pro ).

Poznamka 4. V pfikladech 1 a 2 pfimé pouziti MPE k feSeni dané soustavy
rovnic vedlo na feSeni algebraické rovnice vyssiho stupné nez pii feSeni
dané soustavy uzitim metody substituce. Obdobné o vyhodnosti pouziti
této metody se lze presvéddit i v dalsich piikladech.

Priklad 3
r+ry+y =5,
2+ 23y P = 1T
Resent. Danou soustavu rovnic upravime na tvar
r+y+ay=5 2*+y+a’ =17

Substituce: z+y = u, xy = v, 23 +y> = u® —3uw (tab. 1). Ziskana soustava
rovnic pro neznamé u, v:

u+v=>5, ud—3uv+vd=17.
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Jeji fegeni MPE: v = 5—u a po eliminaci v z 2. rovnice u? —5u+6 = 0. Tato
kvadratickd rovnice s diskriminantem D = 1 ma kofeny u; = 3, ug = 2,
jimz pFislusi vy = 2, vo = 3. Zpétnou substituci dostavame dvé vystupni
soustavy rovnic pro neznamé z, y:

Tty = 37 Tty = 27
Ty = 2, Ty = 3.
Jejich feseni MPE:
1. soustava ma feSeni 1 =1,y =2 a x5 =2, yo = 1.
2. soustava mé TeSeni x3 = 1 + \/Ei, ys = 1 — V2iaxz, =1- \/ii,
ys = 1++/2i.
Dan4 soustava rovnic ma tedy 4 feseni: (2;1), (1;2), (1++/2i;1—+/2i),
(1 —+/2i;1+/2i).
Priklad 4
z+y =4,
zt 4yt = 82.

Regent. Substituce: z +y = u, zy = v, 2* +y* = u* — 4u2v + 202 (tab. 1).
Ziskana ekvivalentni soustava rovnic pro neznamé u, v:

uw=4, u*—4u?v+20°% =282

Odtud plyne pro neznamou v kvadraticka rovnice v2 — 32v + 87 = 0, kterd
mé diskriminant D = 676 a kofeny v; = 3, vo = 29, jimz odpovidaji
Uy = U = 4.
Zpétnou substituci dostavame dvé vystupni soustavy rovnic pro ne-
zndmé x, y:
r+y =4, r+y =4,
29.

ry = 3, xy
Jejich feseni MPE:
1. soustava ma feSeni 1 =3,y =1l azs =1, yo = 3.
2. soustava ma Teseni x3 = 2451, y3 =2—5iaxy = 2—51, yg = 2+ 51i.
Dan4 soustava rovnic mé tedy 4 feSeni: (3;1), (1;3), (2 + 5i;2 — 5i),
(2 — 5i;2 + 5i).
Priklad 5
©?—zy+y* =T,
ot 4+ 2%y% +yt = 91.
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Resend. Substituce: = + y=u,zy =v, 22 +y> =u? -2, 2t +yt =
= u* —4u%v +2v? (tab. 1). Ekvivalentni soustava rovnic pro nezndmé u, v:

w—-3v="7, u*—4uv+ 30?2 =091

Uzitim MPE obdobnym postupem jako v pfedchozim piikladu se upravi
do tvaru v = 3, u? = 16 s feSenim u; =4, uy = —4, v; = vy = 3. P¥islugné
dvé vystupni soustavy rovnic pro nezndmé x, y maji feSeni 1 = 3, 1 = 1,
$2:1,y2:3,1‘3:—1,y3:—3, $4:—3,y4=—1.

Dana4 soustava rovnic ma tedy 4 feSenti: (3;1), (1;3), (—1; —-3), (—3; —1).

Priklad 6
Reste v oboru komplexnich ¢&isel soustavu rovnic

r+y = a,
2Tyl =adl,
kde a je nenulovy realny parametr.

Resend. Substituce: z+y = u, zy = v, 27 +y7 = v’ — TuPv+ 14udv? — Tuv®
(viz tab. 1). Ziskanou soustavu rovnic pro neznamé u, v resime MPE:

u=a, Tav(v?—2va®+ a*) = Tav(v —a?)*=0.
Jejim FeSenim (pro a # 0) jsou u; = a, v1 =0 a ug = a, vy = a?.

Resenim pfislusnych vystupnich soustav rovnic pro nezndmé z, y do-
staneme 1 = a,y; = 0,22 =0, y2 = a, x3 = %(1+\/§i), Yz = %(1—\/?:1),
zg = 2(1 - V/3i), ya = 2(1 +V3i).

Dané soustava rovnic ma 4 fesent: (a; 0), (0;a), (%(1++/31); £(1—/31)),
(01— V3i): §(1 + V3D).

3. Symetrické polynomy tii proménnych

Polynomem f(x,y, z) proménnych x, y, z s redlngmi koeficienty se roz-
umi soudet algebraickych vyrazi tvaru ax™y"z*, kde ¢ € R, m,n, k € Ny.
Oborem proménnych x, y, z je obor komplexnich ¢isel C.

Specialné: Polynom f(z,y,z) se nazyva symetricky polynom promeén-
nyjch x, y, z jestlize se nezméni pii jakékoliv zaméné poradi proménnych
x,y, z, tj. plati-li

f(z,y,2)

(,2,9) = f(y,2,2) = f(y,2,2) =
(z,z,y) = f(z,y,2) pro viechna z,y,z € C. (18)

f
f

170 Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026



Pozndmka 5. Pro zjisténi, je-li dany polynom f(x,y, z) symetricky, staci
ovéfeni tif z rovnosti (18), vyjadfujicich zaménu kterychkoliv dvou pro-
ménnych, tj. f(x’yvy) = f(x,z,y), f(xa y,Z) = f(zvyax)v f(ﬂc,y,z) =
= f(y; €, Z)

Priklad symetrického a nesymetrického polynomu 3 proménngch
Polynom z2yz+zy?z+xy2? je symetricky, kdezto polynom z2yz+zy2z
neni symetricky.

Trojice symetrickych polynomu
ez, y,z) =x+y+ 2z, ea(x,y,2) = xy +xz +yz, es(x,y,2) = zyz (19)
jsou nazyvany elementdrni symetrické polynomy proménnyjch x, y, z. Uziva
se téZ jejich stru¢né oznaceni
u=-e(z,y,2), v=ex(x,y,2), w=es(x,y,z) (20)
neboli substituce
u=r+y+z v=xyt+arz+yz, w=zzYz2. (21)

Pozndmka 6. Elementéarni symetrické polynomy t¥i proménnych se vysky-
tuji v modifikované podobé ve Viétovych vztazich pro kubickou rovnici
(viz vétu 4).

Volba elementérnich symetrickych polynomi (19) neni néhodna, ale
takova, ze plati nasledujici vyznamné véta.

Véta 7 (zakladni véta o symetrickych polynomech t¥{ proménnych)

Kazdy symetricky polynom f(x,y,z) proménnych x, y, z lze jedno-
znacné vyjadrit jako polynom g(u,v,w) (obecné nesymetricky) proménngjch
u, v, w dangch vztahy (21), pricemz plati

f(z,y, 2) = g(u,v,w). (22)
Priklady upravy symetrického polynomu f(z,y, z) na tvar g(u,v, w)
P4y 422 = (2t y+2)? - 2@y + 2y +yz) =u® - 2v,
x2y + ch2 + 2%z + x2® + yzz + yz2 =
= (zy+zz+yz)(zc+y+2) —3zyz =
= (z+y+2)(xy+zz+yz) — 3xyz = uwv — 3w,
3.3 .3 _ 3 2 2., .2 2 2
rHy 42 = (x4+y+2)° -3y +ry*+rz+yiz+y2®) —

— 6xyz = u® — 3(uv — 3w) — 6w = u® — 3uv + 3w.
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Obdobné jako v piredchozich prikladech bychom mohli provést apravy
symetrickych polynomu tvaru z" + y™ 4+ 2™ s proménnymi z, y, 2 na po-
lynomy s proménnymi u, v, w i pro n = 4,5,... OvSem opét zna¢né jed-
nodussi je pouziti rekurentniho vyjadreni podle nasledujici véty.

Véta 8 (o rekurentnim vyjadieni posloupnosti mocninnych soucti)

Posloupnost mocninngch soucti s, = ™ +y" + 2" (x,y,2 € C,n € N)
lze vyjadrit ve tvaru polynomi proménnijch u, v, w rekurentnim zaddnim
(rekurentnim vzorcem)

so =3, s =u, Sy=u’—20,

Sp = USp_1 — VSp_o2 +wSy_3 pron € N, n > 3. (23)
Dikaz so =2 +3y°4+2°=3, s =z +y' + 2! = u, so = u® — 2v a pro
n > 3 pouzitim zpétné substituce proménnych u, v, w na x, y, z dostavame

USp_1 — VSp_o = (x+y+ 2)(a" L4y 4271 —
—(zy+rz+yz)(@" Py 42" =

=2y 2" —ayz(a" Sy ) = 5, — ws, s,

odkud plyne platnost rekurentniho vzorce (23).

Uzitim véty 8 lze postupné ziskat vyjadfeni mocninnych souétu s,, uve-
dené ve 2. sloupci tabulky 2.

Tabulka 2

Sp vV proménnych x, y, z | s, v proménnych u, v, w
si=x+ty+z S1=1u
52:x2+y2+22 S = u? — 20
53:x3+y3+z3 s3 = u® — 3uv + 3w

_ .4 4 4 _ .4 2 2
Sq=2x+y*+z2 S4 = u* — 4duv + 2v° + duw
s5=ax° +9° 4+ 2° s5 = u® — budv + 5uv? + bulw — bvw

4. Symetrické soustavy algebraickych rovnic o tFfech neznamych

Symetrickd soustava algebraickych rovnic s neznamymsi x, y, z v oboru C
je soustava rovnic, kterou lze zapsat ve tvaru

fl($7yvz)207 f2(z7y7z)207 f3('rvy7z)zov (24)
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kde fi(z,y,2), fo(x,y,2), f3(x,y,z) jsou symetrické polynomy promén-
nych x,y, z. Z divodu symetrie pro ni plati: Jestlize je uspofadana trojice
(c1,¢2,c3) Cisel ¢y, o, c3 € C FeSenim soustavy rovuic (24), pak také kazda
permutace prvki ci, c2, c3 je feSenim této soustavy rovnic.

Specidlni piipad symetrické soustavy algebraickiych rovnic (24)
Zajimavym a vyznamnym specidlnim pfipadem soustavy rovnic (24) je

r+y+z=ay, TYy+Tz+yz=as, IYz=as, (25)

kde levymi stranami rovnic jsou elementarni symetrické polynomy pro-
ménnych x, y, z a pravymi stranami jsou konstanty a1, as,as € R.

Reseni soustavy rovnic (25) MPE. Neznamé y, z eliminujeme tak, Ze vy-
jadifme z 1. rovnice y + z = a1 — = a z 3. rovnice yz = % a dosadime
do 2. rovnice, anebo 1. rovnici vynasobime 22, 2. rovnice vynasobime z,
za zyz dosadime ze 3. rovnice a ziskané rovnice 23 + x%y + 2%z = a;2?,
22y + 222+ a3 = asx odetteme. Dostaneme tak pro neznamou x kubickou
rovnici

22— a12® + asx — az = 0. (26)
Oznadime-li jeji kofeny x1, 2, 3, pak feSenimi (x;,y;, 2;) dané soustavy
rovnic (25) je v8ech 6 permutaci prvki x, xo, 3.

Pozndmka 7. Ke kubické rovnici (26) lze dospét téz pfimo uzitim analogie
soustavy rovnic (25) s Viétovymi vzorei pro kubickou rovnici v normova-
ném tvaru podle véty 4.

Piiklad Fedeni symetrické soustavy algebraickych rovnic tvaru (25)
V oboru komplexnich ¢isel feste symetrickou soustavu rovnic

z+y+2=9, zy+az+yz=206 ayz=24.

Resent. Uzitim MPE eliminact neznamych y, z dostavame pro neznamou x
kubickou rovnici 2% — 922 4 262 — 24 = 0, ktera ma kofeny z, = 2, x5 = 3,
x3 = 4 (délitelé 24). Dana symetrickd soustava rovnic ma proto 6 FeSeni:
(2;3;4) a vSechny jeho permutace.

Obecny pripad symetrické soustavy algebraickych rovnic (24), te-
Seni metodou substituce

Pro obecné (slozitéjsi) symetrické soustavy algebraickych rovnic (24) je
mozné k feseni pouzit metodu postupnych eliminaci nezndmych (MPE),
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wive

viz ¢lanek [5]. Avsak zpravidla je vyhodnéjsi na zékladé jeji symetrie fesit ji
metodou substituce, jez je zaloZena na substituci symetrickych polynomu
elementarnimi symetrickymi polynomy podle véty 7.

Postup feseni symetrické soustavy algebraickych rovnic (24) metodou
substituce lze opét rozddélit do 3 kroku.

1. krok: Symetrické polynomy fi(z,y, 2), fo(x,y, 2), f3(x,y,2) v sou-
stavé rovnic (24) se uzitim substituci (21) neboli

r+y+z=u, aYy+rz+yz=v, TYZz=W (27)

upravi na ekvivalentni tvary g1 (u, v, w), g2(u, v, w), gs(u, v, w).
2. krok: Ziskana ekvivalentni soustava algebraickych rovnic (obecné ne-
symetrickych)

g1(u,v,w) =0, go(u,v,w)=0, gs(u,v,w)=0 (28)
se obvykle Fesi metodou postupnych eliminaci neznamych (MPE) a jeji
kofeny se znac¢i u;, v;, w;.

3. krok: Zpétnym uzitim substituci (27) pro u = u;, v = v;, W = Wy,
i =1,2,3, ziskime vystupni soustavy rovnic pro neznamé x, y, z
T+y+z=x;, TY+TZHYz =10 TYZ=WwW;. (29)

To jsou soustavy rovnic tvaru (25), ovSem nyni obecné je u;, v;, w; € C.
Eliminaci nezndmych y, z se z ni obdobné ziskava pro neznamou x kubicka

rovnice

% —u;x? + vix —w; = 0. (30)
7

Jeji kofeny x; a prislusné y;, z; jsou (vzhledem k ekvivalenci rovnic) té
kofeny dané soustavy rovnic (24).

Pozndmka 8. Kubickou rovnici (30) lze alternativné ziskat pfimo uzitim
véty 4 (viz poznamku 7).

Priklady Teseni symetrickiych soustav algebraickiych rovnic tvaru
(24) uZitim metody substituce

Priklad 7
V oboru komplexnich ¢&isel feSte metodou substituce soustavu rovnic
r+y+z =2,
2? +y? + 2 = 6,
Pyt 428 =8
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Regeni. Substituce: z+y+2z = u, zy+xz+yz = v, 2yz = w, 12 +y2+2% =
=u? — 20, 23 + 3% + 23 = w3 — 3uv + 3w (tab. 2). Ekvivalentni soustava
rovnic pro neznamé u, v, w:

u =2, u2—2v:6, u® — 3uv + 3w = 8.

Regenf MPE: Eliminaci u z 2. rovnice 4 — 20 = 6 = v = —1 a z 1. rovnice
pak 3w = —6 = w = —2. Zpétnou substituci dostavame pro x, y, z
vystupni soustavu rovnic
rH+y+z =2
zy+xz+yz = —1,
Yz = —2.

Uzitim MPE eliminaci neznamych y, z odtud plyne pro nezndmou z ku-
bicka rovnice z® — 222 — x + 2 = 0, piidemz

=202 —x+2=(z—2)(2* - 1),
takze jeji kofeny jsou 1 = 2, 9 = 1, x3 = —1. Dana soustava rovnic mé
proto 6 feSeni, jimiZ jsou vSechny permutace ¢isel 2,1, —1: (2;1; 1), ...
Pozndmka 9. Alternativni primé feSeni soustavy rovnic z p¥ikladu 7 uzitim
MPE by bylo zna¢né slozitéjsi, viz [5, s. 93-95].
Priklad 8
Reste v oboru redlnych ¢isel soustavu rovnic
r+y+z=a,
2 + y2 +22=a ,
B4y’ + 28 = ad,
kde a je nenulovy realny parametr.
Resent metodou substituce této soustavy rovnic je zobecnénim postupu
feSeni uzitého v predchozim piikladu 7.
Tytéz substituce prevadéji danou soustavu rovnic pro neznamé z, y, z

na soustavu rovnic pro u, v, w: u = a, v = 0, w = 0, jiz odpovida vystupni
soustava rovnic

r+y+z=a,
zy+xz+yz =0,
zyz = 0.
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Jeji TeSeni jsou x1 = a, y1 =0, 21 = 0; 22 =0, yo = a, 20 = 0; 3 = 0,
Ys = 07 z3 = a.

Dané soustava rovnic ma tedy feSeni: (a;0;0), (0;a;0), (0;0;a).

V nasledujicim prikladu jesté ukédzeme, jak lze postupovat pii feSeni sy-
metrickych soustav algebraickych rovnic metodou substituce, jestlize sou-

stava rovnic neni tvaru (24), protoze kazda rovnice neobsahuje v8echny t¥i
neznamé x, y, z, ale jen dvé z nich.

Priklad 9
Uzitim metody substituce feSte soustavu rovnic
22 4+ zy +y? = 37,
22+ 2+ 22 = 28,
y2+yz+32 = 19.
Resent. Pro pouziti metody substituce k feSeni dané soustavy rovnic je
nutné ji upravit na ekvivalentni tvar, kde rovnice budou obsahovat vSechny

tfi nezndmé z, y, z. Jednu z takovych rovnic lze ziskat se¢tenim vSech tii
rovnic dané soustavy. Ziskat dalsi potfebné rovnice je ovSsem podstatné

vvvvvv

soustavé rovnic odecteme od 1. rovnice 2. rovnici a od 2. rovnice 3. rovnici.
Dostavame soustavu rovnic, kterou lze vyjadfit v sou¢inovém tvaru

(y—2)(@z+y+2) =9,
(z—y)lz+y+z) =9
Odtud plyne x +y+ 2 #0ay— 2z =x —y, odkud 2y = x + z, a tedy

3y = & +y + z, takZe po substituci z + y + z = u dostavame, ze y = %.
Déle pak

R S STre
u 3w 3u

y—z=g:>z=g—2:1ﬂ_27
U 3 u 3u

Po dosazeni téchto vyjadfeni z, y, z do kterékoliv rovnice dané soustavy a
upravé vzniklé rovnice pro nezndmou u dostavame bikvadratickou rovnici
ut — 84u? + 243 = 0. Uzitim substituce ¢t = u? piechézi v kvadratickou
rovnici s kofeny t; = 81, to = 3. Odtud zpétnou substituci je u%g = 81,
u%A =3, atedy ui o = £9, us 4 = ++/3. Podle vySe odvozenych vztaht
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pro x, y, z jim p¥islusi feSeni x1 9 = £4, y12£3, 210 = £2, 234 = :|:103—‘/§7

Y34 = ﬂ:% 23,4 = ¢¥'
5 5 2asanis (4. 2. . _a. 10v3. V3. _8V3

Dana soustava ma tedy 4 feSeni: (4; 3;2), (—4; —3; —2), (T‘[, %7 —%),

(_ 10v3. _ /3. %)
3 07373 J

Pozndmka 10. Pozoruhodné jisté je, ze kazdy ze symetrickych polynomu
rovnic dané soustavy v predchozim piikladu lze vyjad¥it pomoci jediného
elementarniho polynomu u =z + y + 2.

Zaveér

Ukéazali jsme, jak uzitim symetrickych polynomi dvou ¢i t¥i proménnych
a jejich vyjadfenim elementarnimi symetrickymi polynomy lze vyhodné fe-
§it symetrické soustavy algebraickych rovnic se dvéma a tfemi neznamymi
metodou substituce. K sezndmeni s dalsimi algebraickymi aplikacemi te-
orie symetrickych polynomu a s jejim zobecnénim pro n € N proménnych
je vhodna literatura [1], [2].
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Zivotni jubileum Joseta Polaka

REDAKCE CASOPISU MATEMATIKA-FYZIKA-INFORMATIKA

V z&¥i letosniho roku se doziva vyznamného zivotniho jubilea doc. RNDr.
Josef Polék, CSc., pfedni ¢esky matematik a didaktik, autor fady mate-
matickych prispévkil uvefejnénych v naSem casopise.

Josef Polék se narodil 19. zari 1936 v Praze. Po
maturité na tehdejsf jedenactileté stiedni skole (JSS)
v Praze 3 (na Zizkové), zahajil v roce 1954 studium
ulitelstvi obori matematika a fyzika na Fakulté pti-
rodnich véd Vysoké skoly pedagogické v Praze. Po
absolvovani studia v roce 1958 nastoupil jako stie-
doskolsky uitel matematiky a fyziky na JSS v Ho-
razdovicich. Od roku 1960 pak ptisobil jako vysokos-
kolsky ucitel na Katedfe matematiky Vysoké Skoly strojni a elektrotech-
nické (VSSE) a poté na ZCU v Plzni, postupné jako asistent, odborny
asistent a od roku 1990 az do svych 75 let jako docent.

Béhem své uéitelské praxe na ZCU v Plzni zastéval fadu odbornych i
akademickych funkci, mj. byl dlouholetym predsedou tehdejsitho Krajského
vyboru MO a &lenem Ustiedniho vyboru MO.

Jeho védecko-vyzkumné aktivity byly zaméfeny predevsim na aplikace
matematiky, zejména v oblasti teorie elektromagnetického pole — ve spo-
lupraci s k.p. Skoda Plzeii.

Josef Polak je autorem zhruba 100 odbornych a popularné-nauénych
publikaci, z nichZ mezi nejznamé;jsi patii knizni publikace ,,Pfehled stredo-
skolské matematiky* (vysla v nakladatelstvi Prometheus, v 10 vydanich).
Ta se stala vyhledavanym studijnim materidlem nejen pro naSe stfedosko-
laky, ale téz pro ucitele a vSechny zajemce o stfedoskolskou matematiku.
Velmi cennym didaktickym materidlem se stala také jeho t¥idilna knizni
publikace ,,Didaktika matematiky. Jak u¢it matematiku zajimavé a uzi-
te¢né, L-III. ¢ast“ (nakladatelstvi Fraus), ktera je zaméfena predevsim na
vyuku matematiky na stfednich gkolach.

Redakce ¢asopisu Matematika—fyzika—informatika pteje jubilantovi u p¥i-
lezitosti jeho 90. narozenin predev§im pevné zdravi, dostatek energie a
dalsich tvircich sil.
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Jak dokazat, ze ¢tyti body lezi
na kruznici

JAROSLAV SVRCEK — LENKA JUKLOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem ¢lanku je popis a prezentace tii zékladnich metod (postupt),
pomoci nichz lze prostfedky syntetické geometrie (bez pouziti analytické
geometrie) dokazat, ze dané 4 body lezi na téZe kruznici (jsou koncyklické).
S timto tkolem se Zaci stfednich skol setkdvaji pomérné ¢asto — predevsim
pri feSeni tzv. nadstandardnich dloh Skolské planimetrie — zejména pak pfi
feSeni tloh MO a dalsich matematickych soutézi pro stfedoskoléky.

Nas prispévek vznikl na zékladé ucitelskych i zakovskych podnéti, kdy
bé&Zni stfedoskolaci nemaji k dispozici potfebnou metodiku, jak fesit po-
dobné tlohy uvedenymi prostiedky.

Uvazujme v roviné konvexni ¢tyiihelnik ABCD. Chceme-li ovéfit, zda
tento Ctyfuhelnik je tétivovy, tj. Ze jeho vrcholy lezi na téze kruznici, lze
zpravidla vyuzit néktery ze t¥i nize uvedenych postupt:

1. Uziti vlastnosti obvodovych dhla.

2. Uziti kritéria pro t&tivovy ¢tyfuhelnik (a jeho ekvivalentni verze).

3. Uziti mocnosti bodu ke kruznici.

Jednotlivé postupy nejprve popiSeme a poté nabidneme ¢tenaitim pétici
aloh, pii jejichz feSeni vyuZzijeme vySe uvedené postupy.

1. Uziti vlastnosti obvodovych tuhla

Zvolme nékterou ze stran uvazovaného konvexniho ¢tyifiahelntku ABCD,
napt. AB. DokaZeme-li shodnost uhla ACB a ADB, lze oba uhly pova-
zovat za obvodové pro tétivu AB kruZnice, na niZ tedy lezi vSechny &tyfi
vrcholy uvazovaného ¢tyfahelniku ABCD (a také naopak).

Poznamenejme jesté, ze oba vrcholy C' a D ¢&tyrtuhelniku ABCD leii
v téZe poloroviné vytaté pifimkou AB.

2. Uziti kritéria pro t&tivovy &tyruhelnik (a ekvivalentni verze)

Zvolme jednu z thlopiic¢ek konvexniho ¢tyiihelniku ABCD, napt. BD.
Pokud ovéfime, Ze pro velikosti vnitinich thla pfi vrcholech A, C, které
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lezi v opaénych polorovinach vytatych pFimkou BD, plati pfi obvyklém
oznaceni vnitfnich dhlad a jejich velikosti oo + v = 180°, pak ¢tyithelnik
ABCD je tétivovy, coz lze povaZovat za jednu ¢ast (jednu z implikaci)
znamého kriteridlntho vztahu pro tétivovy ¢tyituhelnik, s nimz se zaci sez-
namuji pii vyuce planimetrie na stfednich Skolach. Strué¢nym shrnutim
tohoto odstavce je

Véta 1
Konvexni étyfuhelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz pro velikosti jeho
vnitfnich thla plati
a+vy=p+95=180°. (1)

Ndstin dikazu. PTi dikazu nutné podminky vyjdeme ze vztahu mezi ob-
vodovym a stfedovym thlem. Plati 2« + 2v = 360°, tedy a + v = 180°
(obr. 1).

Obr. 1

K dikazu skutefnosti, ze (1) je také postacujici podminkou, lze pak
vhodné kombinovat dikaz sporem s jiz dokdzanou podminkou nutnou.

Za pozornost vSak bezesporu stoji dalsi praktické tvrzeni, které je ekvi-
valentni s vétou 1, resp. s rovnosti (1).

Véta 2
Konvexni ¢tyithelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz néktery jeho vni-
tini thel je shodny s vnéjsim thlem u protéjsiho vrcholu.
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Drikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme nejprve, Ze napf. velikost o
vnitfniho dhlu p#i vrcholu A konvexniho étyftahelniku ABCD je rovna
velikosti vnéjsiho dhlu pii vrcholu C. Necht v je velikost vnitiniho thlu
pfi vrcholu C'. Pak plati

a+vy=a+ (180° —a) = 180°,

coz je ale (postacujici) podminka (1), ktera garantuje skute¢nost, ze Gtyi-
thelnik ABCD je tétivovy (obr. 1).

Obrécenim postupu snadno ukazeme, ze pokud ABCD je tétivovy ¢tyi-
thelnik, je vnitini dhel, napf. pfi jeho vrcholu A, shodny s vnéjsim thlem
u protéjsiho vrcholu C.

3. Uziti mocnosti bodu ke kruZnici.

Existuje-li v uvazovaném konvexnim ¢tyiihelniku ABCD aspon jedna
dvojice protilehlych stran, které nejsou rovnobézné, protinaji se p¥imky, na
nichz tyto strany lezi, ve vnéjsim bodé V étyftuhelniku ABCD. Predpoklé-
dejme, ze AB a CD jsou dvé raznobézné strany a V je prusecikem piimek
AB a CD, viz obr. 2 vlevo. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby
vrcholy daného ¢tyriahelniku lezely na téze kruznici, je v takovém piipadé
splnéni rovnosti

VA|-[VB|=[VC|- VD], (2)

viz obr. 2 vlevo, kterd charakterizuje tzv. mocnost vnéjsiho bodu V ke
kruznici (opsané ¢tyfthelniku ABCD), viz napf. [1].

Obr. 2

Lze v8ak pracovat také s prusec¢ikem P uhlopticek AC' a BD uvazova-
ného konvexniho ¢tyiahelniku ABCD, kde P je vnitinim bodem konvex-

Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026 181



niho ¢tyfuhelniku ABCD. Analogicky kriterialni vztah (rovnost) garantu-
jici skute¢nost, ze ABCD je tétivovy ¢tyituhelnik, ma vSak nyni tvar

|[PA[-|PC| = |PB|-|PD|, (3)
viz obr. 2 vpravo.

Pozndmka. P¥i dikazech rovnosti (2) a (3) (jako nutnych podminek) vy-
sta¢ime s podobnostmi dvojice trojuhelnika VAC a VDB, popi. PAB a
PDC, resp. s prislusnymi podobnostnimi poméry.

V nasledujici ¢asti uvedeme ukazky pouziti téchto t¥i metod (postupi)
pri FeSeni konkrétnich ditkazovych planimetrickych tloh.

Priklad 1

Dvé kruznice se protinaji v bodech A a B (A # B). Bodem B prochazi
piimka, ktera protina obé kruZznice v bodech C a D (C # B # D), viz
obr. 3. V bodech C a D jsou sestrojeny te¢ny k obéma kruznicim, které se
protinaji v bodé E. Dokazte, ze body A, C, D a F lezi na téze kruZnici.

Resent. Uzitim véty o shodnosti obvodového a tsekové dhlu pro kruz-
nici opsanou trojihelniku ABC' a jeji tétivu BC obdrzime | BAC| =
= [ BCE)|. Analogicky pak, pro tétivu BD kruZnice opsané trojthelniku
ABD plati | BAD| = | BDE)|, viz obr. 3.

Obr. 3
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Pro velikost vnitiniho thlu p¥i vrcholu E ¢tyfuhelniku ADEC pak plati

|XCED| = 180° — (X ECD| + |[< EDC|) =
=180° — (X BAD| + | BCE| = 180° — |< CAD|,

coz (po snadné tpravé) odpovidad pfimo podmince (1) z véty 1. Tim je
ditkaz ukoncen.

Priklad 2

V roviné je dan ¢tverec K LM N. Uvnitf jeho stran LM a MN jsou
zvoleny po fadé body P a Q tak, ze |XPKQ| = 45°. Uhlopticka LN
daného ¢tverce protina usecky K P a K@ po fadé v bodech S a R.

a) Dokazte, Ze body P, @, R, S a M leZi na téZe kruznici.

b) Dokazte, Ze obsah trojuhelniku KSR je roven obsahu &tyitahelniku

PQRS.

Resent.

a) DokaZeme, Ze pétithelnik PMQRS, viz obr. 4, je tétivovy.

N Q M
]

Obr. 4

Vzhledem k tomu, Ze jeho vnitini thel pfi vrcholu M je pravy, lze oce-
kavat, ze kruznice opsana uvedenému pétithelniku je Thaletova kruznice,
jejimz primérem je tsecka PQ. Je tedy tfeba dokazat, ze oba uhly PRQ
a PS(Q jsou pravé.

Nejprve dokaZeme, Ze oba ¢tyiuhelniky KNQS a KLPR jsou tétivové.
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K ditkazu téchto tvrzeni vyuzijeme prvni z uvedenych postupii. Uhlo-
pricky ¢tverce sviraji s jeho stranami thel velikosti 45°, proto plati

LSNQ| = [« SKQ| = 45° = |4 PKR| = |< PLR|,

coz vsak znamena, Ze usecku SQ vidime z bodua N a K, které lezi v téze
poloroving vytaté piimkou S@Q, pod stejnym thlem, tj 45°. Analogicky,
usec¢ku PR vidime pod thlem 45° z bodu K a L, které lezi v téze poloro-
viné vytaté pfimkou PR, a proto jsou oba ¢tyiihelniky KSQN a KLPR
tétivové.

Protoze |X KLP| = [QNK| = 90°, plati podle (1) v tétivovych &tyi-
thelnicich KSQN, KLPR

X KLP| = |« PRK| = | PRQ| = 90°
KQNK| = [XQSK| = [&QSP| = 90°,

coz dokazuje tvrzeni této Casti. (Usecky PR a QS jsou tak vyskami z vr-
choli P a @ v trojihelniku K PQ.)

b) Podle véty 2 v tétivovém c¢tyfahelniku PQRS plati rovnost
X KPQ| = |[XKRS|, a trojuhelniky KPQ a KRS jsou tedy podle véty
uu podobné. Jejich pomér podobnosti je pFitom roven 2 : v/2, nebot oba
pravothlé trojihelniky KPR a KQ@S jsou rovnoramenné (s pfeponami po
fadé¢ KP a KQ). Ctyrihelniky KNQS a KLPR jsou podle ¢asti a) téti-
vové, takZze podle véty 1 v nich plati 45° = |[SKLR| = [ KPR)| a také
45° = K KNS| = |2 KQS|. S ohledem na vy3e uvedeny pomér (2 : v/2)
podobnosti trojuhelniki K PQ a KRS je obsah prvniho z nich dvakréat
vétsi nez obsah druhého trojihelniku, tj. obsah trojihelniku KSR je ro-
ven obsahu ¢tyfihelniku PQR.S, coz jsme méli dokéizat.

Priklad 3 (Snéhulak)

V roviné je dan konvexni thel s vrcholem V. Uvazujme trojici kruznic
k1, ko a k3 situovanych stejné jako na obr. 5. Dokazte, Ze pruseciky P, @
kruznice k; a pruseciky R, S kruznice k3 s rameny daného uhlu, viz obr. 5,
lezi na téze kruznici.

Resent (uZitim véty 2). UvaZujme oznaceni prisecika kruznic kq, ko, k3
s rameny daného thlu stejné jako na obr. 5. Opakovanym uzitim véty 2
mame

XV PQ| = |XQBA| = [ ADC| = [XCRS|,

coz podle téze véty znamend, ze ¢tyfihelnik PQRS je tétivovy.
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Obr. 5

Jiné fesent (uzitim mocnosti bodu ke kruznici). Ze vztahu (2) pro vné&jsi
bod V kruznic ki, ko, ks dostavame po fadé |[VP|-|VA| = |VQ|-|VB|,
[VA|-|VD|=|VB|-|VC|, |VD|-|VS|=|VC|-|VR|, odkud plyne

\VP| |VB| |VD| [|VR|

VQl T VAl T Vel T Vs )
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Z rovnosti obou krajnich vyrazi ve (4) po udpravé dostavame
[VP|-|VS| =|VQ| - |VR|, coz podle (2) dokazuje, ze body P, Q, R a S
lezi na téze kruznici.

Pozndmka. Za pozornost zde stoji také skutecnost, ze dvojice pirimek PQ,
CD a AB, RS jsou rovnobézné, kdezto kazda dvojice ,sousednich® pii-
mek PQ, AB, CD a RS (obr. 5) jsou tzv. antirovnobézné, nebot plati
také |[XVQP| = |XPAB| = | BCD| = |XDSR|, tj. AVPQ ~ AVBA ~
~ AV DC ~ AV RS. Stejnou vlastnost (jsou antirovnob&zné) maji napf.
také strany ortického trojuhelniku daného ostrotuhlého trojihelniku vzhle-
dem k jeho stranam.

Priklad 4

Je dana kruznice k a jeji tétiva PQ. Uvazujme kruznice £, m, které obé
lezi v téze poloroviné vytaté primkou PQ tak, Ze kaZzda z nich se dotyka
jak tétivy PQ, tak i zevnitf kruznice k. DokaZte, Ze obé dvojice A, B a
C, D dotykovych bodu kruznic £ a m po fadé s tétivou PQ a s kruznici k
lezi na téze kruznici, viz obr. 6.

S
Obr. 6

[Ndvod k Teseni. Dotykové body B a D obou mensich kruznic £ a m s kruz-
nici k, jsou stiedy stejnolehlosti, které zobrazuji po fadé kruznice £ a m
na kruznici k. Dotykové body A a C' kruznic ¢ a m s tétivou PQ kruznice
k se proto zobrazuji na takovy bod kruznice k, pro ktery te¢na sestrojena
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v odpovidajicim obraze bodu A, resp. C, je rovnobéZnd s tétivou PQ. Ta-
kovy bod je pro obrazy boda A a C v obou stejnolehlostech spolecny a je
jim st¥ed S kruznicového oblouku P(Q) kruZnice k, na némz nelezi stfedy
B a D obou uvazovanych stejnolehlosti. Trojice boda B, A, S, resp. D, C,
S, lezi tudiz na primkach prochéazejicich bodem S. Zavérem vyuzijte vétu
o shodnosti obvodového a usekového thlu a vétu 2.

Piiklad 5 (viz [2, Problem E5])

Je dan konvexni étyfihelnik ABCD, v némz strany AB a CD nejsou
rovnobézné a P znadi je prisecik jeho uhlopfic¢ek. Rovnobézka s AB, ktera
prochézi bodem P, protina strany AD, BC po fadé v bodech E, F. Po-
dobné rovnobézka s C' D, ktera prochazi prusec¢ikem P, protiné strany AD,
BC po fadé v bodech G, H. Pokud plati |PE| - |PF| = |PG| - |PH], je
¢tyrahelnik ABCD tétivovy (obr. 7). DokaZte.

A

Obr. 7

[Ndvod k Tesent. Uzitim vztahu (3) nejprve ukazte, Ze ¢tyiuhelnik FHFG
je tétivovy — bod P je prusecik jeho uhlopiicek EF a GH. Uzitim vlastnosti
obvodovych uhli (1. metoda) dale ukazte, ze S HFE| = |XEGH|. Za-
vérem vyuZijte souhlasné ahly ve dvojicich pifmek AB || EF a CD || GH
a vztah (1), viz obr. 7]

Literatura

[1] Hordk, S.: Kruznice. Skola mladych matematiki, sv. 16. Nakl. Mlada fronta,
Praha, 1966.

[2] Monk, D.: New Problems in Euclidean Geometry. United Kingdom Mathe-
matics Trust, 2009.
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Dalsi vlastnosti netranzitivnich
ruletek

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH

Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice — Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej
w Krakowie, POLSKO

V préaci [1] jsme zkoumali trojice netranzitivnich ruletek s n sektory a
ukézali, jak z takové trojice vytvorit trojici netranzitivnich ruletek s (n + 2)
sektory. Vzhledem k tomu, Ze bylo mozné uvedeny postup libovolné opa-
kovat, odvodili jsme metodu, jak ziskat trojice netranzitivnich ruletek s li-
bovolné mnoha sektory.

V tomto pfispévku zobecnime vychozi trojici netranzitivnich ruletek
jinym zptisobem. Zaméfime pozornost na pocet ruletek. UkdZeme si, jak
1ze ke skupiné netranzitivnich ruletek pridat dalsi ruletku tak, aby i nové
vznikl4 skupina pfedstavovala skupinu netranzitivnich ruletek.

Pripomenme, Ze ruletka je pomiicka uréena k losovani ¢isel. Zatim uva-
7ujeme jen ruletky se stejné velkymi sektory (vylosovani kazdého z ¢isel na
ruletce je stejné pravdépodobné). P¥iklad ruletky se 3 sektory je na obr. 1.

N
[+/

Obr. 1

Takovou 3-sektorovou ruletku lze ztotoZnit s mnozinou R = {1,7,8}.

Definice 1
Soubor k navzajem disjunktnich mnozin (Ry, R, Rs, ..., Ry), kde

|Ri| = |Re| = |R3| = ... = |Rx| =n

RiUR,UR3U...UR, ={1,2,3,...,k-n}

nazveme skupinou k ruletek s n sektory.
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Vyberme dvé ruletky R;, a Rj,, kde j1,j2 € {1,2,3, ..., k} ze skupiny k
ruletek. Symbolem {R;, > R,,} oznalime jev, ze ¢islo vylosované pomoci
ruletky R2;, bude vétsi nez ¢islo vylosované pomoci ruletky R;,.

Definice 2
Skupinu k ruletek (Ry, Rs, Rs, ..., Ry), nazveme netranzitivng, pokud
existuje takova permutace (Rj,, Rj,, Rj,, ..., R;,), pro kterou plati:
1 1 1
P(le > Rjz) > 3’ P(Rj2 > Rjg) > RRERE P(Rjk > le) > 3
Je-li navic
1
P(le >>Rj2) :P(Rj2 > Rj3) == P(Rjk > Rj1) =p> 9’

tikdme, ze skupina ruletek je vyvdZend.

Priklad 1
Na obrazku 2 je skupina t¥i ¢tyfsektorovych ruletek Ry = {4,5,7,10},
Ro ={2,3,9,12}, Ry = {1,6,8, 11}.

R
NIEZ N BN DA
Obr. 2
Losujme nejprve dvojici ¢isel pomoci ruletek Ry a R,. Na obr. 3 jsou
znazornény vsechny mozné vysledky takového losovani. Cervené jsou vy-
znafeny vysledky priznivé {R; > R}, zelené vysledky pfiznivé jevu
{R2y > R}

12

4 5 7 10
Obr. 3
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Jevu {Ry > R»} je pfiznivych 9 vysledkii. Vzhledem k tomu, Ze vSechny
vysledky jsou stejné pravdépodobné, dostavame, ze

9

S 1

5
V souladu s [1] fekneme, Ze ruletka R; je lepsi nez ruletka Ry. Analogicky
lze ukazat, ze

9 9

P(RQ > Rg) = TG a P(R; > Rl) = TG

Tedy ruletka Rs je lepsi nez ruletka Rs3 a ruletka Rj3 je lepsi nez ruletka
R1. Vzhledem k tomu, Ze

P(Rl > RQ) = P(Rz > R;z) = P(Rg > Rl) = %
je trojice (R1, Ra, R3) skupinou vyvazenych netranzitivnich ruletek.

Nyni ukdZeme, jak ze skupiny k netranzitivnich n-sektorovych ruletek
ziskdme skupinu (k + 1) netranzitivnich n-sektorovych ruletek. Pouzijeme
metodu vloZeni a roztaZent.

Uvazujme skupinu (R, Ro, R3) netranzitivnich ruletek z piikladu 1 a
vytvofme z ni skupinu ¢ty¥ netranzitivnich ruletek (Ri, Ro, I3, R4).

V prvnim kroku (,,vloZeni*) pfecislujeme ruletky tak, Ze z R3 se stane
ruletka Ry (viz obr. 4) a vlozime novou ruletku /75 (zatim bez o¢islovanych
sektorti).

B
g
&7
g

5110 12| 3 /R 111 6
R, 2 R,
Obr. 4
Sektory ruletky odislujeme (na chvili) desetinnymi &isly, z nichz
kazdeé je o 0,5 vétsi nez ¢isla na sektorech ruletky Ry, tj. Ri= {4,5,7,10},
Ro={2,3,9,12}, , Ry={1,6,8,11}.

Nyni je zfejmé, ze R, je lepsi nez Ro, Rs je lepsi nez
R4 a Ry je lepsi nez R;.

Ve druhém kroku (,roztazeni“) musime pfifadit jednotlivym sektoriim
ruletky celo¢iselné hodnoty, ale tak, abychom zachovali ,,vztahy“ mezi

, je lepsi nez
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ruletkami. K tomu sta¢i preznacit sektory na vSech ruletkdch linearné:
usporddame vSechna ¢&isla ze sektort vzestupné a nasledné je nahradime
¢islem rovnym potradi, na kterém se dané &islo nachézi. Schématicky je

postup znézornén na obr. 5.

PRED 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

R 2 A A A A A A

PO 1 3 4 5 6 7 9 10 12 13 14 16
Obr. 5

Timto zptusobem vzniknou ruletky z obr. 6, ktery predstavuje pozado-
vanou skupinu ¢tyT netrazitivnich ruletek.

G GR AR
ok G

613R 164R2

10| 1
R,

1

Obr. 6

Vime, Ze

9
P(Ry > Ry) = P(Ry > i) = P(Ry > ) = 1.,

ale N

tj. tato skupina ¢tyT ruletek neni vyvizena.

Ctenar si snadno ovéri, ze pokud vzédjemné vyménime ¢&isla 7 a 8 na
ruletkach /73 a R4, dostaneme skupinu netranzitivnich vyvazenych ruletek
z obr. 7.

Gl el Al (o]
Tk | NI
R4

R
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Vlozeni nové ruletky do piivodniho souboru netranzitivnich ruletek miazeme
provést i na jiném misté, tak jako na obr. 8

Ob

r. 8

Vychozi ruletky R, a 3 z obr. 2 se stanou ruletkami R3 a R4 a pro novou
ruletku /75> najdeme oé¢islovani sektori. Po kroku ,,vlozeni“ méme posloup-
nost ruletek: Ry={4,5,7,10}, Ro= {2.5,3.5,9.5,12.5}, Ry3={2,3,9,12},
Ry= {1,6,8,11}. Krok ,roztazeni“ je znazornén na obr. 9.

PRED

2.5

3.9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 95 10 11 12 125
R T T e T T T S S
PO 1 2 4 6 7 8

Q

3 )

9 10 11 12 13 14 15 16
Obr. 9

Tak dostaneme netranzitivni ruletky z obr. 10.

Gley el ] )

Obr. 10

g

Podobné jako v predchozim piikladu neni tato skupina ruletek po etapé
,roztazeni“ vyvazené, protoze

P(R; > Ry) =P(Rs> Ry) = P(Ry> Ry) = e

ale
10

P(Ry > Rs) = 6
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K ziskani vyvazené skupiny netranzitivnich ruletek sta¢i jen zaménit
sektory s €isly 2 a 3. Tak vznikne skupina (viz obr. 11), kterd jiz méa
pozadované vlastnosti.

AT D (@
15| 4 14| 8
D ok G,

Obr. 11

g

Samoziejmé, Ze lze tuto metodu pouzivat opakované a ziskat libovolny
pocet netranzitivnich ruletek se stejnym poctem sektori, jako maji vychozi
ruletky. Spojeni metod z ¢lanku [1] a z této prace umoziuje vygenerovat
libovolné velkou skupinu vyvazenych netranzitivnich ruletek s libovolnym
poc¢tem sektori.
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Zajimavé matematické ulohy

V dalsim ¢isle nasSeho Casopisu pokracujeme v pravidelné rubrice Zaji-
mavé matematické ilohy, v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych
tloh 311 a 312. Jejich feSeni mizete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2026 na
adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také
elektronickou cestou na emailovou adresu mfi@Qupol.cz. Zajimavé a origi-
nalni feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 311

Urcete velikosti vnitinich thlia v8ech lichobé&zniki ABCD s delsi za-

kladnou AB, které lze ,roziezat* na dva rovnoramenné trojahelniky.
Jaroslav Svréek

Uloha 312

V tabulce je obarveno nékolik poli. V kazdém kroku
vybereme vSechna neobarvena pole, ktera maji obarveny
asponn dvé strany, a tato pole obarvime. Uréete nejmensi
mozny pocet m poli, kterd musime na zacatku obarvit, aby |-
po nékolika krocich byla obarvena cela tabulka. Pro toto m #H::
urcete nejmensi a nejvétsi pocet krokd, po nichz to mize
nastat. (Napf. budou-li na po¢atku obarvena ¢tyfi pole na obrazku vpravo,

potom v prvnim kroku obarvime &tyfi pole oznadena teckou.)
Pavel Caldbek

V nasledujici ¢asti uvadime FeSeni tloh 307 a 308, jejichz zadani jsme
zvefejnili v prvnim ¢isle aktuédlniho (35.) ro¢niku naseho Gasopisu.
Uloha 307

Konvexni Sestithelnik ABC' D EF mé protéjsi dvojice stran rovnobézné.
Dokazte, Ze trojuhelniky ACE a BDF maji stejné obsahy.

Josef Tkadlec

A B
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Reseni (autorské). Oznaéme pruseéiky piimek EF, AB, C'D podle ob-
razku G, H, I. Pfimky GH (resp. AB) a ED jsou rovnobézné, trojiuhelnik
EDI je tak podobny s trojuhelnikem GHI v poméru 4 : 1, podobné je
trojihelnik GAF podobny s trojihelnikem GHI v poméru g : 1 a troj-
thelnik BHC' je s nim podobny v poméru h : 1, kde i, g, h jsou kladné
realna ¢isla mensi nez 1.

Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze trojihelnik GHI ma jed-
notkovy obsah, tedy Sgpr = 1. Vyska trojihelniku FGA ke strané EG je
g-nasobkem vysky trojuhelniku GHI ke strané GI, délka jeho strany EG
je (1 — ¢)-nasobkem délky strany I'G, obsah Sgga trojihelniku EGA je
tak roven

Seaa =g(1 —i)Sgur = g(1 —1).

Podobné jsou obsahy Sapc a Scrg trojihelnikt AHC a CIE rovny
Sapc = h(1-g),
Scrp =i(1— h).
Obsah Sacp trojahelniku ACFE je tak roven
Sace = Sarr — Sega — Sanc — Scie =

=1-g(1—i)—h(1—g)—i(l—h) =
=1~ (g+h+i)+ (gh+ hi +ig).

Podobné pro obsahy trojuhelniki FGB, BHD, DIF plati

Srae =g(1 —h),
Spup = h(1 —1),
Sprr = i(l — g).

Obsah trojahelniku BDF je tak roven
Sepr = Sgur — SraB — SBuD — SpIF =
—l—g(l—h) —h(l—i)—i(l —g) =
=1—(9+h+1i)+ (gh+ hi+ig).

Vidime, Ze obsahy trojihelniki ACE a BDF si rovny, jak jsme méli do-
kazat.
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Jiné feseni (podle Bartosze Wieczorka). Podobné jako v predchazejicim
feSeni ozna¢me Sy, obsah mnohothelniku XY'... Dale ozna¢me J, K, L
po fadé priseciky thlopticek AD a BE, BE a CF, CF a AD. Pfedpokla-
dejme, Ze stejné jako na obrézku je trojihelnik JKL v poloroviné ADE
(v opa¢ném pifpadé stadi vrcholy preznacit tak, Ze misto Sestitthelniku
ABCDEF uvazujeme Sestithelnik DEFABC'). Potom plati

Sace = Sikr + Sacr + Scex + Seau,

Sepr = Sykr +Sprr +SBrrx + SBDJ-

Aby platilo dokazované tvrzeni, staci ukézat, Ze obsahy odpovidajicich
trojihelnika ACL a JKL, CEK a BFK, FAJ a BDJ jsou shodné.

To opravdu plati. Pro prvni dvojici to plyne z faktu, Ze ¢tyrtuhelnik
ACDF je lichobéznik se zakladnami C'D a AF, obsahy trojihelniki AC' D
a FCD jsou tak shodné, tedy jsou shodné i obsahy trojuhelniki ACL a
DFL, které vzniknou odebranim jejich priniku, tj. spoleéného trojuhel-
niku CDL.Y Podobné to plati i pro zbyvajici dvojice trojuhelnikii.

Spravna feSeni zaslali: Michat Fronczek a Bartosz Wieczorek, oba I LO
SS Tarnowskie Gory (Polsko),
Netplné feseni zaslala Johanka Pouchovd, G Plzen, Mikulasské nam.

Uloha 308
Kolika zptsoby je moZzno usporadat pfirozena ¢isla 1,2, ..., n do kruhu
tak, aby kazdé cislo bylo délitelem souc¢tu svych dvou sousednich éisel.
Takové zptuisoby, které lze ziskat jeden z druhého otoenim nebo osovou
soumérnosti, povazujeme za jeden zpiisob. Ulohu feste pro a) n = 2025,

b) n = 2026.
Jaroslav Zhouf

DViz napf. &lanek Motyli kiidla v lichobézniku L Juklové a J. Svréka v prvnim disle
34. roéniku naseho ¢asopisu.

196 Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026



Reseni.

a) Suda &isla déli jen suda ¢isla, pokud by se v kruhu vedle sebe nachéa-
zela dvé suda ¢isla, musela by tak vedle nich byt jen sudé ¢isla. V kruhu
by se tak nachéazela jen suda ¢isla, coz je spor. Vedle kazdého sudého ¢&isla
se tedy musi nachazet dvé ¢isla licha.

Mezi pfirozenymi ¢isly do 2025 se nachazi 1012 sudych ¢isel a 1013
lichych, pii rozmisténi ¢isel do kruhu se proto budou nachézet v jednom
misté vedle sebe dvé licha ¢isla a ve zbytku se budou licha a suda ¢isla
stfidat.

Nejprve predpokladejme, Ze se vedle sebe nachazi ¢isla 2025 a 2024.
Jelikoz zbyvajici ¢isla v kruhu jsou mensi nez 2025, musi byt pfed ¢islem
2025 ¢islo 1. Nejmensi vétsi ¢islo nez 2024, které je délitelné Cislem 2024,
je Cislo 4048, vedle ¢isla 2024 se tak z druhé strany musi nachézet ¢islo
2023.

Obecné, necht jsou ¢isla v kruhu v poradi

..,1,2025,2024, ...,k + 1,k,. ..

Vpravo vedle ¢isla k se musi nachazet néjaké ¢islo mensi a soucet tohoto
¢isla s ¢islem k + 1 musi byt délitelny k, jedind moznost pro soucet je 2k a
vedle ¢isla k tak je k—1. Proto jsou ¢isla do kruhu usporadana v klesajicim
poradi
.., 1,2025, 2024, 2023, 2022, . ..
Necht nyni nejsou v kruhu éisla 2024 a 2025 vedle sebe. Predpokladejme,

7e ¢islo 2023 nelezi vedle ¢isla 2024. Cisla 2023 a 2025 nemohou leZet vedle
sebe, protoze by ¢isla v kruhu byla usporadéana

...,2025,2023,2021, ...,

a tedy by lezela vedle sebe tfi licha ¢isla. Aby licha ¢isla 2023 a 2025 délila
sudé ¢islo, musi byt toto ¢islo aspon 4046. Jelikoz vedle téchto ¢isel lezi
¢isla mensi nez 2023, je jejich soucet mensi nez 4046. Proto soucet ¢isel
vedle nich musi byt lichy, a tedy vedle nich musi lezet jedno ¢islo sudé a
jedno liché. Jsme tedy v situaci, kdy se na dvou mistech vedle sebe objevi
dveé liché ¢isla. Tudiz 2024 a 2023 se v kruhu nachézeji vedle sebe.

7 podobnych duvodu jako vyse jsou ¢isla v kruhu usporadana

..,1,2024,2023, ...,k + 1, k.

Soucet ¢isel vedle k musi byt délitelny k, pokud by vpravo bylo ¢islo
mensi nez k, je jedinou moznosti pro soucet 2k a ¢islo vpravo od k je k—1.

Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026 197



Jesté je mozné, ze by vpravo vedle k stalo 2025, pak by soucet jeho sousedt
byl rtzny od 2k, tedy by byl aspon 3k a muselo by tak platit

k4142025 > 3k, tj. k£ <1013.
Proto jsou ¢&isla v kruhu usporadana
.., 1,2024,2023,...,1014,1013.

Pokud by vpravo vedle ¢isla 1013 bylo 1012, potom by se v tseku
1012, ...,1 nachazela kromé ¢isla 2025 jen ¢isla nejvyse rovna 2012, soucet
zaddnych dvou z nich ovSem nepfevysi 2025, tedy 2025 by nemohlo délit
soucet svych sousedii. Proto vedle ¢isla 1013 musi byt ¢islo 2025, vedle néj
pak 1012, vedle 1011, a dale uz musi bez vyjimek posloupnost klesat. Dalsi
vyhovujici usporadani ¢isel tak je

..,1,2024,2023, ...,1014,1013, 2025, 1012, 1011, . ...

a zadna jina poradi neexistuji.

b) Jak vime z ¢asti a), vedle kazdého sudého &isla musi stat dvé &isla
licha. Mezi ¢isly 1,2,...,2026 je stejny pocet sudych a lichych ¢&isel, tedy
i vedle libovolného lichého ¢isla musi stat dvé ¢isla suda. Vedle ¢isla 2025
tak musi stat 2026 a 2024, stejnymi Gvahami jako vySe ziskdme jediné
mozné pofadi

.., 1,2026,2025, 2024, . ..

Spravna Feseni zaslal Michat Fronczek, II LO Tarnowskie Gory (Polsko).
Pavel Caldbek
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FYZIKA

Kompetencni ramec absolventt
ucitelstvi a realna vyuka fyziky

VOJTECH ZAK, TOMAS FISAR

Matematicko-fyzikalni fakulta, Univerzita Karlova

V roce 2023 vydalo Ministerstvo skolstvi, mladeZe a t&lovychovy CR
(dale: MSMT) dokument, ktery ma nazev Kompetencni ramec absolventa
a absolventky ucitelstvi (dale: KRAAU) [1]. Ten by mél na narodni arovni
popsat kompetence, jimiz by méli byt vybaveni absolventi a absolventky
studijnich programu vedoucich k uéitelské kvalifikaci.

Vzhledem k tomu, ze KRAAU za¢ina vzdélavani budoucich uéiteli a udi-
telek v Cesku jiz ovliviiovat a v odborné literature zabyvajicf se fyzikalnfm
vzdélavanim dosud v podstaté nebyl reflektovan (na rozdil od jiného vliv-
ného dokumentu — Strategie 2030+, ktera jiz ¢asteéné reflektovana byla,
napf. ve [2]), velmi stru¢né ho v tomto ¢lanku predstavime. Zejména ale
podrobné uvedeme dvé aktivity s KRAAU souvisejici, které podle naseho
nézoru mohou pomoci pii vyuce fyziky na zékladnich a stfednich skoléch.

Struktura KRAAU

KRAAU je rozdélen do 6 oblasti, v jejichZz ramci je formulovano 18
kompetenci. Jednotlivé oblasti jsou v ném pojmenovany takto:

1. Vyucované obory a jejich zprostiedkovani zakim a zakynim
Planovani, vedeni a reflexe vyuky
Prostiedi pro uceni
Zpétna vazba a hodnoceni
Profesni spoluprace
. Profesni sebepojeti, rozvoj, etika a duSevni zdravi

Jednothve kompetence jsou uvedeny v [1, s. 17] a dale jsou podrobné
rozepsany [1, s. 22-71] (vCetné rozliSeni t¥i trovni: absolvent/ka, zacinajict
ucitel/ka, zkuseny/d ucitel/ka).

A e
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Komentar jednotlivych oblasti KRAAU

Oblast 1: Vyucované obory a jejich zprostiedkovdni Zakim a Zdkynim —
co

Jadrem KRAAU je z hlediska oborové didaktiky (v nasem ptipadé di-
daktiky fyziky) oblast 1, kam jsou zafazeny dvé kompetence: rozumim
vyucovanym oborim a ddle se v mich rozvijim a didakticky zprostredkuji
obsah vyucovanijch obori Zdkim a Zdkynim v souladu s jejich vzdéldva-
cimi pottebami. Potiebnost fyzikalnich znalosti a dovednosti ucitela fyziky
a jejich didakticky um ur¢ité nemusime pred Ctenafi obhajovat. Oba dva
tyto body (a neni podstatné, zda je budeme oznaovat jako kompetence)
jsou natolik dulezité, ze byly dale rozpracovany v kompetencénim ramci pro
fyziku [3]. Oblast 1 je moZné heslovité oznadit zdjmenem CO.

Oblast 2: Pldnovdni, vedent a reflexze vjuky — PRED, BEHEM A PO
Tato oblast pfekracuje z Casového hlediska samotnou vyuku, typicky
organizovanou do vyucovacich hodin, a zabyva se mimo jiné tim, co by
mélo vyuce predchazet (napf. nastavovdni cili, pldnovdni vguky) a co by
po ni mélo nésledovat (reflexze vguky). Oblast 2 je tedy mozné vystihnout
slovy PRED, BEHEM A PO, a vyjadiuje tedy ,¢asové soufadnice.

Oblast 3: Prostiedi pro uceni — KDFE

Dalsi oblast se v pfeneseném slova smyslu zabyvéa ,,prostorovymi sourad-
nicemi* a fesi, kde uceni zakt probiha. Tematizuje nejen vhodné uspordddni
fyzického a digitdlniho prostiedi, ale také psychologicky a socialné bezpecné
prostiedi pro uceni. Strucné je tedy mozné oblast 3 zastoupit slovem KDE.

Oblast 4: Zpétnd vazba a hodnoceni — ZPET

Dalsi oblast kompetenci se do jisté miry vraci k tomu, co jiz probéhlo.
Tyka se hodnoceni, zpétné vazby a reflexe uceni zakia. Tematizovano je
také sebehodnoceni a vzajemné hodnoceni zakiu. K reflexi dodejme, Ze
ji mazeme chapat jako ,zrcadleni toho, co se stalo“, a tudiz nemusi byt
zakon¢ena hodnoticim vyrokem, at uz kladnym, nebo zapornym (4, —).
Tuto oblast mtzeme vystihnout kratce jako ZPET.

Oblast 5: Profesni spoluprice — S KYM

Pata oblast se zaméfuje na spolupraci s dalsimi moznymi aktéry vzdéla-
vani — kolegy, rodici, $irsi komunitou. Upozoriiuje tedy na spolupraci s témi,
ktefi stoji pivodné mimo danou vyuku (v dané t¥idé), ktera ale muzZe vy-
znamné pozitivné tuto vyuku ovlivnit. Oblast 5 lze tudiz vystihnout slovy
S KYM.
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Oblast 6: Profesni sebepojeti, rozvoj, etika a dusevni zdravi — JA

Tato oblast je pomérné Siroka. Zahrnuje jednak napt. pozadavek na
odpovédnou prdci s informacemi, respekt k védeckym faktim, jednak se
vyrazné obraci k uditeli jako bytosti a zdturazihuje péci o duSevni zdravi a
utvdrent sebepojeti ucitele. Pro vyrazny obrat k nitru ucitele ji muzeme
zjednodugené zastoupit zajmenem JA.

Aktivity do vyuky fyziky navazujici na kompetenéni ramec

V dalsim textu uvadime dvé aktivity, které se tizce vztahuji ke KRAAU
a které je mozné zaradit do vyuky fyziky. U kazdé z nich je uvedena jeji
navaznost na kompetenéni ramec, jeji struény popis, dale podrobny popis
a zkuSenosti s danou aktivitou ve vyuce fyziky. Uvedené aktivity je mozné
uzpusobit i pro vyuku jinych pfedméti.

Mapovdni fyzikdlnich znalosti pomoci Excalidraw
Ndvaznost aktivity na kompetenéni ramec

Tato aktivita spada do oblasti 2: Pldnovdni, vedeni a reflexe vyuky,
konkrétnéji se tykd kompetence 2.3: Podporuji u Zdki a Zdkyn zvidavost
a motivaci k uceni a v ramci ni arovné 1, bodu 1: Zjistuji, co uz Zdci a
Zdkyné umi a védi, a nové vyucovany obsah a kompetence s tim propojuji.
Cilené navazuji na predchozi vijuku.
Strucny popis aktivity

Aktivita vyuziva digitalni platformu Excalidraw [4] ke zjistovani pre-
koncepci a nazoru zaku vztahujicich se k fyzikdlnimu tématu, které bude
do vyuky zafazeno. Cilem aktivity je pFizpusobit dalsi vyuku tak, aby zaci
mohli vyuzit své dosavadni znalosti a zkuSenosti, na které se navaze, a
doslo k potlaceni jejich pFipadnych miskoncepci. Pro vyuziti této digitalni
platformy je zapotiebi, aby Zaci méli elektronické zafizeni, napt. pocitac,
tablet nebo mobilni telefon s internetovym pfipojenim.

Podrobny popis zatazent aktivity do vjuky

Vzhledem k povaze aktivity je vhodné ji zarfadit na zacatek daného
fyzikalniho tématu. Okamzita prace s nézory zéki je narocna z hlediska
oborového i didaktického. Z tohoto dtivodu doporu¢ujeme aktivitu zaradit
na konec vyucovaci hodiny, kterd novému tématu predchazi. Uéitel tim
ziska ¢as na zpracovani informaci. Nasledné muze nazory zékua rozebrat na
aktivitu na zac¢atku nebo v pribéhu hodiny a rovnou ji vyhodnotit. Pri-
padné je mozné zadat zakim samostatnou praci a mezitim si promyslet,
jak pracovat s jejich konkrétnimi nazory.
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Doporucujeme, aby Zzéci pouzivali sva vlastni zafizeni, ¢imz si osvoji
praci pravé s nimi. V pripadé potieby jim v8ak poskytneme pocita¢ nebo
tablet. Zakim je vhodné nabidnout internetové pfipojeni, nicméné z nasi
zkuSenosti vyplyva, ze vétsSina zakd tuto potifebu TeSi prostfednictvim
svého datového pripojeni. Pouziti vlastniho mobilniho telefonu a inter-
netového pripojeni je pro né dnes bézné.

Pro zajisténi bezpecného a otevieného prostiedi pro vyjadfovani nazoru
zaka a jejich vzajemnou komunikaci je vhodné dodrzovat nékolik dulezi-
tych pravidel. Zakladnim pravidlem je, Ze se zak samostatné zamysli. Svoje
nazory a predstavy nasledné sdéluje ostatnim v elektronické formé, kterou
si pfiblizime dale. V této fazi na nézory zéka pokud mozno nikdo nere-
aguje, ani ostatni zaci, ani vyucujici. Dilezité je upozornit predevsim na
nevhodné projevy chovani, jako je smich nebo pokfikovani, které mohou
nazory zaku snadno shodit a snizit tak jejich sebedtvéru.

Nyni pfejdeme k samotné platformé Fxcalidraw. Ta predstavuje interak-
tivni online tabuli, ktera integruje nastroje pro kresleni a psani a umoziuje
sdileni obsahu s vétsim poc¢tem uzivateli. Existuje v riznych jazykovych
verzich, nize se odkazujeme k anglické (bohuZel v dobé pfipravy ¢lanku
nebyla k dispozici ¢eska verze). Toto sdileni miZe byt realizovano ve dvou
rezimech: pasivnim, uréeném pouze pro prohliZeni obsahu, nebo aktivnim,
umoziujicim piipojenym uzivatelim kolaborativni Gpravy sdilené tabule.
Identifikace pripojenych uzivateli je usnadnéna moZnosti zmény jména
bez nutnosti predchozi registrace nebo prihlaseni. Prestoze kazdy uziva-
tel v realném case sleduje pohyb kurzoru ostatnich, zpétné zjisténi autora
konkrétniho objektu vytvoreného na tabuli nenf mozné.

Nevyhodou je, ze kazdy pfipojeny uzivatel ma moznost odstranit jaky-
koli objekt na sdilené tabuli, a to bez ohledu na jeho autorstvi. Z tohoto
divodu je pfi vyuziti této platformy kli¢ova disciplina zéka a jasné defino-
vané pravidla pro spolupraci, aby nedochazelo k mazani cizi prace. Préace
s touto aplikaci je podobna jako s fyzickou tabuli, je ale rychlejsi. Na rozdil
od fyzické tabule, na kterou typicky nemohou vsichni Zaci najednou pséat
a kreslit, mohou v tomto pfipadé vSichni vyjadfit svij nazor ve stejnou
dobu. Aplikaci lze spustit v internetovém prohlizedi, takZe je dostupné na
v8ech béznych pocitacich, tabletech a telefonech s internetem. Prostiedi
Ezcalidraw je snadno pochopitelné a intuitivni (obr. 1), proto popis ovla-
déni jednotlivych prvki, jako je kresleni, psani, nahréavani obrazki, vybér
barev, mazani, uzamykani objektd a posun po tabuli, ponechavidme na
samostatném prozkoumani ¢tenéfem.
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Obr. 1 Tabule platformy Ezcalidraw (se zvétsenymi polozkami, v anglické verzi)

Pro sdileni tabule dalsimi uzivateli klikneme na tlac¢itko ,Share“ v pra-
vém hornim rohu (obr. 1). Poté se zobrazi nabidka s moZnostmi sdileni.
Kliknutim na ,Start session“ vytvoiime odkaz, ktery Zaci potiebuji, aby
se mohli pfipojit k nasi tabuli a spolu s nami na ni pracovat. Zaroven se
zaktm nabidne moznost zménit si své jméno. Druhé tlacitko, ,,Export to
link“, vytvori odkaz, diky kterému se zaci mohou k tabuli p¥ipojit pouze
pro zobrazeni, nemohou ji ale nijak upravovat. Doporuc¢ujeme tento odkaz
vytvorit jesté pred zac¢atkem vyuky a umfistit ho zadktim na webové stranky
predmétu nebo ukazat prislusny QR koéd pomoci projektoru, piip. poslat
zékam nékolik papirt s vytisténym QR kddem.

Pro navrat k upravam tabule sta¢i kliknout mimo zobrazenou nabidku.
Po pfipojeni zaki k relaci spolupréce je vhodné je vyzvat k nastaveni vlast-
nich jmen. U¢itel tak ziskd zakladni prehled o pfitomnych aéastnicich. Sdi-
leni s moznosti uprav lze kdykoliv ukonéit kliknutim na tlac¢itko ,,Share* a
nésledné na ,,Stop session*. Ukonéeni relace pro ucitele znamena, ze se jeho
zobrazeni tabule prestane aktualizovat podle zmén provadénych ostatnimi
uzivateli. Ostatni Zaci v8ak budou moct na sdilené tabuli nadale spolu-
pracovat. Z tohoto divodu je nutné zaky diirazné upozornit, ze aktivitu
ukonc¢ujeme. Po ukonéeni relace je mozné vytvoreny obsah ulozit. V le-
vém hornim rohu (obr. 1) klikneme na ikonu nabidky a zvolime moZnost
noave to ... ¢ (obr. 2), nasledné ,Save to file* pro uloZeni v editovatelném
forméatu, nebo ,,Export image ...* pro uloZeni v podobé statického ob-
razku. Tento obréazek 1ze nasledné zdktim promitnout. Vyhodou uloZzeného
souboru je, Ze ho mizeme dat zakiim po vyucovaci hodiné k dispozici.
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Obr. 2 Hlavni nabidka platformy Ezcalidraw (v anglické verzi)

Je ziejmé, jak snadno lze ziskat data z platformy Fzcalidraw v podobé
obrazku. Ten muze pomoct analyzovat a vyhodnotit vSechny napady zaka
a propojit je s fyzikalnimi souvislostmi. MuZeme je rozti¥idit, napf¥. do
skupin: uZ zndme; budeme se zabyvat; nebudeme se zabyvat; sloZité; bude
mozné se dozvédét navic. Uréity napad muze byt samoziejmé zafazen i
do vice skupin (ty nejsou disjunktni). Konkrétni vyhodnoceni mimo jiné
zavisi na odpovédich vyucujictho na nasledujici otédzky: Budu s napady
(daty) pracovat hned po jejich ziskani ve stejné hoding? Budu se zaky
sdilet samotné zpracovani dat, nebo jim piedstavim pouze zavéry?

Jak jiz bylo zminéno, rozhodnuti, zda ziskat a zpracovat data ve stejné
vyucovaci hodiné, ovliviiuji zkuSenosti a jistota vyucujictho. Doporu¢ujeme
vSak komentovat jednotlivé napady ve vyuce, at uz ve stejné vyucovaci ho-
diné, nebo v hodiné nasledujici, kdy bude mit vyucujici komentéafe k jed-
notlivym napadtm jiz pfipravené. Zaci totiz nemust vzdy porozumét viem
myslenkam a predstavam spoluzaki, proto je vhodné je nejprve okomen-
tovat. Béhem komentoviani muzeme také zminit souvislosti s probiranou
latkou, coz miize zédky motivovat k hlubsimu zamySleni. Napady dopo-
ruc¢ujeme reflektovat zejména z vécného a fyzikalniho hlediska, nikoli na
zékladé znalosti autora napadu. Ziskané napady tak implicitné rozdélime
na smysluplnéjsi a méné smysluplné, aniz bychom je takto explicitné ka-
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tegorizovali. Zadny z navrha automaticky nevyfazujeme, zésadni je, aby
zaci pochopili, Ze pracujeme, aspon na zacatku, s kazdym jejich ndpadem.

Doporuc¢ujeme seznam napadii vytisknout (pfipadné vyfotit a vytisk-
nout) a bé&hem probirani jednotlivych témat v dalsi vyuce fyziky mtizeme
jiz probrané napady odskrtavat sami, nebo to provadét spoleéné se zaky.
Na zavér daného tematického celku je vhodné se k pivodnimu seznamu
napadu vratit a pripomenout, ktera fyzikalni témata byla skuteéné zara-
zena a které nikoliv. V pfipadé€ nezafazenych témat je vhodné uvést divod
jejich vynechéni a pfipadné nabidnout zdkum relevantni zdroje informaci
pro jejich samostatné studium.

7 hlediska zakt muze vyhodnoceni probihat napfiklad takto: Se zaky
spole¢né diskutujeme jednotlivé napady a roztiidime je podle domluvenych
pravidel. U¢itel zakim elektronickou tabuli nahraje jako zépis z hodiny,
napifklad na webové stranky nebo do jiného digitalniho prosttedi, které
skola pouziva. Nasledné maji za tkol vybrat a oznacit napf. t¥i z komento-
vanych napadi: ten, na ktery se nejvice tési; ten, na ktery se t&si nejméné;
ten, o ktery maji zajem i mimo 8kolni vyuku. Na konci tématu se pak mo-
hou k tomuto roztfidéni vratit a zreflektovat, zda jejich ocekavani a zajem
o jednotlivé napady odpovidaly skutec¢nosti.

Zkusenosti s aktivitou ve vijuce fyziky

Aktivitu jsme zaradili napf¥. do vyuky jaderné fyziky. Tato oblast je ty-
picky vyucovina v 9. roéniku zakladni Skoly. Divodem pro zafazeni této
aktivity je fakt, ze Zaci nepfichazeji s jadernou fyzikou védomé do kaz-
dodenniho kontaktu, ale spiSe maji o této oblasti informace z médii nebo
z jinych vyucovacich pfedméti (chemie, d&jepisu, pfirodopisy, ... ).

Zaci s platformou FEzcalidraw pracovali poprvé, proto jsme touto akti-
vitou vyucovaci hodinu zahajili. P¥i prvnim zafazeni v dané tiidé je ob-
tiZzné odhadnout, kolik ¢asu aktivita zabere. V nasem piipadé zaci vyuzi-
vali 8kolni tablety a platformu si otevieli pomoci promitnutého QR kodu
béhem nékolika minut. Na za¢atku vyucujici ukazal jen néastroje pro kres-
leni, psani a mazani. Nasledné méli Zzaci ¢as prozkoumat platformu sami,
protoZe s ni pracovali poprvé (tuto ¢ast pii opakovaném zafazeni uz vyne-
chavame). Zaktm 9. roéniku stacil ¢as do 10 minut, coZ napf. v 6. roéniku
povazujeme na zakladé nagich zkuSenosti za minimum. Teprve potom bylo
zaktm sdéleno zadani.

Doba uréené na praci se odviji od tématu, zkuSenosti zaku a jejich véku.
Osvédcilo se nam pozorovat tabuli a v okamziku, kdy se neobjevuje uz nic
nového, aktivitu ukoncit. Kromé oc¢ekévanych pojmu se objevuji i kresby,
které byvaji ¢asto docela vystizné. Pro jadernou fyziku se napf. jedna
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o vybuch, elektrarnu, nemocného ¢lovéka nebo ,,zmutované zviratko*.

Ze zpétné vazby zaki vyplyva, ze na aktivité ocenuji predevsim vyuziti
digitalnich technologii a seznameni s kooperativnim néastrojem, ktery mo-
hou vyuzit i jinde, napf. pfi feSeni skupinovych praci a projekti. Dale
ocenuji, ze mohou vyjadfit svij nézor a napsat cokoli. Naopak zminuji i
negativni stranku, kdy se néktefi spoluzéci pfi komentovani jednotlivych
napadu vyjadiuji nevhodné. To napliuje obavu z jednoho z nami pted-
pokladanych rizik.

Pokud se aktivita zafazuje opakované, ukazuje se, ze pro zéky prestava
byt atraktivni kreslit nebo psat na tabuli véci mimo téma, ¢imz dospéjeme
k efektivnéjsi praci. Aktivitu je vhodné vyuzivat i u témat, s nimiz maji
zaci jiz néjakou zkuSenost z kazdodenniho zivota. Takovych témat mtuzeme
najit mnoho uz v 6. roéniku (napf¥. magnety, gravitace, délka, ¢as, hmot-
nost, teplota). Také na st¥edni 8kolu Zaci pfichézeji s mnoha miskoncep-
cemi, a proto vidime velké mozZnosti vyuziti platformy Fzcalidraw i na
stfednich Skolach.

Rozdélovani Zaki do skupin podle spoleénich zdjmaii
Ndvaznost aktivity na kompetencni ramec

Tato aktivita spadé do oblasti 3: Prostiedi pro ucent, konkrétnéji se
tyka kompetence 3.1: Vytvdiim bezpecné prostredi pro uceni a v ramci ni
arovné 2, bodu 7: Vedu Zdky a Zdkyné k tomu, aby si uvédomouvali spolecné
zdgmy a hodnoty skupiny a vhodné reagovali na projevy ohroZujici pozitivni
vztahy ve tFidée a respekt k odlisSnostem.

Strucny popis aktivity

Aktivita se zaméfuje na vytvoreni skupin zéka s podobnymi zajmy a je-
jich naslednou spolupraci. Nabidneme t¥i zptisoby rozdéleni zaki, pricemz
jeden z nich popiSeme podrobnéji. Diky této aktivité muze zak zjistit, ze
spoluzak, s nimz doposud pfili§ nekomunikoval, sdili podobné zajmy. To
miize vést k lepSimu vzédjemnému porozuméni a posileni socialnich vazeb
mezi zéky.
Podrobny popis zatazent aktivity do vyjuky

Aktivitu je vhodné zafadit do vyuky, ve které chceme vyuzit skupinovou
praci nebo prvky kooperace. Nemusi pfitom nutné jit o spoleéné feSeni
ikolt, ale i o néslednou diskuzi nad nimi. Pokud si Zéci budou vybirat
témata, kterd je skutefné zajimaji, otevira se moznost volby kognitivné
naro¢néjsich dkold nebo rozsifujictho udiva. Predpoklddame totiz jejich
vySSi vnitini motivaci.
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Jako prvni pfiklad rozdéleni zaki podle néjakého zdjmu muze byt uve-
deno déleni podle fyzikdlnich obori, které je vhodné napftiklad pro za-
vérecné opakovani na zakladni Skole. P¥i tomto zptsobu doporucujeme
upfednostnit skupinovou préaci v podobé projektu nebo vyuku s prvky
mohou byt napi.: fascinujici svételna kouzla (optika); tajemstvi neviditel-
nych sil (gravitace, elektfina, magnetismus); energie kolem nés (termody-
namika, zakon zachovéani energie); pfibshy pohybu (kinematika); cesta ke
hvézdam (astrofyzika); sily pfirody v akci (meteorologie); pfemény kolem
nas (skupenstvi a jejich zmény); zvukové viny.

Druhym moZnym zpusobem rozdéleni zaki je déleni podle typu tloh,
které chtéji fesit. Tento pristup je vhodny napiiklad pro zadavani kogni-
daji zékladni feSeni souvisejicich tloh, nebo pro praci s rozsifujicim uci-
vem. Dostacujici je jedna vyucovaci hodina nebo jeji ¢ast, aby ¢innost pro
zéky nebyla piilis stereotypni. Pokud chceme aktivité vyclenit vice ¢asu, je
vhodnéjsi vénovat se ji ve vice tématech nez delsi dobu v jednom tématu.
Typy tloh pro rozdéleni zakta mohou byt: grafické dlohy; vypoctové tlohy;
kvalitativni tlohy; experimentélni tlohy; tlohy feSené pomoci simulaci;
problémové tlohy.

Tteti zpusob, ktery uvedeme, je rozdéleni zaku podle vyuZiti fyziky v
bezném Zivoté. Takové déleni muze byt nejvhodnéjsi, protoze nejvice sou-
visi s bé&Znou zkuSenosti zakt. Aktivita je vhodna pro skupinovy projekt
s naslednou prezentaci. Aplikacemi pro rozdéleni mohou byt: fyzika v ku-
chyni; fyzika ve sportu; fyzikalni hry; fyzikalni paradoxy; fyzika v estetice;
fyzika v medicing; fyzika v architekture a stavitelstvi; fyzika v dopravé;
fyzika v zdbavnim parku; fyzika v kriminalistice. Mtze byt obtizné trefit
se zrovna do téch aplikaci, o které se zaci zajimaji nejvic. Proto je vhodné,
abychom nechali vybér tématu otevieny i jejich vlastnim navrhim. Zéky
s navrhy témat seznamime diive nez v dané vyucovaci hodiné, aby se mohli
zamyslet nad vlastnim tématem, které by je bavilo fesit. Protoze typicky
nelze vSechna témata zaradit do jednoho tematického celku, je vhodné
aktivitu zafadit do obdobi mezi nimi.

Abychom zaktm zajistili dostateény ¢as pro promysleni zvoleného té-
matu, doporucujeme zahajit kratkou pripravu minimélné dvé vyucovaci
hodiny pred samotnou realizaci. V prvni fazi pfipravy zaky informujeme,
ze se v nasledujici vyucovaci hodiné, pripadné v nékolika nasledujicich ho-
dinach, budou vénovat fyzikalnimu tématu dle vlastniho vybéru. Zaroven
jim nabidneme pfedem pfipraveny seznam témat. Pokud jsme otevieni i
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navrhim samotnych zakw, vyzveme je, aby v pfipadé zajmu prisli s vlast-
nim tématem. Pro p¥ipad, Ze by jejich navrh nebyl vhodny, doporuc¢ime
jim, aby si zaroven vybrali i téma z nabizeného seznamu. Kazdy zak si
tedy sam zvoli jedno téma, piipadné k tomu jeden vlastni navrh tématu.
Pro usnadnéni pristupu k seznamu témat doporuc¢ujeme jeho vyvéseni ve
t¥idé, zvefejnéni na webovych strankich Skoly nebo umoznéni zaktm si
seznam vyfotografovat. Vzhledem k tomu, Ze ne vSichni Zaci si téma vy-
berou okamzité, je vhodné jim poskytnout potfebny ¢as na rozmysleni.
Timto krokem piiprava v dané vyucéovaci hodiné konéi.

Ve druhé fazi pripravy, ktera prob&hne v nasledujici vyucovaci hoding,
zékam rozdame cisté papiry mensiho formatu. Na tento papir zak napiSe
své jméno, piijmeni a zvolené téma, pfipadné i svij navrh vlastniho té-
matu. Nasledné Zaci tyto papiry odevzdéavaji vyucujicimu. Timto krokem
piiprava v dané vyucovaci hodiné kondi.

Po skonéeni této vyucovaci hodiny si vyucujici pfecte navrhy témat a
provede jejich kategorizaci podle zvolenych témat. Na zakladé této katego-
rizace se vytvori pracovni skupiny zaka. V pripadé vzniku mnohoé¢lennych
skupin provedeme jejich dalsi déleni na mensi. Pokud jsou nékteré skupiny
méné pocetné, nebo si dané téma zvolil pouze jeden zak, budou na ném
pracovat v tomto poc¢tu; témata mezi zdky nepiefazujeme. Je samoziejmé,
Ze narocnost a rozsah prace musi byt pfizptisoben poc¢tu zaktu v dané sku-
piné a také jejich kognitivnim schopnostem. Z tohoto divodu pii prvnim
zalazeni této aktivity doporucujeme nabizet spiSe omezeny pocet témat,
aby se vytvorily skupiny s podobnym poc¢tem ¢lenti. Nyni mtizeme zahajit
vyucovaci hodinu, béhem niz se Zaci budou vénovat zadanému tématu.

V ramci vyhodnoceni doporu¢ujeme zaméfit se na dvé kli€ové oblasti:
vysledky skupinové prace a kvalitu spoluprace zaka. Monitorovani spo-
luprace zakl je pritom nezbytné provadét prubézné. Skutecnost, Zze jsou
zaci seskupeni podle svych zajmi, automaticky nezarucuje bezproblémo-
vou spolupréci.

Forma prezentace skupinové prace se odviji od jejiho konkrétniho typu
a zadani. V pripadé praci tvofivého charakteru s fyzickym vystupem miize
byt vhodnou formou vystava. Pokud jsou pracovni skupiny mensi a cha-
rakter prace umoznuje rovnomérné rozdéleni uistni prezentace mezi zéky ve
skupiné, muize byt prezentace realizovana tstné pied celou tfidou. Tuto va-
riantu je samoziejmé mozné kombinovat s vystavou vysledného produktu.
V situaci, kdy se jedna napiiklad o téma z niz§itho roéniku nebo téma,
které sice pfimo nespada do stavajicich vzdélavacich programi, ale mohlo
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by byt pro zaky zajimavé, predstavuje velmi cennou zkuSenost, pokud zaci
prezentuji dané téma v ramci vyuky fyziky v nizsich roc¢nicich. Podobné
je mozné skupinovou praci vyuzit v ramci vrstevnického uceni tak, ze jeji
soucasti bude i vytvoreni pracovniho listu s aktivni ¢innosti pro spoluzéky,
jejimz prostfednictvim se seznami s danym tématem. Zminéné metody a
formy slouzi pouze jako inspirace, vzdy je vhodné pfizptisobit je konkrét-
nim cilim a podminkam.

ZkuSenosti s aktivitou ve vijuce fyziky

V ramci skupinové prace méli zaci na vybér témata: vedeni elektric-
kého proudu v kovech, vedeni elektrického proudu v kapalindch a vedeni
elektrického proudu v plynech.

V naSem piipadé si téma vedeni elektrického proudu v plynech nezvolil
zadny ze zak1l, a proto se tiida rozdélila do dvou velkych skupin. Domni-
vame se, Ze zaci toto téma pokladali za naro¢néjsi nez ostatni, i kdyz mira
detailu zpracovani zavisela pouze na jejich volbé. V ramci téchto dvou
skupin se zaci déle sami rozdélili do menSich skupin po ¢tyfech. Kazda
skupina dostala titulni stranu (obr. 3) a seznam polozek, které mély byt
splnény (obr. 4). Na zakladé ngj mize byt vytvoieno bodové hodnoceni.

TEMA: VEDENI ELEKTRICKEHO PROUDU V KOVECH NAZEV SPOLECNOSTI:
VEDENI ELEKTRICKEHO PROUDU V KAPALINACH
VEDEN( ELEKTRICKEHO PROUDU V PLYNECH
ROLE:
(0) REDITEL ODBORNOSTI:
= koordinuje a zodpovida za odborné zpracovani, konzultuje s vyucujicim informace odborného charakteru
(U) UMELECKY REDITEL:
= koordinuje a zodpovida za vizudlni styl a estetickou stranku, konzultuje s vyugujicim tisk materiald

(K) KREATIVNI REDITEL:
= koordinuje a zodpovida za kreativitu a ndpady, konzultuje s vyutujicim nestandardni navrhy

(E) REDITEL EFEKTIVITY:
= koordinuje a zodpovida za fungovani skupiny a rovnomérné rozdéleni aktivit, konzultuje s vyuéujicim

aktivitu skupiny

AKTIVITA:
O:

U
K:
E

I

Obr. 3 Mozna titulni strana zadani skupinové prace — rozdéleni roli (uvedeno
pro inspiraci)

Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026 209



= ROZDELTE SI VE CTYRCLENNE SKUPINE ROLE REDITELU

= YMYSLETE NAZEV VAST SPOLECNOSTI

= NA KONCI KAZDE VYUCOVACT HODINY KAZDY REDITEL ZHODNOTI SVOU UCAST A PRACI
= SPLNTE KRITERIA PRO OBSAH PROJEKTU:

OBSAHUJE TROJROZMERNY MODEL PRG DANE TEMA

OBSAHUIE ALESPON JEDNU ZAJIMAVOST, KTEROU NEZNATE ZE SKOLNI VWUKY
OBSAHUIE ALESPON JEDNU OTAZKU SE ZAKRYTOU ODPOVEDI

OBSAHUIE ALESPON JEDNU OTAZKU NA PREMYSLENI BEZ ODPOVEDI
OBSAHUJE PRVEK, KTERY S| CTENAR NEBO KOLEMIDOUCT MUZE V PRIPADNE ZAJIMU VZIT
OBSAHUJE ALESPORN TRI PRVKY, S KTERYMI JDE POHYBOVAT

OBSAHUIE ALESPON TRI BARVY

OBSAHUJE JEDEN QR KGD JAKO ODKAZ NA VZDELAVACI VIDEO K TEMATU
OBSAHUIE ALESPON JEDNO DOPORUCENI NA ZDROJ K ROZSIRENT TEMATU
OBSAHUJE SEZNAM ZDROJU

OBSAHUJE REALNA JMENA AUTORU

Obr. 4 Mozna druhé strana zadani skupinové préace — seznam polozek, které maji
byt splnény (uvedeno pro inspiraci)

Tato konkrétni skupinova préce se zaméiuje piedevsim na vytvoreni
interaktivnich prvka a rozdéleni roli jednotlivych zaka ve skupiné. Do-
drZovéani roli neni povinné, ale doporucené. Prezentace skupinové préce
neni v tomto pfipadé soucasti aktivity, podstatou je vytvofeni zajimavého
artefaktu na vystavu (obr. 5).

Obr. 5 Jeden z artefaktii vzeslych ze skupinové prace na téma vedeni elektrického
proudu v kovech
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Aktivita byla zorganizovana jako odpocinkova série vyucovacich hodin
pro zaky 9. ro¢niku pifed pfijimacim fizenim. Zaci méli k dispozici rtzné
materialy (napfiklad lepici kaminky, samolepky, drobné kusy kovu, ko-
ralky, houbic¢ky na myti, plastové krabi¢ky a podobné) poskytnuté vyucu-
jicim, které mohli vyuzit. Na zadost skupiny vyucujici pfipravil pozado-
vany materidl na dalsi vyucovaci hodinu. Pro spojovani materiala mohli
7éci s asistenci vyucujiciho pouzit tavnou pistoli nebo mohli pajet.

Vzhledem k tomu, ze zaci po kazdé vyucovaci hodinég, kdy tato vyuka
probfhala, hodnotili své zapojeni do prace, tak po ukonéeni aktivity jako
celku uz zadné dalsi vyhodnocovéani neprobihalo. Skupiny, které nedoka-
zaly splnit vSechny tkoly ze zadéni, nebyly nijak penalizovany. Vétsina
skupin dokazala témér vSe splnit. Vysledné hodnoceni zéka probéhlo po-
zitivni znamkou udélenou za celkové aktivni p¥istup k praci. Nékteri zaci
se do roli vzili vice, nékterf méné. ProtozZe cilem nebylo dostat zaky do ne-
komfortni situace, bylo vyuZzivani roli dobrovolné, ale presto doporucené.

Aktivita byla mimo jiné také zafazena do vyuky fyziky v 6. ro¢niku
Zé, kdy zaci ve skupinach vyrabéli rizna méfidla, napft. sluneéni hodiny,
presypaci hodiny, rovnoramenné vahy. Vyucujici nejprve zdkam nabidla
nékolik moznosti, které méridlo by mohli ve skupiné vyrabét. Kazdy zak
se rozmyslel, které méfidlo bude vyrabét, a tak vznikla u daného méfidla
skupina. Rozdéleni do skupin zabralo asi 15 minut, pak Zaci zac¢ali praco-
vat na zadané praci. V tomto pifipadé bylo jejich tkolem zjistit fyzikalni
podstatu méridla a vymyslet, jakym zptusobem a z jakého materialu je
zkonstruovat. Zéaci na rozdéleni, které se odvijelo od méridel, reagovali
nejprve negativné, a ani béhem zac¢atku prace atmosféra ve tiidé nebyla
dobré. Zaci na vyrobé méFidel pracovali celkem t¥i vyucovaci hodiny a
uz druhou hodinu se atmosféra viditelné zlepsila. Nakonec po zbylou ¢ast
prace byla atmosféra pozitivni, a to i podle zadka. Vyhodnoceni aktivity
ve smyslu, jak se zakim ve skupinach pracovalo, co se zaktim na skupi-
nové préci libilo a nelibilo, probihalo v ramci jednotlivych skupin a to jak
v pribéhu prace, tak i na jejim zavéru.

Zavér

V tomto ¢lanku jsme velmi stru¢né uvedli Kompetencéni ramec absol-
venta a absolventky ucitelstvi (KRAAU), ktery bude pravdépodobné v pFis-
tich letech at uZ primo, nebo nepiimo ovliviiovat vzdélavani budoucich
ucitelti na Ceskych vysokych skolach, a zprostfedkované tak mize mit vliv
na kvalitu vyuky na zékladnich a stfednich skolach, véetné vyuky fyziky.

Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026 211



KRAAU na jednu stranu pfiléhavé upozoriiuje, v jak slozitém kontextu
se vzdélavani (vCetné oborového a specialné i fyzikalniho) odehrava, na
druhou stranu je rizikem, ze bude odvadét pozornost budoucich uciteli
(fyziky) od jadra jejich oboru (fyzikalnich znalosti a dovednosti, postoju
k fyzice a hodnot spojenych s fyzikou).

Pomérné podrobné jsme piedstavili dvé aktivity do vyuky fyziky: (i)
mapovani fyzikalnich znalosti pomoci Ezcalidraw a (ii) rozdélovani zakt do
skupin podle spole¢nych zajmi. Ackoliv néktefi ucitelé obdobné aktivity
do vyuku jiz zafazuji (i bez znalosti KRAAU), chtéli jsme tyto aktivity
podrobngji pfiblizit a na zakladé nich ukazat, Ze nékteré ¢asti KRAAU
mohou ve vyuce fyziky dostat smysluplnou napli.

Tento ¢lanek vznikl na zékladé nedavno obhajené diplomové prace Ak-
tivity do vijuky fyziky souvisejici s kompetenénim rdmcem absolventi uci-
telstvi (fesitel: T. Fisar). Dalsi informace a naméty spojené s KRAAU
v souvislosti s vyukou fyziky se objevuji a budou objevovat na [5].
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Implementacia historickych
prvkov do vyucovania tyziky
na gymnaziu

PATRIK KRIEK
Gymnézium Jozefa Gregora Tajovského, Banska Bystrica, SLOVENSKO

Uvod
Motivaény popud, ktory vychadza z konsStatovania, Ze ,fyzika u Zzia-
kov nepatri prave medzi obltbené predmety“, je snad taky stary, ako
vyucovanie fyziky samo. Spolo¢nou snahou ucitelov fyziky a vyskumni-
kov v oblasti didaktiky fyziky je neustale hl'adanie ciest, ako mozno tento
stav zvratit, urobit vyucovanie fyziky pre Ziakov atraktivnejsim a moct tak
poukazat na jeho neodmyslitelné miesto vo vieobecnom vzdelani a prak-
tickom Zivote. Je pochopitelné, Ze v 21. storo¢i hfadame tieto cesty najméa
v informaénych technolégiach a, najmé posledné roky, v zacleneni umelej
inteligencie do vyucovania. Z nasho pohladu je vSak zaujimavé aj ,,obzriet
sa spat®. Fyzikalne poznatky, objavy a metody ich ziskavania maja svoj
pribeh, histériu. Prave historia poznatkov a metéd poznavania by mohla
byt t¢innou cestou, ktora by dokéizala Ziakov viac motivovat a priblizit im
fyziku. Tematikou dejin fyziky sa uz zaoberalo viacero autorov z réznych
uhlov pohl'adu, menujme napr. [1]. Ako sme uZ aj spomenuli, oproti inym
metoédam a technikdim ma jednu velku vyhodu — je medzipredmetova, jej
vyuzitim tak moZno motivaéne posobit aj na velku c¢ast Ziakov s inym
ako prirodovednym zameranim. Vystava v8ak otézka, ¢i vyuzitie historie
fyziky vo vyu€ovani ma aj iné prinosy ako len motiviciu ziakov. Prispe-
vok vznikol so zamerom pribliZit zavery a zistenia autora v tejto oblasti
v ramci jeho diplomovej prace [2]. Kladie si tak nasledovné ciele:
e v strucnosti podat prehlad o moZnostiach implementacie historickych
prvkov do vyucovania fyziky na gymnéziu vratane vlastnych sktsenosti,
e predstavit pedagogicky experiment, ktory sktimal vysledky implemen-
tacie historickych prvkov do vyucovania fyziky na gymnéziu so zrete-
Tom na postoje ziakov k tomuto predmetu a kvantitu resp. kvalitu ich
vedomosti.
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Clanok je uréeny najmé ucitelom fyziky na gymnaziu, ktorf hladaju rozne
cesty, ako motivovat Ziakov vo vyucovani. Moze vS8ak posluzit ako inSpi-
racia aj pre ucitelov fyziky v zakladnych Skolach, kde je tuto motivacént
techniku taktiez mozné aplikovat.

1. Histoéria fyziky ako motivaéna technika

V suvislosti s motivaciou ziakov zavadza Josef Trna [3] pojem moti-
vacné vijucbové techniky, ktoré chape ako ,,...podnet a spdosob, ktorym siu
vo vyjucbe Ziaci motivovant, a to pri pouZiti lubovolnej vyucdovacej metody. “
Blizgie ich klasifikuje a spomina aj motivacné vyuc¢bové techniky medzi-
predmetové, medzi ktoré radi aj historiu fyziky a jej objavov. V naSom
ponimani hovorime o historickijch prvkoch vo vyucovanit fyziky, ktoré cha-
peme ako ,,také proky, ktoré vyuZivaju historiu udalosti, vijskumu, biografie
fyzikov a dalSie historické siuvislosti ako prostriedok na obohatenie vjucby
fyziky“ [2]. Analyzou dostupnych prameiiov v tejto oblasti sme rozélenili
mnozinu tychto prvkov na mensie obsahové jednotky:

Autobiografické prvky

Ide o autobiografické poznamky, ktoré vo formou medailénov byvaju
stcastou ucebnic fyziky, pracovnych zositov ¢i inych kniznych materialov.
SliZia na rychle zoznamenie Ziakov s fyzikmi, ktori stvisia s preberanou
témou. Obsahuju zakladné a najdolezitejSie informacie o ich Zivote, diele
v suvislosti s témou a ¢asto aj zaujimavosti. S medailonmi moZno pracovat
aj opaCne — ziaci na zéklade podrobného opisu zivota a diela fyzikov sa
snazia vytvorit ich medailony, vybrat tak délezité informécie a pracovat
s textom (obr. 1).

Christiaan Huygens (1629 - 1695) bol holandsky fyzik a prirodovedec. Spo¢iatku sa
venoval pravu, aj ho studoval, uz pocas skolskych ¢ias ho viak zaujala matematika
a fyzika. Zostrojil d'alekohl'ad a zaoberal sa kyvadlovymi hodinami. Huygens sa tiez
zaoberal podrobne tedriou svetla, bol zastancom jeho vlnovej povahy. Jeho predstavy
sa viak vtej dobe zatienili korpuskularmou teériou I. Newtona. Jeho meno nesie
princip, ktory vysvetluje Sirenie vlnenia v prostredi pomocou tzv. vinoploch. Az na
sklonku zivota napisal dielo Cosmotheoros (Pozorovatel kozmu), kde zhrnul dovtedy
zname poznatky o vesmire. Nikdy sa neoZenil ani nemal Ziadnych potomkov.

Obr. 1 Priklad medailonu fyziky Christiaana Huygensa

Opis doby a podmienok
Ziaci maju tendenciu posudzovat cestu k fyzikdlnym objavom ocami

jedinca Zijuceho v 21. storodi. Neuvedomuju si, Zze l'udia eSte na pociatku
17. storo€ia nemali také pristroje a metddy, ktoré by im dovolili merat
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presne napr. ¢as ¢i iné veli¢iny. Vyvoj fyzikalnych poznatkov a rozhodnu-
tia vedcov st ovplyvnené vtedajsou politickou situédciou a kultdrnymi pod-
mienkami. Ziaci by mali o tychto skuto¢nostiach vediet, aby si vedeli urobit
spraviny obraz o fungovani vedy a nemali skreslent predstavu (obr. 2).

Znamy Ohmov zékon, ktorého platnost dnes vieme demonstrovat pomocou meracich
pristrojov na hodine fyziky za par minut, nebolo mozné v minulosti dokazat az tak
lahko. V prvej polovici 19. storo¢ia nemal G. S. Ohm k dispozicii citlivé meracie
pristroje a ani zdroj staleho napétia. Cesta k Ohmovmu zakonu, tak ako ho pozname
dnes, mu tak trvala niekol'ko rokov.

Obr. 2 Opis doby a vtedajsich podmienok pri objave Ohmovho zékona (podla [4])

Historické pokusy a pristroje

Historicky pokus je zo vSetkych historickych prvkov najcastejSou mo-
tivacnou vyucbovou technikou, zaroven tak aj najviac badatelsky pre-
skiimanou oblastou (napr. [5]). Jej vyhoda spoéiva v tom, Ze mnoZstvo
vyznamnych experimentov, ktoré v minulosti viedli k velkym objavom,
vieme prakticky uplne presne zreprodukovat aj dnes pomocou jednodu-
chych pomocok. Prednymi strankami takejto techniky je teda najma jej
autentickost a prepojenie fyziky s historickym pozadim. Medzi najznamej-
Sie a vyuzivané vo vyucovani fyziky patria napr. Oerstedov pokus s mag-
netkou, Galileov pokus s naklonenou rovinou a iné.

Fyzikalne ulohy s historickym obsahom

Inou moZnostou, ako implementovat historiu fyziky do jej vyucovania,
je v ramci rieSenia fyzikalnych tloh vychédzat zo situécii, ktoré suvisia
préave s historickymi experimentami. Pritom moZe ist o tlohy kvalitativne
aj kvantitativne. Podstata a historické pozadie tloh nemusi presne zod-
povedat skutoénym udalostiam tej doby a experimentu, dolezité je vSak
vyhnut sa takym formulaciam, ktoré by histériu fyziky skreslovali ¢i po-
davali nepravdivé informacie (obr. 3).

Podl'a dobovych (ale nie zcela istych) zdrojov sktimal Galileo Galilei zakonitosti vol-
ného padu pastanim rozne tazkych gal zo Sikmej veze v Pise. Vyska tejto veze je
55 m a je odklonena od zvislého smeru asi 3 m. Kolko tepov svojho srdca mohol
zaznamenat Galileo Galilei pri pade gule s hmotnostou 5 kg, ak zoberieme priemernii
tepovi frekvenciu 70 tep/min?

Obr. 3 Priklad kvantitativnej fyzikalnej tlohy s historickym kontextom
(podTa [6])
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Casova priamka

Casové priamka je jednou z doélezitych pomocok pri praci s viacerymi
casovymi udalostami, ktoré si potrebujeme prehl'adne a graficky zatriedit.
Ziaci s ou mozu aktivne pracovat pri jej tvorbe, vhodna je najmé pri
potrebe zatriedit viacero udalosti v chronologickom slede. Autor mé ski-
senost s jej tvorbou napr. pri objavoch elementarnych ¢astic v 19./20. sto-
ro¢i (obr. 4).

1895 19|°° 1905 19|1° 1915 1920 1925 19|3° 1935 19|4° 1945 19|5° 1955

= ' I |I| ll'll ' | '

1919 1923 1932 1937 . )
EI;Etng')n protén foton  neutron mién antiprotén

Obr. 4 Priklad ¢asovej priamky v téme objavy elementarnych ¢astic

Nobelove ceny

Motivacnou technikou, ktora priamo suvisi s historiou fyziky, je prehl'ad
udelenych Nobelovych cien za fyziku. Pozornost moze byt venovana ako
autobiografism vedcov, tak opisu ich objavov. Pésobnost tohto hisorického
prvku zasahuje aj do sicasnosti a nabada tak ziakov sledovat aj najnovsie
objavy z fyziky a technickych vied. Tematika moZe byt spracovana formou
referatu ¢i Gasovej priamky.

Fyzikalne zaujimavosti o dejinach fyziky

Dejiny fyziky v sebe skryvaju nielen mnozstvo poucnych pribehov, ale
Castokrat aj ismevné (¢i menej ismevné) zaujimavosti, nazyvané aj kuri-
ozity. Tie posobia na Ziakov obzvlast motiva¢ne, autor ma vlastna skuse-
nost s kvizom, ktorého obsahom st préave takéto kuriozity a zaujimavosti.
Mozu sluzit ako ozvlaStnenie hodin fyziky, ¢i aktivitu pre zastupovanu
hodinu, kedy chceme so ziakmi ,nenapadne® riesit fyziku. Zdrojom pre
tieto zaujimavosti je ststavna analyza diel, ktoré sa zaoberaji prave de-
jinami fyziky, napr. [4]. Je vSak dolezité pouzivat zaujlamvosti overené,
Casto moZno najst (najméi na internete) nepodloZené ,famy“ (obr. 5).

Pojmy v historickom kontexte

Je zaujimavé pozriet sa na to, ako sa v priebehu ¢asu vyvijali aj fyzikalne
pojmy. Uz len samotné slovo fyzika si preslo svojim vyvojom a bolo by
zaujimave zistit, kolko Zziakov pozna vyznam slova silospyt. Podobne si
svojim vyvojom presli mnohé fyzikalne pojmy ako hmotnost, ¢ hustota —
merné hmotnost. Aj mnohé iné pojmy z techniky z poslednych dvadsiatich
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rokov uz pomaly nadobudaju historicky charakter — CD ¢i disketa sa pre
dnesnych ziakov vzdialené ale stale maju svojim principom fungovania ¢o
ponuknut.

Johannes Kepler, zndmy Keplerovymi zakonmi, trpel polyopiou, videl ,rozmazane“.
Najvacsi hvezdar Eurdpy 17. storocia tak na hviezdy ani poriadne nevidel.

Pierre Curie, ktory zna¢nu ¢ast svojho Zivota pracoval s radioaktivitou, zomrel v roku
1906. Nie v8ak na nasledky radioaktivty, ako by mnohi predpokladali. Zrazil ho konsky
povoz.

Skvely vynalezca Nikola Tesla mal fobiu z peral. Jeho strach bol natol'ko intenzivny,
ze sa vyhybal vSetkému, ¢o perly len pripominalo. Vyhybal sa tak dokonca aj Zenam,
ktoré nosili perlové nahrdelniky.

Obr. 5 Priklady zaujimavosti z dejin fyziky

Slovenski (€eski) fyzici

Prvok, ktory priamo suvisi s autobiografickymi poznamkami si medai-
lony slovenskych (eskych) vedcov a fyzikov. Je dolezité, aby Ziaci okrem
zahrani¢nych osobnosti vedeli aj o naSich rodékoch, ktori v dejinich tak-
tie prispeli k rozvoju fyzikalnej vedy a techniky. Medzi tych najzndmej-
sich patria gtefan Banic, Mazximilidn Hell, Jozef Murgas & Diongz Illkovic.
Téma slovenskych (¢eskych) fyzikov je vhodna najmé na pracu s referatom
¢i prezentaciou.

Pri rozdeleni mnoziny historickych prvkov na mensie celky si nerobime
nérok na ich uplnost, takéto rozdelenie by mohlo byt vycerpéavajice a nové
prvky by mohli byt nachddzané prakticky stale. Nagim zamerom bolo pred-
stavit tie zakladné, ktoré mozno ¢o najjednoduchsie implementovat do vy-
ucovania fyziky. V dalSom texte chceme poukézat na konkrétny pokus
implementacie takychto prvkov do vyuc¢ovania a nasich vysledkov.

2. Implementacia histoérie fyziky do vyucéovania v podobe pra-
covnych listov

NaSou myslienkou bolo uréitou formou popri klasickom vyklade uciva
priblizit sucasnym ziakom aj dejiny fyziky. Takémuto zameru sa nika via-
cero ciest, napr. tvorba ucebného textu, prezentacie ¢i multimedialneho
textu. My sme sa rozhodli pre formu pracovnych listov a to z toho do-
vodu, Ze by sme radi okrem pasivneho predavania informéacii o dejinach
fyziky Ziakov uviedli aj do aktivneho rieSenia tiloh a problémov s historic-
kym kontextom. Vychodiskom tvorby pracovnych listov bol v dobe pisania
tohto prispevku platny Statny vzdelavaci program (SVP) [7] a Cielové po-

Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026 217



7iadavky na vedomosti a zruénosti maturantov z fyziky [8]. Cielovou oblas-
tou, na ktorej sme sa rozhodli tieto pracovné listy aj otestovat, bola oblast
dynamika hmotného bodu. V ramci diplomovej prace [2] tak vzniklo 10 pra-
covnych listov, ktoré cielene viedli Ziakov témami historickym pristupom.
Pracovné listy mali jednotnu Struktaru, pricom prvky listov uvddzame na
obr. 6. Citatel ich najde v plnom zneni v spominanej praci [2].

3. Metodolégia vyskumu

Pohnutkou k vyskumnému zameru uvedenému nizSie bola otézka, ¢i
okrem motivaéného ué¢inku hovori pre implementaciu historickych prvkov
do vyucovania fyziky aj niefo iné, napr. pozitivny vplyv na rozsah a tro-
ven ziackych vedomosti. Na zaklade predpokladov sme stanovili vgskumng
ciel’ overit, ¢ implementéacia historickych prvkov v ucive fyziky v podobe
pracovnych listov ma pozitivny vplyv na
e postoj ziakov k predmetu fyzika v strednej skole,

e rozsah a uroven nadobudnutych poznatkov v predmete fyzika ziakmi
strednej 8koly.
V stvislosti s tymto cielom sme sformulovali konkrétne vyskumné hypotézy:

e H1: Implementacia historickych prvkov v ucive fyziky v podobe pra-
covnych listov mé pozitivny vplyv na postoj ziakov k predmetu fyzika
v strednej skole.

e H2: Implementacia historickych prvkov v uéive fyziky v podobe pra-
covnych listov ma pozitivny vplyv na rozsah a trovein nadobudnutych
poznatkov v predmete fyzika ziakmi strednej skoly.

Ako vyskumné néstroje boli vyuzité nestandardizovany dotaznik a didak-

ticky test z oblasti dynamika hmotného bodu, ktorych tvorbu a presné

znenie najde Citatel v [2]. Dotaznik mal podobu vstupného a vystupného
dotaznika a obsahoval vyroky s moZnostou odpovede na Likertovej gkale.

Dotaznik obsahoval 10 poloZiek, pri¢om cielom prvych 5 bolo indetifikovat

zmenu v postojoch Zziakov strednej Skoly k predmetu fyzika. Prva polovicu

poloziek vyplhala experimentélna aj kontrolna trieda. Druha polovica po-
loziek sa vztahovala k historickym prvkom a postoju Ziakov k nim. Tuto
¢ast vypliala len experimentalna trieda, kde boli do vyu¢ovania implemen-
tované pracovné listy s historickym kontextom. Cielom metédy didaktic-
kého testu bolo identifikovat zmenu v rozsahu a trovni nadobudnutych
poznatkov ziakmi v tematickom celku Sila a pohyb — konkrétne z Casti
kinematika a dynamika. Rozhodli sme sa pouzit nestandardizovany test
s ohladom na SKVP danej skoly, kde vyskum prebichal. Test pozostaval
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I. POZOROVANIE, MERANIE, EXPERIMENT
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Obr. 6 Struktirne prvky pracovnych listov, blizsie popisané v [2]
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z O6smich tloh (3tyri ulohy z kinematiky a $tyri tlohy z dynamiky), kazda
polozka sa vztahovala k jednému pracovnému listu, ktoré boli vSetky ap-
likované v experimentalnej triede. Typy tloh boli réznorodé, od vyberu
spravnej odpovede po otvorené otazky. Vzhladom na absenciu pilotaze
vyskumného nastroja sme pristapili k vlastnému skoérovaniu didaktického
testu. Kedze jeho ciefom bolo primarne zistit zmenu v trovni a rozsahu
poznatkov nadobudnutych Ziakmi, opreli sme sa o Niemierkovu taxond-
miu poznavacich cielov. Podla toho bolo jendotlivym tloham pridelené
bodovanie nasledovne:

e zapamétanie (w = 1) 1 b,

e porozumenie (w = 2) 2 b,

e 3pecificky transfer (w =3) 3 b,

e nedpecificky transfer (w =4) 4 b.

Vyskum prebiehal v rdmci dvoch paralelnych tried prvého ro¢nika (I. A
a L. B) na vSeobecnom gymnéaziu, ktoré maju v predmete fyzika rovnakého
vyucujuceho s dotaciou hodin 2+ 1, triedy sa na jednej hodine v tyZzdni de-
lia na skupiny. Obe triedy st porovnatelne velké, v I.A triede je 32 Ziakov
a I. B triede 31 ziakov. Triedu I. A sme zvolili za experimentdlnu triedu
a I. B za kontrolni triedu. V zmysle metodologickej terminologie sme tak
vzhladom na podmienky a moznosti vykonat takyto ¢asovo naro¢nejsi pe-
dagogicky experiment zvolili dostupny vigber. V ramci spravneho postupu
sme pred vstupom do terénu uskutoénili tzv. pilotdZny prieskum. Jeho
cielom bolo hlavne zoznamit sa s terénom a zistit informacie o naSom
vyskumnom stbore. Dozvedeli sme sa, Ze triedy st okrem pocétu ziakov
porovnatelné aj vo vykone, vedomostiach a zrucnostiach z fyziky. Tuto
skuto¢nost nam potvrdila ich vyucujuca fyziky, ktora si iroven vedomosti
a zrucnosti ziakov overuje pri nastupne na strednd skolu, ¢im chce zistit,
aké sa rozdiely medzi ziakmi prichadzajucimi z réznych zakladnych skol.
Po pilotaZnom prieskume sme podla metodologickych zvyklosti pristi-
pili v predvyskumu, ktorého cielom je hlavne overit nosnost vyskumnich
ndstrojov. Siestim ziakom bol dany nami vytvoreny dotaznik, aby sme si
overili, ¢i Ziaci spravne rozumeju polozenym otazkam a vedia, ako pracovat
s pouzitou 8kalou. Na zaklade tohto predvyskumu sme jasnejsie formulo-
vali pouzitie Skaly pri znaceni odpovedi. Predvyskum didaktického testu
z Casovych dovodov nebolo mozné vykonat.

Vyskum zacal v druhej polovici oktobra 2023, ked vyucujuca zacala na
hodinéch preberat tematicky celok Sila a pohyb. Za tento ¢as si uz ziaci
oboch triedy zvykli na nové prostredie a ¢iasto¢ne si vybudovali novy po-
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stoj k fyzike na inom stupni 8koly, pricom bola oslabené zlozka ich postoja,
ktort si priniesli zo zakladnej skoly. Ziakom oboch tried bol v tejto dobe
zadany vstupny dotaznik. Experimentalna trieda vyplnila obidve ¢asti do-
taznika, kontroln4 trieda len prva ¢ast tykajicu sa postoja k fyzike ako vy-
uc¢ovaciemu predmetu. Nasledovala faza implementacie pracovnych listov,
ktort v exmperimentalnej triede vykonavala vyucujtca fyziky. V experi-
mentalnej triede boli popri klasickych metédach aplikované v ucive me-
chaniky aj pracovné listy s historickymi prvkami. V kontrolnej triede boli
aplikované len klasické metody, zvacsa vyklad novych tém. Po prebrati
poslednej témy, Smykového trenia, nastala vo februari 2024 posledna faza
vyskumu. V experimentalnej a kontrolnej triede sme zadali vystupny do-
taznik (zhodny so vstupnym), pri¢om opét experimentélna trieda vyplnila
vSetky jeho Casti a trieda kontrolné len ¢ast tykajucu sa postoja k fy-
zike ako vyucovaciemu predmetu. Obom triedam bol nésledne zadany aj
rovnaky didakticky test. Vzhladom na povahu vyskumu a moZnosti nebol
ziakom zadévany pretest, priblizne rovnaki trovenn vedomosti a zru¢nosti
oboch tried sme si overili v rdmci pilotazneho prieskumu, kde ndm to po-
tvrdila ich vyucujica.

4. Vysledky vyskumu a ich diskusia

Nizsie uvadzame hlavné zavery vyskumu, ktory sa tykal implementacie
historickych prvkov do vyucovania fyziky strednej Skoly. Kompletné vy-
hodnotenie vysledkov moze ¢itatel najst opat v zdroji [2]. V tomto ¢lanku
by sme radi vyzdvihli najmé zistenia, ktoré mozu byt uZitoné pre prax
a prinosom vo fyzikdlnom vzdelavani.

V ramci prvej hypotézy sme sa snazili zistit, ¢i implementécia historic-
kych prvkov do vyucovania fyziky strednej koly mé Statisticky vyznamny
pozitivny vplyv na postoj ziakov k tomuto predmetu. Prostrednictvom
Pearsonovho chi-kvadrat testu nezavislosti sme porovnavali postoje ziakov
k predmetu fyzika na zaciatku ich $tidia a po prebrati tematického celku
Sila a pohyb, pocas ktorého boli do vyucby fyziky aplikované pracovné listy
s historickou tematikou. Vysledky statistickej analyzy potvrdili, zZe v expe-
rimentélnej skupine v priebehu sledovaného obdobia doslo k signifikantnej
zmene v postojoch Zziakov k predmetu fyzika — Studenti vyslovili pozitiv-
nejii vztah k predmetu fyzika (x? = 13,21; df = 4; p = 0,01026 < 0,05;
Cramer V = 0,221 — stredny efekt). MoZeme teda konstatovat, Ze imple-
mentécia historickych prvkov a artefaktov vo vyucbe fyziky predstavuje
signifikantny, stredne silny faktor, ktory méa pozitivny vplyv na postoje
studentov k predmetu fyzika (obr. 7).
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Sumér frekvencii
Experimentalna skupina POSTOJE
) uplne skor . skor iplne
Dotaznik sthlasim sthlasim | €V |nhegihlasim [nestihlasim Total
VSTUPNY 7 32 45 31 20 135
VYSTUPNY 22 40 38 25 10 135
Celkovo 29 72 83 56 30 270
Sumar ocakéavanych frekvencii
Experimentéalna skupina POSTOJE x2 = 13,21 p = 0,10276
) iplne skor . skor iplne
Dotaznik sthlasim sthlasim | €VICM |negihlasim [nestihlasim Total
VSTUPNY. 14,5 36 41,5 28 15 135
VYSTUPNY 14.5 36 41.5 28 15 135
Celkovo 29 72 83 56 30 270

Obr. 7 Statistické spracovanie prvej hypotézy pre experimentéilnu skupinu

Zisteniu zodpoveda aj situacia v kontrolnej triede. Posun postoja k pred-
metu fyzika v danom ¢asovom tseku je v kontrolnej triede len minimélny
(x? = 1,34; df = 4; p = 0,855 > 0,05). Mozeme tak predpokladat, Ze za
zmenu postoja v experimentélnej triede moze jediny odlisny faktor medzi
tymito dvoma skupinami — pravidelna aplikacia dejin fyziky v podobe pra-
covnych listov do vyufovania. Cast dotaznika, ktora sa tykala dejin fyziky
a vypliiala ju len experimentalna trieda potvrdzuje, Ze historia fyziky je
Ziakmi vnfman4 pozitivne (obr. 8).

Experimentalna trieda - postoje

50
45

§§ \\
20 / N
o / //

- A\

/ vstupny
10

——

Frekvencie

5 ——
vystupny

tplne skor neviem  skor tplne
sthlasim  sthlasim nestihlasim nesthlasim

Postoje

Obr. 8 Frekvencia postojov ziakov experimentélnej triedy k predmetu fyzika
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V ramci druhej hypotézy sme sa zamerali na otazku, ¢i implementa-
cia historickych prvkov v podobe pracovnych listov ma vplyv na rozsah
a aroven ziackych vedomosti.

Vyskumnym nastrojom bol didakticky test, ktory po prebrati celku Sila
a pohyb (dynamika hmotnych bodov) bol zadany tak ako experimentélnej,
tak aj kontrolnej skupine. Vyzbierali sme dokopy 27 testov v experimen-
talnej a 28 testov v kontrolnej triede. Na vyhodnotenie rozdielov medzi
skupinami bol vyuzity neparametricky U-test, pricom jeho vysledky uva-
dzame na obr. 9.

Mann-Whitney U-test

Premenna Ronk S Rank

ank Sum ank sum

exp. kon. U Z P
Bodové skore 794 746 340 0,636954 | 0,524155

Obr. 9 Mann-Whitney U-test pre druha hypotézu

Ako mozeme vidiet z tabulky, vysledky U-testu medzi sledovanymi
skupinami ziakov nepotvrdili Statisticky vyznamné rozdiely v trovni do-
siahnutych vedomosti preukazanych v ramci didaktického testu z fyziky
(U = 340,00; p = 0,524 > 0,05; n?> = 0,07 — velmi mala miera efektu),
tj. implementécia pracovnych listov s historickou tematikou nemé signifi-
kantny vplyv na droven fyzikalnych vedomosti Ziakov.

Na obr. 10 a obr. 11 uvddzame aj bodové skore a iné Statistické charak-
teristiky pre experimentalnu a kontrolnu triedu.

N 27,00
:: T Mean: 13,70
8 N Median: 15,00
v M 3000
° / Mac 18,00
. ~ Lot 11,00
N rd Vanance: 14,91
v% sD. 3861
: 7 StdEm 0,743
s Skw 1,281

° Kut: 1189

Obr. 10 Bodové skore a Statistika pre experimentalnu skupinu
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N: 28,00

_ Mean: 1336
s Median: 14,00
M Min: 5,000
s Max 18,00
5 ] Lat 11,50
e — Vo 14
0 Variance: 13,20
s sDr 3,633
1 7 SWET 0,687
a Skw  -1,044
i Kut 0,591

Obr. 11 Bodové skore a Statistika pre kontrolnt skupinu

Priemerné bodové skére ziakov experimentalnej skupiny dosiahlo hod-
notu M = 13,70 bodov (median = 15; tj. asponn polovica Ziakov ziskala
minimélne 15 z 18 moZnych bodov), v pripade Ziakov kontrolnej skupiny
to bolo M = 13,36 bodov (median = 14, t j. aspoil polovica Zziakov zis-
kala minimélne 14 bodov). Takéto zistenie je vak mimoriadne zaujimave.
Je pedagogicky zname, Zze motivacia ziakov je nedielnym predpokladom
k lep$im ucebnym vykonom. Ako sa vSak v naSom Setreni nakoniec uka-
zalo, ide pravdepodobne o predpoklad nutny a nie postacujici, kedze aj
v motivovanejSie triede, v ktorej doslo k posunu v postojoch k predmetu
fyzika sme nezaznamenali Statisticky vyznamny rozdiel v irovni a rozsahu
nadobudnutych poznatkov oproti kontrolnej triede. Uvedomujeme si, Ze
vzhladom na podmienky nasho vyskumu, velkost vzorky a ¢asové rozpé-
tie experimentu nemusia byt vysledky tuplne smerodajné a tato otazka by
si zasluzila vacsie Setrenie. Tento zaujimavy vysledok moze byt sposobeny
aj prave limitaciami vyskumného Setrenia a nemozno tak s istotou vylacit
vplyv implementacie historickych prvkov na kvalitu a kvantitu ziackych
vedomosti.

Zaver

V tomto prispevku sme sa zamerali na moznosti implementacie historie
fyziky do vyucovania a ich teoretickych prinosov pre vyucovanie samotné.
Vysledky st stucastou diplomovej prace [2], kde ¢itatel najde podrobné
zistenia a vyhodnotenie.

Ako sa ukézalo, dejiny fyziky maju vysoky motivaény potencial najmé
kvoli skutoénosti, ktort uz sme skor uviedli, a sice, Ze ide o medzipred-
metovi motivaénu techniku, ktora mé potencial zaujat aj Ziakov, ktori
k prirodnym vedam neinklinuju. Aj ked sa v pedagogickom experimente
neukazal Statisticky vyznamny vplyv vyuzivania takychto prvkov na kvan-
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titu a kvalitu ziackych vedomosti, nemozno tento vplyv plne vylucit vzhla-
dom na limitacie vyskumného Setrenia. Historia fyziky, objavov a vedcov
mé okrem motivaéného aj vela inych aspektov, ktoré jednozna¢ne odpo-
rucaju jej zaradenie do vyucovania fyziky. Verime, ze historické prvky tak
najdu cestu k ucitelom a buda moéct byt aplikované do vyuovania ako
historické spestrenie hodin fyziky.
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INFORMATIKA

Nalezeni nejlepsiho reseni

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V nedavném ¢lanku [1] jsme si ukazali princip dynamického programo-
vani a jeho vyuziti pii feSeni kombinatorickych tloh typu Kolika riznymi
zpusoby lze néco udélat? Druhym velkym okruhem tloh, v nichz vyuZi-
jeme dynamické programovéani, jsou optimalizacni tlohy typu Jak nejlépe
lze néco udeélat? Tém bude vénovan dnesni ¢lanek.

Zakladni schéma TeSeni téchto tloh zistane stejné, jako jsme si ho pred-
stavili jiz v ¢lanku [1]. NedokaZzeme sice pfimo vy¥esit tlohu pro velka
vstupni data velikosti NV, ale odvodime zpisob, jak lze toto feSeni nalézt
s vyuzitim vysledkt tloh téhoZ typu pro mensi vstupni data. VyfeSime
tedy nejprve trivialni tlohu pro vstup N = 1, pomoci jejiho vysledku pak
tlohu velikosti 2, s vyuzitim vysledki téchto dvou tloh vyfesime pripad
N = 3, atd. Takto postupujeme dale, az se dostaneme k TeSeni tulohy
ptivodné pozadované velikosti.

Vysledky v8ech mensich vyfeSenych tloh si budeme ukladat do tabulky,
abychom je mohli vyuzit v budoucnu, az budeme fesit tlohy vétsi. V nej-
jednodussim pripadé vysta¢ime s jednorozmérnym polem t velikosti IV,
v némz kazda ulozena hodnota t[i] udava vysledek dlohy pro vstupni data
nékdy pozdé&ji v jiném ¢lanku.

Pii uréovani poétu moznosti v ¢lanku [1] jsme poéitali hodnotu t[i] vzdy
jako soucet nékterych vhodnych hodnot ¢[k] pro k < i. Nyni p¥i feSeni op-
timaliza¢nich tloh bude zména spocivat pouze v tom, Ze pfi vypoctu t[i]
nebudeme séitat, ale budeme vybirat maximum nebo minimum z vhod-
nych hodnot ¢[k] pro k < i. Pfedvedeme si to na FeSeni dvou konkrétnich
prikladu.
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Podobné jako v [1] za¢neme u jednoduchého grafového problému. Mame
dén orientovany acyklicky graf s N vrcholy, jehoZ vrcholy jsou oéislovany
od 1 do N v topologickém usporadani. Pfipomenme si, ze kazdy oriento-
vany graf bez cyklu lze topologicky usporadat, tzn. o¢islovat jeho vrcholy
navzajem raznymi ¢isly od 1 do NV takovym zptsobem, aby kazda hrana
vedla z vrcholu s mensim ¢&islem do vrcholu s vét§im &islem. Algoritmem
nalezeni topologického uspofadéani se zde zabyvat nebudeme a predpokla-
dame, Ze zadany graf je jiz topologicky uspofadan. Nasim tkolem je urcit
délku nejdelsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu N.

Ulohu je mozné fesit prohledavanim zadaného grafu do hloubky. Prohle-
davani za¢neme ve startovnim vrcholu 1 a prubézné si budeme pamatovat,
v jaké vzdalenosti od néj se momentalné nachazime. To lze snadno imple-
mentovat rekurzivni funkci, ktera bude v jednom parametru dostévat ¢islo
zpracovavaného vrcholu a ve druhém parametru jeho vzdéalenost od star-
tovniho vrcholu 1. P#i kazdém piichodu do cilového vrcholu N porovname
aktualni délku cesty s dosud nalezenym maximem a hodnotu maxima pii-
padné zlepsime (tzn. zvysime, protoZze hledame nejdelsi cestu).

V nésledujici ukizkové implementaci predpokladame, ze zadany graf
je reprezentovan matici sousednosti g. Hodnota g[z][y] je typu boolean a
udéava, zda v grafu existuje orientované hrana z vrcholu x do vrcholu y.
Vzhledem k topologickému usporadani grafu nas zajimaji pouze takové
hodnoty g[z][y], v nichz < y. Jiné hrany v topologicky uspotradaném
grafu totiz nemohou existovat.

def maxdelka(g, N):
maximum = O

def pruchod(v, delka):
nonlocal maximum
if v ==
maximum = max(delka, maximum)
else:
for k in range(v+1l, N+1):
if glv][k]: pruchod(k, delka+1)

pruchod (1, 0)
return maximum

Uvedené feSeni sice dava spravny vysledek, ale podstatnou nevyhodou
je jeho neefektivita. Pocet ruznych cest z vrcholu 1 do vrcholu N v ori-
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entovaném grafu miize byt az exponencialni vzhledem k poc¢tu vrcholi
N. Popsany postup feSeni postupné prochézi kazdou z téchto cest, takze
jeho asymptoticka ¢asova slozitost je v nejhorsim pfipadé exponencialni
vzhledem k N.

Ukazeme si podstatné lepsi feSeni zaloZené na metodé dynamického pro-
gramovani. Pro jednotlivé vrcholy ¢ = 1,2,. .., N budeme postupné pocitat
délku nejdelsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu 4. Tyto délky si budeme ukladat
pro dalsi vyuziti do pole t jako hodnoty t[i]. Je zfejmé, ze ¢[1] = 0. Uka-
zeme, jak spocitame t[i] pro ¢ > 1, kdyz uz zname hodnoty ¢[1], ¢[2], ...,
t[¢ — 1]. UvaZzujme jednu libovolnou cestu vedouci z vrcholu 1 do vrcholu
i. Jejim predposlednim vrcholem je néjaky vrchol k. Podle topologického
usporadani je k < i, takze p¥i vypoctu t[i] jiz zname hodnotu ¢[k] neboli
délku nejdelsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu k. Pak tedy nejdelsi cesta z vr-
cholu 1 do vrcholu ¢ vedouct pres vrchol k ma délku t[k]+1. Pfi vypoctu ¢[7]
proto sta¢i uvaZovat vSechny vrcholy k takové, Ze v grafu existuje hrana
z vrcholu k do vrcholu 4. Hodnotu t[i] uréime jako maximum z hodnot
t[k] + 1 pro v8echny takové vrcholy k.

Uvedenym postupem spocitame po fadé hodnoty ¢[2], ¢[3], ..., t[IV].
Posledni z nich ¢[N] je hledanym vysledkem nasi ulohy. Vypocet kazdé
hodnoty t[i] ma ¢asovou slozitost O(N) a téchto hodnot je N — 1, takze
asymptoticka ¢asova sloZitost celého feSeni je O(IN?). Prostorova slozitost
je O(N), nebot si musime pamatovat viech N poé&itanych hodnot t[i] pro
pripad, Ze je budeme jesté potiebovat. Nékteré z nich si mozna ukladame
zbyte¢né a uz je nepouzijeme, ale to dopfedu nevime.

Popsany algoritmus muZzeme zapsat jako funkci v Pythonu. Na prvni
pohled se nabizi toto jednoduché feSeni:

def maxdelka(g, N):
t = [0] * (N+1)
for i in range(2, N+1):
for k in range(1, 1i):
if glk] [i]: t[i] = max(t[i], t[k]+1)
return t[N]

Uvedena funkce vypadé sice dobfe a pro nékteré vstupy davé spravné
vysledky, m4 ale jednu velmi podstatnou vadu: obecné nefunguje spravneé.
Predstavte si tfeba graf se ¢tyfmi vrcholy a s hranami (1,4), (2,3), (3,4).
Jedina cesta z vrcholu 1 do vrcholu 4 ma délku 1, ale naSe funkce vrati
chybny vysledek 2. Pocita totiz délku nejdelsi cesty vedouci do vrcholu IV,
ale ne nutné ze startovniho vrcholu 1. Kdyz si uvédomime tento problém,
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oprava funkce je jiz docela snadna:

def maxdelka(g, N):
t = [None] * (N+1)
t[1] =0
for i in range(2, N+1):
for k in range(1, i):
if glkl[i] and t[k] != None:
if t[i] == Nome or t[i] < t[k]+1:
t[i] = t[k]+1
return t[N]

Prirozenym rozsitenim nasi tllohy je pozadavek urcit nejen délku nejdelsi
cesty v grafu z vrcholu 1 do vrcholu N, ale nalézt i tuto cestu a vypsat
ji jako posloupnost ¢&isel prochazenych vrcholi. To lze TeSit pifi vyuziti
dynamického programovani dvéma zakladnimi zpusoby.

Prvni moznosti je ulozit si pro kazdé ¢ = 1,2, ..., N zaroven s hodnotou
t[¢] také celou nejdelsi cestu vedouci z vrcholu 1 do vrcholu i. Hodnotu ¢[4)
jsme ziskali jako t[k] + 1 diky n&jakému konkrétnimu vrcholu k a nejdelsi
cestu vedouci do vrcholu ¢ dostaneme tak, Ze diive nalezenou cestu do
vrcholu k nyni jednodu$e prodlouzime o vrchol i. Nevyhodou tohoto feSeni
je kvadraticka prostorové slozitost vzhledem k N. Postupné si ukladame
N cest, z nichZ kazda ma délku O(N).
kazdé i = 1,2,..., N si zaroven s hodnotou t[i] uloZime pouze jedno &islo:
¢islo toho vrcholu k, z néhoz jsme pfisli do vrcholu i po nejdelsi cesté
(tedy takové k, pro které t[i] = t[k] + 1). Toto ¢islo si uloZime do druhého
jednorozmérného pole p. Bude tedy platit p[i] = k, adaj p[i] pfedstavuje
predchidce vrcholu ¢ na optimélni cesté vedouci z vrcholu 1 do vrcholu 3.
Po spocitani viech dvojic hodnot t[i], p[i] bude ¢[N] udavat délku nejdelsi
cesty a z ulozenych hodnot p[i] nyni dodatetné sestrojime odzadu trasu
nejdelsi cesty. Tato cesta konéi vrcholem N, do néj jsme pfisli z vrcholu
p[N], tomu piedchézi vrchol p[p[N]] atd., dokud nedojdeme ke startovnimu
vrcholu 1.

Asymptotickd Gasova slozitost algoritmu ziistava O(N?) stejné jako u pii-
vodni tlohy, v niz jsme hledali pouze délku nejdelsi cesty. Ukladani hodnot
p[i] tuto slozitost nijak neovlivni a zavérena zp&tnéa rekonstrukee nejdelsi
cesty mé Casovou sloZitost pouze O(N), nebot kazda cesta v grafu méa
délku nejvySe N. Prostorova slozitost zistava O(N), misto jednoho pole
zde pouziviame dvé stejné velké pole velikosti V.
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def maxcesta(g, N):

t = [None] * (N+1)

p = [Nonel * (N+1)

tl1l =0

for i in range(2, N+1):

for k in range(1, i):
if glk][i] and t[k] != None:
if t[i] == None or t[i] < t[k]+1:

t[i] = t[k]+1
plil = k
cesta = [N]
v =N
while v != 1:
v = plv]

cesta.append(v)
return list(reversed(cesta))

N&s druhy ukazkovy piiklad je ze zcela jiné oblasti, tyka se planovani
a rozvrhovani. Postup jeho feSeni metodou dynamického programovani
bude ovsem velmi podobny jako u predchozi grafové tilohy. Mame zadanu
posloupnost N po sobé jdoucich dkold (N > 1), které mame vykonat.
Ukoly oznacéime &isly 1, 2, ..., N. Pro kazdy z tkol zname ¢as cli], jak
dlouho nam préace na i-tém tkolu bude trvat. Ukoly musime provadét
postupné v uvedeném poradi, nemiizeme pracovat na vice tikolech zarover.
Nékteré ze zadanych tkoli smime vynechat, ale nikdy nesmime vynechat
zadné dva po sobé jdouci tkoly. Mame zjistit, jak nejrychleji dokdaZzeme za
téchto podminek zadané tukoly splnit.

Situaci ilustruje nésledujici priklad: pro N = 10 a posloupnost ¢asu 3 4
8213116 3 jespravnym vysledkem 12. Vykoname tkoly s pofadovymi
¢isly 2, 4, 5, 7, 8, 10, jejich celkova délka je

4424+14+1+1+3=12.

Nizsiho vysledného ¢asu potiebného na splnéni vybranych tkola nelze do-
sdhnout.

Na této tloze si ukdzeme, ze i feSeni dynamickym programovanim mu-
zeme nékdy navrhnout vice riznymi zpiisoby. V kazdém pfipadé si budeme
postupné pocitat a ukladat vhodné hodnoty ¢[i] pro ¢ = 1,2,..., N. Di-
lezité ov8em je nejdiive jasné rozhodnout, co tyto hodnoty budou pfesné
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znamenat. V tom se pravé mohou rizné zptsoby feSeni ligit. Pfedvedeme
si dvé takové moznosti.

Predpokladejme nejprve, Ze t[i] uréuje minimalni ¢as, v némz lze splnit
podle stanovenych pravidel posloupnost tkold 1, 2, ..., i, pokud i-ty za-
dany tkol je tim poslednim, ktery jsme vykonali. Zfejmé plati ¢[1] = c[1],
t[2] = ¢[2]. Potfebujeme nalézt vztah, jak spocitat hodnotu t[i] pro ¢ > 2.
Protoze i-ty tkol ur¢ité vykoname, zapocitame si ¢as c[i]. Pfedchazet mu
muze splnény tikol ¢ — 1 nebo 7 — 2 a pro né jiz zndme optimalni FeSeni
t[i—1], resp. t[i —2]. Pro vypocet hodnoty ¢[i] vezmeme mensi z nich, nebot
hled4me minimAalni moZny ¢as. Plati tedy t[¢] = c[i] + min(¢[i — 1], t[¢ — 2]).
Takto spocitame postupné viechny hodnoty #[3], ..., t[N]. ReSenim celé
tlohy pak bude min(¢[N],¢[N — 1]), nebot poslednim splnénym tkolem
mize byt bud celkové posledni, nebo predposledni ikol ze zadané po-
sloupnosti.

def mincas(c): # c = seznam N Casl jednotlivych udkold
N = len(c)
c = [None] + ¢ # ukoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)
t[11, t[2] = c[1], c[2]

for i in range(3, N+1):
t[i] = c[i] + min(t[i-11, t[i-2])
return min(t[N], t[N-1])

Pokud by nas navic zajimalo, které tkoly mame vykonat, abychom do-
sahli miniméalniho mozného ¢asu, upravime toto feSeni obdobnym zptiso-
bem, jako jsme to provedli v tvodni tloze o nejdelsi cesté v grafu. Pfi
kazdém vypoctu hodnoty t[i] si ulozime do p[i] informaci, ktery kol pied-
chézel i-tému tkolu v optimalnim FeSeni. Z hodnot p[i] pak na zavér zre-
konstruujeme odzadu posloupnost vykonanych tkol.

def ukoly(c): # c = seznam N &asl@ jednotlivych ukold
N = len(c)
c = [None] + c # ukoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)
p = [None] * (N+1)
t[11, t[2] = c[1], c[2]

for i in range(3, N+1):
t[i] = c[i] + min(t[i-11, t[i-2])
plil = i-1 if t[i-1] < t[i-2] else i-2
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v =N if t[N] < t[N-1] else N-1 # posledni splnény ukol

vyber = [v]
while p[v] != None:
v = plv]

vyber.append(v)
return list(reversed(vyber))

V naSem druhém feSeni téze tlohy o posloupnosti tkolti stanovime, Ze
hodnota t[i] bude ur¢ovat minimalni ¢as, v némz lze splnit podle stanove-
nych podminek posloupnost tkola 1, 2, ..., 7. Posledni i-ty kol pfitom
muzeme, ale také nemusime vykonat. Pravé toto je jediny rozdil od pted-
choziho feSeni. Cely dalsi postup bude velmi podobny, ale v8echny vzorce
tentokrat vychézeji trochu odligné. V tomto piipadé bude platit ¢[1] = 0,
t[2] = min(c[1], ¢[2]). Za hodnotu ¢t[i] pro ¢ > 2 vezmeme vyhodnéjsi ze
dvou moznosti podle toho, zda v poradi -ty kol vykoname, nebo ne. Po-
kud ano, zapocitame Cas c[i] a optimalné splnime piedchozich i — 1 ukoli.
Pokud nebudeme provadét tkol ¢islo ¢, musime nutné vykonat tkol ¢ — 1,
takZe zapocteme ¢as c[i — 1] a optimalné splnime predchozich i — 2 tkolu.
Plati tedy

t[é] = min(c[d] + t[i — 1], i — 1] + ¢[i — 2]).

Regenim celé tlohy je v tomto piipadé hodnota t[N].

def mincas(c): # ¢ = seznam N Casl jednotlivjch tkold
N = len(c)
c = [None] + ¢ # dkoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)
t[1], t[2] = 0, min(c[1], c[2])

for i in range(3, N+1):
t[i] = min(c[i] + t[i-1], cl[i-1] + t[i-2])
return t[N]

Pokud pii tomto zpiisobu feSeni chceme nalézt seznam skutecné vyko-
nanych tkola, budeme si pii kazdém vypoctu hodnoty ¢[i] ukladat do pli]
informaci, ktery kol jsme se rozhodli vykonat v i-tém kroku vypoctu (zda
ukol 4, nebo tkol i —1). Z téchto hodnot pak opé&t dokdZeme zrekonstruovat
odzadu vyslednou posloupnost splnénych tkoli.
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def ukoly(c): # c = seznam N &asl@ jednotlivych ukold

N = len(c)

c = [Nonel + c # ukoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)

p = [None] * (N+1)

t[1], t[2] = 0, min(c[1], c[2])

pl2] = 1 if t[2] == c[1] else 2
for i in range(3, N+1):
t[i] = min(c[i] + t[i-1], c[i-1] + t[i-21)

plil = i if t[i] == c[i] + t[i-1] else i-1
vyber = []
v=N

while v > 1:
vyber . append (p[v])
v =rplv] -1
return list(reversed(vyber))

Obé popsané varianty reSeni druhé tdlohy jsou zcela rovnocenné z hle-
diska spravnosti i z hlediska efektivity. Zalezi tedy jenom na vas, ktery
pohled na dynamické programovani vam pii feSeni néjaké konkrétni tilohy
bude pfipadat pfirozeny a nézornéjsi. Oba algoritmy maji asymptotickou
¢asovou slozitost O(N), protoze poé¢itaji postupné N hodnot t[i] (pfipadné
také N hodnot p[i]) a kazdou z nich ziskaji v konstantnim ¢ase. Rovnéz
zpétnéa rekonstrukce posloupnosti tloh mé vzdy ¢asovou sloZitost O(NV).
Prostorova sloZitost vSech uvedenych feseni je O(NN), pracuje se v nich se
seznamy t, pripadné p, délky N.

Jisté jste si v8imli, Ze v obou vySe uvedenych variantach feSeni nasi
druhé ulohy jsme pro vypodet t[i] pot¥ebovali pouze dvé bezprostiednd
predchazejici hodnoty t[i — 1], t[i — 2]. Pokud tedy budeme urcovat jenom
minimélni ¢as, seznam t délky N ani nepotfebujeme ukladat a misto néj
vystaéime se dvéma proménnymi. Reseni tak miize mit dokonce konstantni
prostorovou slozitost. P#i uréovani posloupnosti splnénych tkoli se ovSem
nevyhneme ukladani v8ech hodnot do seznamu p a prostorova slozitost
v takovém pfipadé proto bude linearni vzhledem k N.
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ZPRAVY

Vzpominka na Premysla Sedivého

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Letos by se dozil 90 let PaedDr. Premysl Sedivy (1936—2014). Byl to
nejen vynikajici a naro¢ny udcitel matematiky, fyziky a deskriptivni geome-
trie, ale i autor ucebnich textt pro vyuku fyziky, didaktickych materiali
a ucebnich pomtcek. Mél také vyznamny podil na organizaci Fyzikalni
olympiady (obr. 1).

Obr. 1

Ucitelské vzdeélani ziskal studiem na Vysoké pedagogické skole v Praze,
kterou v roce 1958 absolvoval s vyznamenanim. Po studiu vyucoval na
jedenactiletych stfednich skolach v Polici nad Metuji a v Broumové a v roce
1968 presel na Gymnazium J. K. Tyla v Hradci Kralové. Na této skole
pusobil az do roku 2006 a byl zde jednou z nejvyraznéjsich ucitelskych
osobnosti.
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V odborné &nnosti se P. Sedivy vidy zaméfoval na aktualni problémy
souvisejici s modernizaci obsahu a metod vyuky. Intenzivné se vénoval
napf. vyuZziti poznatki o polovodi¢ich nebo osciloskopii fyzikalnich dé&ju
v elektrickych obvodech. Je autorem soupravy paneli pro vyuku polovo-
di¢i, ktera byla centralné dodévana skolam. Pro demonstraci vzniku a §i-
feni elektromagnetickych vln vytvofil pomucku s vysila¢em decimetrovych
vln. Podnétné jsou jeho origindlni naméty na experimentovani s operac¢nimi
zesilovaci a s dal§imi polovodi¢ovymi soucastkami, napt. s integrovanymi
obvody pro vytvareni logickych ¢leni.

Meél jsem mozZnost fadu let s P. Sediv;’rm spolupracovat predevSim na
tvorbé ucebnic fyziky, takze bych na tuto spolupraci navazal nékolika osob-
nimi vzpominkami. Seznamili jsme se pocatkem 80. let minulého stoleti
pfi praci na rozsahlém projektu tzv. federdlnich uéebnic fyziky pro gym-
nazium, kde byl pozadavek, aby se tvorby ticastnili také ucitelé stfednich
gkol. Prilis moznosti na vybér autori, ktefl by méli alespoin néjaké pu-
blika¢ni zkuSenosti tfeba v podobé prispévki do Casopist, nebylo a tak
byli pfizvani zejména ucitelé aktivni ve Fyzikalni olympiadé. Premysl se
stal spoluautorem ufebnice pro vybérovy seminai Fyzika a technika [1]
(obr. 2), kde zpracoval unikatni soubor 16 seminarnich aloh z elektroniky.

é ELEKTRONIKA
a PRVKY

5o OBVODY

_g E, POKUSY

° &

Wy OLDRICH LEPIL

PREMYSL 3EDIVY

PRO GYMNAZIA Phipravilo, ale nevydalo
STATNi PEDAGOGICKE NAKLADATELSTVI PRAHA
1989

Obr. 2

Premysl byl ovSsem nejen erudovany uéitel fyziky, ale také pozorny opo-
nent nové vznikajicich u¢ebnich materiald, ¢emuz se nevyhnuly ani moje
uéebni texty pripravované pocatkem 90. let jiz pro nové vznikajici nakla-
datelstvi Prometheus. A tak jsem redakci nakladatelstvi navrhl nejlepsi
mozné TeSeni, jak se s jeho pFfipominkami vyrovnat, totiz pozadat Pie-
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mysla, aby se stal spoluautorem téchto textu. Jsem pfesvédéen, ze to byl
velmi dobry tah, ktery se projevil na kvalité stézejni spoleéné publikace,
kterou je uebnice [2] (obr. 2). Poprvé vysla v roce 1992 jesté v SPN a jeji
posledni 9. vydani vyslo v roce 2023.

Zvlastni raz méla naSe spoluprace v oblasti fyzikalniho experimentu,
jemuz jsme se oba intenzivné vénovali. Bez toho, Ze bychom se navzijem
domlouvali na n&jakém aktualnim tématu, stalo se nékolikrat, ze doslo
spontanné k préaci na stejném tématu, coz jsou i néktera z témat uvede-
nych v avodu. Prace se tykaly zejména elektroniky a pocita¢ového mode-
lovani riiznych typi mechanickych pohybt a déji v elektrickych obvodech
nejprve pomoci programu FAMULUS a pozdgji programem Coach 5 a
dalsimi. Vyvrcholenim spoluprace v této oblasti méla byt spoleéné pub-
likace s nazvem FElektronika — prvky, obvody, pokusy, kterd byla v roce
1989 kompletné pfipravena do tisku. Vzhledem k urcité tehdejsi nejistoté
na kniznim trhu v8ak z rozhodnuti nakladatelstvi nevysla a zistala jen
v rukopisné podobé.

Ponékud odlisnou tematiku tvorily modely ohybovych jevi ve vlnové
optice. Zakladem téchto modeli byl ¢lanek v tehdy maéalo dostupném ca-
sopise Praxis der Naturwissenschaften. V ném byl popsan kratky program
v programovacim jazyce BASIC, ktery umoziioval zobrazit zavislost inten-
zity svétla v ohybovém obrazci na vzdalenosti od prekazky. Tento kratky
program jsme pak kazdy po svém upravili pro dobie dostupny program
FAMULUS. Piemysl v8ak ve spolupraci se svym zakem Miroslavem Bro-
Zem') rozpracoval namét mnohem rozséhleji jako programovy komplet,
nabizeny $kolam pod nazvem FamDifr [3]. Z dnesnfho hlediska pomérné
jednoduchy systém FAMULUS pro pocitace s operaénim systémem DOS
byl tak vyuzit k vytvoreni unikdtniho programu umoziujicimu grafické
zobrazeni i velmi slozitych ohybovych jevii v prekvapivé kvalité (obr. 3).

Premysl Sedivy byl také vynikajici fotograf a jeho schopnosti byly vyu-
zity k obohaceni udebnice [2] originalnimi ilustracemi. Unikatn{ jsou napf.
jeho snimky elektrickych poli nebo nékterych oscilogrami (obr. 4). Od-
borné kompetence spojil i se 8pickovym zvladnutim typografickych moz-
nosti textového procesoru TEX a ,grafického“ programu METAPOST, kte-
rym nakreslil nespocet vynikajicich vyobrazeni pro odborné publikace riz-
nych autort.

DV soucasnosti je docentem Astronomického tstavu MFF UK v Praze. Nékteré
ukazky ohybovych jevi vytvorené programem FamDifr si mohou prohlédnout navstév-
nici olomoucké Pevnosti poznani v oddéleni optiky.
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Obr. 3 Obr. 4

Vyraznou stopu zanechal P. gedivy v historii Fyzikalni olympiady. Svoji
erudici garantoval po fadu let kvalitu ndro¢nych soutéznich tuloh, pro které
pripravoval nejen peclivé zpracované zadani, ale ke kazdé uloze vypracoval
podrobné, dokonale propracovana feSeni, kterd mohou slouzit jako didak-
tickd pomtcka pro ucitele. Vysokou trovenni mély i jim navrhované origi-
nélni experimentalni tlohy. Je autorem, popf. spoluautorem téméf dvou
desitek studijnich textti FO z nejruzngjsich oblasti fyziky. Uvedme ale-
spon tii témata, ktera vystihuji kliCové odborné zaméreni autora: Ohyb
svétla (1996), Pokusy s operaénimi zesilovaci (1998), Modelovdni pohybi
numerickymi metodami (1999), podrobnéji viz [4].

Prace P. Sedivého byla také vicekrat ocenéna. Z vyznamnych ocenéni
to byla Medaile ministra Skolstvi mladeze a télovychovy 1. stupné za celo-
zivotni pedagogickou ¢innost a za pfinos Skolstvi v ramci Fyzikalni olym-
piddy (2009). Na sjezdu Jednoty ¢eskych matematiki a fyzika v roce 2014
byl jmenovan Cestnym ¢lenem J CMF in memoriam.
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Zlata medaile z IYPT
po 28 letech!

Cesti twcastnici dosahli mimorad-
ného uspéchu na 39. ro¢niku mezi-
narodniho Turnaje mladych fyzika
(International Young Physicists’ Tour-
nament, IYPT), ktery se konal 5. az 12.
cervence 2026 ve §vycarském Curychu.
Cesky tym vybojoval zlatou medaili,
a navazal tak na dosud posledni ceské
zlato z roku 1998. Nasi uspéli v ndroc¢né
konkurenci 35 statt z Sesti kontinenta.

Turnaj mladych fyzika patii mezi
t&7e pro stiedogkolaky ve fyzice. Ugast-
nici fesi béhem Skolntho roku 17 ote-
vienych fyzikalnich tloh, navrhuji a
realizuji vlastni experimenty, vytvareji
teoretické modely a obhajuji svoje vy-
sledky v odborné diskuzi. Body totiz
ziskavaji za svij vykon ve Fyzikalnich
soubojich, v nichz tymy nejen prezen-
tuji vlastni TeSeni, ale také kriticky
hodnot{ préci soupeft a vystupuji v ro-
lich oponenti a recenzenti.?

Leto$ni pribéh turnaje byl velmi
napinavy. Na§ tym zacal vitézstvim ve
skupiné, av8ak s nepfili§ vysokym bo-
dovym ziskem, takZe pribézné poradi
odpovidalo 14. mistu a bronzové me-
daili. Vyhra druhého kola se podafila
jiz s relativné vysokym bodovym zis-
kem, coz tym posunulo na pribézné
6. misto. Jak tfeti, tak ¢tvrté kolo nasi
opét vyhrali a po téchto kolech se dr-
zeli na 4. misté, jez bylo letos posledni
zlatou prickou.

V patém kole sice cesky tym po-
dal velmi kvalitni vykon, presto vSak
svij souboj tésné prohral rozdilem
0,1 bodu. V dané mistnosti porotci na-
vic udélovali spiSe nizsi bodova hod-
noceni nez v ostatnich skupinach, coz
vedlo k poklesu ¢eského tymu na paté
misto. V tu chvili se zdalo, ze zlata
medaile ziistane pro nas nedosazitelna,
avS8ak kvuli pfestupku jednoho z fina-
listd, ktery byl tésné pred vyhlasenim
vysledki penalizovan, se ¢esky tym po-
sunul na 4. misto. Po 28 letech tak
Ceska republika znovu ziskala zlatou
medaili na IYPT. Pro vSechny ¢leny
tymu pfitom jde o dobu delsi, nez po
kterou sami Zziji.

Reprezenta¢ni  druzstvo  tvorili
Lukas Franta (kapitan), Daniel Svaia
(oba z G Ch. Dopplera v Praze), Krys-
tof Basista (G Hluc¢in), Michal FiSer
a Daniel Jedlitka (oba VOS a SPSE
Plzen). Jednalo se o stejné sloZeni tymu
jako v predchozim roce, kdy nas tym
ziskal bronzovou medaili.

éesky tym s vedoucimi

2)Vice o obecném pritbéhu soutéze lze najit napyr. v Kold¥, K., Némec, H.: Turnaj
mladych fyzikid 2025. Matematika—Fyzika—Informatika, ro€. 34 (2025), ¢&. 3, s. 237-240.
Dostupné z: https://www.mfi.upol.cz/index.php/mfi/article/view/1010.
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Ceskou delegaci vedl predseda TMF
CR Stanislav Panos, vedoucimi ces-
kého tymu na mezinarodnim kole byli
Karel Kolar a Dagmar PanoSova. Na
piipravé reprezentace se podilela cela
fada odborniki, zejména z vysokych
gkol a AV CR - skupinu konzultantt
vedl Hynek Némec z FZU AV CR.
Uspéch je zejména vysledkem mno-
hamési¢ni prace vysoce motivovanych
studenti, ale i podpory desitek orga-
nizatori a konzultanti, ktefi se Tur-
naji mladych fyziki dlouhodobé vé-
nuji. TMF CR vyhlasuje a organizuje
Jednota ¢eskych matematika a fyziki.

Zajemci o ucast jiz nyni naleznou
na webu soutéZe https://tmfcr.cz/
tasks.php?ver=both zadani problému
pro dalsi ro¢nik. Pro novacky je nej-
lepsi moznosti sezndmit se se sou-
t&7i na Uvodnim soustredéni TMF,
které je pldnovano na pondéli 12. 10.
2026 na Fyzikilnim ustavu AV CR
v Praze. Na soustfedéni zveme jak
stfedoskolaky, tak jejich ucitele. Po-
drobnosti a prihlasovani naleznete
na webu soutéZe https://tmfcr.cz/
content.php?y=40&page=40_uvodko.

Vyhlaseni a prebirani zlaté medaile ¢es-
kym tymem (autor: Aeschimann Pro-
ductions)
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Z prvniho Fyzikalniho souboje s Ukra-
jinou a Svycarskem (autor: Aeschi-
mann Productions)

Fotka ¢eského tymu a absolutnich vi-
tézi ze Singapuru

Mezinarodni finale pfistiho roéniku
se uskute¢ni v Aucklandu na Novém
Zélandu.

Karel Kolar

67. IMO a IMSC 2026

Pripravny kemp IMSC v Pekingu a
IMO v Sanghaji, celkem vic nez mésic
v Cing naplnény matematikou — to méa
za sebou Cesky reprezentacni tym.

Pred IMO probéhlo od 17. ¢ervna
az do 12. éervence v Pekingu intenzivni
pfipravné soustifedéni IMSC. Leto$ni
4. ro¢nik byl zatim nejvétsim matema-
tickym kempem reprezenta¢nich tymu
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vSech dob s dcasti vice nez 500 ucast-
niki ze 40 zemi. Béhem soustiedéni
se st¥idaly prednasky a cviéné sou-
téze, které soutézici nalezité otestovaly.
Mimo odborny program se tym podi-
val na Velkou ¢inskou zed a do Chramu
nebes. Na zavéreéném ceremoniilu mél
Cesky tym spolecné s polskymi tcast-
niky taneéni vystoupeni.

PHEERS PSR
THE 4t INTERNATIONAL MATHEMATICS SUMMER CAMP
-1IMSC2026-

Na zavérecné soutézi naSi studenti
ziskali dvé sti¥ibrné medaile zasluhou
LukaSe Komina a Jakuba Trcky, dvé
bronzové medaile ziskali Erik Jezek a
Veronika Mengikovéa, ¢estné uznani zis-
kal Pavel Hyanek.

Vylet na Velkou ¢inskou zed
Zajimavosti bylo, Ze nejtézsi Sesta
aloha (Squares in Circles) byla (ofici-
alng) otevfenym problémem, nad kte-
rym si matematici lamali hlavu dlouhé
mésice. Clanek s pripravenym ditkazem
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se rozhodli zvefejnit az po soutézi, bé-
hem které tlohu vyftesilo 5 studenti.

Ve dnech 13.—21. d&ervence pro-
béhla v &nské Sanghaji 67. meziné-
rodni matematickd olympiada (IMO).
Ceské druzstvo dovezlo domi Ctyfi stii-
brné medaile, které ziskali Jakub Trcka
(GJK Praha 6, 3/4), Erik Jezek (Smi-
chovské SPS a G, Praha 6, 4/4), Ve-
ronika Mensikova (Arcibiskupské G,
Praha 2, Korunni, 8/8) a Pavel Hya-
nek (G Brno, tfida Kapitana Jaroge,
8/8), jednu bronzovou medaili, kterou
ziskal Martin Bryja (G Brno, tfida Ka-
pitana JaroSe, 7/8). Lukas Komin (G
Opatov, Praha 4, 7/8) si ze soutéze od-
vazi Cestné uznani. Timto vysledkem se
Cesky tym umistil na pékném 34. misté
ze 117 zemi.

éesky tym s medailemi

Bodové hranice potiebné k zisku
bronzové, stfibrné a zlaté medaile byly
16, 23 a 29 bodu ze 42 moznych. Ve-
doucimi tymu byli Pavel Salom a Zde-
nék Pezlar.

Zadani a podrobné vysledky lze na-
jit na oficialnich strankach soutéze. Le-
toSni ro¢nik zamichal pofadim v sini
slavy IMO, ziskem perfektniho skore
se Alex Chui z Velké Britanie pii své
sedmé ucasti dostal na celkovou prvni
pricku.

Pavel Salom
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