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Jev rezonance patii k dilezitym poznatkim uciva stfedoskolské fyziky,
coz je dano nejen jeho vyznamem ve fyzice od mechaniky az po kvanto-
vou a &asticovou fyziku, ale i v fadé technickych obort.. Zak se s pojmem
rezonance setkd poprvé v ucivu mechaniky v souvislosti s kmitanim pru-
zinového oscilatoru nebo kyvadla. Zdalo by se, Ze demonstrace rezonance
je v tomto pripadé jednoduchou zélezitosti a tradi¢né se demonstruje sou-
stavou spfazenych kyvadel. Av§ak demonstrovat rezonanci mechanického
oscildtoru napf. pokusem, ktery je v uéebnici [1, ¢l. 1.9 (obr. 1-28)], uz
tak snadné neni (viz [2]).

Znovu se zaci setkaji s pojmem rezonance v ucivu o stf¥idavych prou-
dech. Toto ucivo se v osnovach stiedoskolské fyziky objevuje poprvé v roce
1933 a je zaméfeno jednak na uplatnéni stfidavych proudid v energetice a
pti vykladu elektrickych kmiti ve vztahu k zakladtim radiotechniky. Velmi
dikladné je zpracovan vyklad tohoto uciva v prvni povéleéné ucebnici
fyziky pro gymnézia [3], kde je podrobné probrén slozeny obvod st¥ida-
vého proudu s RLC v sérii, véetné kvalitativniho experimentu, kterym se
demonstrovala rezonance nucenych kmit v oscilaénim obvodu (obr. 1).
Dalsi moznosti demonstrace jevli v obvodech stiidavého proudu vsak byly
omezené vzhledem k tomu, Ze k dispozici byl jen zdroj stfidavého napéti
o konstantni frekvenci elektrické sité (50 Hz). Fazové posuny stiidavého
proudu a napéti bylo mozné demonstrovat jen kvalitativné subjektivnim
pozorovanim obrazu doutnavek pomoci rotujicich zrcadel (obr. 2). Pokus
je popsan napf. v [4, s. 237].
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Obr. 2

Soucasné pojeti uciva o stfidavych proudech je odlisné a déje v elek-
trickych obvodech s obvodovymi prvky R, L, C' chdpeme spise jako nu-
cené kmitani, jehoZz zdrojem je spojité se ménici (analogové) napéti, popt.
proud. Pf#i vykladu se zabyvame jen obvody s linedrnimi soucastkami, je-
jichz voltampérovd charakteristika, tzn. zavislost I = f(U), je pfimka. To
znamena, ze amplituda st¥idavého proudu I, je pfimo imérna amplitudé
Uy stfidavého napéti. Jednotlivé soucastky, popf. jejich kombinace jsou do
obvodu pfipojeny dvojici svorek a celek tvori tzv. linearni jednobran. Velmi
dobie zpracovanou teorii déji v téchto obvodech na stfedoskolské tirovni
najde zdjemce ve studijnim textu [5] a vyklad vénovany rezonanénim jed-
nobrantm je i teoretickym vychodiskem dalsi ¢asti tohoto prispévku.

Naézorné prezentace déji v rezonanc¢nich jednobranech, které dale uve-
deme, jsou zalozeny na tfech, navzajem se dopliiujicich moznostech, které
nam poskytuji souc¢asné prostiedky ICT:

1. Pocitacem podporovany experiment s vyuzitim systému Vernier.

2. Modelovani déjti v rezonancnich jednobranech pomoci programu Mo-

dellus 4.01.
3. Simulace déji v rezonancnich jednobranech programem NL5 Circuit
Simulator.

Zakladnim rezonanénim jednobranem v ucivu elektfiny je obvod s RLC

v sérii. Proto se zaméfime predevsim na demonstraci rezonance v tomto ob-
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vodu. Vychazime ze zdkladniho zapojeni (obr. 3), kde reaktance X je tvo-
fena sériovym spojenim kondenzatoru a civky. Obvod je pfipojen ke zdroji
harmonického stfidavého napéti a rezonance muzeme dosahnout dvojim
zpusobem. Prvni zptisob predstavuje pouziti zdroje harmonického napéti
s ménitelnou frekvenci. Tak postupujeme napt. v pripadé, Ze chceme mérit
frekvenc¢ni charakteristiku obvodu, tzn. jeho rezonané¢ni k¥ivku. Postupné
zvétSujeme frekvenci stfidavého napéti a pro kazdou frekvenci uré¢ime na-
péti na reaktanci (vystup 2), popf. na celém obvodu (vystup 1). Tento
postup je vhodny napf. pro laboratorni cviceni (viz laboratorni cviéeni 9
v ucebnici [6]).

Obr. 3

Jako demonstracni experiment je vhodnéjsi postup, kdy volime kon-
stantni frekvenci stfidavého napéti blizkou rezonanc¢ni frekvenci obvodu
a sledujeme déje pri malych zménach parametrii rezonan¢niho jednobranu.
Osvédéil se postup pouzity jiz pfi puvodnim uspofddani experimentu
(obr. 1), tzn. zména indukénosti civky nasunuté na U jadro, jehoZz mag-
neticky obvod je uzavien pohyblivym kratkym jadrem. Pfi demonstraci
ménime polohu kratkého jadra a sledujeme fazovy posun napéti a proudu
v obvodu v pripadech, kdy X; < X¢, X1 = X¢ a X > X¢.

Demonstrace obvodu systémem Vernier

Usporadani demonstrace fazovych posunt v rezonan¢énim jednobranu je
na obr. 4.

C (10 pF)
LabQuest
250 Hz
L (30~50 mH)

Obr. 4
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Zdrojem harmonického stfidavého napéti je prenosny datalogger Lab-
Quest Vernier a napéti je zesileno zesilovacem Power Amplifier Vernier.
Hodnoty pouzitych obvodovych prvki jsou: R = 102, C' = 10 uF a in-
dukénost obvodu predstavuje civka z rozkladného transformatoru s 300 za-
vity na uzavieném jadre. Pohybem kratkého jadra lze dosahnout zmén
indukénosti v intervalu pfiblizné 30 mH az 50 mH. Voltmetr DVP-BTA
a ampérmetr DCP-BTA je pfipojen pfes rozhrani Vernier LabQuest Mini
k pocitadi.

Frekvence zdroje stiidavého napéti je volena tak, aby rezonance bylo
dosazeno pii ¢astecné otevieném jadfe civky. V nasem pfipadeé to byla frek-
vence 180 Hz. Pfi rezonanci (X, = X¢) je impedance obvodu nejmensi
a proud prochézejici obvodem je nejvétsi (kdyz je kratké jadro volné po-
loZené, vznikaji dobfe slySitelné vibrace jadra o dvojnisobné frekvenci).
Zobrazenim ¢asového diagramu napéti a proudu ukazeme, Ze pfi rezonanci
se obvod RLC chova jako rezistance, takZze napéti a proud maji stejnou

fazi (obr. 5).
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Obr. 5

Pri dalsim experimentu zmensime indukénost civky posunutim kratkého
jadra, ¢imz dosdhneme, ze X < X¢. Obvod ma vlastnosti kapacitance
a to se projevi zdpornym fazovym rozdilem proudu i vzhledem k napéti
u (proud pfedbiha napéti, obr. 6). Kdyz naopak jadro vice uzavieme, je
X1, > X¢ afazovy rozdil je kladny (proud se za napétim zpozduje, obr. 7).
Je samoziejmé, ze v tomto usporadani experimentu nedosdhne fazovy roz-
dil napéti a proudu hodnot +7/2. Rozdil je vidy mensi v zavislosti na
velikosti odporu R rezistoru. Presnéji to ukdzeme pomoci pocitacového
modelu nebo simulaci déji v obvodu.
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Modelovani déju v rezonanénim jednobranu programem
Modellus 4.01

Program Modellus 4.01 [7] umoziiuje modelovani déju popsanych ob-
vykle pomoci diferencidlnich rovnic, jejichz feSenim jsou ziskany zavislosti
jednotlivych fyzikalnich veli¢in jako funkce ¢asu. Z didaktického hlediska
je vyznamna tato metoda modelovani déju tim, ze model je s pouzitim
rovnic popisujicich déj vytvaren pfimo uzivatelem. Tim se toto tzv. dyna-
mické modelovani [8] 1is1 od simulace, kdy k vytvofeni modelu postacuje
jen stanoveni parametrti zkoumaného objektu a volba pocate¢nich podmi-
nek. Samotny matematicky model je v tomto pfipadé uzivateli nedostupny.
Na druhé strané je vsak mozné simulace vyuzit pfi vytvareni slozitéjsich
systémd, jejichz matematicky popis by byl zdlouhavy a naroc¢ny. Prikla-
dem muze byt simulace déju v obvodu s nelinedrnim jednobranem, napr.
obvodu usmérnovace s polovodic¢ovou diodou.

Model déja v obvodu s RLC v sérii feSime jako nucené kmitani, pii
némz je obvod v pocateénim okamziku pfipojen ke zdroji harmonického
napéti o stalé amplitudé U, a tuhlové frekvenci w. Pro nucené kmitani
elektromagnetického oscilatoru plati 2. Kirchhoffiv zakon ve tvaru

L% + Ri+ % = Up sinwt. (1)

V programu Modellus 4.01 mizeme model vytvorit dvojim zptsobem.
V prvnim, jednodussim piipadé vychézime ze zndmého FeSeni rovnice (1).
Vyjadiime induktanci X a kapacitanci X¢ obvodu a pomoci vztahu pro
impedanci ur¢ime hodnotu amplitudy I, proudu v obvodu (amplituda na-
péti Uy, je definovana jako vstupni parametr modelu). Vypoéitame fazovy
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posun ¢ (v modelu f; v radidnech a f;5 ve stupnich; pro thlovou frekvenci
je pouzita znacka w). Program ve zvolenych ¢asovych krocich pocita oka-
mzité hodnoty napéti u a proudu i a zobrazuje je graficky. Model je na
obr. 8 (proveden je i vypodet okamzitého vykonu p = wui).

Ponékud slozitéjsi je model vytvoreny metodou dynamického modelo-
vani. V tomto pi¥ipadé je vychodiskem rovnice (1), z niZ uréime p¥iristek
naboje a proudu v posloupnosti ¢asovych krokt At. Tento model (obr. 9)
ma ve srovnani s predchazejicim modelem jednu vyznamnou odlisnost.
Zobrazuje v podstaté pribéh prechodného déje, ktery nastane, kdyz je
obvod v poc¢atecnim okamziku pfipojen ke zdroji stfidavého napéti. V oka-
mziku pripojeni dochézi v obvodu k superpozici dvou kmitani — vlastniho
kmitani obvodu a nuceného kmitani. V zavislosti na hodnoté rezistance
obvodu se vlastni kmitani rychle utlumi a obvod kmita jen s frekvenci
nuceného kmitani.

w=2xgxf
Mo=wxl
v 1 w=2xmxf
AL (wxC) u=LUmxsinf wxt)
(¥ -xC) g=last[ g )+ixht
fi =a|'ctan[7] . a
R uc =—
180 L
fis = x® fi UR =R =
b ul =u-uwRk-uc
Lim uw
Im = .I=Iast[aj+(—}><ﬁr
> l L
[(R2+(x -xc)2) .
u=Um=sinfwx=t+1f) WKL_('*;-'KC]]
i=1Imx=sinf w=t) fi = arctan R
p=ux 120 -
fis = - = fi
Obr. 8 Obr. 9

Pri vykladu déji v obvodu zobrazujeme obdobné jako pfi redlném ex-
perimentu fazovy posun kiivek napéti a proudu. Model realizujeme tak,
abychom mohli ménit hodnotu frekvence stfidavého proudu, indukénosti
a rezistance. VSechny potiebné veli¢iny jsou zobrazeny na pracovni plose,
takze zménou frekvence nastavime model postupné na hodnoty f < frez,
f = fiez @ f > frez. Podle nastaveni induk¢nosti pak ziskdme shodné
casové diagramy, jako pfi redlném experimentu. Na obr. 10 je zobrazen
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Casovy diagram kmitani obvodu pii f < fre, (flalové kiivka zobrazuje oka-
mzitou hodnotu vykonu stfidavého proudu), X; < X¢ a proud (Cervenéd
k¥ivka) pfedbihd napéti. Na obr. 11 je ptipad rezonance (X, = X¢), proud
i napéti maji stejnou fazi, okamzity ¢inny vykon méa v prubéhu periody
kmith jen kladné hodnoty a dosahuje tedy maxima. Z ¢asového diagramu
je pfimo patrné, ze primérny vykon P za periodu stiidavého napéti

P= %Pm = }Umlm Un I

2TV Ve

kde P, je amplituda vykonu a Ues a Iet jsou efektivni hodnoty stiidavého
napéti a proudu. Naopak z ¢asovych diagramti na obr. 10 a 12 je patrné,
ze primérnd hodnota vykonu za periodu je priblizné nulova a nulovy je
tedy také ¢inny vykon.

Obvod stridavého proudu s RLC v sérii %‘ ﬂl Q:
7 /

= Ueerfz

=130.00
R =10.00
L=0.05
C =1.00E-5
XL =40.84
XC=12243
fis = -83.01
Obr. 10
Obvod strFidavého proudu s RLC v sérii %‘ ﬂl ﬁ'
f=1225.00
R =10.00
. 7/ L=005
C =1.00E-5
XL =170.69
XC =70.74
fis = -0.28
Obr. 11
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Obvod stridavého proudu s RLC v sérii 5%‘ ﬂ’ﬁ
i f: 280.0(;
AALRALALR, B0
L=0.05
VAYAVAUAUATIEES
\

7 XL =8796
XC = 56.84
fis =72.19

Obr. 12

Na obr. 12 je pfipad X > X¢. Fazovy rozdil je kladny, a tedy proud
se za napétim zpozduje.

K lepsimu pochopeni déji v obvodech stfidavého proudu pfispiva frek-
venéni charakteristika a fazovd charakteristika obvodu (¢ = f(f)). Na
obr. 13 je frekvené¢ni charakteristika induktance a kapacitance obvodu a
soucasné jsou zobrazeny frekvencni zavislosti impedance Z obvodu a am-
plitudy I, proudu v obvodu, tedy rezonancni kiivky obvodu s RLC v sérii.
Je zfejmé, Ze pii rezonanci je proud v obvodu nejvétsi, naopak impedance
obvodu je nejmensi a je rovna rezistanci obvodu.

Frekvenéni charakteristiky obvodu s RLC v sérii

B ’/’ h
X, L R =10.00
2 L=0.07
X, _ C=100E5

Obr. 13

Fazovy posun se vyjadiuje jako tithel méfeny od fazoru proudu smérem
k fazoru napéti v matematicky kladném sméru. To znamenad, Ze pii nizsi
frekvenci je X1 < X¢ (U, < Ug), fazovy rozdil je zaporny a proud pied-
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biha napéti. Obvod mé vlastnosti kapacitance. Naopak pri vyssi frekvenci
je X1, > X¢ (Up > Ug), fazovy rozdil je kladny a proud se za napétim
zpozduje. Obvod mé vlastnosti induktance.

Pfi rezonanci je ¢ = 0 a v okoli rezonané¢ni frekvence se fazovy rozdil
¢ velmi rychle méni v zavislosti na rezistanci obvodu. V ptipadé, ze by
R — 0, fazovy rozdil by se pii rezonanci ménil skokem z hodnoty —m/2
na +7/2. Takovy pfipad ovSem v reilném obvodu nenastane (amplituda
proudu by rostla neomezené, tzn. I, — 00), ponévadz jak civka, tak kon-
denzator maji vzdy urcity odpor.

7 popsaného modelu obvodu s RLC' v sérii snadno odvodime dalsi p¥i-
pad rezonancniho jednobranu, kterym je obvod s RLC paralelné. Model
pro obvod s RLC paralelné je na obr. 14 a jeho frekvenc¢ni charakteristiky
jsou na obr. 15.

w=2xgxf
XL=wxLl
Vi 1 Frekvenéni charakteristiky obvodu s RLC paralelné = : B
T !
1
z 4 e o
1 1 10" V4
ey e v v | R =1.07E3
R In 1 L=008
ﬁ=a|'ctan[ A= [i —[L,]] C =1.00E-5
L XC
130
fis =——xfi ) 4
Um
Im=—r \// ;

Simulace déju v obvodech stfidavého proudu programem NL5
Circuit Simulator

Pro simulaci déja v obvodech stfidavého proudu existuje nékolik pro-
gramil dostupnych na webu. Pro nase acely se velmi dobfe hodi program
NL5 Circuit Simulator [9], ktery si mizeme stahnout jako demoverzi, v niz
Ize prakticky vyuzivat vSechny funkce potfebné pro stiedoskolskou vyuku,
a umoznuje také archivaci vytvorenych modelt. Na stejnych strankach jako
program NL5 muzeme ziskat obdobné koncipovany program Ideal Z pro
vypocet impedance a fazového posunu v obvodu, jehoz schéma vytvorime
na pracovni ploSe, a jednodussi simula¢ni program Ideal Circuit.

Pro simulaci déji v rezonancnich jednobranech programem NL5 pou-
Zijeme navzdjem propojené slozky programu: Schéma (Schematic), Pre-
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chodny dé&j (Transient) a Frekvenéni charakteristika (AC). Modelovani
spoCiva ve vytvoreni schématu zkoumaného obvodu v okné Schematic,
v ném7 se definuji parametry jak zdroje napéti, tak jednotlivych obvo-
dovych prvki. V okné Transient se vymezi ¢asovy interval, v némz bude
zobrazen prubéh prechodného déje, a je proveden vybér zobrazovanych ve-
li¢in. V okné AC lze zobrazit frekvenéni charakteristiku vybrané veli¢iny
(napf. impedance Z) a fazovou charakteristiku. Pro zobrazeni charakte-
ristik je nutné, aby v menu zdroje napéti byla vyznacena polozka AC.
V tomto nastaveni se frekvence zdroje napéti ve zvoleném intervalu ply-
nule zvétsuje. Frekvencni charakteristiky se zobrazuji jako grafy s linedrni
nebo logaritmickou stupnici na osach. Svisla osa fazové charakteristiky je
linearni a thly se vyjadiuji ve stupnich.

Pri vytvafeni simula¢niho modelu miZeme volit rizné rezimy zdroje
napéti. Mize to byt bud skokovd zména vstupniho napéti (oznaceni step,
popr. pulse, coz predstavuje zdroj kmit s obdélnikovym pribéhem), nebo
stfidavé napéti s harmonickym pribéhem (oznaceni sin). V tomto pifi-
padé volime amplitudu a periodou, popf. pocatecni fazi. Toto nastaveni
pouzijeme pro simulaci déji v obvodu s RLC' v sérii.

Na obr. 16 je schéma obvodu s RLC' v sérii vytvofené v okné Schematic.

Obvod stridavého proudu s RLC v sérii - frez > f zdroje

N
+
A 0
\/ R1
10
L1
100e-3
<+> V1 (AC)
=/ Sin 1
1 10e-6
~

Obr. 16

Vzhledem ke zvolenym hodnotam L a C' mé obvod rezonanéni frekvenci
frez = 159 Hz (T = 6,28 - 10~2). V menu zdroje napéti je zvoleno sinusové
napéti s amplitudou 10 V a s frekvenci 100 Hz (nastavuje se perioda T =
= 0,01s). To znamen4, Ze v tomto piipadé je X < X¢, faze napéti, popf.
impedance vzhledem k proudu v obvodu je zdporna (¢ — —n/2) a proud
predbihd napéti (obr. 17). Naopak pii frekvenci 300 Hz je X, > X¢ a
proud se za napétim zpozduje (obr. 18).
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Obr. 18

Piipad rezonance je na obr. 19. Zobrazeny jsou také casové diagramy
napéti na civce a na kondenzatoru (V(L1) a V(C1)). Je patrné, Ze tato
napéti maji opacnou fazi, proud (I(A1)) m4 stejnou fazi jako napéti zdroje
(V(V1)) a jeho amplituda dosahuje maxima.

1)
I vic)
vy
V(v1) A1) |w(LL)| [V(C1)

%

160e-3 164e-3 168e-3 172e-3

Obr. 19
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V okné AC se zobrazi frekven¢ni charakteristika amplitudy proudu v ob-
vodu, kterd predstavuje rezonanéni k¥ivku (horni ¢ast obr. 20), a fazova
charakteristika obvodu (dolni ¢ast). Z ni je patrné, Ze p¥i nizsich frekven-
cich, nez je rezonanéni frekvence, je fazovy rozdil proudu a napéti zdporny,
v blizkosti rezonanéni frekvence naristé a pri vyssich frekvencich je kladny.
Zménou rezistance obvodu muzeme ovérit, v jakém intervalu se v okoli re-
zonanc¢ni frekvence méni faze.

/ N\

0

-90;

80 120 160 200

Obr. 20

Pro srovnani jesté uvedeme frekvencni charakteristiky obvodu s RLC
paralelné (obr. 21). Rezonanéni kiivka v tomto pfipadé vyjadiuje zavislost
impedance Z obvodu na frekvenci stfidavého napéti. V dolni ¢asti obr. 21
je fazova charakteristika impedance (zelend kiivka), kterd predstavuje roz-
dil fazi napéti oy a proudu @5 (¢z = vu — ¢r). Fazova charakteristika
proudu je na obr. 21 vyznacena Cervenou kiivkou. Ponévadz napéti je na
vSech obvodovych prvcich paralelniho obvodu RLC' stejné, mtzeme polo-
zit ¢y = 0. Pii nizkych frekvencich je faze impedance ¢z kladné a faze
proudu ¢y je zaporna (I, < I¢), ¢ili pti kladné fazi impedance se proud za
napétim opozduje a naopak. U sériového obvodu RLC je tomu obracené.
V tomto pfipadé prochazi vSemi obvodovymi prvky stejny proud a jeho
fazi polozime p; = 0. Faze impedance pz je v tomto pfipadé dana pfimo
fazi napéti oy . Pii nizké frekvenci je Ur, < Ug, ¢z mé zapornou hodnotu
a proud pfedbihé celkové napéti na obvodu (viz obr. 17). Pti vyssich frek-
vencich (f > fiez) je tomu naopak (viz napf. fdzorové diagramy v Piehledu
obvodu stiidavého proudu v uéebnici [6, s. 183]).
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Simulac¢ni program NL5 Circuit Simulator vyuzZijeme nejen pfi vykladu
déji v rezonancnich jednobranech, ale i v dalSich obvodech. Prikladem
miize byt modelovani pfechodnych déji v obvodech s R, L, C, kdy pouzi-
jeme skokovou zménu vstupniho napéti. Program je vhodny k simulaci déjt
v obvodech s nelinedrnimi obvodovymi prvky (napf. v obvodech s polovo-
di¢ovou diodou), u nichz by bylo obti{Zzné vytvotit jednoduchy matematicky
model. Ale tyto a dalsi moZnosti vytvafeni simulaénich modela si kazdy
najde snadno sam, kdyz trochu pronikne do nabidky menu programu.
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