MATEMATIKA

Polibky kruznic:
Pappos z Alexandrie

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Pappos (4. stol) byl poslednim vyznamnym alexandrijskym ucencem.
Jeho osmidilnd Shirka (fecky Synagoge) nas seznamuje s dilem starové-
kych matematik® doplnénym o Pappovy vlastni objevy. Uvadi se, zZe mezi
né patii dikaz starsi hypotézy, véty o fetézci kruznic vepsanych do ar-
belu.! Ve skute¢nosti nevime, co z toho je Pappova vlastni prace a co
pochézi od jinych autori. MiZe to byt jen volny prepis neznamé Archi-
medovy prace. Vétsina zdroju téz nezminuje, ze motivace dikazu véty
o arbelu obsahuje analyzu rovinnych konfiguraci navzajem se dotykajicich
kruznic. Odvozena lemmata maji obecnéjsi platnost. Véta o arbelu je jen
jednim z jejich dusledkt. Stru¢né se nyni s obsahem Pappova ¢tyfdilného
pojednani sezndmime.

Obr. 1 Prvni okruh tivah — tfi kruznice s vnéjsimi dotyky

1Vétu jsme uvedli v druhém dilu seriglu [1]. Setkame se s ni i na konci tohoto ¢lanku.
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Prvni ¢éast se zabyva situaci z obr. 1. Kruznice k(O;r) a k'(O’;r") maji
vngjsi dotyk T a vné se dotykaji i kruznice h(H;r,) v bodech V a U.
Piimky UV a OO’ jsou rtiznobézné. Oznacime F jejich prisecik a D druhy
prisecik piimky UV s kruznici k’. Pappos nejprve z podobnosti trojtihel-
niktt O'DU a HVU odvodil, ze OH || O’ D. Pak pomoci dalsich podobnosti
dokazal vztahy

|EV| _ |ET| _ |[EO| _ [OV] _
|[ED| ~ |EZ|  |EO'|  |O'D| "

(1)
které dnes snadno ovéiime pomoci stejnolehlosti kruznic &’ a k (obr. 1).
Déle konstatoval, Ze z prvni z rovnosti (1) plyne

|[EV|-|EU| _ |ET|-|ET|
|ED|-|EU|  |EZ|-|ET)|

a odtud
|[EV|-|EU| = |ET?, (2)

nebot |ED| - |EU| = |EZ| - |ET| (mocnost bodu E ke kruznici £’).

Zakladem v8ech dalgich avah jsou kruznice m(Op,; 71m) a n(Op;1y), kde
T'm = Tn, s dotykem v bodé A. Zbyvajici priseciky kruznic m a n s pfimkou
0,0, budeme (v daném poradi) znacit B a C. Zvolme jesté libovolnou
kruznici k(O;7), ktera se jich dotyka. P¥i daném poloméru r neni tézké
sestrojit jeji stfed O. Za tcelem ¢iselného urceni stfedu O lze zvolit kartéz-
skou soustavu soutadnic s kladnou poloosou x totoznou s poloptimkou AB
(obr. 2). Vypoctem i konstrukei vychazi dva stfedy, jejichz poloha se lisi
jen znaménkem y-ové soufadnice. Starovéci ucenci neznali zadporna dcisla
ani kartézské soutadnice. Z praktickych divodi nahrazovali kruznice m a
n pulkruznicemi ohrani¢enymi pfimkou AB a umisténymi na téze strané
od ni, zédkladem tzv. arbelu.

7 dnes$niho pohledu hledal Pappos ve druhém okruhu tvah souvislost
mezi polomérem 7 a z-ovou soufadnici stfedu O. Zjistil prekvapivou véc,
sice ze je podil téchto dvou veli¢in konstantni (vztahy (8) a (9)).

Nejprve definoval tii mozné konfigurace navzdjem se dotykajicich po-
lokruznic m, n (v dalsich Gvahdch budou nékdy nahrazeny kruznicemi) a
kruznice k. Proni konfigurace nastane pii vnitinim dotyku kruznic m a
n (obr. 2 vlevo). V dalsich konfiguracich maji kruznice m a n v bodé A
vnéjsi dotyk. Pritom druhd konfigurace vznikne, kdyz s nimi mé kruznice
k vnéjsi dotyky (obr. 2 uprostied) a ve treti konfiguraci méa s nimi dotyky
vnitini (obr. 2 vpravo).
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Obr. 2 Prvni, druha a tfeti konfigurace kruznic

Odvozeni provedl pro prvni konfiguraci: V souladu s obr. 3 oznaéme H
a V body dotyku kruznice k s kruznicemi m a n, a T'Z jeji primeér rovno-
bézny s piimkou AB takovy, ze T € AH a Z € BH. Kolinedrnost trojic
(A, T,H), (B,Z,H), (A,V,Z) a (C,V,T) zarucovala véta L1 z Archime-
dovy Knihy lemmat (viz [1]). Paty kolmic z bodtd T', O a Z na pfimku AB
jsou po fadé K, P a L. Z podobnosti trojuhelnikit AHB a AKT lze zjistit
|AB|/|AH| = |AT|/|AK| a odtud

|AB| - |AK| = [AT| - |AH]| (3)

Obr. 3 Druhy okruh tvah — kruznice vepsana mezi kruznice m a n

Podobné z trojuhelniki AZL a ACV plyne |AZ|/|AL| = |AC|/|AV],
neboli
|AZ] - |AV| = |AC| - |AL]. (1)

Do tfetice, tentokrat z mocnosti bodu A ke kruznici k, dostavame
|AT| - |AH| = |AZ] - |AV]. (5)
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Ze vsech tii vztahu pak

|AB| - |AK| = |AC|- |AL|, (6)
resp.
|AL| |AB|
|AK | |AC (™)

To znamend, Ze podil |AL|/| AK| nezévisi na velikosti (a tedy ani na poloze)
vepsané kruznice k. Odtud Pappos usoudil, Ze téz

|AB| +|AC|  |AL| + |AK]|

[AB|— |AC| ~ [AL|~ |AK|

(Neni-li tento krok zfejmy, vyfeste si tlohu 2 na konci ¢lanku.) Nakonec
polozil |AL| — |AK| = 2r a |AL| + |AK| = 2| AP|, nebot P je st¥ed tsecky
K L. Tim ziskal vztah pro libovolnou kruznici vepsanou mezi kruznice m
an:

|AP] _ |AB| + |AC| ()
r |[AB| —|AC]|
Analogicky mizeme pro druhou a tfeti konfiguraci urcit
|AP|  |AB|—|AC]| )
r  |AB|+|AC|

Poznamenejme, Ze dnes lze pii volbé kartézské soustavy souradnic podle
obr. 2 nahradit oba vztahy rovnosti pro x-ové souradnice bodu O, B a C"
== (—1)sH! M, kde s je ¢islo konfigurace. (10)

r T —TC

Pappos navic uvedl, Ze ze vztahu |AK|/|TK| = |ZL|/|BL| pro podobné

trojuhelniky ATK, ZBL a z faktu |TK| = |ZL| = |PO| plyne, zZe

|AK| - |BL| = |PO|*. (11)

Ve tfeti ¢asti do obrazku pfidal kruznici &’ (O’; r') vepsanou utvaru ohra-
ni¢eného oblouky AV, VH a HA (obr. 4). Ozna¢me U a T body jejiho
dotyku s kruznicemi n a k, ddle pak E a D(# U) pruseéiky pfimky UV
s pfimkou O’O a kruznici k’. Ukdzeme, jak Pappos odvodil pro kruznice
k, k' vztah (15) mezi jejich priméry d, d’ a vzdélenostmi h, b’ st¥edi obou
kruznic od p¥imky AB.
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Nejprve upozornil, ze (8) plati pro kazdou z vepsanych kruznic, a tak
AP| _ |AB|+|AC| _ |AQ)
r |AB| — |AC| r
Odtud a z (1) dostaneme
|AP| _r _ |EO| _ |EV]|

[AQ| — »  |EO'|  |ED|

(12)

Z mocnosti bodu E ke kruznici n a vztahu (2) plyne
|[EA|> = |EU| - |EV| = |ET|?.
Odtud |EA| = |ET.
E K

W=100)

Obr. 4 Treti okruh itvah — odvozeni rekurentniho vztahu
Ozna¢me po fadé X a Y pruseciky pfimky AT s pfimkami PO a QO’.
Pappos konstatoval, ze X € k a Y € k/, nebot z podobnosti trojthelnikt
ATE,YTO' a XTO plyne
_|ET] _|O'T] _ |OT]
~|EAl|OY| |OX|
Necht je dale K prusecik piimek AO’ a PO. Trojthelniky APK a AQO’
jsou podobné, stejné tak i trojuhelniky AKX a AO'Y. Plati tedy
|AP| |AK| |KX]|
[AQ| — A0 oY |

1

(13)

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 5



Tentyz pomér lze vyjadrit i jinak:

[AP| |EO| r  |0X| 14
[AQl  [EO[ " OY]

Z rovnosti levych stran vztahit (13) a (14) plyne rovnost jejich pravych
stran. Proto téz plati |KX| = |OX| = r a odtud

|[KO| =2r =d.

Z podobnych utvart APXK a AQY O’ déle plyne

PK| _ QO
|KX| oY’
neboli
|PO|+d _ |QO’|
r oo

Navic je r = d/2, |PO| = h, v = d'/2 a |QO’'| = k', a tak nakonec

dostaneme
_h+2r

I r’, resp. A d'. (15)

_h+d
r - d
Vztahy (15) spliiuje i drubha konfigurace. Ve tfeti konfiguraci je jiny
typ dotyku kruznic k a k' a navic mize byt stfed kruZnice k na rtiznych
strandch od pfimky AB. Zavedeni arbelu tuto komplikaci ve starovéku
fesilo na tikor obecnosti. Dnes lze konstatovat, Ze p¥i ndhradé veli¢in h a b’/
y-ovymi soufadnicemi stiedd kruZnic k a &’ v kartézské soustavé souradnic
podle obr. 2, a pfifazeni znaménka ,—“ poloméru r v situaci, kdy ma
kruZnice k s (celymi) kruZznicemi m a n vniténi dotyk, plati pro vSechny
konfigurace vztah y y
o’ o
=T 2. (16)
Pristupme nyni k zavérecné casti. Ma-li v prvni konfiguraci kruznice
k prumér BC, pak utvar ohraniceny pulkruznicemi m, n a k ve zvolené
poloroving s hraniéni pfimkou AB se nazyva arbelos. Uvazujme Fetézec
kruznic kg, k1, ko, ... vepsanych mezi kruznice m a n takovy, ze kg = k
a pro j = 1,2,... mé kruznice k;(Oj;;r;) vnéjsi dotyk s kruznicemi k;_,
a kjt1. Véta o tetézci kruZnic vepsanych do arbelu fikd, Ze pii oznaceni
podle obr. 5 plati:

hl = 27"1 = dl7 h2 = 4T2 = 2d2, h3 = 6’)"3 = 3d3, N (17)
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Obr. 5 Zavér — odvozeni véty o kruznicich vepsanych arbelu

Pappos ji dokézal nasledovné. Aplikaci vztahu (7) na kruznice m, n, k;
a na kruznice m, k, k1 dostavame

|AB|  |AL| N |BA|  |BK|
|AC|  |AK]| |BC|  |BL|’

JestliZze v téchto vztazich nahradime v kazdém zlomku ¢itatele rozdilem
puvodniho citatele a jmenovatele, obdrzime rovnéz platné rovnosti

|BC|  |KL| a |AC|  |KL]|
|AC|  |AK]| |BC|  |BL|’

z nichz zjistime |AK|-|BL| = |KL|?>. Odtud a ze vztahu (11) plyne
|P1O;1] = |KL|, jinymi slovy h; = dy. Po tomto zjisténi jiz Pappos du-
kaz snadno dokon¢il opakovanym uzitim vztahu (15):

Cditdy 2y + ds

hy =dy, hs

dy = 2ds, hs ds = 3ds, ...

dl d2

Obr. 6 Retézec kruznic v Pappové zavéreéném dodatku
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Jesté uvedl dodatek dodatek, sice Zze pro situaci na obr. 6 plati
hl =T, h2:37“2, h3:5’l“3, (18)

I po mnoha stoletich oceniujeme brilantni vyuziti tehdejsi geometrické
algebry a davtipny postup starovékého autora. Shrnutim jeho hlavnich
vysledki jsme ziskali vztahy (10) a (16), které usnadiiuji uréeni poloméru
a soufadnic stfedu kterékoliv kruznice fetézce (viz tlohu 4).

Obr. 7 Bod A je potenénim stfedem kruznic u, k a v

Neékterd mista Pappova pojednéni vybizeji k dalsim tivahdm. Napii-
klad vztah (6) je disledkem t¥i tvarové stejnych rovnosti (3), (4), a (5)
mezi souciny délek usecek, jez vSechny vychazeji z bodu A. Jakou zvlastni
polohu mé bod A na obr. 37

Vse se objasni, kdyz tam dokreslime Thaletovy kruznice u a v nad
praméry BT a CZ (obr. 7): Bod A m4 stejnou mocnost ke kruznicim wu,
k a v. Tento fakt pravdépodobné inspiroval Jakoba Steinera (1796-1863)
k zavedeni potencniho stredu kruznic a vysetfovani raznych mnozin bodu a
kruznic se stejnou mocnosti. Zamysleni nad vztahem (2) a situaci z obr. 1
jej mohlo vést k zavedeni tzv. spolecné mocnosti bodu F ke kruznicim k,
k' a popisu zobrazeni, jez se dnes nazjva kruhovd inverze. S jeho vysledky
se seznamime v dal$im pokracovani seridlu.

Ulohy
1. Dokazte, Ze pfi oznaceni podle obr. 1 plati
|ED| - |EG| = |ET|.
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2. Necht d/, a, V', b jsou nenulové délky a a'/a = b'/b = k. Dokazte,
ze pak pro kazda realna &isla r, s, t, u, pro néz ra + sb # 0, resp.
ta' + ua # 0, plati

ra’ + st/ ra' +sa _ rb' +sb  kr+s

=k, . = = .
ra -+ sb TSP ta’ +ua  tb +ub kt+u

Obr. 8 Obecny fetézec kruznic na bazi prvni konfigurace

3. Dokazte, ze plati: Je-li prvni konfiguraci kruznic m, n a ko(Oog; o)
vepséan Tetézec ... k_g, k_1, ko, k1, ko, ... kruznic k;(Oj;r;) podle
obr. 8, pak v kartézské soustavé souradnic zvolené na obrazku plati
pro vSechna celd ¢isla j rekurentni vztah

Yirt _ Vi gy, (19)
T+l T
kde y; je y-ova souradnice stfedu O;.

4. Necht kruznice m, n a ko z obr. 8 maji po fadé poloméry 40 cm,
24 cm a 12 cm. Pomoci vztahi (10), (16) a Pythagorovy véty pro
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vhodné zvolené trojihelniky dokazte, Ze pro j-tou kruznici fetézce
plati

60

ThHiGEVE)

0; = [473—; (\/5+2j)7“j] a T

Obr. 9 Retézec kruznic na bazi tieti konfigurace

5. Pokuste se pro druhou a tfeti konfiguraci nakreslit obrazky analo-
gické k obr. 4 a odvodit analogii vztahti (15).

6. Tteti konfiguraci kruznic m(O,,; 38), n(On; 16) a ko(Og; 7o) je vepsan

fetézec kruznic ... k_o, k_1, ko, k1, ko, ... podle obr. 9. V kar-
tézské soustavé soufadnic na obr. 9 je Oy = [24,yo]. Dokazte, Ze
ro = 58,9, yo = —15,5 a pro vSechna cela ¢isla j plati

Ui~ 0,26 + 25,

T

(Hodnoty jsou zaokrouhlené a do (16) dosazujeme —rq.)

Matematika — fyzika — informatika 25 2016



Literatura

[1] Leischner, P.: Polibky kruznic: Archimedes. MFI, ro¢. 24, ¢. 1 (2015), s. 87-94.

[2] Pappus of Alezandria: Book 4 of the Collection, edited with translation and com-
mentary by Heike Sefrin-Weis, Springer, London, 2010.

Vyuziti znalosti matematiky pii
praci s kreditni kartou

VLADIMIRA PETRASKOVA
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

nJe tézké, kdyzZ musite bankérum sdelit, Ze nemuzete
splatit urok. Takovd slova nemaji radi.“
(D. Trump, Zbohatnéte jako ji. Pragma, Praha, 2004)

S kreditni kartou je spojovano mnoho negativniho. Tato negativa souvisi
jednak s nedisciplinovanosti majitelti kreditnich karet, jednak se zakladni
neznalosti tohoto produktu. V tomto ¢lanku na prikladech ukazeme, jak
nam matematika mtze pomoci blize se seznamit s tskalimi, kterad jsou
spojena s vyuzivanim kreditni karty. Zaroven nam pomuze odhalit i jeji
vyhody. Ptiklady jsou urceny zakidm stifednich skol.

Abychom mohli fesit uvedené priklady, musime znat pojmy jako napft.
arokovéa sazba, frekvence pripisovani troki, jednoduché a sloZené troko-
véani, beztiro¢né obdobi kreditni karty, Gvérovy ramec kreditni karty...
Je zfejmé, ze dochazi k pfekryvu dvou vzdélavacich oblasti vymezenych
v Ramcovych vzdélavacich programech pro gymnazia, a to Clovek a svét
prace a Matematika a jeji aplikace (VUP, 2007). Zak potiebuje pro fe-
Seni jednak znalosti z oblasti spolecenskovédni (finanéni trh, bankovni a
nebankovni sluzby, Gvérové produkty, ...), jednak z oblasti matematiky
(jednoduché trokovéni a jeho zékladni standardy, slozené tirokovani, ... ).
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Z3ikladni informace o kreditni karté

Drive nez pfistoupime k feSeni konkrétnich tloh, popiseme zékladni
vlastnosti kreditni karty. Kreditni karta patii mezi karty platebni. Vétsina
z nas vlastni platebni kartu, ktera se nazyva debetni karta. Uzivatelé pla-
tebnich karet ¢asto zaménuji ndzvy téchto dvou karet. Jaky je tedy mezi
nimi rozdil?

Debetni karta je vazana na bézny tcet. Jejim pouzitim ¢erpdme penézni
prostiedky z naseho béZného uctu. To znamend, nase financ¢ni prostiedky.
Pokud na G¢tu penize nemdme, kartu nemtzeme pouzit (s vyjimkou pfi-
padu, kdy mame zfizen kontokorentni avér).

Kreditni karta je kartou tvérovou. Prostfednictvim této karty ¢erpame
avér, ktery musime stanovenym zpusobem splacet. Kreditni kartu mi-
zeme ziskat jednak od bankovnich spolecnosti, jednak od nebankovnich
spolecnosti. Nebankovni spole¢nosti maji pro vydani kreditni karty méné
omezujici podminky nez bankovni instituce. Napi. mize nastat situace, ze
kreditni kartu vydaji i klientovi, ktery je jiz zaznamenan v registru dluz-
niki. Je zfejmé, ze klient se pak mutze dostat do dluhové pasti. S kreditni
kartou je spojena fada pojmi a tskali. Nyni se s nimi seznamime.

Uvér z kreditni karty je revolvingovym tvérem. To znamend, ze dr-
zitel karty muze postupné finan¢ni prostiedky spldcet a zaroven Cerpat.
Ke kazdé kreditni karté je schvalena uréita ¢astka (avér neboli tvérovy
ramec), do jejiz vySe mlizeme Cerpat finanéni prostfedky na nakup libo-
volného zbozi ¢i sluzeb. Na uhrazeni tvéru mame nékolik dni a mtzeme
se rozhodnout, jestli vyptjéenou ¢astku splatime celou, nebo jen jeji ¢ast.
Pokud se rozhodneme vyptjcenou ¢astku splatit jen ¢astecné, zacnou se
nam pocitat uroky. Jestlize vyptijcenou c¢astku splatime do urcitého dne
celou, uroky se nepocitaji. Obdobi, na které jsou ndm poskytnuty finanéni
prostiedky zdarma (bez troktl), se nazyva beztro¢né obdobi. Toto ob-
dobi se obvykle pohybuje od 45 do 55 dnii. Beztiro¢né obdobi se zpravidla
nevztahuje na finanéni prostfedky vybrané z bankomatu. V poslednich
dvou letech se na trhu objevila nabidka kreditnich karet s beziroénym
obdobim, které se vztahuje i na v§bér z bankomatu. Rada poskytovatelti
kreditnich karet, ve snaze ziskat nové klienty, zacala vydavat kreditni karty
s riznymi bonusy. Mezi tyto bonusy patii napriklad nakup zbozi se slevou
u vybranych prodejctt nebo pripsani hotovosti ve vysi urcitého procenta
z vypujcené Castky na ucet klienta. Ptiklady dalsich bonusti mizeme najit
napf. na strankéach iDnes.cz/Finance.
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Resené piiklady
Priklad 1

Pan Novak si poridil bankovni kreditni kartu s Gvérovym ramcem
35 000 K¢, urokovou sazbou 23 % p. a. a beziroénym obdobim 45 dni.
Datum splatnosti je stanoveno na 15. den néasledujiciho mésice. Karta mu
byla vydana zdarma. Karta je pojisténa proti zneuziti, pficemz mésiéni po-
platek je 40 K¢. Pokud kartou pan Novak uhradi mési¢né ndkupy v souctu
alespoti 3 000 K¢ (bezhotovostni platbou), je vedeni karty zdarma. Jinak
zaplati mési¢ni poplatek 49 K¢.

a) Zjistéte, kolik K¢ stalo pana Novaka vyuziti kreditni karty v roce 2014,
jestlize pouze ttikrat za rok 2014 pouzil kreditni kartu k mési¢nim bez-
hotovostnim nakuptm nad 3 000 K¢. Pdjcené penize vzdy splatil v bez-
tro¢ném obdobi.

b) Pan Novdk si 5. 2. 2015 koupil pomoci této karty pracku za 12 500 K¢.
Domnival se, ze vypujcené penize splati do 15. bfezna, tj. v beztiro¢ném
obdobi. Vzhledem k tomu, ze mél mimotradny vydaj, zaplatil v tomto
obdobi pouze ¢ast pujcky, a to 3 500 K¢. Zbytek zaplatil 15. 4. 2015.
Jak vysoké uroky pan Novak zaplatil pfi ro¢nim urokovém obdobi? Jak
vysoké uroky by pan Novaka zaplatil pfi mési¢nim trokovém obdobi?
Pfi vipoctu tiroku vychézejte ze standardu ACT/365.1

Reseni.

a) Vzhledem k tomu, Ze pan Novak béhem roku 2014 provedl prostied-
nictvim kreditni karty pouze ve tfech mésicich roku platby nad 3 000 K¢,

musi ve zbyvajicich deviti mésicich zaplatit poplatek za vedeni karty. Cel-
kové roc¢ni naklady spojené s kreditni kartou jsou uvedeny v tab. 1.

Tabulka 1 Naklady na kreditni kartu

Ndklady na kreditni kartu za rok 2014
Pojisténi proti zneuziti 12-40 K¢ = 480 K¢
Poplatky za vedeni karty | 9-49 K¢ = 441 K¢
Celkem 921 K¢

V roce 2014 pan Novak zaplatil za vyuziti kreditni karty 921 K¢.

1Standard ACT/365 pouziva v ¢itateli mésice se skuteénym poétem dni a ve jme-
novateli rok se skute¢nym poctem dni.
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b) Pan Novék si ptjéil 12 500 K¢&. V beztro¢ném obdobi splatil 3 500 K¢,
takze jeho dluh je 12 500 K¢ — 3 500 K¢ = 9 000 Ké. Tyto zapijcené
prostiedky jsou tiroceny od jejich ¢erpani az do jejich splaceni, tj. po dobu
(28 = 5) + 31 + 15 = 69 dni.

Rocni drokového obdobi

Urok z &stky 9 000 za 69 dni ¢inf 9000K¢ - 0,23 - 29 = 391,30 Ke.

Pii roénim trokovém obdobi pan Novéak zaplatil na drocich 391,30 K¢.
Meésicént urokové obdobi

V pripadé mési¢niho trokového obdobi se ke konci kazdého mésice uroky
pripisi k dluzné ¢astce a budou se s ni arodit.
Urok za tnor: 9000 K& - 0,23 - 22 = 130,40 K¢.

365
Urok za biezen: 9130,40 K¢ - 0,23 - 25 = 178,40 K¢&.
Urok za duben: 9308,80 K¢ - 0,23 - 2 = 88 K¢.

Urok celkem: 130,40 K¢& + 178,40 K¢& + 88K¢& = 396,8 K.

Pfi mési¢nim trokovém obdobi pan Novak na trocich zaplatil 396,80 K¢.

Priklad 2

Pani Kolafova je majitelkou kreditni karty s dvérovym ramcem
80 000 K¢, ro¢ni trokovou sazbou 21,9 % a beztroénym obdobi 55 dni.
Datum splatnosti je nastaveno na 25. den nasledujiciho mésice. Pani No-
véakova si 15. dubna 2015 prostfednictvim kreditni karty (bezhotovostni
platbou) poridila obyvaci sténu v hodnoté 35 000 K¢.

a) Jak vysokd bude minimélni splitka, jestlize banka pozaduje minimalni
splatku ve vysi 3,2 % z tivérového rdmce?

b) Jakou éastku bude mit pani Kolafova po 1. splatce k dispozici na kre-
ditni karté, jestlize neprovedla zadné dalsi platby? Poznamenejme, Ze
pri kazdé splatce se ivérovy ramec navysi o vysi splatky.

Resend.
a) Minimélni splatka se stanovuje z Gvérového ramce, tzn.,

miniméalni splatka = 80000 K¢ - 0,032 = 2560 K¢.

b) Vzhledem k tomu, Ze pii kazdé splitce se tvérovy ramec navysi
o vysi splatky, tak pani Kolafova bude mit po 1. splatce (pfedpokladejme,
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Ze splatka je ve vysi pfesné 3,2 % z uvérového rdmce) na kreditni karté
k dispozici 80000 K¢ — 35000 Ké + 2560 Ké = 47560 Kc.

Priklad 3

Pan Vochozka si poridil kreditni kartu s Gvérovym ramcem 45 000 K¢,
mésiéni drokovou sazbou 2 % a mésiénim pfipisovani troki. Beziroéné
obdobi je 50 dni. Datum splatnosti je nastaveno na 20. den nésleduji-
ciho mésice. Prostfednictvim kreditni karty vybral z bankomatu 6. 1. 2015
¢astku a) 2 500 K¢, b) 25 000 Ké.

Vzhledem k tomu, Ze obdrzel koncem ledna mimoiadné odmeény, rozhodl
se posledni den beziro¢ného obdobi dluh splatit. Pan Vochozka nemé kre-
ditni kartu pojisténu. Poplatek za vedeni kreditni karty je 29 K¢ mési¢né
v pripadé, ze bezhotovostni objem zatcétovanych plateb kreditni kartou
v daném mésici bude nizsi nez 500 K¢, jinak je vedeni zdarma. Jak vysoké
budou troky a poplatky (vySe poplatkii za vybér z bankomatu je uvedena
v tab. 2), jestlize vybral penize na tzemi Ceské republiky? Pii vypoctu
arokt pouzijte standard ACT/360.2

Tabulka 2 Poplatky za vybér z bankomatu

Beztiroéné Poplatek za vybér do vyse 3 000 K¢ (veetné 3 000 K&) /
obdobi poplatek za vybér nad 3 000 K&

i pro vybéry
z bankomatu | Vlastni bankomat | Cizi bankomat | Bankomat v zahraniéi

Ne TOKE+1% / TOKE+1% / 100 Ké+1% /
100 K¢ 100 K¢ 130 K¢

Reseni. V pfipadé vybéru z kreditni karty v bankomatu neplati beztiro¢né
obdobi (viz tab. 2). Pij¢ené penize jsou troceny od jejich ¢erpani az do
splaceni. Pan Vochozka si penize vypujéil na (31 — 6) dni v lednu a 20 dni
v Gnoru.

a) Uvér 2 500 K&

Pfi vypoctu troktt budeme pocitat s mési¢ni trokovou sazbou 2 %.
Vzhledem ke standardu ACT/360 budeme poécitat ve jmenovateli s mési-
cem o 30 dnech.

2ACT/360 pouziva v Citateli mésice se skute¢nym poétem dni a ve jmenovateli rok
s 360 dny.
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Tabulka 3 Naklady na uvér ve vysi 2 500 K¢

Ndklady na dvér ve vysi 2 500 K¢ z kreditni karty

Vybér z bankomatu | 70 K&+ 0,01 - 2500 K& = 95 K¢
Uroky za leden 2500 K¢ - 0,02 - 22 = 41,70 K¢
Uroky za tnor 2541,7 K¢+ 0,02 - 23 = 33,90 K¢
Celkem 170,60 K¢

Uvér ve vysi 2 500 K& na dobu 45 dni bude pana Vochozku stat 170,60 Ké.

b) Uvér 25 000 K¢

Pri vypoctu troki mtzeme pocitat i s roéni tirokovou sazbou, ktera je
2 %12 = 24 %. Vzhledem k tomu, Ze vybér z bankomatu byl vyssi nez
3 000 K¢, tak poplatek za vybér je 100 K¢.

Tabulka 4 N&aklady na uvér ve vysi 25 000 K¢

Ndklady na uvér ve vysi 25 000 K¢ z kreditni karty
Vybér z bankomatu 100 K¢
Uroky za leden 25000 Ké&- 0,24 - 25 = 417 K¢
Uroky za tnor 25417 K&- 0,24 - 22 = 338,90 K&
Celkem 855,90 K¢

Uvér ve v§si 25 000 K& na dobu 45 dni bude pana Vochozku stat 855,90 K¢.

Priklad 4

Pani Novotna a pan Zivy jsou majiteli kreditni karty s dvérovym ram-
cem 50 000 K&, ro¢ni trokovou sazbou 22 % a beztro¢nym obdobim 45 dni.
Poplatek za vedeni kreditni karty je 49 K¢ mésicné v pripadé, Ze bezho-
tovostni objem zatuctovanych plateb kreditni kartou v daném meésici bude
nizsi nez 3 000 K¢, jinak je vedeni zdarma. Jestlize budou provedeny bez-
hotovostni platby za mésic ve vysi alesponn 10 000 K¢, jsou pfipsany na
ucet 2 % z této Gastky. Dalsi bonus, ktery je spojen s kreditni kartou, je
5% sleva na zbozi u obchodniho fetézce LEXA.
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a) Pani Novotnd vyuzivala v pribéhu roku kreditni kartu k bezhotovostni
platbé ve vysi pravé 10 000 K¢ mésicné. Zaroven si u bézného aétu na-
stavila inkaso k platbé za kreditni kartu v beztirocném obdobi. Béhem
roku nakoupila v obchodnim fetézci LEXA zbozi v hodnoté 15 000 Ké.
Udélejte roéni uzavérku tvérového uctu ke kreditni karté.

b) Pan Zivy kartu béhem roku vyuzil pouze jednou, a to pii koupi kola
v hodnoté 15 000 K¢&. Ackoliv mohl koupit kolo v obchodnim fetézci
LEXA, tak dal prednost jinému obchodu. Pan Zivy nevyuzil ani bez-
aro¢ného obdobi a kolo splacel. Rozhodl se pro dobu splatnosti 1 rok,
coz pro néj znamenalo mésic¢ni splatku 1 404 K¢. Jak vysoké budou
aroky z avéru na kreditni karté? Jak vysoké budou poplatky a bonusy
spojené s roénim uzivanim kreditni karty?

¢) Srovnej podle vynosu/ztraty vyuziti kreditni karty u pani Novotné a
pana Zivého.

Resent.

a) Vzhledem k tomu, Ze pani Novotna vyuzila vSech vyhod kreditni
karty, tak ji kreditni karta pfinesla pouze bonusy, a to ve vysi 3 150 K¢
(viz tab. 5).

Tabulka 5 Celkové poplatky a bonusy pani Novotné

Ndklady / bonusy
Poplatky spojené s kartou 0 K¢
Bonusy:
Vyuziti nad ramec 10 000 K¢ | 12-0,02 - 10000 K¢ = 2400 K¢
Nékup zbozi v fetézci LEXA 0,05 - 15000 K¢ = 750 K¢
Celkem 3150 K¢

b) Uvér pan Zivy splacel 1 rok, to znamen4, 7e ve splatkdch zaplatil
12 - 1404 K& = 16 848 K&. Vzhledem k tomu, Ze v mésici, kdy pan Zivy
koupil kolo prostfednictvim kreditni karty, presahl bezhotovostni objem
zauc¢tovanych plateb ¢astku 10 000 K&, nebude tento mésic pan Zivy platit
poplatek za vedeni tivérového uctu na kreditni karté. Dale mu byl pfipsan
bonus ve vysi 2 % z 15 000 K¢.

V tab. 6 jsou shrnuty poplatky, Groky a bonusy spojené s vyuzivanim
kreditni karty.
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Tabulka 6 Uroky, poplatky, bonusy kreditni karty pana Zivého

Poplatky / troky / bonusy

Poplatky spojené s kartou 11-49 = 539 K¢

Uroky = splatky — dluh 121404 K¢ — 15000 K¢ =
= 16848 K¢ — 15000 Ké = 1848 K¢

Bonusy:

Vyuziti nad rdmec 10 000 K¢ 0,02 - 15000 K¢é = 300 K¢

Pan Zivy zaplati na trocich 1 848 K¢& a na poplatcich 539 K¢. Zaroveii mu
bude pfipsan bonus 300 K¢.

c) Pani Novotna a pan Zivy vlastni kreditni kartu se stejnymi nabize-
nymi sluzbami. Pani Novotné vyuzila vSech vyhod, které se vztahovaly ke
kreditni karté, a ziskala tim 3 150 K¢&. Pan Zivy vyuzival kreditni kartu
bez rozmyslu, coz ho stalo 1848 K¢ + 539 K¢ — 300 K¢ = 2087 K¢.

Vyse uvedenou skutecnost muzeme shrnout citatem:
Kreditni karta je jako ohen, dobry sluha, ale zly pan.

Clanek obsahuje konkrétni ptiklady ilustrujici pouzivani kreditni karty.
Musime si uvédomit, Ze i kdyz budeme mit potiebné znalosti o ,fungovani®
kreditni karty, bude hrat rozhodujici roli pfi jejim vyuzivani nase discipli-
novanost. Drzitelé kreditni karty by tudiZz méli dodrzovat nasledujici pra-
vidla: hlidat bezaro¢né obdobi, nevybirat kreditni kartou z bankomatu,
sledovat bonusy a poplatky na kreditni karté, nepodléhat zbytecnému
utrdceni (nezvySovat spotiebu z divodu dostateéné vysokého tvérového
ramce kreditni karty).
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Kombinatorické dikazy identit
s Fibonacciho cisly

TEREZA KOVAROVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Piispévek je vénovan zndmé Fibonacciové posloupnosti (F),)52, jejiz
prvni dva ¢leny jsou Fy = 1, F; = 1 a dalsi ¢leny (pro n > 2) lze ziskat
pomoci rekurentniho vztahu F,, = F,,_1 + F,_2. V tab. 1 je uvedeno
prvnich 11 Fibonacciho ¢isel.

Tabulka 1 Prvnich 11 Fibonacciho ¢isel

o | Fy | Fy | B3 | Fy | F5 | Fs | Fr | Fg | Fy | Fyo
1 1 2 3 5 8 13|21 | 34| 55 89

Fibonacciho éisla se vyskytuji v mnoha zajimavych identitach (vzor-
cich). Budeme se vénovat zejména tomu, jak dokézat platnost vybranjych
identit. Obvykle se v literatufe uvadéji dikazy pomoci matematické in-
dukce. Ukdzeme jinou moznost, kterou je kombinatoricky dikaz. Princip
takového dikazu spociva v nalezeni vhodné kombinatorické interpretace
levé i pravé strany rovnosti a nasledné diskuzi, v niz je nutné vysvétlit, ze
obé strany rovnosti popisuji tutéz situaci.

V celém ¢lanku budeme vyuzivat vztahu mezi Fibonacciho ¢isly a po-
kryvanim obdélniku pomoci dlazdic dvou druhti. Prvnim druhem jsou tzv.
monomina (¢tverce o délce strany 1) a druhym jsou domina (obdélniky
o velikosti 1 x 2). Délka pokryvaného obdélniku bude vzdy celé ¢islo a
jeho sitka bude vzdy 1. Zamysleme se nad tim, kolika zpiisoby lze pokryt
obdélnik o velikosti 1 x n pomoci monomin a domin. Pocet vSech téchto
pokryti oznacime P,.

Nejprve uréime pocet pokryti nékterych malych pravothelnikt. Ctverec
1 x 1 mizeme pokryt jedinym zptisobem (pomoci jednoho monomina).
Plati tedy P, = 1. Obdélnik 1 x 2 lze pokryt dvéma zptsoby, a to bud
pomoci dvou monomin, nebo jednoho domina, tudiz P, = 2. Ctenai si
mize samostatné ovérit, ze u obdélniku 1 x 3 snadno zjistime, zZe pocet
ruznych zpisobt pokryti je 3, tedy P35 = 3.

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 19



Obdélnik 1 x n (déle obdélnik o délce n) budeme pokryvat postupné
zleva doprava. Prvni policko lze pokryt dvéma zpisoby: bud pomoci mo-
nomina anebo pomoci domina. V prvnim pfipadé zbude k pokryti obdélnik
o délce n — 1 a ve druhém ptipadé zbude nepokryty obdélnik o délce n — 2
(obr. 1). Pocet vSech riznych pokryti obdélniku o délce n ziskdme tedy
tak, Ze seCteme pocty vSech moznych pokryti obdélnika o délkach n —1 a
n — 2. Plati tedy Pn =Fp-1+ Pn_g.

Jiz vime, Ze pro n € {1,2} je P, shodné s F,,. Navic rekurentni vztah
pro vypocet dalsich ¢lentt obou posloupnosti je stejny, proto i pro vSechna
vy$si n se musi ¢isla P, a F,, rovnat. Zjistili jsme tedy, Ze az na nulty ¢len
se jedna o dvé shodné posloupnosti. Definujeme-li navic Py = 1, miZeme
tento vztah interpretovat téZ kombinatoricky (obdélnik 0 x 1 nelze pokryt
zéddnou dlazdici, tj. ,existuje“ jedna moZnost).

Zjistili jsme tedy, ze pocet vSech zptsobti pokryti obdélniku o délce n
pomoci monomin a domin je roven F),. Tuto skuteénost budeme vyuzivat
pri dokazovani nasledujicich ¢tyt identit.

n—1 n—2

Obr. 1 Dvé moznosti pokryti levého policka obdélniku o délce n

Uloha 1
Dokazte, ze pro libovolna m, n pfirozena plati

F77L+7L:Fm'Fn+Fm—1'Fn—1~

Reseni. Vime, Ze leva strana rovnosti odpovida poétu vSech réiznjch po-
kryti obdélniku o délce m + n pomoci monomin a domin. Ukazeme-li, ze
pocet téchto pokryti popisuje i prava strana zadané rovnosti, bude dikaz
hotov.

Uvazujme tedy obdélnik o délce m + n. Rozdé€lme ho na dva mensi
obdélniky o délkach m a n. Prvni lze pomoci monomin a domin pokryt
F,, zptsoby a druhy F), zpusoby (obr. 2). To ndm dava F,, - F,, zptsobii
pokryti pavodniho obdélniku. Jesté jsme vSak nezapocitali ta pokryti, kde
jsou policka m a m + 1 pokryta dominem (obr. 3). V takovém piipadé
zbyva pokryt dva obdélniky o délkdch m — 1 a n — 1, ¢imz ziskame dalsich
Fr.—1 - F,,_1 zptsobi pokryti ptivodniho obdélniku.
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Z4dny jiny zptsob pokryti neexistuje, a proto obdélnik o délce m + n
Ize pokryt F,, - F, + F,_1 - Fj,_1 zptsoby, ¢imz jsme dokazali platnost
zadané rovnosti.

m—1 n—1

—
L] [ e | | [ |

Obr. 3 Obdélnik, ve kterém domino pokryva policka m a m + 1

Uloha 2
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati

) ) , pro n sudé,

B
n n—1 n—2 (%
<n2 ),pronliché.

n—1
2

Reseni. Rozdélime vSechna mozna pokryti obdélniku délky n do skupin
podle toho, kolik se v daném pokryti nachazi domin — nemusi byt zadné
a nejvyse jich mize byt |n/2]. (Symbol |n/2] znaéi dolni celou ¢ast ¢isla
n/2, tj. jeho zaokrouhleni na celé jednotky vzdy smérem dolt.)

Nyni je tfeba urcit, kolik riiznych pokryti obdélniku se nachéazi v kazdé
z téchto skupin. Vezméme skupinu, kde kazdy obdélnik obsahuje k£ domin.
Pokryti se potom sklad4 z £ domin a z n — 2k monomin, tj. dohromady
n — k dlazdic, které skladame vedle sebe v rtizném potradi. Pocet riznych
uspoiadani téchto dlazdic je stejny jako pocet uspofadanych (n — k)-tic
sestavenych z k prvkit jednoho druhu a n— 2k prvka druhého druhu. Jedna
se tedy o permutace s opakovanim, kterych je

(n—k)!
El-(n —2k)!

Tento vyraz lze zapsat kombina¢nim ¢islem (”;k ) Secteme-li poéty obdél-
nikd ve vSech skupinédch, dostaneme pocet vSech riiznych pokryti obdélniku
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o délce n. To je ale totéz, jako secist kombinaéni &isla (") pro viechna
moznd k (tj. k=0,...,|n/2]).

Uloha 3
Dokazte, ze pro kazdé n ptirozené plati Fy + Fo + ...+ Fj, = Fp0 — 2.

Resend. Sta¢i dokazat ekvivalentni vztah Fy + Fy + ...+ F, = Fj 40 — 1.
Pravou stranu této rovnosti lze chapat jako pocet vsech pokryti obdélniku
o délce n + 2 s alespoii jednim dominem (tj. pocet vSech rtiznych pokryti
tohoto obdélniku bez jednoho pokryti sestaveného ze samych monomin).
Ukazeme, Ze na levé strané rovnosti je totéz cislo.

Chceme, aby pokryti obdélniku obsahovalo alespon jedno domino. Vse-
chna takova pokryti mizeme opét rozdélit do skupin, tentokrat podle po-
lohy posledniho domina (tj. domina nejvice vpravo). Nyni potfebujeme
zjistit, kolik obdélniki se nachézi v kazdé skupiné. Pokud posledni do-
mino je na pozicich kK + 1 a k + 2, potom prvnich k& poli¢ek obdélniku
mize byt pokryto libovolné a zbylych n — k policek musi byt vzdy vypl-
néno monominy. Pocet takovych pokryti je Fj. SeCteme-li pocty pokryti
v kazdé skupiné, dostaneme pocet vSech rtuznych pokryti obdélniku o délce
n+2 s alespon jednim dominem. To je ale totéz jako secist F} pro vSechna
moznd k (tj. k=0,...,n).

Uloha 4
Dokazte, ze pro kazdé n p¥irozené plati F2 = F, 41 - F,_1 + (—1)".

Resend. Pri diikazu této identity nevystaéime s pokryvanim jednoho ob-
délniku o délce n, ale budeme potiebovat dvojici takovych obdélnik. Po-
¢et pokryti téchto dvou obdélnikii pomoci monomin a domin odpovida
levé strané rovnosti. Na pravé strané rovnosti si mizeme vSimnout vy-
razu Fi, 41 - F,—1, ktery odpovida poctu rtznych pokryti dvojice obdélnikt
odélkichn+1an—1.

Identita rika, Ze pocet pokryti dvou obdélnikd délky n se od poctu
pokryti dvou obdélnikid o délkach n+1 an—11i$i o 1, nebo —1 v zavislosti
na parité cisla n.

Predpoklddejme nejprve, ze n je liché. Ukazeme, Ze z kazdého pokryti
dvojice obdélnika délky n lze vyrobit pokryti dvojice obdélnikd o délkach
n+lan—1.

Vezméme tedy libovolné pokryti dvojice obdélnikti délky n a umis-
téme obdélniky pod sebe tak, Ze dolni obdélnik je oproti hornimu posunut
o jedno policko vpravo (obr. 4 a 5. vlevo). Sloupce oéislujeme 1 az n + 1.
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Horni obdélnik se tedy nachazi ve sloupcich 1 az n a dolni ve sloupcich 2
azn+ 1.

Protoze je n liché, v kazdém pokrytém obdélniku se musi nachazet
alespon jedno monomino. Najdeme to monomino, které lezi nejvice vpravo.
Reknéme, Ze lezi v i-tém sloupci. Nové pokryti obdélnikii o délkach n + 1
a n — 1 vyrobime tak, Ze pivodnim obdélnikim vyménime policka ve
sloupcich 7 az n 4+ 1. Na obr. 4 je zndzornéna vyména pro situaci, kdy
dané monomino lezelo ptivodné v dolnim obdélniku, a na obr. 5 je vyména
znazornéna pro situaci, kdy posledni monomino lezelo ptivodné v hornim
obdélniku.

(A @ (D
oW Ty @

Obr. 4 Vymeéna poli¢ek, kdy posledni monomino lezelo puvodné v dolnim ob-
délniku

'mm B PN EE EE ED;
DNy D

Obr. 5 Vyména poli¢ek, kdy posledni monomino lezelo ptivodné v hornim ob-
délniku

Vsimnéme si, Ze ze dvou riznych pokryti dvojice obdélnikti délky n
vzniknou dvé rtzna pokryti dvojice obdélnikd o délkdch n+ 1 a n — 1.
Dale potfebujeme zjistit, jestli je mozné timto zptsobem vyrobit libovolné
pokryti dvojice obdélnikti o délkach n + 1 a n — 1. To je pravda az na
jednu vyjimku. Jelikoz kazdy obdélnik o délce n musi obsahovat alespon
jedno monomino, musi i vSechna vyse popsana pokryti obdélnikt o délkach
n+ 1 a n — 1 obsahovat dohromady alespont dvé monomina. Nesmime ale
zapomenout, ze tyto dva obdélniky lze také pokryt pouze pomoci samych
domin. Proto je vSech moznych pokryti dvojice obdélnikd o délkach n + 1
an — 1 o jedno vice nez pokryti dvojice obdélnikt o délce n. Pro n liché
tedy plati F2 = F,,1 - F,,_1 — 1.

Pro n sudé budeme naopak ze dvojice pokrytych obdélniki o délkach
n+1an—1 tvorit dvojici pokrytych obdélnikii o délce n. Obracenim vyse
uvedeného postupu zjistime, Ze pro n sudé plati F2 = F, 1 - F,,_1 + 1.

Tim je identita dokazana.
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Zavér

V c¢lanku jsme uvedli kombinatorické dikazy ¢tyi zajimavych identit
s Fibonacciho ¢isly. V zavérecnych cvicenich je pak uvedeno dalSich pét
identit, jejichz dukazy prenechavame ¢tenaitm. Stoji za zamysleni, zda
by vSechny uvedené identity bylo moZzno dokazat také jinym zpisobem,
napf. pfimym dikazem pomoci vzorce pro n-ty ¢len Fibonacciovy posloup-
nosti nebo matematickou indukci. Vétsinou bychom vsak zjistili, ze takové
ditkazy jsou zdlouhavé a komplikované. Kombinatorické dikazy jsou pro
vybrané identity naopak velmi napadité a elegantni.

V uvedenych dukazech jsme vyuzivali pokryvani obdélniku o délce n
pomoci monomin a domin. Mohli bychom vsak vyuzit i jinych vlastnosti
Fibonacciho ¢isel, naptiklad skutec¢nosti, ze F;, udava pocet vSech rtiznych
pokryti obdélniku 2 x n vyhradné pomoci domin. Hodnota F,, udava mj.
pocet zpusobd, jak vystoupat po schodisti o n schodech, je-li povoleno
pfi kazdém kroku nejvyse jeden schod piekrocit. Obé tyto kombinatorické
situace jsou popsény v [1]. Ctenaifim doporucujeme promyslet si, proé¢
uvedend tvrzeni plati, a pokusit se pomoci nich dokézat identity uvedené
v tomto ¢lanku.

Tvorba €lanku byla inspirovana publikaci [2], v niz lze najit dikazy
mnoha dalsich identit, a to nejen s Fibonacciho ¢éisly, ale také s kombinac-
nimi ¢isly, Lucasovymi nebo tzv. Gibonacciho ¢isly. Dukazy rady identit
s Fibonacciho ¢isly jsou uvedeny rovnéz v [3].

Cviceni
Dokazte, ze pro libovolné n prirozené plati
a) Fon = F + F 4,
b) Fo,q = F2 F?_,,
C) F0+F2+ +F2n:F2n+1,
d) F1+F3+ ot Fopo1 = Fop — 1,
e) - n+2'Fn+1'Fn71'Fn72+1'

Literatura

[1] Calda, E.: Kombinatorika pro ucitelské studium. Matfyzpress, Praha, 1996.

[2] Benjamin, A. T. — Quinn, J. J.: Proofs That Really Count: the art of combina-
torial proof. Mathematical Association of America, Washington, D.C., 2003.

[3] Grimaldi, R. P.: Fibonacci and Catalan Numbers. An Introduction. John Wiley
& Sons, Inc., New Jersey, 2012.
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Konstrukece elipsy

MARIE CHODOROVA - LENKA JUKLOVA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Kuzelosecky predstavuji ve vyuce matematiky zajimavé téma, avsak na
stfedni skole byvaji ¢asto opomijené nebo se s nimi studenti seznami jen
struc¢né v analytické geometrii a o jejich vlastnich konstrukcich se ve vy-
uce prilis nedozvi, pritom lze konstatovat, ze maji diky svym ohniskovym
vlastnostem i praktické vyuziti v bézném zivoté.

Na kuzeloseckach lze mj. prezentovat mnozstvi zajimavych konstrukci.
V dalsim textu se zaméfime vyhradné na elipsu, kterou lze konstruovat
pomoci ohniskovych vlastnosti nebo jako fezy na rotac¢ni valcové plose,
kde vyuzivame tzv. afinity mezi kruznici a elipsou. (Kruznice i elipsa jsou
jistymi fezy rotaéni vilcové plochy a afinita mezi nimi je dana osou afi-
nity, coz je prusecnice rovin rezu, a odpovidaji si body kruznice a elipsy
lezici na téze povrchové pfimce.) Pro tento ¢ldnek jsme zvolili jednu typic-
kou tlohu na konstrukci elipsy, kterou lze provést dvojim zpiisobem, a to
bud vyuzitim osové afinity mezi kruznici a elipsou, nebo jeji konstrukci
lze odvodit z prostoru, kdy hledand elipsa bude primétem fezu valce (sa-
moziejmé pii vhodném zvoleni vélce vzhledem k pramétné v prostoru).
Uvazujeme takovou polohu roviny, aby fezem véalce byla elipsa.

Uloha
Sestrojte elipsu, je-li dana jeji tecna a, stfed S a jeji body B, C, které
nejsou s bodem S kolinearni.

Reseni (uzitim tzv. osové afinity, obr. 1). Hledanou elipsu e sestrojime
jako afinni obraz kruznice ¢’ ve vhodné zvolené osové afintité. Vzhledem
k tomu, Ze je dan stied hledané elipsy e a dva jeji body, zvolime osu afinity
tak, aby prochéazela stfedem S a napiiklad bodem B, tedy o = SB. Body
S a B jsou samodruzné a mizeme sestrojit kruzmici €'(S;|SB|), kterd je
afinnim obrazem elipsy e. Osu afinity jsme zvolili, kdeZto smér afinity je
nutno uréit ze zbyvajicich prvki. Tec¢na a elipsy e se zobrazi na teénu a’
kruznice e’ a soucasné a’ musi prochdzet bodem {I} = aNo, a’ sestrojime
jako teénu kruznice €’ prochazejici bodem I (jako obraz pfimky a zvolime
jednu z tecen).
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Obr. 1

Uvazujme piimku p || @ prochézejici bodem C. V osové afinité se dvojice
rovnobéZznych pfimek zobrazi opét na dvojici rovnobéznych primek, proto
také p’ || /. Obraz C’ lezi na p’ i na €/, tedy C/ = p’ N e (opét zvolime
libovolné jeden z priseciktl). Oznaéime-li D druhy priseéik osy afinity
s kruznici €/, je BD samodruZny primér elipsy e. Priimér M’ N’ kruZnice e’
kolmy na BD se zobrazi na pramér MN elipsy e sdruzeny s primérem BD,
elipsa e je sdruzenymi priméry jednoznac¢né urcena.

Jin€ tefent (uzitim prostorovych konstrukei, obr. 2). Druhy zpisob Feseni
je zaloZen na prostorovych konstrukcich, hledanou elipsu sestrojime jako
pravouhly primét fezu jisté rotacni valcové plochy. Konstrukce provadime
v kétovaném promitani, jehoz primétna je dana pfimkou a a bodem S.
Uvazujme rotacni valcovou plochu, jejiz povrchova pifimka je a a osa o
rotace prochazi bodem S. K tomu, abychom vyjadrili, ze na kazdy dany
prvek pohlizime jako na kolmy primét bodu nebo piimky do primétny ,
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pripojime predem v dané tloze ke kazdému zadanému prvku index 1. Se-
strojime pfimku df, kterd je soumérnd s a; podle S;. Tyto pfimky jsou
priméty obrysovych piimek a, a’ rota¢ni valcové plochy s osou o lezici
v prumétné 7. Body Bi, C7 jsou pravouhlé priméty bodu B, C' této val-
cové plochy. Bod S; je pravouhlym primétem stfedu .S jisté elipsy e, kterd
je fezem véalcové plochy rovinou o. Rovina o je jednoznacné uréena body
B, C, S. Podle znamé Quételetovy—Dandelinovy véty bude fezem elipsa e,
jejimz pravouhlym primétem bude elipsa e;, kterou zobrazime pomoci
sdruzenych praméri. Stopa rovina o prochazi bodem S a dale bodem M,
coz je stopnik primky BC, ktery ur¢ime sklopenim promitaci roviny této
pfimky.! V priimétné lezi pidorysna stopa p° roviny o a povrchové pfimky
a, a’ dané rota¢ni valcové plochy. Jeden primér elipsy fezu bude tedy lezet
na p?, omezen bude body A, A, kde {A} =anp?, {A'} =a’ Np°. Tento
primér je primérem Fezu a souCasné i primérem primétu fezu.

Obr. 2

Vime, ze dva primeéry elipsy jsou sdruzené, praveé kdyz tecny v krajnich
bodech jednoho primeéru jsou rovnobézné s druhym primérem. Pfimky a,

1K 6ty bodtt B, C lze snadno zjistit z piedpokladu, ze body B, C lezi na dané rotaéni
valcové plose. Reseni zavisi na tom, zda lezi oba v téze poloroviné uréené priimétnou,
nebo v polorovinach opac¢nych.
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a’ jsou skuteénym obrysem, resp. jejich priméty ai, aj zdanlivim obry-
sem, rotacni valcové plochy, jsou tedy teCnami elipsy Tezu, resp. teCnami
primétu elipsy fezu. Hleddme pramér P(Q rovnobé&ny s pfimkami a, a’.
Pramér PQ bude leZet v roviné \, kterd obsahuje osu vélcové plochy o a
je kolma k primétné 7, tedy jejim primétem je primka. Rovina A protina
danou vélcovou plochu ve dvou povrchovych piimkach p, p’ a rovinu fezu
o v pfimce m. Krajni body priméru P, @) ur¢ime jako pruseciky primky
m s povrchovymi pfimkami p, p’. Rovina A je kolmd k primétné, sklo-
pime ji a ve sklopeni uré¢ime hledané body P, (). Po sklopeni roviny A
sklopené piimky p, p’ splynou s prvnimi priméty piimek a, a’. P¥imku
m sklopime pomoci bodu L = m N BC. Uréime sklopené body (P), (Q),
(P) = (m)N(p), (Q) = (m) N (p'). Body P, Q1 lezi na my a Q1 je ob-
razem pruméru PQ). Primét fezu je urcen priméty sdruzenych prumért

AlA/l a P1Q1~

Diskusi lze také jednoduse provést pomoci prostorovych tvah.
Diskuse:

a) Body Bj, C; jsou vnitini body pasu aj, af, pak body B,C & 7 a
tloha méa dvé feseni. Totiz body B, C, S mohou mit vzhledem k w
CtyTi polohy. Ze soumeérnosti podle 7 davaji vzdy dva pripady jedno
feseni. Na obr. 2 lezi body B, C' v téze poloroviné urcené primétnou.

b) Je-li jeden z bodt By, Cy vnitinim bodem pésu a1, a] a druhy lezi
na aj, mé dloha jen jedno FeSeni.

¢) Lezi-li oba body Bj, C; na a}, nebo By lezi na a; a C; leZi na a},”

nebo je-li jeden z bodt By, C; vnéjsim bodem pésu ay, af, pak tloha
nema zadné feseni.

Literatura

[1] Simek, J.: O nékterych konstrukcich elipsy odvozenych z prostoru. Sbornik VSP
v Olomouci, Pfirodni védy IV, Matematika — Fysika — Chemie, SPN, Praha, 1958,
19-28.

[2] Hawlicek, K.: Uvod do projektivni geometrie kuzelosecek. SNTL, Praha, 1956.
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2Body Bi, C1, S1 jsou nekolinearni.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejnovani tloh tradiéni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadéni dalsi dvojice tloh. Jejich fe-
Seni muzete zaslat nejpozdé€ji do 20. 3. 2016 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz.

Uloha 221
Najdéte vSechny dvojice ¢islic X, Y desitkové soustavy takové, Ze pro
¢isla a, b, ¢, d ve tvaru

a=2X83, b=19Y6, c=29X6, d=1Ybd

jsou obé cisla a + b, ¢ — d délitelna tiemi.
Stanislav Trdvnicek

Uloha 222
Je dana kruznice k1(S1;71) a bod S3 jejiho vnéjsku. Sestrojte kruznice
ka(S2;72) a k3(Ss;rs) tak, ze soucasné plati: Sy je bodem usecky S.S3,
kruznice ko se vné dotyka kruznic ki a ks a vSechny tfi kruznice maji
spole¢nou vnéjsi tecnu.
Sdrka Gergelitsovd

Dale uvadime feSeni dloh 217 a 218, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve Gtvrtém éisle lofiského (24.) ro¢éniku naseho Gasopisu.

Uloha 217

Kruh na obrazku je obklopen Sesti dotykaji-
cimi se shodnymi kruhy. V téchto kruzich jsou
zapsana realnd ¢isla a, b, ¢, d, e, f a m. Pfi-
tom ¢islo v kazdém kruhu je sou¢inem vsech ¢isel
v kruzich, které se jej dotykaji. Urcete vSechny
mozné hodnoty ¢isla m.

Robert Geretschliger (Graz)

Reseni. Pokud je v nékterém kruhu napsano ¢islo 0, potom m = 0 spolu se
zbyvajicimi ¢isly. Pfedpokladejme dale, ze ve vSech kruzich jsou nenulova
realnd cisla.
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Podle zadani plati
a= fmb, b=amc, d=cme, e=dmf, [f=ema.
Vynésobenim téchto Sesti rovnic dostaneme
abedef = (abedef )?mS.

Protoze dale plati m = abcdef, dostavame odtud m = m?2. Vzhledem
k pfedpokladu m # 0 odtud plyne m = 1.

V zavéru jesté musime ukazat, Ze pro vypoctend m z mnoziny {0;1}
existuji redlnd cisla a, b, ¢, d, e, f danych vlastnosti. Jsou to napfiklad
Cisla z nasledujicich obrazki.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdaros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich. Filip Bialas z G
Opatov v Praze 4, Jan Gocnik, Marian Poljak a Jan Suta, vSichni z GJS
v Ptrerové, Lenka Kopfovd z MG v Opavé, Ondrej Houska z GNA v Praze 6,
Ivana Krumlovd, Petr Zelina, oba z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Vojtéch
Lukes z GLP v Plzni, Jakub Maténa z G v Praze 9, Ceskolipska, Jan Petr
z GJK v Praze 6 a Pavel Turek z G v Olomouci-Hejé¢iné.

Netplné feseni zaslali Frantisek Jachim z Volyné, Tomas Domes z MG
v Opavé, Veronika Hladikovd z G v Plzni, Mikulasské nam., Tomds Ko-
necny z GIVJ v Ceskych Budé&jovicich, Daniel Kopf z SG v Opavé, Tran
Anh Minh a Jan Sorm, oba z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Ester Sgalovd
z GChD v Praze 5, Lucien Sima z PORG v Praze 8 a Viclav Vordcek z G
v Jindfichové Hradci.

Uloha 218

Najdéte vSechny dvojice (z,y) celych ¢isel vyhovujicich rovnici

x? — 3z —day — 2y + 4y +4=0.
Pavel Caldabek
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Reseni. Danou rovnici upravime do tvaru
(x —2y)* =3z + 2y — 4.
Protoze x a y jsou cela cisla, existuje celé ¢islo d tak, ze plati

x—2y =d,
3z +2y—4 = d>

Resenim této soustavy vzhledem k nezndmym z, y a parametru d dosta-
neme

Cd(d+1)+4
-8 rs
d(d—3)+4
y=——75 —

V citatelich vyrazii pro z a y vpravo jsou mnohocleny s celoc¢iselnymi
koeficienty, které maji stejné zbytky pii déleni 8 pro kazdou dvojici d
a d + 8. Vyzkousenim vSech osmi moznych zbytkovych tiid pii dé€leni 8
zjistime, ze x a y nabyvaji celociselné hodnoty pouze pro celd ¢isla d tvart
d=8k+4ad=8k—1, kde k je libovolné celé ¢islo. V prvnim piipadé
tak dostaneme

r=16k>+18k+6, y=8k*+5k+1, keZ, (1)
ve druhém
r=16k* -2k +1, y=8k*—-5k+1, kcZ (2)
Vsechna cela ¢isla x a y vyhovujici zadané rovnici jsou nékterého z tvaru
(1) nebo (2).
Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndath z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich, Ondrej Houska
z GNA v Praze 6, Vojtéch Lukes z GLP v Plzni. Jakub Maténa z G

v Praze 9, Ceskolipské, Pavel Turek z G v Olomouci-Hejéiné a Viclav
Vordcek z G v Jindfichové Hradci.

Netplné feseni zaslal Jan Petr z GJK v Praze 6.
Pavel Caldbek
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FYZIKA

Ucebnice optiky pro gymnazia
nove

OLDRICH LEPIL

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V fijnu lonského roku vyslo v nakladatelstvi Prometheus nové vydani
ucebnice Fyzika pro gymnéazia. Optika. Je to 5., podstatné piepracované
vydani praxi provérené ucebnice, ktera vysla v 1. vydani jiz v roce 1993
(spoluautorem byl RNDr. Zdenéek Kupka, CSc.). U¢ebnice po tmrti spo-
luautora vysla v pfepracovaném 3. vydani v roce 2002. Nynéjsi tpravy
ucebnice jsou podstatnéjsi a z formalniho hlediska spocivaji predevsim ve
zmensSeni rozsahu knizni podoby ucebnice. Zatim co predchézejici vydani
ucebnice mélo 208 stran, nova ucebnice ma rozsah presné polovicni.

TR GYMWNAZIAE &

-

e

PRO GYMNAZIA

Obr. 1
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Po obsahové strance odpovida knizni ¢ast pozadavkium soucasného Ram-
cového vzdélavaciho programu pro gymnazium a stejné jako v predchéze-
jicich vydanich je ucivo rozc¢lenéno do ¢tyt zakladnich kapitol: 1. Zakladni
pojmy, 2. Zobrazovani optickymi soustavami, 3. VInova optika, 4. Elektro-
magnetické zareni a jeho energie. Do knihy jiz nejsou zahrnuta teoreticka
a laboratorni cviceni, coz ale neznamend, Ze by tato cviceni byla vyne-
chana. Naopak, napf. nameéty laboratornich cviceni byly rozsifeny ze Ctyt
v predchéazejicim vydani na sedm v novém vydani. Nové jsou zpracovana
laboratorni cviceni: Pozorovani vlastnosti lidského oka, Urceni thlového
zvétSeni lupy a Méfeni osvétleni fotometrem. Z knizni ¢asti ucebnice jsou
v8ak cviCeni presunuta na CD.

Vsechny textové ¢asti ucebnich materidlti na CD jsou ve formatu pdf,
takze by nemél byt problém s jejich pfipadnym exportem na jiny no-
si¢, napf. na flash disk nebo do paméti tabletu, popf. si vybrany text
vytisknout na vlastni tiskdrné. Je vSak tfeba pfipomenout zékladni za-
sadu plynouci z autorského zdkona, ze kopii lze vytvorit vyhradné pro
vlastni potiebu (podrobnéji viz http://www.msmt.cz/vzdelavani/skolstvi-
v-cr/autorsky-zakon-ve-skolach ). V rozporu s autorskym zdkonem je nejen
jakykoliv technicky zptisob sSifeni publikace, ale také napt. hromadné roz-
mnozovani vybranych ¢asti textu, které by ucitel rozdal zakim jako uc¢ebni
pomucku.

Umisténim nékterych ¢asti u¢ebniho textu a dalsich doplnujicich uceb-
nich materialt na pfilozené CD je sledovan trend sirSiho vyuzivani elektro-
které jiz RVP nezahrnuje, ale vyznamné piispivaji k vytvoreni uceleného
ptirodovédného vzdélani. Déle je takto zédkovi umoznén pristup k dalsim
informacénim zdrojim a audiovizualnim prostfedkim nazorné prezentace
uciva optiky. To je patrné z pfehledu materialt, které CD obsahuje (obr. 2):

1. Rozsifujici ucivo
. Animace k uéivu
. Videozaznamy experimentt
. Historické poznamky
. Slovnicek fyzikalnich pojmu

6. Obrazové prezentace k uéivu

Zmény v zakladnim ucivu optiky, které je obsazeno v tisténé ¢asti uceb-
nice, nejsou néjak zasadni a ponechéna je i tradi¢ni struktura uciva, kterd
déava prednost vykladu paprskové optiky pfed optikou vlnovou. Jako prvky
inovace muZzeme uvést napf. né€které aplikace optiky, kde doslo v posledni

T W N
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dobé k vyraznym vyvojovym zménam. Pfikladem muze byt ucivo o foto-
grafickém pfistroji, kde uz nema smysl zabyvat se zdznamem obrazu na
film, ale vyklad je zaméfen na soucasné technické feSeni se zdznamem ob-
razu pomoci elektronického ¢ipu CCD, vcetné jeho charakteristiky jako
souboru obrazovych boda — pixelt, jejichz pocet urcuje rozliseni obrazu.
Fotograficky pristroj je také jediny opticky ptistroj (kromé lupy) podrob-
néji vylozeny v zdkladnim ucivu. VSechny ostatni optické pfistroje (da-
taprojektor, mikroskop a dalekohled) jsou zahrnuty do rozsifujiciho uciva
na CD. Revoluéni zmény v osvétlovaci technice si vyzadaly rozsifeni po-
znatkl o luminiscenci v souvislosti s pokrokem ve vyvoji svételnych zdroju
na bézi diod LED.

Wo GYMNAZIA

Optika

RozSiniciuéive  Teoretickicvibeni  Laborafornicviceni  Animace  Videoexperimenty

Prezentace  Historické pomamky  Slovnicek pojmu

Dopliiujici elektronické materialy k uéebnici

Obr. 2

Podstatné vyraznéjsi jsou zasahy do obsahu rozsitujiciho uciva, které
je hlavni naplni CD. Na CD je dostatek prostoru, kterym neni navyso-
van strankovy rozsah ucebnice, coz umoziiuje i volnéjsi zpracovani uciva
a je na uciteli, které jeho casti ve vyuce vyuzije. Tak napf. v kapitole
R1 Zdkladni pojmy (18 stran) je jednak podrobnéji popsana historie mé-
feni rychlosti svétla, jednak je znacnd pozornost vénovana barvé svétla
z hlediska modernich technickjch prostiedkt jako jsou displeje LCD poci-
taCovych monitortu a televizord nebo barevny tisk pocitacovou tiskarnou.
Vyhodou je i skutecnost, ze vyobrazeni rozsifujiciho uéiva na rozdil od
ucebnice tisténé mohou byt barevna.

Podobné v kapitole R2 Zobrazovdni optickymi soustavamsi (13 stran)
je vedle klasického uciva o mikroskopu a dalekohledu podrobnéji vylozen
princip barevné projekce dataprojektorem pracujicim na principu trans-
misni technologie a v poznamce je zminéna i slozitéjsi reflektivni techno-
logie DLP zaloZené na vyuziti polovodic¢ového ¢ipu se soustavou miniatur-
nich zrcétek.
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K nejnarocnéjsimu ucivu stiedoskolské optiky patii poznatky vlnové
optiky a kapitola R3 Vinovd optika (25 stran) je ze vSech kapitol rozsifu-
jiciho udiva nejrozsahlejsi. Prevaznou ¢ast kapitoly tvori ucivo, které jako
roz§ifujici bylo oznaceno jiz v predchézejicim vydani uéebnice. Tyka se in-
terference svétla na tenkych vrstvach, ohybovych jevi na raznych typech
prekazek, holografie a vyraznéji bylo modernizovano ucivo o polarizaci
svétla. V této casti uciva je podrobnéji vylozena funkce obrazovky LCD a
snimace zaznamu na kompaktnim disku.

Do kapitoly R4 Elektromagnetické zdreni a jeho energie (9 stran) je nové
zafazeno ucivo o fotometrickych vlastnostech zdroju svétla. Je tomu tak
proto, Ze v soucasnosti k vybéru zdroje svétla jiz nestaci znat jen prikon,
jak tomu bylo u klasickych zarovek, ale uzitné vlastnosti soucasnych zdroju
— kompaktnich zafivek a tzv. LED zarovek oznacuji vyrobci nové fotome-
trickymi veli¢inami, jako je celkovy svételny tok, popf. svételna t¢innost.
Do rozsitujiciho uciva je zarazen také vyklad o zafeni cerného télesa, je-
hoz zévér o kvantovani energie zareni vytvari spojovaci mustek k dalsimu
ucivu fyziky mikrosvéta.

Textovymi ¢astmi obsahu CD jsou jesté Historické poznamky a Slov-
nic¢ek fyzikalnich pojmu. Historické poznamky zpracovala RNDr. Radmila
Hyblovad a obsahuji zivotopisné medailonky 16 vyznamnych osobnosti his-
torie optiky a kratkou historii vyvoje dalekohledu a mikroskopu. Slovnicek
fyzikalnich pojmi je vybérem veli¢in a jevi optiky, které vsak nejsou fa-
zeny abecedné, ale jsou usporadany podle posloupnosti poznatk v uceb-
nici. Kapitoly Slovnicku koresponduji s kapitolami v uéebnici a vybeér pii-
slusného pojmu usnadniuje interaktivni rejstiik v ivodu Slovnicku. U kaz-
dého hesla Slovnicku je uveden jeho anglicky ekvivalent a nékterd hesla
rozsifuji poznatky optiky nad ramec uciva v ucebnici.

Znacnou ¢ast prostoru na CD zaujimaji obrazové materialy v podobé
animaci (oznaceni A), videoexperimentti (oznaceni V) a obrazovych pre-
zentaci (oznaceni P). Autorem animaci je ing. Zdenék Burjan a jde o in-
teraktivni aplety na nésledujici témata:

A1l Odraz a lom svétla

A2 Zobrazeni dutym zrcadlem

A3 Zobrazeni vypuklym zrcadlem

A4 Zobrazeni spojkou

A5 Zobrazeni rozptylkou

I kdyz lze na internetu nalézt aplety na obdobné témata, vyhodou je
moznost pohotové zarazovat animace do vyuky, popf. vkladat je do pre-
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zentaci, které si pfipravi sdm ucitel. Animace tvofi exe soubory, takze pro
spusténi animace neni potiebny zadny specidlni software. Na obr. 3 je jako
priklad ukdzka z animace A4.

Zobrazeni spojkou

FolFD) a=fA0f a=pA0f

[ papesky
e piedmity & chrishond vessenot £

Obr. 3

Specialné pro ucebnici optiky vytvorili Mgr. Lucie Filipenskd a Mgr.
Pavel Béhm soubor Sesti videoexperimentd na témata:

V1 Svétlovod

V2 Duté zrcadlo

V3 Zobrazeni spojkou

V4 Difrakce svétla

V5 Polarizace

V6 Spektrum svétla

Na obr. 4 jsou ukazky z videoexperimenti V3 a V6. Kromé toho firma
Edufor Services, s. r. o. (www.edufor.cz) poskytla dalsi videoexperimenty
realizované s pouzitim Skolniho experimentélniho systému Vernier: Zha-
veni vlakna zarovky, Pocitani f6lii prochazejicim svétlem, Staceni roviny
polarizace a Ochrana pred UV zafenim.

Obr. 4
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Dobrou pomtckou pro ucitele mohou byt prezentace ve formatu pro-
gramu MS PowerPoint:

P1 Paprskova optika

P2 Spektra

P3 Tepelné zafeni

V prezentaci P1 jsou v barevné podobé uvedena néktera vyobrazeni
k uéivu paprskové optiky, ktera jsou v ucebnici vytisténa cernobile. Auto-
rem ptvodnich vyobrazeni je Mgr. Frantisek Ldtal, PhD. Napf. na obr. 5 je
zobrazeni lomu svétla na optické desce a na obr. 6 je vyobrazeni z animace
A1, které s fotografii koresponduje.

s Odraz & lom svetla
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Obr. 5 Obr. 6

Prezentace P2 dopliiuje text o spektrech latek a obsahuje vyobrazeni
spekter riznych zdroji svétla, ziskand spektrometrem Vernier SpectroVis
Plus a Prezentace P3 je souborem termogramut rtznych objektd, které
byly pofizeny termovizni kamerou FLIR. Autorem vyobrazeni v prezenta-
cich P2 a P3 je Mgr. Vaclav Pazdera. Jednotlivé obrazky je mozné snadno
prekopirovat do prezentaci, které si ucitel pfipravi podle vlastniho navrhu.
Na obr. 7 je ukazka spektra bilé diody LED a na obr. 8 je ukdzka termo-
gramu tani ledu v nadobé se sladkou a slanou vodou.

v
e
wrEwghnT:

Obr. 7
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Po technické strance CD ptipravil Mgr. Lukds Richterek, Ph.D., ktery
je také autorem nékterych fotografii. Obrazky kreslené programem META-
POST piipravil PaedDr. Premysl Sedivy. 1 kdyZ v prepracovaném vydani
ucebnice vétsinou nejde o zcela novy text, presto bylo zpracovani uciva
znovu posouzeno lektory, kterymi byli doc. RNDr. Josef Huberniak, CSc. a
RNDr. Frantisek Pluhdcek, Ph.D. Pro tisk ucebnici velmi peclivé pfipra-
vili redaktofi nakladatelstvi Prometheus Mgr. Milena Osobovd a PaedDr.
Bohuslav Rothanzl.

Autor dékuje vSem spolupracovniktim, lektorim i redaktortim za dobie
odvedenou praci. Véfim, Ze se nové zpracovani ucebnice stane pro ucitele
i zaky gymnazii uzitecnou ucebni pomiickou. Vsichni spolupracovnici také
radi pfijmou pfipominky, které by mohly prispét k dalsimu zlepsSeni knihy
i dopliiujicich materiald na CD.

Vyparovani v experimentech:
V hlavni roli vahy

PETR KACOVSKY
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Hmotnost kam se podivas

Hmotnost je jednou z prvnich fyzikalnich velic¢in, se kterou se zaci ve
svém zivoté setkavaji — nejdrive v domacim prostiedi v bézné mluve, na-
sledné pak ve skole jako s fyzikalni veli¢inou. V hodinach fyziky je pak
nepfestava provazet az do maturitniho ro¢niku — pomineme-li elektromag-
netické jevy, kde se objevuje jen sporadicky, je hmotnost mozné tim nejza-
kladnéjsim a nejcastéji uvazovanym parametrem téles v celé zakladoskolské
a stfedoskolské fyzice. Koneckoncti, najdeme ji i ve dvou ziejmé neslavnéj-
ich fyzikalnich vztazich, které se ze Skolnich lavic z¢asti probojovaly do
povédomi vefejnosti — ve slavném Einsteinové E = mc? i Newtonové za-
konu sily ve tvaru F= ma.
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Meéfeni hmotnosti pak ve vyuce ¢asto predstavuje kli¢ k urc¢ovani jinych,
primo obtizné méfitelnych veli¢in — na zakladni skole jde obvykle o vypocet
hustoty, na skole stfedni se pak pridava vypocet zrychleni z vyse zminéného
zakona sily ¢i urceni tuhosti pruziny statickou i dynamickou metodou.

Meéreni hmotnosti

Metody méfeni hmotnosti jsou vzhledem k ¢astému vyskytu této veli-
Ciny ve fyzice velmi rozmanité a zahrnuji jak metody pfimé, tak nepfimé,
metody absolutni i relativni, substitucni i kompenzac¢ni; neni ovSem cilem
tohoto ¢lanku se témito metodami podrobnéji zabyvat.

Historicky nejstarsim nastrojem pouzivanym k urcovani hmotnosti jsou
nam duvérné zndmé rovnoramenné vahy pouzivané jiz v Babyléné, Egypté
nebo Ciné v souvislosti s obchodem; v ¢eskych zemich se pak objevuji za
vlady Pfemysla Otakara II. [1].

Urcovéani hmotnosti rovnoramennymi vahami pietrvalo ve Skolnich la-
vicich do dnesnich dni a je standardni soucasti pfipravy zéktd, prestoze
7 praxe jiz tyto vahy témér vymizely a jejich opodstatnéni ve vyuce tak
spoc¢iva hlavné v demonstraci principu paky. Z hlediska tohoto prispévku je
pouziti rovnoramennych vah zcela vylouceno — nize uvedené experimenty
se zaméfuji na vypafovani kapalin, tedy déj, pti kterém se hmotnost ka-
paliny neustale méni. Je tedy tfeba pouzivat vahy, které vrati aktualni
hmotnost okamzité, nez se tato staci zménit, coz zdlouhavé vyvazovani
misek v pfipadé rovnoramennych vah neumoziuje.

Vahy pruzinové, vyuzivajici pro méfeni hmotnosti Hookova zdkona,
tento nedostatek casteéné odstranuji, i kdyz i zde musime po zavéseni
véazeného télesa pocitat s urcitou ¢asovou prodlevou potfebnou k ustaleni
pruziny v jeji nové rovnovazné poloze. Paradoxné se ve skolach s pruzi-
novymi vahami setkdvame cCastéji v podobé pruzinovych siloméru, které
ovSem muzeme pii znalosti tthového zrychleni s ispéchem vyuzivat k va-
zeni. Pro zaznamenani malych zmén hmotnosti kapalin typickych pro vy-
pafovani vykazuji ale tyto vahy prili§ malou citlivost i pfesnost.

Nejpiesnéjsimi bézné dostupnymi vahami jsou v soucasné dobé vahy
elektronické (tenzometrické), které vyuzivaji ke stanoveni hmotnosti pie-
zoelektrického jevu, kdy je mechanicky deformovany krystal zdrojem mé-
fitelného elektrického napéti [2]. Na trhu se dnes vyskytuje velké mnozstvi
téchto vah riznych rozsahi i citlivosti a pro skoly je dobrou zpravou setr-
valy pokles jejich ceny. V soucasné dobé je mozné poridit pfenosné kapesni
véhy s citlivosti 0,01 gramu a rozsahem 0 az 200 grami i za cenu okolo
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200 K¢, coz z nich déla dostupnou a velmi uzite¢nou uéebni pomtcku pro
frontalni i skupinové metody vyuky. Pravé kapesni vahy s témito parame-
try (obr. 1) byly diky své rychlé odezvé a dostateéné presnosti pouzity pri
proméfovani t¥i experimenti, které popiseme v nésledujicim textu.

Obr. 1 Kapesni vahy pouzivané v nasledujicich experimentech

Experiment 1 (Uréeni mérného skupenského tepla varu vody)

Zatimco uréovani mérného skupenského tepla tani ledu (resp. tuhnuti
vody) byvd pomérné bé&nym praktickym tkolem stfedoskoldkii, mérné
skupenské teplo varu ¢asto zminujeme pouze teoreticky. Tento experiment
umoziiuje jeho snadné a pomérné presné urcéeni v ¢ase ne delsim nez 15 mi-
nut. Ideou méfeni je vyuziti konstantniho tepelného vykonu rychlovarné
konvice pri ohfivani i varu vody.

Pomiicky: Teplomér (vyhodou, ale ne podminkou je ¢idlo spolupracujici
s pocitacem, které je schopné vykreslovat ¢asovy vyvoj teploty; pro tento
konkrétni experiment bylo vyuzito ¢idlo Vernier Go!Temp), rychlovarnd
konvice, vahy (postacuje citlivost 1 g).

Teorie: K tomu, abychom vodu o hmotnosti m; v rychlovarné konvici
ohtali o rozdil teplot At, je tfeba ji dodat teplo Q = cmiAt, kde kon-
stanta ¢ je mérna tepelna kapacita vody, ¢ = 4180 J-kg~' - K~!. Pokud
navic vime, ze zvySeni teploty o At si vyzadalo ¢as 7, miZeme urcit pri-
mérny tepelny vykon P; konvice pfi ohfevu jako

Q om At

P=== .
T1 T1

Pri dosazeni teploty varu se prestava teplota kapaliny zvySovat a veskeré
déle dodavané teplo je vyuzivano na vyparovani kapaliny z celého jejiho
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objemu. Toto teplo oznacujeme jako skupenské teplo varu L. Dodani
vétsiho tepla L, umozni zménu skupenstvi vétsimu mnozZstvi vody ms,
coz lze matematicky vyjadrit jako

Lv = m2ZV7

kde ms je hmotnost varem odparené vody. Konstanta timeérnosti [, se
nazyva mérné skupenské teplo varu a udava teplo, které je tfeba dodat
jednomu kilogramu kapaliny (zde vody), aby se tato zcela pfeménila na
paru stejné teploty. Pokud navic vime, Ze se voda o hmotnosti my odparila
za, ¢as To, muzeme urcit priimérny tepelny vykon P, konvice pti varu jako

m2lV

P, =
T2

Budeme-li nyni opravnéné predpokladat, Ze tepelny vykon konvice je
béhem ohfevu vody i béhem jejiho varu stejny, tj. P, = P>, dostavame
rovnost vykontd ve tvaru

emi At maly

T1 T2

Z této rovnice jiz snadno vyjadfime hledané mérné skupenské teplo varu

vody

I, = cAt UL

m27'1.

Postup: Konvici naplnime ptiblizné do poloviny jejiho maximélniho de-
klarovaného objemu studenou kohoutkovou vodou a zvéazime ji. Upevnime
teplomeér tak, aby méfil teplotu nékolik centimetrti pod hladinou, ale sou-
¢asné se nedotykal topné spiraly ¢i dna konvice. Viko konvice nechédvame
po celou dobu experimentu oteviené.

Soucasné se zapnutim konvice spustime méfeni teploty. Pfivedeme vodu
k varu a poté ji nechdme — stale pri otevieném viku — v¥it alesponi po dobu
srovnatelnou s dobou ohfevu, event. déle. Nasledné ukonc¢ime méteni tep-
loty, soucasné vypneme konvici a co nejrychleji ji opét zvazime. Z rozdilu
hmotnosti pfed a po experimentu zjistime hmotnost mo vyvaiené vody.
Na zavér vodu vylijeme a zvazime konvici prazdnou — to ndm umozni do-
po¢itat ptivodni hmotnost vody m;. VSechny ostatni adaje, tj. At, 7 a 7o,
vy¢teme z naméfené zdvislosti teploty na ¢ase (obr. 2).
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Obr. 2 Odeéet hodnot At, 71 a 72 z grafu
Vysledky: Pro ilustraci jsou nize pfilozeny vysledky péti méfeni — viz tab. 1.
Primérna hodnota mérného skupenského tepla varu vody vzesla z téchto
péti méfeni ¢ini ptiblizné 1,94 MJ/kg, coz pfedstavuje odchylku piiblizné
14 % od tabulkové hodnoty (2,26 MJ/kg).

Tab. 1: Vysledky vzorovych méfeni

méfeni | my (kg) | mo (kg) | 71 (s) | 72 () | At (°C) | I, (MJ/kg)
1 0,470 0,176 225 520 78,5 2,03
2 0,476 0,106 230 310 78,0 1,97
3 0,429 0,097 201 280 73,5 1,90
4 0,414 0,082 200 237 77,1 1,93
5 0,363 | 0,123 | 183 | 362 77.0 1,88
prumér 1,94

Limity méreni: Nejvétsim zdrojem chyb v tomto experimentu je predpo-
klad, ze béhem ohfevu vody se tepelny vykon konvice vyuzije pouze na
ohfev vody — ve skutecnosti se musi ohtat také vlastni télo konvice, které
v tomto konkrétnim ptipadé se svoji hmotnosti témér 350 g vstupuje do te-
pelné bilance pomérné vyrazné. Kdyby se nemuselo ohfivat i télo konvice,
byl by ¢as 71 kratsi, dopocitana hodnota [, by vzrostla a vice se blizila své
skutecné hodnoté.

Dalsi nepiesnosti je pfedpoklad, Ze vznikla para konvici zcela opousti.
Ve skutecnosti jeji ¢ast kondenzuje na sténéch konvice, stéka zpét a muiize
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tak byt ,odparena dvakrat®. Jinak feceno, hmotnost skutecné odpaiené
vody my je vétsi nez pouhy rozdil hmotnosti vody pred a po experimentu.
Tuto nepiesnost 1ze alespont minimalizovat tim, Ze pouzijeme konvici, ktera
se smérem vzhiru nijak zasadné nezuzuje. Pozor! S konvicemi, které maji
usti vyrazné zizené, mizeme dostat velmi $patné vysledky (i s vice nez
padesétiprocentni odchylkou od skute¢né hodnoty).

V experimentu déle neuvazujeme, ze voda se vypafuje za kazdé teploty,
tedy i béhem svého ohfevu na teplotu varu; tento vliv je ovSem slaby.

Technické a metodické pozndmky

e Je opravdu dulezité, aby nebyla konvice plna vice nez z poloviny prede-
psaného objemu. V opa¢ném pfipadé zacne béhem varu voda cakat mimo
konvici a kromé znehodnoceni méfeni tak miize zptisobit i popaleni expe-
rimentatort. Je vhodné pred méfenim optimalni vysku hladiny vyzkouset
a béhem méreni dodrzovat zasady bezpecnosti prace s vrouci vodou.

e Teplomér musi byt ponofeny do hloubky nékolika centimetrt, aby
nedoslo k tomu, ze béhem méfeni se s ubytkem vody dostane jeho mérici
¢ast nad hladinu.

e Experiment lze vyuzit k tomu, aby Zaci 1épe porozuméli grafim sou-
visejicim se zménami skupenstvi, se kterymi se na zakladoskolské i st¥edo-
skolské trovni setkavaji.

Experiment 2 (Zavislost rychlosti vypafovani na obsahu plochy
hladiny kapaliny)

S poznatkem, ze vypafovani kapaliny se urychli zvétSenim jejiho po-
vrchu, se setkdvdme jak na zdkladoskolské [3], tak na stfedoSkolské [4]
arovni. Obvykle se tato skutecnost konstatuje, event. kvalitativné doka-
zuje. Nasledujici experiment navrhuje proméfeni zavislosti rychlosti odpa-
fovani na obsahu plochy hladiny kapaliny kvantitativné.

Pomiicky: Véhy (s citlivosti alespori 0,01 g), technicky lih, misticky riz-
nych primért (v draz$i verzi Petriho misky, v levnéjsim provedeni na-
priklad misticky na michani barev ve vytvarné vychové; v nasem ptipadé
kombinace).

Teorie: Rychlost vypafovani nema v Ceském kontextu zadnou ustélenou
definici ani oznaceni. Z logiky véci se zd4 byt rozumné definovat ji jako
hmotnost kapaliny odpafené za jednotku casu. Pro zaky bude ale obecné
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snazsi hovofit o zméné hmotnosti v rtuznych nadobach za stejny casovy
usek, proto se o intuitivni definici pokouset nebudeme.

Postup: Posuvnym méfitkem uréime a zaznamename prumeéry pouzivanych
mistic¢ek (obr. 3). Do vSech misti¢ek nalijeme technicky lih (ne nutné stejné
mnozstvi) a misticky i s lihem zvazime. Poté nechdame lih odpafovat a po
uplynuti alesponn jedné hodiny zvéazime vSechny misticky znovu. Rozdil
hmotnosti predstavuje pro kazdou misku hmotnost odpafreného lihu.

6,00 cm 5,18 cm 4,69 cm 4,19 cm
Obr. 3 Rozméry pouzivanych misticek

Protoze je méfeni Casové naro¢né, nelze jej ve vyuce rozumné zopakovat.
Pokud ale chceme mit vice hodnot k dalsimu zpracovani, mize méfeni
provadét vice skupin zaki naraz, stac¢i kazdé skupince opatfit stejnou sadu
misticek; vazeni probiha jednorazové na zac¢atku a na konci méfeni a jedny
véhy pri ném tudiz postaci.

Vysledky: Méfeni bylo vzorové provedeno desetkrat, pokazdé ale trvalo ji-
nak dlouho. Nelze tak pfimo priimérovat hmotnosti odpaieného lihu — pti
kratsich métenich jsou tyto logicky nizsi. Proto byl pro ucely zpracovani
dat zaveden bezrozmérny koeficient k, ktery pro kazdé méreni fika, koli-
krat vétsi hmotnost lihu se z jednotlivych misti¢ek odpafila ve srovnani
s misti¢kou nejmensi (tj. napf. hodnota k = 2 pro danou misticku ¥ika, Ze
se z ni odpafilo dvakrat vice lihu nez z nejmensi misticky za stejny cas).
P1i takovémto zptisobu zpracovani dat jiz nezalezi na dobé méfeni a je
mozné hodnoty k z rtuzné dlouhych méfeni zprimeérovat; samoziejmé je
na zvazeni ucitele, zda timto zaky zatézovat, nebo se spokojit s jedinym
méné presnym, ale ndzornym méfenim. Vzorové naméiené hodnoty uka-
zuje tab. 2 a graf na obr. 4. Z grafu je patrné, Ze se zvySujicim se obsahem
plochy hladiny roste hmotnost odpafeného lihu (prostfednictvim koefici-
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entu k) linedrné a extrapolace na nulovy obsah plochy naznacuje dokonce
primou tmérnost.

Tab. 2: Vzorové namérené hodnoty, primeéry z deseti méfeni

S (em?) || 13,8 | 17,3 | 21,1 | 28,2 | 37,7 | 48,6 | 62,0
k 1,00 | 1,28 | 1,44 | 2,09 | 2,91 | 3,75 | 4,48

« Zavislost hmotnosti odpafeného lihu na obsahu plochy hladiny
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Obr. 4 Graf zavislosti hmotnosti odpafeného lihu na obsahu plochy hladiny
odpafovaného lihu, pramér z deseti méreni

Technické a metodické pozndmky:

e Vzhledem k lihovym vypartim neni pfijemné provadét méreni v uéebné,
kde probiha vyuka. Odparovani lze nechat probihat naptiklad v jiné, volné
ucebné.

e Méfeni je svou délkou vhodné na dvé po sobé nasledujici spojené
hodiny fyziky. Protoze vyzaduje zasah experimentatori pouze na zacatku
a na konci svého trvani, je prirozené vyplnit dobu méfeni jinou aktivitou
(vyklad, procvi¢ovani, pokus).

e Méfeni priiméru misek se miize stat samostatnou laboratorni tlohou
zahrnujici praci s posuvnym méfitkem a statistické zpracovani dat ziska-
nych opakovanym meéfenim téze veliciny.

e Uspéch experimentu stoji na pouziti mélkych misti¢ek. Pouziti vyso-
kych néddob vede k tomu, Ze odpafovany lih za¢ne kondenzovat na jejich
sténach a ubytek hmotnosti se zpomali.
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e Po naliti lihu je dobré zkontrolovat, Ze jsou misticky zvnéjsku suché,
event. je pfed zvazenim otfit. Jinak riskujeme, Ze nase data ovlivni rychlé
odpafovani lihu z vnéjsiho povrchu misek.

o Vsechny misticky je vhodné mit na stejném misté — zamezime tak ri-
ziku, ze se budou nachézet v mistech s riznou teplotou ¢i jinym proudénim
vzduchu, které rychlost odpatrovani ovliviiuji.

Experiment 3 (Zavislost rychlosti vypafovani na odstratfiovani
par nad hladinou kapaliny)

Cilem posledniho experimentu je kvantitativné ukazat vliv, ktery ma
odstraniovani par nad hladinou kapaliny na rychlost jejtho odpafovani.
Pomdicky: Vahy (s citlivosti alesponi 0,01 g), technicky lih, Petriho miska,
ventilator z pocitace (typické napajeci napéti 12 V), zdroj st¥idavého na-
péti 12 V (s vyhodou regulovatelny), voltmetr /multimetr.

Teorie: Stejné jako u predchazejiciho experimentu.

Postup: Zapneme vahy, Petriho misku naplnime lihem a postavime ji na
vazici plochu. Ventilator pfipojime ke zdroji stfidavého napéti a umis-
time ho do vzdalenosti 5 az 10 cm od misky tak, aby po jeho spusténi
proud vzduchu sméfoval nad hladinu lihu (obr. 5). Zaznamename poca-
te¢ni hmotnost m1, kterou ukazuji vahy, a ptivedenim vhodného vstupniho
napéti (které kontrolujeme voltmetrem) uvedeme ventilator do chodu. Po
5 minutach ventilator odpojime a zaznamename koncovou hmotnost ma;
zajimé nas Gbytek hmotnosti Am = mi—msa.

Obr. 5 Usporadani tietiho experimentu
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Vysledky: Ubytek hmotnosti méizeme proméiit pro riizna vstupni napéti
toucim vstupnim napétim roste nejen intuitivné vnimana frekvence oté-
¢eni ventilatoru, ale také hmotnost lihu odpafené za stejny casovy interval
(napf. zminéngch 5 minut). Do porovnédni je vhodné zafadit i udaj, jaky
je hmotnostni ubytek bez pouziti ventilatoru.

V nasem vzorovém meéieni byl hmotnostni ibytek béhem 5 minut pro-
méfen pro deset hodnot vstupniho napéti v rozmezi 3 az 12 V. Vyhodno-
ceni pak bylo dotazeno jesté o krok dale — pomoci optické zavory Vernier
Photogate byla ke kazdé z deseti hodnot napéti urcena frekvence oté-
Ceni ventilatoru (tab. 3), coz umoznilo vynést graf zavislosti hmotnostniho
ubytku na frekvenci otaceni ventilatoru tak, jak to ukazuje obr. 6. Je pa-
trné, ze jde o rostouci zavislost, ktera vykazuje znamky linearity; skutecné
vlivy turbulentniho proudéni na odpafovani jsou ovsem natolik slozité, ze
linearni aproximaci uvedenou v grafu je tfeba brat se zna¢nou rezervou.

Tab. 3: Zavislost hmotnostniho ubytku na frekvenci otaceni ventilatoru,
prumér z péti méreni

U || 30] 40 | 50| 60 | 70| 80 | 90 | 100 | 11,0 | 12,0
f(Hz) |[ 16,4 ] 208|250 | 29,4 | 34,5385 | 41,7 | 45,5 | 47,6 | 50,0
Am (g) || 1,05 | 1,09 | 1,23 | 1,29 | 1,37 | 1,43 | 1,45 | 1,46 | 1,49 | 1,52

m(g)  Zavislost hmotnostniho tbytku na frekvenci otaéeni
1,6

i3 R /./‘/./'
1,2 *
e

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0 i T T T T i T i i |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

f(Hz)

Obr. 6 Graf zavislosti hmotnostniho ibytku lihu na frekvenci ota¢eni ventilatoru
odstranujiciho pary nad jeho hladinou; primér z péti méfeni
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Technické a metodické pozndmky:

e Proméreni celé zavislosti tak, jak je uvedena v tabulce 3, je casové
naroc¢né a béhem pétiminutovych intervalti vznikaji neuzitecné prostoje;
ve vyuce muze byt tedy praktictéjsi ukazat pouze skutecnost, ze pokud
budeme pary nad hladinou lihu odstranovat, odpaii se dramaticky vice
lihu nez bez odstranovani, a to bez dalsiho matematického zpracovani.

e Je-li ventilator zapnuty, mohou vahy ukazovat na prvni pohled chao-
tické nardsty a ubytky hmotnosti podle toho, jak turbulentni proudéni na
hladinu lihu pravé ptusobi.

e Vzhledem k vyse uvedenému bodu je nutné odecitat hmotnost ve
chvilich, kdy je ventilator vypnuty.

Zavér

Cenova dostupnost dnesnich relativné presnych vah s citlivosti az 0,01 g
umoziuje pomérné snadno provadét ve vyuce (at uz frontalni éi skupinové)
experimenty spojené s malymi zménami hmotnosti (mensimi nez 1 gram).
Typickym ptikladem jsou experimenty souvisejici s vypafovanim kapalin
za pokojové teploty, z nichz tfi jsou popsany v tomto ptispévku. Cilem bylo
nastinit kvantitativni ptistup k déjiim souvisejicim s vyparovanim, v bézné
vyuce lze ovSem vySe popsané postupy znacné zkratit a méné precizovat
tak, aby byly zaktm srozumitelné a zaroven nekonzumovaly neimérné
velké mnozstvi ¢asu. Ve svém plném znéni, tak jak jsou popsiny v tomto
prispévku, mohou tyto experimenty slouzit jako ndméty pro laboratorni
prace zaki.
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TTi netradiéni oscilatory —
konstruktivisticky pristup
k vyuce fyziky

CENEK KODEJSKA - GIORGIO DE NUNZIO

Gymnazium, Novy Bydzov — Universita del Salento, Italie

V ramci vyzkumu riznych koncepci v teorii uceni, jako jsou behavioris-
mus, kognitivismus, konstruktivismus a konektivismus jsme se zaméfili na
konstruktivistické pojeti t¥i fyzikalnich experimentt s netradi¢nimi oscila-
tory. Navazali jsme tak na predchozi prace, jejiz vysledky byly publikovany
v 1], (2.

Nagim cilem bylo navrhnout t¥i problémové tilohy z oblasti kmit, které
by studenti dokazali popsat diferencialni rovnici. Dalsim tkolem bylo najit
feSeni této rovnice, odvodit vztah pro vlastni frekvenci oscilatoru a navrh-
nout redlné provedeni experimentu, kterym by dokéazali ovéfit prislusné
teoretické vzorce. U kazdé ulohy byly stanoveny hypotézy o presnosti da-
ného méreni, které pak byly na zavér kazdého experimentu diskutovany.

Dalsim dlouhodobym cilem nasi prace je porovnani experimentalnich
vysledktt dosazenych Ceskymi a italskymi studenty. Zatimco provedeni ex-
perimenti a ovéfeni hypotéz jiz v CR probéhlo, na italské Univerzité v Sa-
lentu se experimentalni provedeni teprve pripravuje.

Zaktm byly predlozeny nésledujici problémové tlohy: kmity zatiZené
zkumavky v kapaliné o hustoté p, kmity prstence o poloméru R zavése-
ného na vodorovné ty¢i a kmity kapalinového sloupce v U-trubici. Zéci pro-
vedli nejprve teoreticky rozbor ptisobicich sil na dany oscilator, nasledné
zformulovali linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi ko-
eficienty, ze které odvodili vztah pro periodu netlumenych kmita.

V experimentalnim provedeni jsme pak na zakladé teoretickych vzorct
pro vypocet periody kmitt navrhli urceni velikosti jiné veli¢iny nez peri-
ody, abychom ucinili méfeni atraktivnéjsi. V pfipadé zkumavky ponoiené
do kapaliny zaci urcovali z periody kmita hustotu kapaliny, u kmita prs-
tence pocitali polomér prstence a vlastni moment setrvacnosti prstence,
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ktery porovnavali s teoreticky vypoéitanou hodnotou Jy = mR? a u osci-
laci vodniho sloupce v U-trubici urcovali koeficient tlumeni, logaritmicky
dekrement tlumu a porovnavali vlastni periodu netlumenych kmitd s pe-
riodou tlumenych kmitd.

V poslednim zminéném experimentu si povsSimli skute¢nosti, Ze z Cisté
matematického pohledu se nejednd o periodu, protoze pribéh funkce se
diky klesajici amplitudé neopakuje a jedna se tedy v pripadé tlumengch
kmitt o kvaziperiodicky pohyb.

V dalsi ¢asti prace popiSeme nejprve teoreticky zaklad pro kmity t¥i
netradic¢nich osciladtorti, a pak se budeme zabyvat experimentilnim prove-
denim, k jehoz realizaci jsme opét pouzili zvukovou kartu PC a optickou
branu sestavenou z laserového ukazovatka a solarniho ¢lanku. Zvysenou
pozornost jsme vénovali také vypoctu chyb méfeni, které potvrdilo ¢i vy-
vratilo nékteré nase hypotézy.

1. Odvozeni vztahu pro periodu kmitu zkumavky, prstence a
kapaliny v U-trubici

Pri odvozeni vztahti pro periodu prislusného oscildtoru miizeme vyché-
zet z pohybové rovnice (1) zapsané v diferencidlnim tvaru (2):

ma = F (1)
my" = F (2)

Prvnim tkolem zakt bylo najit konkrétni tvar pro vyjadreni sily na pravé
strané rovnice tak, aby tato sila byla funkci vychylky. Zaci si museli uvé-
domit, ze sila F, ktera je pri¢inou pohybu oscilatoru, vznika teprve vychy-
lenim oscilatoru z rovnovazné polohy. Pro zvyseni nézornosti situace bylo
z didaktického pohledu dobré nakreslit si prislusny oscildtor a zakreslit
pusobici sily.

1.1. Kmity zkumavky v kapaliné

Oscilator je tvofen zkumavkou, kterda je ve své dolni Casti zatiZena,
aby v kapaliné udrzovala pfi kmitech pokud mozno svisly smér. Situace
zkumavka-kuli¢ka do stiedu kulicky uvniti zkumavky. V situaci a) je zku-
mavka v rovnovazné poloze a tihova sila Fg je v rovnovaze se vztlako-
vou silou Fy,. Porusime-li rovnovahu zatlacenim zkumavky do kapaliny
o délku y, zacne plisobit proti pohybu zkumavky hydrostaticka tlakova
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sila F},. Ta je na obrazku 1b) zndzornéna jako vyslednd pusobici sila pii
pusténi zkumavky. Velikost této sily je ddna obecné zndmym vztahem (3):

Fy, = Spgy (3)

kde S je prurez zkumavky, p je hustota kapaliny, g je tithové zrychleni a y
je velikost vychylky zkumavky z rovnovazné polohy.

a) b)
| v

Obr. 1 Kmity zkumavky — rozbor sil

Rovnici (2) tak muzeme konkretizovat na tvar:

my" = —Spgy (4)
Znaménko minus reflektuje skutec¢nost, ze sila Fj, pusobi proti vychylce

y. Vydélime-li rovnici hmotnosti a upravime-li ji na linedrni homogenni
diferencialni rovnici, ziskdme rovnici netlumenych kmitt:

—y=0 (5)
Vlastni frekvenci a periodu netlumenych kmiti pak uréime ze vztahu

Seg (6)

_ 1 [pgS o [ M
fO_ o m 3 T0—27T pgS’ (7)
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kde m je hmotnost zkumavky véetné kulicky uvnitt zkumavky a pro ostatni
veli¢iny plati, co bylo uvedeno vyse ve vztahu (3).

Ze vztaht (7) pak muzeme vyjadfit vztah pro hustotu kapaliny (8),
ktery budeme pouzivat v experimentalni ¢asti:

472 m
- .= 8

Pro Uplnost uvedeme také tvar diferencidlni rovnice, pokud budeme uva-
zovat tlumeni,

S
y// + Qby/ + %y =0, (9)

kde b je konstanta tutlumu, pro kterou plati

0=0bT =1n An . (10)
n+1
V tomto vztahu predstavuje T periodu tlumenych kmitd, A, a 4,41 jsou
dvé po sobé jdouci amplitudy vychylky a § je tzv. logaritmicky dekre-
ment dtlumu. Vztah (10) budeme pouZivat v experimentu s kmity vodniho
sloupce v U-trubici.

1.2. Kmity kapalinového sloupce v U-trubici

Kapalina uzaviend v U-trubici o vnitfnim primeéru d mize kmitat,
pokud kapalinovy sloupec délky ! vychylime z rovnovazné polohy o vy-
chylku y (obr. 2).

K odvozeni diferencialni rovnice kmiti miZeme vyjit opét z obecného
vztahu (2), do kterého dosadime na pravé strané rovnice silu, kterd zpisobi
kmity sloupce. Touto vyslednou silou je stejné jako u obyc¢ejného kyvadla
tihova sila Fg, pro jejiz velikost muzeme odvodit vztah:

Fg =mg = Vpg = 2ySpg (11)
Analogicky s rovnicemi (4) a (5) mtZeme zformulovat diferencialni rovnici

29
I

ze které muzeme urcit frekvenci a periodu netlumenych kmit

1 /2¢g l
= —\\/—= To =2 —. 1
fo 5\ T 0 ﬁ“Zg (13)
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Protoze jsou kmity kapalinového sloupce vyrazné tlumené, mtzeme v sou-
ladu s FeSenim rovnice (9) najit vztah pro periodu tlumenych kmitt [3]

T=-——"__ (14)

kde Tj je perioda netlumenych kmita a b je koeficient itlumu definovany
vztahem (10). Vztah (14) miZeme upravit do matematicky prehlednéjsi

podoby
T= L. (15)

2
b
S
Wo
Toto vyjadfeni pak vyuzijeme v experimentalni ¢asti k porovnani nameé-

fené periody tlumenych kmitt s teoreticky vypocitanou.

o
i i

Obr. 2 Kapalina v U-trubici — znazornéni vychylky [3]
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1.3. Kmity tenkého prstence zavéseného na vodorovné ty¢i

Prstenec o poloméru R je zavéSen na vodorovné ty¢i, jejiz polomér mi-
zeme vici poloméru prstence zanedbat. Situace je znidzornéna na obr. 3.

Obr. 3 Kmity prstence zavéseného na vodorovné tyci

Prstenec (tenké obruc) zavéseny na vodorovné ty¢i piedstavuje fyzické
kyvadlo. Zde zavddime misto vychylky y thlovou vychylku ¢, pro kte-
rou muzeme na zdkladé pohybové rovnice otacivého pohybu zformulovat
rovnici (16) analogickou vztahu (4), viz [4]:

J¢" = —mgdsinp = —mgdp = —Dy (16)

Vztah (16) pak mZeme upravit na klasicky tvar diferencidlni rovnice

D
" + S¢=0 (17)

kde J = Jo + md?® je moment setrvac¢nosti fyzického kyvadla (prstence)

v

Mvey

MV

k ose otaceni prochézejici tézistém télesa. Pro tenky prstenec plati pro Jy
vztah:

Jo = mR? (18)

Z rovnice (17) pak miZzeme urcit vztahy pro vlastni frekvenci a periodu

54 Matematika — fyzika — informatika 25 2016



kyvadla

f _ 1 /mgdii mgd
O on J 2r\ Jo+md?’
2
T, =21 /izgﬂ- /M,
mgd mgd

které mizeme v piipadé prstence, u kterého plati d = R, zredukovat na

tvar
1 g 2R
= — /= To =2 —. 2
fo=35:\ 2R’ 0T E M Ty (20)

Rovnice (19) a (20) vyuZijeme v experimentalni ¢asti k vypoétu poloméru
prstence R a momentu setrvacnosti Jy. Tyto experimentalné zjisténé hod-
noty pak budeme porovnavat s klasickym méfenim poloméru prstence po-
moc{ posuvného méfidla a teoretickym vypoctem Jy ze vztahu (18).

(19)

2. Urceni hustoty kapaliny z kmita zkumavky

Jak bylo vysvétleno v ¢asti 1.1, kond zkumavka ponofend do kapaliny,
pokud ji vychylime z rovnovazné polohy, kmitavy pohyb. Ukolem studentt
bylo zrealizovat a zoptimalizovat podminky pohybu zkumavky v kapaliné,
ktera je velmi nestabilni.

Po nékolika netspésnych pokusech se zkumavkou, na jejiz dno jsme
umistili do vaty nejprve kovovou kulicku a poté rybarskd oluvka, jsme
nedokazali stabilizovat pohyb zkumavky. Zatizeni bylo rozlozeno nerovno-
mérné a zkumavka se pfi kmitavém pohybu kymacela ze strany na stranu,
coz se negativné projevilo v zaznamenaném oscilogramu. Délka zkumavky
pak pfi zatizeni olavky zpusobila prili§ velky ponor, ktery neumoznil udélit
oscilatoru vychylku vétsi nez 1 cm. Pii vychylce mensi nez tato hodnota
jsou kmity tak rychle utlumené, ze je témér nelze zaznamenat.

Hledali jsme tedy jiné feSeni, jak zkumavku stabilizovat. Toto FeSeni je
zobrazeno na obr. 4. Zatéz jsme zrealizovali ze t¥i sklenénych kulicek, je-
jichz primér témér presné odpovidal vnitfnimu priméru zkumavky. Takto
upravend zkumavka zachovava pii spravném rozkmitani svisly smér a jeji
ponor umoznuje bez problému zrealizovat méfeni. Kulicky lze za par korun
koupit v obchodé s hrackami.

Nami stanovend hypotéza i presto byla, ze se ndm nepodari zmétit hus-
totu kapaliny timto zptsobem s relativni chybou mensi nez 10 %, a Ze
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se tedy v tomto pfipadé jedna o pouhy myslenkovy experiment, ktery je
nevhodny k experimentalnimu urceni hustoty kapaliny.

BEE ey m—— g

Obr. 4 Experimentéalni usporadani kmitt zkumavky

Horni konec zkumavky jsme opatfili tenkym Cernym prouzkem, ktery
jsme pomoci izolepy pfipevnili ke zkumavce. Prouzek by mél byt dlouhy
pouze do poloviny obvodu zkumavky, protoze pokud ho udélame po celém
obvodu, vznikaji na oscilogramu pfi kmitech vlivem nestability zkumavky
stinové zaznamy preruseni laserového paprsku.

Je-li zkumavka, ponofena do kapaliny v odmérném vélci, v rovnovazné
poloze, zaméfime laserovy paprsek na cerny prouzek. My jsme pouzili po
nékolika riznych variantach odmérnych véled, kadinek a banék odmérny
valec o objemu 500 ml. Tento valec je dostatecné vysoky, aby zkumavka
mohla volné kmitat (bézna kadinka toto diky malé hloubce neumoziiuje) a
jeho vnitini prameér je dostateéné velky na to, aby pfi kmitech nedochazelo
ke kontaktu zkumavky a vélce (coz se d&je u mensich odmérnych véalcl).

Pred vlastnim méfenim periody je tfeba jesté urcit hmotnost m zku-
mavky se zatézi, k cemuz jsme pouzili digitalni vahy s pfesnosti na desetinu
gramu. Primeér zkumavky d jsme urcili posuvnym méfidlem a pomoci néj
jsme vypocitali pritez S = 72, kde r = d/2.

Periodu kmitt jsme zaznamendvali v programu Free Audio Editor (FAE),
ktery jsme jiz dostateéné popsali v [1] a [2]. Z periody jsme podle vztahu
(8) vypocitali hustotu kapaliny. Méfeni jsme provedli pro vodu a lih. Na-
vzdory ptvodnimu pfedpokladu, ze vysledky budou hodné nepfesné, jsme
byli mile pfekvapeni dosazenou pfresnosti.

Naméfené hodnoty pro vodu jsou uvedeny v tabulce 1. Zkumavka méla
vzdy primér d = 18 - 1073 m, jeji prifez byl tedy S = 2,5 -10~% m2.
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Hmotnost zkumavky se lisila podle hmotnosti pouzitych kuli¢ek a tlumici
vaty na dné zkumavky. Tihové zrychleni jsme volili g = 9,81 m -s~2.

Tabulka 1 Urceni hustoty vody z periody kmiti zkumavky

Gt | 1| B | o | Bn [ 5% | &
10—3 kg s kg-m—3 | 10-3 kg s kg -m—3
1 34,4 0,737 1001 0,58 0,0014 21
2 34,4 0,721 1046 0,58 0,0146 60
3 34,4 0,723 1040 0,58 0,0126 54
4 35,1 0,735 1027 0,12 0,0006 5
5 356 | 0,744 | 1017 0,62 | 0,0084 41
6 35,6 0,739 1030 0,62 0,0034 27
7 35,5 0,740 1025 0,52 0,0044 27
8 35,5 0,741 1022 0,52 0,0054 30
9 34,3 0,737 998 0,68 0,0014 24
10 35,0 0,739 1013 0,02 0,0034 10

Kmity zkumavky jsou velice rychle utlumené, zkumavku je tfeba vychy-
lit 0 cca 2 cm, aby doslo alespon ke ¢tyfem kmitim pres laserovy paprsek.
Oscilogram kmitid je na obr. 5.

B & ow @ o= g

Obr. 5 Oscilogram kmita zkumavky
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Absolutni chybu v urceni hustoty muzeme vypocitat pro kazdy fadek
tabulky 1 vztahu

Am AS  2AT,

Ap=p| —+ — 21

pp(m+S+To), (21)

ktery lze za predpokladu presného urceni prufezu zjednodusit na vztah
(22)

Am QAT()
Ap = — . 22
g ,o( m T ) (22

Primérna hodnota hmotnosti byla uréena pomoci statistické analyzy v pro-
gramu MS Excel z naméfenych hodnot jako m = (0,0350 % 0,000 2) kg a
pramérnéd hodnota periody Ty = (0,736 & 0,002) s.

Primérnd hodnota hustoty vody urcena ze vSech méfeni ma velikost
p = (1020 %+ 30) kg - m~3. Relativni chyba méieni je 6p = 0,0294 = 3 %,
coz je v dobrém souladu s méfenim realizovanym ve Skolni laboratofi.
I nalezenéd hodnota primérné hustoty vody pomeérné dobie koresponduje
s tabulkovou hodnotou p = 1000 kg - m—3 pfi 20 °C.

Hypotéza, Ze relativni chyba méreni bude vétsi nez 10 %, se nepotvr-
dila, a k nasemu prekvapeni lze konstatovat, Ze mizeme timto zptisobem
v podminkéch skolniho laboratorniho cviéeni mérit hustotu kapaliny s do-
stateCnou presnosti. Pfesto i toto méfeni je zavislé na velké peclivosti pii
jeho realizaci, zejména pfi pusténi zkumavky ve svislém sméru tak, aby
se pri pohybu nerozkyvala ze strany na stranu. Zde se osvédcil nejprve
pfipravny dvouhodinovy nacvik, kdy studenti provadéli cvicné méfeni a
ucili se spravné rozkmitat zkumavku, a poté probéhlo teprve pfi dalsim
laboratornim cviceni fadné méfeni.

(Pokraéovdns)
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INFORMATIKA

Optimalizace tras privozu
(Ulohy z MO — kategorie P, 33. ¢4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pro dnesni pokracovani nasi dlouhodobé série ¢lankt o tlohach z Mate-
matické olympiady kategorie P jsme si vybrali jednu aplné cerstvou tilohu.
Byla zadana v bfeznu 2015 jako prakticka tloha tustfedniho kola 64. roc-
niku MO (8kolni rok 2014/15). Ackoliv za ni téméf kazdy z FeSiteld ziskal
néjaké body, zcela spravné na plny pocet bodu ji nevytesil nikdo. Podle pt-
vodniho zadani bylo totiz zapotfebi nejen navrhnout optimalni vedeni tras
budovanych privozi, ale navic také vypotradat se s rozsahlymi vstupnimi
daty a pfitom omezenym mnozZstvim operacni paméti. Ukladand data bylo
proto nutné slozité komprimovat, coz pusobilo feSitelim zna¢né problémy.
My si puvodni zadani trochu zjednodusime a budeme se v ¢lanku vénovat
pouze té zajimavéjsi ¢asti feSeného problému — tedy navrhu vlastniho algo-
ritmu. Vhodnym zptisobem proto snizime velikost zpracovavanych vstup-
nich ddaji, abychom neméli zadné technické problémy s ulozenim dat ve
vnitini paméti pocitace. Formulaci zadani zaroven mirné upravime, aniz
bychom tim ovSem zménili podstatu fesené tlohy.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Kocourkovsti radni pfemysleli, jak by do svého mésta mohli naldkat
vice turistti. Pfi zkoumani turistickych prospektu zjistili, Ze jejich mésto
nema na rozdil od mnoha dalsich sviij aquapark, feku s nabrezimi, lyzarské
stfedisko a mnoho dalsich ldkadel. Protoze vSak byli limitovani rozpoctem
meésta, rozhodli se vybudovat jen jednu z téchto atrakci a volba padla
na feku. Naplanovali tedy vystavbu dlouhého vodniho kanéalu. Na kazdé
jeho strané vybrali mista, kde by mohly byt mosty. Bohuzel koordinace
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planovani selhala. Vybrand mista nebyla na protilehlych pozicich podél
kanalu a co huf, viceprace prfi stavbé kanalu zptsobily, Ze na vystavbu
mosti jiz nezbyly zadné penize. Radni se proto rozhodli mezi vybranymi
misty misto mostd ziidit privozy.

Soutézni tloha

Vasim tkolem je urcit dvojice mist na levé a pravé strané kanalu, ktera
maji byt spojena privozy tak, aby kazdé vybrané misto bylo spojeno ptivo-
zem alespon s jednim vybranym mistem na druhé strané kanalu a zaroven
aby soucet délek vSech zfizenych pfivozi byl nejmensi mozny. Pokud exis-
tuje vice takovych feseni, vypiste jedno libovolné z nich.

Format vstupu

Prvni fadek vstupu obsahuje ¢tyfi cela ¢isla L, S, A, B oddélend me-
zerami. Tato ¢isla udavaji postupné délku kandlu, jeho sitku a pocet vy-
branych mist na levé a na pravé strané. Muzete predpokladat, Ze plati
1 <L <1000000,1 <S5 <1000al< A, B < 1000. Nasleduje A
tadkd, z nichz i-ty obsahuje vzdélenost a; i-tého vybraného mista na levé
strané kanalu od pocatku kanalu. Poté nasleduje B tadki, z nichz j-ty
obsahuje vzdalenost b; j-tého vybraného mista na pravé strané kanalu
od jeho pocatku. Mizete predpoklddat, Ze vSechny vzdédlenosti a; (pro
1<i<A),bj (pro 1 < j < B) jsou celd &isla, zddna dvé vybrana mista
nejsou stejnd a na vstupu jsou polohy vybranych mist zadany podle ros-
touci vzdalenosti od pocatku kanélu, tedy ze plati 0 < a1 < ... <asg <L
al0<bh <...<bg <L

Format vystupu

Kazdy fadek vystupu obsahuje dvé celd ¢isla ¢ a j, kterd udavaji, ze
mezi i-tym mistem na levé strané kandlu a j-tym mistem na pravé strané
kanalu ma byt zfizen privoz. Na poradi radkt ve vystupu nezalezi.

Priklad 1.

Vstup: Vystup:
10532 11

0 22

5 32

10

2

8
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Priklad 2.

Vstup: Vystup:
10001 3 3 11

0 21

1 32
1000 33

0

999

1000

Pfi rozboru ulohy si nejprve vSimnéte nekolika dilezitych véci. Piede-
v8§im si uvédomte, Ze v optimalnim feSeni se trasy zadnych dvou piivozl
nekiizi. Toto pozorovani snadno dokézeme pomoci trojihelnikové nerov-
nosti. Kdyby se trasa pfivozu spojujiciho mista a, b k¥izila s trasou piivozu
spojujiciho mista a’, ' (tzn. a < a’, b’ < b), potom by se vyplatilo vymé-
nit tyto dva privozy za p¥ivoz spojujici dvojici mist a, b’ a pfivoz spojujici
dvojici mist a’, b. Vzniklo by tim jiné pfipustné feSeni, ve kterém je sou-
Cet délek tras vSech pfivozl mens$i. Oznac¢me si prusecik tras ptavodnich
pfivoz symbolem s. Soucet jejich délek mizeme vyjadrit jako

|ab| + o'V’ = (las| + |sb]) + (la”s| + |st]) = (las| + [sV]) + (la’s| + [sb]).

Obsah prvni zévorky je podle trojuhelnikové nerovnosti vétsi nez |ab’|,
zatimco obsah druhé nerovnosti je opét podle trojihelnikové nerovnosti
vétsi nez |a’b| (nakreslete si obrézek!). Celkové proto skutecéné plati

lab| + |a'b’| > |ab’| + |a’b].

Dale si povsimnéte, Ze se nemusi vyplatit usilovat o feSeni s minimélnim
poctem pfivozi. Tuto skutecnost dobie demonstruje priklad 2 ze zadani
ulohy. V ném mame tfi vybrand mista na levé strané kanalu a t¥i vybrana
mista na pravé strané kanalu, takze jisté existuje feseni se tfemi privozy,
ve kterém z kazdého vybraného mista vyjizdi pravé jeden piivoz. Jelikoz
uz vime, ze trasy piivozli se nesmi kiizit, takové fesSeni existuje jediné a
je tvofeno privozy 1-1, 2-2, 3-3. Vzhledem k poloze vybranych mist toto
feSeni ale neni optimalni z hlediska celkové délky tras pfivozi, vyhodnéjsi
je zvolit ¢tyfi privozy 1-1, 2-1, 3-2, 3-3. K feSeni tlohy tedy nelze pouzit
néjaky jednoduchy hladovy algoritmus, ktery by prosté spojoval dvojice
mist na obou stranidch kandlu v tom poradi, jak po sobé nasleduji od
zacatku kandlu.
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Spravné feseni tlohy je zalozeno na myslence dynamického programo-
vani. Abychom si postup feSeni dobfe vysvétlili, budeme v prvni etapé
hledat pouze nejmensi moznou celkovou délku tras vSech vybudovanych
pfivozt. Teprve az vyfesime tuto ¢ast tlohy, program doplnime jesté o ur-
¢eni a vypsani dvojic mist, ktera jsou jednotlivymi pfivozy spojena.

Vytvofime si dvojrozmérnou tabulku T velikosti A x B prvkid (hodnoty
A, B podle zadani udéavaji, kolik bylo vybrano mist na levém a na pravém
biehu kanalu). Cislo 7'[i, j] bude udavat nejmensi mozny soucet délek tras
pfivozt, které spojuji prvnich ¢ mist na levé strané kanalu s prvnimi j
misty na jeho pravé strané. Jak tuto hodnotu uré¢ime? V kazdém optimal-
nim YeSeni musi byt spolu spojeny privozem posledni misto na levé strané
kanalu (tzn. i-té misto) a posledn{ misto na pravé strané kanélu (tzn.
Jj-té misto), jinak by se trasy nékterych pfivozt kiizily. Navic proi > 2 a
J > 2 bude v libovolném optimalnim feSeni pfivozem spojena pravé jedna
z nésledujicich t¥{ dvojic mist: (i — 1)-té misto a j-té misto, i-té misto
a (j — 1)-té misto, nebo (i — 1)-té misto a (j — 1)-té misto. Jinak by se
opét bud nékteré trasy privozu kiizily, nebo by do nékterého vybraného
mista nevedl zadny pfivoz. Aby bylo T'[¢, j] minimélni moZné, musi tedy
pro: > 2 a j > 2 platit

Ti,j] = d(i,5) + min(T[i — 1,4],T[¢,5 — 1, T[s — 1,5 — 1]).

Vyraz d(i,j) zde udava vzdélenost i-tého mista na levé strané a j-tého
mista na pravé strané kanalu. Hodnoty d(7,j) ndm bude snadno pocitat
pomocna funkce pomoci Pythagorovy véty — je to vzdalenost dvou bodu
v roviné, pricemz zname kartézské soutradnice obou téchto bodt.

Uvedeny rekurzivni vztah je zadkladem feSeni illohy pomoci metody dy-
namického programovani. Hodnoty T[i,j] nebudeme pocitat rekurzivni
funkci, i kdyz i takové feseni by bylo mozné. Radéji vsak budeme postupné
vypliiovat tabulku T v poradi podle rostoucich hodnot indext i, j — tedy
v takovém pofadi, abychom pii vypoétu prvku Ti,j] jiz znali vSechny
t¥i hodnoty obsazené v uvedeném rekurzivnim vzorci. Zacneme od prvk
s indexem 7 = 1 nebo j = 1, dalsi prvky tabulky 7' potom miZeme po-
Citat tfeba po Fadcich zleva doprava (existuji ale i jiné moznosti vhod-
ného potradi vypoctu). Hledanym koneénym vysledkem pak bude hodnota
prvku T[A, B]. Tu vypocitdme jako uplné posledni po vyplnéni celé ta-
bulky T

Zbyvé ukézat spravné nastaveni pocatecnich hodnot tabulky 7', tedy
hodnot pro ¢ = 1 nebo 7 = 1. Mame-li na jedné strané kanalu jediné
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vybrané misto, musime toto jediné misto nutné spojit privozy se vsemi
vybranymi misty na druhé strané kanalu. Je tedy zfejmé, Ze hodnota T'[1, j]
je rovna souctu vSech vzdalenosti d(1, j) pro 1 < j < B a podobné hodnota
T[i,1] je rovna souctu vSech vzdélenosti d(i,1) pro 1 < i < A. Tyto
hodnoty spocitame nejlépe postupnym pricitanim délek pfivozi. Zacneme
od prvku T'[1,1] = d(1,1). Pro rostouci index j > 1 pak pocitdme

T[lvj] = T[Lj - 1] + d(lvj)

Obdobné postupujeme pii vypoctu hodnot T7[¢, 1].

Asymptotickd Casova sloZitost popsaného feSeni je O(AB). Pocitame
A - B prvku tabulky T, vypocet kazdého z nich zvladneme podle vyse
uvedeného vzorce v konstantnim ¢ase. Pfi omezeni hodnot A, B < 1000 to
predstavuje redlnou dobu vypodctu ve zlomcich sekundy. Pamétova slozitost
popsaného postupu vychézi rovnéz O(AB), coZ je velikost jediné datové
struktury 7" pouzité v Feseni.

Pravé popsané feseni si nyni ukdzeme zapsané v programovacim jazyce
Pascal:

program Privozyl;
{zakladni feSeni s dvojrozmé&rnou tabulkou T}

const Max = 1000; {po¢et vybranych mist na kaZdé strané kanalul}
var L: longint; {délka kanalu}

S: integer; {8ifka kanalu}

A, B: integer; {poé&et vybranych mist vlevo a vpravol}

aa, bb: array[l..Max]| of longint; {poloha vybranjch mist}
T: array[l..Max, 1..Max] of real; {sou&ty délek pfivozi}
i, j: integer;

function d(i, j: integer): real;
{po¢ita vzdalenost i-tého mista vlevo od j-tého mista vpravol}
begin
d := sqrt(sqr(s) + sqr(aa[i]—-bb[j]))
end; {function d}

function min(K, L, M: real): real;
{minimum ze t¥i redlnych &isell}
var Q: real;
begin
if K< L then Q := K else Q := L;
if M< Q then Q := M;
min := Q
end; {function min}
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begin

readln (L, S, A, B);

for i:=1 to A do readln(aa[i]);
for j:=1 to B do readln(bb[j]);

T[1,1]:=d(1,1);
{prvni f¥adek tabulky T}
for j:=2 to B do T[1,j]:=T[1,j—1] + d(1,j);
for i:=2 to A do {i-ty ¥fadek tabulky T pro i>=2}
begin
T[i,1]:=T[i-1,1] + d(i,1);
for j:=2 to B do {pocitame prvek T[i,jl}
T(i,j]i=d(i,j) + min(T[i-1,j], T[i,j-1], T[i-1,j—1]);
end;

writeln (T[A,B]:8:2) {vysledkem je hodnota T[A,Bl}
end.

Vsimnéte si, ze v uvedeném feseni tlohy pocitdme hodnoty prvka v ta-
bulce T postupné po fadcich a ze hodnoty prvkid v i-tém fadku zaviseji
pouze na hodnotach z pfedchoziho (i — 1)-tého Fadku, nikoliv na hodno-
tach z fadki vzdalenéjsich. Misto celého dvojrozmérného pole T, které
jsme uvazovali v odvozeni algoritmu, mizZeme proto pfi implementaci po-
uzit dvé jednorozmeérna pole, kterd budou vzdy pfedstavovat aktualni a
predchézejici fadek tabulky. Pamdtova slozitost naseho feSeni se tim vy-
razné snizi na O(B). Toto je bézny trik, ktery se pfi implementaci dy-
namického programovani casto vyuziva. Nepotfebujeme dokonce ani dvé
jednorozmérné pole, postadi ndm pouze jedno jednorozmérné pole U (a
k nému jesté pomocnd proménnd X), ve kterém budeme vzdy hodnoty
nové pocitaného i-tého fadku tabulky T' pfepisovat pres hodnoty predcho-
ziho (i — 1)-tého fadku. V pomocné proménné X si pfitom budeme vzdy
udrzovat hodnotu T[i — 1,5 — 1], kterd uz sice byla v poli U na indexu
j — 1 pfepsana hodnotou T'[¢, j — 1], ale my ji jesté budeme pot¥ebovat p¥i
vypoctu nésledujiciho prvku Tz, j].

Uvedenou pamétovou optimalizaci si ukédzeme ve formé upraveného pro-
gramu:
program Privozy2;

{optimalizace pamé&ti -
dvojrozmérnad tabulka T je nahrazena jednorozmérnym polem U}

const Max = 1000; {poCet vybranjych mist na kaZdé strané& kanalu}
var L: longint; {délka kanalul}

S: integer; {8ifka kanalu}

A, B: integer; {po&et vybranjch mist vlevo a vpravo}
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aa, bb: array[l..Max] of longint; {polohy vybranjch mist}
{soué&ty délek p¥ivozd = ¥adky tabulky T}

U: array[l..Max]| of real;

X, Y: real; A{pracovni pro zapliovani pole U}

i, j: integer;

function d(i, j: integer): real;
{po&ita vzdalenost i-tého mista vlevo od j-tého mista vpravo}
begin
d := sqrt(sqr(s) + sqr(aa[i]—-bb[j]))
end; {function d}

function min(K, L, M: real): real;
{minimum ze t¥i redlnjch <&isell
var Q: real;
begin
if K< L then Q := K else Q := L;
if M < Q then Q := M;
min = Q
end; {function min}

begin
readln (L, S, A, B);
for i:=1 to A do readln(aa[i]);
for j:=1 to B do readln(bb[j]
Ull]:=d(1,1);
for j:=2 to B do U[j]:=U[j—1] + d(1,j); {prvni fadek tabulky T}
for i:=2 to A do {i-ty ¥adek tabulky T pro i>=2}

begin

X := U[1]; A{zaznamenéme si T[i-1,1]1}

U[1l] := U[1] + d(i,1); A{prvek T[i,11}

for j:=2 to B do {poé&itame prvek TI[i,jl}

begin

~——

)

J) + min(U[j]» U[j_l}v X);

writeln (U[B]:8:2) {vysledkem je hodnota T[A,B]}
end.

Dosud jsme fesili zjednodusenou tulohu uréit pouze minimalni mozny
soucet délek vSech piivozil, které spojuji vSechna vybrand mista. Vratme se
nyni k puvodnimu zadani tlohy, kde bylo tikolem vypsat konkrétni dvojice
mist spojenych pfivozem v tomto optimalnim feSeni. K tomu pouzijeme
druhou dvojrozmérnou tabulku V' velikosti A x B prvki, kterou budeme
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vypliiovat soubézné s tabulkou 7. Pro ¢ > 2 a j > 2 se hodnota T7i, j]
poc¢ita jako minimum ze t¥i pfipadf, které mohou nastat. Do prvku Vi, j]
si pfi tom uloZime informaci, ktery z téchto t¥i pfipadt nastal. Je Gplné
jedno, jak si tuto informaci zakédujeme — muzeme pouzit tfeba hodnoty 1,
2, 3 jako v naSem ukézkovém programu. Hodnoty V[i,j]proi=1aj=1
dodefinujme odpovidajicim zptusobem. Po zaplnéni obou tabulek dokazeme
z udaji ulozenych v tabulce V' zpétné zrekonstruovat celé feSeni, tzn. urcit
vedeni tras jednotlivych piivozti. VypiSeme nejprve piivoz A — B spojujici
posledni vybrand mista po obou stranach kanalu a podle hodnoty V[A, B|
se pfesuneme do stavu V[A—1, B] nebo V[A, B—1] nebo V[A — 1, B — 1].
Tam postupujme obdobné, dokud nedojdeme az k ptivozu 1-1, ktery spo-
juje prvni vybrand mista po obou straniach kanalu. Podrobnéji je tento
postup predveden v zavéreéné programové ukazce. Také tento zpétny pri-
chod fizeny druhym polem V je naprosto ukazkovy postup, jaky se Casto
vyuziva pii feSeni tiloh dynamickym programovanim.

Provedena tprava algoritmu nic nezménila na asymptotické ¢asové slo-
Zitosti vypoctu O(AB). Tabulka V m4 stejné jako pole T velikost A x B a
kazdy jeji prvek ur¢ime také v konstantnim case. PTi zpétné rekonstrukci
tras vSech budovanych pfivoz uréime podle tdaji v tabulce V' kazdou
jednu trasu privozu v konstantnim case a jejich pocet bude jisté mensi nez
A+ B, kdy7 se zadné dvé trasy nesméji kiizit. Pamétova sloZitost algoritmu
je O(AB), coz je dano velikosti tabulky V. Jeji velikost nelze jednoduse
zredukovat tak, jako jsme to provedli u pfedchoziho feseni s tabulkou 7.

Na zavér si predvedeme feSeni celé tlohy i s vypisem nalezenych tras
pfivozt. Pro vétsi ndzornost vezmeme za zéklad vysledného programu nase
puvodni feSeni s dvojrozmérnou tabulkou 7', tedy bez zminované pamétové
optimalizace. Vzhledem k pfidané druhé tabulce V bude stejné pamétova
slozitost programu kvadraticka.

program Privozy3; {feSeni Privozyl doplnéné o urceni tras}

const Max = 1000; {pocet vybranjych mist na kaZdé strané& kanalu}
var L: longint; {délka kanalul}
S: integer; {8ifka kanalu}
A, B: integer; {poéet vybranjch mist vlevo a vpravo}
aa, bb: array[l..Max]| of longint; {polohy vybranjch mist}
T: array[1l..Max, 1..Max] of real; {soudty délek p¥ivozi}
V: array[l..Max, 1..Max] of byte; {ur&eni pozic p¥ivozt}

{hodnoty: 1 = snizit 1. soufadnici,
2 = snizit 2. sou¥adnici,
3 = sniZzit obé& soufadnice}

i, j: integer;
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function d(i, j: integer): real;
{poc¢ita vzdalenost i-tého mista vlevo od j-tého mista vpravo}
begin
d:=sqrt (sqr(s) + sqr(aal[i]—bb[j]))
end; {function 4}

function min(K, L, M: real; var Kde: byte): real;
{minimum ze t¥i redlnjch &isell}
{vystupni parametr Kde urcuje, kolikatyj parametr ji minimalni}
var Q: real;
begin
if K < L then begin Q:=K;Kde:=1 end else begin Q:=L;Kde:=2 end;
if M < Q then begin Q:=M; Kde:=3 end;
min := Q
end; {function min}

begin

readln (L, S, A, B);

for i:=1 to A do readln(aa[i]);
for j:=1 to B do readln(bb[j]);

T[1,1] := d(1,1);
for j:=2 to B do
begin
T[1,j] := T[1,j—-1] + d(1,j); V[1,j] = 2

end; {prvni fadek T}
for i:=2 to A do {i-ty ¥adek tabulky T pro i>=2}

begin

T[i,1l] := T[i—-1,1] + d(i,1); V[i,1]:=1;

for j:=2 to B do
{pocitame prvek T[i,jl, z&rovedn uréime V[i,jl}
T(i,j)i=d(i,j) + min(T[i-1,j],T[i,j-1],T[i-1,j—1],V[i,j]);

end;

i = A; j := B;
writeln (i, 27, j);
while (i>1) or (j>1) do
begin
case V[i,j] of
1: dec(i);
2: dec(j);
3: begin dec(i); dec(j) end
end;
writeln (i, .7, j)
end;
end.
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Variace a kombinace s omezenym
opakovanim

STANISLAV TRAVNICEK
Piirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Ve stéle zivé publikaci [1] rozebiraji autofi problematiku pojeti a naplné
vyucovani matematice jak z hlediska vyvoje védy, tak z hlediska tradic.
Pripominaji i typicky Skolské hledisko — vyucovat to, co se dd lehce nacvicit
a vyzkouset. Nez se této myslence nediveérivé usméjeme, nahlédnéme do
uc¢iva kombinatoriky.

Prvni uéivo a prvni vzorec ndm ¥ika, ze pocet V(k, n) k-Clennych variaci
z n prvka je

V(k,n)=n(n—-1)(n-2)...(n —k+1). (1)

V navazujicich tlohach se tvori vlajky z riznobarevnych pruhti a sestavuji
se ¢isla z riiznych cislic. Na variace navazuji logicky permutace se vzorcem

P(n) =n! (2)

V tlohach pak prehazujeme poradi napf. zakt nebo cvicenct, a tvorime i
skupiny raznych ¢islic.

Pokracuje se ufivem a vzorcem pro pocet K (k,n) vSech k-Clennych
kombinaci z n prvki

K(k,n) = (Z) (3)

V tlohach pak z celku vytvarime skupiny, u nichz nezalezi na poradi prvki.

Nyni prichéazeji pfipady, kdy nékteré prvky mohou byt stejné, resp.
7ze se mohou ve skupinich opakovat. Nejprve opét variace s libovolngm
opakovdnim, tj. vytvareni usporadanych k-clennych skupin z n prvki, pfi-
¢emz kazdy prvek se ve skupiné muze vyskytovat az k-krat (Ze nejvyse
k-krat, jak ¥ik4 udebnice, je samoziejmé, kdyz jde o k-¢lenné skupiny).
Pocet téchto variaci nam dava hezky vzorec

V'(k,n) = n*, (4)
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z néhoz pro k = n dostavame vzorec pro permutace s libovolnym opakova-
nim. V tlohdch se nezapomina na dilezity pfipad, kdy n = 2 (napf. nuly

a jednicky).
Pokracuje se permutacemi s omezenym opakovdnim, v nichz se jednot-
livé prvky mohou opakovat s riiznou zadanou Cetnosti k1, ks, ..., ky:

(k1 + ko4 -+ ky)! 5
kylko! . k! (5)

Oblibenymi Glohami jsou permutace pismen daného slova. Poslednim té-
matem jsou k-Clenné kombinace s libovolnygm opakovdanim z n prvka, pri-
¢emz kazdy prvek se ve skupiné miize vyskytovat az k-krat. Jejich pocet
je

P'(ky,koy. .. ky) =

K'(k,n) = (" +Z - 1). (6)

Téchto Sest vzorcit maji stfedoskolsti studenti nejen znat (dnes tedy ale-
spoti o nich v&dét), ale maji i poznat, ve kterém pt¥ipadé maji ktery vzorec
pouzit. Pokryvaji tyto vzorce vSechny pripady, které jsou v kombinatorice
(a zejména v praxi) mozné?

Uloha 1

Katka ma 6 listkd s pismeny; na dvou je O, na dvou P a dale m4 jednou
E a jednou L. Kolik rtznych ¢tyrhlaskovych slov muze ze svych pismen
slozit?

Reseni. Na tuto tilohu nelze pouzit z4dny z uvedenych Sesti vzorct. Jde
ziejmé o variace 4. t¥idy (T = 4) ze Sesti prvkt (N = 6), protoze u slova
zalezi na poradi pismen, pfitom vSak rizné prvky maji riiznou moznost
opakovéni. Jde tedy o pfipad, ktery lze oznacit jako variace s omezenym
opakovanim.

Pro nazornost zapiSme fetézec:

OOPPEL

Zjistéme, kolik variaci dostaneme. Vidime, ze je né€kolik moznosti podle
toho, co dana c¢tvefice obsahuje. Pfedné to mohou byt ¢tvefice z pismen
O O P P, kterych je podle vzorce (5)

, 4!
P1:P(2,2):ﬁ:6.

Pak vezméme pfipad, kdy ve slové bude cela jedna dvojice (jsou dvé moz-
nosti — OO nebo PP) a k tomu dvojice zbyvajicich pismen po jednom,
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podle (1) je téchto dvojic 3 - 2 = 6. Téchto pfipadi je proto

41
Py=2-P(21,1)-3-2=2- 5 -6="72

Zbyva pripad, Ze mame 4 riznd pismena, téchto moznosti je podle (2)
Py =P(4) = 4! = 24.
Celkovy pocet slov je
P=P +Py+Py=6+72+ 24 = 102.

Vidime, Ze na citovaném vyroku z knihy [1] néco je: na pfipady, jako je
tento z nasi ilohy 1, nemame vzorecek a tak se jimi pfi vyuce matematiky
nezabyvame; pritom okolnost, Ze mame ruznych véci ruzny pocet, je v praxi
docela prirozena. Ukéazali jsme, Ze se témto pripadiim vyhybat nemusime,
staci provést roztiidéni riznych moznosti a v kazdé té tfidé pouzit vhodny
z vysSe uvedenych vzorcu.

S urcenim poctu variaci s omezenym opakovanim i s jejich vypisem si
dobfe dovede poradit vypocetni technika, tedy vhodny pocitacovy pro-
gram. Ucitel matematiky, ktery znéd zaklady programovani, si pro svou
potfebu mize takovy program sestavit. Je samoziejmé, ze algoritmus pro-
gramu nesleduje nutné nase lidské uvazovani, ale ze zasoby svych znalosti
zvolime takové prostredky, které jsou pro pocita¢ jednodussi a vhodnéjsi;
rekurze pouzita v nésledujicim programu VarOmOp — je vSak lidskému po-
stupu blizkd (permutace zde bereme jako zvlastni pfipad variaci, kdyz se
t¥ida variace shoduje s po¢tem vsech prvki). Jezto nds nezajimé jen pocet
variaci, ale i samotné variace, zjisti na§ program pocet variaci tak, ze je
prosté vSechny vytvoii a vypise ,,podle abecedy* stanovené zadanim. V na-
Sem pftipadé plati abeceda, v niz je potadi pismen dané zadanim tlohy 2,
symbolicky O < P < E < L. Uvedme zac¢atek hledaného vypisu:

OOPP, OOPE, OOPL, OOEP, OOEL, OOLP,
OOLE, OPOP, OPOE, OPOL, OPPO, ...

Vidime, ze kdyz pismena nejsou usporadana podle tradi¢ni abecedy, vy-

zaduje vypis podle dané docasné abeced od ¢lovéka velkou pozornost.
N4&S program nacte fetézec C' znakl (jehoz maximalni délka je 8), a

tvori tiidy o délce T'. Vytvoreni vSech variaci zafizuje procedura Vytvor
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(Vytvor) se dvéma fetézcovymi parametry A, B: do prvniho se postupné
skladaji vytvarené variace, ze druhého se postupné cerpaji potiebné znaky,
tj. na pocatku je Fetézec A prazdny a v B je cely nac¢teny fetézec C. V pri-
béhu prace, pokud je do A pridan i-ty znak z B, je pro dalsi krok rekurze
(pro pfipojeni dalsiho znaku) tento znak z fetézce B vypustén, protoze uz
byl pouzit. Kdyz ma fetézec A délku T, je dana variace vytvorena a tiskova
procedura ji vytiskne. Ta rovnéz zaridi, ze se béh programu po kazdych
tficeti variacich zastavi, aby si uzivatel mohl vytvofené variace prohléd-
nout (kazd4 variace je opatfena pofadovym ¢islem) a pro prehlednost je
na obrazovce vyuzito barevného odliSeni rtznych fazi préce.

program VarOmOp;
uses Crt;

const
MaxN = 8;
BNad = yellow+16%red;
BInf = lightgreen;
BVst = white;
BVys = yellow;
var
C: string;
K, T, N, Radek: Integer;

procedure Tiskni(Q: string);
var I: Integer;
begin

TextAttr := BVys;

Inc (Radek);

for T := 1 to T do Write(’ ’,Q[I]);
TextAttr := Blnf;

Write(> 7, Radek);

if (Radek mod 30 = 0) then

begin

GotoXY (2,20);
Write (’Enter’);
ReadLn
end;
GotoXY (143%(T+1)*((Radek mod 30) div 10),9+(Radek mod 10));
end; {Tisknil}

procedure Vytvor (A, B: string);
var

J: Integer;
begin

if Length(A) >= T then Tiskni(A)
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else
for J := 1 to Length(B) do
if Pos(B[J], B) = J then
Vytvor (A + B[J], Copy(B,1,J—-1)+Copy(B,J+1, N));
end; {Vytvor}

begin {program}
ClrScr;
WriteLn; TextAttr := BNad;
WriteLn (’Variace s omezenym opakovanim znaku retezce’);
WriteLn; TextAttr := Blnf;

WriteLn ( ’Kazdy znak zadej tolikrat , kolikrat se muze opakovat’);

WriteLn; TextAttr := BVst;
Write (’Vstupni retezec (nejvyse ’,MaxN,’) znaku:’);
ReadLn(C);

N := Length(C);

if N > MaxN then N := 2;
Write (> Trida variace: 7);
ReadLn(T);

if T > N then T := 1;
WriteLn; TextAttr :=
Radek := 0;

GotoXY (1,9);
Vytvor(’’, C);

for K := 1 to T+2 do Write(’ *7);
GotoXY (2,20);

BVys;

TextAttr := BlInf;
WriteLn ( ’Konec. ’);
ReadLn

end. {progran}

Pokud pfi spusténi programu volime T rovno délce Fetézce, dostaneme
vypis vSech permutaci.

Nyni se zabyvejme kombinacemi s omezenym opakovanim.

Uloha 2

V cyklistické staji jsou 3 Francouzi, 2 Spanélé, 2 Holandané, 1 Belgi¢an
a 1 Cech. Kolika zptisoby, pokud jde jen o ndrodnosti, lze pro piisti zavod
sestavit péticlenny tym?
Reseni.

M4 se tedy stanovit pocet kombinaci 5. t¥idy z péti riznych prvka
s omezenym opakovanim (tj. prvkd je sice 9, ale nékteré jsou navzijem
shodné). Stejné jako pii feseni tlohy 1 lze i zde ziskat FeSeni rozt¥idénim
na rizné moznosti. Ozna¢me narody F, S, H, B, C a déle X, Y, Z necht jsou
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navzajem ruzné narody. Pak mizeme postupné v jednotlivych pripadech
skladby tymu zjisfovat pocet moznosti, napiiklad takto:

a) 3F + 2 X (X je S nebo H) 2 (FFFSS, FFFHH)
b) 3F + X +Y 6 (X, Y — dva narody ze ¢tyr)
c) 2X +2Y + Z 3x3=9

(tfemi zptlisoby se vytvori dvojice, tfemi zptlisoby se tym doplni)
d)2X+Y+Z+4+U 3x4=12

(mohou byt t¥i rtizné dvojice, a ze zbyvajicich ¢ty narodu se vzdy
jeden vynechd)

e) X+Y+Z+U+V 1 (z&vodnici riznych nérodir)

Celkem je 30 moznosti.

Program KomOmOp pro vypocet poctu kombinaci s omezenym opakova-
nim a vypis vSech takovych kombinaci se od pfedchoziho VarOmOp samo-
ziejmé odlisuje. Napfiklad misto dvanacti variaci OOPE, OOEP, OPOE,
OPEO, OEOP, OEPO, POOE, POEO, PEOO, EOOP, EOPO, EPOO
dostaneme jedinou permutaci. Je proto tieba, aby se jiz jednou vytvofena
a vytisténa permutace nedostala do vystupu znovu.

Zvolili jsme zde jiny postup, kdy tvorime N-tice nul a jednicek, v nichz
je pravé T jednicek (viz pole B), coz kontroluje procedura Pocet1. K jejich
vytvareni je pouzita rekurzivni procedura VytvorO1. Tiskova procedura
navic kontroluje, aby dand kombinace byla zapocitana a vytisténa jen jed-
nou. Uprava obrazovky je podobna jako u pfedchoziho programu s tim,
ze vysledky jsou ve dvou sloupcich po 15 (jezto jsme zvolili jsme vétsi
MaxN = 10).

program KomOmOp;
uses Crt;

const
MaxN = 10;
BNad = yellow+16%red;
BInf = lightgreen;
BVst = white;
BVys = yellow;
var
T, N, P, R, Radek: Integer;
C: string;

A: array[l..MaxN| of Integer;
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procedure Tiskni;
var Q: Integer;
begin
TextAttr := BVys;
Inc (Radek);
for Q := 1 to N do
if A[Q] = 1 then Write(’ *,C[Q]);

TextAttr := Blnf;
Write(> ’,Radek);

if Radek mod 30 = 0 then
begin

GotoXY (2,20);
Write (’Enter ’);
ReadLn
end;
GotoXY (1+3%(T+1)*((Radek mod 30) div 15),9+(Radek mod 15));
end;

procedure Rozhodni;
var
J, L: Integer;
Tisk: Boolean;
begin
Tisk := true;
J = 1;
repeat
if A[J] = 1 then
begin
for L := 1 to J do
if (C[L] = C[J]) and (A[L] = 0) then
Tisk := false
end;
Inc(J)
until (J > N) or not Tisk;
if Tisk then Tiskni
end; {Rozhodni}

procedure Pracuj(K, P: Integer);
var I, S: Integer;

begin
if K <= N then
begin
if P <= T then
begin
A[K] = 1;
Pracuj (K+1,P+1)
end;
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A[K] := 0;
Pracuj (K+1,P)
end
else
if P =T then Rozhodni
end; {Pracuj}

begin {program}
ClrScr; WriteLn;
TextAttr := BNad;
WriteLn (’ Kombinace s opakovanim znaku retezce ’);
WriteLn; TextAttr := Blnf;
WriteLn (’ Kazdy znak zadej tolikrat ,

kolikrat se muze opakovat.’);

WriteLn; TextAttr := BVst;
Write (> Vstupni retezec ’);
TextAttr := Blnf;
Write(’(nejvyse ’,MaxN,’ znaku): ’);
TextAttr := BVst;
ReadLn(C);
N := Length(C);
if N > MaxN then N :=2;
Write (> Trida kombinace: ’);
ReadLn(T);
if not (T in [1..N]) then T := 1;
WriteLn; TextAttr := BVys;
Radek := 0;
GotoXY (1,91);
Pracuj(1,0);
for R := 1 to 2+T45 do Write(’*’);
GotoXY (2,20);

TextAttr := Blnf;
WriteLn ( ’Konec. ’);
ReadLn

end. {program}

Mize se zdat, ze zbyva jesté jeden nefeseny pripad, a to, Zze nékterych
prvki mame libovolny pocet a jinych jen omezeny pocet. Ten vSak lehce
pfevedeme na pfedchozi, staci, kdyz prvky, kterych mame libovolna po-
¢et, zapiSeme do fetézce v po¢tu T'. Pokud ucitel matematiky p¥i probirani
kombinatoriky pfijme do vyuky (asponi jako zajimavost) i pfipady omeze-
ného opakovani, miZze zde uvedené programy pouzit ke kontrole vysledkii.

Literatura

(1] Fischer, R. — Malle, G.: Clovék a matematika. SPN, Bratislava, 1992.
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ZPRAVY

9. Stfedoevropska matematic-
ka olympiada

M [E [M] [L]

9th MIDDLE EUROPEAN MATHEMATICAL OYLMPIAD

SLOVENIA 2015

Devaty roc¢nik Stfedoevropské mate-
matické olympiddy (MEMO) se konal ve
dnech 25.—31. srpna 2015 ve slovinském
Koperu. Soutéze se tradicné ucastni Ra-
kousko, Chorvatsko, Ceské republika, Né-
mecko, Madarsko, Litva, Polsko, Sloven-
sko, Slovinsko, Svycarsko — celkem 60 sou-
tézicich z 10 zemi.

Cesky tym byl sestaven z téchto zaki:
Filip Bialas (6/8 G Opatov, Praha 4), Voj-
téch Lukes (7/8 G Ludka Pika, Plzen),
Jan Petr (6/8 G Jana Keplera, Praha 6),
Daniel Pistak (7/8 G Christiana Dop-
plera, Praha 5), Lucien Sima (7/8 PORG,
Praha 8), Jan Sorm (7/8 G Brno, ttida
Kapitana Jarose 14). Vedoucimi ¢eského
tymu byli doc. RNDr. Jaroslav Zhouf,
Ph.D., z FIT CVUT v Praze a PhDr. Lu-
cie Ruzickova, Ph.D., z Gymnézia Chris-
tiana Dopplera v Praze.

Vlastni soutéz se konala ve dvou dnech.
Prvni den probéhla na Pedagogické fakulté
Univerzity na Primorskem v Koperu indi-
viduélni soutéz, v niz zaci fesili po jedné
uloze z algebry, kombinatoriky, geometrie
a teorie Cisel. Druhy den se konala na jedné
z koperskych zakladnich skol tymova sou-
téz, v niz kazdy tym fesil osm tuloh, po
dvou ze stejnych oblasti jako v soutézi jed-
notlivci.

Kromé samotné soutéze se v dobé volna
mohli zaci podivat do hlavniho slovinského
mésta Ljubljany a do krasného jeskynniho
komplexu Postojna.

Na zavér pobytu v Koperu se konalo
slavnostni vyhlaseni vysledkt. V individu-
alni soutézi bylo udéleno 6 zlatych, 9 stri-
brnych a 18 bronzovych medaili. Jednim
z drzitelt zlaté medaile byl také nas Filip
Bialas, ktery ztratil pouze jeden bod z ma-
ximalniho souctu a se ziskem 31 bodu ob-
sadil délenou 3. pricku. Jan Petr a Jan
Sorm byli ocenéni ¢estnym uzndnim za
uplné vyteseni jedné soutézni tlohy. V ty-
mové soutézi skoncil ¢esky tym na 7. misté
s celkovym ziskem 36 bodu.

Podrobnéjsi informace mohou zajemci
nalézt na oficidlnich strankach 9. MEMO
(http://memo2015.dmfa.si).

Na zavér uvadime texty vSech soutéz-
nich dloh. V zavorce je uvedena zemé,
ktera tlohu navrhla.

Soutéz jednotlivea
(27. srpna 2015)

Priklad I-1

Najdéte vSechny surjektivni funkce
f: N — N takové, ze pro vSechna kladna
cela ¢isla a a b plati pravé jedna z nasle-
dujicich rovnosti:

fla) = f(b),
f(a+b) =min{f(a), f(b)}.

Poznamka. N oznaCuje mnozinu vSech
kladnych celych ¢isel. Funkci f: X — Y
nazyvame surjektivni, jestlize pro kazdé
y € Y existuje z € X takové, ze f(z) =y.
Priklad I-2

Necht n > 3 je celé &islo. Vnitrni h-
lopTicka jednoduchého n-uhelniku je ihlo-
pricka, ktera celd lezi v tomto n-tthelniku.
Oznaéme D(P) pocet vSech vnitinich th-
lopficek jednoduchého n-thelniku P a
ozna¢me D(n) nejmensi moznou hodnotu
D(Q), kde Q je libovolny jednoduchy n-
thelnik. Dokazte, ze zadné dvé vnitini
thlopricky jednoduchého n-thelniku P se
neprotinaji (pfipadné se protinaji pouze
ve spoleéném krajnim bodg), pravé tehdy
kdyz D(P) = D(n).
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Poznamka. Jednoduchy n-uhelnik je mno-
hothelnik s n vrcholy, ktery sam sebe ne-
protind. Mnohothelnik neni nutné kon-
vexni.
Priklad I-3

Necht ¢tyithelnik ABCD je té&tivovy.
Necht bod E je prusecikem piimek rovno-
béznych s AC' a BD prochéazejicich po fadé
body B a A. Pfimky EC a ED se proti-
naji s kruznici opsanou trojuhelniku AEB
dale po fadé v bodech F' a G. Dokazte, ze
body C, D, F a G lezi na jedné kruznici.
Priklad I-4

Najdéte vSechny dvojice kladnych ce-
lych ¢&isel [m,n], pro kterd existuji vzé-
jemné nesoudélnd celd cisla a a b vétsi
nez 1 takova, ze

am 4 bm
an + br

je celé cislo.

Soutéz druzstev
(28. srpna 2015)

Priklad T-1

Dokazte, ze pro vSechna kladnd realna
¢isla a, b, c takova, ze abc = 1, plati nasle-
dujici nerovnost:

a b c a? + b2 +¢?

2b+02+2c+a2+2a+b2\ 3

Piiklad T—-2
Urcete vSechny funkce f: R\ {0} —
— R\ {0} takové, ze

F@?yf (@) + f(1) = 2°f(2) + f(y)

plati pro vSechna nenulova realna cisla x
avy.
Priklad T-3

V fadé stoji n studentd na pozicich
od 1 do n. Zatimco se ucitel diva jinam,
néktefi studenti zméni své pozice. Kdyz
se ucitel podiva zpét, studenti opét stoji
v fadé. Jestlize student, ktery byl ptivodné
na pozici 4, je ted na pozici j, fekneme, ze
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se tento student pfemistil o |¢ — j| krokd.
Urcete nejvétsi mozny soucet kroku, kte-
rého mohou vsSichni studenti dosdhnout.
Priklad T4

Necht N je kladné celé cislo. V kaz-
dém z N? jednotkovych é&tvercti tabulky
N X N je zakreslena jedna z jeho dvou uh-
lopiicek. Zakreslené uhlopricky rozdéluji
tabulku N X N na K oblasti. Pro kazdé
N urcete nejmensi a nejvétsi moznou hod-
notu K.

Priklad pro N =3, K =7
Priklad T-5

Necht ABC' je ostrothly trojthelnik,
kde |AB| > |AC|. Dokazte, ze existuje
bod D s nasledujici vlastnosti: jestlize dva
ruzné body X a Y lezi ve vnitini oblasti
trojuhelniku ABC' tak, ze body B, C, X
a Y lezi na jedné kruznici a plati
[LAXB|—|<LACB| = |KLCY A|—|<LCBA],
pak pfimka XY prochazi bodem D.
Priklad T—6

Necht I je stfed kruznice vepsané troj-
uhelniku ABC, kde |AB| > |AC|, a necht
pfimka Al protina stranu BC v bodé D.
Predpokladejme, ze bod P lezi na tsecCce
BC aplati |PI| = |PD|. Dale necht bod J
je obrazem bodu I v osové soumérnosti ur-
éené osou usecky BC a necht Q je dalsi
prusecik kruznic opsanych trojahelnikim
ABC a APD. Dokazte, ze

[LBAQ| = [ CAJ|.

7



Priklad T-7
Najdéte vsechny usporadané dvojice
kladnych celych ¢isel [a, b] tak, ze

al +b! = ab + b®.

Priklad T-8
Necht n > 2 je celé ¢islo. Urcete po-
Cet kladnych celych cisel m takovych, ze
m < nam?+ 1 je délitelné &islem n.
Jaroslav Zhouf

Piehled predeslych roé¢nika MEMO:
8. MEMO - 2014: Dresden, Némecko,
http://memo2014.de

7. MEMO - 2013: Veszprém, Madarsko,
http://memo2013.mik.uni-pannon.hu

6. MEMO — 2012: Solothurn, Svycarsko,
http://www.imosuisse.ch/memo2012

5. MEMO - 2011: Varazdin, Chorvatsko,
http://memo2011.math.hr

4. MEMO - 2010: Zilina, Slovensko,
http://memo02010.skmo.sk
3. MEMO - 2009: Poznan, Polsko,

http://www.memo2009.wmi.amu.edu.pl
2. MEMO - 2008: Olomouc, CR,
http://kag.upol.cz/memo/

1. MEMO - 2007: Eisenstadt, Rakousko,
http://www.oemo.at/en/info/memo.php

TYi dny s matematikou
(Usti nad Orlici 2015)

Ve dnech 4.-6. 11. 2015 probéhla na
SS automobilni v Usti nad Orlici tradiéni
konference TFi dny s matematikou. Témér
sto uciteld matematiky stfednich odbor-
nych skol a ucilist zde vyslechlo prednasky
a rozvinulo své didaktické schopnosti v dil-
nach.

Konferenci zahajil teditel skoly Ing.
Petr Vojtéch, poté tucastniky pozdravil
Mgr. Martin Kiss, vedouci odboru kul-
tury a Skolstvi Pardubického kraje. Za or-
ganizatory vystoupili Mgr. Frantisek Pro-
chdzka za Pardubickou pobocku JCMF

a Mgr. Ales Odehnal, zastupce feditele

skoly a predseda organiza¢niho vyboru.

Poté ucastnici absolvovali nékteré z téchto

pracovnich dilen:

— Prof. RNDr. Josef Molnar, CSc.: Jak
pocitali nasi predkové,

— PaedDr. Josef Lindauer: Kombinato-
rika pro trojkare,

— Jakub Stransky: Software Techambi-
tion,

— RNDr. Sarka Gergelitsova, Ph.D.: Geo-
gebra.

Na vecCer byl pripraven seznamovaci
program v jidelné skoly.

Ve ¢tvrtek dopoledne probihalo druhé
kolo dilen:

— PaedDr. Josef Lindauer: Statistika —
chyby, omyly, a klamné triky statistiky,

— Mgr. Vladimir Pancocha: Matematiku
umim naucit i medvéda,

— Mgr. Martin Grygar, Ph.D.: Aktual-
nost sporu o univerzalie a védecké en-
tity, projekce dokumentu o N. Bohrovi.
Odpoledne byly pfipraveny dvé pied-

nasky:

— Doc. PaedDr. Petr Eisenmann CSc.:
Tvorivé pfi feseni uloh ve skolské ma-
tematice,

— RNDr. Dag Hruby: Rizika neoliberal-
niho pfistupu ke vzdélavani.

V zavéru odpoledniho programu infor-
movali o testovani 5. a 9. t¥id ZS, pfijima-
cich zkouskach na maturitni obory SS a
statni maturité a na dotazy odpovédéli re-
ditel Centra pro zjistovéni vysledkd vzdé-
lavani Ing. Jird Zika a PhDr. Eva Ridkd,
CSc. a Mgr. Dana Tomandlovd.

Ucastnici  spoleenského vedera si
pak vyslechli prednasku doc. Arne Vrb-
ského, M.M. ze Zemédélské akademie
Griinfeld, ktery pritomné seznamil se za-
kladnimi aplikacemi turbodidaktiky.

V patek dopoledne nésledovalo po-
sledni kolo dilen:

— Prof. RNDr. Jarmila Novotna CSc.:
Charakteristika a ukazky dobrého vy-
ucovani,
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— PaedDr. Josef Lindauer: Kombinato-
rika pro trojkare,

— Mgr. David Brebera:
hratky a hlavolamy,

— Mgr. Jifi Houser: O nékterych hodno-
tach nékterych goniometrickych funkci.
Pied polednem se za SUMA JCMF

s ucéastniky rozlou¢il Mgr. Miroslav Sta-
nek.

V pribéhu konference pracovnici na-
kladatelstvi Prometheus, Fraus a Didak-
tis nabizeli uc¢itelim publikace a ucebnice
matematiky a fyziky.

Matematické

Podékovani patii Ing. Petru Vojte-
chovi, fediteli SS Automobilni v Usti nad
Orlici, a za perfektni pfipravu a organizaci
konference vSem organizatorim, v cele
s Mgr. Alesem Odehnalem, Mgr. Dagmar
Pribylovou a Mgr. Andreou Jirouskovou.

Miroslav Stanék

LITERATURA

Ptibéh matematiky od zrodu
prvnich ¢isel k teorii chaosu

Je to véda? Je to uméni? Mozna oboji,
moznd néco uplné jiného. Matematika

stoji stranou vsSech ostatnich tspéchu clo-
véka, je to styény bod mezi rozumem a fan-
tazii, kde je skutecné a neskutecné doko-
nale usporadano. Historie obecné je neko-
necny piibéh zmeény, kdy myslenky vzkvé-
taji a upadaji, kultury vladnou a pak mi-
zeji, jednu hodnotu nahrazuje jina. Ne tak
v matematice. Jakmile matematik dokaze
pravdivost svého tvrzeni, nemiize byt vy-
vraceno.

Matematika se neobjevila najednou a
plné rozvinuta, ale méa dlouhou a slav-
nou historii s velkym vlivem na vyvoj lid-
ské kultury. V prubéhu své evoluce do
pocatku 21. stoleti prostoupila vSemi ob-
lastmi védecké aktivity — sehrava neoce-
nitelnou roli v biologii, fyzice, chemii, eko-
nomii nebo inZenyrskych oborech. Vsechny
technické a technologické triumfy moderni
doby jsou na ni zavislé. Prakticky vSechno,
co nyni povazujeme za samoziejmost, od
televize po mobilni telefony, od obfich
letadel po satelitni naviga¢ni systémy, od
jaderné energetiky po lékaiské vySetfovaci
pristroje, spoléha na matematiku.

Pokrok v matematice neni zalozen jen
na novych revolu¢nich myslenkéach, které
zcela vyvraceji ty staré, na néz se pak
zapomene. Jde spiSe o pribéh, jak se ke
starym, ale tctyhodnym pravdam pripo-
juji myslenky novéjsi, které svét matema-
mnoha brilantnich jedinci béhem staleti,
matematika tak rozsahly obor, Ze neni
mozné, aby ji kdokoli zvladl v celé jeji Siri.

Netnavny popularizator matematiky
Ian Stewart, britsky matematik, emeritni
profesor na univerzité ve Warwicku, ¢len
Krélovské védecké spole¢nosti, zaujima
predni misto mezi vyznamnymi svétovymi
védeckymi kapacitami, které se vedle své
vyzkumné a ucitelské prace vénuji popu-
larizacni literarni tvorbé. Je autorem vice
nez 140 odbornych ¢lanku (zabyva se te-
orii katastrof, biomatematikou, problémy
na pomezi ¢isté a aplikované matematiky)
a nékolika desitek knih, které si oblibili i
ti, pro néz byla matematika no¢ni murou.
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Zasluhou nakladatelstvi Dokofan a
Academia jsou pieklady knih Iana Ste-
warta vydavany i u nas (Cisla ptirody, Od-
sud az do nekonecna, Jak rozkrijet dort,
Hraje Buh kostky?, Kabinet matematic-
kych kuriozit profesora Stewarta, Truh-
lice matematickych poklada profesora Ste-
warta, Matematika zivota). Tento vycet do
Cestiny prelozenych knih nyni rozsirilo na-
kladatelstvi CPress ve spole¢nosti Alba-
tros Media vydanim autorovy préace z roku
2008 (ve zdafilém autorizovaném prekladu
Zdenka Kubika) nazvané ,Kroceni neko-
necna — pribéh matematiky od prvnich ¢i-
sel k teorii chaosu“ (Brno, 2014, ISBN 978-
80-264-0295-4).

Kniha predstavuje jedine¢nou exkurzi
do historie matematiky, tvofené vyznam-
nymi objevy, jez zasadnim zpusobem
ovlivnily spole¢nost a zménily kazdodenni
zivot ¢lovéka. Svym pfimocarym a i pro
matematické laiky pochopitelnym jazykem
(bez pouziti komplikovanych vzorct) na-
bizi autor ptfibéh minulosti a vyvoje ma-
tematiky. Celé vypravéni je v ramci jed-
notlivych kapitol, fazenych podle témat,
zhruba chronologické. Kazda ze dvou de-
sitek kapitol zacind pohledem do minu-
losti a sleduje milniky, které se objevily
s vyvojem predmétu v Case. Ve vypravéni
jsou uvedeny piibéhy a ¢iny nejproslulej-
Sich matematikt — kazdy z nich se vztahuje
k urcité hodnoté, zavaznému problému ¢i
k objevu, ktery zménil nas zptsob chapani
svéta i naseho mista v ném.

Struéné z obsahu: Zetony, zafezy a ta-
bulky (Zrod ¢&isel) — Logika tvaru (Prvni
kroky v geometrii) — Symboly a éisla (Od-
kud pochéazeji naSe ¢iselné symboly) —
Kouzlo neznamé (Znacka X) — Véné troj-
uhelniky (Trigonometrie a logaritmy) —
Kiivky a soufadnice (Geometrie je algebra
a algebra je geometrie) — Vzory v ¢islech
(Pocatky teorie ¢isel) — Systém svéta (Vy-
nalez infinitezimalniho poctu) — Pfirodni
zdkony (Formulovani fyzikalnich zakon) —
Nemozné hodnoty (Mohou mit zdporna
éisla druhé odmocniny?) — Pevné zéklady
(Cesta za smyslem infinitezimalniho po-

étu) — Nemozné trojuhelniky (Je Eukli-
dova geometrie jedind mozna?) — Vzestup
symetrie (Jak nefesit rovnici) — Algebra
dospiva (Cisla poskytuji cestu ke struk-
turdm) — Geometrie gumové blany (Kva-
lita vitézi nad kvantitou) — Ctvrta dimenze
(Geometrie z jiného svéta) — Tvar logiky
(Postaveni matematiky na dosti pevné za-
klady) — Jak pravdépodobné to je? (Raci-
onélni p¥istup k ndhodé&) — Chroupéani ¢&i-
sel (Pocitaci stroje a vypocetni matema-
tika) — Chaos a komplexita (I odchylky
tvoii vzory). Podtéma knihy predstavuje
praktické vyuziti matematiky na fadé vy-
branych prikladi z raznych oblasti lidské
¢innosti jak z minulosti, tak z dneska.

Jednou ze spolecnych charakteristik
matematikl je jejich vasen pro uplnost —
ono nutkani vracet se pfi objasnovani své
préace k zakladnim principiim. Ctenaii ma-
tematickych textd se kvili tomu musi
Casto prokousat mnozstvim stranek ruz-
nych matematickych souvislosti a okol-
nosti, nez se dostanou k tomu, co vlastné
autor zjistil. Tvurce této publikace se
tomu vyhnul, vSechny pasaze knihy jsou
vétsinou kratké a prehledné zpracované.
Format zpracovani celého textu, proloze-
ného Cetnymi ndkresy, dovoli ponotit se
pfimo do daného tématu, aniz bychom se
museli probirat dlouhym povidanim. Pro
zajemce o hlubsi studium dané proble-
matiky je na zavér uveden seznam do-
porucené literatury — prevazné v anglic-
tiné psané knihy, casopisecké i internetové
¢lanky.

I kdyz se to na prvni pohled nezd4, ma-
tematika popisuje a studuje stavbu celého
naseho svéta, ridi se logikou lidského mys-
leni a jeji cesta vede tam, kde to potfeby
lidi vyzaduji. Vsichni se ¢asem setkdme
s novymi jevy a novymi problémy, ale ma-
tematika, kterou si lidé vytvorili, si s nimi
bude schopna poradit. Jeji vnitini poza-
davky vSak stéale simuluji nové myslenky
a teorie, proto mnoho dulezitych dohadt
zustava nevyfteSeno, ale matematikové na
nich trpélivé pracuji.

Bohumil Tesarik
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