MATEMATIKA

Polibky kruznic:
Jakob Steiner, 2. ¢ast

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Predstavme si n kruznic v roviné takovych, ze kazda z nich se vné do-
tyka vSech ostatnich. Pokud je n = 2 nebo n = 3, lze jejich poloméry zvolit
libovolné. Pro n = 4 jsou v8ak poloméry kruznic kq(O1;71), k2(O2;72),
k3(O3;73) a ka(Oy;r4) vazany vztahem, ktery bez diikazu uvedl roku 1643
René Descartes v dopisu Alzbété Falcké. V tomto ¢lanku se sezndmime
s nejstarsim znamym odvozenim této Descartesovy véty o kruznicich z pu-
blikace [2]. Pochazi z roku 1826 a jeho autor, Svycarsky geometr Jakob
Steiner, provedl navic podrobnou analyzu vSech konfiguraci ¢tyf navza-
jem se dotykajicich kruznic.

UvaZzujme situaci na obr. 1 a stejné jako Steiner hledejme polomér ry
za predpokladu, Ze jsou dany hodnoty 71, r2 a 73. Oznacme h; vysku
z vrcholu O; v trojihelniku 010203 a p; vzdalenost stfedu Oy od té
strany trojuhelniku, kterd neobsahuje vrchol O;. Z piedchoziho ¢lanku
vime'), Ze pro vzdélenosti hy a p; plati

P (1)

21
T4 1

Steiner tuto rovnost prepsal na tvar

P (i 3)
hl_r4 T1+h1 ’

DViz [1], vztah (8) pro druhou konfiguraci.
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ktery secetl se dvéma dalsimi vztahy, ziskanymi cyklickou zaménou:

PL | P2 | D3 ( 1 1 1 2 2 2 )
S 2=yt =+ —F—+—). 2
Wi he ' hs \e Ty rs  hn hg ®
Jako samoziejmost uvedl, Ze levad strana rovnosti (2) je rovna jedné.
Tento fakt, znAmy dnes spiSe znalcim tdloh z matematickych olympiad,
odvodime.

0, 0, PIA 0s

Obr. 1 Vzajemné dotyky Ctyf kruznic, prvni situace

Na obr. 2 je znovu znazornén trojuhelnik O;0203. Rovnobézky s jeho
stranami sestrojené v bodé O, ohranicuji spolu s témito stranami troj-
ﬁhelniky O4M1N1, M204N2 a M3N304 pOdObI’lé trojflhelniku 010203.
Koeficienty podobnosti, které ptevadi trojuhelnik 0102035 na tyto troja-
helniky jsou

U1 21 T

= , k a ks=
0:Qs]” " 02Qs] 57 10.Q4]

7 rovnobézniku 02M104N3 a N103N204 plyne Y1 +z1+x1 = |0203‘
Odtud k; + ko + k3 = 1. Dosazenim k; = p;/h;, kde i € {1,2,3}, do

k1
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posledniho vztahu zjistime

O, Y M N N A 0,

Obr. 2 K odvozeni vztahu (3)

Substituci (3) ve vztahu (2) a délenim obou stran velikosti poloméru 74
Steiner dale obdrzel
1 1 1 1 2 2 2
( + ). (4)
hi  ha hs
Dvojnasobek obsahu trojuhelniku 010203 lze vyjadrit pomoci Heronova

vzorce nebo jako souéin |O203] - hi. Rovnost obou vyjadieni pfedstavuje
po upravé vztah

T4 1 T2 T3

2\/7”17’27"3(7‘1 + ) + 7’3) = (7’2 + 7’3)h1.

Odtud plyne

2 ro+ 73

hi \frirers(ri + 12 +13) .
Steiner tento vztah, spolu s dalsimi dvéma vztahy vzniklymi cyklickou
zdménou, dosadil do (4) a po Gpravé dostal

1 1 1 1 ri+ro+r
=449, /#,
T4 T1 T2 T3 T1T2T3
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resp.

1 1 11 1 1 1
=+++2-\/ +—+ (5)

T4 T1 T2 T3 172 T2r3 T37“1'

Zkoumal téz situaci, v niz ma étvrta kruznice, ozna¢me ji kj(O};r}),
vnéjsi dotyk s kruznicemi k1, ko a k3 (obr. 3). Jak jiz z [1] vime, je to tfeti
Pappova konfigurace kruznic. Proto rovnost (1) nahradil vztahem

D1 hy

d_o_
T4 1

a analogicky pak ziskal rovnost

1 1 1 1 1 1 1
S =———— =42 \/ b — (6)
r17T2 Tr2r3 3Ty

Obr. 3 Vzajemné dotyky Ctytr kruznic, druha situace

Steiner pocital pouze s kladnymi poloméry kruznic. Nepripoustél moz-
nost pfitazeni zaporného znaménka poloméru nékteré kruznice. Proto byly
jeho dalsi tivahy ponékud zdlouhavé. Musel situaci s kruznici k4 odlisit od
situace s kruznici k). Aby ,vynikla symetrie*, nahradil poloméry kruznic
jejich prevracenymi hodnotami. Z dnesniho pohledu to byly kiivosti x;
kruznic.
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Na rozdil od néj si dalsi tvahy zjednodusime dohodou o znaménkach:

Znaménkovd dohoda. Maji-li t¥i navzajem se dotykajici kruznice rtizné
dotykové body a dvé€ z nich maji s tfeti kruznici vnitini dotyk, prifadime
poloméru (a tedy i kiivosti) t¥et{ kruznice zadporné znaménko.

Po substituci k; = 1/r; maji rovnosti (5) a (6) tvar

K4 = K1 + Ko + K3 + 2\//431%2 + KoKk3 + K3k1 (7)

Ky = K1+ Ko + K3 — 2v/K1K2 + Kakg + K3kl (8)

Vidime, Ze je lze povazovat za kofeny kvadratické rovnice
K2 — (kg + K)) K + Krak) = 0.
Vyuzitim rovnosti (7) a (8) v posledni rovnici snadno ziskame vztah
KT+ K2+ K3 4 K2 = 2(K1 ko + K1k3 + Kok + K1k + Kok + k3k),  (9)

platny pro obé situace z obrazkd 1 a 3. Steiner, ktery neuzival znamén-
kovou dohodu, ziskal pro situaci z obr. 1 vztah (9) a pro situaci z obr. 3
vztah, jenZ se od (9) lisil jen znaménky u poslednich t¥i séitanct na pravé
strané rovnosti.

Provedenim formdlni substituce k = k4 (resp. r = r4), kde k4 (resp. r4)
znadi od nynéjska kiivost (polomér) libovolné kruznice, jez se dotyka vsech
t¥i kruznic k1, k2 a k3, nabyva posledni rovnost pfi vyjadreni v polomérech
symetricky tvar

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2+2+2+2:2< + + + + + ),(10)
T’2 7’3 T

Tl 1 T1T2 r17Ts3 T2Ts3 Tr1Ta ToT4 Tr3T4

ze kterého po vynasobeni souc¢inem rirZr3r? dostaneme Descartestiv vztah

2,22 2.2, 2 2,22 2,22
TiTaTy + TiTary +riryry +raryry =
2.2 2.2 2, .2 2, .2 2 2 2,2
= 2(T1T2r3r4 + rir3r3rs £ r1rar3ry + rirersrs + rirersry + r1r2r3r4)

z prvniho dilu serilu.
Jestlize obé strany vztahu (9) zvét$ime o vyraz na jeho levé strané, ob-
drzime (po zminéné substituci) tzv. Soddyho rovnost v polomérech kiivosti

2(/»4;% + H% + ﬁg + 1@21) = (k1 + Ko+ K3 + 114)2. (11)
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Anglicky matematik Philip Beecroft zvolil roku 1842 k odvozeni vztahu
(11) pozoruhodny a podstatné jiny pfistup. Uvedeme jej v pFiStim, zave-
recném dilu tohoto serialu.
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Od rodiny se tremi détmi
ke spolehlivosti testi

SARKA GERGELITSOVA — TOMAS HOLAN

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V tomto ¢lanku rozvineme tvahy o podminéné pravdépodobnosti. Nej-
prve si zopakujme zékladni pojmy: budeme pfedpokladat, ze mame néjaky
ndahodny pokus, u kterého jsme schopni pfedem vyjmenovat vSechny jeho
mozné vysledky, které se navzajem vylucuji a jeden z nich nastane vzdy.
Jevem nazveme podmnozinu mnoziny vsech moznych vysledkt ndhodného
pokusu. Vysledky patfici jevu A nazyvame vysledky priznivé jevu A.

Pravdépodobnost jevu je souctem pravdépodobnosti vysledki, které
jsou tomuto jevu pfiznivé. Pokud jsou vSechny mozné vysledky ndhodného
pokusu stejné pravdépodobné, je pravdépodobnost jevu rovna podilu

pocet vysledki priznivijch danému jevu

pocet vsech moznych vysledku
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Uloha 1
Jaka je pravdépodobnost, Ze rodina se tfemi détmi mé samé divky?

Reseni. Pravdépodobnost narozeni chlapce povazujeme za rovnu pravdé-

podobnosti narozeni divky, P(h) = P(d) = 3. Pohlavi jednotlivych déti

povazujeme za navzajem nezavislé. Proto pravdépodobnost, ze v rodiné
1.1.1_1

jsou tfi divky, je 5 -5 - 5 = 3.

Uloha 2

Jaka je pravdépodobnost, Ze rodina se tfemi détmi ma samé divky,
jestlize vime, Ze jednu divku maji? (tj. jestlize znadme jednu divku z rodiny,
ale nevime nic o jejich dvou sourozencich)

Reseni. Podle vyse uvedené ivahy mohou byt v rodiné se stejnou prav-
dépodobnosti trojice déti (od nejmladsiho po nejstarsi): (h, h, h); (h, h,d);
(h,d,h); (d,h,h); (h,d,d); (d,h,d); (d,d, h); (d,d,d). Vime, Ze prva moz-
nost nenastéva (nejsou tam t¥i bratii). Ze zbyvajicich sedmi stejné pravdé-
podobnych moznosti vyhovuje jedind. Pravdépodobnost, Zze v rodiné jsou
t¥i sestry, je proto 1/7.

Uloha 3
Anicka je nejstarsi ze t¥i sourozencu. Jaka je pravdépodobnost, ze ma
dvé sestry?

Resent. Divka Anicka je v rodiné nejstarsim ditétem. Re§ime proto pouze
pravdépodobnost toho, ze nasledujici dvé déti jsou divky, tedy tllohu o dvou
détech, ne trech. Pravdépodobnost, ze mladsi z nich je chlapec, je rovna
pravdépodobnosti, Ze to je divka, je tedy rovna % Pravdépodobnost, Ze
starsi sourozenec je divka, je také % Pohlavi mladsiho a starsiho souro-

zence je nezavislé, proto pravdépodobnost, Ze divka Anicka méa dvé sestry,
101 1
22 =%
Jiné teseni. Resme tlohu jako tlohu o tiech détech: Je-li prvni dité divka,
mohou byt v rodiné pouze ty trojice, které maji na prvém misté divku,
tedy: (d, h, h); (d, h,d); (d,d, h); (d,d,d). VSechny maji stejnou pravdépo-
dobnost, navzajem se vylucuji a jejich sjednoceni dava jisty jev. Prizniva
je z nich jedina, proto je hledané pravdépodobnost rovna %.

Pro¢ je uloha 3 jind nez uloha 27 Strucné receno: protoze v uloze 2
nevime, kolikdtym ditétem ona divka je, a to zptsobi zmény pravdépo-
dobnosti nahlizenjch jevi. Pti feSeni tiloh o pravdépodobnosti rozebereme
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zadani ulohy a snazime se najit odpovidajici ,model“, ktery umime vyjad-
fit pomoci zndmych pravdépodobnosti. A mnohdy dojdeme ke spravnému
feSeni riiznymi tvahami. Uloha 2 byva nékdy oznadovana pro svou zaménu
s ulohou 3 jako paradox. Ukazme si nékolik ,,bludnych® avah, jejichz vinou
to opravdu jako paradox vypada.

Ruzné chybné avahy o druhé tuloze

Bludnd tvaha 1. Vezmeme v uvahu vSechny mozZnosti (a pojmenujeme
zminénou divku Anicka): Anicka miZe byt nejmladsi, prostfedni nebo nej-
starsi. Tyto moznosti se navzdjem vylucuji a dohromady davaji jev jisty.
Pravdépodobnost, ze Anicka je nejmladsi, prostfedni ¢i nejstarsi, je stejna,
tedy % V kazdém ze zminénych ptipadt je pravdépodobnost, Ze Anicka

mé dvé sestry, rovna 1 (viz tiloha 3). Celkova pravdépodobnost je tedy

11,1 1.1 1_1
3'1T3 it 1T 1
Bludnd tvaha 2. Divka, o které uz vime, ma tedy dva sourozence. Pravde-
podobnost, Ze mladsi z nich je chlapec, je rovna pravdépodobnosti, Ze to je
divka, je tedy % Pravdépodobnost, Ze starsi sourozenec je divka, je také %
Pohlavi mladsiho a starsiho sourozence je nezdvislé, proto pravdépodob-

v . . v .01 01 1
nost, Ze divka md dvé sestry je 5 - 5 = 7.

Kde je chyba?

Ukazme si, kde se v jednotlivych tivahédch stala chyba. (Pozorny ¢tenéf
si zajisté v8iml, ze v kazdé z uvah je ¢ast textu vyznacena kurzivou.)
Co nas mate v tvaze 1?7 Jméno. Chceme-li pocitat pravdépodobnost
jevu jako
pocet vysledku priznivijch danému jevu

)

pocet vsech moznych vysledku

musi mit ony pocitané vysledky stejnou pravdépodobnost.

Casto ale posuzujeme jevy, jejichz riizné vysledky stejnou pravdépodob-
nost nemaji. Prikladem vysledkt pokusu, které stejnou pravdépodobnost
nemaji, jsou napftiklad soucty ok na dvou vrzenych kostkach: vysledek
,padne soucet 2“ mé jisté mensi pravdépodobnost nez vysledek ,padne
soucet 7¢. Takové vysledky se pro vypocet pravdépodobnosti podle zmi-
néného schématu pouzit nedaji.

Dalsim typickym prikladem pokusti, kde vysledky stejnou pravdépodob-
nost nemaji, je vznik skupin prvkd, v nichz se prvky opakuji (,,kombinace
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s opakovanim“). Proto pfi feSen{ tloh o pravdépodobnosti prvky rozlisu-
jeme (hrnecky éislujeme, détem ddvame jména...). A pravé to nés ted
zmétlo. Kdyby Anicka v tvaze 1 byla opét jen ,divka“, asi bychom ne-
napsali: ,Vezmeme v vahu vSechny moznosti: divka mize byt nejmladsi,
prostfedni nebo nejstarsi. Tyto moznosti se navzdjem vylucuji...“ Je-li
v rodin€ vice divek nez jedna, uvedené moznosti se nevylucuji.

e Tomu, 7e divka je v rodiné nejmladsi, odpovidaji trojice: (d,h, h);
(d,h,d); (d,d,h); (d,d,d).

e Tomu, Ze divka je v rodiné prostfedni, odpovidaji trojice: (h,d, h);
(h,d,d); (d,d,h); (d,d,d).

e Tomu, Ze divka je v rodiné nejstarsi, odpovidaji trojice: (h,h,d);
(h,d,d); (d,h,d); (d,d,d).

Trojice se dvéma divkami jsme zapocitali dvakrat, trojici samych divek
dokonce tiikrat. O stejné pravdépodobnosti nemuze byt rec.

Budiz, tivaha 1 neni v poradku. Ale co lze vytknout tvaze 27 Kurziva
napovida, zZe je to Spatné celé...?

Jiz z minulych uvah vidime, Ze pravdépodobnost, Ze jsou v rodiné praveé
dva chlapci (trojice (h,h,d); (h,d,h); (d,h,h)), a pravdépodobnost, Ze
dalsi dvé déti v rodiné jsou rtizného pohlavi (trojice (h,d,d); (d,d,h);
(d, h,d)), je stejnd a rovna trojndsobku pravdépodobnosti, Ze v rodiné
jsou jen divky (trojice (d,d,d)), coz je, jak vime .

Resit proto pravdépodobnost toho, Ze v rodiné je dalsi divka, kdyz tam
jiz jedna divka je, je matouci. Uvahy nés piivadi zpét k piedchozim argu-
menttm. Nevime-li, kolikatym ditétem ona divka je, nemuzeme piredpokla-
dat, Ze to, ze sourozenec je chlapec ¢i divka, ma stejnou pravdépodobnost,
a uz vibec nejsou tyto jevy nezavislé. Nejde o narozeni nového jedince
(tam by pravdépodobnost opravdu % byla), ale o zkoumani rodin, kde jiz
3 déti jsou. (Kdyby §lo o jesté nenarozené sourozence, byla by ona divka
nejstarsi — a ten piipad jsme jiz vytesili.)

Situaci si mizeme predstavit jako losovani. S pravdépodobnosti % v ném
vybereme rodinu, kterd ma dalsi déti dva hochy, z ni tedy sourozenec divka
nebude. S pravdépodobnosti % vybereme rodinu, kterd mé dalsi déti hocha
a divku, z ni tedy (mladsi) sourozenec bude divka s pravdépodobnosti %
S pravdépodobnosti % vybereme rodinu, kterd ma dalsi déti dvé divky,
z ni tedy sourozenec divka je jev jisty, pravdépodobnost je 1. Jenze tento
vybér zaroven odpovédél na otazku, jaké pohlavi mé starsi ze sourozencti,
a tedy oba sourozenci. Divka to byla pravé v % rodin.
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Podminéna pravdépodobnost

Veskeré pochyby si uSetfime, podivame-li se na problém tak, jak je
formulovan: jako na podminénou pravdépodobnost. Pfipomenme nejprve,
co rozumime podminénou pravdépodobnosti, a uvedme nékolik pravidel
pro jeji urceni.

Méame dva ruzné jevy A, B. Predpokladejme, Ze zname pravdépodob-
nosti toho, Ze nastane jev A, Ze nastane jev B a Ze nastanou oba jevy zaro-
ven. Budeme dale zkoumat, jak je pravdépodobnost jednoho jevu v ndhod-
ném pokusu ovlivnéna tim, Ze jiz zname vysledek jevu druhého. Oznacme
pravdépodobnosti toho, Ze nastane jev A, jev B a oba jevy AN B, po fadé
P(A), P(B), P(AN B). Zapisem P(A|B) budeme rozumét pravdépodob-
nost, Ze nastal jev A za predpokladu, Ze nastal jev B.

Vime-li, Ze nastal jev B, pak to, Ze nastal jev A znamend, Ze nastaly
oba jevy soucasné. Protoze pravdépodobnost, Ze nastal jev B, ma hodnotu
P(B), plati P(A|B) - P(B) = P(ANB).

A (40)_

Obr. 1

Tlustrujme si uvedenou tivahu na piikladu relativnich ¢etnosti provede-

nych pokust z pohledu jevi A, B na obr. 1. Zde plati:
40 25 10
P(A)=—, PB)=-—, PANB)=—.

(4) 100 (B) 100 ( ) 100
Pokud nastal jev B, je mnozinou vSech moznych vysledki celd mnozina B,
pfiznivymi vysledky jevu A ztstavaji jen ty, které lezi zaroven v mno-
7iné B, a tedy P(A|B) = 32. Potom

_10025 10,00 g

P(A|B)~P(B)—2—5~ﬁ—ﬁ—
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Analogicky plati P(B|A)-P(A) = P(BNA). Z rovnosti pravdépodobnosti
P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A) odvodime pro P(A) > 0 a P(B) > 0
vztahy pro obé podminéné pravdépodobnosti:

P(BJA) - P(A)

P(A|B) - P(B)
P(B) '

P(A|B) = =7

P(BJA) =

Tyto vztahy jsou znamy jako Bayestv vzorec.

Vratme se k nasi tloze. Otazka ,Jakd je pravdépodobnost, Ze rodina
se tfemi détmi ma samé divky, jestlize vime, ze jednu divku maji?* je
ziejmou formulaci podminéné pravdépodobnosti.

Ozna¢me D tvrzeni ,v rodiné je divka“, D3 tvrzeni ,v rodiné jsou
tfi divky“. Dale D3|D je zkoumané tvrzeni a D|D3 je trividlné pravdivé
tvrzeni ,,v rodiné je divka, jsou-li tam tii divky“.

Potom nase otdzka je otdzkou na pravdépodobnost P(D3|D) a podle
vzorce pro podminénou pravdépodobnost plati:

P(D|D3) - P(D3)

P(D3|D) = 50

V nai tloze plati P(D) = £, P(D3) = %, P(D|D3) = 1. Proto

1.+ 1

P(D3|D) = % =-.

g 7
Podminéné pravdépodobnost tak, jak je uzita ve vySe uvedeném pii-
kladu, je velmi jednoduché. Jeden jev je zde podjevem (tj. podmnozinou)
druhého. V obecnéjsich pfipadech je podminéna pravdépodobnost velmi
dilezita, naptiklad pfi zkoumani pravdépodobnosti, jak néjaky test urci

pravdépodobnost vyskytu poruchy, odchylky, onemocnéni. . .

Bayesuv vzorec pro diléi jevy
Predstavme si dva rtzné jevy A, B, pfi¢emz jev B je sjednocenim na-
vzéajem neslucitelnych jevt B1, B2, B3. Potom
P(B) = P(B1) + P(B2) + P(B3).
Proto
P(B|A) - P(A) P(B|A) - P(A)

PAIB) = =55y ~ P51 + P(B2) + P(B3)
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Ukazme si jeho pouziti na piikladu.

7 dsti starsich 10 let, které Ziji na vesnici, umi sekat travu kosou 50 %.
Z téch, které na vesnici travi jen prazdniny, to umi 20 %. Z déti, které
opusti mésto jen na vylety, tdbory a podobné, to umi jen 2 %. Jarda umi
sekat travu kosou. Jardu jsme nahodné vylosovali z 1000 déti, z nichz je
300 z vesnice, 550 z mésta, ale jezdi na prazdniny na vesnici, a 150 travi
vétsinu Casu ve mésté. Jaka je pravdépodobnost, ze Jarda je z mésta?

U je jev ,umi sekat kosou“, pficemz U1l znamena ,umi sekat kosou a
je z mésta“, U2 ,umi sekat kosou a jezdi na prazdniny“ a U3 znamena
,2umi sekat kosou a je z vesnice“. M je jev . je z mésta“, L je jev ,jezdi na
prazdniny“, V je jev ,je z vesnice”.

PU|M) - P(M) _
PM|U) = P(U1) + P(U2)+ P(U3)
_ PU|M) - P(M) _
PU|M)-P(M)+ PU|L)- P(L) + P(U|V)-P(V)
0,02-0,15 - 0,003 3

©0,02-0,15+0,2-0,55+0,5-0,3 0,003+0,114+0,15 263 0,014.
Chceme-li si vzorec lépe predstavit, pak pfi uvedenych pocétech déti a
uvedenych pravdépodobnostech, zZe umi sekat kosou, méme z 1000 déti
150 ,,sekac¢u“ z vesnice, 110 z prazdninovych a 3 z mésta. Jarda je z mésta,
pokud je jednim z onéch tfi, pricemz véech déti, které umi sekat kosou, je
263. Proto je hledana pravdépodobnost 263 =0,014.

Na zavér si ukazme jeden ¢asto uvadény piiklad (podobny najdete na-
priklad v [2]).

Screeningové programy

Odbornici na lidské zdravi nepochybuji o tom, Ze v¢asné podchyceni
rizika vaznych onemocnéni vyznamné zvysuje Sanci na dlouhy Zivot bez
vaznych komplikaci. Proto existuji tzv. screeningové programy, pii nichz
jsou vySetfeni vSichni jedinci z ur¢ité (skupiny) populace. Jenze zadny
test neni stoprocentné spolehlivy. Dobry test bude mit jednak vysokou
schopnost podchytit danou vadu (tj. vysokou senzitivitu — procento za-
chycenych vyskyti), jednak nebude vyvolévat falesné poplachy (bude mit
vysokou specificitu — procento nalezli, které jsou ,opravnéné“).

To, ze danym testem projdete jako pozitivni, tedy signalizuje danou
vadu pouze s néjakou pravdépodobnosti, kterd podle vyse uvedenych avah
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zéavisi také na tom, jak Casto se zminéna diagndza v populaci vyskytuje.
Uvedme (smysleny) pfiklad.

Ve sledované skupiné obyvatel se vada V vyskytuje u kazdého tisictho
¢lovéka. Dostupny test mé senzitivitu 98 % (tj. pouhd 2 % pfipadf neod-
hali) a specificitu 95 % (tj. 5 % zdravych lidi ma pozitivni test).

Otazka: Jaka je pravdépodobnost, Ze ¢lovék A trpi danou vadou, pokud
byl jeho test pozitivni?

Odpovéd: Oznaéme P(V') pravdépodobnost, Ze ¢lovék A trpi vadou V,

P(T) pravdépodobnost, ze byl pozitivné testovén,

P(V|T) pravdépodobnost, ze trpi vadou, byl-li pozitivné testovan,

P(T|V) pravdépodobnost, ze byl pozitivné testovan, trpi-li vadou,

P(T|V') pravdépodobnost, ze byl pozitivné testovan, netrpi-li vadou.

Tedy v nasem piikladu P(V) = 0,001, P(T|V) = 0,98, P(T|V’) = 0,05.
Pak podle Bayesova vzorce plati

_ PV P(V) _ Pav) Pv) =
PVIT) = ——5@ " = Ba@v) - POV + PV - POV
0,98 - 0,001 = 0,019,

~ 0,080,001 + 0,05 - 0,999

Pravdépodobnost, Ze pozitivné testovany ¢lovék méa opravdu problém, tedy
neni onéch obavanych 95 %, ale neceld dvé procenta.

Poznamka: Ovérte, ze pokud je vyskyt vady v populaci desetkrat vyssi, tj.
P(V) = 0,01, pak pfi nezménéné senzitivité a specificité bude zkoumana
pravdépodobnost P(V|T) = 0,165.

V ¢lanku jsme uvedli nékolik prikladd urceni pravdépodobnosti podmi-
nénych jevi. Do této skupiny spadaji také mnohé tlohy uvadéné v riznych
kvizech ¢i sadach tloh pro volné chvile. Klicem ke spravnému feSeni zde
byva nejen znalost metod vypoctu pravdépodobnosti, ale hlavné schopnost
spravné zformulovat problém. Jednu podobnou tlohu najdete i v ucebnici
[1] (tloha *2.96).
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Chyby, omyly a matematika

FRANTISEK KURINA

Ptirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Krélové

Jestit matematika pTi v§i ndramné obecnosti svjch pojmi predce
znamenité srozumitelnd a poddvd, v jingch véddch upotrebena,
nejen kvalitativne, nybrz © kvantitationé vysledky, tj. ukazuje, jaky
dany predmeét jest, a jak velky. Mimo to nuti pocet presné mysliti;
jelikoz pri ném témer kazdy omyl zmatek zpusobi, a jako néjakd
bludicka do bazin a bezcesti zavede.

V. Simerka, Sila piesvédéeni, s. 75.

Veétsinu chyb, kterych se dopoustime, si neuvédomujeme jen proto,
ze svou vlastni prdaci nezkoumdme stejnyma ocima, jako by to ¢inil
cizt clovek, nybrz v zaslepenosti své sebeldasky vidime jen to dobre,
kdezto slabsi mista mineme.

B. Bolzano, Védoslovi, s. 426.

Uvod

Problematika chyb ve skolské matematice je kardinalni otazkou pojeti
vzdélavani. Je-li vyucovani matematice pouhé predavani poznatki formou
vykladu ¢i prednasky, musi se vyucujici snazit jakychkoliv chyb se vyva-
rovat — aby nesitil nespravné informace. Kazda chyba zakt pak musi byt
potrestdna, nebot se ,spravnou védu“ nenaucili. M&-1i ovSem mit vyuco-
vani aspon zcéasti charakter poznavaciho procesu, jsou omyly pfirozenymi
milniky na této cesté, nebof ukazuji sméry hleddni a umoziiuji nalézani
spravnych vysledki. Vyucovani matematice se tak realizuje mezi pdly:

CHYBO, BUDIZ PROKLETA — CHYBO, BUDIZ VITANA.

Slova omyl a chyba chapu, snad v souladu s béznou jazykovou praxi,
jako synonyma. Znamenaji vysledek jednani, které nedosahlo svého cile,
jako nespravny vykon. Ten mize byt nejen projevem selhani jistych psy-
chickych funkei (napf. pozornosti, paméti, mysleni, ...), jak to obvykle
chape psychologie, ale i aktualni Grovni poznéni v piislusné oblasti.
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V prispévku se zamyslim nad chybami skolské matematiky, ale pro ilu-
straci skutecnosti, ze chybami je lemovana i cesta odborného matematic-
kého poznavani, uvedu i nékolik prikladi z historie.

Nékteré omyly jsou tsmévné. Napf. americka herecka Joan Riversova
pry c¢te rukopisny zapis ,,World War II* jako , jedenacta svétova valka“,
nebot Americ¢ané pisi jednotky ,bez zobackt“ a evropska historie ji byla
cizi.

Jiné jsou trapné. Setkal jsem se s absolventem stfedni skoly, ktery py-
thagorejskou rovnost a2 + b2 = ¢? prepsal na tvar a +b = c.

Snad v kazdém pripadé poskytuje omyl informaci o jeho autorovi. I z to-
hoto hlediska je existence chyb ve vzdélavani uzitecna.

Nerespektovani konvenci

Mam ve své archivu vysvédceni jakési Anny Kufinové z Obecné skoly
v Blsku z r. 1881, na némz pan feditel Karel Fritz hodnotil jeji skolni vy-
sledky takto: ndvstéva Skolni: zcela nélezité (ackoliv podle stupnice zné-
mek byly moZnosti velmi pilng, pilné, méné pilng, nedbale), v mravném
chovdni: zcela nélezité (moznosti: Gplné pfiméfend, pfiméfend, méné pii-
méfend), v jazyce vyucovacim: pilné (moZnosti: velmi dobfe, dobfe, pro-
stfedné&, nedostatecné), ... Jak asi pfijal tyto informace muj pradédecek?

V roce 1998 se americka sonda Mars Climate Orbiter, kterda méla krou-
zit ve svrchni atmosféfe Marsu, rozbila o jeho povrch, nebot spolecnost,
ktera tidila operaci b&hem letu, posilala do fidiciho centra NASA udaje
o poloze rakety v milich a stopach, tam se vSak domnivali, Ze jde o metrické
jednotky.

V ucebnici geometrie pro zakladni skoly z r. 1950 se mtzeme dodist,
ze Ctverec je takovy cétyruhelnik, ktery je zaroveni obdélnikem a koso-
¢tvercem®. Definujeme-li obdélnik jako ¢tyituhelnik, jehoz kazdé dvé sou-
sedni strany jsou k sobé kolmé, a kosoctverec, jako Ctyruhelnik, jehoz
vS8echny strany jsou shodné, musime uvedenou formulaci uznat za sprav-
nou. OvSem, pojmy se do myslenkového svéta zaka nedostavaji definicemi,
ale zkusenostmi a rozvijenim jazykového citu. Dité, které se od samych
zacatkti geometrického vzdélavani seznamuje s ,,protahlymi“ obdélniky a
slysi ve slové obdélnik vyjadfeni, Ze strany jsou jen ob jednu shodné, ne-
bude povazovat ¢tverec za zvlastni pripad obdélniku, ale ani za kosoctve-
rec, nebot jazyk mu napovidé, Ze sousedni strany kosocétverce jsou ,k sobé
kosé“. .. Slova popisujici pojmy maji sice charakter konvenci, definice by
vSak mély respektovat diive ziskané predstavy a péstovat jazykovy cit
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zékd. S postupem geometrického vzdélavani bychom ovSem mohli zavést
pojem pravouhelnik, ktery zahrnuje ¢tverce i obdélniky.

Prijmeme-li konvenci, Zze na soutoku dvou fek se vléva mensi do vétsi,
musime povazovat za omyl, Ze se u Mélnika vléva Vltava do Labe. Mélo
by to byt naopak. Skutecné. Upfesnéme nejdiive pojem mensi reka. Je to
feka, kterd je od pramene k soutoku krats$i, ma na soutoku mensi pru-
mérny prutok a mensi povodi. Ve vsech téchto parametrech vitézi Vltava
(je 0 200 km delsi, m4 pritok o 50 m?/sec vétsi a m4 i vétsi povodi nez
Labe). ,Kdyby ve svété fek existovala spravedlnost, protékala by Ham-
burkem Vltava“, posteskl si Ludvik Soucek v Obrazovém opravniku obecné
oblibenych omyld z r. 1981.

Problémy s urcéovanim velikosti geometrickych utvar nemaji jen né-
kteri zaci zakladnich skol. Viclav Veétvicka uvadi, ze ,v létech 1563-1566
se pokusil zmérit Snézku Slezan Krystof Scholing, ale dobral se zavratné
vysky 5880 m. Jeho piistroj viditelné nadhodnocoval. K jinému ¢islu dosel
Jirik z Rdsné v roce. 1569, totiz k 2035 m. Dnesni tdaje o jeji vysce se
ustalily na 1602 m n. m.“

Tri priklady z historie

Nékteré omyly mtzeme sledovat po tisicileti vyvoje matematické védy,
jiné pouze po desetileti.

Ve tfinacté knize FEukleidovych Zdkladi jsou nejdfive popsany kon-
strukce vSech péti typt pravidelnych mnohostént a pak je uveden zaveér:
»,Pravim jesté, ze kromeé FeCenych péti Gtvart nesestrojis utvaru jiného,
jenz by byl omezen stejnymi thelniky stejnostrannymi a stejnothlymi.*
Toto tvrzeni neni ovSem spravné, nebot podle ného bychom méli podéitat
mezi platonska télesa napt. Sestistén, ktery je sjednocenim dvou pravidel-
nych Ctyfsténi, které maji jednu sténu spole¢nou, nebo ,,prostorovy kiiz*,
ktery je sjednocenim sedmi shodnjch krychli. V podstaté stejné nesprav-
nou definici uvadi po vice nez 2 000 letech Emil Kraemer v knize Zobrazo-
vaci metody: Pravidelny mnohostén je takovy mnohostén, jehoz vSechny
stény jsou shodné pravidelné mnohothelniky. Existuje vsak i definice jesté
méné vhodné. Napf. podle oxfordského slovniku z r. 1991 je ,regular po-
hyhedron a solid bounded by a number of equal figures“. Této definici
vyhovuje napf. libovolny ¢tyfstén, jehoz protilehlé hrany jsou shodné. Ta-
kovyto Ctyfstén je ohranien ¢tyrmi shodnymi ostrothlymi trojuhelniky.
Spravnou definici pravidelného mnohothelniku uvadi napf. gymnazidlni
ucebnice stereometrie Evy Pomykalove.
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Omyly mnohych vyznamnych matematiki je lemovana dlouhd cesta
k objevu neeuklidovské geometrie. Tuto cestu zavrsili, jak zndmo, kolem
r. 1826 rusky matematik Nikolaj I. Lobacevskij, madarsky védec Janos
Bolyai a némecky genius Carl F. Gauss. Jiz v Eukleidové dobé se pokou-
Seli néktefi recti matematici odvodit V. Eukleidtv postulat ,,Dvé piimky
v roviné, které protinaji jinou pfimku této roviny a tvori s ni po jedné
strané vnitini thly, jejichz soucet je mensi dvou pravych, se vzdy protinaji
a to po té strané primky, kde je soucet mensi“ z ostatnich axiomu. Jejich
omyly spocivaly vétsinou v tom, Ze se opirali nevédomky o nékterou z vét
s patym postulatem ekvivalentni, napt. o véty:

Danym bodem lze vést k dané pfimce praveé jednu pfimku rovnobéznou.

Kazda primka, ktera protind jednu ze dvou rovnobéznych primek, pro-
tind i druhou.

Soucet vnitinich thld v trojihelniku je 180°.

Ekvidistantou primky je pfimka.

Existuji dva trojuhelniky, které maji shodné uhly, ale nejsou shodné.

Je pozoruhodné, ze mylné presvédceni o dokazatelnosti patého postu-
latu mtzeme dnes vyvratit vhodnou interpretaci axiomu. Tak napt. ve
znamém Beltrami—Kleinové modelu jsou splnény vsechny axiomy geomet-
rie roviny, az na V. Eukleidiv postulat, coz by nebylo mozné, kdyby byl
tento axiom z predchozich odvoditelny.

Problematiku nastinénou v tomto odstavci podrobné a poutavé zpraco-
val J. B. Pavlicek v knize Zdklady neeukleidovské geometrie Lobacevského
z r. 1952.

Roku 1803 formuloval italsky matematik Gian Francesco Malfatti tvr-
zeni, ze t¥i navzajem se vné dotykajici kruhy, z nichz kazdy se dotyka
dvou stran daného trojihelniku (obr. 1), zaujimaji v souétu maximalné
moznou ¢ast obsahu tohoto trojuhelniku. Konstrukci takovychto kruht,
ktera je popsana v Hadamardovych prednaskach z geometrie, nasel r. 1823
svycarsky matematik Jakob Steiner. Avsak jiz s geometrickymi znalostmi
zéka zakladni Skoly lze ukézat, ze Malfattiho hypotéza neplati pro rovno-
stranny trojuhelnik. Soucet obsahtt kruht na obr. 2a je mensi nez soucet
obsahti kruhti na obratku 2b. Tento vysledek je znamy od r. 1903. Roku
1965 zjistil Howard Eves neplatnost Malfattiho tvrzeni pro ,izké dlouhé
trojuhelniky“. A roku 1967 dokazal rusky matematik Michael Goldberg, Ze
v libovolném trojuhelniku maji maximalni soucet obsahu t¥i kruhy, z nichz
jeden je trojuhelniku vepsan, zbyvajici dva s nim maji vnéjsi dotyk a kazdy
se dotyka dvou stran trojihelniku (obr. 3).
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Obr. 1 Obr. 3

Obr. 2a Obr. 2b

Matematika a jazyk

Rada problémii ve vyucovani matematice souvisi se stale se snizujici
trovni jazykové kultury zakt a studentt. Pfitom komunikace mezi uci-
telem a zaky, mezi zaky navzajem a ,komunikace zakl s médii“ je ne-
postradatelnou slozkou vzdélavani. Matematika vyzaduje porozumeéni, jeji
jazyk obsahuje kromeé vyjadfovani v obecném jazyku znalost terminologie,
zvladnuti jazyka vzorci, jazyka algebry, ale i porozuméni neverbalnimu
vyjadfovani pomoci schémat a obrazki. To vSechno vyzaduje soustiedéné
zameéfeni i na problémy jazykové.
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74k musi dobfe rozumét, Ze plati a proé¢ plati napf.: Druhd mocnina
souctu se nerovna souc¢tu druhych mocnin:

(a+b)? # a® + b*
ackoliv druhéd mocnina souc¢inu se rovné souc¢inu druhych mocnin
(a-b)* =a®-b*.
Pritom plati: Derivace souc¢tu funkci se rovna souctu derivaci téchto funkci:
(f+9) =f+4d,
ale derivace soucinu funkci se nerovna soucinu jejich derivaci
(f-9)#f 4.

Snad stoji za pfipomenuti, ze bychom zaky méli upozornit, ze analogické
»jemnosti“ nejsou specifické pro matematické vyjadfovani.

Pfipomenime napt. formulace:

,otatistika (mrti“ neni totéz jako ,amrti statistika®.

,Potize riustu“ je néco zcela jiného nez ,rust potizi“.

»2Moc bezmocnych“ neni totéz jak ,bezmoc mocnych®, ...

Rovnéz fada problémi logického vyjadfovani, napt. pomoci kvantifikéa-
tortl, tkvi svymi kofeny v realité svéta zaki.

Vété ,Neni pravda, ze vsichni piisli pozdé“ rozumi dit€ na zacatku
skolni dochazky spravné: ,, Aspon jeden zak prisel véas.“

-V [V(2)]) = Jz [V (x)].

Chyby v matematickém jazyku se vyskytuji (snad dosti zfidka) i v ma-
tematickych textech.

Napt. v jedné ucebnici matematické analyzy z r. 1978 mizeme najit
tuto definici:

Funkce y = f(z) je omezend v definiénim oboru D, pravé kdyz plati

Ve e DIk e R [f(z) < k],
misto spravné formulace

3k € RVz € D [f(x) < K].

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 179



Tuto problematiku mutzeme opét piiblizit zaktim vhodnymi piiklady.
Jestlize XmY znamené osoba X md za matku osobu Y, pak zfejmé plati

VX 3Y [XmY],

ale neplati
Y VX [XmY].

Jestlize X oY znamena trojuhelniku X je opsand kruznice Y, pak plati
VX 3Y [XoY],

ale neplati
FYVX [XoY].

Uzivam zde pro stru¢nost symbolické vyjadrovani, které je zavedeno
v gymnazidlni uéebnici matematické analyzy autori Dag Hruby a Josef
Kubat; podle mého nazoru bychom méli tuto symboliku zavadét uvazené.
Pro nékteré zdky miize byt prekazkou v porozuméni matematice.

V cCeském prekladu Thieleho knihy Matematické dikazy je formulovana
,véta o opravnénosti matematické indukce® takto: Necht vyrokova funkce
A(n) je definovéna pro vSechna pfirozend n a necht
a) A(1) je pravdivy vyrok,

b) z platnosti vyroku A(n) pro kazdé n plyne téz platnost vyroku A(n+1).
Potom plati A(n) pro vSechna pFirozend ¢isla.

Vlastnost b) zde neni formulovana spravné. Méla by znit napf. takto:
b’) z platnosti vyroku A(n) plyne platnost vyroku A(n + 1) pro kazdé n.

V roce 1967 napsali polsti autori Stupecki a Borkowski: .,V Principiich
matematiky, vyznamném dile z historie logiky napsaném B. Russellem a
A. N. Whiteheadem je uvedeno nespravné ¢teni logické spojky implikace
»2A = B“ jako , B je dusledek A“. Tato interpretace vede k paradoxnim
zavérum, napr. ze ze dvou libovolnych vyrokt je prvni diusledkem druhého
nebo druhy dusledkem prvniho.*

Skutec¢nost, ze (A = B) V (B = A) je vzdy pravdivy vyrok, lze snadno
ovérit. Interpretace logické spojky implikace jako disledku je ovSem zalezi-
tost jazykova a neni vécné chybna. Povazuji ji vSak z didaktického hlediska
za nevhodnou. Jazyk skolni matematiky by mél byt v co nejvétsim souladu
s zakovskou zkusenosti. Vzhledem k tomu, ze véty typu:

Jestlize prijdes véas, dostanes odménu.
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vyjadiuji vztahy mezi predpoklady a zavéry, povazuji za acelné, chapat ve
vyucovani implikaci jako vztah mezi vyroky, nikoliv jako logickou spojku.
Tuto ideu formuloval r. 1837 Bernard Bolzano a nové pak formuloval pojem
tzv. logického vyplyvani Alfred Tarski v r. 1935. Didaktické zpracovani této
problematiky lze najit napt. v mém clanku Logika a vyucovdni matematice
z r. 1974.

Mnoho chyb se vyskytuje v neverbalnim vyjadfovani pomoci schémat
a obrazkt. Dosti podrobné jsem psal o této problematice v ¢lanku Nevy-
lecitelna choroba vizudlni kultury v r. 2015.

Chyby ve skolské matematice

Vsimnéme si nejdiive nékolika chyb z bézné skolni praxe. Jejich pri¢inou
byva formalni zvladnuti matematickych poznatkt, nékdy ovSem napf. i
nepozornost. U nékterych chyb uvadim i argumenty autort, ze vysledek je
spravny. To muze byt zacatek plodné diskuse k napravé chyb.

V25,4 = 5,2. Vzdyt prece 52 = 25 a 2% = 4.

V rovnoramenném trojuhelniku s rameny r, zdkladnou a a tthlem proti
zriikladné a plati sina = ¢. Vzdyt pfece « je proti strané a a r je pfepona.
(Zak si nakreslil v rovnoramenném trojihelniku vysku k zdkladné.)

Ma-li strana pravidelného Sestitthelniku délku 4 cm, ma strana pravi-
delného dvanactithelniku délku 2 cm. Kdyz se zvétsi pocet stran dvakrat,
musi se dvakrat zmensit délka strany.

V libovolném trojthelniku plati a : b: ¢ = o : 8 : v: Vzdyt proti vétsi
strané lezi vétsi thel.

Té&lesova thlopiicka krychle se protina s thloptickou sténovou. Vzdyt
jejich prusecik vidim na obrazku.

Snad kazdy ucitel mize uvést fadu podobnych perlicek ze své praxe.

Dosti castou zakovskou chybou je dil¢i feseni tlohy, které neni zcela
Spatné.

Uvedme nékolik typickych piikladi.

Plati-li 0- x = 0, pak = = 0.

Je-li 22 = 4, pak x = 2.

Va2 = z.

Resenim rovnice 0 - 2 = 0 je libovolné realné &islo.

Resenim rovnice 22 = 4 jsou ¢isla 2 a —2.

Va2 = |zl
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Dil¢i pohled na feSeni problému, misto jeho celkového postizeni, lze
ovSem nalézt 1 v u¢ebnicich dosti ¢asto. Uvedme nékolik piikladi ze sou-
¢asnych nebo starsich ¢eskych ucebnic.

Vyska trojuhelniku je vzdalenost jeho vrcholu od protilehlé strany.

Vyska lichobézniku je vzdalenost jeho zakladen.

Osa thlu je mnozina vSech bodu jeho roviny, které maji stejnou vzda-
lenost od jeho ramen.

Témto chybnym formulacim mutZzeme tcelné predchazet vhodnymi pti-
pravnymi tlohami.

Napft. v souvislosti s odvozenim vzorce pro obsah trojihelniku mizeme
fesit ulohu:

Urcete obsah trojahelniki na obr. 4.

}1cm

Obr. 4

Pted vétou o ose tihlu je tcelné polozit otazku: Jaka je vzdalenost po-
loptimek PQ a RS na obr. 5.

P Q
—_—
B B
S R
Obr. 5

Nespravné je rovnéz zavedeni komplexnich ¢isel a vektorti jako mnozin
usporadanych dvojic redlnych ¢isel, aniz by se v definici uvedly pocetni
operace s nimi.

V mnozinovych diagramech neznizornujeme jednotlivé mnoziny ob-
lastmi. Hranicemi oblasti je pouze vyznaceno, kam bychom méli zafazovat
obrazy prvki pfislusnych mnozin.
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Setkal jsem se u univerzitnich studentti napf. s témito ,vypoclty*:

222 + 3124352 =02 =22+31+35=0
v2 =37 -37T=v=137-V3T.

Takovéto priklady ukazuji na nulové povédomi jejich autort o aritmetic-
kyjch zakonitostech. Zd4a se mi vSak, ze pfi¢iny téchto chyb nelze hledat jen
ve Spatné realizovaném vyucovani matematice. Co lze ocekavat od vysoko-
skolaku, ktefi pisi napf. ,,Océekavaly* jsme, Ze ,gimnazia“ nas ,pfipravy“
na univerzitu, kde budeme ,pjestovat® védu. Vsechny tyto chyby mohu
adresné dolozit.

T¥i tlohy pro ¢tenafe a jejich zaky

Inspirace Korinkovymi Zdklady algebry. Najdéte chybu v této tivaze: Ze
symetri¢nosti a tranzitivnosti relace R plyne jeji reflexivnost. Symetri¢nost
relace R znamené: Vz,y [xRy = yRx]. Aplikujeme-li tento vysledek na
tranzitivnost relace R Va,y,z [tRy A yRz = xRz|, dostdvame Vz [z Rx].

Vzorec pro prvocisla. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni: Neexistuje vzo-
rec, ktery by pro libovolné pfirozené c¢islo daval prvocislo. Své tvrzeni
zdtivodnéte. (Takovy vzorec existuje.)

Pohddka o likvidaci vozoveého parku. Vysvétlete tuto situaci: Podnik
ma rozdélit 17 automobild mezi tii podilniky tak, ze prvni dostane polo-
vinu, druhy t¥etinu a t¥eti devitinu z celkového poctu vozu. Spravce, ktery
vidi potize s pozadovanym délenim, se rozhodl, ze d& podniku k dispozici
svij vlastni viiz. Pak bez potizi vyftesil celou situaci: prvni podilnik dostal
9 vozl, druhy 6 a treti 2 vozy. Spravce nasedne do svého automobilu a
odjede.

Zavéry

Ucitelé patrné uci tak, jak se sami ve skoladch udili. Nedostatky v ma-
tematickém vzdélani v ucivu zakladni skoly stézi odstrani Skola stfedni,
nedostatky stfedoskolského vzdélani neodstrani univerzita. Problémy nasi
skoly jsou predevsim problémy nés, uciteli.

Véda chyby, ba i domnélé chyby, tvrdé tresta. Dolozme to dvéma pii-
klady. Nékdy kolem roku 500 pred nasim letopoétem dospél Pythagoriv
74k Hippasos z Mezoponta k zévéru, ze /2 neni racionalni &slo. Pythago-
ras byl vSak presvédcen, ze takova ¢isla neexistuji. Odsoudil proto Hippase
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k trestu smrti utopenim. S. Singh o tom piSe v knize Velkd Fermatova véta
toto: ,,Otec logiky a matematickych metod se uchyli k pouziti sily, misto
aby uznal, Ze se mylil. Odmitnuti iracionalnich ¢isel je jeho nejvétsi chy-
bou a mozné nejvétsi tragédii v déjinach fecké matematiky. Iracionalni
Cisla tak mohla vstat z mrtvych po Pythagorové smrti.“

Petr Vopénka ovsem poklada tuto historku za neprokizanou legendu a
je presvédcen, ze k nesouméritelnosti strany a thlopticky ¢tverce dospél
sém Pythagoras. Chyby v historii (nejen matematiky) jsou patrné casté a
lze o nich tézko rozhodovat.

S vyraznym odsouzenim objevu neeukleidovské geometrie se setkal
u predstavitelt tehdejsi védy I. N. Lobacevskij. Napft. akademik Ostro-
gradskij napsal: ,VSe, co jsem pochopil z geometrie p. Lobacevského je
vice nez podprimeérné. Vsechno, co jsem nepochopil, bylo zifejmé Spatné
vylozeno. Kniha p. rektora Lobacevského je poskvrnéna chybou, je ne-
dbale napsana a nezasluhuje tudiz pozornosti Akademie.“ Vyporadavat
se s chybami ve Skolské matematice tresty je neacinné. Chyby zaka by
mély byt jednak informacemi o irovni porozuméni matematice, ale hlavné
prostfedkem k nalézani spravné cesty k matematickym poznatkim. Je to
cesta obtizna, podle mého nézoru vsak spravna. O problematice chyb ve
vzdélavani z hlediska psychologického a spolec¢enského napsal fadu ¢lank
Milan Hejny. Z novéjsich uvedme napft. jeho stat Chyba jako prvek edu-
kacni strategie ucitele ve sborniku Dvacet kapitol z didaktiky matematiky
z r. 2004.

Prestoze jsme se v tomto prispévku zabyvali prevazné problematikou
chyb, tvofi omyly jen velmi malou ¢ast matematické produkce. Viele sou-
hlasim s nazorem Jaroslava Kurzweila: ,Matematika je krasna. Co platilo
vCera, plati i dnes.“

Nakonec si dovolim citovat znamy aforismus: Existuji t¥i typy lidi: Ti,
ktefi dovedou pocitat a ti, ktefi pocitat nedovedou.
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice uloh. Reseni novych tloh 233 a 234 mi-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2017 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz.

Uloha 235

Na jednotkové kruznici se stifedem S je dana kone¢na mnozina obloukt
délek mensich nez 7, pritom soucet délek vSech oblouki je vétsi nez 2.
Dokazte, ze existuje pifimka prochazejici bodem S, ktera protina aspon tii
z téchto oblouku.

Jacek Uryga (Katowice)

Uloha 236
Uvniti pravothlého trojiuhelniku ABC s pteponou BC' je dan bod D
tak, ze |DB| = |DC/. Pro vnitini bod E odvésny AB plati DE || AC. Pro
vnitini bod F' pfepony BC plati |[EB| = |EF|. Dokazte, ze AF je kolmé
na BD.
Patrik Bak

Dale uvadime feseni tloh 231 a 232, jejichz zadani byla zvefejnéna v prv-
nim ¢isle aktualniho ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 231

Necht S je stied pravidelného dvanactitthelniku A; As ... A12. Oznaéme

R prusecik piimek AyAg a AgA;1;. Dokazte, ze ¢tyiuhelnik AgRS A, je
tétivovy.

Karel Pazourek

Reseni. Podle véty o obvodovém thlu stadi dokézat, ze thly AgSA;; a
AgRA11 maji stejnou velikost.
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Uvédomme si, ze vrcholy pravidelného dvanactithelniku lezi na kruznici
se stfedem S. Velikost tthlu AgS A1 je ziejmé

2 360° = 60°
12 R

Podle véty o obvodovém uhlu jsou velikosti ahla AgAsA11 a AgAgAir
rovny poloviné velikosti stfedového tthlu AgSA;;, tedy 30°. Usecky A4Aq
a AgAj; maji shodnou velikost, ¢tyruhelnik A4 AgAgA11 je tak rovnora-
menny lichobéznik a thly AgA4A11 a AgAgAg jsou shodné. Velikost vnéj-
§iho thlu Ag RA1; trojuhelniku AgAgR je rovna souctu velikosti jeho vniti-
nich Ghlt u vrcholi Ag a Ag, tedy 60°, coz jsme chtéli dokazat.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jdachim z Volyné a Martin Raszyk z ETH Ziirich,
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Uloha 232

Je dan obdélnik O s celociselnymi délkami stran a obvodem 28. Dokazte,
ze z kruhu o poloméru 10 lze vystfihnout ¢tyii kopie obdélniku O.
Josef Tkadlec

Resent podle Martina Raszyka.
Oznacme a, b délky stran obdélniku O. Jeho obvod je 28, plati tedy

a-+b=14.

Ze Ctverce se stranou 14 lze podle obrazku vystifihnout ¢tyii kopie obdél-

niku O.

_
N

Pro délku u thlopficky tohoto ¢tverce plati
u=Vv2-142 = v/392 < v/400 = 20.

Existuje proto kruh s priimérem 20 (a polomérem 10), ktery ho cely po-
kryva. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Spravna feSeni zaslali Anton Hndth z Moravan a Karol Gajdo§ z Trnavy.
Frantisek Jachim z Volyné a Martin Raszyk z ETH Ziirich.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Vysledky ¢eskych zaka v Setfeni
PISA 2015

DANA MANDIKOVA - RADEK BLAZEK
MFF UK, Praha — Ceska skolni inspekce, Praha,

PISA (Programme for International Student Assessment) je mezini-
rodnim vyzkumem c¢tenadfské, matematické a prirodovédné gramotnosti
patnactiletych zakt, ktery poradda Organizace pro hospodarskou spolu-
praci (OECD). V soucasné dobé pfedstavuje PISA nejvétsi mezinirodni
Setfeni v oblasti méfeni vysledki vzdélavani. Jeho cilem je pravidelné zjis-
tovat, zda si zaci na konci povinné Skolni dochdzky osvojili védomosti a
dovednosti, které jsou nezbytné pro tspésné uplatnéni v redlném zivoteé.
Zamérem neni zkoumat, jak zaci umi nabyté védomosti reprodukovat, ale
to, jak je dokazi vyuzit v tlohach vychézejicich ze situaci bézného zivota.

Clanek podava zakladni informaci o celkovych vysledcich eskych zaki
v Setfeni PISA 2015 a o jejich ¢asovém vyvoji.

Vyzkum PISA
Cykly vyzkumu

Vyzkum probihd ve tfiletych cyklech, v kazdém z nich je jedné ze tii
sledovanych oblasti vénovana zvysSend pozornost. Prehled uskuteé¢nénych
cykla je v tabulce 1.

V roce 2015 byla navic testovana schopnost tymového feseni problémi,
vysledky této ¢asti budou zvefejnény v pribéhu roku 2017 a ¢tenéri ¢aso-
pisu MFI budou vcas informovéani.

188 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Testovani Zdci

Testovani byli zaci narozeni v roce 1999. V Ceské republice jsou to zaci
9. ro¢niki zakladnich skol ¢i odpovidajicich ro¢nikid viceletych gymnazii
nebo 1. ro¢nikt stiednich skol.

Vzorek je v Ceské republice vybiran tak, aby bylo moZné srovnavat
vysledky zakt rtznych druhi skol a aby byla zajiSténa reprezentativnost
vzorku zakd na urovni zakladnich skol a viceletych gymnazii na trovni
kraji.

Tab. 1 Cykly vyzkumu PISA

Rok | Hlavni testovana oblast Pocet zemi Pocet Skol | Pofet Zali
v CR v CR
2000 | Ctenaisks gramotnost 32 253 9 400
2003 | Matematicka gramotnost 41 260 9 900
2006 | Prirodovédna gramotnost 56 246 9 000
2009 | Ctenaiska gramotnost 65 290 7 500
2012 | Matematicka gramotnost 69 297 6 535
2015 | Pfirodovédné gramotnost 72 345 7 000

Testy a dotazniky

Uroveti gramotnosti zakt ve vsech sledovanych oblastech byla zjisto-
vana pomoci elektronického testu, na jehoz vyplnéni méli zaci dvé hodiny.
Testové tlohy vychazeji z redlnych situaci, obsahuji jak otdzky s vybérem
odpovédi, tak otdzky, kde Zzaci formuluji vlastni odpovéd. Pro prirodo-
védny test byly vytvoreny kvalitativné nové interaktivni tlohy obsahujici
simulace, modelovéni pokusi a dalsi interaktivni prvky (viz ukzka tlohy
Poustni ledni¢ka na konci ¢lanku). Souéésti kazdého Setfeni jsou také do-
tazniky pro zaky a 8kolni dotazniky. Udaje z nich umoziiuji posuzovat
napt. zavislost vysledka zak na socioekonomickém zazemi, rozdily mezi
chlapci a divkami ¢i vliv kolnich faktorti na vysledky. V roce 2015 vyplno-
vali dotaznik i ucitelé. Otazky se tykaly jejich kvalifikovanosti, ndzort na
gkolu, u ucitelti prirodovédnych predmétt pak hlavné pouzivanych metod
a forem vyuky.
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Prezentace vysledki

Ve vyzkumu PISA jsou vysledky zaku jednotlivych zemi prezentovany
dvéma riznymi zplsoby:

e Pomoci skértt (poétu bodti) na Skalach vysledkt, které vyjadiuji
aspésnost zaka pri feseni testovych tloh.
Uvadi se primeérné vysledky zemi na tfech celkovych skalach pro
¢tenaiskou, matematickou a prirodovédnou gramotnost. Pro kazdou
gramotnost pak lze vytvorit dalsi dil¢i skaly pro testované doved-
nosti, znalosti a oblasti.

e Pomoci Sesti gramotnostnich tirovni.

Podle toho, jakého skéru zdk v testu dosahl, je zafazen do jedné
ze Sesti trovni. Zaci na prvni drovni dosahuji nejnizsich vysledki a
ovladaji pouze nejjednodussi dovednosti, Sesta troven odpovida nej-
lepsim vysledkim a nejslozitéjsim dovednostem. V projektu PISA je
za zékladni stanovena druh4 troveti. Zaci, ktefi této tirovné nedosah-
nou, mohou mit problémy v dalsim vzdélavani nebo v zaméstnani.
(Podrobné vymezeni toho, co by méli Zaci na jednotlivych trovnich
umét, lze nalézt v [1], ptiloha 1.)

Vymezeni pfirodovédné gramotnosti (podle [6])

Definice pfirodovédné gramotnosti pro Setfeni v roce 2015 byla nésle-
dujici:
Prirodovédnd gramotnost je schopnost premyslet a jednat ve vsech vé-
cech souvisejicich s prirodnimi védams a jejich principy jako aktivni obcéan.
Prirodovédné gramotny clovek je schopen a ochoten zapojit se do vécné
debaty o prirodnich véddch a technologiich, k cemuz musi mit ndsledugici
dovednosti:
1. Vysvétlovat jevy védecky.
Rozpozndvat, nabizet a hodnotit vysvétleni ruznorodych prirodnich
jevid a technologii.
2. Vyhodnocovat a navrhovat prirodoveédny vyzkum.
Popisovat a hodnotit prirodovédnd zkoumdni a navrhovat védeckovy-
zkumné otdzky.
3. Veédecky interpretovat data a dikazy.
Analyzovat a vyhodnocovat rizné podoby dat, tvrzeni a dukazi a
vyvozovat odpovidajici veédecké zdvery.
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N/ v

Prirodovédnou gramotnost tvori ¢tyfi vzajemné propojené casti. Jsou
to vySe uvedené dovednosti, dale kontexty, znalosti (znalosti pfirody a
technologii — obsahova znalost; znalost, jakymi procesy jsou ziskdvany —
proceduralni znalost a pochopeni dtivod pro vznik téchto postupt a zdu-
vodnéni jejich pouziti — epistemickd znalost) a postoje.

Propojeni jednotlivych ¢asti zachycuje nasledujici schéma:

Znalosti
- Obsahova
- Proceduraini
Dovednosti + Epistemicka
Kontext Dovednost se projevufe [ . Vysvétiovat jevy védecl :
v zévislosti na kontextu s 12 Ky Dovednast je
- Osobni +Vyhodnocovat a navrhovat ovlivnéna
- Mistnifnarodni pirodovédny vyzkum
« Globaini - Védecky interpretovat
data a dukazy Postoje
- Zajem o védu

-Védecky pfistup k problému
+ Povédomi o Zivotnim prostedi

Novym prvkem v koncepénim ramci PISA 2015 je vymezeni pozado-
vané urovné poznani. Je tfeba odliSovat obtiznost tlohy a pozadovanou
aroven poznani. Obtiznost tlohy se odvozuje empiricky z podilu testované
populace, ktera je v feseni tlohy tspésna. Pozadovana trovern poznani je

dané pozadovanymi zptisoby prace

Urovné poznani jsou nasledujici:

o Nizks

se znalostmi.

Provadéni jednoduchych postupt napriklad vybaveni si faktu, ter-
minu, zdkona nebo koncepce ¢i vyhledani jednoho bodu z grafu nebo

jednoho udaje z tabulky.

o Stiedni

Pouziti a uplatnéni konceptudlni znalosti k popisu nebo vysvétleni
jevu, volba vhodného postupu zahrnujiciho dva nebo vice kroki,
tfidéni a zobrazeni dat, vysvétleni nebo pouzit jednoduché tabulky

nebo grafu.
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e Vysoka

Analyza slozité informace nebo Udaju, shrnuti a zhodnoceni fakt,
zduvodnéni, ovéreni z riznych zdrojl, vypracovani planu nebo sledu
kroku k vyfesSeni tkolu.

Celkové vysledky a jejich vyvoj
Prirodovédna gramotnost

Cesti zaci dosahli v pifrodnich védach vysledek na tirovni priiméru zemi
OECD (493 bodii), srovnatelny naptiklad s vysledkem zaki Svédska, Spa-
nélska, Francie, Rakouska, USA, Lotysska, Norska a Ruska. Jednoznacné
nejlepsi vysledek méli zaci Singapuru (556 bodi), nasledovani zdky Ja-
ponska, Estonska a Finska. Vyznamné horsiho vysledku nez ¢esti zaci pak
doséhli napfiklad Zéci Lucemburska, Itélie, Madarska a Slovenska.

V letech 2006 a 2015 byla prirodovédna gramotnost hlavni testovanou
oblasti a v tomto obdobi lze srovnavat vysledky. Zmény ve vysledcich zemi,
které se obou Setfeni zicastnily, zachycuje obr. 1. Vysledky ceskych zakt
se v tomto obdobi vyznamné zhorsily, a to o 20 bod.
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Obr. 1 Zmény ve vysledcich mezi roky 2006 a 2015 — pfirodovédna gramotnost

Priabéh vysledki nékterych stiedoevropskych zemi v pfirodovédné gra-
motnosti v obdobi 2006 az 2015 ukazuje obr. 2.

Zastoupeni ¢eskych zakt na rdznych gramotnostnich trovnich od roku
2006 je v nasledujici tabulce 2. Oproti pfedchozim letim vzrostl pocet zaka
(21 %), ktef{ nedosahuji ani Grovné 2, ktera je povazovand za zakladni. Ze

192 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



zemi OECD m4 nejmensi zastoupeni téchto zaki Estonsko (9 %), Japonsko
(10 %), Kanada a Finsko (11 %). Je vidét, ze v Ceské republice od roku
2006 klesa zastoupeni zakt na dvou nejvyssich trovnich.

Cesti chlapci byli v oblasti pifrodnich véd statisticky vyznamné lepsi
(0 9 bodti) nez divky. V priiméru zemi OECD je rozdil ve prospéch chlapctt
0 4 body. V zastoupeni ceskych divek a chlapct pod druhou gramotnostni
trovni neni vyznamny rozdil. Na dvou nejvyssich tirovnich je v Ceské re-
publice vyznamné vice chlapct (9 %) nez divek (6 %).
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Obr. 2 Zmény ve vysledcich stfedoevropskych zemi 2006—2015 — pfirodovédna
gramotnost”

Tab. 2 Zastoupeni ¢eskych zakd na rtznych gramotnostnich trovnich v % —
pfirodovédna gramotnost

pod trovni 1 | troveni 1 | {irovenn 2 | {irovenn 3 | Giroven 4 | tiroven 5 | troven 6
2006 3,5 12,1 23,4 27,8 21,7 9,8 1,8
2009 4,7 12,6 25,6 28,8 19,9 7,2 1,2
2012 3,3 10,5 24,7 31,7 22,2 6,7 0,9
2015 4,6 16,1 25,9 27,7 18,4 6,3 0,9

DData pro Rakousko za rok 2009 nejsou dostupna.
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Viysledky na diléich skalach

Kromé srovnavani celkovych vysledki, jichz zaci v testu dosahli, Ize
také porovnavat, jak byli zaci Gspésni v jednotlivych dovednostech, zna-
lostech a vzdélavacich oblastech (zivé systémy, fyzikalni systémy, systémy
Zemé a vesmiru). Cesti zaci zvladaji 1épe vysvétlovani jevii védecky, horsi
jsou ve vyhodnocovani a navrhovani pfirodovédného vyzkumu, maji lepsi
znalost obsahu prirodnich véd nez proceduralni a epistemickou znalost.
V jednotlivych pfirodovédnych oblastech jsou jejich vysledky vyrovnané.
Obr. 3 ukazuje pro srovnani vysledky vybranych zemi na dil¢ich skalach.

Dovednosti

Vzdélavaci oblasti CELKOVY VYSLEDEK
540

Vysvétlovat jevy védecky

Vyhodnocovat a navrhovat

e sysicRE ¥®  prirodovadny vizkum

|
r
/"l,', VEdecky interpretovat data a

Fyzikalni systémy - dakazy
- ) .
Procedurdini a epistemickd = Lo o
Znalost
Znalosti

—a— Ceska republika —e—Polsko —e—Némecko --w- Finsko --+- Estonsko —e— Primér OECD

Obr. 3 Vysledky na diléich skdlach ptrirodovédné gramotnosti pro vybrané zemé

Matematickda gramotnost

Vymezeni matematické gramotnosti ve vyzkumu PISA:

Matematickd gramotnost je schopnost jedince formulovat, pouzZivat a in-
terpretovat matematiku v riuznych kontextech. Zahrnuje matematické mys-
lent, pouzivani matematickych pojmi, postupt, faktd a ndstroji k popisu,
vysvetlovdni a predpoviddni jevi. Pomdhd jedinci si uvédomit, jakou roli
matematika hraje ve svéte, a diky tomu sprduné usuzovat a rozhodovat se
tak, jak to vyZaduje konstruktivni, angaZované a reflektivni obcanstuvi.
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Nejlepsiho vysledku v matematickém testu dosahli zaci ze Singapuru
(564 bodii), nasledovali je zaci z Ciny a Japonska. Z evropskych zemi byli
nejlepsi zaci Svycarska a Estonska. Vysledek ceskych zékii (492 bodi) byl
na trovni priméru OECD (490 bodi). Srovnatelny je napiiklad s vysledky
zaka z Nového Zélandu, Australie, Francie, Velké Britanie, Portugalska a
Itélie. Vyrazné je predcili zaci ze sousedniho Polska a Némecka, naopak
madar$ti a slovensti Zaci byli v§znamné horsi.

Mezi roky 2003 a 2012, kdy byla matematika hlavni testovanou oblasti,
se vysledek Ceskych zakd vyznamné zhorsil (o 17 bodt). Mezi roky 2012
a 2015 pak doslo k dalsimu zhorSeni (o 7 bodi), které je jiz statisticky
nevyznamné. Nasledujici obr. 4 zachycuje zmény ve vysledcich zemi OECD
mezi roky 2012 a 2015.

V priuméru zemi OECD byli chlapci o 8 bodti lepsi nez divky. Vysledky
ceskych chlapcii a divek byly srovnatelné, coz je rozdil oproti roku 2012,
kdy byli chlapci o 12 bodt lepsi.
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Obr. 4 Zmény ve vysledcich zemi OECD mezi roky 2003 a 2015 — matematickd
gramotnost

Ctendrskd gramotnost

Vymezeni ¢tenaiské gramotnosti ve vyzkumu PISA:
Ctendrskd gramotnost predstavuje porozumeént, vyuZivdni, posuzovdni a

angazZovdnt se v psanych textech za ucelem dosaZent cili jedince, rozsireni
jeho znalosti a potencidlu a jeho aktivni ucasti ve spolecnosti.
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Nejlepsi vysledek méli v oblasti ¢tendfské gramotnosti opét zaci Sin-
gapuru (535 bodi), nasledovali je zaci Hongkongu, Kanady, Finska, Irska
a Estonska. Vysledek ¢eskych zaki (487 bodi) byl mirné pod prameérem
zemi OECD (493 bodi). Srovnatelného vysledku doséhli napiiklad zaci
Ruska, Svjcarska, Lotysska, Rakouska a Vietnamu. Ctenafskd gramot-
nost byla hlavni testovanou oblasti v letech 2000 a 2009, v tomto obdobi
se vysledek Ceskych zakd vyznamné zhor$il (o 13 bodt). Mezi roky 2009
a 2015 se pak Cesti zaci zlepsili o 9 bodd, zlepseni je ale statisticky nevy-
znamné. Rozdily ve vysledcich zéki zemi OECD mezi roky 2009 a 2015
jsou znazornény v nasledujicim obr. 5.
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Obr. 5 Zmény ve vysledcich zemi OECD mezi roky 2009 a 2015 — ctenarska
gramotnost

Ve vsech zemich dosahly v roce 2015 divky lepsiho vysledku nez chlapci.
V piipadé ¢eskych divek se jednalo o rozdil statisticky vyznamny (27 bod).
Oproti roku 2009 se ale rozdil snizil, tehdy ¢inil 48 bod.

Rozdily ve vysledcich éeskych Zaku ruznych typu skol

Vzorek zakti v Ceské republice byl vybran tak, aby bylo mozné porovnat
mezi sebou vysledky zakt navstévujicich rizné druhy skol. V tab. 3-5 jsou
uvedeny primérné vysledky zakt rdznych skol v jednotlivych oblastech
gramotnosti. Vyvoj vysledka ¢tenaiské gramotnosti lze sledovat od roku
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2000, kdy byla hlavni testovanou oblasti; vysledky v matematice lze takto
sledovat od roku 2003 a v prfirodnich védach az od roku 2006.

Od roku 2006 se vysledky zakt vSech druhtu $kol v pfirodnich védach
zhorsily. Po prechodném zlepSeni zadkd zakladnich skol mezi roky 2009
a 2012 se jejich vysledek opét zhorsil. Zhorsili se i Zaci stfednich skol
s maturitou i bez ni. Srovnatelny vysledek s rokem 2012 méli zaci viceletych
i Ctyfletych gymnazii.

Tab. 3 Vysledky podle typt skol — pfirodovédna gramotnost

Pfirodovédna gramotnost Primérng vysledek
2006 | 2009 | 2012 | 2015
Zékladni skola 488 | 473 | 490 | 468
Viceleté gymnéazium 628 613 601 602
Ctyfleté gymnézium 613 596 583 578
SOS a SOU s maturitou 542 | 521 519 | 503
SOS a SOU bez maturity | 443 | 448 | 444 | 413
Speciélni skola 375 | 314 | 331 | 367
CR | 513 | 501 | 508 | 493 |

Tab. 4 Vysledky podle typt skol — matematickd gramotnost

Pfirodovédna gramotnost Primérng visledek

2003 | 2006 | 2009 | 2012 | 2015
Zékladni skola 495 | 482 | 460 | 476 | 469
Viceleté gymnazium 631 635 | 614 | 602 594
Ctyfleté gymnazium 610 | 614 | 583 | 585 | 574
SOS a SOU s maturitou 541 | 542 | 515 | 514 | 505
SOS a SOU bez maturity | 458 | 440 | 438 | 425 | 418
Speciélni skola 369 | 363 | 372 | 310 | 341

CR

| 516 | 510 | 493 | 499 | 492

|

7 tabulky 4 je vidét, Ze i v oblasti matematické gramotnosti doslo od

roku 2012 v priméru ke zhorseni u vSech typi skol kromé specialnich.
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Ve ctenafské gramotnosti se oproti roku 2012 zlepsily vysledky zakt
étytletych gymnazii. Zaci viceletych gymnézii a zakladnich $kol se mirné
zhorsili, znatelné zhorseni pak bylo u nematuritnich obort stfednich skol.

Tab. 5 Vysledky podle typt Skol — ¢tenafska gramotnost

Prumérny vysledek

Prirodovédna gramotnost
2000 | 2003 | 2006 | 2009 | 2012 | 2015

Zakladni skola 474 | 469 | 457 | 449 | 470 | 462
Viceleté gymnéazium 592 | 593 | 609 | 587 | 593 | 589
Cty¥leté gymnazium 582 | 584 | 603 | 581 | 568 | 582

SOS a SOU s maturitou 525 | 517 | 522 | 502 | 506 | 506
SOS a SOU bez maturity | 436 | 433 | 386 | 414 | 424 | 397
Speciélni skola 267 | 300 | 314 | 338 | 346 | 332

CR | 492 | 489 | 483 | 478 | 493 | 487 |

Neéktera dalsi zjisténi vyzkumu PISA 2015

Udaje z dotaznikového Setfeni umoziiuji dat vysledky zakt v testech do
souvislosti s dalsimi faktory, napf. socioekonomickymi ¢i Skolnimi.

Jednim ze sledovanych faktori jsou naklady vynalozené na vzdélani
jednoho zaka od 6 do 15 let a jejich souvislost s vysledkem v pfirodovédném
testu. Ukazuje se, ze prumeérné vysledky rostou se stoupajicimi vydaji na
vzdélani. Vysledek ceskych zaku je v kontextu zemi OECD lepsi, nez by
odpovidalo nakladium vynalozenym na jejich vzdélani. OvSem napf. polsti
a estonsti zaci dosahuji pfi obdobnych nakladech jesté lepsich vysledkii.

Dalsim faktorem, ktery mize ovlivnit vysledky zaki, je tiroven vzdélani
dospélych. Sledovala se vékova kategorie 35-44 let, ve které se nachéazi vét-
Sina rodi¢ti testovanych zakt. V Ceské republice je ve srovnani se zemémi
OECD vysledek v testu pfirodovédné gramotnosti vyrazné lepsi, nez by
odpovidalo podilu dospélych v uvedeném véku s ukonCenym tercidrnim
vzdélanim.

Dobry vzdélavaci systém by mél poskytovat zakim rovné vzdélavaci
prilezitosti. Sleduji se proto také rozdily ve vysledcich zak® uvnitt skol a
mezi $kolami. V Ceské republice byly rozdily ve vysledcich zakii v piirodo-
védném testu uvnitt skol podprimeérné, ale rozdily mezi skolami naopak
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nadprumeérné. Vysledek zaka tak do jisté miry zalezi na tom, do jaké skoly
zak chodi. Vzdélavaci systém u nas tedy funguje podle této charakteristiky
spise selektivné. Ke stejnému zavéru dospélo i minulé Setieni v roce 2012
v oblasti matematické gramotnosti.

7 odpoveédi zaka v dotaznicich tykajicich se né€kterych aktivit zarazova-
nych do hodin pfirodovédnych predméti lze usuzovat na jejich vliv na vy-
sledky v testu. Zaci ze zemi OECD napiiklad dosahovali lepsich vysledki
(v praméru o 27 bodt), pokud uvedli, Ze jim uditelé vysvétluji védecké
myslenky v mnoha hodinach nebo kazdou ¢i témétr kazdou hodinu. Lep-
sich vysledkt (v priméru o 14 a 13 bodt) dosahli i zaci, podle nichz se
o jejich dotazech diskutuje a jejichz ucitelé ndzorné demonstruji néjakou
myslenku v mnoha hodinach nebo kazdou ¢i témér kazdou hodinu. Na-
proti tomu vliv pouhé diskuze celé t¥idy se na vysledku v prirodovédném
testu neprojevil. Vyse uvedené aktivity jsou v Ceské republice zafazované
podprimérné.

ZAvér

Hlavni testovanou oblasti Setfeni PISA 2015 byla pfirodovédné gramot-
nost. Novinkou bylo elektronické zadavani i vyhodnocovani testi. Elektro-
nické testovani umoznilo zafazeni nového typu prirodovédnych tloh, které
obsahuji rizné simulace, modelovani pokusi a dalsi interaktivni prvky. Je
tfeba Fici, Ze s takovymi tillohami se cesti zaci v hodinach bézné nesetkavaji.

Vysledky ceskych zakt byly v pfirodovédné a matematické gramotnosti
na trovni primeéru zemi OECD a ve ctenaiské gramotnosti dosahli vy-
sledku, ktery byl mirné pod primérem zemi OECD. Z obr. 6 je vidét, ze
se tyto vysledky s vyjimkou obdobi 2009-2012 postupné zhorsuji. Snizuje
se také podil ¢eskych zakt s vybornymi vysledky a zvySuje se podil téch
s vysledky nedostateénymi. Pro nas vzdélavaci systém stéale plati, zZe je
selektivni a jsou zde velké rozdily mezi Skolami.

Vysledky ceskych zakt jsou ale lepsi, nez by odpovidalo vynalozenym
nakladtim na jejich vzdélani i dosazenému vzdélani jejich rodict.

Pii interpretaci vysledki Setfeni a vyvozovani zavéri je tieba velka
opatrnost a nutnost brat v uvahu, co dand Setfeni zjistuji a za jakym
Gcelem, i jakymi prostfedky. V kazdém piipadé by zhorSujici se vysledky
nasich zakl nemély ztstat bez povsimnuti. Veskera data z vyzkumu jsou
volné dostupné a bylo by dobré podrobit je dalsim analyzam a pokusit se
najit pficiny netuspéchi nasich zakt.
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Ukazka testové otazky vyuzivajici simulace

Uloha Poustni lednicka
Uvod

PISA 2015

Uvad

Poustni lednicka je zafizeni, které
se poudiva prevainé v africkych
zemich k udrieni jidla v chladu bez
elektricke energie,

Iald hlinéna nadoba je umistand
do vEti{ hlinéné nadoby

s platénym vikem. Prostor mezi
hrnci je vysypan piskem. Ten tvofi
izolaci kolem mengiho hrnce.
Pisek se pravidelna vihéi vadou.
Kdy# se voda odpafuje, snifuje se
uvnitf mensiha hrace teplota.

Domorodei si poustni lednicky
zhotovuji z béinédho mistniho
materidiu, z hliny.

Poustni lednicka

Vnitini hlingny hrnec,
zde jsou umisténé potraviny

Vrstva
vlhkého
Wnajsi pisku
hlingny —
hrnec
Platéné
viko Podstavec

|

)

Otéazka 1

PISA 2015 Po i lednicka

Ctazka 1/4

W rémei skolnihe Ukalu mas
zjistit, jaka je nejlepii konstrukee
poustni lednicky, aby celé roding
uchavala potraviny v chladu,
Baktarie se prestavaji mnoiit pri
45, ajidlo tak z(istane nejdéle
Eerstvd,

Pougij simulator na pravé strana,
abys zjistil nejuyisi hmotnost
jidla, kterou lze mit pfi 4 °C

5 pouiitim rizneé tlousthy

a vihkosti vrstvy pisku.

Simulaci mizes spustit kelikrat
patfebujes a miZes libovolné
ménit nastaveni.

Mejvyisi moind hmothnost
potravin uchovavanych pfi 4 “C

. Bl

Vnitfni hrnec - ——— \'rstva pisku
Vngjii
hrnec Pod- . Vike
staver | d
Thoudtka vrstwy | Hmatrost Wihkast pisku
pisku feon] b (ke {ulhkgifaucly)

Matematika — fyzika — informatika 26 2017

201



Predstavy mladsich zaka
o gravitacnim pusobeni

EVA HEJNOVA
Piirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

Obdobi primarniho vzdélavani lze povazovat z hlediska vytvareni vztahu
k pfirodnim véddm za velmi dulezité, ne-li klicové [1]. V tomto véku déti
radi néco pozoruji, zkoumaji a také premysleji o spravném vysvétleni riiz-
nych jevi. Détskou zvidavost lze tak dobfe vyuzit pro motivaci i pro bu-
dovani pozitivniho postoje k pfirodnim védam. Vyznamnou tlohu v tomto
procesu maji ucitelé, ktefi mohou poskytovat détem vhodné naméty k pre-
mysleni a experimentovani a také mohou své zaky vést k vytvareni sprav-
nych predstav o tom, jak svét kolem nich funguje.

V nasem piispévku chceme ukézat, jaké jsou predstavy mladsich zakt
(4. az 6. ro¢nik zdkladni gkoly) o gravitaénim ptisobeni. Téma gravitace
skoly, na ktery se chceme v nasem ¢lanku zejména zamérit. Zaroven je to
téma pro vytvareni spravnych predstav pomérné obtizné, nebot je s nim
spojeno mnoho miskoncepci [2].

Vyzkumy intuitivnich predstav o gravitacnim ptisobeni byly provedeny
v mnoha zahrani¢nich i tuzemskych vyzkumech [2]. Vétsina z téchto vy-
zkumi vSak pochdzi zejména z 80. let minulého stoleti (napt. [3]), proto
nas zajimal soucasny stav predstav o gravitaci u mladsich zakd. V na-
vaznosti na nase zjisténi chceme také poukazat na néktera problematicka
mista v soucasnych ucebnicich pfirodovédy a metodickych textech pro uci-
tele (podrobnéjsi rozbor nékterych starsich ucebnic ptirodovédy s ohledem
na intuitivni pfedstavy provadéla Mandikova [4]).

Nasi vyzkumnou otéazkou bylo zjistit, jak se predstavy mladsich Zdku
o gravitaci s vekem meént, resp. které miskoncepce u Zaku pretrvdvagi. Nasi
hypotézou bylo, ze mladsi Zdci budou v urcité mire zastdvat i ve vyssim
rocniku $irsi skalu miskoncepct.

Nas prispévek je vzhledem k jeho zaméreni urcen zejména budoucim i
stavajicim ucitelim ptirodovédy pro 1. stupen zakladni skoly, ale uzitec¢ny
bude i pro ucitele fyziky na zakladnich i stfednich skolach.
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V dalsim textu uvaddime nejprve prehled poznatkt o gravitaci, se kte-
rymi se déti seznamuji v ramci pfirodovédy na 1. stupni zakladni skoly.
Poté prezentujeme realizaci vyzkumu a jeho vysledky. Pro srovnani uva-
dime také vysledky priizkumu, ktery jsme provedli u studentti ucitelstvi
pro 1. stupen zakladni skoly. V diskuzi na zavér ptispévku upozorinujeme
na néktera problémova mista v metodickych textech a v ucebnicich pfiro-
dovédy pro 4. a 5. ro¢nik a pfedkladame doporuceni pro vyuku, jez mohou
ucitelim pomoci, aby u svych zakiu rozvijeli spravné predstavy o gravitac-
nim ptuisobeni.

Ucivo o gravitaci v uéebnicich pfirodovédy pro 4. a 5. roénik a
v ucebnicich fyziky pro 6. roénik

V Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani [5] po-
znatky o gravitaci, co se tyce 1. stupné zakladni skoly, explicitné uvedeny
nejsou. V ramci vyuky pfirodovédy byva ucivo o gravitacnim piisobeni
zpravidla zafazeno do vzdélavaci oblasti Clovék a jeho svét, konkrétné do
tematického okruhu Rozmanitost prirody.

K analyze uciva o gravitaci jsme vyuzili nékolik ucebnic ptirodovédy,
v nichz je toto ucivo obsazeno. Konkrétné jsme pracovali s ucebnicemi ze
Statniho pedagogického nakladatelstvi [6, 7], dale z nakladatelstvi Fraus
[8], Fortuna [9] a Alter [10].

S gravitacni silou se zaci na 1. stupni zédkladni skoly setkavaji nejcastéji
v 5. ro¢niku [6, 7, 9, 10], vyjimeéné je udivo o gravitacni sile zafazeno
jiz do uéebnice pro 4. ro¢nik [8]. Uéebnice pfirodovédy zpracovavaji ucivo
o gravitaci v rizném rozsahu i riaznymi zptsoby. Poznatky o gravitac¢ni sile
a gravitacnim poli byvaji zpravidla zahrnuty do u¢iva o vesmiru a Zemi.

Uvedme nyni struény piehled zékladnich poznatkii o gravitaci, s nimiz
se zaci v hodinach piirodovédy setkavaji.

e Zemé pfitahuje vSe na svém povrchu ke svému stiedu.

e Gravitacni sila ptisobi nejen na pfedméty na jejim povrchu, ale i na
ty, které se ji nedotykaji, tj. jsou v jejim okoli.

e Pritazlivost mezi Zemi a télesy je vzadjemna.

e Kolem Zemé je prostor (gravita¢ni pole Zemé), ve kterém pisobi jeji
pritazliva sila.

o Cim vétsi hmotnost mé téleso, tim vétsi silou je piitahovano do
stfedu Zemeé.

e S rostouci vzdalenosti od Zemé se gravitacni sila zmensuje.
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Vyse uvedené ucivo o gravitaci je vesmeés zafazeno ve vSech ucebnicich
prirodovédy pro 4. nebo 5. ro¢nik. V nékterych ucebnicich se pak objevuji
i dalsi poznatky, které uc¢ivo na jedné strané obohacuji, na druhé strané ale
také mohou byt zdrojem riiznych chybnych predstav nebo nejasnosti, proto
na nékteré z nich v nasledujicim textu upozornime (piiklady konkrétnich
nevhodné formulovanych texti pak uvedeme v kapitole ,, Zavéry z vyzkumu
a diskuse k ucebnicim pfirodovédy*).

Jestlize détem sdélime, ze gravitacni sila Slunce je mnohem vétsi nez
gravita¢ni sila Zemé, a proto Slunce svou pfitazlivosti udrzuje v obéhu
i nejvzdalenéjsi planety [7, s. 38], budou logicky pfemgyslet, pro¢ se tedy
vSechny planety nepfitdhnou ke Slunci a ,nespadnou na néj“. Neékteré
ucebnice pro vysvétleni vyuzivaji analogie otac¢ivého pohybu, napf. na fe-
tizkovém kolotoéi [8, s. 9], pfi kterém na nds pusobi ,sila, kterd nas nuti
odletét“. V [9, s. 27] miZeme nalézt ndmét na jednoduchy pokus, pfi némz
rozto¢ime kulicku na provéazku. Sila (pevnost) provazku nedovoli kuli¢ce
odlétnout. Pfi provadéni tohoto pokusu je ale tfeba zaky upozornit, Ze
planety nemuseji nutné obihat kolem Slunce, aby na né ptsobila gravi-
tacni sila. Napf. Zemé a Slunce by na sebe ptsobily gravita¢nimi silami,
i kdyby se nepohybovaly. Pfi obihani Zemé kolem Slunce gravita¢ni sila
Slunce piisobi jako dostiediva sila, ktera zakiivuje trajektorii, po niz Zemé
obiha.

Déti se také casto mylné domnivaji, ze gravitaéni pusobeni Zemé na
predméty je zpisobeno rotaci Zemé kolem své osy [3, s. 10]. Je proto
tfeba déti upozornit také na to, Ze téleso nemusi rotovat, aby kolem ného
existovalo gravitacni pole.

Pro déti je dale velmi obtizné predstava ,neviditelného“ gravita¢niho
pole a také to, Ze na sebe gravitacni silou ptisobi véechna télesa (pro mladsi
zéky je to novy poznatek, ktery navic odporuje jejich bézné zkuSenosti).
Proto byva gravitacni sila v nékterych ucéebnicich srovnavana s magnetic-
kou silou, coz ma détem pomoci pochopit jeji ic¢inky. Napf. v ucebnici
pfirodovédy pro 5. ro¢nik [7, s. 38] je zafazena kapitola ,Zemé piitazliva®,
v niz autori poukazuji na to, ze Zemé je z hlediska pfitazlivych sil také
magnetem (i kdyz slabym) a Ze tedy pfitahuje vSechny Zelezné predméty
k magnetickym pdlim Zemé. Vyuziti analogie magnetického a gravitac-
niho pole také ¢asto doporucuji i nékteré metodické prirucky [11, s. 117].

Spojeni uciva o gravita¢ni a magnetické sile vSak bohuzel neziidka vede
ke zmateni piedstav o gravita¢nim ptisobeni Zemé. Castou miskoncepci
v této oblasti je, Ze déti gravitaci spojuji se zemskym magnetismem a mysli
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si, Ze Zemé pritahuje véci podobné jako magnet [2]. Zaci pak mohou mit
velmi bizarni predstavy, ve kterych spojuji rtizné pojmy dohromady, aby
to ,dobfe fungovalo“ (napf. si mysli, Ze Zemé mtze pfitahovat gravitacéni
silou jen ty pfedméty, které v sobé obsahuji néjaké Zelezo, podrobnéji viz
[2, s. 105]). N&které zahrani¢ni vyzkumy ukazaly [12, s. 126], [13, s. 69], Ze
zéci také nékdy chapou magnetickou silu jako jisty druh gravitacni sily.

V 6. ro¢niku se zaci setkavaji s uc¢ivem o gravitaci zpravidla na zacatku
vyuky fyziky, pricemz gravitacni sile a gravitacnimu poli byva nejcastéji
vénovana samostatna kapitola. Nejprve jsou zopakovany poznatky z pfi-
rodovédy, poté nasleduje zpfesnéni predstav o gravitaci a také doplnéni
dalsiho uciva, napf. co se tyce riznych kvantitativnich idaji a grafického
vyjadrieni zavislosti velikosti gravitacni sily, kterou ptisobi Zemé na téleso,
na jeho vzdalenosti od Zemé; urcovani svislého a vodorovného sméru atd.
(viz napt. [14, s. 20-23]). Magnetické sile a magnetickému poli je pak zpra-
vidla vénovana samostatna kapitola, coz poméahé zabranit nezddoucimu
smésovani uciva o gravitaci a magnetismu.

Metodologie vyzkumu

Z metodologického hlediska byl pro zjistovani predstav zakt pouzit
kvantitativni pfistup, ve kterém jsme k ziskéni dat pouzili lohy zadané
formou diskuse, jez jsou v zahrani¢i zndmy jako concept cartoons [15].
O tomto typu tloh bylo podrobnéji pojedndno v tomto ¢asopise jiz dfive
v ptispévku [16]. Déle proto uvedeme pouze struénou charakteristiku tloh,
které zaci resili.

V kazdé tloze byla situace, ke které se déti mély vyjadfovat, uvo-
zena jednoduchou oznamovaci vétou a pro lepsi predstavu byla jesté dopl-
néna fotografii nebo jednoduchou kresbou (obr. 1). V jednotlivych tlohéch
vystupovali tfi nebo ¢tyfi mluvéi, jejichZ tvrzeni predstavovaly typické
miskoncepce. Pro zjistovani predstav o gravitaénim pitisobeni byly pou-
Zity tfi alohy (Delfin, Padajici mi¢ek a Strom a jablka), které zahrnovaly
vybrané miskoncepce. Zajimalo nas zejména, jak zaci chapou gravitaci ja-
kozto silu; kdy tato sila podle nich piisobi, resp. neptisobi; a jak je jeji
ptisobeni ovlivnéno prostiedim.

S témito dvéma oblastmi jsou spojeny nékteré typické miskoncepce,
které byly jiz dfive v mnoha vyzkumech identifikovany (v niZe uvedeném
prehledu je oznacujeme pismenem M s poradovou ¢islici a v dalsim textu
se na né pod timto oznafenim odkazujeme). Dale uvddime jejich vycet
podle [2].

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 205



M1. Gravitace je tendence téles padat doli, casto neni povaZovdna za
stlu.

M2. Pusobeni gravitace se neuplatniuje ihned po pusténi ¢i vrZent télesa,
ale azZ s jistym zpoZdénim nebo aZ poté, co prestanou pusobit jiné
sily.

Ma3. Po dopadu télesa gravitace prestane pusobit.
M4. Gravitace je velmi velkd sila, kdyZ pusobi na tolik véct najednou.

MS5. Gravitaéni pisobeni je zdvislé na prostiedi (ve vakuu je slabsi nebo
neexistuje, ve vodé je slabsi, popt. pisobi smérem vzhiru).

Ulohy jsme zadali v listopadu 2015 zaktm étvrtych, patych a Sestych
ro¢nikti na zakladnich skolach v Praze, Teplicich a Rumburku. Vyzkumu
se zucastnilo celkem 259 zaku ze (75 zakt 4. ro¢nikd, 121 zakd 5. roénika
a 63 zaku 6. roénikt). Ackoliv nas statisticky soubor nebyl pfili§ rozsdhly
(zejména ve srovnani se zahraniénimi vyzkumy), nékteré skutecnosti se
opakované objevily ve vysledcich u vSech zadanych tuloh, a je proto uzite¢né
a zajimavé se nad nimi zamyslet.

Pro porovnani a také pro ucelenéjsi predstavu o odolnosti nékterych
miskoncepci uvadime i vysledky prizkumu, ve kterém jsme pfedstavy
o gravitaci zjisfovali u student@ oboru Ugitelstvi pro 1. stupeii ZS na
Pedagogické fakulté v Usti nad Labem. Studenti Fesili stejné tlohy jako
zaci (u tlohy Strom a jablka byl text v zékovské verzi zkricen). Pri-
zkum probéhnul v bfeznu 2015 a zucastnilo se ho 23 student 3. ro¢niku
(nékteré vysledky z tohoto priizkumu byly uvedeny v [16]). Cilem tohoto
prizkumu bylo zjistit, v jaké mife chybné pfedstavy budouci ucitelé jesté
maji, abychom mohli identifikovat mozné problémy v jejich budoucim pu-
sobeni na zaky.

Co se tyce zpusobu zadani tloh, byly promitany dataprojektorem. Od-
povédi psali zaci i studenti do pripravenych odpovédnich listki, ve kterych
mohli zakrouzkovat pismeno odpovidajici vybrané odpovédi, nebo mohli
doplnit vlastni odpovéd (viz moznost ,,J4 si myslim, Ze. . . “). Na zakladnich
skolach mohli ucitelé rozhodnout, zda zaci budou odpovidat anonymné, ¢i
zda se podepisi; studenti ucitelstvi odpovidali anonymné. Pied zadanim
uloh byli zaci informovani, Ze se nejedna o zadny test nebo pisemku a uci-
telé byli instruovéni, aby zaktm strucné vysvétlili, jakym zptisobem maji
na otazky odpovidat.
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Vysledky

V dal§im textu uvadime jednotlivé ulohy (v poradi, v jakém byly zakiim
zaddvany) a podrobné komentare, zahrnujici rozbor zdkladnich chybnych
predstav a jejich Cetnosti v jednotlivych ro¢nicich.

Uloha Delfin (obr. 1)

{/ Jak je to sprivné?

@ Delfin vyskoéil nad hladinu mofe.

Ma delfina piisobi stejné velka gravitacni
sila nad hladinou more i pod vodou.

Pod vodou piisobi na delfina mensi
gravitagni sila.

Kdyz je deifin pod vodou, piisobi na néj
gravitaéni sila smérem nahoru.

KdyZ delfin vyskoéi nad hladinu, gravitacni
sila na néj po dobu skoku nepiisobi.

Nemdte pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Martina

Obr. 1 Zadéni dlohy Delfin

Resent : Nejpiijatelnéjsi je odpoved AV, tj. ve vodé i ve vzduchu puisobi
na delfina stejné velka gravitacni sila, ktera stale sméruje dolu.
Vysledky k iloze Delfin

V tabulce 1 jsou uvedeny Cetnosti odpovédi pro jednotlivd tvrzeni a
ro¢niky. V poslednim fadku jsou uvedeny c¢etnosti odpovédi studentii uci-
telstvi. Cetnosti spravné odpovédi (A) jsou uvedeny tucné, etnosti nej-
Gastéjsi miskoncepce (tvrzeni B) jsou vyznaceny kurzivou.

1S ohledem na mozné zkomplikovéani situace rtiznymi tvahami (nap¥. o zméné tiho-
vého zrychleni s vyskou), neoznacujeme odpovéd jako spravnou, ale jako (z védeckého
hlediska) ,nejptijatelngjsi“. V textu vSak budeme pro jednoduchost pouzivat oznadeni
»Spravna odpovéd“. Totéz plati pro tlohu Padajici mi¢ek a ilohu Strom a jablka.
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Tab. 1 Cetnosti odpovédi zakt u tlohy Delfin

- Cetnosti odpovédi zakt v % pro jednotliva tvrzeni
Roc¢nik
A B C D E
4. 30 27 15 23 5
22 45 9 18 6
6. 38 53 8 1 0
studenti VS| 62 [ 38 | o | o | o0

Zajimavd byla i nékterd tvrzeni, jez zaci uvadéli jako vlastni odpoveéd
v mozZnosti E (,,J4 si myslim, Ze. .. “). Nékolik odpovédi proto pro ilustraci
déle uvddime (v zavorce je ro¢nik, ktery zak navstévoval).

O1. Kdyz delfin vyskoc¢i nad hladinu mote, tak na néj gravitacni sila pii-
sobi méné nez ve vodé. (4. ro¢.)

02. Na delfina pisobi do 10 m pod hladinou gravitacni sila nahoru, pod
10 m smérem doli. (5. roc.)

03. Kdyz delfin skoci, gravitacni sila ho pritdhne zpdtky a jeho sila pre-
stane pusobit. (5. roc.)

04. Gravitaci prerusime skokem, sila v skoku vyprchd a gravitace nds
pritdhne ke stiedu Zemé. (5. roc.)

05. Kdyz delfin vyskoci nad hladinu, tak na néj gravitacéni sila pisobi, a
kdyz je pod vodou, tak na néj gravitacni sila nepisobi. (6. roc.)

Diskuse k uloze Delfin

Jak je z vySe uvedenych odpovédi vidét, déti si casto mysli, ze gravi-
taéni pusobeni je zavislé na prostiedi (viz miskoncepce M5), konkrétné ze
se gravitaéni sila ve vodé zmensuje, zvétsuje (odpovéd O1), nebo zanikd
(odpovéd 05%)), piipadné méni sviij smér (odpoved 02). Zaci se také asto

2)Zahraniéni vyzkum [3, s. 8] ukdzal, ze zhruba tfetina mladsich zaki (konkrétné se
jednalo o 4. ro¢nik) si mysli, Ze gravita¢ni sila pod vodou neptsobi. V 5. ro¢niku tuto
predstavu ale zastava jiz pouze 12 % a v 6. roéniku 5 % déti. Co se tyce ¢islovani ro¢niki,
je zde tfeba upozornit na to, ze na Novém Zélandu zaci vstupuji do 1. ro¢niku jiz v péti
letech, proto nas ¢tvrty roénik odpovida spise jejich patému roc¢niku, nas paty rocnik
jejich sestému atd. Rocniky uvadéné v novozélandském vyzkumu jsou proto v textu
upraveny tak, aby odpovidaly nasemu ¢islovani.
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mylné domnivaji, ze na delfina béhem skoku pusobi néjaka ,sila skoku“
nebo sila delfina®, ktera se postupné zmensuje nebo ,,vyprchéd“ (odpovéd
03 a 04). Déti se dale mylné domnivaji, Ze ptsobeni gravitaéni sily se
neuplatnuje ihned po vyskoku, ale az s urcitym zpozdénim, nebo poté,
co prestanou ptisobit jiné sily (nejcastéji ,sila skoku“). Mezi odpovédmi
se objevila i ¢astd chybna predstava, ze v nejvyssim bodé skoku prestane
pusobit sila skoku®, kterd byla pfi¢inou pohybu delfina smérem nahoru,
a zacne pusobit gravita¢ni sila, diky niz delfin padd dola (odpovéd O4).

Co se tyce Cetnosti odpovédi, z tabulky 1 je zfejmé, Ze pocet spravnych
odpovédi (viz predstava A ,Na delfina piisobi stejné velkd gravitacni sila
nad hladinou mofe i pod vodou.“) se s vékem zvySuje. VSimnéme si dale
podrobnéji, jak se s vékem méni Cetnosti nespravnych odpovédi. Zatimco
v nizsich ro¢nicich zaci voli zhruba rovnomérné vsechny nabizené moznosti,
zaci 6. roéniku voli bud spravnou odpovéd, nebo se vétsina z nich priklani
k jedné miskoncepci (B), pfi¢emz ostatni predstavy (D a C) vice ¢i méné
opoustéji. Dobfe je to vidét napi. u pfedstavy D (,Po dobu skoku gravi-
taéni sila na delfina neptsobi.“). Ve 4. ro¢niku tuto pfedstavu uptednost-
fuje témér ¢tvrtina déti (23 %), zatimco Zaci 6. roéniku jiz tuto predstavu
v podstaté opustili (volilo ji pouze 1 % zaki). U odpovédi C (,,Gravitaéni
sila ptisobi smérem nahoru.“) je to patrné také, i kdyz zména Cetnosti neni
tak vyraznd jako u predstavy D.

Zajimavé je sledovat, jak se méni Cetnosti u nespravné predstavy B
(,Pod vodou ptisobi na delfina mensi gravitaéni sila.“). Z tabulky 1 je
vidét, ze cetnost volby odpovédi B se zvysila mezi 4. a 6. roénikem témér
na dvojnéasobek, tato pfedstava se tedy s rostoucim veékem stava pro déti
pritazlivéjsi. Ztejmé vychazeji ze své bézné zkusenosti, ze télesa jsou ve
vodé ,nadlehcovana“, ale neuvédomuji si, ze sila pusobici na delfina pod
vodou je vyslednici gravitaéni a vztlakové sily (s pojmem vztlakové sila
o0 jeji existenci jiz mohou védét).

Co se tyce studentt ucitelstvi, volili, podobné jako Zaci 6. ro¢niku, také
mezi dvéma moznostmi, tj. vybirali si bud spravnou odpovéd (A), nebo
chybnou odpovéd (B). Pomérné vysokd Getnost u odpovédi B, volila ji
témé¥ tfetina respondenti (32 %), naznacuje, Ze znacnd ¢ast studenti jesté
dobie nerozlisSuje mezi gravitacni silou a vyslednici gravitacni a vztlakové
sily, pripadné Ze se sklddanim sil viibec nezabyvaji a jednoduse si mysli, ze
velikost gravita¢ni sily je ve vodé mensi nez ve vzduchu (tj. Ze jeji velikost
zavisi na prostfedi).
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Uloha Padajici migek (obr. 2)

/ Jak je to sprivné?

Padajici micek

@' Mitek se zkutali k okraji stolu a
volné z néj pada.

H
Jestlize mi¢ek pada, piisobi na néj po celou

dobu pohybu stale stejné velka gravitacni sila.

A

Kdyz micek pada ze stolu, grauitaéni sila na né&j
nepisobi. Mi¢ek pada k zemi samovolné, neni

Jans k tomu potfeba Zadna sila.

Gravitaéni sila na micek pii padu pisobi, neni
- ale poFad stejné velka, Je tim vét, &im rychle]i D
“ micek pada.

Vojta

Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Martina

Obr. 2 Zadani ulohy Padajici micek
Resent : Nejprijatelnéjsi je odpoved A.
Vysledky k uloze Padajici micek
V tabulce 2 jsou opét uvedeny Cetnosti spravnych odpovédi pro jednot-
livé roéniky a v poslednim ¥adku pro studenty uéitelstvi. Cetnosti spravné

odpovédi (A) jsou uvedeny tucné, ¢etnosti nejéastéjsi miskoncepce (tvr-
zeni C) jsou vyznaceny kurzivou.

Tab. 2 Cetnosti odpovédi zaki u tilohy Padajici micek

- Cetnosti odpovédi zakt v % pro jednotlivéa tvrzeni
Ro¢nik
A B C D
4. 16 43 40 23
5. 32 19 45 18
6. 46 5 49 1
studenti VS 78 0 22 0
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V této tloze zejména zaci 4. a 5. rocniku uvadeéli své vlastni odpovedi
(moznost D). Nékolik takovych odpovédi pro ilustraci uvadime.

06. KdyZ micek padd, piisobi na néj gravitace, ale na stole ne. (4. roc.)
O7. Kdyz micek padd, pisobi na néj mald gravitacni sila. (5. roc.)

08. Kdyz micek padd, tak gravitacni sila ho pritahuje ke stredu magne-
tického pole. (5. ro¢.)

Diskuse k uloze Padagici micek

Mezi odpovédmi déti se objevila typickd mylnéd predstava, Ze pokud je
téleso v klidu, gravitace na néj neptisobi (O6). Odpovéd O7 naznacuje také
jednu velmi castou predstavu déti, Ze gravitace je jakasi tendence padat
dolt a Ze tedy k padani télesa neni potfeba zadna sila (pfipadné jen mald
sila, jako je tomu v odpovédi O7). V odpovédi O8 se objevuje dalsi typickd
mylna pfedstava souvisejici s tim, jak si déti vysvétluji ptivod zemské
gravitace. Jak jiz bylo uvedeno vyse, gravita¢ni piisobeni zaci ¢asto spojuji
s magnetismem, tj. maji predstavu, ze Zemé pritahuje véci podobné jako
magnet [2]. Odpovéd O8 naznacuje, Ze zak si zfejmé ztotoziiuje gravitaéni
a magnetické pole, nebot prisuzuje magnetickému poli jakysi stred.

Cetnosti v tabulce 2 ukazuji, Ze pocet spravnych odpovédi (viz pied-
stava A ,Po celou dobu pohybu pfisobi stejné velkd gravitacni sila.“) se
opé&t s vékem zvysuje, a to pomérné vyrazné (v 6. ro¢niku se Cetnost sprav-
nych odpovédi oproti 4. roéniku téméf ztrojnésobila). Co se tyce nesprav-
nych odpovédi, je opét patrné, ze nékteré predstavy postupné oslabuji a
v 6. ro¢niku se jiz témér nevyskytuji. Dobfe je to patrné u piedstavy B
(,,Gravita¢n{ sila na micek pfi jeho padu neptsobi. Micek padd k zemi
samovolng, neni k tomu potfeba zaddna sila.“), kterou ve 4. ro¢niku vo-
lilo nejvice déti, zatimco v 6. ro¢niku se vyskytuje uz jen u 5 % zaku.
Podobny vyzkum provedeny u mladsich zakt na Novém Zélandu [3, s. 9]
na prelomu 70. a 80. let ukazal, ze ve 4. a v 5. ro¢niku si toto myslelo
pouze 1 % zakd, v 6. roéniku pak uz nikdo®. Vysledky naseho vyzkumu
naznacuji, ze nasich zakt se tuto pfedstavu daii odbouravat pozdéji.

Podobné jako u predchozi tlohy je zajimavy vyvoj cetnosti u jedné z ne-
spravnych predstav, a to u pfedstavy C (,,Gravitacni sila je tim vétsi, ¢im

3)V novozélandském vyzkumu zaci odpovidali na otazku, zda na clovéka, ktery pada
(vysko¢il z letadla a nemé otevieny padéak), ptisobi gravitaéni sila. Svoji odpovéd mohli
vybrat ze étyf nabidnutych moznosti (a. Ano, stejna jako na zemi, b. Ano, ale mnohem
mensi nez na zemi, c. Ano, ale mnohem vétsi nez na zemi, d. Ne, neptisobi na néj zddna
gravitace).
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rychleji mi¢ek pada.“). Cetnost volby této odpovédi od 4. do 6. ro¢niku
mirné nartista, pricemz v 6. roéniku se pro tuto moznost rozhodla témér
polovina déti, takze Cetnost této mylné predstavy je zhruba srovnatelna
s Cetnosti spravné predstavy. Lze se domnivat, Ze starsi zaci (z 6. ro¢niku)
jiz vice uvazuji o zmeéné rychlosti a jeji pficin€, ale mylné ji vidi v rostouci
gravitacni sile, coz souvisi s tim, zZe zaci si casto mysli, Ze ke zrychlenému
pohybu je potfeba rostouci sila (tato pfedstava patii k tém nejrozsitendj-
$im a zaroveni k nejodolnéjsim [2]).

Co se tyce studentti ucitelstvi, pétina z nich (22 %) zvolila nespravnou
odpovéd C. Lze tedy konstatovat, Ze nezanedbatelnéd ¢ast studentt jesté
nema vytvorenou spravnou predstavu o velikosti gravitacni sily v pribéhu
padani téles.

Uloha Strom a jablka (obr. 3)

Jak je to Svné?
/ Cabiiie ik Strom a jablka

@ Na obrazku néktera jablka visi na stromé,
jedno jablko pada a jedno lezi na zemi.
A a
Gravitacni sila piisobi pouze na padajici jablko.
KdyZ jablko visi na vétvi nebo kdyi lezi na
zemi, gravitacni sila na néj nepiisobi. i

Jana Gravitaéni sila plisobi na viechna jablka na
obrazku, ale nejvétsi je v pfipadé, kdyz
jablko pada.

Na viechna jablka na obrazku plisobi stejna D
gravitacni sila.

Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Obr. 3 Zadéni dlohy Strom a jablka

Nevs .

Resent : Nejprijatelnéjsi je odpoved C.
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Vysledky k tloze Strom a jablka

V tabulce 3 jsou opét tuéné uvedeny cetnosti spravnych odpovédi (C)
pro jednotlivé roéniky a studenty VS, kurzivou jsou vyznaceny cetnosti
nejéasté&jsi miskoncepce (tvrzeni B).

Tab. 3 Cetnosti odpovédi zakd u tlohy Strom a jablka

o Cetnosti odpovédi zakt v % pro jednotlivé tvrzeni
Roénik
A B C D
4. 27 33 39 1
5. 20 50 28 2
6. 0 49 51 0
studenti VS 0 30 61 | 9 |

Pro ilustraci uvadime dvé vybrané odpovédi zékiu, které formulovali
v moznosti D.

09. Gravitaéni sila pisobi vice na jablko padajici a lezici. (5. roc.)

010. ..., ale miZeme to urcité védét jen pro padajici. (Ze pusobi gravi-
tacni sila — pozn. aut.). (5. ro¢.)

Diskuse k uloze Strom a jablka

Zaci si ¢asto mysli, Ze na jablko, které visi na stromé nebo lezi na
zemi, gravitaéni sila neptusobi, nebo na néj piisobi sila mensi (odpovéd
09). Zajimava je i odpovéd 010, ve které zak zjevné potfebuje k dikazu
existence gravita¢ni sily néjaké jeji ¢inky (napf. to, Ze jablko padd).

Cetnosti v tabulce 3 ukazuji, Ze pocet spravnych odpovédi (viz pied-
stava C ,Na v8echna jablka na obrazku pusobi stejnd gravitacni sila.”)
mezi jednotlivymi ro¢niky vyraznéji kolisd, nicméné lze Tici, ze u star-
sich déti je procento spravnych odpovédi nejvyssi (51 %). V pfipadé ne-
spravnych predstav je opét patrné, ze nékteré predstavy postupné oslabuji.
V tomto pfipadé je to patrné u predstavy A (,Gravitacni sila ptisobi pouze
na padajici jablko.“). Zatimco ve 4. roéniku mé tuto pfedstavu vice jak
¢tvrtina déti, v 6. rocniku se jiz neobjevuje u zadného ditéte. Podobné vy-
sledky ukazal i vyzkum pfedstav malych déti provedeny na Novém Zélandu
[3], o kterém jsme jiz zminili u pfedchozi tlohy.

I u této ulohy se objevuje mylnd predstava, u niz ¢etnost odpoveédi
se zvySujicim vékem roste (viz pfedstava B ,Gravitaéni sila ptsobi na
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vSechna jablka, ale nejvétsi je v piipadé, ze jablko pada.“). Zaci si ¢asto
mysli, ze jestlize se téleso pohybuje, je k tomu potieba vétsi gravitacni sila,
nez je-li v klidu. Z vyzkumu pfedstav o gravitaci provedeném na Novém
Zélandu [3, s. 9] vyplynulo, Ze 20 % déti ve 4. ro¢niku si mysli, Ze pii
padu z letadla pisobi na c¢lovéka vétsi gravitacni sila, nez kdyz stoji na
zemi. V 5. ro¢niku to bylo ale jiz jen 12 % a v 6. ro¢niku 8 %. Podet déti
zastavajicl tuto pfedstavu se s rostoucim vékem zmensuje; nas vyzkum
vS8ak naznacuje, ze u naich zakid je tomu spise naopak.

Z tabulky 3 je také vidét, ze 30 % studentt ucitelstvi pro 1. stupen stéle
jesté zastava nespravnou predstavu B, coz je v tomto piipadé pomérné
zévazné zjisténi.

(Pokracovdni)
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Jednoduché pomiicky pro vyuku
vinéni

LEONTYNA BRIZOVA - MICHAELA KRIZOVA - JAN SLEGR

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

Protoze ceny didaktickych pomicek jsou jakousi virtualni realitou, kde
cena témér nekoreluje s vyrobnimi naklady ¢i kvalitou, zajimalo nas, jak
levné vyrobit stroboskop pro skolni pouziti. Vzhledem k tomu, Ze jsme
se z bezpecénostnich divodt chtéli vyhnout pouziti vysokonapétovych vy-
bojek, padla volba na svitivé diody. Ceny vykonovych moduld s velkou
svitivosti v posledni dobé znac¢né klesly, coz z nich ¢ini dobrého kandidata
na zdroj stroboskopickych zableski. Nase obavy, Ze luminofor bude mit
jistou svételnou ,setrvacnost“ a nebude v impulznim rezimu dostatecné
rychle zhasinat, se nenaplnily.

K tomuto stroboskopu byl néasledné sestaven generator mechanickych
kmita pro pouziti ve vyuce.

Konstrukce zdroje kmita

Na obr. 1 je zdroj kmitt. Zakladem je generator funkci dostupny po-
mérné levné v [1]. Vyhodou tohoto generdtoru je moznost digitalniho (a
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tedy velmi pfesného) nastaveni frekvence, coz je dilezité zvlasté pro po-
kusy s rezonanci (viz dale). Za timto zdrojem elektrickych kmitd nésleduje
modul vykonového zesilovace [2]. Vystup zesilovade miize byt pomoci ko-
lébkového pfepinace pfepnut na levé nebo pravé svorky. Toto usporadani
bylo zvoleno z toho davodu, Ze k jedném svorkam byl pfipojen reproduk-
tor s plastovou membranou, ve kterém byla nenewtonovska tekutina, a ke
druhym svorkam byl pfipojen mechanicky generator Chladniho obrazct.

Obr. 1 Zdroj elektrickych kmit

Jednoduchy mechanicky generator Chladniho obrazct vznikne z repro-
duktoru odstranénim vétsi ¢asti kmitajici membrany. Prostiedni ¢ast je
ponechana a je na ni pfipevnéna zavitova tyc, kterd prochazi otvorem
v dfevéné pricce (obr. 2).

Obr. 2 Mechanicky generator a jeho pouziti

Ackoliv toto uspotradani vypadda dosti ,humpolacky®, je az prekvapivé
funkéni. Mezi dvé matky lze na ty¢ pfipevnit ¢tverec z tenkého a z jedné
strany zacernéného plexiskla a po posypéni vhodnym materidlem (svétly

216 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



suchy pisek, cukr krystal, v nouzi nejvyssi i siil) lze pfi riznych frekven-
cich kmitani pozorovat rtizné Chladniho obrazce. Podobné lze timto za-

Fizenim rozkmitavat i natazenou strunu (nebo lépe bilou plastovou sndru
na pradlo) a ve svétle stroboskopu pozorovat stojaté vinéni.

Konstrukce stroboskopu

Schéma stroboskopu je na obr. 3. Jako zdroj impulzt je pouzit oblibeny
obvod NE555, jehoz vystup je pfiveden na bazi tranzistoru, ktery spina
LED. S pouzitymi souc¢astkami je mozné ménit potenciometrem P1 frek-
venci v rozsahu 7 Hz az 1,3 kHz. Z tohoto dtvodu je P1 desetiotackovy.
Trimrem P2 je mozné ménit tvar vystupniho impulsu (deriva¢ni RC ¢len
z obdélnikového impulsu vytvari kratsi §picku). Pro pouziti napt. 1 W LED
modulu je zapotiebi pfedfadny rezistor, na kterém vznika nemald vyko-
novéa ztrata. Proto je mozné misto jednoho LED modulu pouzit vhodnou
sérioparalelni kombinaci bilych LED tak, aby v sérii byl vhodny pocet diod
pro napéajeni napétim 12 V. Toto feseni je pii pouziti obycéejnych bilych
LED o priméru 5 mm navic levnéjsi nez jeden 1 W modul. Zapojeni lze
snadno realizovat na univerzalni desce plo$nych spoji (obr. 4), pfipadné
lze na strankéch autort [3] stdhnout navrzenou desku plosnjch spoji.
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Obr. 3 Schéma stroboskopu Obr. 4 Realizace stroboskopu na uni-
verzalni desce

Experimenty s popsanymi pomuckami

Pred pouzitim stroboskopu k pozadovanému experimentu je vhodné
zékam vysvétlit princip a demonstrovat jej napf. na oblibeném pokusu
s vétrakem: V zatemnéné mistnosti je stroboskopem osvétlena vrtule vé-
traku. Pfi vhodné volbé frekvence se vétrak zastavi, pfi jeSté vhodnéjsi
volbé frekvence vypadd, ze ma vétsi pocet lopatek nez ve skutecnosti.
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Na zavér uvadime velmi efektni pokus s rezonanci sklenice na vino podle
[4]. Chceme-li pozorovat kmiténi sklenice na vino a pfipadné ji i rozbit, je
nejdiive nezbytné najit jeji rezonané¢ni frekvenci. To lze provést nékolika
zpusoby, ovSem jako nejlepsi se jevi pfejizdét po hornim okraji sklenice
navlhéenym prstem a vznikly zvuk o rezonanéni frekvenci snimat pomoci
mikrofonu v redlném case. V nasem pripadé byl pouzit radioamatérsky pro-
gram SpectrumLab [5], ktery ukazuje spektrum, ve kterém lze frekvenci
odecist kurzorem. K vyse popsanému generatoru byl pfipojen obycejny
reproduktor o primeéru 5 cm, ktery byl uchycen v laboratornim stojanu.
Sklenice samotna byla pfilepena ke stolu lepici paskou. P¥i prvnim zapnuti
generatoru je vhodné nastavit frekvenci o néco nizsi, nez byla namérena,
umistit reproduktor alespon pét centimetrt od sklenice a do sklenice vlozit
kousek Spejle. Prvni dva body zabrani destrukci sklenice hned po zapnuti,
Spejle pak divokym tancem zhruba ukaze rezonanci. Po dosazeni rezonance
je vhodné zhasnout svétla a zapnout stroboskop. Zaky obvykle velmi pie-
kvapi, jaké amplitudy dosahuje stojaté vlnéni na hornim okraji sklenice.
Pii pfisunuti reproduktoru blize se amplituda zvysi a muze dojit k de-
strukci sklenice. K puknuti sklenice dochazi pfi frekvenci priblizné o 1 az
2 Hz vyssi, nez je rezonan¢ni frekvence. Videa z rychlokamery i pofizena
bé&znym fotoaparatem lze najit na webu autori [3].

Didaktickd pozndmka: U zakt mladsich osmnécti let 1ze misto sklenice na
vino pouzit napt. kddinku nebo jinou nezavadnou nadobu.

Zavér

Popsané zafizeni jsou velmi jednoduché a jejich realizace neni ve skol-
nim prostiedi problematicka. Cena odpovida pfiblizné pétiné ceny poza-
dované dodavateli didaktickych pomticek (tento jev byl autory pozorovan
i v pfipadé dalsich pomtcek k vyuce fyziky). Pokud na $kole ptisobi pfi-
rodovédny ¢i technicky krouzek, je zcela idealni tato zafizeni konstruovat
pfimo s zaky.
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Rozvijanie fyzikalneho poznania
prostrednictvom podujati
neformalneho vzdelavania

JANKA RAGANOVA — TOMAS PIVARCI

Fakulta prirodnych vied, Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici, Slovensko

Dlhodobym vaznym problémom prirodovedného vzdelavania v eurdp-
skych krajinach, vratane Slovenska, je neustale klesajuci zdujem mladych
Tudi o $tadium prirodnych vied a ich neochota vykonévat uditelski pro-
fesiu, ktora je najvacsia v pripade predmetu fyzika. Hoci sa fyzikalne po-
znanie a vztah deti a mladeze k fyzike rozvija najmi na hodinach fy-
ziky v skole, v ostatnych rokoch narastd vyznam mimoskolského, t.j. ne-
formélneho, fyzikidlneho vzdelavania, ktoré dopliia formalne — $kolské —
vzdeldvanie. Rozli¢né vzdelavacie institicie sa snazia propagovat fyziku a
ostatné prirodné vedy skolskej mladezi aj SirSej verejnosti ¢o najatraktiv-
nejSim spdsobom. Aktivity neformélneho prirodovedného vzdelavania sa
tak stavaju dolezitou stcastou volnocasovych aktivit, $pecidlne pre rodiny
s detmi, ktoré hladaji prilezitost zabavit sa a zdroveti sa aj ucit novym
veciam.

Fakulta prirodnych vied Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici
(FPV UMB) sa tiez radi k inStitaciam, ktoré si klada za ciel novymi
pritazlivymi spdsobmi prezentovat prirodné vedy defom, mladezi aj Sir-
Sej verejnosti. Popri zapojeni sa do narodnych a medzinarodnych iniciativ
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a projektov, ktoré maji za ciel zmenit spdsob vyudovania a zlep§it vztah
mladych Tudi k prirodovednym predmetom, ako aj stustavnej metodickej
venuje rozlicnym popularizacnym aktivitam. Tradi¢né podujatia, ako je
napr. Dei otvorenych dveri a TyZdeti vedy a techniky, dopliia uz Sest
rokov detsky letny tdbor Mlady prirodovedec [1] uréeny pre ziakov zaklad-
nych 8kol a Sestrocnd je aj spolupraca UMB s organizatormi podujatia Noc
vyskumnikov, na ktorom sa pravidelne zucastnuje aj Katedra fyziky FPV
UMB.

V tomto prispevku zhrnujeme nase skisenosti ziskané v ramci prezen-
tovania vedeckych stankov na podujati Noc vyskumnikov v uplynulych
siestich rokoch. Na zaklade vysledkov ankety, ktord sme realizovali na os-
tatnom ro¢niku podujatia, sa zameriavame najmaé na vyznam tejto aktivity
pre podporu Skolského fyzikdlneho vzdelavania a rozvijania fyzikalneho
poznania ziakov zdkladnych a strednych $kol. Pre uditelov a ostatnych
zaujemcov prindSame navod na zhotovenie pomoécky, ktora navstevnikov
fyzikalneho stanku na Noci vyskumnikov 2016 najviac zaujala.

Popularizacia fyziky v ramci podujatia Noc vyskumnikov

Noc vyskumnikov je unikatny popularizacny projekt podporovany no-
vym ramcovym programom Eurépskej komisie na podporu vyskumu, vy-
voja a inovacii — Horizon 2020, v casti — Marie Sklodowska-Curie acti-
ons, ktory sa pravidelne kona v septembri paralelne v 33 statoch Eurdpy.
Hlavnou myslienkou projektu je priblizif verejnosti vyskumnikov a ved-
cov ako ,obyc¢ajnych Iudi“ s neobycajnym povolanim, pri¢om navstevnici
maji moznost sa priamo ,dotknitf sveta vedy a vyskumu“ [2]. Podujatie
umoziiuje nielen priblizit defom aj ostatnej verejnosti vedecké poznanie,
ale zaroven ich aj motivovat k uceniu, k technike, k ochrane Zivotného
prostredia. Ucitelia tu nachadzaju inSpiraciu pre pracu so ziakmi v triede.
V Banskej Bystrici sa jednotlivé aktivity podujatia — prednasky, vedecké
stanky a vedecké kaviarne — konaji v ndkupnom centre Europa Shopping
Center.

Tradi¢nou aktivitou Katedry fyziky FPV UMB na Noci vyskumnikov je
demonstracia atraktivnych fyzikalnych pokusov v ramci vedeckého stanku,
¢o umoziuje predstavit verejnosti vysledky prace Katedry v oblasti roz-
vijania prostriedkov a metéd fyzikalneho experimentu a tvorby novych
ucebnych pomoécok. Kolektiv z Katedry fyziky pod vedenim Mgr. Mar-
tina Hrusku, PhD. v spolupraci s doktorandom Mgr. Tomdsom Pivarcim
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a Studentmi uditelstva aj v septembri 2016 pripravil zaujimavé fyzikalne
pokusy na tému Svet ocami fyziky, ktoré demonstrovali javy a deje suvi-
siace s mechanickym a elektromagnetickym vlnenim, optikou a zvukom.
Vsetky pripravené demonstracie mali interaktivny charakter, navstevnici
si ich mohli sami vyskusat a ziskat pritom nové, pripadne oprasit zabud-
nuté fyzikalne znalosti.

Noc vyskumnikov vnimame nielen z pohladu predstavenia vedcov a ich
préace, ale najmé ako prilezitost neformélneho vzdelavania Sirokej verej-
nosti z oblasti fyziky. Z takéhoto vnimania vychadza aj koncepcia celého
vedeckého stanku Katedry fyziky. Popri podpore skolského fyzikalneho
vzdeldvania mé tato aktivita velky vyznam aj pre budicich ucitelov fy-
ziky. Priprava demonstracii a prezentovanie fyzikalneho obsahu studentmi
uditelstva na verejnosti, komunikdcia s navstevnikmi rozlicného veku a
vzdelania je pre Studentov vynikajica skisenost a prilezitost rozvijat si
komunikacné a praktické zruc¢nosti pri préaci s fyzikdlnym obsahom.

Vyznam podujatia Noc vyskumnikov pre rozvijanie fyzikalneho
poznania

Sestro¢na tcast Katedry fyziky FPV UMB na podujati Noc vyskum-
nikov, uvedomovanie si naro¢nosti pripravy a samotnej realizacie v deni D
nas vedie k zamyslaniu sa nad tym, preco Iudia navstevuju toto poduja-
tie a Co im nas fyzikalny stdnok prinasa. Na Noci vyskumnikov 2016 sme
preto realizovali prieskum, ktoré cielom bolo zistit, ¢ navstevnici nasho
stdnku prisli na toto podujatie cielavedome, s nejakym zdmerom, ktoré
demonstracie ich v nasom stanku najviac oslovili a ¢i sami vnimaju, ze sa
na takomto podujati aj naucili nejaké nové poznatky.

Prieskum sme realizovali formou pisomnej ankety s tromi otdzkami:

e Preco ste prisli na Noc vyskumnikov?

e Co sa vam najviac pacilo v nasom stanku?

e Co ste sa u nas naudili?

Respondentmi boli ndhodne vybrani navstevnici, ktorych sme pocas
celého dnia oslovovali, ked odchddzali od ndsho stanku. Kedze tilohou név-
stevnikov bolo odpovedat na anketové otazky pisomne, neoslovovali sme
deti predskolského veku. Takto sme v priebehu 12 hodin trvania podujatia
ziskali reakcie od 85 ndhodne vybranych navstevnikov.
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Analygza vysledkov prieskumu

Prva otazka ankety bola zacielenad na identifikdciu dévodov, pre ktoré
ludia navstevuji podujatie Noc vyskumnikov, a zdroven sluZila na pr-
votné roztriedenie navstevnikov do jednotlivych skupin. Vysledky ukazali,
ze z celkového pocétu 85 respondentov bolo 25 respondentov (29 %), ktori
na Noc vyskumnikov prisli v rdmeci $kolskej akcie, 46 respondentov (54 %),
ktori prisli s cielenym zdmerom a 14 Iudi (17 %), ktori ,ndhodou §li okolo*,
resp. prisli z iného dévodu. Navstevnici zo §kol pritom vyrazne dominovali
v dopoludnajsich hodinach podujatia, popoludni prichddzali na podujatie
najméi navstevnici, ktori jasne deklarovali zaujem o pokusy, prirodné vedy,
poznéavanie, pripadne o stretnutie so samotnymi prezentujicimi. Piati nav-
Stevnici uviedli, ze prisli za zédbavou, traja ,kvoli defom*, ¢o sme tiez za-
hrnuli do skupiny névstevnikov s cielenym zadmerom.

Najviac pozitivnych ohlasov v druhej otdzke ankety zistujtcej, ktory
z pokusov v stanku Svet o¢ami fyziky ich najviac zaujal, ziskali pokusy: Ca-
mera obscura (32), Arduino syntetizator a opticky modulator (10), Chlad-
niho obrazce (9), Kreslenie pred zrkadlom (6) a Soldrny vari¢ (5). Ostatné
pokusy ziskali porovnatelny pocdet bodov od jedného po maximélne Styri
body. Z vysledku pri druhej otazke je vidiet, Ze navstevnikov najviac oslo-
vila Camera obscura, za ktort zahlasovalo najviac Tudi v kazdej skupine
navstevnikov.

Zamerom tretej otdzky bolo zistif, ¢i si ndvStevnici z névstevy fyzikal-
neho stanku odnasaji nejaké nové poznatky. Na tato otazku odpovedalo
len 68 respondentov. Iba piati z nich, t. j. 7 %, odpovedalo na otizku
,Co ste sa u nas naucili?“ negativne: ,Ni¢“, resp. ,Vetko som uz vedel“.
Pozitivne odpovede, ktorych bolo 93 %, mozno rozdelit do troch kategdrii:

a) navstevnik uviedol konkrétny poznatok, ktorému sa naudcil — takych
odpovedi bolo 34 (50 %),

b) névstevnik uviedol len vSeobecné tvrdenie o tom, Ze sa nie¢o naudil —
20 odpovedi (30 %)

c¢) névstevnik uviedol konkrétny poznatok, ale tento bol chybny, resp. lo
o neporozumenie prezentovanych dejov — 9 odpovedi (13 %).

V prvej kategdrii navstevnici najviac uvitali, ze sa naucili, ako funguje
oko, pochopili princip fotoaparatu pomocou tmavej komory (lat. camera
obscura) — 23 odpovedi. V dalsich, sice menej pocetnych, odpovediach sme
zaznamenali pekné priklady naucenia sa nie¢oho nového, napr. ,magne-
ticka sila dokéze rozhybat dva nespojené predmety”, ,zvuk sa Siri pomal-
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sie ako svetlo“, ,Ziarovku nie je pocut, ale mé frekvenciu“, ,zvuk moze
vytvarat obraz“. a pod.

Druhou najpocetnejSou kategériou boli vSeobecné pomenovania prezen-
tovanych dejov, ktoré nepreukazovali konkrétne znaky novej vedomosti,
ako napr. ,zvuk a vlnenie“, | frekvencia pruziny“, ,Sirenie zvuku“, resp.
vyjadrenia komentujice vSeobecny prinos stanku pre navstevnika, napr.
yzopakoval som si“, | fyzika moéze byt aj zdbavna“, ,v prirode sa nachidza
vela zaujimavosti“ a pod.

Pri studovani jednotlivych odpovedi sme si uvedomili, Ze to, ¢o povieme,
moze byt posluchdcom z réznych dovodov pochopené inak, a mozu vznik-
nut aj mylné predstavy o danom jave. V poslednej kategdrii napr. Styria
névstevnici odpovedali, Ze sa moZe varif na satelite, pripadne, Ze sa na sate-
lite d& uvarit jedlo lahSie, ¢o je mylnd predstava stvisiaca s experimentom
nazvanom Slneény vari¢, ktory znazortioval princip dutého zrkadla a sme-
rovanie svetelnych licov do ohniska, v ktorom sa stustreduje dostatoéna
energia umoziujlica aj varenie. Zaznamenali sme aj dalSie mylné pred-
stavy, napr. ,zvuk je svetlo“, ,polarizacné okuliare vlnia svetlo“, alebo
,hudobnik méze byt kazdy, kto vie pracovat s technikou.

Diskusia ziskangych vysledkov

Analyza vysledkov prieskumu realizovaného na podujati Noc vyskumni-
kov 30. septembra 2016 v Banskej Bystrici ukazala, Ze vicSina navstevnikov
vedeckého stanku Svet ocami fyziky prisla na toto podujatie zamerne, oc¢a-
kavajuc, ze na podujati uvidi zaujimavé pokusy, dozvie sa nové poznatky,
naderpé inspiraciu, stretne zaujimavych Tudi, zabavi sa. V dopoludiiajsich
hodinach medzi navstevnikmi prevladaja skolské vypravy, ¢o sa odrazilo
aj v niektorych odpovediach na prva otazku naSej ankety: siedmi Ziaci
odpovedali, ze prisli z donttenia, lebo museli. V popoludnajsich hodinach
sa ziadna podobnda odpoved nevyskytla. To nas vedie k zamysleniu, preco
niekto pocituje, Ze musi (je dontteny) ist na takito akciu. Ako bolo po-
dujatie vysvetlené a spropagované zo strany ucitela a pochopené zo strany
ziakov? Je to len vylet, alebo sa ide cielene za poznanim? Zaujimavé by
bolo zistenie, ako a ¢i vobec sa pracuje dalej na hodinach s informaciami
(zézitkami), ktoré ziaci mohli ziskat na Noci vyskumnikov.

So spitnou vizbou na hodinach stvisi aj posledna otazka ,,Co ste sa
u nds naucili?“, pri ktorej sme si uvedomili, Ze pri vysvetlovani moze nastat
okrem naucenia aj mylné ponatie daného fyzikdlneho javu, ¢o méze spo-
sobit u posluchéca vytvorenie miskoncepcie. Uvedomujeme si, Ze je mozné
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pri tak velkom pocte navstevnikov, slovhom a nézornom opakovani da-
ného javu vyslovit aj nepresnt myslienku. Preto povazujeme za dolezité a
odportcame uditefom, aby sa cielene na hodinach vratili k tomu, ¢o Ziaci
zazili, dozvedeli sa na Noci vyskumnikov a pripadni nezrovnalost ujasnili.

Poznavanie fyzikilnych vlastnosti ludského oka

Vysledky prieskumu ukézali, Ze najpozitivnejSie hodnotili navstevnici
tie exponaty, s ktorymi sa bezne nestretavaju v Skole a ktoré boli pre
nich nové. Najvacsi tispech u navstevnikov pocas celého dna ziskal expo-
nét s ndzvom ,Vstipte do oka“, ktory predstavoval velky model [udského
oka, resp. tmavej komory (camera obscura). S tymto expondtom suviselo
aj najviac poznatkov, ktoré si navstevnici zo stinku Svet oCami fyziky
odniesli.

Pouzita camera obscura vznikla ako jeden z vystupov diplomovej prace
M. Mesterovej [3], pre potreby Noci vyskumnikov ndm ju zapozicala Stre-
doslovenské galéria v Banskej Bystrici. Hoci p6vodnym zamerom autorky
bolo vyuzitie tohto exponatu v zazitkovom uceni sa vytvarnej vychovy,
exponat mozno vhodne vyuzit aj v Skolskom alebo mimoskolskom fyzi-
kélnom vzdeldvani. Pomdcku, ktord tak velmi zaujala navstevnikov Noci
vyskumnikov, si pritom moze jednoducho vyrobif kazdy ucitel fyziky, aj
v spolupraci so svojimi ziakmi. Konstrukéné moznosti pontkaji viacero
prilezitosti na realizaciu ¢i uz velkosti, tvaru, alebo jej tcelu. Rozmery
takejto kamery mozu byt od niekolko centimetrov, aZ po velkost triedy.
V nasom pripade sme pomocou camery obscury ukazovali navstevnikom,
ako vidi Tudské oko, a bolo pre nas dolezité, aby sa do kamery na vysku
mohol dostat dospely ¢lovek. Prave v zazitku ,,vchadzania do oka®, v moz-
nosti objavovat tajomstvo vzniku obrazu priamo zvnutra obrovskej ¢iernej
komory, spocival velky motivaény nédboj a edukaény efekt tohto exponatu.

Pouzitd camera obscura ma tvar kocky s rozmermi 2 m x 2 m X 2 m a je
lahko skladatelnd a prenosna. Konstrukciu (obr. 1) tvori osem drevenych
hranolov o velkosti 2 cm x 2 cm X 2 m, ktoré st pospajané pomocou kovo-
vych spojov. Spoje st urobené, tak aby sa do nich mohli vsunit drevené
hranoly. Po poskladani konstrukcie sa cez nu natiahne svetlonepriepustné
félia (obr. 2) s rozmermi minimélne 6 m x 6 m (odportéame kvoli rezerve
a lepSiemu uchyteniu 7 m x 7 m). Do fdlie uz bol dopredu urobeny otvor,
podla ktorého sa félia natahovala tak, aby bol umiestneny v strede boc-
nej steny. Tento otvor je mozné urobit aj pri prvom natiahnuti. Namiesto
tmavej félie sa modzu pouzit aj dosky alebo tmavy zaves, ale potom treba
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zvolit pevnejsie hranoly. Pri rieSeni s drevenymi stenami treba paméitat na
to, ze jedna stena ma sluzit aj na vstupovanie do komory.

Obr. 2 Stavba camery obscury [3]
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ZAaver

Pozitivne ohlasy, ktoré vyjadrili navstevnici fyzikdlneho stanku na po-
dujati Noc vyskumnikov 2016 v Banskej Bystrici, ako aj nase predchadza-
juce sktisenosti z tohto podujatia, nds opraviiuju konstatovat, ze aj takéto
jednorazové akcie maji vyznam pre budovanie kladného vztahu deti, mla-
deZe i SirSej verejnosti k fyzike a ostatnym prirodnym vedam.

Akcie realizované v podobnom duchu st naro¢né pre organizatorov, vy-
skumnikov a vedcov, pretoze pri ich stankoch sa v priebehu jedného dna
vystrieda niekolko stovak navstevnikov a okrem toho treba zohladnif aj
niekolko tyzdennu pripravu. Verime vSak, Ze tdto naSa spolo¢né snaha
v budtcnosti prinesie novych vedcov a vyskumnikov, ktori aj vdaka po-
zitivnej a motivujtcej akcii, akou Noc vyskumnikov urcite je, si vyberu
stadium prirodnych vied.

Sme presvedceni, ze aktivity neforméalneho vzdelavania je potrebné re-
alizovaf pravidelne a cielavedome dopliiaf tymto spdsobom obsah formal-
neho vzdelavania. Popularizaciu fyziky a ostatnych prirodovednych pred-
metov so zameranim sa na vsetky vekové kategdrie, uz od deti predskol-
ského veku, povazujeme za nevyhnutny spdsob, ako prispiet k zlepSeniu
prirodovednej gramotnosti a fyzikalneho poznania.

Prispevok vznikol v rdmci projektu KEGA 049UMB-4/2016 s ndzvom
Rozvoj pozndvacich operdcii Ziakov prostrednictvom experimentdlnych ak-
tivit vo vyucbe skolskej fyziky.
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INFORMATIKA

Lyzarské stiedisko
(Ulohy z MO kategorie P, 35. ¢st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V jedné soutézni tloze krajského kola 65. roéniku Matematické olym-
piddy kategorie P (8kolni rok 2015/16) jsme se pokusili vytesit problém
lyzate, ktery si v zimnim stfedisku vybira trasu s ohledem na rozmisténi
bufett u sjezdovek. Jedna se zjevné o ulohu grafovou, v niz ale nestaci
jenom mechanicky pouzit néktery ze znamych grafovych algoritmi. Né-
jaké neefektivni feSeni zaloZené na zkouSeni vSech moZnosti hrubou silou
vymyslel pii soutézi skoro kazdy, pomérné malo feSiteld vSak naslo jed-
noduché a efektivni feseni, které si zde v ¢lanku ukézeme. Z celkovych
67 ucastnikt lonskych krajskych kol MO kategorie P feSilo tuto tulohu
61 studenti, z nich ji pouze 12 vyfesilo zcela spravné a dalsich 8 viceméné
spravné (ziskali aspon 7 bodd z 10 moznych).

Pro poradek jesté poznamenejme, ze vSechny soutézni lohy 65. ro¢niku
MO kategorie P pripravili nasi slovensti kolegové z Fakulty matematiky,
fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislavé. Zadani tlohy
uvadime v Ceském pfekladu jenom s mirnymi textovymi Gpravami.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Zimni lyzafské stfedisko se sklada z n lokalit oc¢islovanych od 0 do n—1
a je zde také jedna sedackova lanovka. Spodni stanice lanovky je umisténa
v lokalité 0, horni stanice je v lokalité 1. VSechny lokality maji navzajem
rizné nadmotské vysky, tyto vysky ale nezndme. V nékterych lokalitach
jsou umistény bufety, kde si lyzaii mohou zakoupit obcerstveni.
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V lyzaiském stfedisku je celkem z sjezdovek. Kazdéa sjezdovka vede
smérem dolu z jedné lokality do druhé. Obcas se mohou nékteré sjezdovky
k¥izit, ale vSechna takové kiiZeni jsou FeSena mimotroviiové (pomoci tu-
nelt). Piejet z jedné sjezdovky na druhou je tedy mozné jeding v lokalité,
kde prvni sjezdovka konc¢i a druha zacina.

Soutézni uloha

Ukol A (3 body)

Lyzai chce v lokalité 0 nasednout na lanovku, nechat se vyvézt do lo-
kality 1 a odtud sjet né€jakou posloupnosti sjezdovek zpét do lokality 0.
Cestou chce navstivit pravé jeden bufet. (MiZe ovSem projet okolo jinych
bufeti, v nichz se nezastavi.) NapiSte program, ktery uréi, kolik bufettt mé
lyZaf na vybér.

Ukol B (7 bodit)

Lyzaf chce podniknout stejnou jizdu jako v tkolu A, tentokrat se ale
chce cestou postupné zastavit v co nejvice bufetech. Napiste program,
ktery urci, kolik nejvyse bufetd mize lyzaf pii jedné své cesté navstivit.

Omezeni a hodnoceni

Plnych 10 bodu ziskate za spravné feSeni, které v obou tkolech efektivné
vytesi libovolny vstup s n < 100000, z < 250 000.

Za libovolné polynomialni feSeni dostanete az 2 body v ukolu A a az
5 bodu v tkolu B. Za libovolné spravné feseni bez ohledu na jeho efektivitu
muzete ziskat 1 bod v tkolu A a 3 body v tkolu B.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou zadana ¢isla n, z, b — pocet lokalit, sjez-
dovek a bufeti. Na druhém radku vstupu jsou isla ug,...,up_1 — Cisla
lokalit, kde jsou bufety. Vsechna tato ¢isla jsou z rozsahu hodnot od 2 do
n—1 a jsou navzajem rizna. Zbytek vstupu tvoti z radkl, na kazdém z nich
je popis jedné sjezdovky ve tvaru ,odkud kam“. Vsechny dvojice ,,odkud
kam“ jsou navzajem rizné. Sjezdovky zadané na vstupu odpovidaji vyse
uvedenému popisu lyzarského stiediska.

Na vystup vypiste jedno celé ¢islo — feSeni piislusného tkolu A nebo B.
V nasledujicim piikladu uvaddime na vystupu feSeni obou tkolfi.
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Priklad

Vstup: Vystup:
11 10 7 4
23467810 3
12

17

35

36

40

5 4

6 0

73

8 0

9 10

Vysvétleni: Kdyz se chce lyzaf cestou zastavit v jednom bufetu, méa na
vybér ¢tyfi moznosti: mize zvolit bufet v lokalité 3, 4, 6 nebo 7.

P11 jedné cesté muiZe lyZaf navstivit nejvyse t¥i bufety: bud trojici bufeti
v lokalitach (7, 3, 4), nebo trojici bufett (7, 3, 6).

Ukol A

Ze zadéani tlohy je zfejmé, Ze soustava lokalit a sjezdovek v lyzai-
ském stredisku predstavuje orientovany graf. Lokality odpovidaji vrcholtim
grafu, sjezdovky pak hranam grafu s orientaci danou tim, jak se jede po
sjezdovce shora dolu (tak jsou sjezdovky také zadény na vstupu). V nékte-
rych lokalitach jsou umistény bufety, coz znamenad, Ze odpovidajici vrcholy
grafu jsou né&jak specidlné oznaceny (budeme jim ¥ikat oznacené vrcholy).

Ukol A snadno vy¥esime obyéejnym prohledavanim tohoto grafu. Chce-
me ur¢it pocet oznacenych vrcholil (bufett), které lezi na nékteré oriento-
vané cesté vedouci z vrcholu 1 (horni stanice lanovky) do vrcholu 0 (dolni
stanice lanovky). Potfebujeme tedy nalézt a spocitat vSechny oznacené vr-
choly, které maji zaroven dvé vlastnosti: jsou dosazitelné z vrcholu 1 a je
z nich dosazitelny vrchol 0.

Vsechny vrcholy dosazitelné z vrcholu 1 najdeme tak, Ze z vrcholu 1
spustime prohledavani grafu — napfiklad do hloubky nebo do sirky, to pro
vysledek vypoctu neni podstatné. Stejnym postupem ziskdme i vSechny vr-
choly, z nichz je dosazitelny vrchol 0, jenom tentokrat budeme zkoumany
graf prohleddvat od vrcholu 0 proti sméru orientace hran (jako kdybychom
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zjistovali, kam vSude se dostaneme, kdyz piijdeme od dolni stanice lanovky
po sjezdovkich smérem nahoru). Potom uZ staéi spoéitat ty oznacené vr-
choly, do nichZ jsme se dostali pfi obou uvedenych prohledévanich grafu.
P#i vhodné reprezentaci grafu v paméti mé toto feSeni ¢asovou i paméto-
vou slozitost O(n + z).

V nasledujici programové ukazce mame graf reprezentovan pomoci se-
znamu naslednikt jednotlivych vrchold. Tyto seznamy naslednikt imple-
mentujeme ve tvaru linearnich spojovych seznamti. Seznamy naslednikt
ovSem neumoznuji efektivné prochdzet hrany proti sméru jejich orientace,
proto graf ukladame jesté duplicitné jako seznamy piedchidct jednotli-
vych vrcholu. K prochazeni grafu zde pouzijeme prohledavani do hloubky
pomoci rekurze. Pro praci s ¢isly vrcholi v programu pouzivame stan-
dardni datovy typ integer. V pfipadé vétsich vstupnich hodnot n by bylo
tfeba zménit ho na longint.

program Lyzarl; {feseni ukolu A}

const MaxN = 10000; {maxim&dlni pocet lokalitl}
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
Cislo: integer;
Dalsi: PUzel

end;
var N, Z, B: integer; {pocet lokalit, sjezdovek, bufetd}
Bufet: array[0..MaxN—1] of boolean; {kde je bufet}

{Kam a 0dkud vede sjezdovkal
Kam, Odkud: array[0..MaxN—1] of PUzel;
{dosazitelnost lokalityl}
Shora, Zdola: array[0..MaxN—1] of boolean;
i, j, k: integer;
P: PUzel;

procedure PruchodShora(V: integer);
{prohledavani od vrcholu V ve sméru sjezdovek; podle pole Kam}
var P: PUzel;
begin
P:=Kam|[V];
while P <> nil do
begin
if not Shora[P".Cislo] then
begin Shora[P".Cislo]:=true; PruchodShora(P". Cislo) end;
P:=P".Dalsi
end
end; {procedure PruchodShoral
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procedure PruchodZdola(V: integer);

{prohledavani od vrcholu V proti sméru sjezdovek,
tzn. podle pole 0dkud}

var P: PUzel;

begin

P:=0dkud [V];

while P <> nil do
begin

if not Zdola[P".Cislo] then
begin Zdola[P".Cislo]:=true; PruchodZdola(P".Cislo) end;
P:=P".Dalsi
end
end; {procedure PruchodZdolal}

begin

readln (N, Z, B);

for i:=0 to N-1 do {inicializace}
begin
Bufet [i]:=false; {nemame bufetyl}
Kam[i]:=nil; Odkud[i]:=nil; {nemame sjezdovky}
Shora[i]:=false; Zdola[i]:=false; {nemame dostupnost}
end;

for i:=1 to B do {naéteni vstupu, kde jsou bufetyl}
begin read(j); Bufet[j]:=true end;

for i:=1 to Z do {naéteni vstupu, jak vedou sjezdovkyl}
begin
read (k, j); {sjezdovka k->j}

new(P); P".Cislo:=j; P".Dalsi:=Kam[k]; Kam[k]|:=P; {naslednik}
new(P); P".Cislo:=k; P".Dalsi:=0dkud[j]; Odkud[j]:=P;

{pfedchidce}
end;

PruchodShora (1);
PruchodZdola (0);

j:=0;
for i:=0 to N-1 do
if Bufet[i] and Shora[i] and Zdola[i] then inc(j);
writeln (j)
end.

Ukol B

V tkolu B vede k optimélnimu feseni jednoduché pouziti dynamického
programovani. Pracujeme se stejnym orientovanym grafem jako v tloze A
a chceme v ném urcit, jaky maximalni pocet oznacenych vrchold lezi na
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néjaké orientované cesté vedouci z vrcholu 1 do vrcholu 0. Tento hledany
pocdet si ozna¢ime T[1]. Analogicky pro kazdy vrchol v bude hodnota T'[v]
znamenat maximalni pocet oznacenych vrchold, které lezi na néjaké cesté
z vrcholu v do vrcholu 0. Jinymi slovy: kolik nejvySe bufetti miZzeme na-
v§tivit pii jizdé€ po sjezdovkach z lokality v k dolni stanici lanovky.

Jak uz naznacuje zavedené oznaceni, idaje T'[v] si budeme uklddat jako
hodnoty prvkt jednorozmeérného pole 7. Prvky pole T budeme pocitat
ve vhodném potadi ,zdola nahoru® (od dolni stanice lanovky nahoru do
kopce). Vime, ze T[0] = 0, protoze podle zaddni tlohy v lokalité 0 neni
bufet. Jak jsme jiz uvedli, feSenim tlohy bude hodnota T'[1]. Zbyva ukazat,
jak spo¢itdme hodnotu T'[v] pro obecny vrchol v, v > 0. Z vrcholu v

vede nékolik hran do néjakych vrcholt uq, wug, ..., ug. Z hodnot T[uq],
Tlus], ..., T[ug] tedy vezmeme maximum (to odpovida nejvyhodnéjsi cesté

z vrcholu v do cile) a pokud je oznaden vrchol v, jesté toto maximum
zvysime o 1.

Uvedeny postup vypoctu muZzeme implementovat dvéma zakladnimi
zplisoby, jako je to ostatné u dynamického programovani obvyklé: bud
rekurzivné shora (s ukldadanim jiz spocitanych hodnot pro zvysSeni efekti-
vity), nebo itera¢né zdola. UkaZeme si obé tyto moznosti.

Prvni varianta znamend zapsat vyse uvedeny vztah pro vypocet hod-
noty T'[v] jako rekurzivni funkci s parametrem v. Samotné pouziti rekurze
by ale mohlo vést k velmi neefektivnimu algoritmu s exponencialni ¢asovou
slozitosti, nékteré hodnoty T'[v] bychom mohli pocitat opakované mnoho-
krat (kdyz do téze lokality mtizeme pfijet po vice riznych sjezdovkach).
Abychom dostali efektivni algoritmus, pfidame do programu vyse zminéné
pole T', v némz si budeme ukladat vSechny jiz spocitané hodnoty. Kdyz
pak budeme v dalsim vypoctu potiebovat opakované hodnotu T[v], ne-
budeme ji podruhé pocitat znovu, ale pouzijeme ulozenou hodnotu. Pro
kazdy vrchol v budeme diky tomu poéitat hodnotu T[v] jenom jednou.

Uvedenou tpravou dostaneme program, ktery nejvyse jednou zpracuje
kazdy vrchol grafu a rovnéz nejvyse jednou zpracuje kazdou hranu — vzdy
pfi zpracovani lokality postupné projdeme vSechny sjezdovky, které z ni
vedou. P¥i vhodné reprezentaci grafu bude ¢asova i pamétova slozitost
O(n + z). Toto TeSeni je zjevné optimélni, kdyZ uz jenom na precteni
vstupu potfebujeme Ffadové stejny pocet krokt vypoctu.

V néasledujicim programu co nejvice dodrzujeme stejné znaceni, jako
v feSeni ukolu A. Pouzijeme stejnou reprezentaci grafu pomoci seznamu
naslednikt implementovanych linedrnimi spojovymi seznamy. Tentokrat
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ale nebudeme potifebovat duplicitni ulozeni grafu pomoci seznamu pred-
chidci. Pro praci s ¢isly lokalit v programu opét pouzivame datovy typ
integer, ktery by bylo tfeba zménit na longint v pripadé vétsich vstupnich
hodnot n. Rekurzivni funkce T'T zajistuje vypocéet hodnot T' popsanych
vyse v textu.

program Lyzar2;
{feSeni dkolu B rekurzivné&}

const MaxN = 10000; {maximalni polet lokalit}
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
Cislo: integer;
Dalsi: PUzel

end;
var N, Z, B: integer; {pocet lokalit, sjezdovek, bufetid}
Bufet: array[0..MaxN—1] of boolean; {kde je bufet}
Kam: array [0..MaxN—1] of PUzel; {kam vede sjezdovkal

T: array [0..MaxN—1] of integer;

{max. pocet bufetd na cesté do cile}
i, j, k: integer;
P: PUzel;

function TT(V: integer): integer;
{rekurzivni funkce na vjpo&et hodnot T}
var X: integer;

P: PUzel;
begin
X:=—maxint ;
P:=Kam|[V];
while P <> nil do
begin
if T[P".Cislo] = —1 then T[P".Cislo]:=TT(P". Cislo);
if T[P".Cislo] > X then X:=T[P". Cislo|;
P:=P".Dalsi
end;
if (X <> —maxint) and (Bufet[V]) then inc(X);
T[v]:=X;
TT:=X
end; {function TT}
begin
readln (N, Z, B);
for i:=0 to N-1 do {inicializace}
begin
Bufet[i]:=false; {nemame bufetyl}
Kam|[i]:=nil; {nemame sjezdovky}
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T[i]:=-1; {idaj zatim neznamel}

end;

T[0]:=0;

for i:=1 to B do {na&teni vstupu, kde jsou bufetyl
begin read(j); Bufet[j]:=true end;

for i:=1 to Z do {nac¢teni vstupu, jak vedou sjezdovky}
begin
read (k, j); {sjezdovka k->j}

new(P); P".Cislo:=j; P".Dalsi:=Kam[k]; Kam[k]:=P; {naslednik}
end;

writeln (TT(1))

end.

Stejny postup feseni muzeme implementovat také bez pouziti rekurze.
Zacfneme tim, Ze si vSechny vrcholy grafu vhodné usporadame. Najdeme
tzv. topologické uspordddni vrchold naseho grafu, coz je jedno z pfipust-
nych uspofadani lokalit podle jejich nadmotské vysky. V tomto pofadi (po-
¢inaje od nejnize poloZzenych lokalit) potom postupné kazdy vrchol jednou
zpracujeme pomoci vySe uvedeného vzorce pro vypocet hodnoty T[v] a
odpovéd si ulozime v poli T pro dalsi pouziti. Diky poéate¢nimu uspora-
déni vrchold mame zajisténo, ze pii kazdém vypoctu T'[v] budeme jiz znat
vSechny hodnoty, které vzorec pro vypocet T'[v] pouZivd — jsou to totiz
hodnoty odpovidajici nize poloZzenym lokalitam.

Tento iterac¢ni postup zdola provadi ve skutecnosti naprosto stejny vy-
pocet, jako predchozi rekurzivni feseni s ukladanim spocitanych hodnot do
pole T'. M4 proto i stejnou ¢asovou slozitost O(n + z). Vyslednou ¢asovou
slozitost ndm nepokazi ani potfebné topologické usporadani grafu, nebot
i to dokdzeme spoditat v éase O(n + z).

Zbyvé uvést, jak najdeme topologické usporadani zadaného orientova-
ného grafu. Existuje vice moznych postupi, nejjednodussi pro nas bude
pouzit prohledavani grafu do hloubky, s nimz jsme se jiz setkali v obou
predchozich programech. Topologické usporddani grafu (v opaéném po-
fadi) je pak dédno pofadim, v némz béhem prohledavani grafu uzavirdme
(tzn. opoustime) jednotlivé vrcholy grafu.

Poznamenejme jesté, Ze orientovany graf mutze mit vice riznych topo-
logickych usporadani. N&s algoritmus najde néjaké jedno z nich, coZ pro
feSeni ulohy naprosto vyhovuje. Rizna topologickd usporadani grafu se
mohou lisit vzajemnym poradim téch vrchold, mezi nimiz nevede zadna
orientovand cesta, a ze zadani grafu tudiz neplyne, ktery z vrchold méa byt
zpracovan diive (tzn. kterd z uvaZovanych lokalit ma nizsi nadmoiskou
vysku).
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program Lyzar3;
{feSeni 1dkolu B iteradné zdolal}

const MaxN = 10000;
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
Cislo: integer;
Dalsi: PUzel
end;

{maximédlni polet lokalit}

var N, Z, B: integer; {po&et lokalit, sjezdovek, bufetd}

Bufet: array[0..MaxN—1] of boolean;
Kam: array [0..MaxN—1] of PUzel;
T: array [0..MaxN—1] of integer;

{kde je bufet}
{kam vede sjezdovkal

{max. poéet bufetd na cesté do cilel}

Shora: array [0..MaxN—1] of boolean;
Poradi: array[l..MaxN] of integer;

{dosazitelnost lokality}

{topologické uspofadani lokalit}

vPoradi: integer;
i, j, k: integer;
X, V: integer;
P: PUzel;

procedure PruchodShora(V: integer);

{prohledavani od vrcholu V ve sméru sjezdovek,

tzn. podle pole Kam}
var P: PUzel;
begin
P:=Kam|[V];
while P <> nil do
begin
if not Shora[P".Cislo] then

begin Shora[P".Cislo]:=true; PruchodShora(P".Cislo) end;

P:=P".Dalsi
end;
inc (vPoradi);

Poradi[vPoradi]:=V {uzavirany vrchol uloZime do pole Poradil}

end; {procedure PruchodShoral}

begin

readln (N, Z, B);

for i:=0 to N-1 do
begin
Bufet [i]:=false;
Kam|[i]:=nil;
T[i]:=-1;
end;

T[0]:=0;
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{inicializace}
{neméme bufety}

{nemame sjezdovky}
{ddaj zatim neznéamel
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for i:=1 to B do {na&teni vstupu, kde jsou bufetyl}
begin read(j); Bufet[j]:=true end;

for i:=1 to Z do {naéteni vstupu, jak vedou sjezdovkyl}
begin
read (k, j); {sjezdovka k->j}

new(P); P".Cislo:=j; P".Dalsi:=Kam[k]; Kam[k]:=P; {naslednik}
end;

vPoradi:=0;
PruchodShora (1); {topologické uspo¥adani lokalit}
for i:=1 to vPoradi do
begin
V:=Poradi[i]; {po&itame hodnotu T[V]}
if V’= 0 then continue;
X:=—maxint ;
P:=Kam[V];
while P <> nil do
begin
if T[P".Cislo] > X then X:=T[P". Cislo |;
P:=P".Dalsi

end;
if (X <> —maxint) and (Bufet[V]) then inc(X);
T[v]:=X;
end;
writeln (T[1])

end.

Ustiedni kolo 66. roéniku Matematické olympiady kategorie P

Ve dnech 29.-31. 3. 2017 se v Liberci konalo tstfedni kolo 66. ro¢niku Matematické
olympiddy kategorie P (programovéni). Leto$ni tstfedni kolo MO vyborné pfipravili
a organizacné zajistili pracovnici Krajské komise MO v Liberci a Technické univerzity
Liberec.

K tucasti v tstfednim kole MO-P bylo vybrano tficet nejlepsich fesitelu krajskych
kol, z nichz se jeden omluvil. Soutézilo tedy 29 nejlepsich mladych programatoru z celé
republiky.

Vitézi se stali:

1. Filip Bialas, 8/8, Gymnéazium Opatov, Praha 4, 56 bodi

2. Viclav Volhejn, 8/8, Gymnéazium Jana Keplera, Praha 6, 55 bodu

3. Jan Priessnitz, 8/8, Gymnazium tf. Kpt. Jarose, Brno, 41 bodu

4. Martin Kurecka, 7/8, Gymnazium t¥. Kpt. Jarose, Brno, 37 bodu

5. Pavel Turek, 8/8, Gymnazium Olomouc-Hej¢in, 37 boda

6. Richard Hladik, 8/8, Gymnazium a OA Maridnské Lazné, 36 bodi

Uplnou vysledkovou listinu, texty soutéznich tloh i jejich vzorova feseni a dalsi
informace o 66. ro¢nikt MO-P najdete na adrese: http://mo.mff.cuni.cz/

Podrobné zpréava o Ustfednim kole 66. ro¢niku MO-P bude ve 4. ¢isle MFI.
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ZPRAVY

Celostatni kolo FO 2017

Celostatni kolo kategorie A 58. roc-
niku Fyzikalni olympiddy ve S$kolnim
roce 2016,/2017 probéhlo v nejsevernéjsim,
Sluknovském vybézku Ceské republiky.
Jeho hostitelem bylo Gymndzium Rum-
burk (http://www.gymrumburk.cz), nad
soutézi prevzal zastitu hejtman Usteckého
kraje Oldrich Bubenicek. Na zakladé vy-
sledki krajskych kol soutéze, jez probéhla
18. 1. 2017, pfijelo zméfit své sily celkem
49 soutézicich (z toho 6 divek).

Slavnostni zahajeni probéhlo v sdle
Domu kultury Stfelnice Rumburk v atery
7. 2. veCer za UcCasti predstaviteli kraje,
mésta a sponzorujicich organizaci. Ucast-
niky z celé republiky spolu se dcleny
Ustfedni komise FO a daldimi pozva-
nymi hosty pfivitala hlavni organizator-
ka Mgr. Jana Vlasdkovd. Nasledovala pé-
veckd vystoupeni studentt a studentek po-
radajici skoly a pozdravné projevy pozva-
nych hostd. Jménem ministryné skolstvi
pozdravil soutézici i ¢leny komise namés-
tek MSMT Mgr. Jaroslav Fidrmuc, dale
promluvili ndméstek hejtmana Mgr. Petr
Smid, prvni mistostarosta mésta Rum-
burk Jirt Pimpara a feditelka gymnazia
Mgr. Lenka Laubrovd.

Ve stredu 8. 2. dopoledne cekaly sou-
tézici v ucebnéach secesni budovy gymna-
zia Cty¥i teoretické tlohy, s nimiz se mu-
seli vyporadat béhem péti hodin. Auto-
rem vSech uloh byl stejné jako v pred-
chozim roce RNDr. Jan Thomas (Prvni
deské gymnézium Karlovy Vary). Prvni
uloha s ndzvem Radon 222 se zabyvala ra-
dioaktivnim rozpadem, energiemi a rych-
lostmi vzniklych ¢astic. Resitelé za ni zis-
kali v pruméru 7,0 bodu z deseti moznych,
geni vypracoval Martin Styks (Gymnéa-
zium J. Keplera Praha). Druh4 tloha s né-
zvem Volny pdd kulicky navazovala na stu-
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dijni text [1] a FeSeni vyzadovalo i vyu-
ziti integralniho poctu. Vynesla soutézi-
cim v praméru nejvice — 7,6 bodu; porota
ocenila zejména postup Simona Karcha
(Gymnézium Havifov-Mésto). Tteti tloha
Pokusy Jeana Perrina se zabyvala sedi-
mentaci a odstfedovanim drobnych ¢as-
tic rozptylenych ve vodé. Pro soutézici
byla zfejmé nejobtiznéjsi, nebot dosahli
v priméru nejméné, 2,3bodu, a nejvice
zaujalo feSeni Ondreje Knoppa (Gymna-
zium Ch. Dopplera Praha). Ve ¢tvrté tloze
s nazvem Kde byla ¢ocka soutézici méli za
kol nalézt polohu tenké cocky z polohy
ohniska, pfedmétu a obrazu; ziskali v pru-
méru 6,1 bodu a porota ocenila jako nej-
zdaf¥ilejsi piistup Filipa Bialase (Gymna-
zium Opatov Praha). Zavére¢nou redakci
zadani i autorského feSeni tuloh provedl
RNDr. Jan Slégr, Ph.D. (Pfirodovédecka
fakulta Univerzity Hradec Kralové).

Ve ¢tvrtek 9. 2. dopoledne soutézici ve
dvou skupinach fesili praktickou ulohu, je-
jim# autorem byl RNDr. Jan Slégr, Ph.D.,
ktera se tykala kmita fyzického kyva-
dla tvofeného hlinikovou trubici s fadou
otvoru k zavéseni a ocelové kuli¢ky pfipev-
néné v pevné vzdalenosti od okraje trubky.
Soutézici ziskali v praméru 15,6 bodu a
nejlepsim experimentatorem porota vyhla-
sila Jaromira Mielece (G Ostrava—Zabieh,
Volgogradska).

K celostatnimu kolu jiz tradi¢né patii
i bohaty navazujici program. Ve stfedu
8. 2. byla pripravena prednaska a beseda
Viclava Sojky o nedaleké, turisticky atrak-
tivni oblasti Ceskosaského Svycarska. Ve-
Cer si nejen soutézici, ale také clenové
Ustiedni komise v sale knihovny mésta
Rumburk vyslechli pfednasku prof. RNDr.
Jittho Podolského, CSc., DSc. (MFF UK
Praha), na aktudlni téma ,Maxwell a
Einstein — elektromagnetické a gravitacni
viny“. Ve ¢tvrtek 4. 2. odpoledne, po skon-
Ceni praktické tlohy, si Gcastnici prohlédli
vyznamnou historickou paméatku — areal
rumburské Lorety. Vecer cekala na stu-
denty i ¢leny tustfedni komise dalsi zaji-
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mava prednaska prof. RNDr. Petra Kul-
hdnka, CSc. (CVUT Praha), pod ndzvem
»Plazma ve vesmiru a v laboratofi“.

Posledni den, v patek 10. 2. dopoledne,
probéhlo v aule Gymnéazia Rumburk slav-
nostni vyhlaseni vitézi, opét s bohatou
Gcasti predstaviteld sponzorskych organi-
zacl, zastupci mésta i kraje. TTi nejuspés-
néjsi resitelé dostali kazdy kromé jinych
cen $ek na 10000 K¢ od spole¢nosti CEZ.
Uvedme zakladni statistické udaje: devét
Gcastnikl se stalo vitézi, t¥icet ctyti uspés-
nymi Fesiteli a Sest ucastniky soutéze. Cel-
kové primeérné hodnoceni vsech uloh bylo
38,6 bodu, tj. 64,3 % z moznych 60. Na
vitéze kromé zajimavych cen cekala i po-
zvanka na vybérové soustfedéni poradané
Katedrou fyziky Prfirodovédecké fakulty
Univerzity Hradec Kralové, z néhoz vzejde
pétice reprezentanti na 48.Mezinarodni
fyzikalni olympiaddé, kterd probéhne od
16. do 24. ¢ervence 2017 v Indonésii (viz
http://www.ipho2017.id). Pfejme nasim
zastupcim podobné uspésnou ucast jako
v roce 2016 (viz [2]). Pomyslnou zlatou
medaili vybojoval JindFich Jelinek (Gym-
nazium Olomouc-Hejéin), st¥ibrnou Fi-
lip Bialas (Gymnazium Opatov Praha)
a bronzovou Ondrej Knopp (Ch. Dop-
plera Praha). Vsichni soutézici obdrzeli
vécné dary od sponzori, vitézové poukazy
na odbér zbozi u spolecnosti Alza v od-
stuptiované hodnoté (5500 K& pro vitéze,
4500 K¢ za druhé misto, 3500 K¢ za tieti
misto a 1500 K¢ pro dalsi vitéze v potradi).

Usporadani celostatniho kola je nemys-
litelné bez podpory a pomoci fady or-
ganizaci a spolecnosti v regionu. Uspora-
dani soutéze finanéné vécnymi i finanénimi
dary podpoftili: Ministerstvo skolstvi, mld-
deze a télovyjchovy, Ustecky kraj, mésto
Rumburk, Matematicko-fyzikdini fakulta
UK v Praze, Univerzita Jana FEvange-
listy Purkyné Usti nad Labem, Czech Soft-
ware First, spol. s r. o., TOS Varn-
sdorf a.s., skupina CEZ, Benteler Auto-
motive Rumburk, Schéfer a Sykora s. r. o.,
MUDr. Pavla Berdnkovd a Velveta a. s.
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Varnsdorf. Zejména je vSak tfeba podéko-
vat obétavé organizatorce z rumburského
gymnazia Mgr. Jané Viasdkové, ktera se
rozhodujici mérou zaslouzila hladky pru-
béh soutéze a prijemnou pracovni atmo-
sféru.

Pro pristi skolni rok v 59. ro¢niku
Fyzikalni olympiddy prebira organizator-
skou Stafetu Liberecky kraj, kam ucast-
niky pozval Mgr. Jindvich Pulicek. Za-
jemci a priznivci soutéze najdou vSechny
potfebné aktualni informace véetné zadani
i feSeni uloh na ¢tenarum MFI jisté dobie
zndmych internetovych strankich UKFO
http://www.fyzikalniolympiada.cz.
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Vysledkova listina celostatniho kola
Vitézové

1. Jindfich Jelinek (G Olomouc—Hejéin,
58,5 b, 248,67 mb), 2. Filip Bialas (G Opa-
tov, Praha 4, 58b, 244,84 mb), 3. Ondiej
Knopp (G Ch. Dopplera Praha, 57,5b,
247,51 mb), 4. Simon Karch (G Havifov-
Msésto, 55,5 b, 232,78 mb), 5. Stépan
Stenchlak (G Ttinec, 53,5 b, 223,97 mb),
6. David Vokrouhlicky (G J. Keplera
Praha, 52 b, 207,42 mb), 7. Jan Priessnitz
(G tf. Kpt. JaroSe Brno, 49 b, 197,07 mb),
8. Pavel Turek (G Olomouc-Hejéin, 48 b,
189,6 mb), 9. Mat&j Mezera (G Havlickiv
Brod, 47,5 b, 182,51 mb).

Uspésni esitelé

10. Daniel Pajer (G J. Keplera Praha,
46,5 b, 182,91 mb), 11. Jaromir Mielec
(G Ostrava—Zabteh, Volgogradska, 46,5 b,
178,36 mb), 12. Tomas Kalva (G Olo-
mouc—Hej¢in, 46 b, 184,95 mb), 13. Ka-
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tefina Rosickd (G J. Ortena Kutnd Hora,
45,5 b, 170,59 mb), 14. Jachym Bartik
(G Havlicktiv Brod, 45 b, 175,85 mb),
15. Martin Hora¢ek (G Sumperk, 44,5 b,
172,1 mb), 16. Vaclav Mikeska (G Valas-

Rosman (G Pelhfimov, 43,5 b, 161,63 mb),
18. Tomas Koneény (G J. V. Jirsika
Ceské Budgjovice, 42 b, 153,29 mb),
19. Petr Zelina (G tf. Kpt. Jarose Brno,
41 b, 147,34 mb), 20. Martin Styks (G
J. Keplera Praha, 40 b, 147,38 mb),
21. Vit Piskovsky (G O. Havlové, Ostrava-
-Poruba, 39 b, 153,24 mb), 22. Adam
Polo¢ek (Polské G Cesky Tésin, 39 b,
138,18 mb), 23. Vit Beran (Masarykovo
G Plzei, 38 b, 142,48 mb), 24. Ondiej
Motligek (G Sumperk, 38 b, 134,31 mb),
25. Martin Kovanda (G Zdar nad Saza-
vou, 37,5 b, 137,91 mb), 26. Tom4s Bre-
zina (G, SPS, OA a JS Znojmo, 36,5 b,
131,93 mb), 27. Piemysl Stastny (G Zam-
berk, 35,5 b, 124,9 mb), 28. Michal Ivi-
&i¢ (G a JS Bieclav, 35 b, 131,92 mb),

29. Antonin Badura (G tf. Kpt. Jarose
Brno, 34,5 b, 128,43 mb), 30. Jifi Lof-
felmann (G Praha 9, Litomé¥ickd, 34,5 b,
123,65 mb), 31. Jifi Perner (G Tep-
lice, 34 b, 139,18 mb), 32. Veronika
Hladikova (G Plzen, Mikulasské nam.,
34 b, 133,04 mb), 33. Frantisek Zach (G
A. Jirdska Litomysl, 33,5 b, 118,69 mb),
34. Anezka Dolezalova (G Pardubice, Da-
Sickd, 33 b, 137,24 mb), 35. Jakub Such4-
nek (G Opatov, Praha 4, 33 b, 135,8 mb),
36. Adéla Hankova (Prvni ceské G Kar-
lovy Vary, 33 b, 130,42 mb), 37. Mar-
tin Orsdg (G a SOS Vyskov, 32 b,
131,94 mb), 38. Taylor Lei (G Na Pra-
zacce, Praha 3, 32 b, 125,76 mb), 39. Ro-
nald Luc (G t¥. Kpt. Jarose Brno, 32 b,
118,42 mb), 40. Jan Hruza (G Kadan,
31,5 b, 122,26 mb), 41. Hana Lounova
(G Olomouc—Hejéin, 29,5 b, 109,19 mb),
42. Tomés Hons (G V. Hlavatého Louny,
29 b, 107,17 mb), 43. Jindfich Dusek (G
J. Keplera Praha 29 b, 101,16 mb).
Lukds$ Richterek

Reseni teoretickych tiloh
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George Polya: Jak to fesit?
Piekvapivé aspekty (nejen)
matematickych metod

Kniha vyznamného matematika ma-
darského ptivodu, kterd byla preloZena
do témér dvaceti jazyku, se stala jednou
z nejprodavanéjsich knih o matematice. Je
proto tfeba uvitat, Ze se kniha dockala i
Ceského prekladu a stala se tak pristup-
nou viem zijemciim o matematiku v CR.
Kniha vysla v Edici popularizace naklada-
telstvi MatfyzPress v Praze v roce 2016,
prelozil ji O. Kowalski (ISBN 978-80-7378-
325-9).

George Polya

Jak to regit?

Piekvapive aspekty
[nejen) matematickych metod

& piimiszau ar Intaa 1 Gomsare

"

XL

¥ g v poawarizecn
Futfyahrm

Kdyz knihu otevieme, tak asi mnohé
¢tenare prekvapi, Ze je zde minimum ma-
tematickych vyrazi, pfevazuje bézny text.
Obsahem knihy je feSeni matematickych
problémt. Kniha ukazuje rtzné pohledy
a pristupy, jak pfi feSeni matematickych
problémt postupovat. Autor se vénuje
nejen logické struktufe danych problému,
ale zabyva se i mentalnimi kroky, které fe-
Seni danych problému doprovazi. Na kon-
krétnich ptikladech je vysvétlena proble-
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matika prevadéni omezujicich podminek
na jednotlivé kroky feSeni.

Publikace neni urcena jen uéitelim ma-
tematiky, ale své si v ni najdou i naptiklad
zaci stfednich skol. V predmluvé Johna H.
Conwaye se docteme, ze kniha polozila pro
matematické vzdélavani a svét feseni uloh
demarkacni linii mezi dvéma epochami.
Epochou feseni matematickych aloh pred
Polyou a tou po ném. V predmluvé se také
¢tenafi seznami s autorovym zivotem. Celéd
kniha v rozsahu 253 stran je ¢lenéna do
Ctyr Casti s témito nazvy:

1. Ve tridé

2. Jak fesit matematickou tlohu

3. Struény slovnik heuristiky

4. Ulohy, napovédy a feseni

Nejrozsahlejsi ¢ast knihy, témér 200
stran, je vé€novana Strucnému slovniku
heuristiky. Tato ¢ast obsahuje velké mnoz-
stvi ndpadi a doporuceni, které lze vyuzit
pii feseni matematické tlohy. Nejedna se
ale jen o strategie logického charakteru, ale
také o psychologické postfehy, poznamky
z historie matematiky. Nechybi ani tvahy
o pristupu uciteld a jejich zakt. Toto vse
je dokumentovano na celé fadé prikladu.

Pii feSeni tloh jsou doporuceny ctyfti
faze postupu. Za prvé: musime porozumét
uloze, védét, co se od nas zadda. Za druhé:
musime vidét, jak jsou razné prvky ulohy
propojeny, jak je neznama spojena s udaji.
A abychom nalezli zptsob feSeni, musime
mit plan. Za t¥eti: realizujeme nds pldn. Za
¢tvrté: podivame se znovu na ukoncené fe-
Seni a provedeme jeho kontrolu a rozbor.
Cely tento postup je pak podrobné po-
psan pfi feSeni tlohy, ve které mame najit
velikost thlopricky kvadru, u néjz zname
délku, sifku a vysku. V knize ale nejsou jen
ulohy z elementarni matematiky, setkdme
se i s pouzitim derivace funkce.

Publikaci by méli ¢ist predevsim ucitelé
matematiky, mohou ji ale také pouzit zaci
stfednich skol. Hlavnim poslanim knihy je
ukazat, jak pfekonavat problémy pfi cesté
k cili, ktery se v danou chvili zda stézi do-
sazitelny.

Dag Hruby
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