MATEMATIKA

Uziti stochastického grafu ke
scitani aritmeticko-geometrické
rady

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice — Uniwersytet Pedagogiczny, Krakéw

Uvazujme aritmetickou posloupnost s diferenci d, jejiz n-ty clen ma tvar
a+ (n—1)d, a geometrickou posloupnost s kvocientem |g| < 1 s n-tym ¢le-
nem bg"!. Nekoneénou aritmeticko-geometrickou fadou nazyvame fadu

ab+ (a+d)bg+ (a+2d)bg® + ... + (a+ (n — 1)d)bg" " +...

Jeji n-ty ¢len je souc¢inem n-tych ¢lent aritmetické a geometrické posloup-
nosti.

Cilem naSeho prispévku je ukazat nékolik pristupt, jak Ize odvodit sou-
¢et s této nekonecné rady. Svoji pozornost zaméfime predevsim na vyuziti
stochastického grafu. Vzhledem k tomu, ze

(oo}

s = Z(a + nd)bq”7

n=0

miizeme (po roznéasobeni a roztrzeni na dvé sumy')) upravit s na tvar

s = abiq" —l—bdinq”.
n=0 n=0

DPro vécnou spravnost je tfeba poznamenat, ze takové manipulace s nekonecnymi
fadami jsou korektni, pokud jde o tzv. absolutné konvergentni rady, coz je tento pfipad.
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Prvni suma nepredstavuje zddny problém, nebof se jedna geometrickou
fadu s kvocientem |g| < 1 a k jejimu souctu uZijeme znadmy vzorec

(o]

-

n=0

K nalezeni souctu rady
o0
> _nd"
n=0
muzZeme pouzit néktery z nasledujicich postupi:

1. (limitni pfechod)

Vyjdeme z definice sou¢tu nekonecné rady jako limity posloupnosti ¢as-
te¢nych soucti. Proto nejprve odvodime vzorec pro ¢asteény soucet

n
Sp = E kq®.
k=0
Upravou vyrazu s, — ¢s, ziskdme rovnost

¢l—q"") q"(n—-1)

Sn = -

(1-q)? l1—¢q

Limitnim pfechodem pro n — oo dostavame hledany vzorec

an 1—q)

n=0

Podrobné je tento postup popsan v [1].

2. (derivovani vzorce)

Tento pfistup vychézi ze vzorce
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a véty o derivovani fady ¢len po ¢lenu (k tomu je opét nutné, aby de-
rivovand fada byla absolutné konvergentni). Derivujeme podle ¢ levou a
pravou stranu rovnosti

l+q+@+@+...+¢"+...= ,
dostaneme
0+14+2¢+3¢+...+n¢" ' +...= ——

a tedy plati
(1-q)*

Po vynéasobeni rovnosti vyrazem ¢ dostaneme hledany vzorec
ng" .
Z (1- q)

3. (pferovnani fady)

Jednotlivé s¢itance fady ¢ + 2¢% + 3¢® + ... pierovndme a upravime
takto:
q q
2¢2 e+ ¢
3¢ o+ @&+ P
* || 4+ ¢+ o+

nqg"  + " + " + "

oo n q q q q
Zn:O nq 1—q 1—q

Nejprve secteme jednotlivé sloupce, coz jsou geometrické fady s kvocien-
tem ¢. Tyto soucty jsou v poslednim fadku tabulky. Soucet vSech takovych
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soucti je roven y - ng". Odtud dostavame

- + + +...=

1 2, 3, 4 1 4
=—Wt+te+ge+tg+.)=——.
—q( ) I—ql—gq

Tim jsme ziskali vzorec
nqg"
Z (1— q)

4. (stochasticky graf)

Uvazujme pokus majici dva mozné vysledky — dspéch (nastane s prav-
dépodobnosti 1 — ¢q) a neuspéch (nastane s pravdépodobnosti ¢). Pokus
opakujme (nezavisle na vysledcich pfedchozich pokusti) tak dlouho, do-
kud nenastane prvni tGspéch. Zajimé nas Kolikrdat (v priméru) musime
pokus opakovat, nez nastane pruni uspéch?

O tom, kolikrat budeme pokus opakovat, rozhoduje nahoda. Uspéch
miize nastat hned v prvnim pokusu (a to s pravdépodobnosti 1 — ¢), nebo
ve druhém pokusu (s pravdépodobnosti (1 — q) - ¢), nebo az ve tfetim
pokusu (s pravdépodobnosti (1 — q) - ¢?), ale teoreticky miizeme na tispéch
¢ekat do nekonec¢na. Zkoumana nadhodné veli¢ina T tedy nabyva hodnot
1,2,3,... s pravdépodobnostmi

P(T=n)=(1-q)-¢" "

,Pramérny* pocet pokusi, které musime vykonat, nez poprvé nastane
aspéch, je stfedni hodnota ET ndhodné veli¢iny. Stfedni hodnota pred-
stavuje vazeny prumér moznych hodnot, kde vahy jsou pravdépodobnosti
téchto hodnot. Tedy

ET=1-(1-¢)+2-(1-q)q+3-(1-q)+...=(1—¢q) Y ng"""

Hodnotu ET uréime pomoci stochastického grafu na obr. 1. Na zacatku
stojime v uzlu (8) a provedeme pokus. Pokud byl pokus tspésny, prejdeme
do uzlu (© a nase ¢ekani na tspéch konéi. Byl-li pokus nelspésny, zista-
vame v uzlu ) a provadime dalsi pokus.

244 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



1- g

Obr. 1

Oznacme ET ocekavany pocet pokust, které musime vykonat, stojime-li
v bodé (8), nez prejdeme do uzlu (©). Pokud nastane tispéch hned v prv-
nim pokusu, je délka éekdni 1. Skonéi-li pokus netspéchem (coZ nastane
s pravdépodobnosti ¢), zlistaneme v uzlu (). Situace se vraci na zacétek,
jen cekani se o 1 prodluzuje. Proto plati vztah

ET =1+ ¢ET.

Odtud dostaneme, ze
1

l—¢q
Dosazenim za ET do vztahu (1) vznikne rovnost

1 oo
1—¢ 1—q§::

ze které po tpravé dostaneme hledany vzorec

oy (1—q)

Sc¢itani fad s vyuzitim stochastického grafu je univerzalni technika, kte-
rou muzeme vyuzit i pro jiné fady nez jen pro fadu aritmeticko-geometri-
ckou.

ET =
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O rozhodovani

SARKA GERGELITSOVA — TOMAS HOLAN

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Rozhodovani je tézka véc. Nékdo se rozhoduje rdd a s chuti, jiny se
rozhodovani vyhyba, co jen to jde. Pro ty druhé existuji razné triky, tfeba
rada ,,Hodte si korunou!“. Ta rada neni tak hloupd, jak vypada, protoze
pokracuje ,,A kdyZz nebudete s vysledkem spokojeni a budete mit chut
hodit si znovu, pak si vyberte tu druhou moznost rozhodnuti.“

Ale kdo by dnes, ve véku chytrych telefonti, hdzel korunou. Tvurci apli-
kaci hledaji, co vSechno by mohli uzivatelim nabidnout, takze kdyz se
podivate do pfislusného obchodu, aplikaci na rozhodovéani tam jsou mraky.

Napsat program, ktery bude ,,hazet korunou“ a ndhodné vypisovat ANO
nebo NE| nevypada moc pfitazlivé (i kdyz i takové aplikace najdete), lepsi
(dtvéryhodnéjsi, i kdyZ my vime svoje) by bylo, kdyby program nechal
uzivatele napsat otdzku a teprve potom odpovédél ANO nebo NE. A jesté
lepsi by bylo, kdyby na stejnou otdzku odpovidal stejné, to pro pripad, ze
by si nékdo chtél ovérit, jestli ten program je solidni nebo jenom hada.

Aby program na stejnou otazku odpovidal pokazdé stejné, by slo zafi-
dit. Nesikovné tak, Ze si bude pamatovat vSechny otazky a odpovédi na
né, Sikovné tak, ze odpovéd (stejné na ni nesejde) bude néjak odvozovat
z otazky. Tteba tak, Ze secte pocet pismen nebo pfimo ¢iselné kédy pii-
slusnych znakt a odpovéd ANO nebo NE poskytne podle toho, zda bude
vysledek sudy nebo lichy.

A tady zaéind matematika. KdyZ se totiz bude odpovéd odvozovat
takhle jednoduse, bude vysledek zaviset na kazdém znaku. Tteba kdyz se
misto otazky ,,Mam psat kol z matiky?“ zeptame ,,Mam psat kol z mate-
matiky?“, je mozné, Ze ta ¢tyri pismenka navic zpusobi zménu v odpovédi.
D4 se tomu zabranit? Césteéné ano, ukazme jak.

Pfedstavme si, ze otdzku rozdélime na 3 ¢asti (nefeSme zde jak), potom
spoc¢teme odpovéd pro kazdou ¢ast zvlast a vysledek uréime ,vétSinove“,
tj. jako prevazujici ze t¥i dil¢ich odpovédi. Co kdyz ted misto ,matiky*
napiseme ,matematiky*?

Odpovédi na tfi ¢asti otdzky mohly dopadnout osmi rtznymi zpisoby
(ANO a NE budeme znalit A a N), které podle navrzené ,vétSinové®
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strategie povedou k nasledujicim celkovym odpovédim naseho programu:

NNN — N
NNA - N
NAN — N
NAA— A
ANN — N
ANA— A
AAN — A
AAA— A

Co kdyz ted zménime jednu ¢ast otézky? Promyslete sami, pro¢ plati
nasledujici dva zavéry.

Zaprvé, s pravdépodobnosti jedna polovina ta zména Casti otazky ne-
zméni odpovéd na této Casti.

Za druhé, pokud se odpovéd na jedné ¢asti zméni, tak

e v pripadech NNN a AAA se tim celkovd odpovéd nezméni,
e v ostatnich pripadech se zméni jen tehdy, pokud zména postihla
jednu ze dvou éasti, jejichz odpovéd ,vyhréla“ v poméru 2 : 1.

Celkové tedy z 8 x 3 = 24 moznych zmén vysledku jedné ¢asti jenom
6 x 2 = 12, to je % vSech zmén, povede ke zméné celkového vysledku.
Kdyz vezmeme v Givahu to, ze zména casti otazky povede ke zméné ji
ptislusné dil¢i odpovédi jen v poloviné piipadi, vychézi ndm, Ze pii zméné
jedné ¢asti otdzky mame pravdépodobnost %, 7e nase aplikace vyda stejnou
odpovéd jako ptivodné.

A ted si predstavte, Ze nas napad zaujal pozornost investora, ktery by
o takovou aplikaci stal a byl by ochoten podporovat jeji vyvoj, jenom
pozaduje, aby pravdépodobnost zmény odpovédi pii zméné jedné casti
otazky nebyla %, ale méné nez 1—10. K tomu asi pomiize zvétsit pocet ¢asti,
na které celou otazku rozdélime. Ale kolik jich potfebujeme?

Aby bylo mozné ,vétsinove“ urcovat celkovou odpovéd, musime rozdélit
text otazky na lichy pocet casti, feknéme n = 2k + 1, kde k je pfirozené
¢islo.

Pocitejme nejprve pravdépodobnosti zmény vysledku (odpovédi pro-
gramu), kdyZ nastane pravé jedna zména ve vysledcich jednotlivych ¢4sti
(zména jedné Gasti tertu pak tuto zménu zpusobi s poloviéni pravdépo-
dobnosti).

e Pocet viech moznych odpovédi na 2k + 1 &asti otdzky je roven 22F+1,
e V kazdé z nich miiZze ona jedind zména nastat na 2k + 1 mistech.
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e Méame tedy 22¢*1.(2k 4 1) moznosti pro zménu vysledku jedné asti.

e Vyznamné zmény (ty, které zpisobi zménu celkové odpovédi) na-
stanou jen v konfiguracich, kde se pocet pismen A a pismen N lisi
ol.

e Takovych ,rizikovych* konfiguraci je 2 - (2}5_:—11) (pro k + 1 pismen A
a k pismen N, & pro k + 1 pismen N a k pismen A).

e Vyznamna zména je ta, kterd pocty pismen A a N vyméni, tj. piepise
jednu z dosud prevazujicich hodnot — tedy z téch hodnot, kterych
bylo k + 1. Vyznamna zména tedy v kazdé ,rizikové* konfiguraci
miize nastat na k + 1 pozicich.

e Pocet vSech takovych vyznamnych zmén je proto (k+1)-2- (2k+1).

k+1
Pravdépodobnost, ze zména odpovédi na jednu ¢ast textu zméni celkovou
odpovéd, proto je

2k+1 2k+1 k1l (2k+1 2%k
(k+1)-2-(35) k+1 (ear) _ 2kt1 (hi1) %)

(2k +1)-22k+1 2k 41 22k 92k 92k

Pravdépodobnost, ze zména tertu jedné casti otazky zméni celkovou
odpovéd (pravdépodobnost, Ze zména textu zménila odpovéd této ¢asti,

je 3), proto je
(0
Q(k) = 22k+1"

Upravime-li uvedeny vyraz v soucin zlomkt, dostaneme vzorec

1 2k—1 2k—3 1 1 2 —1
k)y==- . D=2 .
@(k) 2 2k 2k-—2 2 2};[1 2i
(1) _1
e Pro k =1, tj. 3 ¢asti: Q(1) = 2%,) =7
() _3
e Pro k=2, tj. 5 ¢asti: Q(2) = 2% =16
Pro b — 3. 41 7 st B s
e Pro k=3, tj. 7 éasti: Q(3) = 57 = 3
1) _ 35
e Pro k =4, tj. 9 ¢asti: Q(4) = 24—9 = 556 =0,1367 ...
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K pozadované hodnoté 1—10 se sice blizime, ale dosti pomalu, nebot

zlomky 2’;21 z rekurentniho vztahu
2k —1
k)= kE—1
Q) = 2Lk - 1)

se se zvétSujicim se k rychle blizi jedné. A navic muZzeme ocekdvat, Ze
investor prijde po roce s pozadavkem na upgrade a pozadovanou prav-
dépodobnost snizi na % (1—(1)07 ...). Na kolik ¢asti bude potieba rozdélit
text otazky, aby pravdépodobnost, Ze zména textu v jedné Casti zméni
vysledek, byla mensi nez pozadovand hodnota? Ukazme v dalsim textu, Ze
posloupnost kladnych ¢isel Q(k) mé skuteéné nulovou limitu pro k — oo,
takze potfebné déleni textu otazky je alespon teoreticky mozné.

Uvazujme opét pravdépodobnost, ze zména jedné z 2k + 1 dil¢ich od-
povédi zméni celkovou odpovéd, tedy hodnotu

2k
P(k) = %

Odhady hodnoty (Zkk), tj. ,prostredniho binomického koeficientu®, jsou
znamy a muzeme je nalézt v literatufe. Odhady nami odvozené pravdépo-
dobnosti nevyzaduji zadné pokrocilejsi znalosti matematiky, proto je zde
odvodime. Vyzaduji jen nékolik ,trikovych® dprav spocivajicich ve vhod-
ném zapisu soucini. Pro k =1 je

P=71=3

a pro k > 1 plati (pro lepsi pfedstavu vyjadiime P(k) pro ,velké“ k):

P(k})—(2kk)— (2k)!  1-3-...-(2k—1) 2-4-...-2k
S22k kgl 2.4 2k 2-4-..-2k

1-3-...-(2k—1)

2-4-...-2k

Misto hodnoty P(k) budeme odhadovat (shora i zdola) jeji druhou moc-

ninu.

_1:3:3:5-5-...-(2k—1)-(2k—1) _

2

P (k) 22.42. . . (2k)2
_ 133557 (k-1 -2k+1) 1 (1)
22 42 62 (2k)2 2k + 1
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Protoze pro kazdé m # 0 je

(2m—1)~(2m+1)_(2m)2—1_1 1 <1
(2m)? S @m)3 T (2m)? T
je vyraz (1) mensi nez Tl-s-l’ tj.
1
P (k) < 7
(k) < 2k +1’
a tedy
1 1
P(k)

<< —.
V2k+1  V2k

Pro dolni odhad P?(k) odhadnéme shora ptevracenou hodnotu P?(k).
Pouzijeme pritom analogické rozdéleni na zlomky, které jsme jiz odhado-
vali:

1 2 2.4:46-6-...-(2k—2)-(2k) 2k

P2(k) 1 32.52. .. (2k — 1) 1

2-4 46 (2k —2)-(2k) 2.2k
2 52 7T (2k—1)2 1

3

Protoze pro kazdé m # % je

(2m—2)-(2m)  (2m-12-1 1
(2m—-1)2  —  (2m—1)2 717(2m—1)2<17

dostavame pro kazdé k > 1 nerovnost

1

— <4
P20 < 4k,

a tedy kyzeny dolni odhad ve tvaru

1 1
V2k
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Proto pravdépodobnost

Q) = 3P,

7e totiz zména jedné z 2k + 1 ¢asti textu otazky vyvold zmeénu celkové
odpovédi, je odhadnutelna vyrazy

(2)

Vyuzijme odvozené odhady pro feSeni nasi ulohy, ve které pro da-
nou (malou) kladnou hodnotu L hleddme co nejmensi éislo k s vlastnosti
Q(k) < L. Z levé nerovnosti v (2) plyne, Ze kazdé vyhovujici k musi spl-
novat nerovnost

ﬁ < L neboli k > 16% (nutnd podminka).
Naopak z pravé nerovnosti v (2) plyne, Ze pozadovanou nerovnost Q (k) < L
ma kazdé ¢islo k, pro které

L L neboli k£ 1 tacujici podmink:

NoT < L neboli k > Y (postacujici podminka).

Maé-li tudiz byt pravdépodobnost, ze zména jedné z 2k + 1 casti textu
zméni celkovou odpovéd, mensi nez L = 0,1, dostdvame pro k postacujici
podminku k& > % 102, tj. k > 12, a nutnou podminku k > %6 102, tj.
k > 6. Skutecna nejmensi hodnota k, pri které bude hledana pravdépo-
dobnost mensi nez 0,1, lezi mezi témito hodnotami. Byli bychom se k ni
dopocditali po osmi krocich: k = 8. Text bude proto nutné rozdélit alespon
na 2-8+ 1 =17 ¢asti.

Kdyby investor pozadoval pravdépodobnost uvedeného jevu mensi nez
L = 0,025, dostali bychom pro k postacujici podminku k > & - 40% tj.
k > 200, a nutnou podminku 11—6 -402, tj. k > 100. Skute¢na nejmensi hod-
nota k, pro které je hledana pravdépodobnost mensi nez 0,025, je k = 128,
tudiz text bude potifeba délit na 257 casti.

Kone¢né, kdybychom pro obzvlast dilezité otazky chtéli jistotu vétsi nez
99 % (tedy pravdépodobnost zmény vysledku mensi nez 0,01), postacujici
a nutna podminka budou po fadé k > %~1002, tj. k > 1250, resp. 11—6 -1002,
tj. k > 625, se skutecnou nejmensi hodnotou k rovnou 796. Jenze zkuste
rozdélit otdzku ,Ma mé rada?“ na 1593 ¢asti...
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Newtonova a Maclaurinovy
nerovnosti

PAVEL CALABEK

Ptirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Uvod do diferencidlniho a integralniho poétu miZe byt (s ohledem na
RVP a SVP) jednim ze zavéreénych témat vyuky matematiky na stied-
nich skolach, at uz v povinné nebo rozsifené podobé. Stiedoskolaci si asto
uvédomi silu téchto prostfedki zejména pti studiu vlastnosti funkci. Mnozi
k tomu, Ze si pfi samostudiu neuvédomi nékteré vyznamné moznosti a di-
sledky vyuziti diferencidlniho poctu, které se objevuji napf. pii zkoumani
pribéhu realné funkce jedné realné proménné. Jednim z téchto disledkt
je velmi zajimavé (nikoliv v8ak zndmd) Newtonova nerovnost.

Béhem stfedoskolského studia se zaci seznamuji s rtiznymi priméry sou-
bort readlnych cisel, odvozuji a pouzivaji nerovnosti mezi nimi. Zékladnim
z téchto priméru je aritmeticky primér A(xy,zs,...,x,) n-tice nezipor-
nych redlnych éisel, dalsim je geometricky primér G(xy,za,...,z,) této
n-tice, Casto znaji téZ harmonicky pramér H(zq,xa, ..., z,) ¢i kvadraticky
prumér K(x1,xs,...,z,) n-tice kladnych redlnych ¢isel. Ti, ktefi se hlou-
béji seznami s uvedenymi priimeéry, znaji i zobecnéni téchto primeéri — tzv.
mocninny pramér M, (z1,x2, ..., =,) redlného stupné p a nerovnosti mezi
nimi. Definujme nejprve tyto prameéry.

r1+xo+ ...+ xp

Az, 22, ..., 2p) = p ,
G(z1,xa,...,@y) = VYT1Za... Ty,
n

H(xlvl'Qa"'axn) = 1 1 1 0

224+ 22 4+ .. 422
K(th%"'vxn)\/ ! 2 n,

n

Mo(z1,29,...,20) = G(x1,22,...,Zn),
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1
V4 D P\ p
x1+x2+...+xn> C p4o.

My(z1,22,...,2p) = < -

Zvidavi zaci se mohli sezndmit s nerovnostmi mezi témito praméry napft.
v [2] nebo [3].

Véta
Pro libovolné kladnd (nezédpornd) realnd &isla xq, s, . .., x, plati
H(x17x27"‘,mn) < G(xthv"’,mn) <
< A(zy, o, ..., xn) < K(x1,2a,...,T,),
p<qg= Mp(x17x2, s axn) < Mq(x17x27 s axn)a
pfitom rovnosti nastavaji jediné v pfipadé r1 = x5 = ... = z,.

Z4ky také ¢asto zajim4, zda néjaky ,primér lezi mezi“ aritmetickym a
geometrickym prumeérem. Mezi témito primeéry ziejmeé lezi libovolny moc-
ninny pramér stupné p € (0; 1). Nasledujici ptispévek ukazuje, Zze podobné
,prameéry* muzeme konstruovat i jinym zptisobem, napiiklad pomoci Mac-
laurinovych nerovnosti.

Symetrické soucty

Necht z1,3,...,T, jsou nyni libovolné redind &isla, definujme n + 1
symetrickych souc¢ti S; nasledujicim zpisobem.

S()(l‘l, Loy ... ,xn) = 1,
Sl(l‘l, Loy ... ,xn) = A($1,$2, . ,Z‘n),
12 + 2123+ ...+ 212 +Tox3 + ...+ Tp_1Tp
So(x1,T2,...,2p) = - ;
(5)
T1T2X3 + L1X2Xg + ... + Tp_2Tp_1Tn
53(1'1,$2,.~.7xn): n )
(3)
Sn(T1, T2, ...,Tn) = T1T2 ... Tp.
Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme znaéit S;(z1, z2,...,xz,) jako S;.
Symetricky soucet S; je tak aritmetickym priamérem vSech (’Z) soucini ¢
riznych ¢&isel z n-tice (x1, 22, ..., 2y).
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Newtonova nerovnost
Nyni dokdZzeme tzv. Newtonovy nerovnosti, viz napt. [4].
Véta

Pro libovolné ¢islo i =1,2...,n — 1 plati

Si—1Si41 < 51-2-

Ndstin dukazu: Nejdiive prozkoumejme pfipad t¥i redlnych promeénnych
T1, To, 3. Plati
T1+ T2 + 3

50:1, Slzf’ Sy =

T1T2 + T1T3 + T2T3

3 , Sz =zT1T273.

Newtonova nerovnost SySs < Sf pro ¢ = 1 znamena

1

) T1T2 + T1X3 + T2x3 < ((El —+ X2 +1’3>2
3 - 3

Po nékolika elementarnich upravach zjistime, ze tato nerovnost je ekviva-
lentni s nerovnosti

2 2 2
T1T2 + Tax3 + 2371 < X7 + X5 + 23,
ktera je ovSem ekvivalentni s platnou nerovnosti
2

0< (l‘l - x2)2 + (l‘z — x3)2 + <x3 — 371) .

(Zde dokonce vidime, pro¢ rovnost nastane pouze v ptipadé x; = x2 = x3.)
Newtonova nerovnost 5153 < S2 v piipadé tii proménnych znaci

X +$2+{133
3

2
1T + T1T3 + T2X3
3

s r1rory < (

Pokud je nékteré z ¢isel x; rovno nule, tato nerovnost ziejmé plati, pro-
toze na jeji levé strané je 0, na pravé strané je nezdporné cislo. V piipadé
r122x3 # 0 prejdeme vydélenim obou stran této nerovnosti kladnym éis-

lem z?z323 k ekvivalentni nerovnosti

1 1 1 1 1 1y 2
+ + —+ —+ —
T1T2 T2X3 31 < 1 2 xs3
3 - 3 ’
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ktera ovSsem plati, protoze je to jiz dokdzana nerovnost

1 1 1 1 1 1 1 1 1
SO <77> '52 (77) SS% (77)‘
Tr1 T2 X3 Tr1 T X3 1 T X3

Tyto vahy pro tfi proménné nam naznacuji zptisob, jak dokazat New-
tonovu nerovnost v obecném pripadé n proménnych proi =1ai=n—1.
Pro obecné n a i = 1 postupnymi Gpravami dostavame

> T,

2
Sf—Song(x1+x2+"'+x”> _1§i<jin _
n (5)
(n—=1) X af—2-% zuz, > (zi—5)?
B 1<i<n 1<i<j<n _1<i<j<n
B n?(n—1) N n?(n—1)

Piitom posledni vyraz je jisté nezaporny, proto plati S7 — SpSs > 0, tedy
Newtonova nerovnost plati v ptipadé ¢ = 1.

V pripadé obecného n a ¢ = n — 1 opét zjistime, Ze pokud je nékteré
7 Cisel x; rovno nule, pak nerovnost

Sn—2Sn S S»,QL_l

plati, protoze vlevo je 0 a vpravo nezaporné ¢islo. V pfipadé ri1zxy ... x, # 0
vydélenim obou stran této nerovnosti kladnym ¢&islem x2z3 ... 22 ekviva-

lentné piejdeme k jiz dokazané nerovnosti

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tr1 T2 T Tl T2 T Tr1 T2 T

Dale pouzijeme zakladnich poznatki diferencialniho poctu k tomu, aby-
chom dokéazali Newtonovu nerovnost i pro zbyvajicii =2,3,...,n — 2.
Uvedme dale jednu dilezitou vétu, kterou v diikazu vyuzijeme.

Véta (Rolleova)
Necht je funkce f spojitd na intervalu (a,b), ma derivaci na intervalu
(a,b) a plati f(a) = f(b). Potom existuje & € (a,b) tak, ze f'(£) = 0.

Cisla z; uspofadejme podle velikosti a pro jednoduchost dale piedpo-
kladejme, Ze plati
1 < T2 < ...<Zp.
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Uvazujme polynom
P(z) = (z —z)(x —22)...(x — xn).

Kazdy polynom je funkce, ktera je spojita a méa derivaci pro vSechna realna
¢isla. Uzitim Vietovych vztahti mezi kofeny a koeficienty dostavame

P(z) = 2™ —nSiz" t + (Z) Sox™ 2 — 4 (=1)"8,.

Podle Rolleovy véty existuje (alesponi) n — 1 rtiznych éisel y; € (z;, xiy1),
ktera jsou kofeny rovnice
P'(z) =0. (1)

Obr. 1

Podle zékladni véty algebry vSak vime, ze existuje nejvyse n — 1 redlnych
kofenti rovnice (1), proto jsou to pravé ¢isla y1,ya, .. ., Yn—1. Derivovanim
polynomu P(x) dostaneme

P'(z) = na" ' —(n—1)nS1a" 2+ (n—2) <;) Sox™ 3 — (=118, 1.

Oznac¢me symbolem 7; symetrické soucty proménnych yi1,¥sa, ..., Yn—1 Pro
i=1,...,n—1, tedy
To=1,T = Y1 +y2+"~+yn71’ T, — Yiy2 T Y1yYs + ...+ Un—2Yn—1

-1 ()

Opétovnym uzitim Vietovych vztahi obdrzime

Px)=nz—w)...(x —yn_1) =
n—1

=n|2"t - (n—1)Ta" 2+ ( 5

>T21:"2 — A (=DM,
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Porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin = ve dvojim vyjadieni P’ (x)
tak dostaneme

n(n — 1Ty = (n — 1)nSy,

Uzitim zndmé kombinatorické identity (pro 0 < k <n —1)

(1))

tak dostaneme (ke zfejmému Sy = 1 = Tp)
Slle, SQZTQ, ey SnflzTnfl. (2)

Podobné bychom mohli postupovat i v pripadé, kdyby se néktera z ¢isel
x; sobé rovnala, pak bychom uvaZzovali o nadsobnych kofenech polynomt a
dostali bychom stejné tvrzeni. To znamend, Ze libovolnou n-tici redlnych

cisel 1,9, ..., T, mizeme nahradit (n — 1)-tici y1,y2,...,Yn—1 tak, ze
plati (2).
Protoze uz vyse jsme pro (n — 1)-tici y1,...,yn—1 a i = n — 2 dokézali,

7e T, 3T, 1 < T?_,, plyne odtud
Sn—3Sn-1 < S2_,.
Podobnym nahrazovanim mtzeme dale dokazovat Newtonovu nerovnost

pro vSechna zbyvajici ¢isla ¢ > 1.

Maclaurinovy nerovnosti

Nyni na rozdil od Newtonovy nerovnosti predpokladejme, Ze x; jsou pro
i=1,2,...,n kladnd redlna ¢isla. Potom vSechny symetrické soucty S; jsou
kladna ¢isla.

Z Newtonovy nerovnosti

S8y < S2
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pii vyuziti Sy = 1 dostaneme odmocnénim (které je v pfipadé kladnych
Cisel ekvivalentni ipravou) nerovnost

V/S2 < Si.

Odtud a z Newtonovy nerovnosti
5183 < 82
dostaneme dohromady dvojici nerovnosti
V5255 < 183 < 53,

z niz porovnanim krajnich vyrazt po odmocnéni ziskdme

/S5 < /S,

Tuto nerovnost muzeme podobné vhodné uplatnit k dalsi nerovnosti. Takto
opakované dojdeme k vysledku zvanému Maclaurinovy nerovnosti.

Véta
Necht x1,z3,..., T, je n-tice kladnych redlnych éisel. Potom plati

S1 >8> /S3>...> /S,

Jednoduchym zobecnénim miizeme dostat, ze Maclaurinovy nerovnosti
plati dokonce pro libovolnou n-tici nezdpornych realnych cisel. Pokud si
rozmyslime diikkaz Newtonovych nerovnosti, tak v pfipadé kladnych re-
alnych cisel nemame problémy s délenim 0 a muizeme dokonce dokézat,
ze rovnost v Maclaurinovych nerovnostech nastava pouze v piipadé, kdyz
1 =2 = ... =Tnp.

Pokud uvézime, ze S; je aritmeticky promér é&isel x1,...,z, a /S, je
geometricky pramér téchto ¢isel, Maclaurinova nerovnost ndm dava dalsi
,prameéry“, které se nachazeji mezi aritmetickym a geometrickym primé-
rem.

Jesté jedna aplikace

V pfedchozich kapitolach jsme vidéli, jaké zajimavé netriviadlni disledky
maji pozorovani o prubéhu funkce, se kterymi se studenti seznamuji na
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stfedni Skole. Nyni uvedme jeden piiklad, pfi jehoZ feseni se s vyhodou
daji pouzit tyto poznatky o pribéhu funkce.

Piiklad (60. MO-A-IITI-3)
Predpokladejme, Ze redlna cisla z, y, z vyhovuji soustave
TH+y+z=12, 2?4+ 9% 4 2% = 54.
Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni:

a) Kazdé z ¢éisel zy, yz, zzx je alesponn 9, avSak nejvyse 25.
b) Nékteré z ¢isel x, y, z je nejvyse 3 a jiné z nich je alesponi 5.
V [1] se mizete sezndmit s nékolika FeSenimi tohoto pfikladu. Nyni

uvedme jesté dalsi, které vyuziva poznatki o pribéhu funkce.
Z rovnosti

(x+y+2)2=a?+9y%+ 22 +2(xy +yz + 22)
dostaneme pfi vyuziti pfedpokladt dlohy
zy + yz + zx = 45.
Podle Vietovych vztahu jsou ¢isla z, y, z kofeny rovnice
t3 — 12t + 45t — S =0,

kde S = zyz je realné cislo, které budeme dale povazovat za parametr.
Pro feseni ziskané rovnice

t3 — 12t + 45t = S.

vySetiime uzitim diferencidlniho poc¢tu priibéh kubické funkce f(t) = t3 —
12t2 4 45t (obr. 2). Mimo jiné zjistime, Ze tato funkce nabyvé svého lokal-
niho maxima 54 v bodé 3 a lokalniho minima 50 v bodé 5. Dale mtizeme
snadno ovéfit, ze f(2) =50 a f(6) = 54.

Rovnice f(t) = S tak mé t¥i redlné kofeny, pravé kdyz S je z intervalu
(50; 54).
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Obr. 2

Z obr. 2 pak jednoduse vidime, Ze jeden z kofent této rovnice lezi v in-
tervalu (2;3), druhy v intervalu (3;5) a tfeti v intervalu (5;6). Tim jsme
dokézali ¢ast b).

Cisla xy, yz, zx jsou hodnoty funkce

S/t =1*—12t +45 = (t —6)* +9

po fadé v bodech z, x a y. ProtoZe tyto kofeny rovnice f(t) = S lezi
v intervalu (2;6), nabyva funkce S/t na tomto intervalu zfejmé hodnot
z intervalu (9; 25), coz dokazuje ¢ast a).

Zavér

V predlozeném textu jsme ¢tenafe seznamili s nékolika zajimavymi da-
sledky uZiti diferencidlniho poctu pfi zkoumani prubéhu funkce, které muze
ucitel na stfedni Skole pouzit jako rozsifujici materidl pro talentované
zaky pri vyuce tématu uziti diferencialniho poc¢tu pfi vySetfovani pribéhu
funkce.
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Geometrické pojmy
na zakladni skole

MARIE CHODOROVA - LENKA JUKLOVA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Clanek je uréen uéitelim geometrie na zékladnich a stfednich skolach.
Jeho cilem je upozornit na mezery v pochopeni zdkladnich geometric-
kych pojmt. Stale castéji se na nas obraceli kolegové s dotazy, jak ucime
studenty, budouci stredoskolské ucitele matematiky, vysvétlovat pojmy
tsecka, poloprimka apod., protoze i oni se stale ¢astéji setkavali v praxi
s tim, Ze zaci a studenti maji o téchto pojmech chybnou predstavu. Se-
stavily jsme kratky dotaznik, ktery byl primarné urcen pro zéky 4. a 5.
tfid zékladnich skol. Zajimalo nas vsak, jak budou na stejné otazky od-
povidat budouci ucitelé, proto jsme dotaznikové Setfeni rozsitily na tii
skupiny. Dotazniky vyplnovali zaci ¢tvrtych a patych trid zédkladnich skol
(ZS) v Olomouci a blizkém okoli, studenti Piirodovédecké fakulty Uni-
verzity Palackého v Olomouci studujici uéitelstvi matematiky pro stfedni
skoly (M-X PfF UP) a studenti Pedagogické fakulty Univerzity Palac-
kého v Olomouci studujici uéitelstvi pro 1. stupeit zakladni skoly (1ZS
PdF UP). Ze zakladnich skol se ndm vratilo 350 vyplnénych dotazniki,
studenti M—X P¥F UP odevzdali 51 vyplnénjch dotaznikd, studenti 1ZS
PdF UP odevzdali 242 vyplnénych dotazniki.

Zakladni zkoumané pojmy v dotazniku

Otazka ¢. 1:
Déti mély v provérce z geometrie nasledujici piiklad: Na obrazku jsou dany
dva ruzné body A, B. Vyznacte vSechny body, které patii tisecce AB.

A B

X

Odpovédi Martina, Anezky, Jirky a Elisky vidite na obrazku. Zakrouzkujte
jména vSech déti, které odpoveédély spravné.
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Otazka ¢. 2:

Na obrazku jsou znazornény poloptimky C'D a K L. Zakrouzkujte vSechna
tvrzeni, kterd jsou pravdiva.

C K L D

a) VSechny body poloptimky C'D patii také poloptimce K L.
b

)
) VsSechny body polopfimky KL patii také polopfimce CD.
¢) Na polopfimce CD existuji body, které nelezi na polopfimce K L.
)
)

d
e

Poloptimky KL a C'D lezi na riznych primkach.
Polopiimky C'D a KL jsou opacné.

Otazka ¢. 3:
Na obrazku vidite kvaidr ABCDEFGH. Zakrouzkujte vSechna tvrzeni,
ktera jsou pravdiva.

H G

Db __ L___JC

A B
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a
b

) P¥imka AB je kolmé na p¥imku DH.
) Pri
¢) Piimky C'D a BF jsou riznobézné.
) Pii
) Pii

mky BF a DH jsou rovnobézné.

d

e

mky C'D a BF nejsou riaznobézné.
mky BF a DH se protinaji.

Otazka ¢. 4:

Lukas si postavil doprostied stolu krychli, kterd ma na kazdé sténé prave
jedno z ¢isel 1 az 6, soucet cisel na protéjsich sténach je vzdy 7. Na krychli
se dival z pravé strany stolu (jako na obrazku).

)

1

Potom presel na levou stranu stolu. Zakrouzkujte ten obrazek, na kterém
je nakreslend krychle tak, jak ji vidél z levé strany.

Otazka ¢. 5:
Na stole je polozena krychle ABCDEFGH, jeji sténa ABCD na stole lezi
(jako na obrazku).

H G

A B
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Krychli oto¢ime tak, aby na stole lezela sténa DCGH . Zakrouzkujte vSechny
obrazky, které mohou ukazovat takto otocenou krychli.

4 F E_F

Otazka ¢. 6:
Bavi té geometrie? (zakrouzkuj odpovéd)

Ano Ne Nevim

Vysledky

Spravné odpovédi na otazku ¢. 1 jsou Anezka, Jirka.

Pomérné malé procento déti zodpovédélo tuto otdzku spravné (tj. déti
mély oznadeny viechny spravné odpovédi a pouze tyto odpovédi), rozlozeni
Cetnosti mezi jednotlivymi odpovédmi je bez vyraznych vykyvi, jejich cet-
nosti se pohybuji od necelych 30 % (Martin) po necelych 50 % (Anezka).
Témet polovina déti zvolila odpovéd Anezka a odpovéd Jirka byla druhéa
nejcastéjsi. Polozily jsme si proto otazku, kolik déti zvolilo alesponi jednu
ze spravnych odpovédi a pfitom neoznadilo jako spravnou odpovéd Martin.
Takovou volbu lze vysvétlit naptiklad tak, ze dité intuitivné chape fakt,
ze useCka ma nekone¢né mnoho bodt a nemuze tedy vSechny body po jed-
nom vyznacit. Otazkou zlstava, zda chape rozdil mezi obsahem a formou,
tedy rozdil mezi tim, jak je useCka definovand a tim, jak se ve Skole uci
usecku narysovat. Vice nez 85 % déti, které nevybraly jako spravnou od-
povéd Martin, vSak vybralo alespoii jednu ze spravnych odpovédi, ne vSak
obé soucasné. Mizeme tedy usuzovat, ze déti, které nevolily Martina (coZ
bylo vice nez 70 % déti), chidpe pojem usecka spravné. Je vSak mozné, ze
véhaji, jestli si mohou tsecku dovolit narysovat pouze ,,od bodu k bodu*
nebo musi byt sestrojend pouze jako tsecka na pfimce. Skupina déti, které
oznadily odpovéd Martin jako spravnou, je rozdélena ptiblizné na poloviny
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podle toho, zda mély nebo nemély dale zvolenu alespon jednu spravnou od-
povéd. U této skupiny lze predpokladat, ze déti tdApou v pochopeni pojmu
tsecka a odpovédi volily spise ndhodné.

U studentti jsme ocekévaly, ze polozku Martin nezvoli zadny student.
Piedpoklad byl spravny u studentt M—X P¥F UP, 90 % z nich také mélo
celou otazku €. 1 spravné. Ve zbyvajici desetin€é studentt se objevili jednot-
livci, ktefi nezvolili za spravné obé odpovédi nebo ke spravné volbé pridali
i odpovéd Eliska, 98 % studentti mélo zvoleno alespoii jednu ze spravnych
odpovédi.

Tii &tvrtiny studentt 1ZS PdF UP mély celou prvni otazku sprévné
a prekvapivé asi 9 % student@ 1ZS PdF UP oznagdilo jako sprévnou od-
povéd Martin. Pfiblizné stejné procento mélo odpovéd Eliska. Také mezi
studenty 1ZS PdF UP, ktefi neoznaéili jako spravnou odpovéd Martin,
bylo 98 % téch, ktefi oznadili alesponi jednu spréavnou odpovéd. Studenti,
ktefi oznadili jako spravnou odpovéd Martin byli rozdéleni v poméru 2 : 1
ve prospéch téch, co méli oznacenu alespon jednu ze spravnych odpovédi,
pricemz nékolik student do komentare dﬂ))salo, ze v odpovédich Martin,
Anezka, Eliska je narysovana primka p =AB, proto jsou vSechny odpovédi
spravné (pfipadné vynechali pouze Jirku). U téchto studentti 1ze usuzovat,
7e jim neni zcela jasna definice pojmu usecka, za tiseCku povazuji obrazek
piimky s vyznacenymi (krajnimi) body, ale nejsou schopni uréit, které
body nélezi tsecce!

Vzhledem k tomu, Ze pojem tsecka je celkem zasadni, nepredpokladaly
jsme u studentd u této otazky problém, naopak, ocekavaly jsme relativni
Cetnost u polozky 1S (celd otézka ¢. 1 spréavné) blizici se 100 % u obou
skupin studentti. Navzdory ocekavani se ukézalo, Ze mame asi desetinu
studentii ,,Ucitelstvi M—X pro SS“ na PfF UP a &étvrtinu (sic!) studentii
,U¢itelstvi 1. stupné pro ZS“ na PdF UP, ktefi nemaji zcela jasno v pojmu
usecka! Dokonce se vyskytuji i taci studenti uéitelstvi (byt v malém poctu),
ktefi oznadi za tsecku i jednotlivé izolované body!

Spréavné odpovédi na otdzku €. 2 jsou b), c).

Druhé otazka ovérovala pochopeni pojmu poloptimka. Prvni t¥i odpo-
védi byly voleny tak, aby se déti musely zamyslet nad vztahy mezi polo-
primkami na téze pfimce a uvazit incidenci bodt a danych polopfimek.
Ziejmé nepravdivé odpovédi d), e) jsme doplnily proto, aby nam ukézaly,
kolik déti viibec nepochopilo pojem polopiimka ¢i vztah mezi poloprimkou
a primkou, jejiz je tato casti.
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V této otazce spravné odpovédi a zadné jiné oznacdila skoro dvacet tii
procenta déti, pfiemz odpovéd b) volily témér dvé tietiny déti. Relativni
Cetnost odpovédi a), c) se pohybuje v okoli hranice 40 %, je tedy zfejmé,
7e ¢ast déti oznacila protichiidnd tvrzeni. Necelych 20 % déti oznacilo
za spravné odpovédi a), b) — vSechny body polopfimky C'D patii také
polopfimce KL a soucasné také vSechny body polopfimky KL patii po-
lopfimce C'D. P¥iblizné 7,5 % déti si mysli, ze vSechny body polopfimky
CD patii polopfimce KL a soucasné na polopfimce CD existuji body,
které poloptimce K L nepatii (tedy odpovédi a), c¢)). Souc¢asné prvni tii
tvrzeni oznacila asi dvé procenta déti. Kombinace protikladnych tvrzeni
miuZze mit nékolik divodi. Détem neni jasné incidence bodu a polopfimek
nebo nechapou pojem polopfimka nebo se jedna o neporozumeéni psanému
textu.

Ve srovnéni s prvnimi tfemi odpovédmi zvolilo odpovéd d), resp. €) pfi-
blizné 10 % déti, obé tyto odpoveédi soucasné méla dokonce pouhd 2 % déti,
lze tedy konstatovat, ze vétsina déti chape pojem ,opacné polopfimky“ a
,rtzné piimky“.

Studenti M—X PfF UP, ktefi méli celou druhou otédzku spravné, bylo
o mélo vice nez 88 %. Nikdo z nich neoznaéil chybné odpovédi d), e), ale
ani spravné odpovédi b), ¢) nedoséhly relativni cetnosti 100 %. Mezi stu-
denty, ktefi oznacili pouze jednu ze spravnych odpovédi a zadnou jinou,
prevazovali ti, ktefi vybrali za sprdvnou odpovéd pouze b). Védi tedy, ze
vSechny body poloptimky K L patii polopfimce C'D, ale uz si nemysli, ze
na polopfimce C'D existuji body, které nepatii polopfimce K L. Objevily
se 1 odpovédi a), ale pouze v kombinaci s odpovédi c), tedy vice nez 16 %
studentd M—X PfF UP si mysli, Ze je pravdivé tvrzeni i jeho negace! Zna-
mena to tedy, Zze maji potize s porozuménim matematickému textu? Je
zarazejici, ze ze vSech respondentt, ktefl povazuji za tautologii A A —A
byla pravé skupina studenti M—X P¥F UP nejpocetnéjsi!

Druhou otézku mélo spravné 75 % studenttt 1ZS PAF UP, ani zde viak
nedoséhla relativni éetnost zaddné ze spravnych odpovédi 100 %. Nikdo ze
studenti nezvolil jako spravnou odpovéd e), avsak pifiblizné 1 % studentii
1ZS PdF UP si mysli, Ze polopfimky KL a CD leZi na riznych piimkach
(odpovéd d)), pfitom vSak vSichni z této malé skupiny také oznagdili, Ze
vSechny body poloptimky K L patii polopfimce C'D (odpovéd b)) a vétsina
z nich jesté oznacila za spravnou i odpovéd c). Tito studenti bud maji
zasadni mezery jiz v zdkladech geometrie, nebo maji potize s porozuménim
psaného textu, v obou pripadech se vSak jevi, ze odpovédi volili ndhodné.
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RovnéZ mezi studenty 1ZS PdF UP z téch, kteif oznaéili pouze jednu ze
spravnych odpovédi a zadnou jinou, prevazovali ti, ktefi vybrali spravnou
odpovéd pouze b). Odpovéd a) zvolila vice nez desetina studenttt 1ZS
PdF UP, pficemz vzdy okolo 4 % studentt zvolilo kombinaci odpovédi a),
b), resp. a), ¢) a je zde také mald skupina (1,5 %) studentt, ktefi zvolili
soucasné a), b), c).

V nezanedbatelném poctu oznacovali respondenti vSech t¥i skupin za
pravdiva protikladna tvrzeni. Tuto skutecnost lze (mimo vyse uvedeného)
také interpretovat tak, zZe pro ¢ast respondenti z téch, ktefi oznacili né-
ktera protichidna tvrzeni, bylo rozhodujici to, Ze na obrazku byl bod C'
krajnim bodem, ,cara“ pokracovala jen na jednu stranu od néj a tuto sku-
tecnost si vylozili tak, Ze na obrazku je dana jedna polopfimka, ktera mutze
byt pojmenovana libovolnymi dvéma pismeny vyznacenymi na ,,care“, ¢ili
polopfimky KL a C'D jsou pro né shodné (tak by se dala vylozit napiiklad
volba odpovédi a), b) nebo pouze b)). Polopfimka, jako dalsi stézejni po-
jem geometrie, tak ziustava nepochopena vétsim poctem budoucich ucitelt
nez pojem usecka, prekvapivé vSak (na rozdil od tsecky) podstatné vice
déti méa jasnou predstavu o tom, co je polopiimkal

Spravné odpovédi na otézku €. 3 jsou a), b), d).

Otazka ¢. 3 byla pro vSechny skupiny respondentii zfejmé nejnaroc¢né;jsi,
pocet spravnych odpovédi vyrazné klesl ve vSech skupinach. Nejmensi po-
tize ve vSech tfech skupinach respondentii ¢inilo rozhodnout o pravdivosti
tvrzeni b), e), protoze tvrzeni b) mé nejvyssi relativni etnost ve vSech
skupindch a tvrzeni e) nejmensi.

Témer tii ctvrtiny zdka ZS vi, ze ptimky BF a DH jsou rovnobé&zné
(tvrzeni b)). Z jedné t¥idy ZS (coz odpovida 4,5 % respondenttt ze ZS) se
nam vratily dotazniky s upravenou otéazkou ¢. 3. Tt ¢tvrtiny déti z této
tFidy v odpovédi b) preskrtly slovo ,rovnobézné“, nahradily jej slovem
,mimobézné“ a odpovéd zakrouzkovaly jako spravnou. Zbylé déti ze tiidy
sice nepfepsaly odpovéd b), ale také ji neoznaily jako spravnou. V této
t¥idé také zaddné z déti nevybralo moznost, ze pfimky C'D a BF jsou
riiznobézné, témér celd t¥ida tak méla zvolenu jeding odpovéd d). V otézce
¢. 1 také vétsina této t¥idy volila jako spravnou odpovéd pouze AneZka. Lze
témér s jistotou konstatovat, ze v této t¥idé se v zakladnich geometrickych
pojmech neorientuje ani jejich vyucujici!

Celou tfeti otdzku spravné meélo 8 % déti. Odpovédi b), e) soucasné
(piimky BF a DH jsou rovnobézné a také se protinaji) oznacila asi 2 %
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déti, odpovédi c), d) (pfimky C'D a BF jsou i nejsou rtznobézné) 4 %
déti. Lze opét predpokladat, ze tyto déti odpovédi oznacily nadhodné a
vzajemnou polohu primek v prostoru si neumi predstavit.

Otézku ¢. 3 zodpovédélo zcela spravné 37 % studentt M-X PiF UP.
Odpovéd a) volila vice nez polovina z nich, odpovéd b) byla prvni (a bohu-
zel jedinou, a to v celém testu a ze vSech skupin) spravnou odpovédi, kterd
dosahla relativni ¢etnosti 100 %. Chybnou odpovéd ¢) oznagdila téméer ¢tvr-
tina studentit M—X P¥F UP! Spravnou odpovéd d) volily necelé tfi ¢tvrtiny,
ale zadny student tentokrat neoznadil tvrzeni i negaci (tj. ¢), d) soucasné),
ale neceld 2 % studentt oznacila odpovéd e). Vsichni studenti, ktefi ozna-
¢ili jako spravnou odpovéd e), oznacili také jako spravnou odpovéd i b)
a odpovéd e) méli doplnénu komentafem — v nekoneénu®. Je zfejmé, Ze
jednak opominuli fakt, Ze dotaznik je urcen pro zaky prvniho stupné za-
kladni skoly, ktefi nepracuji v rozsifeném eukleidovském prostoru a jednak
tito studenti také tipou v pochopeni nékterych zakladnich geometrickych
pojmi. Ziejmé nerozlisuji, Zze jedna z odpovédi je spravna pouze v euklei-
dovském prostoru, druhéd pouze v rozsifeném eukleidovském prostoru.

Pouze 15 % studenttt 1ZS PAF UP mélo celou tfeti otdzku spravné,
odpovéd a) oznadilo 53 % studentii, b) volili v 96 %. Chybnou odpovéd
¢) oznacilo skoro 66 % studentti 1ZS PdF UP (podstatné vice, nez zdki
ZS) a spravnou odpovéd d) mélo 29 % studentt 1ZS PdF UP (podstatné
méné nez zaki ZS)! Odpovéd e) oznadcilo piiblizné piil procenta studenti
1ZS PdF UP, zadny ze student, ktery e) vybral jako spravnou odpovéd,
neoznacil soucasné jako spravnou odpovéd b).

Ve vsech skupinach respondenti volili soucasné néktera protikladna tvr-
zeni a pomérné vysoky pocet respondentt oznacil mimobézné primky jako
riznobézné (c)) a naopak, méalo respondentd oznacilo mimobézky AB a
DH zakolmé (a)). V praxi se ¢asto setkdvame se studenty, budoucimi uéi-
teli matematiky, ktefi se az na VS seznami s tim, Ze i mimobézné piimky
mohou byt kolmé, do té doby ve Skole slyseli pouze to, ze kolmice jsou
zvla$tnim pifpadem riiznobézek. Nékolik studenttt 1ZS PdF UP v dotaz-
niku dopsalo k odpovédi 3a) komenté¥, ze kolmé k piimce AB jsou pouze
pfimky AE a BF, nikoli pfimka DH. Sestiné 7z4kd ke spravné odpovédi
chybélo pouze oznaceni a), pokud by ve tfeti otdzce nebyla tato volba, méla
by otézku spravné témér ¢tvrtina déti. Ze studentit M—X P¥F UP odpoved
a) ignorovala celd tfetina, bez ni by téméf 70 % studentt mélo otazku 3
dobie. Studentit 1ZS PdF UP, kteii méli ve tieti otdzce jen spravné od-
povédi bez oznacené odpovédi a), byla pouze devitina, bez ni by jich vice
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nez ¢tvrtina méla tieti otazku dobfe. U déti a studentt M-X PrF UP
se vyrazné zvysil pocet téch, ktefi by bez dotazu na kolmice méli otazku
dobre, lze tedy usuzovat, ze velkd ¢ast respondentti z téchto dvou skupin
vidi na kvadru vzajemnou polohu piimek spravné, avsak odmité pfipustit,
7e 1 mimobézné piimky mohou byt k sob& kolmé. U studentt 1ZS PdF UP
nebyl nartist tak velky a navic, druh4 jimi nejc¢astéji volend odpovéd byla
chybné odpovéd c), coz nas pfivedlo k domnénce, Ze néktefi studenti nacrt
kvadru ve volném rovnobézném promitani chapou pouze jako rovinny ob-
razec a podle néj posuzuji vzajemnou polohu pfimek (byft je v zadani jasné
napsano, ze se jedna o pfimky dané hranami kvadru)! Vzhledem k tomu,
7e se ptame na kolmost primek AB, DH, které se v daném volném rov-
nobézném promitani také zobrazi jako kolmice, je mozné, ze tito studenti
pravé proto volili odpovéd a) jako spravnou? Témért tietina studentt 1ZS
PdF UP zvolila za spréavné odpovédi a), ¢) a nezvolila d) (tj. povazuji
piimky AB, DH za kolmice a pfimky C'D a BF za riiznobé&zky)! Stejnou
kombinaci odpovédi uvedlo také 16 % student®t M—X PiF UP! Zaci ZS jsou
na tom podstatné lépe nez budouci ucitelé. Pouze desetina z nich oznacila
uvedenou kombinaci odpovédi. Lze fici, ze vétsina z nich chape fakt, Ze
rovinny obrazec je naért kvadru v prostoru. Ukolem bylo ur¢it vzajemnou
polohu pfimek v prostoru. Je alarmujici, Ze budouci ucitelé matematiky a
uditelé, kteii budou formovat déti na 1. stupni ZS, sami nezvladaji zéklady
geometrie a s velkou pravdépodobnosti se geometrii (a mozn4 i celou ma-
tematiku) uéi pouze formdalné, zpaméti a bez porozumeéni. Jak pak vedou
déti k tomu, aby je matematika (potazmo geometrie) bavila nebo dokonce,
aby ji rozuméli a nevidéli v ni strasaka?

Posledni dvé otazky byly pro vétSinu respondentii bezproblémové, uka-
zalo se, Ze vétsina z nich ma dobrou prostorovou ptedstavivost, umi si
spojit primét télesa s jeho polohou v prostoru.

Dobfe zobrazena krychle v otazce €. 4 je prostiedni krychle.

Spravnou krychli oznacily t¥i ¢tvrtiny déti a jak studenti M—X PiF UP,
tak studenti 1ZS PdF UP volili tuto krychli piiblizné v 96 %. Studenti
M-X PfF UP byli jedini, ktefi oznacili pravé tuto krychli a zadnou jinou.
Zbyvajici 4 % studenttt M-X PfF UP psala, ze v odpovédich neni nabi-
zena zadné spravné zobrazend krychle, z jednoho komentafe vyplynulo, ze
s nejvétsi pravdépodobnosti tito studenti neuvazovali pohled na krychli
zprava a zleva, ale zepfedu a zezadu.

U déti i studentt 1ZS PdF UP Kklesl pocet téch, ktefi méli celou otdzku
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spravné, u déti o vice nez étvrtinu (na 43 %), zatimco u studentit 1ZS
PdF UP pouze minimalné — cca o piil procenta. Zaci, kteii volili i jiné
krychle, podstatné vice vybirali nadhledy zleva, takze si dovedli pfedsta-
vit, ze kdyz krychli vidi zprava a pak prejdou doleva, musi vidét krychli
v nadhledu zleva. Co si uz neuméli tak dobfe predstavit, byla poloha ¢isel
na jednotlivych sténach.

Oproti tomu, druhé nejcastéjsi volba studentt 1ZS PAF UP byla druha
krychle, zobrazena opét v nadhledu zprava, kterd se od zadané krychle
lisila ve viditelné ¢asti pouze ¢islem na pravé sténé. Usuzujeme, Ze studenti
neporozuméli otézce, nebot tato poloha krychle naznacuje, ze pozorovatel
stoji stale na stejném misté, jen mu nékdo na stole vymeéni jednu krychli
za jinou.

Spravné zobrazené krychle v otazce ¢. 5 jsou obé krajni krychle.

Prostiedni krychle v otazce 5 nemohla zobrazovat otocenou krychli ze
zadéni uZ na prvni pohled, vrcholy A, B, lezi na thlopficce stény, piresto
tuto krychli vybralo necelych 17 % déti. Ze studentt M-X PiF UP ani
1ZS PdF UP nikdo neoznaéil tuto krychli za spravnou odpovéd. Zadna
z relativnich cetnosti u spravnych krychli se neshoduje s relativni cet-
nosti spravné zodpovézené otazky ¢. 5. Krychli vlevo za spravnou vy-
braly tfi ¢tvrtiny déti, 98 % studentit M-X P¥F UP a 96 % studentt
1ZS PdF UP. Krychli vpravo oznacilo za spravnou 63 % déti, 88 % stu-
dent®t M-X PiF UP a 81 % studentt 1ZS PdF UP. Vzdy vice nez desetina
respondentti vSech t¥i skupin opomijela nadhledy zleva. Obé spravné zob-
razené krychle vidélo 43 % déti, 86 % studentt M-X PiF UP (ti méli
nejmensi pokles mezi Cetnosti pravé krychle a Getnosti celé otdzky 5) a 78
% studenttt 1ZS PdF UP.

Sesta otazka zjistovala zédjem o geometrii, ten se sice v jednotlivych sku-
pinach respondentii lisil v rozdéleni, ale vSechny t¥i skupiny respondent
meély nakonec relativni ¢etnosti po radé odpovidajici odpovédim ,bavi®,
,nebavi“,  nevim“ sefazeny do nerostouci posloupnosti. Zaci, ktefi uvedli,
ze je geometrie nebavi, ¢asto dopliovali komentafe typu ,urcité ne®, , jak
se muzete takhle ptat“, ,geometrie je hrozna“ apod.

Celkovy vysledek testu je zarazejici. Cely test spravné nemé nikdo ze
74kt ZS. Ze studenttt jej ma spravné neceld tfetina studenttt M—X PiF UP
(hlavni podil v této kategorii maji studenti navazujiciho magisterského stu-
dia, v8ichni se 100% tspé&snosti) a pouze neceld desetina (7 %) studentii
1ZS PdF UP! Pouze spravné odpovédi (nikoliv vSechny) mélo 11,5 % zakt
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7S, 45 % studentt M-X PiF UP a 18 % studentii 1ZS PdF UP. Nej-
pocetnéjsi skupinou jak mezi zdky ZS (téméf 90 %), tak mezi studenty
1ZS PdF UP (necelé tii ¢tvrtiny!) byli ti, ktefi méli v testu chyby! Stu-
denti M-X PiF UP byli nejvice zastoupeni ve skupin€, kterd méla jen
spravné odpovédi (nikoliv v8echny), a potom ti, ktefi méli cely test dobfe
(coz koresponduje se skutecnosti, ze do navazujiciho magisterského studia
postoupi M-X PiF UP z bakalafského pouze ti lepsi). Pro zajimavost uva-
dime v jednotlivych skupinach respondenti rozlozeni odpovédi na otazku
¢. 6 v kategoriich I —,cely test dobie“, II — ,,pouze spravné odpovédi, ale
ne vSechny“, III — chyby*

VAS PiF PdF

mbavi Enebavi Gnevi mbavi Enebavi Dnevi mbavi Enebavi Dnevi

5,06%  36,84%

Test odkryl neznalosti a nepochopeni zékladnich geometrickych pojmu
nejen zaky zakladnich skol. Ukazuje se, Ze i nezanedbatelnd cast stu-
dentt uditelstvi matematiky a dokonce podstatna ¢ast studentt ucitelstvi
1. stupné ZS nemé v téchto pojmech jasno, studenti se geometrii (a prav-
dépodobné ¢asto i matematiku) uéi pouze zpaméti, bez jakéhokoli pocho-
peni, néktefi vysokoskolsti studenti ucitelstvi nejsou dokonce ani schopni
porozumét psanému textu. Dostavame se tak do zacarovaného kruhu — na
vysokou $kolu prichazi studovat budouci ucitelé, kteri nechapou zakladni
pojmy, a pokud se tito studenti dostanou do praxe jako ucitelé, budou na-
dale déti ucit pouze poucky zpaméti bez pochopeni, déti budou mit nadéle
nechut ke geometrii a budou stavét na Spatné pochopenych pojmech. Je
tfeba, abychom se vice zaméfili na vyuku budoucich uciteld tak, aby uméli
tyto pojmy spravné interpretovat a zakim je dobfe objasnit. V opa¢ném
pripadé se totiz Casto setkavame s nechuti zZaka vénovat se geometrii, resp.
dale rozvijet nabyté geometrické védomosti.
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 237 a 238 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 11. 2017 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 237
Je dan pravouhly cétytstén ABCD s pravymi uhly pii vrcholu D. Na
jeho hranach AD, BD, C'D uvazujme po fadé body X, Y, Z, pro néz plati

|AX| |BY| [CZ] _

=1
|XD| |YD| |ZD|

v

Jaroslav Svrcek

Uloha 238
Urcete vSechna celé c¢isla n, pro ktera je ¢islo

4n® — 9n + 16

druhou mocninou nékterého pfirozeného cisla.

Pavel Caldabek

Déle uvadime feseni tloh 233 a 234, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve druhém disle aktualniho rocniku naseho ¢asopisu.

Uloha 233

Dokazte, ze desitkovy zapis nekone¢né mnoha pfirozenych mocnin ¢isla 4
zacind cislici 9.
Jacek Uryga € Pavel Caldabek
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Resent. Dlikaz tvrzeni tlohy provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze tako-
vych mocnin existuje jen koneény pocet. Potom existuje takové prirozené
¢islo a, ze vSechny prirozené mocniny ¢isla 4 zaéinajici ¢islici 9 jsou mensi
nez 4. V dalsim oznac¢me |z| celou ¢ast redlného ¢isla x, tedy nejvétsi
celé ¢islo, které neni vétsi nez x a {z} desetinnou ¢ast redlného ¢isla x, tj
islo {z} =z — |z] € (0;1).

Uvédomme si, ze desitkovy zapis prirozeného ¢isla A zacind cislici 9,
pravé kdyz log9 < {log A} < 1. Tato nerovnost je totiz ekvivalentni s ne-
rovnosti

9< 1010gA— [log A] < 10,

a tedy i s nerovnosti
9-10l84) < 4 <10 1054l

ktera uz uvedené tvrzeni dokazuje, protoZe pro pfirozené ¢islo A je |log A |
celé nezaporné ¢islo. Cislo 4% nezac¢ind ¢islici 9, tedy plati {log4%} < log9.
V dalsi ¢asti si uvédomme, Ze ¢islo 4° = 1024 je ,velmi blizko® tieti
mocniné desitky. Vynasobenim éisla 4% ¢islem 4° se desetinna ¢ast jeho
logaritmu zvétsi o desetinnou ¢ast logaritmu &isla 4°, tedy o &islo

{log4®} = 5log4 — 3 = 0,0103.
Protoze {log4°} < 1—log9 = 0,0456, po jistém poctu k nasobeni ¢islem 4°

bude desetinné ¢ast logaritmu ¢isla 4%T°% lezet mezi ¢isly log 9 a 1, pfesnéji
feceno po k vynasobenich, kde

log9 — {log 4}
k=|——7F—— 1.
{ 5log4 —3 *

Tim jsme dostali vétsi mocninu &isla 4 nez 42, tedy &islo 4%T%% ktera zacina
¢islici 9, coz je hledany spor.

Pozndmka. Cislici 9 za¢inaji mocniny 4% pro

a =178,83,88,93,176, 181,186, 191, . ..

Spravna feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH
Ziirich.
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Uloha 234
Na stranach AC a BC rovnostranného trojuhelniku ABC' lezi po fadé
body K a L tak, ze ¢tyfuhelniku ABLK lze opsat kruznici. Polomér této
kruznice je /7krat vétsi nez polomér kruznice opsané trojuhelniku C K L.
Urcete pomér, ve kterém déli body K a L strany AC a BC.
Jaroslav Zhouf

Resent podle Karola Gajdose.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze délka strany rovnostranného
trojihelniku ABC je 1. Vnitini thly pfi vrcholech A, B tétivového &tyi-
thelniku ABK L maji velikost 60°, proto velikosti jejich protéjsich uhla
maji velikost 120°, tedy ABK L je rovnoramenny lichobéznik. Body K a
L tak déli strany AC a BC ve stejném poméru a trojihelnik CKL je
rovnostranny. Oznacme k velikost jeho strany a r polomér kruznice jemu
opsané. Ziejmé plati k = /3.

1
2

Ozna¢me O; stfed kruznice opsané trojuhelniku CKL, P stied jeho
strany KL, O, stfed kruznice opsané ¢tyruhelniku ABLK a R stfed jeho
strany AB. Body C, Oy, P, O2 a R zfejmé lezi na spolecné ose usecek
KL a AB. Velikost pfepony KOs pravotuhlého trojihelniku PKQOs je dle
zadani /7 r, velikost jeho odvésny je

1

1
|PK|= k= 5\/57:
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Podle Pythagorovy véty plati
5
|P02‘ = 5 r.

Dale podle Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku AO5 R s preponou
AO, délky V/7r a odvésnou AR délky % plati

/ 1
|ROQ|: 77'271.

Vyska PR lichobézniku ABK L ma velikost

3

|PR| = |CR| - |CP| = %f— 5"

Tedy plati
(IPR| = [PO2))* = |RO2 [,

coz po dosazeni dava
2
1 1
(2\/§— 4r> =7 - 1

(Tato rovnice pokryva oba pfipady, kdy bod Oy miiZe leZet uvniti nebo
vné lichobézniku ABKL.) Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici

9% —4V3r+1=0

s kofeny r; = %\/ﬁ ary = %\/g Odtud vychazi k1 =1, ko = % V prvnim
pfipadé nejsou body K, L vnitinimi body tsecek AC a BC. Ve druhém
déli usecky AC' a BC' ve shodném poméru

|AK| |BL| 1-3%
KC| |Lc) 11

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich a Alexy Walczak
z II LO v Tarnowskich Gdrach (Polsko).

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Zaokrouhlovani vypoctu
pri feseni kvantitativnich loh
na stredni skole

EMANUEL SVOBODA

Jednou z etap doporucované strategie Feseni kvantitativnich tloh (viz
napf. [1, 2]) s fyzikdlnim & technickym ndmétem je numericky (Eiselny)
vypocet hledané veli¢iny. S timto vypoctem je spojeno také zaokrouhlo-
vani ¢iselné hodnoty nalezené veli¢iny. PTi tomto zaokrouhlovani vysledku
¢asto dochézi k mnoha neptesnostem. Z nich jsou dvé podstatné. Bud je
presnost kone¢ného vysledku vétsi, nez presnost zadanych ¢iselnych hod-
not veli¢in (pouhym vypoctem, napf. na kalkulacce, nespravné zvysujeme
presnost vysledku), nebo se zbyteéné vysledek ochuzuje o platné éislice
(platnd mista, platné cifry). Cilem tohoto piispévku je jednak zdavod-
néni pozadavku na zaokrouhlovani ¢iselnych hodnot veli¢in ziskanych vy-
poctem, jednak probrat pravidla zaokrouhlovani v souvislosti s feSenim
kvantitativnich tloh na stfedni skole.

Na c¢iselné hodnoty fyzikalnich ¢i technickych velic¢in zadanych v textu
uloh je tfeba pohlizet jako na ¢iselné hodnoty, které byly ziskany mérenim.
Pokud méme informace o pfesnosti méfeni (tj. je napf. udana relativni
nebo absolutni chyba méfeni), je situace jednodussi. Tak je tomu napf.
pri zpracovani vysledki v protokolech o laboratornim méreni. Podrobné je
tato problematika rozebrana napf. v [3]; o zpracovani vysledk méfeni je
pojednano v Uvodu do laboratorniho méfeni v uéebnici [4] (na pfilozeném

CD).
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Neni-li k zadanym tdajium pripojena chyba méfeni, a tak je tomu nej-
castéji v zadani uloh, predpokladame, ze absolutni chyba méfeni danych
veli¢in neni vétsi nez 0,5 posledniho platného mista (tj. nejistota ¢iselné
hodnoty je na poslednim platném misté). Napf. iidaj o délce d; = 51 cm
(zadany na 2 platné ¢islice) znamend, 7e 50,5 cm < d; < 51,5 cm a re-
lativni chyba je 1 %. Udaj dy = 51,0 cm (zadany na t¥i platné éislice,
nejistota je v desetindch cm) déva relativni chybu méfeni 0,1 %. Pfesnost
méfeni je tedy uréena zavedenym poétem platnych ¢islic (platnych mist).
Proto také zaokrouhlovani vysledk pfi feseni tiloh se fidi jejich poctem.

Zaméfme se proto nejdfive na urcovani poctu platnych cislic v cisle
(v ¢iselné hodnoté {z} hledané veli¢iny x). Z matematického hlediska je
pro stanoveni tohoto poctu rozhodujici, zda se jedna o ¢islo s desetinnou
¢arkou ¢i nikoliv.

Pokud ma ¢islo desetinnou cdrku, za¢indame pii urceni poc¢tu platnych
¢islic zprava u posledni ¢islice prislusné ¢iselné hodnoty a postupujme do-
leva tak dlouho, dokud nenarazime na prvni nenulovou ¢islici. Schematicky
je to znazornéno napf. u ¢isla 5,060,. Takto nalezenou nenulovou ¢islici a
jakoukoliv ¢islici vpravo od ni povazujeme za platné ¢islice. Nuly, které jsou
na konci ¢isla s desetinnou ¢arkou, a nuly lezici za nebo pred desetinnou
¢arkou, jsou platnymi ¢islicemi. Uvedme si piiklady:

e ¢islo 5,060 mé 4 platné cislice

e ¢islo 90,632 ma 5 platnych cislic

e ¢islo 0,625 - 102 = 62,5 m4 3 platné &islice (bez ohledu na zapis)
e Cislo 77,00 mé 4 platné ¢islice

e ¢islo 0,0038 = 0,38- 1072 = 38-10~* m4 2 platné ¢&islice (bez ohledu
na zapis)

Mizeme také Fici, ze platné cifry daného c¢isla jsou vSechny od prvni
nenulové ¢islice zleva do posledni zapsané ¢islice zprava. Prvni nenulova
¢islice zleva v zapise dané Ciselné hodnoty zaujima nejvyssi platné misto.
Napft. v ¢isle 5,060 je to podtrzena pétka, v ¢isle 0,0038 podtrzena trojka.
U disel s desetinnou ¢arkou zaujiméa posledni udané cislice véetné nuly
nejnizsi platné misto. Na priklad u ¢isla 5,060 je to podtrzena nula.

Cislo 2800, (zapsano s ¢arkou na konci) mé také 4 platné &islice, ale ¢islo
2800 (bez ¢arky na konci) mé jen dvé platné ¢islice. Neboli u éisel, kterd
jsou uvadéna bez desetinné ¢drky, nejsou nuly vyskytujici se na okraji ¢isla
at jiz zleva nebo zprava povazovany za platné Cislice.
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Jak je vidét, uvadéni desetinné carky celou zalezitost vyjasnuje. Pro-
blém je ale v tom, Ze na vySe napsanou desetinou ¢arku (napf. 2800,)
nejsme vétsinou zvykli. Proto se doporucuje pouzivani tzv. védeckého zd-
pisu ¢isel (nékdy se také pouziva termin smiseny tvar éisla). To znamen4,
7e Ciselnou hodnotu veli¢in zapisujeme tak, aby pfed desetinnou ¢arkou
byla jedna platna éislice lezici v polouzavieném intervalu (1,10). Takze
z4pisy veli¢in napt. 428 - 1078 m nebo 0,428 - 10~° m jsou sice rovnocenné
matematicky, ale nejsou nejvhodnéjsi pro zaokrouhlovani vysledki pti vy-
poétech. Tomu vyhovuje zapis 4,28 - 107% m. Exponent —6 pak udava 7dd
éisla, éiselné hodnoty (tedy nikoliv —8 nebo —5). Tedy je vhodné vlastni
¢iselnou hodnotu veli¢in zapsat vzdy tak, aby pred desetinnou ¢arkou byla
jen jedna platna cislice. Vyhoda védeckého zapisu cisel je také v tom, ze
bez slozitych numerickych vypocta a bez pouziti kalkulacky miZzeme od-
hadnout 7dd konecného vysledku. To je také jedna z etap strategie feseni
kvantitativnich Gloh. A nutno dodat, ze fadova chyba pfi feseni tuloh se jiz
povazuje za hrubou chybu. Drobna nepiesnost v ¢iselné hodnoté veli¢iny
Ize Fesiteli tlohy i prominout pfi jinak spravném jeho postupu a spravném
odhadu fadu disla.

Dodejme jesté, ze nenulové ¢islice jsou vzdy ¢islicemi platnymi a to bez
ohledu na to, zda ¢islo obsahuje nebo neobsahuje desetinnou ¢arku. Takze
napt. ¢islo 98 ma dvé platné cislice, ¢islo 9,81 ma tii platné cislice.

Pti numerickém vypoctu pak u konecného vysledku ziskaného béznymi
aritmetickymi operacemi se zadanymi veli¢inami (s¢itédni a odeéitani u stej-
nojmennych veli¢in; nasobeni a déleni; umocnovani a odmocnovani jako
obdoba nésobeni a déleni) pak uréujeme bud poéet platnych desetinnych
mist, nebo celkovy pocet platnych mist vysledné hodnoty néasledovné:

1. Pfi s¢itani a odecitani Ciselnych hodnot pfi vypoctu hledané veli-
¢iny (napf. hleddme velikost vyslednice F, nékolika sil pisobicich v jedné
pfimce — souhlasného nebo nesouhlasného sméru nebo chceme vypocitat
relativni molekulovou hmotnost M, slouéeniny apod.) vysledek zaokrouh-
lujeme na stejny pocet desetinnych mist, jako ma zadané ¢iselna hodnota
(séitanec, resp. s¢itanec se zapornou hodnotou) s nejmensim poétem plat-
nych desetinnych mist.

Napt.:

F,=(10,14+524—-86)N=6,74N =6,7N

M,(C17H33COOH) = 18 - 12,01 + 34 - 1,0079 + 2 - 15,9994 =
= 216,18 + 34,2686 + 31,0988 = 282,4474 = 2824
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Pozndmka. Ve starsi literatute se uvadél postup pfi s¢itani nebo odeéitani
¢isel tak, ze veli¢iny, které mame séitat nebo odecitat, maji byt udany
na stejny pocet desetinnych mist, tedy se stejnou absolutni pfesnosti, bez
ohledu na pocet platnych ¢islic. Neboli kdyz byly zadany hodnoty na rtizny
pocet desetinnych mist, zaokrouhlovaly se vSechny sé¢itance na takovy po-
¢et desetinnych mist, jako mél s¢itanec s nejmensim poctem desetinnych
mist a az potom se sé¢italo. S nastupem kalkulacek pro vypocty se tato za-
sada opustila a vysledek kalkulackou vypocitany se povazuje v podstaté za
spravny. V obou piipadech pocet platnych ¢islic neovlivnil fad vysledku.

2. Pti nésobeni a déleni vysledek zaokrouhlujeme ¢iselnou hodnotu tak,
aby obsahovala stejny pocet platnych ¢islic jako ¢islo ve vypoctu s nejmen-
$im poctem platnych déislic.

Napf. pfi vypoctu velikosti sily Fj,, kterou se navzajem pritahuji Zemé
o hmotnosti Mz a Mésic o hmotnosti My, je-li r vzdalenost stfedu téchto
téles, vychazime ze vztahu:

MzMy  6,67-10711-5972-10%4.7,4-10%2 N

Fe=C0—5—= (3,84 - 108)2

F, =19,9900971- 10" N =2,0-10* N

Protoze ¢iselnd hodnota hmotnosti Mésice byla zadana jen na dvé platné
¢islice (7,4 - 1022), musi mit vysledek také jen dvé platné éislice.

3. Pti kombinacich matematickych operaci s¢itani, odec¢itani, nasobeni
a déleni (pokud tyto operace vyZadujeme od Zaki rozepisovat, napf. pro
kontrolni ¢innost zabrariujici opisovani) zapisujeme diléi vysledky s vétsim
poctem platnych ¢islic, nez odpovida vysSe uvedenym pravidlim a teprve
koneény vysledek zaokrouhlime na piislusny pocet platnych mist.

Napf. pro praci W’ idealniho plynu pfi izobarickém déji dostavame Te-
Senim tlohy vztah, do kterého dosazuje zadané hodnoty, napt.:

Ty 303
W =pVi[=-1]=1013-10°-15-10"3(=——1) J
P1 1<7~,1 ) ) ) 293

W' =1,5195-10%(1,03413 — 1) J =5,1861J =52 J

Pocatecni objem plynu byl zadan jen na dvé platné ¢islice, proto i vy-
sledek musi byt zaokrouhlen (podle pravidel o zaokrouhlovani) jen na dvé
platné cislice. Pokud nevyzadujeme od zakt vypisovat pribézné mezihod-
noty, pak pouzitim kalkulacky rovnou Zaci napt. zapisi W' = 5,186 006 J =
=52 J.
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Pfi feSeni kvantitativnich tloh se Casto v textech tloh v nasich uceb-
nicich setkdvame se zadanim c¢iselnych hodnot veli¢in tak, Zze z tohoto za-
déani neni pocet platnych cislic prili§ zrejmy. Napf. je zadana hustota vody
1000 kg-m~2 (Je to tdaj jen s jednou platnou ¢islici nebo se ¢tyimi?),
délka tyce 2 m (Méfeni s pfesnosti 0,5 m?), podobné zadéani teploty 0 °C,
500 °C, napéti zdroje 10 V atp. V takovych pfipadech pfi feseni kvan-
titativnich tloh tzv. ,mlcky“ pfedpokladdme (jako nepsané dohody), Ze
véechny nuly ve vyrazech typu 1000 kg-m™3 ¢ 500 °C nebo 10 V jsou
platné éislice. Neni-li zadadno jinak (vice platnych mist), jsou udaje za-
dény na dvé platné cislice. Tedy napt. idaj 2 m ,,chapeme” jako 2,0 m
a teplotu 0 °C jako 0,0 °C (aniz bychom to zapisovali). Nékdy nepsanou
dohodu uplatiiujeme bezprostfedné pii prevodu jednotek, napf. u ¢asu
t = 1 min = 60 s. Podobné v mnoha dalsich pfipadech.

Muzeme tedy shrnout: Zadané hodnoty veli¢in v textu tlohy zapisu-
jeme ve vypisu opérnych bodi nejvhodnéji tak, aby ¢iselné hodnoty byly
zapsany ve smiseném tvaru s odpovidajici nendsobnou ¢i nedil¢i jednot-
kou. Tedy napt. zadanou velikost sily F' = 35 kN zapiSeme F = 3,5-10% N,
hodnotu hmotnosti m = 350 g jako m = 3,50- 10! kg, hodnotu elektrické
kapacity C' = 55 nF jako C' = 5,5-10"8 F atp.

Neni tedy vhodny zapis naptiklad pro hmotnost m = 100 g = 0,1 kg,
protoze s neuplatnénim nepsané dohody jsme ,ztratili“ dvé platné ¢islice.
Podobné zapisem pro polomér » = 10 cm = 0,1 m ztracime jednu platnou
¢islici, proto je spravnéjsi zapis r = 0,10 m, pokud nechceme tento tidaj
zapsat ve smiSeném tvaru.

Pti numerickych vypoctech respektujeme pocet platnych cislic tak, ze
u koneéného vysledku nemtize byt pocet platnych éislic vétsi (ale nema
byt ani zbyteéné mensi), nez je nejmensi pocet platnych ¢islic u zadanych
hodnot.

Na zavér si uvedme komentované feSeni jedné komplexni tlohy s fyzi-
kalné-technickym namétem.

Uloha

Elektromechanik se chysta opravit prepalenou spiralu z chromniklového
dratu u varné konvice. Voda o objemu 2,0 litru a poc¢atecéni teploty 10 °C
se mé touto opravenou konvici uvést do varu (100 °C za normalniho tlaku)
za dobu 5 min. Konvice se pfipojuje k sitovému napéti 230 V a méla by
mit Géinnost aspoti 80 %. Jak pfiblizné dlouhy musi byt chromniklovy drét
o priimétu 0,40 mm pouzity k opravé topné spiraly? Reste nejdiive obecné,
pak pro zadané hodnoty.
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Reseni : Po pozorném étend textu vybereme tzv. opérnd slova potfebna pro
aspésné feseni ulohy. V nasem piipadé to budou v podstaté zadané veli-
¢iny nutné pro vypocet pozadované délky dratu. Veli¢iny zapiSeme pie-
depsanymi (dohodnutymi) znac¢kami. Protoze se v textu vyskytuje udaj
o teploté a casu, je potieba rozhodnout vhodné rozliSovaci znacky, napft.
pro teplotu zvolime t a pro ¢as 7. Dvé veli¢iny zadané v jednotkach, které
nejsou soucasti SI (litr, min), a jednu veli¢inu uvedenou s diléi jednotkou
(mm), vyjadiime v nediléich jednotkéch SI. Soucasné respektujeme zapis
zachovavajici pocet platnych cifer s uzitim mocnin 10. Zapis zadani tlohy
se doporu¢uje v nasledujici piehledné podobé:!)

V=20-10°m% 7=300s d=0,40-10"3m
ty =10 °C U=230V
ts = 100 °C 1= 0,80

=7

P1i rozboru si musime uvédomit situaci, kterou mame resit. Protoze se
jedné jak o vedeni elektrického proudu topnou spirdlou, tak o tepelnou
vyménu mezi touto spirdlou a vodou v konvici, budeme se opirat o vztahy
platné pro tyto déje. Pro obecné reseni se nabizi postupovat analytickou
metodou, kdy jednotlivé zavislosti veli¢in budeme vyjadrovat analyticky a
pritom zacneme vztahem, ktery bude vychodiskem — tj. vhodnym vztahem
pro délku ! (postup od nezndmého k zndmému).

Takovym vhodnym vztahem je zavislost elektrického odporu R topné
spiraly na délce [ dratu, ze kterého je vytvorena, tj. vztah

l

R = pga
kde p je rezistivita dratu. Obsah pfi¢ného fezu dratu vyjadiime vztahem
d2
S=mn—.
4

Vyjadfenim [ z prvniho vztahu a dosazenim za S dostavime vhodny vy-
chozi vztah (vychodisko) pro nase feseni, tj. vztah

_ md’R

l
4p

DV uéebnicich u fesenych uloh jsou zapisovény zadané hodnoty z Gspornych davodi
vétsinou vedle sebe.

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 281



V ziskaném vztahu nezndme celkovy odpor R spiraly, proto musime
pribrat dalsi vztah a to pro vykon topné spiraly, tj.

U2

Dosazenim za R do vychoziho vztahu pro délku [ dostaneme

P

liﬂdzUz
- 4pP

V tomto vztahu nezndme P (nyni v roli pfikonu pro vodu), proto pfi-
bereme dalsi vztah a to pro uc¢innost topné spiraly, pfi ¢emz jeji tepelny
vykon nP vyjadiime odevzdanym teplem @ za jednotku ¢asu (Q/7) vodé
o objemu V', hustoté p, a mérné tepelné kapacité ¢, ohfeje-li se o teplotu
At = t—t1. Neboli plati

Q  mcAt  VpycAt

nP:—:
T T T

Odtud
VpycAt

nT
Dosazenim P do vztahu pro délku [ dostaneme po tprave, ze pro hledanou
délku dratu plati vztah

P=

~ nd*Unr
~ 4pVpycAt’
Jednou z kontrol spravnosti obecného feseni je urceni jednotky ziska-

ného vysledku, neboli provedeni jednotkové zkousky (zkousky jednotek).2)
V nasem pfipadé jednotkovou zkousku zapiSeme ve tvaru

2
m?2.-V?.s

TQomom® kgom3-J kg LK I-K

U

B m?2-V?.s
S V-Alm.V-A-s

= 1m.

Jednotka metr vysla spréavné, vztah by mohl byt také spravny. Tento
podminény zavér vyplyva z toho, Ze nemame zcela jistotu o spravnosti

2)Neni spravné pouzivat termin rozmérovd zkouska v souvislosti s nalezenim jednotky
vysledku, protoze na zakladni a stfedni Skole se pojem rozmér veli¢iny nezavadi.
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ziskaného vztahu. Mohlo totiz dojit v obecném pfipadé k eliminaci chyb
tak, Ze byly v pribéhu feseni provedeny chyby, které se pak v koneéném
vysledku vzajemné kompenzovaly. V nasem piipadé by se spiSe jednalo
o to, zda byly spravné zapsany ve zlomku ¢isla 4 a 7t a veli¢ina G¢innost
n s jednotkou 1 (zdména Citatele za jmenovatel a obraceng). Dalsi ovéfeni
spravnosti provedeme v diskusi po ¢iselném vypocétu hledané veli¢iny (viz
déle).

Provedeme nyni ¢iselny vipocet dosazenim c¢iselnych hodnot zadanych
veli¢in a dohledanych t¥i veli¢in v tabulkdch — hustoty vody, rezistivity a
mérné tepelné kapacity vody. Je vhodné tyto dohledané veli¢iny dopsat
do vypisu opérnych bodu, takze pak by dodateény vypis mél napf. tuto
podobu:

V=20-10%m?® 7=300s d=040-10"3m p, =1000kg -m3

t = 10 °C U=230V p=12-10Q-m
ty = 100 °C n=080 ¢=42-103J-kg ' -K!
=7

__314-(040-107)>-230>-0.80-300
T 4-42-103-2,0-1073-1000-1,2-10-6 - 90

= 1,7577m =18 m

Vyslednou hodnotu hledané délky zaokrouhlime smérem nahoru na dveé
platné ¢islice vzhledem k nejmensimu poctu platnych ¢islic zadanych ve-
li¢in. Pfitom uplatnime u ¢asu nepsanou dohodu, ze je ¢as zadan na dvé
platné ¢islice (ackoliv jsme neuvedli v textu hodnotu 5,0 min.)

V diskusi se zaméfime na dvé okolnosti. Za prvé zkontrolujeme sprdv-
nost Tesent tak, ze na zékladé tvah v rozboru tlohy vypocitdme teplo
prijaté vodou, odpor vytvorené topné spiraly a Jouleovo teplo. V nasem
pripadé za pomoci kalkulacky dostaneme, ze voda k ohtati o 90 °C po-
tfebuje teplo asi 0,76 MJ. Topna spirdla ma odpor asi 17 2 a Jouleovo
teplo je priblizné 0,95 MJ, takze vodé predané teplo s uvazenim Gc¢innosti
je asi 0,76 MJ. Tedy dostavame souhlas. Podobné bychom postupovali bez
kalkulacky pii fadovém odhadovani hodnot.

K tomuto kroku ve strategii feseni tlohy jesté poznamenejme, Ze tato
¢innost se zaky neni vibec zbytecna také proto, ze se opakuji probirané
vztahy, Zaci se uél pocitat odhadem, zopakuje se postup feSeni (zvlasté

vvvvvv

tlohy i dalsi zaci.
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Za druhé mizeme v ramci diskuse posoudit pfipad, ze bychom uvazovali
tepelnou kapacitu varné konvice misto jeji i¢innosti.

U diselné zadanych tuloh se v odpovedi vétsinou zaméfujeme na vystiz-
nou formulaci s ¢iselnym vysledkem a jednotkou. V nasem piipadé bychom
uvedli, ze: K opravé topné spiraly varné konvice je zapotiebi chromniklovy
drat o délce asi 1,1 m. Ani tento zavér pouzité strategie feseni tilohy neni
formalni a to ze dvou divodid. Za prvé chceme od zékd, aby se slovné
spravné mluvnicky i fyzikalné vyjadfovali, za druhé je to posledni ptilezi-
tost zamyslet se nad ziskanou hodnotou z hlediska jeji redlnosti.
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Fyzika kapalin ve spojeni
s problémy kazdodenniho Zivota

RENATA HOLUBOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Motivace zaki dnesni generace Z je obtizna, proto se opakované snazime
hledat cesty, jak pfiblizit problémy, prezentované béhem vyuky fyziky ve
skole, co nejvice kazdodennimu zivotu zékid. Z tohoto pohledu nalézame
velmi mnoho motiva¢nich podnéti také v oblasti klasické fyziky — ter-
miky, termodynamiky, popf. vinéni ¢i akustiky a také mechaniky kapalin.
Zamysleme se nad fyzikou v Salku kévy ¢i kakaa a hledejme vysvétleni
jevi, se kterymi se bézné setkdvame.
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,,Coffee to go*

Fenoménem dnesni uspéchané doby se stal mimo jiné také prodej kavy
,coffee to go* — kéva s sebou. Pro¢ je kava prodavana v kelimku s vickem —
tak ji obdrzime i u dopravcii (ve vlaku), naproti tomu napf. v letadle vim
nikdy nenaliji plny Salek napoje? Mate to néjaky fyzikalni divod ¢i jen
nechceme, aby okoli vidélo, co si odnésime?

Pokud si nalijeme napoj do salku nebo sklenice a poneseme jej ke vzda-
lenému stolu, ¢asto se nam stane, ze béhem chiize ndm napoj ze sklenice
vystfikne. Tento jev studoval na kalifornské univerzité Rouslan Krechetni-
kowv, ktery se pokusil vysvétlit tento problém na zakladé poznatki fyziky
kapalin a mechaniky kmitt a vIn, tj. vlivu povrchového napéti, zrychleni,
momentu setrvacnosti a Sifeni vlnéni v latkovém prostfedi. Kromé toho
ukézal na zavislost na velikosti nadoby a charakteru chiize clovéka, kterd
je ovlivnéna vékem, zdravim a schopnosti reakce. Pfi pravidelné chuzi te-
kutina osciluje smérem vpfed a vzad. Pii naruseni tohoto rytmu dochazi
k rychlejsimu rozkmitani kapaliny a ta vystfikne. Bylo zjisténo, Ze tomuto
nezddoucimu jevu lze zabréanit, kdyz nadobu naplnime jen do vysky 7/8
jejiho priméru. Podstatou je to, Ze nase dolni koncetiny tvofi pii chiizi
kyvadla a spolu s pohybujici se nddobou jsou to kyvadla sprazena.

Frekvenci vlastnich kmiti nohy 1ze vypocitat pomoci vztaht pro vypo-
¢et periody kmitu fyzického kyvadla

T =2n i,
mgd

vvey

Moment setrva¢nosti uré¢ime na zakladé Steinerovy véty

1 1\’
J = —ml* =

™ m(z) ’
t&7isté nohy je ve 2/5 jeji délky. Po dosazeni ¢iselnych hodnot méme pro
T =18s,tj. f = 0,55 Hz. Ke stejnému vysledku dojdeme i p¥i pouziti
zjednoduseného vztahu

L /g

I=5\a

Pocitame-li s délkou koncetiny d = 0,95 m, potom po dosazeni do vztahu

pro vypocet frekvence fyzického (reverzniho) kyvadla dojdeme k piiblizné
stejné hodnoté f = 0,51 Hz, pro krokovy rytmus 2 nohou to je 1,02 Hz.
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Kdyz ¢lovek vykrodci s kdvou v ruce, pfi prvnim kroku se kava zhoupne
smérem dozadu, pfi dalsich krocich se zacne kapalina pravidelné pohybo-
vat vpred a vzad. Zakladni frekvenci kmitt kapaliny v cylindrické nadobé
o prifezu D a vysce h kapaliny lze vypocitat pomoci vztahu

fi— 1 \/3,689tanh(3,68h/D)
K7 on D

Jestlize dosadime do tohoto vztahu typické rozmeéry nadoby na kévu
h=0,1m, D =0,07 m, dostaneme frekvenci f = 1,09 Hz. To je nejmensi
frekvence antisymetrického modu kmitani kapaliny. Pi srovnani s frek-
venci chize dostavame hodnoty, které se pro razné nadoby na kavu lisi
jen nepatrné a excitacni frekvence pro uvedeni kapaliny do pohybu lezi
v intervalu 1 az 2,5 Hz. Protoze se jedna o spfazena kyvadla spojena pev-
nou vazbou, muze pfi chtizi dojit k rezonanci. Vysledkem je ,vysplichnuti“
napoje z nadoby.

Marangoniho efekt

Pokud nédm stece kapka kivy na hladkou podlozku, po jejim vyschnuti
zustane na podlozce krouzek a nikoli kolecko, jak bychom mohli o¢ekavat.
Tento jev souvisi s Marangoniho efektem, ktery je popisovan jako vznik
proudéni podél rozhrani dvou kapalin vlivem gradientu povrchového napéti
(viz napf. [9]).

V piispévku Fyzika v kapce kdvy [3] je struéné objasnén pravé vznik
téchto krouzkl (nikoliv kolecek), které ziistanou na hladkém povrchu kdyz
vyschne kapka kavy a za jakych podminek k tomuto jevu nedochdzi.

Vysychani kapek vody je ovlivnéno celou fadou faktori — kvalitou po-
vrchu, velikosti kapky, teplotou kapky (ta klesd vlivem skupenského tepla
vypafovani) a teplotou okoli, vlhkosti vzduchu, proudénim vzduchu. Pfed-
stava, ze pfi odpafovani vody se kapka zmensuje, neni pfesna. Na obr. 1 je
vidét, ze dochazi ke dvéma procestim. Levy obrazek ukazuje situaci, kdy
pri vypafovani (schnuti kapky) ztistdvéa konstantni kontaktni dhel a zmen-
Suje se sty¢na plocha mezi kapkou vody a povrchem. V pravé ¢asti obrazku
je schematicky zobrazen ptipad, kdy se kontaktni tthel zmensuje, ale sty¢na
plocha zlstava konstantni. Vyjadiime-li difuzni tok vztahem J = —DVe,
kde D je koeficient difuze a ¢ koncentrace okolniho prostiedi, Ize odhad-
nout zménu rozmeéru kapky s ¢asem pomoci zavislosti R(t) ~ \/D(ts — t).
Symbol t¢ oznacuje celkovy cas difuze, tj. dobu potfebnou pro tplné vy-
schnuti kapky. Pfedpokladali jsme, Zze doba difuze tq = %2 a objem kapky
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se méni s Casem podle vztahu

v R?
— ~-=_DR.
dT tq

7 ... .

Obr. 1 Vypafovani kapky (http://www.ramehart.com/glossary.htm)

V pripadé Marangoniho efektu kapalina v kapce musi proudit smérem
do stfedu kapky, a to do té doby, nez kapka vyschne. Je-li povrch hyd-
rofobni, kapka ma konstantni polomér, odpafuje se nejvice v misté nej-
vét§tho zak¥iveni povrchu (na okraji). Jak je dale vysvétleno [3], kapka se
stava plossi, v okrajovych ¢astech kapky je nedostatek kapaliny a tak voda
proudi ze stfedu k okraji. Proud je schopen unaset drobné castice, které
jsou v kapce rozptyleny. Vznikne kavovy krouzek.

Vyse popsany mechanismus muze byt narusen pravé vlivem Marango-
niho efektu (vysvétleni jevu podal Subrahmanyan Chandrasekhar v roce
1961). Na rozrani dvou prostiedi dochézi vlivem gradientu povrchového
napéti k tomu, Ze kapalina s nizS§im povrchovym napétim proudi do ob-
lasti kapaliny s vyS$im povrchovym napétim (odpafujici se kapka m4 nizsi
teplotu, a tim vyssi povrchové napéti). Rozptylené éastice se proto shlukuji
uprostied kapky. Vliv na velikost povrchového napéti mize mit rizné kon-
centrace slozek (to znamena také ¢astic rozptylenych v kapce) a po¢ateéni
teplota vody.

Meéfeni zavislosti povrchového napéti na teploté je bézna laboratorni
uloha. Vysledky méfeni zaci obvykle prezentuji ve tvaru tabulky popf.
kiivky, kterou prolozi naméfenymi body. Obecnou regresni funkci této za-
vislosti 1ze popsat rovnici

s f ] e ()]

kde T je kritickd teplota (647,45 K) a konstanty maji hodnoty

B=2358-10N-m~ %, b=-0,625 pu=1,256.
V rédmci laboratorni prace jsme ziskali konkrétni tvar této zavislosti

o = —0,167¢ + 76,1.
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Na obr. 2, 3 a 4 je vidét vznik krouzku kavy po vyschnuti kapky na
skle — jak na klasické fotografii, tak pod mikroskopem.

Obr. 2 Kapka kavy na skle — fotografie a obrazek z USB mikroskopu

Obr. 3 Kavovy krouzek po vyschnuti kapky a jeho okraj v USB mikroskopu
(vpravo)

Obr. 4 Kapka kavy s rozptylenymi ¢asticemi, rozptylené castice se tlaci do stiedu
kapky, na okraji zddné nejsou (vpravo)

Zvuk 1Zicky p¥i michani kdvy (piva, sifonu)

Jisté jste jiz nékdy pozorovali, ze kdyZz michate ndpoj (kapucino, na-
pénéné kakao) v Salku a poklepete 1zickou na dno, zvuk, ktery slysite, se
méni, kdyz ne€kolikrat ndpoj promichéate. Jak 1ze tento jev vysvétlit pomoci
fyziky?
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Klepeme-li na dno nadoby, vznikne tak vInéni, které se prenasi do okol-
niho prostfedi. Tim mutzZe byt vzduch nebo kapalina, kterd se nachézi
v nadobé. Vznikne stojatd podélna vlna, v pfipadé prazdné nadoby ma
zékladni frekvenci — tén je hluboky. Je-li v nadobé kapalina, zméni se
rychlost v Sifeni vinéni (rychlost se zvysi asi 4krat). Plati f = , proto
¢im vétsi je rychlost $ifeni vinéni, tim vyssi je frekvence ténu. Sifeni zvuku
v kapalinach a jeho popis vSak ve skutecnosti neni takto jednoduchy. Rych-
lost zvuku v kapalinidch zavisi nejen na hustoté, ale také na stlacitelnosti
kapalin. Hustota vody mtize byt mnohondsobné (témér 1000krat) vetsi
nez je hustota vzduchu. Pokud by rychlost zvuku ve vodé byla zavisla jen
na hustoté, byla by rychlost sifeni zvuku ve vodé ve srovnani se vzduchem
asi 30krat mensi. Naméfend rychlost zvuku ve vodé je ale asi 4krat vétsi
nez ve vzduchu. Rychlost zvuku zéavisi také na kompresibilité kapaliny —
jeji stlacitelnosti a je vyjadfena vztahem

K
v = N}
p
kde K je objemovy modul pruznosti
dp
K=-V—.
dVv
Plati » m »
Ven(i=%). e=T e (1)
0 K P=x, P=Po + K
a tedy
dp 0 P _ K

dp K K’ Y P

Objemovy modul pruznosti vody je K = 2 -10° Pa, tomu odpovida
rychlost zvuku v = 1500 m -s~!. Hodnota K pro vodu je asi 10 000krat
vétsi nez pro vzduch. Uvedeny vztah lze zapsat i pomoci modulu objemové

stlacitelnosti &, tj.
1
v=4/—.
PR
Jednoduché vysvétleni daného jevu je nasledujici. Michdme-li napoj
s mlékem, usazené bublinky vzduchu v mléce ¢i péné se takto dostanou
do celého objemu kapaliny a brzdi pohyb zvukové viny, frekvence se snizi,
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vydavany zvuk je hlubsi. Kdyz 1zicku odlozime, cely proces se opakuje.
Vzduchové bublinky se shromézdi u povrchu a rychlost sifeni zvuku v ka-
paliné se opét zvysi. Tento experiment si mizete jednoduse vyzkouset v la-
boratofi. Porovnejte vysku ténu za riznych podminek:

a) nadoba je prazdni;

b) nddoby jsou naplnéné do rtzné vysky;

c¢) nadoba je naplnénd horkou vodou z vodovodniho kohoutku (tato

voda obsahuje velké mnozZstvi rozpusténého vzduchu, vyska ténu
miize klesnout az o t¥i oktdvy);

d) nédoba je naplnénd destilovanou vodou;

e) nadoba je naplnéné kapudinem (nebo kévou se smetanou).

Upozornéni: uvedeny efekt je pozorovatelny jen nékolik mélo sekund.

Diskutované problémy jsou jen vybérem z celé fady dalSich zajimavych
jevu, které lze pozorovat v kazdodennim zivoté a které také dokazeme
vysvétlit pomoci poznatkt, ziskanych zaky v ramci vyuky stfedoskolské
fyziky. Uvedend vysvétleni jsou zjednoduSena. Mnoho z uvedenych pro-
blémt 1ze diskutovat i kvalitativné na zakladé experimentii, do kterych se
zajisté zaci radi zapoji.
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Demonstrace hydrostatického

paradoxu pomoci plastovych
lahvi a LabQuest Vernier

CENEK KODEJSKA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pri podrobném zkoumani problematiky demonstrace hydrostatického
paradoxu bylo zjisténo, Ze se timto experimentem, provedenym se soupra-
vou Vernier, dosud nikdo nezabyval. Pokus neni popsan ani v originalni
priruéce experimentt se soupravou Vernier [1]. Demonstrace hydrostatic-
kého paradoxu pritom patii ke klasickym experimentiim hydromechaniky.
Zaky vétsinou zaujme problémové otazka, ve které ze t¥i nddob bude tla-
kova sila na dno nejvétsi, a zcela logicky voli vétsinou nadobu s nejvétsim
objemem kapaliny. Tento mylny nazor zaka pak snadno vyvratime prove-
denim experimentu pomoci Hartlova pfistroje (obr. 1).

Obr. 1 Hartlav pfistroj k ovéfeni hydrostatického paradoxu

Tradi¢ni provedeni experimentu Hartlovym pfistrojem spoc¢iva v méfeni
sily pisobici na dno nadoby pomoci mechanismu, ktery prevadi tlakovou
silu kapaliny, tlacici na pruznou blanu, na vychylku mechanické rucky. Ne
vzdy je ale experiment zcela priikazny, zejména kdyz blana jiz ztratila
svoji pruznost, nebo je-li néjakym zptsobem poskozena mechanicka ¢ast
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pristroje. Urcitou nevyhodou je také nutnost postupné vymény nékolika
nadob riznych tvart.

Vychodiskem miize byt vyroba jednoduchého zafizeni z plastovych lahvi,
pomoci kterého mtzeme méfi¢em tlaku Vernier zméfit tlakové piisobeni
kapaliny na dno nadoby az u ¢tyf nadob ruznych tvara a velikosti soucasné.

Priprava experimentu

K vyrobé pristroje pro ovéfeni hydrostatického paradoxu budeme potie-
bovat tti az ¢tyfi riizné prihledné plastové lahve, tavnou pistoli, plastové
injekéni stitkacky Braun Omnifix o objemu 20 ml se zdvitem (pozor, jiné
typy maji mirné vétsi pramér a nedaji se zasunout do hrdla lahve) a métice
tlaku Vernier s pfipojenim na datalogger LabQuest.

Protoze se stejnad vyska hladiny ve vSech prazdnych lahvich oznacuje
$patné, je dobré pfi vytvoreni rysky na lahvi postupovat opacné. Nejprve
si upravime plastové lahve tak, Ze odstranime dno a ¢ast lahve tak, aby
zbyvajici vyska lahve byla pfiblizné 20 cm. Lahve uzavieme vickem, posta-
vime na hrdlo, nalejeme kapalinu do nami zvolené vysky stejné ve vSech
nadobéch a permanentnim fixem vyznac¢ime na vSech lahvich rysky. Kvili
rychlym vypoc¢tiim po provedeni méteni je vhodné volit vysku vody napft.
15 cm, 20 cm.

Obr. 2 Pfiprava plastovych lahvi: a) stfikacka v lahvi, b) detail hrdla, ¢) pfipo-
jeni tlakoméru

7 injekeni stfikacky dale vyndame pist a zasuneme ji do takto pripravené
plastové lahve tak, aby konec opatfeny zavitem presahoval asi 1 cm hrdlo
lahve. Poté tavnou pistoli naneseme kolem dokola konce injekéni stiikacky
lepidlo a stfikacku zasuneme do hrdla tak, aby plochy konec stiikacky byl
v roviné s koncem hrdla lahve (obr. 2a). Z davodu lepsi tésnosti lepidlo
naneseme jesté po obvodu hrdla lahve, jak je patrné z obr. 2b. Obr. 2c
ilustruje zévérecné pripojeni tlakoméru Vernier ke stiikacce, ktery zlehka
dotahneme, abychom nestrhli plastovy zavit.
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Experimentalni ovéfeni a namérena data

Tim je pristroj pripraven k méfeni a muzeme pristoupit k provedeni
samotné demonstrace hydrostatického paradoxu.

Nejprve vynulujeme vSechna tlakova ¢idla (obr. 3a). V polozce Senzory
zvolime Vynulovat a dale Vsechny senzory (¢erveny ramecek na obr. 3).
Pokud jsou ¢idla v poradku, méli bychom ziskat vysledek podobny zobra-
zenému na obr. 3b.

Obr. 3 Vynulovani dataloggeru Vernier

Do prazdnych lahvi nalévame postupné vodu po rysku, kterou jsme si
vytvorili na za¢atku prace. Pfipadnou korekci mnozstvi vody udélame opét
za pomoci vétsi injekéni stiikacky. Obr. 4 ilustruje vysledné usporadani
experimentu.

Obr. 4 Ovéfeni hydrostatického paradoxu

Pomoci metru muzeme hrdla vSech lahvi nastavit do stejné vysky nad
katedrou, ¢imz zvysime nazornost pokusu vzhledem k obrazku, ktery maji
zaci zpravidla v ucebnici. Na tom jsou vSechny nadoby ve stejné vysce a
ve vSech je kapalina nalita do stejné vysky nad dnem nadoby. Kapalinu
muzeme pro lepsi viditelnost obarvit potravinarskym barvivem.

Na zé&vér mizeme provést vypocet hodnoty hydrostatického tlaku pro
nami zvolenou vysku hladiny ve vSech lahvich a porovnat ji s naméfenymi
hodnotami pomoci tlakomért Vernier. V nasem pfipadé jsme dospéli k vy-
sledku py, = hpg = 0,15-1000-10 Pa = 1,5 kPa. Experimentalné namétena
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pramérnd hodnota je py, = (1,42+0,01) kPa. Vyrobce uvadi v technické do-
kumentaci (http://www.vernier.cz/katalog/manualy/cz/bar-bta.pdf) Sum
pristroje az £50 Pa. Rozdil mezi experimentalné naméfenou primérnou
hodnotou a teoreticky vypocitanou je priblizné 80 Pa. Zbyvajicich 30 Pa,
které odpovidaji pfiblizné 3 mm vodniho sloupce, lze pravdépodobné pri-
Cist na vrub nepfesnosti pfi konstrukci rysky na lahvi a nepfesného na-
plnéni lahve. Namérené hodnoty zobrazime zaktim na projektoru pomoci
dokumentové kamery nebo vyzveme néjakého zdka k zapisu hodnot na
tabuli. Ukazka rtiznych naméienych hodnot pro vysku vodniho sloupce
15 cm je na nasledujicim obr. 5.

®

Obr. 5 Ukazka nameéfenych hodnot

Zabyvali jsme se experimentalnim ovéfenim hydrostatického paradoxu,
pii kterém jsme k demonstraci vyuzili plastové lahve riznych tvard a tla-
komeéry Vernier s dataloggerem LabQuest. Experimentalné naméfené hod-
noty potvrdily teoreticky pfedpoklad rovnosti tlakovych sil na dna nadob
za, predpokladu stejnych prifezi dna a stejné vysky kapaliny nad dnem
ve vSech naddobéch.

Experimentalné byl také ovéfen s negativnim zavérem miskoncept stu-
dent, Ze nejvétsi tlakova sila, a tedy i tlak, pasobi na ¢idlo v lahvi s nej-
vétsim objemem. V ramci nejistoty méfeni a Sumu pfistroje jsou v dobré
shodé i experimentalné naméfené hodnoty s teoreticky vypocitanymi.

Zavérem lze konstatovat, Ze demonstrace hydrostatického paradoxu po-
moci plastovych lahvi a tlakomérd Vernier poskytuje zaklim nazornéjsi
pohled na tento jev, nez provedeni klasickym zptisobem pomoci Hartlova
pristroje. Soucasné vyuziti ICT pfi této demonstraci posiluje také mezi-
predmétové vazby a zvySuje pro zaky atraktivitu motiva¢niho problémo-
vého experimentu.

Literatura

[1] Appel, K. et al.: Physics with Vernier (Vernier Software & Technology). 2007,
[online] http://www.vernier.com/products/books/pwv/
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Plazmova koule

PETR DUCHACEK
Gymnaézium J. Nerudy, Praha

Plazmova koule se poprvé objevuje na zacatku 70. let 20. stoleti, kdyz ji
sestrojil student MIT Bill Parker piilaboratornich experimentech. Plazma
jako zdroj svétla ale poprvé pouzil jiz Nikola Tesla pfisvych experimentech
s vysokofrekvencnim stfidavym napétim.

Vnitfek plazmové koule je vyplnén vzacnymi plyny o tlaku 2 az 10 torr
(coz odpovid4 tlaku 300 az 1 300 Pa). Nejcastéji se pouzivd neon. Typ
plynu urcuje barvu vyboje. Pfi malém tlaku by hustota plazmatu nebyla
dostateéna na to, aby vznikla vldkna (filamenty) plazmatu. Pfi velkém
tlaku by nedoslo k dostatecné ionizaci vlivem pfilozeného napéti. Napéti,
které se pouziva, je v fadech jednotek kV pfi frekvencich kolem 35 kHz.
Vysokofrekvenéni stfidavé napéti je generovano pomoci Teslova transfor-
matoru. Proudy jsou malé a i po rozebrani je mozné sahat na drat vy-
¢nivajici kolmo na desku s elektrickymi obvody. Toto je primarni civka
Teslova transformatoru. Sekundarni civka transforméatoru je pfimo vidét
pod sklem plazmové koule (obr. 1). Navic vlivem vysokofrekvenéniho na-
péti dochazi ke skinovému jevu, tzn. Ze proud vznikd pouze po povrchu
predmétii, kterymi prochézi. Cim vyssi je frekvence st¥idavého proudu,
tim do nizsi hloubky ve vodic¢i proud pronika. V pripadé lidského téla to
znamend, ze proud tece po kuzi.

Obr. 1 Obr. 2

Po zapnuti plazmové koule mizeme pozorovat, ze vldkna jsou rovno-
mérné rozlozena v prostoru (obr. 2). P¥i¢inou je vzdjemné odpuzovani
jednotlivych filament. Divod, pro¢ sméruji ke sklu nadoby je, Ze hledaji
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nejsnazsi cestu k zemi, kterd sméfuje pres sklo a vzduch. Vlivem vysoko-
frekvenéniho napéti se okolni objekty chovaji jako kondenzator a proud je
schopen jimi hiife ¢i lépe prochézet. To zavisi na jejich impedanci, kterd
je primarné uréend kapacitanci. Cili plyn uvniti koule je jedna deska kon-
denzatoru a vnéjsi vzduch je deskou druhou a sklo je vrstva dielektrika
takovéhoto kondenzatoru.

Nejjednodussi experiment, ktery mtzeme provést, je prilozit prsty ruky
ke sklu plazmové koule. To, co okamzité pozorujeme, je zformovéani fila-
mentti pod konci nasich prstt (obr. 3). Nage t&lo je vodivé a umoziiuje tak
snazsi cestu do zemé, nez okolni vzduch, takze si filamenty vyberou cestu
k nasim prstim. T€lo se stane vodicem s nizsi impedanci, nez je okolni
vzduch. Prsty jsou sice oddéleny od vlaken sklem, které je dielektrické, ale
vlivem toho, Ze jde o st¥idavy proud, tvofi soustava plazma, sklo a prsty
kondenzator, ktery je principialné propustny pro stiidavy proud vlivem
elektrostatické indukce na deskach kondenzatoru.

Pokud se prstem dotkneme ze strany koule, tak vlakno stoupa smérem
vzhiru a neudrzi staly tvar. Vlivem vyssi teploty vlakna stoupéa ionizovany
plyn vyse a tak se pohybuje i vldkno vyse. Pokud se prstem dotkneme
seshora, tak filament plazmatu stoupd pfimo nahoru a drzi tvar (obr. 4).

Obr. 3 Obr. 4

Kdyz prst umistime do mensi vzdalenosti od skla nez 1 mm, miiZzeme
pozorovat vyboj ve vzduchu mezi sklem a prstem. K tomu dochézi vlivem
prirazu vzduchu na tuto malou vzdalenost dostateéné velkym napétim.
Pokud bychom pfilepili kus alobalu na povrch plazmové koule a potom
tésné nad néj prilozili prst, muze byt vzdalenost prstu od alobalu vétsi a
vyboj bude mnohem silnéjsi. Takovy vyboj je mnohem jasnéjsi a je schopny
propalit i list papiru. Pokud pfilozime list papiru nad alobal a drzime-li
v blizkosti papiru prst nebo kli¢, dojde k viditelnému propéaleni papiru.
Papir 1ze takto i zapalit. Pokud v tomto pfipadé nechame prst chvilku
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nad alobalem, tak nam vyboj v prstu vypali na kuzi ¢ernou tecku. Teplo
vyboje snadno spali béhem chvile lidskou pokozku a vytvori tak malou
spaleninu, kterd béhem nékolika dni zmizi. Soucasné citime i proud pro-
chazejici prstem. Vysvétleni tohoto jevu je, Ze pfidanim alobalu se zméni
vlastnosti druhé desky kondenzétoru. Plocha alobalu je vétsi nez povrch
prstu, zvétsi se tedy kapacita a zmensi kapacitance vzniklého kondenza-
toru. To se projevi zmensenou impedanci v obvodu, zvétsi se proud a vyboj
je jasnéjsi.

Magnet nebude nijak pozorovatelné vychylovat vlakna plazmatu, pro-
toze stfidavy proud vyboje ma vyssi frekvenci a vldkno se jen rozkmita
s malou amplitudou. Kdyz pouzijeme koncovku jack od reproduktortu, a
dotkneme se ji koule, nebo pouzijeme lidské télo jako anténu (¢ili dotkneme
se koule jednou rukou a jacku druhou), tak jsme schopni slySet plazmovou
kouli v reproduktorech. Jisté to nebude na frekvenci kolem 35 kHz, protoze
to je mimo rozsah sluchu i reproduktori, pfesto lze slySet Sum plazmové
koule. Pti zapojeni sondy do osciloskopu mutzeme na osciloskopu zazname-
navat pribéh elektrického pole v zavislosti na vzdalenosti od koule, méfit
frekvenci stfidavého napéti a urcit i jeho amplitudu. Mnou provedenym
meéfenim na osciloskopu bylo zjisténo napéti kolem 80 V mezi kolikem za-
suvky (tedy zemi) a povrchem plazmové koule. P¥i piiblizovani ruky ke
kouli ale napéti klesalo, ¢ili neni to tvrdy zdroj. Frekvenci jsem zméfil ne-
celych 25 kHz, coz se lisi od na internetu uvadénych 35 kHz. Tyto hodnoty
mohou byt pro rizné plazmové koule jisté mirné odlisné.

Elektrické pole kolem plazmové koule muize rozsvitit i zarivky. Kdyz
dame jeden konec zafivky dostateéné blizko k plazmové kouli (nékolik
cm), aby byl jesté ve vétsim elektrickém poli, tak jsme schopni rozsvi-
tit zafivku (obr. 5). Mezi koncem zafivky blizko plazmové koule a mistem
uchopeni se vytvoii dostatecné napéti a dochazi ke sviceni luminoforu za-
fivky vlivem proudu prochazejiciho zafivkou. V misté dotyku ruky zafivka
prestane svitit a toto misto lze ménit posouvanim ruky. Prichod proudu
mezi vnitikem zarivky a nasi rukou je opét na principu kondenzatoru.
Méme ted soustavu nékolika kondenzétort spojenych sériové. Prvni kon-
denzator je koule a vzduch. Druhy je vzduch a vnitiek zarivky a tieti je
vnitfek zafivky a naSe ruka. Sériové spojené kondenzatory maji tu vlast-
nost, ze jejich kapacita se priblizuje nejvice nejmensi zapojené kapacité.
Pokud napiiklad mezi ruku a zafivku ddme suchy hadr, ktery by mél elek-
tricky izolovat, tak dojde k pridani dalsiho kondenzatoru do obvodu. Tento
kondenzator nemé nejmensi kapacitu (tu ma ten, kde je lidska ruka) a tak
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prakticky nijak nezméni vlastnosti obvodu a zarivka sviti dale, i kdyz se ji
dotykame pres suchy hadr. Pokud se pfimo dotkneme plazmové koule jed-
nou rukou a druhou rukou se dotkneme koliku na zasuvce, ucitime v ruce
proud prochéazejici nasim télem.

Obr. 5

Plazmova koule také miize vyvolat katodové zafeni v Thomsonové tru-
bici ¢ vyboje ve vybojovych trubicich bez nutnosti pouziti Ruhmkorffav
transformator. Staci tyto trubice pfiblizit k plazmové kouli.

Plazmové koule stoji par set korun a neni diivod, aby dnes nebyly v kaz-
dém fyzikalnim kabinetu. Lze na nich ukazat celkem velky pocet jevi, ale
na vysvétleni nejsou tplné nejjednodussi.

Predstavy mladsich zaka
o gravitacnim pusobeni

EVA HEJNOVA
Ptirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

(Dokonceni z minulého ¢isla)
Zavéry z vyzkumu a diskuse k ucebnicim prirodovédy

Co se tyce nasi vyzkumné otazky, u vSech uloh se ukézalo, Ze zatimco
v nizsich roénicich si zaci vybiraji svou odpovéd viceméné mezi vSemi
nabizenymi moznostmi, déti v 6. ro¢niku se soustfedi témér vyhradné na
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dvé predstavy, z nichz jedna je spravna a druha predstavuje tu nejodolnéjsi
miskoncepci. Hypotéza, ze se budou u zakt objevovat vSechny miskoncepce
i ve vyssim ro¢niku, se tedy nepotvrdila.

Co se tyce studenti ucitelstvi, vzhledem k malému poctu respondentt
(navic omezeného pouze na jednu vysokou skolu), jsme neformulovali z4d-
nou hypotézu. Vysledky pruzkumu ukézaly, ze miskoncepce se u nich ob-
jevuji také, ale v mensi mife (coZ lze o¢ekdvat a neni to nic piekvapivého).
Vysledky prizkumu ale ukézaly zna¢nou podobnost s tim, co bylo zjisténo
u zakl v 6. ro¢niku, tedy Ze nékteré miskoncepce studenti jiz témér ne-
maji, ale u kazdé tlohy se objevuje jedna chybné predstava, kterou stéle
jesté nezanedbatelna ¢ast studenti zastava.

Skutec¢nost, ze ne€kteii budouci ucitelé jesté nemaji vytvorené spravné
predstavy o gravitaci, mize byt problémem v jejich budoucim pedago-
gickém piisobeni v ramci prirodovédného vzdélavani zakt na 1. stupni
zéakladni gkoly. Proto je tfeba dbat na jejich dobrou pfipravu ve fyzikalni
¢asti prirodovédy jiz v ramci jejich pregradualniho vzdélavani.

U jednotlivych tloh jsme také porovnavali vysledky nasich zaki s vy-
sledky jejich vrstevniki, které byly ziskany v ramci vyzkumu realizovaném
na Novém Zélandu na pielomu 70. a 80. let (tedy zhruba pfed 35 lety).
Porovnani téchto vysledkt s nasimi naznacuje, ze u nasich zakt pravdé-
podobné pietrvavaji nékteré chybné predstavy ve vétsi mite i ve vyssich
ro¢nicich. Divody k tomu mohou byt riizné a miize mezi né napt. patiit i
mensi mira zafazovani informaci o miskoncepcich do metodickych pfirucek
i pomérné maléd nabidka literatury o této problematice v ¢eském jazyce.

Na zékladé toho, co bylo uvedeno, povazujeme za dtlezité, aby ucitelé
na 1. stupni znali zédkladni chybné predstavy zakt a aby také védéli, ze
u mladsich zakt byva jejich skala sirsi. Ucitelé 2. stupné by pak méli védeét,
které chybné predstavy u zaka pfetrvavaji, aby na né mohli pfi vyuce
zamérit svoji pozornost. Je také tieba dbat na to, aby texty v ucebnicich
a v metodickych pFiruckach byly srozumitelné a jasné formulované a také
fyzikalné spravné.

Abychom pfispéli k vyjasnéni nékterych moznych problematickych mist
ve vykladu o gravitaénim ptisobeni, uvedme nékteré vybrané texty z uceb-
nic a metodickych priruéek a upozornéme na mozna nedorozumeéni a chybné
interpretace.

1. Text v ulebnici [8, s. 11]: Zemé md mnohem vétsi hmotnost nez ja-
blko, proto pozorujeme, Ze si Zemé pritahne nejen jablko, ale take veskerou
vodu, pudu, rostliny, zvitata apod. ke svému stredu, a ne naopak.
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Problém v této formulaci mtze byt ve slovnim spojeni ,a ne naopak®.
Sila je vzdy spojena se vzajemnym pusobenim téles, proto na sebe ptisobi
Zemé i napt. zvirata stejné velkymi silami, a tedy také zvitata pritahuji
Zemi. Této skutecnosti by si ucitelé méli byt védomi, aby u déti nevytva-
feli chybnou predstavu, ze hmotnéjsi télesa ptisobi na méné hmotné télesa
vétsi silou (pfipadné Ze méné hmotn4 télesa na ta hmotngjsi zddnou silou
nepusobi). Tato miskoncepce patii k tém nejodolnéj$im a pfetrvava casto
i u starsich zakt a studentt [2, 12]. To potvrzuji i vysledky naseho pri-
zkumu, ktery jsme provadéli u studentt ucitelstvi pro 1. stupen zdkladni
skoly. Jim jsme zadali mimo vySe uvedené tlohy i néasledujici problém
(obr. 4), ktery byl zaméfen na piedstavu o vzdjemném pisobeni dvou
téles s velmi odlisnymi hmotnostmi.

Maly micek pada na povrch Zemé. e —

Ty i €3 b Vastrests
litwka tles (D).

A
-
- Zemé piitahuje gravitacni silou micek,
ale migek na Zemi Zadnou silou nepiisobi.
lﬁ -
2 o

Martina Zemé i mi¢ek na sebe pisobi stejné
velkymi pfitaZlivymi silami.

—.| Zemé i migek na sebe pdsobi pFitaZlivymi
silami, ale Zem& pisobi na mifek mnohem
V&tsi silou, protoZe ma oproti micku
obrovskou hmotnost.

Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Lukas

Obr. 4 Zadani Glohy Micek a Zemé

Typicky chybnou odpovéd (C) zvolila vice nez polovina studentii (52 %),
priblizné ¢tvrtina studentdt (22 %) si mysli, Ze micek na Zemi zZadnou
silou neptisobi (odpovéd A). Pouze zhruba ¢tvrtina studenti (26 %) ma
vytvofenou spravnou predstavu (odpovéd B), tj. Ze Zemé i micek na sebe
pusobi stejné velkymi pritazlivymi silami.

I kdyz v ramci pfirodovédy se zpravidla mluvi zejména o pritahovani
pfedmétt k Zemi, tedy pouze o jednostranném gravitacnim ptsobeni Zemé,
mél by si ucitel byt védom toho, Ze kazda dvé télesa na sebe ptlisobi stejné
velkymi pfitazlivymi silami. Pro zédky na 1. stupni zakladni skoly je po-
chopeni této skutecnosti velmi obtizné. Nejjednoduseji jim to lze vysveétlit
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tak, ze i kdyz na sebe pusobi kazda dvé télesa stejné velkymi silami, to
hmotnéjsi zpravidla ,zaclouma® tim lehéim. Déti se také mohou v této
souvislosti ptat, pro¢ se tedy vSechna télesa ,nepritahnou k sobé“, kdyz
na sebe plisobi gravita¢nimi silami. Dtivodem, pro¢ tomu tak neni, je jejich
velmi mald hmotnost (vi¢i hmotnosti Zems).

2. Otézka v ucebnici [9, s. 28]: UvaZ, co udriuje umélé druice v pohybu
kolem Zemé. Odpovéd: Gravitacni pole Zemé pisobi i na umélé druZice a
udrzuje je v pohybu. Neni vsak jiZ tak silné, aby druZice pritdhlo k povrchu
Zemé.

Vysvétleni je v tomto pfipadé zavadéjici, co se tyce ,sily“ gravitacniho
pole ve vétsi vzdalenosti od Zemé. Lidé se ¢asto mylné domnivaji, Ze gra-
vitaéni sila je ve vyskach, v nichz obvykle obihaji druzice, velmi malé.
Pokud by se vsak druzice Zemé nachéazela napt. ve vzdélenosti pfiblizné
300 km nad Zemi, byla by gravitacni sila v této vySce jen o néco mensi
nez na povrchu Zems, jeji abytek by €inil cca 10 % [17, s. 30].

Utcitel by mél zaky vést ke spravné predstaveé, ze gravitacni pole Zemé
sahd velmi daleko. Lze napf¥. poukazat na to, ze musi byt nejméné do
vzdalenosti, ve které obihd Mésic kolem Zemé, nebof Zemé na néj musi
pusobit pritazlivou silou, aby ,neodlétnul®.

3. Text v uéebnici [7, s. 37]: ,KdyZ vyhodime do vzduchu mic, leti chvili
vzhiiru, pak ale zac¢ne padat k Zemi. Podobné po vyskoku — at se odrazime
sebevic — dopadneme zpatky na zem. Zemé si nés k sobé pritdhne.“

Tento vyklad mutze déti vést k predstave, ze téleso leti vzhuru, protoze
na néj nejprve po dobu jeho pohybu smérem nahoru gravitacni sila nepi-
sobi. V bodé obratu pak na néj za¢ne pusobit zemska pritazlivost, a téleso
tedy pada zpatky na zem. Ve skutecnosti na téleso ptisobi gravitacni sila
po celou dobu jeho pohybu, coz si déti ¢asto neuvédomuji (viz Gloha Delfin
odpovéd D, kterou ve 4. ro¢niku volilo 23 % déti a v 5. roéniku 18 % déti).

Utcitel by mél o této casté chybné predstavé védét a upozornit zaky na
to, Ze gravitacni sila ptisobi na télesa stale (tj. i na mi¢, kdyz ho vyhodime
vzhiiru) a nelze ji jednoduse ,vypnout* nebo néjak odstinit.

I v metodickych pfiruckach pro ucitele nalezneme nepiesné formulace,
které mohou ucitele vést k nespravnym predstavam a vykladim, které pak
budou pfedévat détem. Uvedme déle nékteré z nich.

4. Text v metodické pfirucce [18, s. 87]: Je nutné, aby uditel rozlisoval
pojmy gravitaéni sila (pisobi mezi kaZdymi dvéma télesy) a gravitacni sila
Zemé (gravitacnd sila, kterou je téleso pritahovdno k Zems).
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Tato formulace muze podporovat chybnou predstavu, ze Zemé a té-
leso na Zemi (napf. padajici kdmen nebo lezici kdmen) na sebe navzdjem
gravitaénimi silami neptisobi (tj. na kdmen pusobi gravita¢ni sila Zemég,
ale kdmen jiz zaddnou silou na Zemi neptisobi). Sila je vzdy spojena se
vzdjemnym puisobenim téles, proto také gravitacni sila je ,jen jedna® (tj.
z fyzikalniho hlediska nelze odliSovat gravitacni silu ptisobici mezi dvéma
télesy a gravita¢ni silu Zemé) a jako takova piisobi vZdy mezi dvéma télesy.
Z toho duvodu miize byt vyse uvedené rozliSovani zavadéjici.

5. Text v metodické pfirucce [18, s. 88]: ZmérF gravitacni silu riznych
téles. ... V tomto ukolu nejsou dulezité namérené hodnoty, ale ziskdni
dovednosti v mereni gravitacni sily Zemé.

V tomto pfipadé je nevhodné formulované zadani tikolu. Neméfime gra-
vitacni silu télesa, ale gravitac¢ni silu, kterou ptisobi Zemé na téleso. Ucitel
by mél otazky tykajici se sily formulovat vzdy tak, aby bylo zfejmé, Ze
néjaké téleso piisobi silou na jiné téleso. Zaci si jinak mohou vytvaiet
chybnou pfedstavu, ze gravita¢ni sila je néjakéd vlastnost téles [2, s. 106].

Jak zlepsit vyuku fyzikalni ¢asti prirodovédy?

Ulohy typu concept cartoons, které byly pouzity pro zjisfovani pied-
stav déti i studentt1, mohou poslouzit nejen k identifikaci miskoncepci, ale
uciteli mohou také pomoci pri vytvareni spravnych predstav u jejich zaki.
V ramci vyuky je mozné s tilohou pracovat tak, Ze nejprve si kazdé dité
vybere odpovéd, se kterou souhlasi, poté nasleduje diskuse v mensich sku-
pinach a nakonec spole¢na diskuze v celé tiidé. Klicové pii tom je, aby zak
pochopil, v ¢em se mylil a osvojil si pfedstavu spravnou. Ta musi byt ale
dobie zdivodnéna, aby ji dité ptijalo skute¢né za svou.

Pri vytvareni spravnych predstav je také vhodné vychazet z jednodu-
chych experimentt, které mohou déti provadét samy a které mohou jejich
spravné predstavy podpofit. Napiiklad odpoved O10 ..., ale mtZeme to
ur¢ité védét jen pro padajici (Ze pusobi gravitaéni sila)“ u tlohy Strom a
jablka naznacuje, zZe je velmi dilezité zaktim ukézat, ze gravitacéni sila se
projevuje v piipadé visiciho jablka jako tahovd sila na vétev (jednoduse
Ize ukazat napf. tak, Ze néjaky predmét zavésime na vodorovné natazeny
provazek, ktery se pod jeho tihou prohne) a v pfipadé leziciho jablka jako
tlakovéa sila na podlozku (lze ukézat napt. tak, Ze jablko poloZzime na mo-
litan nebo jinou mékkou podlozku, kterad se pod jablkem zdeformuje).

Jiz vyse jsme uvedli, ze déti casto spojuji gravitacni ptsobeni se zem-
skym magnetismem a tato dvé pole pak ztotoznuji. I v nasem priizkumu se
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jedna takova odpovéd objevila u tlohy Padajici mic¢ek (viz odpovéd O8).
Abychom témto problémim piedesli, je vhodnéjsi ucivo o magnetismu a
gravitaci casové vice oddélit a nespojovat je napf. do jedné vyucovaci ho-
diny. Analogii magnetického a gravita¢niho pole lze vyuZit prostiednictvim
provadéni jednoduchych pokusi k vybudovani pfedstavy nééeho ,nevidi-
telného“ (silového pole), co se projevuje silovymi uéinky na téleso. Dalsi
zduraznovani podobnosti gravita¢niho a magnetického pole vSak mutze byt
kontraproduktivni a matouci. Pro vytvoreni spravnych predstav je spise
dilezité neustdle znovu pfripominat rozdily mezi ob&ma druhy poli (tj.
magneticka sila mize byt pritazliva i odpudivé, zatimco gravitacni sila je
vzdy pritazliva; magnetickou silu mizeme odstinit, gravitacni ne; kazdé té-
leso pritahuje jina télesa gravitacni silou ke svému stfedu, zatimco magnet
mé dva pély, k nimz jsou pfitahovina pouze néktera télesa).

ZAvér

V nasem piispévku jsme se vénovali nékterym vybranym miskoncepcim,
na kterych jsme chtéli ilustrovat, jak se predstavy o gravitaci s v€kem
déti méni a které z chybnych predstav pretrvavaji u studentt ucitelstvi
pro 1. stupeil zékladni skoly. Jsme si védomi toho, nékteré skutecnosti
spojené s problematikou gravita¢niho ptisobeni neni jednoduché ditéti na
1. stupni zakladni skoly vysvétlit fyzikalné zcela spravné a zaroven pro néj
jednoduse a srozumitelné. Dvodem je nedostateéné rozvinuté abstraktni
mysleni a také vyskyt mnoha novych, obtizné srozumitelnych pojmi (napf.
sila, gravita¢ni a magnetické pole apod.). Pokud maji navic déti s pojmem
gravitace spojeno velké mnozstvi miskoncepci, stoji pred uciteli pomérné
obtizny tkol, jak déti dovést ke spravnym predstavam a porozuméni.

Vyse uvedené skutecnosti ukazuji, ze pripravné vzdélavani uciteld pro
vyuku prirodovédy by mélo zahrnovat nejen fyzikalni znalosti a dovednosti,
ale mélo by také studenty upozornovat na typické chybné predstavy déti
a seznamit je s moznostmi, jak tyto predstavy diagnostikovat a nésledné
také odbourdvat. Na prvnim misté je ale tfeba, aby i sami ucitelé méli
o fyzikalnich jevech spravné predstavy. K tomu mohou poslouzit i ulohy
typu concept cartoons, které lze vyuzit i v dalsim vzdélavani uditeld.

Ulohy k nékterym fyzikdlnim témattim jsou dostupné — véetné me-
todickych poznamek s komentarem a FeSenim — na internetové strance
http://physics.ujep.cz/ ehejnova/Pro_ucitele/.
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INFORMATIKA

Bobrik udi informatiku
7. dil — Ulohy na digitalni gramotnost

JIRI VANICEK

Pedagogicka fakulta, Jihoceska univerzita v Ceskych Budéjovicich

Sestkrat jsme se v nasem serialu zabyvali tilohami rozvijejicimi infor-
matické mysleni, pokazdé jsme vybrali jinou oblast informatiky. Je ovsem
tfeba priznat, ze v soutézi Bobiik informatiky i v jeho mezinarodni verzi
Bebras se vyskytuji také jiné tlohy, a to tlohy zaméfené na digitalni gra-
motnost. Reknéme, 7e jde o tilohy, u nichz neni pochopeni néjakého infor-
matického principu nebo pojmu kli¢ové, soutézici nepotiebuji abstrahovat,
algoritmizovat, generalizovat, strukturovat apod. Jde o ulohy tykajici se
uzivatelského pristupu k digitalnim technologiim s potfebou spiSe porozu-
mét situaci z kazdodenni prace s pocitacem. Soutézici se v téchto ilohach
¢asto potfebuje zorientovat v urcitém konkrétnim softwarovém prostiedi,
mit s danou ¢innosti zkusenosti. U téchto uloh, kterych zafazujeme jen
malé procento, ma ovSem vyhodu ten, kdo dany typ softwaru ovlada nebo
s nim cGastéji pracuje.

Do soutéze jsou tlohy rozvijejici digitalni gramotnost zarazovany proto,
aby byla soutéz vice propojena s obsahem vzdélavani na skolach. Pravé in-
formatické ulohy pfipadaji predevsim ucitelim casto jako neinformatické,
protoze oni takovou informatiku na skolach neuc¢i. Pokud testy obsahuji
aspon néjaké ulohy ,,0 pocitacich“, je laicka vefejnost vice spokojena, pro-
toze soutéz vice odpovida jejich predstavam o tom, jaké problémy infor-
matika Tesi.

Mezi uzivatelské tlohy jsou fazeny také tlohy o spolecenskych sou-
vislostech pouzivani technologii, jako napf. tlohy tykajici se bezpec¢nosti,
ochrany autorskych prav, antivirové problematiky nebo vztah mezi lidmi,
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ktefi komunikuji nebo sdileji obsah na Internetu. U téchto tloh je nejvétsim
problémem aktualnost, protoze musi odpovidat pravnimu poradku v dobé,
kdy je soutéz poradana. Pravni situace se napt. u zverejiovani obsahu na
Internetu obcas méni a je také v rtiznych zemich rozdilna. Nékdy i experti
na problematiku autorskych prav a licenci software nejsou ochotni vynést
rezolutni stanovisko k dané situaci. Pak je takova tloha nutné problema-
ticka, na druhou stranu tyto ulohy jsou zddané, aktualni.

V této kapitole seridlu predstavujeme nékolik soutéznich tloh Bobiika
informatiky z oblasti uzivatelského pfistupu k pocitaci a spolecenskych
aspekttl pouzivani technologii. Chceme ukézat, ze i takové tlohy vedou
k premysleni a nejsou vzdy snadné k vyreseni. Pro zajimavost u tloh uva-
dime uspésnost soutézicich, tedy kolik procent soutézicich danou tulohu
béhem ostré soutéze zodpovédélo spravné. Kategorie Senior je urcena stu-
dentfim 3. a 4. ro¢niki, Junior 1. a 2. roénikéi SS a Kadet pro nejvyssi
ro¢niky ZS.

Antivirus

Kategorie Junior, Kadet, autor Vaclav Simandl, Gspésnost Junior 80 %,
Kadet 70 %.

Zadani
Markétin antivirovy program v jejim novém notebooku hlasi, ze virova
databéze je zastarald. Co to znamena?
A) Antivirovy program je mimo provoz, soubory nejsou kontrolovany.
B) Antivirovy program neni schopen odhalit nové hrozby.
C) Antivirovy program pouze hlasi, Ze za poslednich 24 hodin se ve
svété neobjevila zadna nova virova nakaza.
D) Antivirovy program oznamuje, Ze v pocitaci jiz 168 hodin nebyl
nalezen zadny nakaZeny soubor.

Komentaf k tloze

Otézka se tyka informacni bezpecnosti, ktera také patii do informatiky.
Kazdy pocitac¢ s pripojenim k Internetu je vystaven nebezpeci atoku ma-
lware (virtt a dalsich zdkeinych programt). To miize vést napf. ke ztraté
nebo odcizeni dat. Obranou proti témto Gtokim je pouzivani antiviru a
firewallu. Oba musi byt aktualni, antivir navic potfebuje aktualni virovou
databazi. Kdyz je tato databaze zastarala, antivir se na tuto skutecnost
snazi uzivatele upozornit. Pocitacové gramotny ¢lovék na toto upozornéni
dokéze spravné zareagovat.
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Zduvodnéni spravné odpovédi

Spravna odpovéd je B). Antivir pracuje na principu porovnavani ¢asti
testovanych souborti se vzorky virtt ve své virové databazi. Za tim tcelem
obsahuje databazi virovych vzorka — jednozna¢nych identifikdtort zné-
mych pocitacovych vird. Tato databaze se pravidelné aktualizuje prostied-
nictvim Internetu. Program muze poznat pouze ty viry, které ma popsany
v databdzi. Jestlize je tato databaze zastarald (neni aktualizovand), anti-
vir sice dokaze odhalovat starsi hrozby, ovSem ty, které se nové objevily,
nikoliv.

Predvadéni prezentace

Kategorie Kadet, autorka Monika Tomcsanyiova.

Zadani

e e b o e Bk s ]

Report from Beaver workshop

Bé&hem piipravy prezentace vidi Alenka toto (obrézek vlevo). Kdyz za-
¢ne prezentaci pfehrévat, objevi se toto (obrazek vpravo). Kde je chyba?

A) Pfi pfehravani se bitmapové obrdzky nikdy nezobrazuji, musi byt
prevedeny do vektorového formatu.

B) Pfi prehravani prezentace se pfili§ velké obrézky ztraceji, je tfeba
je zmensit.

C) Obrazky maji nastavenu animaci a objevi se, kdyz Alenka stiskne
klavesu.

D) Alenc¢in monitor neumi spravné zobrazit v8echny barvy. Na jiném
monitoru obrazky budou vidét.

Komentar k uloze

Toto je tloha na to ,se vyznat“; ke spravnému vyfeSeni tlohy je po-
tfeba se orientovat v daném softwarovém prostiedi a rozumét termintim,
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které se prezentace a jejiho predvadéni tykaji. Takovéto tlohy se objevo-
valy v pocatecnich roc¢nicich soutéze; pozdéji byl ptijat tzus, Ze soutézni
tlohy by nemély vyzadovat pfedchozi znalosti néjakého typu uzivatelského
prostiedi.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Jestlize monitor Spatné zobrazuje barvy, neni mozné, aby spravné zob-
razil barevny text. Je-li monitor poskozeny, tak bud nezobrazuje jeden ¢&i
dva ze t¥i barevnych kanalt (pak budou obrazky vidét, ale se §patnymi
barvami), nebo nezobrazuje nic. Odpovéd D) neni spravna.

Programy pro tvorbu prezentaci umi zobrazovat bitmapové obrazky.
Prilis velké obrazky nebudou vidét celé, ale neni pravda, ze by zmizely.
Ani odpovédi A) a B) nejsou spravné.

Zbyva tedy moznost, ze obrazky maji nastavenu animaci a objevi se,
kdyz Alenka stiskne klavesu. A takovato situace pfi predvadéni prezen-
tace muze bézné nastat. Nezkuseny uzivatel pak muze byt zmaten, zvlasté
pokud obrazek kopiruje z jiné prezentace a s obrazkem se zkopiruji i jeho
vlastnosti, tfeba Ze se obrazek objevi az v pribéhu predvadéni snimku po
kliknuti. Spravnéa odpovéd je C).

Kopie videa — zachoval se spravné?

Kategorie Junior, autor Jifi Vanicek, ispésnost 42 %.

Zadani

Boleslav si v internetovém obchodé koupil videosoubor se svym oblibe-
nym filmem. Chtél mit film stile u sebe, a tak si vytvoril kopii, kterou
nésledné prevedl do forméatu pro sviij mobilni telefon. Vytvofeny soubor
pak ulozil do paméti svého telefonu. Porusil pfitom autorska prava?

A) Ne, vSe bylo legalni.

B) Ano, nesmél pievést video do formétu pro mobilni telefon.

C) Ano, nesmél ulozit kopii filmu do paméti mobilniho telefonu.

D) Ano, nesmél ani pfevést video do formétu mobilniho telefonu ani

ulozit kopii filmu do paméti mobilniho telefonu.

Komentar k tuloze

Kazdy obcan by mél znat, co je nebo neni legalni pfi praci s pocitaci.
Predevsim je dulezité byt informovan v oblasti ziskavani, uzivani a Sifeni
pocitacového software i dat. Neznalost zdkona neomlouvé a je nutno se
podle néj fidit. U autorskych prav to plati dvojnasob.
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Otazka je problematickd pravé z hlediska pravni dynamicnosti v této
oblasti. Uloha z roku 2011 je stale platna v r. 2017, ale az tento ¢lanek
nékdo bude éist v budoucnu, odpovéd oznadend autorem tlohy za spravnou
mozna bude $patna. A mozné je Spatna jiz nyni v nékteré jiné z vice nez
40 zemi svéta, kde soutéz probiha.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Zakaznik ma pravo vytvorit si zalozni kopii legalné zakoupeného videa
nebo hudby. Zakaznik méa pravo prevadét data do jiného formatu pro svoji
potfebu. Proto Boleslav autorsky zakon neporusil.

Majales

Kategorie Junior, autorka Judith Helgers, tspésnost 61 %.

Zadani

Skola pofada v kulturnim domé Majales. Studenti starsi 18 let tam
mohou pit alkohol, mladsi nikoliv. Aby se obsluze u baru usnadnila prace,
starsi 18 let dostanou pii vstupu plastovy naramek.

Skola m4 databazi studentfi. Kazdy student mé svij studentsky priikaz
s fotografii a ¢arkovym kddem s kédovanym identifika¢nim ¢islem studenta.
Poradatelé pri vstupu zkontroluji foto a ¢teckou prectou ¢arkovy kéd pri-
kazu. Cislo studenta se ulozi do databaze a porovnanim v databazi poéitac
rozhodne, zda student dostane plastovy naramek.

Ktera z informaci neni dilezita pro spravné fungovani databaze?

A) pfijmeni studenta,

B) identifika¢ni ¢islo studenta,

C) datum narozeni studenta,

D) zaskrtavaci poli¢ko pro oznaceni, zda student jiz dostal naramek.

Komentar k tuloze

Jde o otazku z informacni gramotnosti, konkrétné z porozuméni fun-
govani a pouziti databazi v praxi. Zda se, ze pravé oblastem, kdy bude
uzivatel muset rozumét zdkladnimu principu fungovani informacnich sys-
témii, se bude muset skola v pristich letech vénovat vice. Zde nebude stacit,
aby se zak néco naudil nazpamét jako vlastivédu; bez porozumeéni principti,
které jsou jednoduché, ale které jsou zalozené na obeznameni se s danym
typem prace, na praktické zkuSenosti s podobnym typem problému, bu-
douci uzivatel nebude schopen fesit problémové tlohy kazdodenniho Zzi-
vota. Na dokresleni si v této 1lloze predstavme situaci, kdy u navrzeného
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zpusobu feSeni dojde k mimotfddné udalosti (napf. néco prestane fungo-
vat nebo nadfizeni zméni nafizeni) a obsluha vstupu do sdlu bude muset
rychle reagovat a pracovat tak, aby se systém nezhroutil.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Spravna odpovéd je piijmeni studenta. Bez identifika¢niho ¢&isla stu-
denta nelze zkontrolovat piichozi osobu v databazi. Bez data narozeni
nelze zjistit, zda je student starsi 18 let. Bez zaskrtavaciho policka se neda
zabranit podvodu, Ze nékdo pajde na stejny prikaz vicekrat. Nepotiebné
je prijmeni studenta — podle pfijmeni nelze studenta jednoznac¢né identifi-
kovat a k ni¢emu dalSimu se pouzit neda.

Prezentace

Kategorie Kadet, Junior, autorka Michala K¥izova, Gspésnost Kadet 36 %,
Junior 49 %.

Zadani

Honza pripravuje prezentaci — referat do hodiny pfirodopisu. M4 jiz
vytvorené snimky, ale neméa je usporddané. Pomoz Honzovi spravné po-
skladat snimky tak, aby na sebe logicky navazovaly.

Rysy bobrii | Rysy bobrii |
Jsou bobroviti | Jsou hlodavei
= télo: G00-500 mm = hlodéky

.

ocas: 250430 mm
srst: hnéda, leskla

+ piedni fezdky s tvrdou pledni
sklovinou a mékkou zadni
zubaovinou

zadni nohy hlany mezi prsty e : .
elist: virazni 2 dolni fezdky Bobr * SpiCaky chybi
- = byloFravci

.

Rysy bobrii [ Kam bobr patfi [
- Ao o wizdchis Kasifikac)
r evropsky (Eurcasie ol : )
+ #emo hnédé srst || Rise: Zivosichove

Rad:  Hlodavci

+ af 30 Kg (2. najvitéi na svitd) e
2l g row

Bobr kanadsky (Severni Amerika) Rod: Bobr .
- rezavh dervena srst [Bfibe [EE Oy

« a2 26 Kg (3. nejvatsi na svete) Bobrkasonsky

Uloha je interaktivni — soutézici pfitazuje obrazkiim ¢isla snimki v pre-
zentaci.
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Komentar k tuloze

Pii tvorbé prezentaci je dulezité nejen umeét spravné ovladat program
urceny k jejich tvorbé, ale zaroven premyslet o obsahu prezentace z pohledu
zamysleného sdéleni a typu cilového posluchace. V té to tloze najdeme
i zédklady informatického mysleni, ukryté ve schopnosti abstrahovat, jit
od obecného ke konkrétnimu a tuto schopnost pouzit pfi fazeni snimku
v prezentaci.

Uloha rozviji uzivatelské dovednosti p¥i préci s technologiemi. Zakladni
dovednosti kazdého tviirce prezentaci je spravné interpretace ziskanych
informaci. V piipadé, Ze budou data prehazena ¢i chaoticky usporadana,
nebude prezentace posluchac¢tim davat smysl a bude hrozit riziko, ze jeji
myslenku nepochopi.

Zduvodnéni spravné odpovédi
Spravnou odpovédi je toto pofadi snimki:

" Kam bobr pati Rysy bobrii Rysy bobri Rysy bobri
A N Jsou hlodavei Jsou bobrovit Bobr evropsky (Euroasie)
Rie:  Zivocichove + hlodsky - t8lo: 600-600 mm + Gomo hnéda srst
Rad:  Hiodavei « pledni Tezaky s tvrdou pledni + ocas: 250-450 mm + a2 30 Kg (2. nejvétsi na svété)
~a Celed:  Bobroviti sklovinou a mékkou zadni - srst hoéds, leskid
| | Rod:  Bobr i Zubovinou + zadni nohy: blany mezi prsty Bobr kanadsky (Severni Amerika)
Druhy:  Bobr evropsky DL + Gelist: vyrazné 2 dolni fezdky + rezavb Gervend srst

Bobr kanadsky * bylozravei + a226Kg (3. neivétsi na svété)

Jan Novotny
referét 2 phirodcpiey

Prezentace jisté zacne titulnim snimkem. Po ném bude nésledovat kla-
sifikace bobrti, zafazeni bobru do fiSe zvifat. Tato klasifikace je zaroven
obsahem prezentace a tvori osnovu pro dalsi snimky. V dalsich snimcich
by mély byt informace postupné konkretizujici, hovofici o postupné se
zmensujici skupiné zvifat. 3. snimek hovoii o bobrech jako hlodavcich a
4. snimek o ¢eledi bobrovitych. Posledni snimek je nejkonkrétnéjsi, hovori
o jednotlivych druzich bobr.

Sestava pocitace
Kategorie Senior, isp&Snost 74 %.

Zadani

V katalogu prodejce pouzitych a repasovanych pocitac¢t jsou o jednom
pocitaci uvedeny nasledujici tdaje:
Intel Celeron M Processor 530 (1.73GHz, 533MHz FSB, 1MB L2 cache) -
Intel GM965-512MB DDRII 667MHz (1) - 250 GB 5.4krpm S-ATA - 15.4" TFT
WXGA 1280 x 800 BrightView - Intel Graphics Media Accelerator X3100
384MB shared - DVD+/-RW SuperMulti DL fixed - Modem56K/LAN10/100 -
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802.11b/g WLAN - no Bluetooth-ports: 3x USB 2.0, audio in/out, VGA,
RJ-11, RJ-45 - 6-cell Li-Ion Battery - ExpressCard/54 slot - Secure
Digital slot - travel battery connector - no dock - 32,3x358x266 -
2.49kg - FREE DOS

Jak velkou opera¢ni paméf mé tento pocitac?
A)1MB B) 250 GB C) 384 MB D) 0,5 GB

Komentar k aloze

Umét se vyznat v raznych zkratkach a cislech je dulezité pro kazdého,
kdo si chce koupit kvalitni a levny pocita¢, nebo pro toho, kdo si chce
koupit napf. poc¢itacovou hru a potitebuje zjistit, zda bude na jeho pocitaci
spustitelnd nebo zda nepobéZi pomalu, nebude trhana atd. Otazka se tedy
tyka technickych termint, jednotek a jejich prevodu a testuje uzivatelské
znalosti.

Je dobré védét, ze predpony kilo-, mega-, giga- atd. maji v informa-
tice Casto jiny vyznam nez tieba ve fyzice. Pivodné mocniny deseti, jak
byly tyto pfedpony pro praktické prevody jednotek v desitkové soustavé
navrzeny, jsou pro digitalni technologie ponékud nepraktické. Velikosti pa-
métovych jednotek jsou totiz vzdy mocninami dvou. Mocnina dvou nej-
blizsi &islu 1000 je 1024 (210, to je uzitetné znat zpaméti). Proto se ustalil
vyznam pfedpony kilo v informatice jako 1024.

Tato tloha neptsobi zrovna jako uzivatelskd, ale spiSe jako ,ajtacka®,
technickd. Nicméné k jejimu zodpovézeni neni zapotiebi informatického
mysleni. Daleko vice je potfeba se v dané oblasti vyznat, znat zkratky a
dalsi odborna slovicka.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Spravny vysledek je 0,5 GB. O velikosti operacni paméti pocitace infor-
muje tento udaj: 512 MB DDRII 667MHz (1). Protoze 1 GB je 1024 MB,
512 MB odpovidé 0,5 GB.

Udaj 1MB L2 cache se tyka vnitini paméti procesoru, tidaj 250 GB
5.4krpm S-ATA se tyka velikosti pevného disku, idaj X3100 384MB shared
se tyka velikosti paméti grafické karty.

Na spravnou hodnotu operac¢ni paméti lze prijit prakticky bez ¢teni
zadani, pouze z nabizenych odpovédi. Udaje 1 MB a 250 GB nemohou
byt velikostmi opera¢ni paméti poéitace (pokud se nenachdzime v daleké
minulosti nebo v naopak v budoucnosti). Udaj 384 MB je zase hodné&
netypickou velikosti (velikost paméti byvd mocninou &isla 2, napf. 128,

312 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



256, 512). Hodnota 384 = 2564 128; to by znamenalo, Ze poéitac je osazen
dvéma rtzné velkymi pamétovymi Cipy, coz je velice neobvyklé.

Film na mobilu

Kategorie Junior, ispésnost 50 %.

Zadani
Maturantka Lucka dostala od kamaradky CD s filmem, ktery se prave
hraje v kinech. Napadlo ji dat si ten film do mobilu. Stahla si z Inter-
forméatu, aby $lo na mobilu spustit. V tomto programu film pfevedla do
formatu vhodného pro mobily a pak si jej na sviij mobil nahrala. Velice si
pochvalovala, jak se ji to podafilo. Rozhodla se, Ze video umisti na svij
web, aby si ho mohly kamaraddky stdhnout a také prohlédnout.
Nedopustila se Lucka néceho nelegalniho?
A) Slo o trestnépravni ¢in a Lucka za néj miize byt pohnana pred soud
a byt odsouzena.
B) No, asi by se to délat nemélo, ale Lucce za to nic nehrozi.
C) Nedopustila, protoZze stazeny software byl volné §ifitelny a Lucka
film neukradla.
D) Kdyby Lucka nezvefejnila video na webu, ale posilala jej na mobily
kamaradek napt. pres Bluetooth, bylo by vSe v poradku.

Poznamka k tuloze

Problematika ochrany autorskych prav a spolecenskych souvislosti po-
uzivani informacnich technologii patii do povinné vybavy kazdého moder-
niho obcana.

Zduvodnéni spravné odpovédi

Film, ktery se pravé hraje v kinech, s velkou pravdépodobnosti neni
k dispozici v legalnich kopiich, navic je podezfely format filmu, jestlize se
vejde na CD. Zde se patrné jedna o prvni poruseni zdkona.

Zalohovani videa a prevedeni do formatu na sviij mobil je legalni. Sdileni
takovéto kopie, at jiz zvefejnénim na webu, nebo posilanim na jiné mobily,
je ovSem trestné. Jde o porusovani autorskych prav, protoze se ke kopii
filmu dostaly dalsi osoby, které za néj neplatily. Nepomuze ani poleh¢ujici
okolnost, Ze za tyto kopie Lucka nebrala zadné penize. Neni pravda, zZe
Lucce za poruseni zdkona nic nehrozi. Spravna odpovéd je A).
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ZPRAVY

Usttedni kolo 66. ro¢niku MO
(kategorie A)

Usporadanim ustfedniho kola 66. roc-
niku Matematické olympiady v kategori-
ich A a P byl povérena Ustiedni komisi
MO CR Krajska komise MO v Libereckém
kraji, ktera se tohoto ukolu ujala ve spo-
lupréaci s Technickou univerzitou v Liberci
(TUL). Finéle soutéze v kategoriich A i P
se uskutecnilo v prostorach TUL v terminu
26.—29. bfezna 2017. Slavnostni zah&jeni
soutéze probéhlo v nedéli 26. bfezna v pro-
storach TUL za pfitomnosti predstavitela
Libereckého kraje, statutarniho mésta Li-
berce, vedeni TUL a dalsich hostt z ob-
lasti spolecenského zivota. Jednotu Ces-
kych matematiku a fyzika zastupoval fedi-
tel MU AV CR RNDr. Jiri Rikosnik, CSc.

Na zakladé jednotné koordinace tuloh
krajského (II.) kola v kategorii A pozvala
Ustfedni komise MO k uéasti ve III. kole
44 nejlepsich uspésnych resiteld II. kola
z celé Ceské republiky, mezi nimi bylo 6 di-
vek. Na feSeni obou trojic soutéznich aloh
méli zaci jiz tradicné vyhrazeny po oba
soutézni dny, jimiz byly 27. a 28. bre-
zen, vzdy 4,5 hodiny ¢istého casu. Za kaz-
dou ulohu mohli soutézici ziskat nejvyse
7 bodu.

Libere¢ti organizatofi ustfedniho kola
pripravili pro soutézici i pro ¢leny ustfedni
komise MO zajimavy doprovodny pro-
gram. Ucastnici soutéze nejvice ocenili
koncert souboru Spektrum (v pondéli ve-
éer) a déle spole¢nou navstévu technického
parku iQLANDIA v Liberci — v utery od-
poledne po soutézi.

Ubytovani vSech soutézicich a c¢lent
UK MO bylo zaji$téno v centru mésta, v li-
bereckém Unihotelu. Vlastni soutéz pak po
oba soutézni dny probéhla v jedné z vét-
Sich poslucharen TUL.
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Vyhléseni vysledkt soutéze a predani
cen nejlepsim feSitelim III. kola v kate-
gorii A se uskutecnilo ve stfedu 29. bfezna
dopoledne opét v prostarach liberecké uni-
verzity. Slavnostni akt probéhl za ptitom-
nosti zastupct Libereckého kraje, TUL Li-
berec, ¢lentt UK MO a zéstupci nékte-
rych sponzorti soutéze (Precioza, CEZ a
dalsich). Ptedseda UK MO — doc. Jaro-
mir Sim$a v zavére¢ném projevu podé-
koval celému tymu organizatora III. kola
v kategorii A v éele s predsedou Krajské
komise MO v Libereckém kraji — PhDr.
Milanem Curékem, Ph.D., za kvalitni pfi-
pravu a zdafily prubéh celého ustfedniho
kola 66. ro¢niku MO v kategorii A.

Zavérem uvadime texty soutéZznich
uloh tustfedniho kola v kategorii A a dale
prehled vitéza a Gspésnych fesiteld 66. roc-
niku MO v kategorii A.

27. brezna 2017

1. Na hromadce lezi 100 ocislovanych
diamantd, z nichz 50 je pravych a
50 falesnych. Pozvali jsme svérazného
znalce, ktery jediny dovede rozpoznat,
které jsou které. Pokazdé, kdyz mu
ukazeme néjaké tii diamanty, fekne
¢isla dvou z nich a (pravdivé) oznami,
zda jsou pravé oba, jeden, nebo zadny.
Rozhodnéte, zda muzeme zarucCené
odhalit vSechny pravé diamanty bez
ohledu na to, jak znalec voli posuzo-
vané dvojice.

Michal Rolinek, Josef Tkadlec

2. Najdéte vsechny dvojice redlnych ¢isel
k, | takové, ze nerovnost
ka? +1b? > 2
plati pro délky stran a, b, ¢ libovolného

trojuhelniku.
Patrik Bak

3. Najdéte vSechny funkce f: R — R ta-
kové, ze pro vSechna redlna ¢isla x, y
plati

fl@—zy) = f(@)y + (z = 1)*f(y).
Pavel Calabek
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28. brezna 2017

4. Kazdé posloupnosti slozené z n nul
a n jednicek prifadime cislo, které je
poctem maximalnich tUsekd stejnych
¢islic v ni. (Naptiklad posloupnost
00111001 ma 4 takové tseky 00, 111,
00, 1.) Pro dané n secteme vsechna
¢isla pfifazena jednotlivym takovym
posloupnostem. Dokazte, ze vysledny
soucet je roven

o)
Patrik Bak

5. Je dan ostrotahly trojuhelnik ABC
s prusecikem vysek H. Osa tuhlu
BHC protind stranu BC' v bodé D.
Ozna¢me postupné E a F obrazy bodu
D v osovych soumérnostech podle pfi-
mek AB a AC. Dokazte, ze kruz-
nice opsand trojuhelniku AEF pro-
chézi stfedem G kruznicového oblouku
BAC.

Patrik Bak

6. Je dano nenulové celé c¢islo k. Dokazte,
7e rovnici

2?2 — xy + 242
Tty

k=

vyhovuje lichy pocet usporddanych
dvojic celych ¢isel (z,y), pravé kdyz
k je délitelné sedmi.

Patrik Bak

Nejuspésni resitelé ustfedniho kola 66. roc-
niku MO v kategorii A:
Vitézové:

1. Pavel Turek (8/8, G, Olomouc-Hej-
¢in) 42 b., 2. Jan Petr (8/8, GJK, Praha
6) 39 b., 3. Filip Bialas (8/8, G Opatov,
Praha 4) 36 b., 4. Danil Kozevnikov (7/8,
GJK, Praha 6) 34 b. 5. Filip Svoboda (3/4,
G, Brno, Elgartova) 29 b., 6. Pavel Hu-
dec (7/8, GJGJ,, Praha 1) 27 b., 7. Radek
Olsak (6/8, Menza G, Praha 6) 27 b. 8.
Martin Raska (7/8, WG, Ostava-Poruba)
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26 b., 9. Jdchym Bdrtik (8/8, G, Havlic-
kv Brod) 25 b. 10. Richard Hladik (8/8,
G, Marianské Lazné) 24 b.

Uspé&sni Fesitelé:

11. Ondrej Svoboda (8/8, G, Brno,
t¥. Kpt. Jarose) 23 b., 12. Ondej Motli-
éek (8/8, G, Sumperk) 23 b., 13. Tomds
Konecény (8/8, GJVI, Ceské Budéjovice)
22 b., 14. Josef Minatik (6/8, G, Brno,
t¥. Kpt. Jarose) 22 b., 15. Matéj Dole-
Zdalek (6/8, G, Humpolec) 22 b., 16. To-
md$ Perutka (7/8, G, Brno, tf. Kpt. Ja-
rose) 21 b., 17. Jiri Skrobdnek (7/8, WG,
Ostava-Poruba) 21 b., 16. Zuzana Urba-
novd (3/4, GFXS, Liberec) 20 b., 19. Filip
Cermdk (3/4, MG, Opava) 19 b., 20. Ma-
téj Mezera (4/4, G, Havlickiv Brod) 19
b., 21. Hedvika Ranosovd (7/8, G, Praha
4, Budéjovicka) 18 b.

V pfipadé rovnosti boda rozhodla o po-
fadi vitézi a uspésnych fesiteltt pravidla
uvedend v soutéznim fadu MO. Kompletni
vysledkovou listinu mtzete najit na oficial-
nich strankdch MO www.math.muni.cz/mo.

K dcasti na vybérovém soustiedéni
pfed 58. Mezinarodni MO (IMO), které se
konalo na konci dubna v Kostelci nad Cer-
nymi lesy, byli pozvani vitézové ustfedniho
kola v kategorii A. Z nich pak bylo vybréno
Sesticlenné ceské reprezentacni druzstvo
pro aktualni IMO, kterda se uskutecnila
v prvni poloviné éervence v Brazilii (Rio
de Janeiro). Na tomto soustfedéni bylo
vybrano také Sestic¢lenné druzstvo (sesta-
vené z dalsich aspésnych resitelt a Gspés-
nych tcastnika tstfedniho kola — nematu-
rantt) pro 11. roénik Stiedoevropské MO
(MEMO), kter4 konala koncem srpna 2017
v litevském hlavnim mésté — Vilniusu.

Podrobné zpravy o ucasti Ceskych re-
prezentacnich tymu na 58. IMO a na
11. MEMO najdete v této rubrice v na-
sledujicich ¢islech naseho casopisu.

Jaroslav Svrcéek
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Ustiedni kolo 66. ro¢niku MO
(kategorie P)

Ustiedni kolo 66. roéniku Matematické
olympiddy kategorie P (programovani) se
konalo v Liberci ve dnech 29.—-31. 3. 2017.
Pro kategorii P to byl jeji 32. roénik, v této
nejmladsi kategorii Matematické olympi-
ady se soutézi od skolniho roku 1985/86.
Letosni ustfedni kolo MO vyborné pfi-
pravili a organiza¢né zajistili pracovnici
Krajské komise MO v Liberci a Technické
univerzity Liberec. V budovéich univer-
zity bylo zajiSténo ubytovani a stravovani
vSech ucastnikd, ucebny pro vlastni sou-
téz, prostory pro zahajeni i pro vyhlaseni
vysledki. Ustfedni kolo kategorie P jako
obvykle bezprostfedné navazalo na kate-
gorii A. Zajimavosti letosniho ro¢niku byla
skuteCnost, ze rekordnich 17 soutézicich
postoupilo do ustfedniho kola Matema-
tické olympiddy v obou kategoriich A a P
a stravili tak v Liberci cely tyden.

K tucasti v tstfednim kole MO-P bylo
vybrano tficet nejlepsich fesitela kraj-
skych kol, z nichz se jeden pfedem omluvil.
Soutézilo zde tedy 29 nejlepsich mladych
programatoru z celé republiky. Z kraju
meéla nejvétsi zastoupeni Praha s 10 fesi-
teli, ze skol mélo nejvice soutézicich brnén-
ské gymnazium na t¥. Kpt. Jarose, odkud
prijelo pét studentt. Celkem 11 z 29 tcast-
nikd ustfedniho kola bylo z nematuritnich
ro¢niku.

Soutéz byla zahdjena ve stfedu vecer.
Po kratkém privitani se soutézici sezna-
mili s pravidly soutéze a dostali také ne-
zbytné organizacni pokyny. Poté nasledo-
vala zajimava prednaska zakladatele firmy
ABRA Software Ing. Jaroslava Rasy, jak
se v praxi vytvari software. Na zdkladé
vlastnich zkusenosti hovoril o tom, jak
vnikd a funguje uspésna softwarova firma.
ABRA Software je vyznamnym sponzorem
MO kategorie P, diky némuz jsme letos
mohli poprvé usporadat vybérové soustie-
déni Uspésnych fesiteld ustfedniho kola
a také zorganizovat v Cechéach pfipravné
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Cesko-polsko-slovenské soustfedéni vybra-
nych reprezentanti pied mezinarodnimi
olympiadami v informatice.

Ve ¢tvrtek dopoledne probéhla teore-
tickd Gast soutéze. Soutézici v ni Fesili t¥i
tlohy zaméfrené na navrh efektivniho algo-
ritmu. V této Casti soutéze se nepracuje na
pocitacich, soutézici odevzdavaji svoje fe-
Seni zpracovana v pisemné podobé. Jedna
z teoretickych uloh kazdoro¢né vyuziva
néjaky netradi¢ni vypocetni model, ktery
pripravi autofi aloh vzdy pro vSechna sou-
tézni kola pfislusného ro¢niku Matema-
tické olympiady. V 66. ro¢niku MO byl
timto modelem tzv. stromochod — prostfe-
dek pro reseni jisté skupiny uloh z teorie
grafu.

Zatimco ve ¢tvrtek odpoledne méli sou-
tézici volno s moznosti navstivit znamy
liberecky védecko-technicky park iQLAN-
DIA, organizitofi se vénovali pfipravé po-
¢itacl a opravovani odevzdanych feSeni te-
oretickych uloh. V podvecer pak jesté na-
sledovala navstéva pocitacovych uceben,
kde si vsichni mohli prakticky vyzkouset
praci na pocitacich se soutéznim a vyhod-
nocovacim prostfedim CMS, které se vy-
uziva v praktické ¢asti soutéze. Soutézici
k nému pfistupuji pomoci webového roz-
hrani, jehoz prostfednictvim mohou nejen
odevzdavat k vyhodnoceni sva vypraco-
vanad fFeSeni soutéznich uloh, ale mohou
také klast dotazy k tloham a dozvidaji
se, jak byla odevzdana feseni ohodnocena.
Jedné se o stejné prostiedi, jaké se pou-
ziva i na mezinarodnich olympiadach v in-
formatice.

Druhy soutézni den v patek probihal
u pocitach. Soutézici fesili tfi praktické
dlohy, v nichz je tfeba napsat a odladit
kompletni funkéni program. Odevzdana
feSeni se v prubéhu soutéze okamzité auto-
maticky vyhodnocuji pomoci pfedem pfi-
pravené sady testovacich dat. Pfi téchto
testech se uplatiiuji ¢asové limity na dobu
vypoctu, coz umoznuje rozlisit efektivitu
zvoleného postupu a tim i kvalitu odevzda-
ného feseni. Kazdy soutézici se ihned dozvi
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vysledky testl a ma moznost svij program
opravit a znovu odevzdat, pokud nedosahl
ocekévaného bodového zisku.

Pii pripravé soutéznich uloh MO ka-
tegorie P se pravidelné stfidaji ceska a
slovenska strana, v Cechéch a na Sloven-
sku probihd soutéz ve stejném terminu a
se stejnymi tlohami. Ulohy celého letos-
niho ro¢niku pripravili pracovnici a stu-
denti z Matematicko-fyzikalni fakulty Uni-
verzity Karlovy. Ti také na misté pfipravili
soutézni prostfedi na pocitacich, zajistili
opravovani odevzdanych feSeni a zpraco-
vani vysledk.

Za kazdou soutézni tlohu bylo mozné
dostat nejvySe 10 bodu, v celé soutézi
tedy az 60 bodu. Tohoto vysledku nikdo
nedosahl, nejlepsi fesitel ziskal 56 bodu.
Podle poétu ziskanych bodu se stanovuje
vysledné potadi, pficemz vzajemné umis-
téni fesitelu se stejnym bodovym souc-
tem je odvozeno na zakladé dalSich po-
mocnych pravidel. Uspésnymi Fesiteli le-
to$niho ustifedniho kola MO kategorie P se
stali soutézici na 1. az 13. misté v celkovém
poradi, tedy vSichni, ktefi ziskali alespon
30 bodi. Nejlepsich Sest z nich bylo vyhla-
Seno vitézi ustfedniho kola.

Vysledky tustfedniho kola 66. ro¢niku Ma-
tematické olympiady kategorie P:
Vitézové:

1. Filip Bialas, 8/8, G Opatov, Praha
4, 56 b., 2. Vdclav Volhejn, 8/8, GJK,
Praha 6, 55 b., 3. Jan Priessnitz, 8/8, G,
tf. Kpt. Jarose, Brno, 41 b., 4. Martin Ku-
recka, 7/8, G, tf. Kpt. Jarose, Brno, 37 b.,
5. Pavel Turek, 8/8, G, Olomouc-Hej¢in,
37b., 6. Richard Hladik, 8/8, G a OA, Ma-
rianské Lazné, 36 b.

Uspé&sni Fesitelé:

7. Ronald Luc, 8/8, G, t¥. Kpt. Jarose,
Brno, 34 b., 8. Josef Minatik, 6/8, G, tf.
Kpt. Jarose, Brno, 34 b., 9. Tomds Ko-
neény, 8/8, G J. V. Jirsika, Ceské Budgjo-
vice, 34 b., 10. Stanislav Lukes, 8/8, Gym-
nazium, Pisnicka, Praha 4, 33 b., 11. Ja-
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kub Suchdnek, 7/8, G Opatov, Praha 4,
33 b., 12. Pavel Hudec, 3/4, G J. Gutha-
Jarkovského, Praha 1, 32 b., 13. Radek
Olsdk, 6/8, Mensa gymnazium, Praha 6,
30 b.

Na zakladé dosazenych vysledka ob-
drzelo dvanact vybranych fesiteld po-
zvani na kratké vybérové soustfedéni,
které se uskutecCnilo ve dnech 7.-9. 4.
2017 na Matematicko-fyzikalni fakulté UK
v Praze. Byli to vSichni soutézici, ktefi se
umistili na prvnich ¢trnéacti mistech, s vy-
jimkou dvou z nich, ktefi prekracuji ve-
kovy limit potfebny k ucasti na mezina-
rodni olympiddé v informatice. Na vybé-
rovém soustfedéni probéhla dalsi tii prak-
tickd soutézni kola, program soustfedéni
byl navic doplnén prednaskami s rozborem
vSech feSenych uloh.

V zévéru vybérového soustfedéni byla
jmenovana dvé ¢tyfélennd reprezentacni
druzstva pro obé mezinarodni olympiady
v informatice. Na celosvétovou Mezina-
rodni olympiddu v informatice I0I vysi-
lame vzdy nasSe nejuspésnéjsi resitele. Jeji
29. ro¢nik se bude konat na pfelomu cer-
vence a srpna 2017 v Teheranu. Na IOI
pojedou soutézit Filip Bialas, Richard Hla-
dik, Jan Priessnitz a Jakub Suchanek.

Na stfedoevropské olympiddé v infor-
matice CEOI néas pravidelné reprezentuji
mladsi uspésni fesitelé ustfedniho kola
MO-P, ktefi v prislusném roce jesté nebu-
dou maturovat. Letos prob&hne 24. roénik
CEOI v prvni poloviné ¢ervence v Lublani.
Na CEOI nas budou reprezentovat Mar-
tin Kurecka, Josef Minafik, Pavel Hudec a
Danil Kozevnikov.

Na http://mo.mff.cuni.cz/ najdete
podrobnéjsi informace o priubéhu celého
66. rocniku Matematické olympiady ka-
tegorie P, kompletni vysledkovou listinu,
texty soutéznich tloh i jejich vzorova fe-
Seni. Na stejném misté se muzete seznamit
i se starsimi ro¢niky této soutéze a vzdy
také se vSemi aktudlnimi informacemi.

Pavel Topfer
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6. cesko—polsko—slovenska MO
juniort

V letosnim roce se se uskutecnil v bes-
kydském prihrani¢nim rekreacnim stre-
disku Szczyrk jiz 6. roénik Cesko—polsko—
slovenské matematické olympiddy junioru
CPS JMO). Soutéze, kterd se letos konala
od 14. do 17. kvétna, se tradi¢né ucastni
Sesti¢lennéd reprezenta¢ni druzstva Ceské
republiky, Polska a Slovenska sestavena z
zaki mladsich 16 let (vékové to odpovida
nasi kategorii C v MO). Vlastni soutéz
méla tradicné dvé ¢asti — soutéz jednot-
livet a nasledujici den pak soutéz druz-
stev. Podrobnéji se o struktufe soutéze
muzete docist napf¥. v prispévku vénova-
nému 5. ro¢niku CPS JMO, ktery byl pu-
blikovan v uplynulém ro¢niku naseho ca-
sopisu — v &isle 4 (str. 246-255).

Definitivni slozeni Sesti¢lenného ces-
kého tymu bylo stanoveno na vybérovém
soustfedéni, které se uskutecnilo zhruba
tyden pred soutézi v Karlové pod Pra-
dédem. Zucastnilo se ho 11 pozvanych
zaku z celé republiky, a to na zakladé je-
jich vysledku v krajském kole kategorie C
a po konzultaci s predsedy piislusnych
krajskych komisi MO. Ceské reprezentaéni
druzstvo pro soutéz tvorili tito zaci a za-
kyné: Vojtéch David z WG v Ostrave-
Porubé, Viktor Fukala z GJK v Praze 6,
Karel Chwistek ze ZS Otickd v Opavé,
Adam Krivka z BG v Brné, Jakub Petr
z G GJK v Praze 6 a Michaela Svatosova
z GMK v Bilovci. Vedoucimi ¢eského tymu
byli doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.,
z PfF MU v Brné a RNDr. Jaroslav Svr-
¢ek, CSc., z PfF UP v Olomouci, ktefi byli
soucasné také ¢leny mezinarodni jury.

V predeslych ro¢nicich soutéze jedno-
zna¢né dominovali pol§ti soutézici. Pro-
jevila jejich vétsi zkuSenost z celostat-
niho kola Olimpiady matematyczne juni-
oréw (OMJ) Pro drtivou nasich (i sloven-
skych) zaku se jednalo o jejich prvni cenné
zkuSenosti v mezinarodni konkurenci. Je
vSak potésitelné, Ze nasSe druZstvo proka-
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zalo velmi dobrou kvalitu. Na velmi pék-
ném 4. misté skoncil Viktor Fukala a na
déleném 9. misté pak skoncila Michaela
Svatosovda. Karel Chwistek byl navic ¢le-
nem vitézného tymu v soutézi druzstev.
Veskeré informace o soutézi, véetné re-
Seni vSech soutéznich uloh z prvnich Sesti
ro¢niktu CPS JMO mizZete najit mj. na ofi-
cidlnich stranich polské Olimpiady Mate-
matyczne (http://www.om.edu.pl). O na-
ro¢nosti soutéznich tuloh se muzZete pre-
svédCit v dalsi ¢asti. Dluzno podotknout,
Ze na pripravé tloh pro obé soutéze (jed-
notlivet i druzstev) se vzdy rovnomérné
podileji vSsechny tfi zGcCastnéné zemé. Za
Ceskou republiku se v letognim roénik sou-
téze na ulohach autorsky podileli Jaromar
Simsa, Jaroslav Svréek a Libuse Hozovd.

Zavérem uvadime na ukazku texty
vSech letosnich soutéznich uloh pro indi-
viduélni soutéz.

Soutéz jednotliven (15. 5. 2017)
1. Najdéte nejvétsi celé ¢islo n > 3, pro

které existuje n-mistné cislo

a1a2a3 -..an

s nenulovymi c¢islicemi a1, az a an,

které je délitelné cislem

203 ... an.
2. Je déan trojuhelnik ABC, v némz
|AB| + |AC| =3 -|BC|.

Uvazujme takové body D a E, ze

BCDA a CBEA jsou rovnobézniky.

Oznac¢me F' a G po fadé body na stra-
nach AC a AB, pro néz plati

|AF| = |AG| = |BC|.
Dokazte, ze pfimky DF a EG se pro-
tinaji na tseéce BC.
3. Dokazte, ze pro libovolna realna cisla
z, y plati nerovnost

(@ + 1)y +1) > 2(ay — 1) (z +y).

Pro ktera cela ¢isla z, y nastane v této
nerovnosti rovnost?
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4. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC
s pravym uhlem pf#i vrcholu C' a ob-
vodem 2. Necht S znaéi stfed kruznice
vné pripsané strané AB daného troju-
helniku a H znaci prusecik vysek troj-
thelniku ABS. Uréete, jakou nejmensi
délku muze mit tsecka HS.

5. Do kazdého pole tabulky

(mn+1) x (mn+1)

je vepsano realné cislo z uzavieného
intervalu (0,1) tak, Ze soucet vSech
¢isel vepsanych do poli kazdé podta-
bulky n X n je roven n. Urcete, jaky
je nejvétsi mozny soucet vSech Cisel
v dané tabulce. Svou odpovéd zdavod-
néte.

Jaroslav Svrcéek

LITERATURA

Didaktické krédo Frantiska Kufiny

V roce 2016 vysla v hradeckém nakla-
datelstvi Gaudeamus kniha uditele a di-
daktika matematiky Frantiska Kufiny Ma-
tematika jako pedagogicky problém. Publi-
kace ma vymluvny podtitul Mé didaktické
krédo. Autor se v ni ohlizi nejen za svou
profesni drdhou, ale pfipomina i fadu na-
Sich a zahrani¢nich autort, ktefi rtznym
zpusobem ovlivnili didaktiku matematiky.

Jméno profesora Frantiska Kufiny je
ucitelim matematiky dobfe znamo — nejen
z fady jeho ucebnic matematiky (MU AV
CR a Prometheus), ale i z mnoha jeho
odbornych publikaci (monografii, ¢lanku
v casopisech a sbornicich), vystoupeni a
prednasek. Pripomenme na ukazku ale-
spon nové rozsifené vydani dnes jiz kul-
tovni knihy Dité, $kola a matematika
(2015), napsané spole¢né s prof. M. Hej-
nym, Podivuhodny svét elementdrni ma-
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tematiky (2006), na které se spolupodilel
prof. Z. Pulpan, Matematika a porozumeéni
svétu (2009), kde stal v Cele autorského
kolektivu, podobné jako i v pfipadé publi-
kace Matematickda gramotnost a vyucovant
matematice (2011). V poslednich letech
navazal na své samostatné prace z pred-
chozich let knihami Matematika a Tesent
dloh (2011), Elementdrni matematika a
kultura (2012) a pravé touto nejnovéjsi pu-
blikaci Matematika jako pedagogicky pro-
blém.

MATEMATIKA
JAKO
PEDAGOGICKY |
PROBLEM

GAUDEAMUS
2016

Frantisek Kufina ve své posledni knize
vyjadfuje osobni pohled na skolni mate-
matiku a jeji vyucCovani a objasnuje své
predstavy o tom, jak by mélo dobré vy-
ucovani matematice v praxi Skoly vypa-
dat. Hned v tvodu se zamys$li nad otéz-
kou, ktera ucitele matematiky tizi po fadu
desetileti ,,Jak je mozné, Ze znac¢na Cast
spoleCnosti ma k matematice zaporny po-
meér?“

V kapitole nazvané Md léta ucednickd,
se zminuje o nékolika osobach, dilech a
institucich, které mély na jeho matema-
ticky vyvoj vliv. PiSe napiiklad: ... Byl
bych rdd, aby kniha byla podnétem pro
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vds, pripadné ctendre, abyste se zamysleli
nad vlastni cestou k matematice, nad va-
$imi matematickymi a pedagogickymi se-
tkdnimi, nad moznymi zpusoby, jak zlep-
Sovat matematické vzdéldvani v nasi re-
publice. Autor uvadi, ze jeho ucednicka
léta trvaji od jeho narozeni az k soucas-
nosti. Jako dulezité osoby, které jeho vy-
voj ovlivnily, uvadi své ucitele Bohumila
Bydzovského a Eduarda Cecha (snad nej-
vyznamnéjsiho ceského matematika dva-
catého stoleti), zminuje ale i ,mnozinové
omyly* didaktiky — tzv. ,modernizaci vy-
ucovani matematice“. Vénuje se i dalsim
didaktickym problémim a snaham o jejich
feSeni. Kniha pfinasi i zajimavy historicky
pohled na didaktiku matematiky, ktery u
nas doposud chybél a nemé patrné obdoby.
Sam autor v tvodu své knihy vzpomina,
jak toto bilancovani zapocalo: Pred vice
nez deseti lety, dne 16. 3. 2005, jsem mél
na prazském didaktickém semindri pred-
nasku o A. Z. Krygowské. V diskusi po
této predndsce vystoupil Milan Hejny s vy-
zvou, aby ,pamétnici® zhodnotili éru kla-
stki ceské didaktiky (Hrusa, Vysin, ...),
a Nada Vondrovd se pak obrdtila na mne
s otdzkou, zda hodlam reflektovat vyvoj
svyjch didaktickyjch mdzori, nebot v pred-
ndsce jsem upozornil, Ze Komenskému do-
prano nebylo, aby se za svym dilem kri-
ticky ohlédl.

Kapitola Mé didaktické krédo prinasi
uceleny pohled na myslenky a zavéry, které
si Frantisek Kufina za léta své ucitel-
ské praxe utvoril o didaktice matematiky.
Uvadi dimenze poznavani svéta, které jsou
pro pochopeni fungovani uceni a pro dobré
vyucovani nezbytné. Porovnava rtizné zpu-
soby vyucovani a vyucovaci pristupy mezi
plly ppp (pouhé predavani poznatkil) a
PPP (pfirozeny poznavaci proces). Po-
drobné se vénuje kultivaci mysleni zaka i
ulitele. Zduraznuje dulezitou roli vizuali-
zace. Zamysli se i nad naléhavou otazkou
tvorby kurikula.
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Kniha prozrazuje ctyfi autorovy za-
jmy — geometrii, didaktiku matematiky,
fotografovani, studium literatury odborné
a Cetbu literatury krasné. Citace z litera-
tury i publicistickych ¢lanka, které autora
ovlivnily a zajimavé ilustruji predchozi ka-
pitoly jeho knihy, se navzajem prolinaji ve
¢tvrté kapitole, nazvané Md setkdni, s jeho
fotografiemi dokumentujicimi minuléd se-
tkani s vyznamnymi osobnostmi nasi di-
daktiky, ale i jeho vidéni geometrie v pri-
rodé, technice, architektufe i kultufre.

V zéavéru knihy uvadi své didaktické
krédo, krédo ucitele matematiky druhé po-
loviny dvacatého stoleti:

Podle mého presvédcéent by mélo vy-
ucovdni matematice usilovat o dosaZent
téchto cilu:

a) Dovést vsechny Zdky ma tdrovern mate-
matick€ gramotnosti potrebné pro zivot

a dalsi studium.

b) Rozvinout matematickou kulturu nada-
nych Zaku k prunim krokum tvorivosti.

c) Péstovat dilezité psychické funkce,
zejmeéna vnimadni, soustredéni, mys-
lent, citéni.

d) Kultivovat dilezité spolecenské funkce,
zejmeéna odpovédnost, pracovitost, vy-
trvalost, kriticnost.

Kniha je zakoncena naléhavou vyzvou:
Podari se ndm, aby kazdy Zdk skoly ori-
entované na prirozeny pozndvaci proces
vyzrdl v prostredi realistického konstrukti-
vismu za pomocst rodiny a spolupusobenim
spolec¢nosti v dobrého obcana, vzdélaného
laika nebo dokonce znalce ¢&i experta? Po-
kusme se o to.

Kniha Matematika jako pedagogicky
problém byla pokiténa na seminafi
Matematika a spole¢nost, porddaném
28. Cervna 2017 na Prirodovédecké fakulté
Univerzity Hradec Kralové k zivotnimu
jubileu pana profesora. Seminéf byl spo-
jen s vernisazi vystavy fotografii Frantiska
Kufiny.

Jana Cachovd
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Priloha Casopisu
MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA
Ro¢nik 26 (2017), Cislo 4

Ulohy 1. kola (domaéci ¢4st)
67. rocniku MO (kategorie P)

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tikolem v nich je vytvofit
a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto
dvou uloh odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani
piistupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete
dalsi informace. Odevzdand feseni budou automaticky vyhodnocena po-
moci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se dozvite kratce
po odevzdani. Pokud vas program neziska plny pocet 10 bodt, mutizete své
TeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické a skladaji se z nékolika ¢asti. Hod-
noceni jednotlivych ¢asti je uvedeno pfimo v zadani dlohy, celkem lze za
kazdou tlohu ziskat az 10 bodt. Reseni tilohy P-I-3 bude obsahovat po-
zadované vysledky, pfipadné popis pouzitych algoritmi, zdtivodnéni jejich
spravnosti a odhad éasové a pamétové slozitosti. Reseni tilohy P-I-4 bude
popisovat, jak se sestroji pozadované funkce pomoci prostfedki uvedenych
ve studijnim textu. Reseni obou teoretickych tloh odevzdévejte ve formé
souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tloh muzete odevzdavat do 15. listopadu 2017. Opravena
feSeni a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych
strankach olympiddy na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dis-
pozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Trojice

Martin si vyrobil n karticek a na kazdou napsal jedno prirozené ¢islo.
Potom se postupné podival na vSechny mozné (neuspotrddané) trojice kar-
ticek. Pro kazdou trojici spocital soucet jejich ¢isel a vysledek si zapsal na

papir.
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Soutézni tloha

Je dano pfirozené ¢islo n a seznam cisel na kartickach. Déale je dano
rozumné malé pfirozené ¢islo k. Uréete k-té nejmensi cislo zapsané na
Martinové papiru — tedy k-ty nejmensi soucet mezi vSemi soucty trojic
¢isel na kartickach.

Pokud vznikne néjaky soucet vice rtznymi zpusoby, pocitame kazdy
jeho vyskyt zvlast (viz prvni pfiklad).

Format vstupu a vystupu

Program ¢te data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku vstupu
jsou dvé prirozena c¢isla n a k. Na druhém fadku vstupu je n navzijem
riznych pfirozenych ¢isel ay, .. ., a,. Cisla jsou uspofddana od nejmensiho
k nejvétsimu.

Program vypise na standardni vystup jediny fadek obsahujici jedno
Cislo: k-ty nejmensi mezi vSemi soucty trojic.

Hodnoceni

Vas program bude testovan na deseti sadach testovacich vstupt, za kaz-
dou muzete ziskat 1 bod.

Ve vsech sadach plati 3 < n < 100000, 1 < &£ < 1000000, & < (g) a
1<a; <ag < - < ap, < 10'. Pozor, na ulozeni hodnot a; pouzijte
proménné s dostatecnym rozsahem!

V prvnich tfech sadach plati n < 500. V dalSich trech sadach plati
n < 7000.

Priklady

Vstup: Vystup:
5 4 8
12345

Toto je vsech 10 moznych soucti: 6, 7, 8, 8, 9, 9, 10, 10, 11, 12. Prok = 3 i
pro k = 4 je tedy spravnym vystupem ¢islo 8. Pro k = 9 by bylo spravnym
vystupem ¢islo 11.

Vstup: Vystup:

5 4 1110

1 10 100 1000 10000

Tentokrat jsou vSechny soucty trojic navzajem rizné.

P-I-2 Telenovela

V televizi vysilaji novou telenovelu. Jakub by ji chtél sledovat, ale ma
hodné prace. Jesté ze vSechny dily ve vysilani tak Casto opakuji. A tak
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Jakub sedi, v jedné ruce méa svtj diaf, v druhé televizni program, a vymysli,
na které dily se méa vlastné divat.
Pri sledovani telenovely plati nasledujici zasady:

e Uplné na zacatku je tieba vidét prvni dil, v némz se seznamime s hlav-
nimi postavami.

® Neni nutné vidét vSechny dily. VSechno dilezité se opakuje, takze
mizeme libovolné mnozstvi dili vynechat.

e Je ale dulezité sledovat dily ve spravném potadi. Jakmile shlédnete
néjaky dil telenovely mimo poradi (tedy nejprve pozdéjsi a potom
teprve diivéjsi dil), uz nikdy se nezorientujete v tom, co se vlastné
kdy stalo.

e Z4dny dil nechceme sledovat dvakrat.

e Uplné na konci je tieba vidét posledni dil, ve kterém piijde happyend.

Soutézni tloha

Je dana posloupnost as,...,a, Cisel téch dilt telenovely, na jejichz vy-
silani by se Jakub mohl divat. Néktera cisla se mohou v posloupnosti
opakovat (kdyz ma Jakub ¢as sledovat vice vysilani téze epizody), néktera
mohou v posloupnosti chybét (kdyz Jakub nemé ¢as sledovat ani jedno
vysilani piislusné epizody). Zjistéte, zda muze Jakub shlédnout teleno-
velu tak, aby dodrzel vyse uvedené zasady. Pokud ano, urcete také, kolik
nejvyse dild mize vidét.

Format vstupu a vystupu

Program ¢te data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku vstupu jsou
dvé celd ¢éisla n (pocet dili, které Jakub mtize sledovat) a e (pocet vSech
epizod telenovely). Epizody jsou oc¢islovany od 1 do e. Na druhém fadku
je posloupnost n celych ¢isel aq, ..., an: €isla epizod v chronologickém
poradi, jak po sobé nasleduji ve vysilani.

Program vypisSe na standardni vystup jediny fadek a na ném jedno ¢islo:
maximalni pocet dild, které muze Jakub vidét pii spravném sledovani tele-
novely. Jestlize telenovelu nemize sledovat spravnym zptusobem, program
vypise ¢islo —1.

Hodnoceni

Vas program bude testovan s deseti sadami testovacich vstupi, za kaz-
dou muzete ziskat 1 bod.

Ve vSech sadéach plati 1 <n < 100000, 2 <e < 109 a pro kazdé i plati
1 S a; S €.
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Rzné sady maji rtizné velkou (postupné rostouci) maximéalni hodnotu n.
Specidlné v druhé sadé je n = 10, ve tieti sadé je n = 14, v paté sadé je
n = 100, v sedmé sadé je n = 7000.

V sadéach s lichym cislem plati, ze v kazdém testovacim vstupu jsou
vSechna a; navzajem rtzna.

Priklady
Vstup: Vystup:
5 50 2

33 1 50 20 47

Jakub se podiva na prvni a poté na posledni epizodu.
Vstup: Vystup:

8 50 3
133335014

Jakub se podiva na epizodu 1, na jedno ze ctyi vysilani epizody 3 a nakonec
na epizodu 50.

Vstup: Vystup:
6 50 -1
47 4 6 3 5 1

Kdyz se Jakub podiva na prvni epizodu, uz nestihne zadnou dalsi. Navic
nikdy neuvidi posledni epizodu (s ¢islem 50).

Vstup: Vystup:
6 6 5
124356

Z epizod 3 a 4 si Jakub vybere jednu, ostatni uvidi vSechny.

P-I-3 Pievraceni prefixu

Ve vSech ¢astech této ilohy mame na zacatku pole A[l..n], v némz je
ulozena néjakd permutace ¢isel od 1 do n. Jinymi slovy, kazdé z ¢isel od 1
do n se v poli A nachézi pravé jednou.

Obsah pole A muiZeme ménit pouze pomoci operace flip(k). Hodnota k
pfitom musi byt z rozmezi od 1 do n (v&etné). Provedenim této operace
prevratime poradi prvnich £ prvka v poli A.

Napf. z pole A = (1,2,3,5,4) dostaneme operaci flip(3) pole (3,2,1,5,4).

Cast A (2 body) Naleznéte algoritmus s polynomialni asovou slozitosti,
ktery libovolné vstupni pole A usporada.
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Cast B (2 body) David se rozhodl, ze bude stile opakovat operaci
flip(A[1]). V kazdém kroku se tedy podivd na prvni prvek pole A a na-
sledné prevrati poradi tolika prvki, jakou hodnotu mél prvni prvek pole.
Kdyz tedy napiiklad na zacatku pole bude ¢islo 4, provede flip(4).

Davidovi se zd4, ze af za¢ne s jakymkoliv polem, vZdy se ¢asem stane,
7e se na zacCatek pole dostane ¢islo 1. Tim samoziejmé vsechna zabava
konéi, protoze od tohoto okamziku uz bude David opakovat jenom operaci
flip(1), ktera obsah pole nijak neméni.

Ovéite tuto hypotézu pro n = 10. Zjistéte, pro kterou z 10! poc¢atec¢nich
permutaci provede David nejvice kroki, nez se na zacatek pole dostane
jednicka.

Cést C (3 body) Pro n = 47 uréete néjakou permutaci, pro kterou David
provede velké mnozstvi kroki, nez poprvé nastane A[1] = 1.

Za permutaci, pro kterou vykond aspon 500 krokt, dostanete 1 bod.

Za permutaci, pro kterou vykona aspon 650 krokt, dostanete 2 body.

Za permutaci, pro kterou vykona aspon 750 krokt, dostanete 3 body.

Cast D (3 body) Plati skuteéns, Ze se pro kazdou hodnotu n a pro
kazdou permutaci ¢isel v poli A dostane ¢asem na zacatek pole A ¢islo 17
Dokazte toto tvrzeni, nebo naleznéte protiptiklad.

P-I-4 Stavebnice funkci

K této tiloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach.
Doporucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom se vratit
k samotnym soutéznim tuloham.

Jednotlivé ¢asti ulohy lze fesit v libovolném poradi. Pozadovanou funkci
miuzete sestrojit ,,ve vice krocich® — tedy nejprve si vytvorit néjaké jedno-
dussi pomocné funkce.

Cast A (2 body)

Sestrojte funkci zzz3: funkci se tiemi vstupy, ktera vzdy vrati na vystupu

nulu. Formalné fe¢eno, musi platit

Ya,b,c: 222°(a,b,c) = 0.

Cast B (2 body)
Mate k dispozici n&jakou funkci ¢?*, ale nevite nic o tom, co poéita.
Sestrojte funkci ¢ definovanou nasledovné:

Ya,b,c: 1>*(a,b,c) = p*(b,a,c,a)
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Cast C (2 body)
Sestrojte nasobeni: binarni funkci mul takovou, Ze pro vSechna ¢isla a,
b plati mul(a,b) =a-b.

Cast D (2 body)
Sestrojte predchiidce: undrni funkci p takovou, ze p(0) = 0 (nebot z4-
pornd ¢isla nemame) a Vn: p(n + 1) = n.

Cast E (2 body)

Sestrojte odcitani, resp. funkci, ktera se co nejvice podoba odc¢itani.
Pfesné feCeno, sestrojte bindrni funkci sub takovou, Ze pro x > y je
sub(z,y) =x —y a pro x <y je sub(x,y) = 0.

Studijni text

Tomas dostal k narozeninam zvlastni darek: stavebnici funkci. Kdyz
balicek rozbalil, nasel v ném hned nékolik raznych véci. Nejprve uvidél
tfi sacky s hotovymi funkcemi. Kazda funkce je mala krabicka, kterda ma
nékolik vstupid a pravé jeden vystup.

e V prvnim sicku byla jedind funkce. Jmenovala se z (z anglického
szero®, tedy nula), neméla zadné vstupy a na vystupu vracela stéle
¢islo 0.

e Také ve druhém sdcku byla jen jedna funkce. Tato se nazyvala s (z ang-
lického ,,successor, tedy néslednik). Méla jeden vstup a jeden vystup.
Kdyz na vstupu dostala ¢islo n, vratila nam na vystupu ¢islo n + 1.

® Tieti sacek byl o néco plnéjsi — bylo v ném nekone¢né mnoho funkci.
Pro kazdé k a n (takové, ze 1 < k < n) tam byla funkce v}’ (,vyber
k-ty z n vstupi®), kterd méla n vstupt a na vystup vzdy vratila tu
hodnotu, kterou dostala na svém k-tém vstupu.

Na obréazku jsou zndzornény funkce z, s a vj3.

0 n n+1
—fv}
—

— e —
—

Zbytek balicku obsahoval dva pfistroje, které zjevné slouzi k vyrobé no-
vych funkci. Na jednom z nich byl napis Kompozitor, na druhém Cyklovac.
Kazdy z pristroju funguje tak, Ze dovnitf vloZime ve spravném poradi né-
jaké funkce, zatocime klikou a vypadne ndm novéa funkce. Ta je vhodné
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poskladana z funkci, které jsme do pristroje vlozili. Nez si podrobnéji po-
piseme fungovani Kompozitoru a Cyklovace, potfebujeme si o nasich funk-
cich néco Fici formalnéji.

V této tloze povazujeme nulu za pfirozené ¢islo. Ptirozend ¢isla pro nés
tedy tvofi mnozinu N = {0,1,2,3,...}.

Vsechny funkce, s nimiz budeme pracovat, budou definovany na celém
oboru pfirozenych ¢isel. Na vstupu budeme tedy funkci zadavat pfirozena
¢isla a pro kazdy mozny vstup nam funkce vrati na vystupu jedno pfirozené
¢islo.

Pocet vstupt funkce se nazyvé arita. Napfiklad funkce s jednim vstu-
pem se nazyvéa undrni, funkce se dvéma vstupy bindrni atd. Funkce vJ
mé aritu 7. Funkce z ma aritu 0. Aritu funkce budeme nékdy explicitné
zapisovat jako horni index. Mohli bychom tedy napftiklad fici, Ze v prv-
nim sa¢ku byla funkce 2° a ve druhém funkce s'. U vybiracich funkef v}
musime aritu uvadét vzdy, jelikoz tieba v] a v] jsou dvé rtizné funkce.

Jakmile néjakou funkci vytvoiime, mame navzdy k dispozici libovolné
mnozstvi jejich kopii. Specialné plati, ze kdyz funkci pouzijeme pfi vyrobé

vvvvv

Kompozitor

Kompozitor umi funkce sklddat (v béZzném matematickém smyslu to-
hoto slova). Musime ovSem dévat pozor na spravné arity funkci. Pouziti
Kompozitoru se sklada z nasledujicich krokii:

1. Zvolime si aritu a > 0 funkce, kterou chceme vytvorit.

2. Zvolime si funkci g (tedy funkci g s néjakou aritou b, t¥eba i jinou
nez a), kterou pouzijeme ve druhé fazi vypocétu. Hodnota b musi byt
kladnda — jinymi slovy, funkce g musi mit aspor jeden vstup.

3. Zvolime si b funkci f{,..., f7, které pouzijeme v prvni fazi vypoctu.

4. Zato¢ime klikou na Kompozitoru a vypadne nam z néj nova funkce h
definovana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x_1, X_a ):

tmp_1 = f_1 ( x_1, ..., x_a )
tmp_2 = £ 2 ( x_1, ..., x_a )
tmp_b = f_b ( x_1, ..., x_a )

return g ( tmp_1, ..., tmp_b )

Jak vidite, funkce h vezme a vstupt, které dostala. Pomoci funkei f;
aZ fp z nich vypoc¢ita b pomocnych hodnot. Nakonec pomoci funkce g
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spocCita z pomocnych hodnot vystup celé funkce h.

h = Kl[f1, f2, 9]
fi

N.
f2 fﬁ

N

Na obrazku je graficky znézornéna funkce vyrobend Kompozitorem pro
a=3ab=2.

Cyklovac¢

Cyklova¢ umi provadét for-cykly. Také pfi jeho pouziti musime dbat na
spravné arity funkci a potfadi jejich parametri. Spravné pouziti Cyklovace
vypadéa takto:

1.

P-8

Zvolime si aritu a > 1 funkce, kterou chceme vytvorit. Prvnim para-
metrem této funkce (ozna¢ime ho x) bude specidlni proménné, kterd
urcuje, kolikrat se mé for-cyklus provést. Ostatni parametry (ozna-
¢ime je y1,...,Ya—1) budou zistavat beze zmény.

. Zvolime si funkci f271, jejimz provedenim bude vypocet zacéinat.
. Zvolime si funkci g®T?!, kterd pocitd, co se stane p¥i jedné iteraci

cyklu. Funkce g ma a+ 1 vstupt: vSechny proménné, které bude mit i
vysledna funkce, a navic jesté hodnotu, ktera byla vystupem ptredchozi
iterace cyklu.

. Zato¢ime klikou na Cyklovaéi a vypadne ndm z néj nova funkce h

definovana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x, y_1, ..., y_{a-1} ):
tmp = f (y_1, ..., y_{a-1} )
for i = 0 to x-1:
tmp = g (i, y_1, ..., y_{a-1}, tmp )

return tmp
Vypocet tedy zacne tim, Ze funkci f spocitdame (z ostatnich parame-
trl) vystup pro = 0. Z ného potom funkci g vypocitdme vystup
pro x = 1, z néj opét funkci g vystup pro x = 2 a tak dale az po
pozadovanou hodnotu prvniho parametru.
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Znaéeni

Rovnost dvou funkci budeme zapisovat symbolem =. Zapis f = g tedy
znamena, ze funkce f a g maji stejnou aritu a na kazdém vstupu déavaji
stejny vystup.

Funkci, kterda vznikne Kompozitorem z funkci fi,...,f; a g, budeme
oznacovat K[f1,..., [, 9]

Funkci, ktera vznikne Cyklovacem z funkei f a g, budeme znaéit C[f, g].

Priklad 1

Pojdme se nyni spoleéné podivat na to, jak si Tom4s zacal vytvaiet nové
funkce. Péknou jednoduchou funkcei je naptiklad identita: unarni funkce ¢
takova, ze pro kazdé n je i(n) = n. Vite, jak ji vyrobit?

To byla trikova otazka. Identitu vytvaret nepotfebujeme, dostali jsme ji
ve tfetim sacku. Identitou je totiz funkce vi. MtZzeme proto psit i = v}.
Priklad 2

Vyrobime si funkci j°: konstantni funkci, kterd neméa zadny vstup a na
vystupu vraci hodnotu 1.

Tuto funkci vytvorime Kompozitorem. V prvnim kroku pouzijeme funkci
z, kterd nemé zadny vstup a na vystupu vrati 0. Tuto 0 potom ,,posleme
dale“ do funkce s, ktera ji zvysi na 1.

Dostavame tedy j° = K|z, s].

Priklad 3

Unérni funkci plus3, ktera svij jediny vstup zvysi o 3, ziskdme napii-
klad jako K[K]s, s, s]. Nejprve si tedy vytvofime funkci Ks, s], kterd sviyj
vstup zvysi o 2, a tuto funkci potom opét vlozime do Kompozitoru s dalsi
funkci s.

Priklad 4
Nyni si ukazeme, jak si Tomas mtize vyrobit s¢itani — tedy binarni funkci
add takovou, ze
Ve,y: add(z,y) = x + .

Zakladnim pozorovanim je, ze s¢itani je vlastné opakované pouziti funkce
»+1¢, tedy naslednika. Vypocet = 4+ y si mizeme zformulovat takto: ,za-
¢ni s hodnotou y a potom na ni x-krat pouzij funkci s“. Vypada to jako
cyklus, takze na vyrobu s¢itani budeme chtit pouzit Cyklovag.

Podivejme se na pseudokdd funkce, kterou vytvoril Cyklovaé (s tim, Ze
si ho uz upravime konkrétné na funkci se dvéma vstupy).
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def add(x,y):
tmp = £(y)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Jaké funkce f a g potiebujeme vlozit do Cyklovace, kdyz chceme dostat
funkci pro séitani?

Funkce f méa jednoduse vratit hodnotu y, kterou dostala na vstupu —
takze f bude identita.

Funkce g mé v kazdé iteraci cyklu vzit starou hodnotu (uloZenou v pro-
ménné tmp) a zvysit ji pouzitim funkce s. Potfebujeme tedy funkci se tfemi
vstupy, kterd prvni dvé vstupni hodnoty ignoruje, na tfeti pouzije funkci
s a vrati vysledek této operace. Takovou funkci sice jesté nemame, ale
umime si ji snadno vytvoiit Kompozitorem: je to funkce K[v3, s].

Dohromady tedy dostavame

add = C [v1, K[v},5]] .

Priklad 5

Dalsi jednoduchou funkci je unarni konstantni nula, tedy funkce zz!,
kterd m4 jeden vstup a na vystupu vzdy vraci nulu. (Zapséno formdlné:
Vn: zzl(n) = 0.)

Nez si ukazeme, jak zz! vyrobit, poznamenejme, ze 22! a 20 (coz je
funkce z, kterou jsme dostali v prvnim sacku) jsou dvé rizné funkee.

Zdalo by se, Ze funkci zz' ptjde néjak vyrobit z funkce 2° pomoci Kom-
pozitoru. Jenze jak? Kdybychom pouzili funkci z° v prvnim kroku, tak
bez ohledu na to, jakou funkci pouzijeme ve druhém kroku, urcité ziskame
funkci s aritou 0. V druhém kroku funkei z° pouzit nesmime, nebot funkce
pouzitd v druhém kroku musi mit kladnou aritu.

Ptes Kompozitor tedy cesta nevede. Ukazeme si ale, Ze funkci zz! doka-
zeme vytvorit pomoci Cyklovace. Nejprve se opét podivame, jak to vypada,
kdyz chceme pomoci Cyklovace vyrobit unarni funkci. My dodame funkce
f° a ¢g? a Cyklovac¢ nam z nich sestavi funkci h' definovanou nasledovné:

def h(x):
tmp = £(0)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,tmp)
return tmp
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Jak zvolime funkce f a g, aby funkce h pro kazdy vstup vracela nulu?
Zjevné musime zvolit f = 2°, aby bylo h(0) = 0. Za funkci g miizeme
jednoduse vzit g = v3. Tim se z pifkazu tmp = g(i,tmp) stane piikaz
tmp = tmp, a proto v proménné tmp zlstane stale nula bez ohledu na
hodnotu z.

Touto pomérné umélou konstrukei jsme si tedy ukézali, Ze funkei zz!
miizeme sestrojit jako C[z,v3).
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