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MATEMATIKA

Polibky kruznic: Philip Beecroft

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Anglicky matematik Phillip Beecroft (1818-1862) zil v dobé& vzniku a
rozvoje projektivni geometrie. Poncelettiv princip duality a metody s nim
spojené jej pravdépodobné inspirovaly k nize uvedenym objevim. Sezna-
mime se s obsahem jeho ¢lanku o vzajemnych dotycich kruznic [1], pub-
likovaném roku 1842 v roc¢ence The Lady’s and Gentleman’s Diary (déle
jen Diary). Stejné jako on se nebudeme zabyvat situacemi, v nichz maji
aspon t¥i kruznice tentyz bod dotyku.

Beecrofrt nejprve uvedl, Ze jsou jen dvé mozné konfigurace pro kruznice
k1(O1;71), k2(O2;72) a k3(Os;73), které se navzajem dotykaji v bodech
To3, Ti3 a T12. Body dotyku pfitom jednoznaéné uréuji dudini (doplriko-
vou) kruznici c4(Cy; ps) opsanou trojihelniku To3T15T 2.

V prond konfiguraci (obr. 1 vlevo) je dotyk vSech t¥i kruznic vnéjsi a
kruznice ¢4 je trojuhelniku 010503 vepsana. Druhd konfigurace se vyzna-
Cuje jednim vnéjsim a dvéma vnitinimi dotyky a kruznice ¢4 je trojuhelniku
010203 pfipséna.

Polohu kruznice ¢4 Beecroft zdtivodnil vlastnostmi teéen z bodu ke kruz-
nici. Plyne téz z faktu, Ze spolecné teény to3, t13 a t12 kruznic v jejich
bodech dotyku Tb3, 113, a T2 jsou chordaly pfislusnych dvojic kruznic
(obr. 2, resp. obr. 3). Maji proto spoleény prusecik Cy, potenéni stied
kruznic ki, ko a ks stejné vzdaleny od bodt Tss3, Tis, Ti2, a tedy i od
pfimek 0203, 0103, 0102.

Beecroft dale urcil polomér p, pomoci polomért 71, 72 a r3. Pro kazdou
z konfiguraci vysel jiny vztah, coz mu komplikovalo dalsi ivahy. Na roz-
dil od néj pfijmeme nasledujici znaménkovou dohodu, jez zaruci pro obé
konfigurace stejny vysledek. Ten pak vyjadiime vétou 1.
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Znaménkova dohoda Tvofi-li t¥i navzajem se dotykajici kruznice dru-
hou konfiguraci, pak poloméru (a tedy i k¥ivosti) té kruznice, jez mé s dru-
hymi dvéma vnitini dotyk, pfifadime zaporné znaménko.

Obr. 1 Dvé konfigurace vzajemného dotyku tii kruznic

Obr. 2 Stied C4 kruznice ¢4 je potenénim stfedem kruznic ki, k2 a ks

Véta 1
Pro obé konfigurace kruznic k1 (O1;71), k2(O2;72), k3(Os;73) a c4(Cly; pa)

plati
1 1 1 1
— = + + (1)

5 .
Py ri7T2 T2T3 3T
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Drikaz. Pro situaci z obr. 3 plati

5010304 + 5030204 - ‘9010204 = 8010203‘

Obr. 3 K dukazu vztahu (1)

Pravou stranu této rovnosti vyjadiime pomoci Heronova vzorce a obsahy
trojuhelnikd na levé strané pomoci vysky p4 z jejich spoleéného vrcholu Cy.
Navic vyuzijeme vztahy |O102] = 11 + 12, |0203] = —r3 — 19, |[0103| =
= —rg —r1 a (polovina obvodu trojihelniku O;0203) s = —r3. Obdrzime

%((—7‘3 —r1) + (=13 —712) — (11 +12)) = /(=13 — r1 — ra)rira(—r3)

2= riro(—rs)  T1Tar3 . 11 N 1 1
7= = , 1. = .
—ry—re—r3 T1+T2+7T3 Pi rir2  T2r3 13T

Tim je pro druhou konfiguraci dokézan vztah (1). Analogicky dikaz pro
prvni konfiguraci pfenechavame ¢tenari.

Dale se budeme stejné jako Beecroft zabyvat ¢tvericemi navzajem se do-
tykajicich kruznic. Zékladni kruznice zna¢ime k;(O;;7;), kde i € {1,2,3,4},
a jejich kfivosti k; = % Oznaceni dudlnich kruznic volime ¢;(Cy; p;) ve

shodé s obr. 4 a jejich kfivosti znacime ¢; = %. Véta 2 je primym disled-
kem pocéatecnich avah.
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Véta 2 (Beecroftova)

Ctvefice kruznic, které se navzajem dotykaji v Sesti rtiznjch bodech,
urcuji dudlni ¢tvefici kruznic, jez se navzajem dotykaji ve stejnych Sesti
bodech tak, Zze kazda kruznice z jedné ¢tverice protind kolmo tii kruznice
druhé é&tvefice v bodech vzajemného dotyku téch t¥i (obr. 4).

Obr. 4 Navzijem dudlni ¢tvefice kruznic

Obé ctverice kruznic maji stejné vlastnosti a jsou jednoznacné urceny
Sesti spoleénymi body dotyku. (Beecroft pouzil termin concordant circles).
Pokud nalezneme néjaky vztah mezi poloméry nebo kfivostmi téchto kruz-
nic, ziskdme z néj analogické vztahy zaménami r; <> p; a k; <> ¢;. Platit
budou i vztahy vzniklé cyklickymi zdménami index.

Kvili dalsim Gvahdm zapiSeme rovnost (1) pomoci kfivosti kruznic a
nahradime ji pro vSechny patfi¢né skupiny kruznic z obr. 4 rovnostmi

KZZ = £1€9 + €2€3 + €3€1, 5?1 = K1K2 + Kok3 + K3Kk1 a cykl. (2)
K nalezeni dalsich vztaht Beecroft pouzil jen standardni algebraické

Upravy.
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Véta 3

Soucet kiivosti ¢tvefice navzajem se dotykajicich kruznic je vzdy kladny

a je roven souctu kiivosti doplinkové ¢tverice kruznic.

Diikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé. Ma-li totiz nékterd kruznice zapornou
kfivost, pak je ve Ctverici jen jedna a absolutni hodnota jeji kiivosti je

nejmensi.

K ditkazu druhého tvrzeni se¢teme kazdou z rovnosti (2) se vSemi, které

z ni vzniknou cyklickymi zdménami. Dostavame

ZH? :2Z€i5j a ZZﬁzmj :ZS?.
i i

1<j 1<j

Ze vztahu )

2
(Xr) = (X=)

i i
vzniklého sec¢tenim obou predchozich rovnosti plyne

E Ri = E Ei-
i i

Véta 4
Pro uvazované ctvefice kruznic plati

264 = K1+ Ky + Ky — Ky, 2Kkg4=¢€1+63+¢e3—¢e4 acykl,
ZK?ZQZH&iHj a ZE?ZQZEiEj’

i i<j i i<j
ramtasmtasmtas;3m=g)
Ki1+61=Ko+eyg=K3+e3=FKg+6E4=— Ki = — &
1 1 2 2 3 3 4 4= 52 Ri=g 2

1 1

Diikaz. Ze vztahi (2) a (3) plyne

2, 02, .2 .2
K] + Ky + K3 — Kj =

= 264(61 + €92 —|—€3) = 264(/@1 + Ko + K3 + l€4) — 262 =

= 2e4(K1 + Ko + K3 + Ka) — 2(K1K2 + Kaks + K3k1).
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Odtud s Gpravou pomoci vzorce pro rozdil ¢tverct obdrzime (4):

(k1 + Ko + K3)? — K2

254:
H1+I€2+/€3+I€4

= K1+ Ko + K3 — k4.

Abychom dokézali vztah (5), umocnime prvni z rovnosti (4), zaménime
jeji strany a za 2 dosadime ze vztahu (2). Dostaneme

(/431 + Ko + K3 — K)4)2 = 4(:‘{1/432 + KoKk3 + /433:‘{1) (7)

a odtud (5).
Vztahy (6) jsou disledkem rovnosti (4) a (3), nebot napiiklad

2(/4;1—/*64):(82+E3+E4—€1)—(€1+52+63—€4)é
= K1 + €1 = kg + &4.

V zéveéru své prace urcoval Beecroft polomér r kruznice, jez se dotyka tii
danych a navzajem se dotykajicich kruznic s poloméry 71, r3 a r3. Uvedl, Ze
po odmocnéni vztahu (7) (pfi vyjddieni pomoci polomért kruznic) snadno
nalezneme obé feseni

1 1 1 1 1 1 1
= — 4+ —4+— %2 +—+—. (8)
T 1 T2 T3 T172 r2T3 3711

Poznamenejme, ze ve skutecnosti diskutoval obé konfigurace, protoze
neuzival znaménkovou dohodu. Zavéry jej privedly k poznatku, ze pii po-
uziti vztahu (8) odpovidd zaporny kofen kruznici, jeZ mé vnitini dotyky
se zadanymi tfemi kruznicemi.

Pokracovani ¢lanku vyslo o tfi roky pozdéji a zabyva se analyzou obec-
ného Pappova Fetézce kruZnic, ktery mizeme vidét na obr. 5). Zde se jim
nebudeme zabyvat.

V pfedchozim dilu seridlu jsme ukézali, Ze vztah (5) je ekvivalentni se

Soddyho rovnosti
2
QZ/@?:(Z/@;) , (9)
i i

kterou v tomto tvaru Beecroft neuvedl.

V Diary byly téz ¢tenaiam predkladany rtizné problémy k feseni. Pro-
blém ¢. 1736, jehoz autor se podepsal zkratkou [, doplnil Beecroftovy
poznatky. Prepsali jsme jej do véty 5.
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Véta 5
Pro uvazované ¢tverice kruznic plati

Z R;E; = 0. (10)
i
Diikaz. (Podle Diary 1846, str. 51.) Po pfepsani prvni z rovnosti (5) do
tvaru
0= /il(—/il + Ko + K3 +li4) +I€2(I€1 — Ko + K3 +I€4) +
+ /ﬁ?g(lﬁl + Ko — K3 + I<L4) + l€4(l€1 + Ko + K3 — I<E4)

a dosazeni za vyrazy v zévorkéach ze vztahi (4) obdrzime (10).

Obr. 5 Ilustrace z ro¢enky Diary 1845, str. 92

Jing dikaz. (Coxeter [2].) S vyuzitim vztahti (6) a (9) obdrzime

S = S (3(w) ) = 3 () - Dt 0

K2

2 ?
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V prvni poloviné 20. stoleti byl ¢asopis Diary véetné Beecroftovy prace
téméf zapomenut, stejné jako Steinerovy vysledky popsané v pfedchozich
dilech seridlu. Vztah (9) byl od roku 1936 povaZovan za objev Fredericka
Soddyho, ktery jej bez ditkkazu popsal formou basné The Kiss Precise v ¢a-
sopise Nature. Diky basni se vztah stal popularni. O rozsifeni poznatk,
které s nim souvisi se zaslouzili zejména dva vyznamni geometii britského
ptivodu, H. S. M. Coxeter (1907-2003) a D. Pedoe (1910-1998).

Coxeter vénoval této problematice nékolik stranek své knihy Introduction
to Geometry. V prvnim vydani z roku 1961 uvedl zajimavé trigonometrické
odvozeni rovnosti (9). Kratce nato jej L. Bankoff (1908-1997) sezndmil
s Beecroftovymi pracemi. Ty Coxetera zaujaly do té miry, ze v druhém
vydani z roku 1969 nahradil své ptivodni odvozeni Beecroftovym, které
publikoval i jinde. V pfispévku [3] zdtraznil vyznam véty 1, kterd plati i
v neeukleidovskych geometriich.

Timto ¢lankem konéi nds sedmidilny seridl zaméfeny na historii objevu
jednoho vztahu. Vznikl ze snahy doplnit Kotlasovu diplomovou préaci [4],
ve které se Ctenar muze seznamit s dalsimi poznatky. Napriklad s dikazem
vztahu (9) uzitim kruhové inverze a zminénym Coxeterovym trigonome-
trickym odvozenim. Uvodem do podrobnéjsiho studia mohou byt ¢lanky
[3]) a [5]) s odkazy na dalsi literaturu.

Literatura

[1] Beecroft, P.: Properties of circles in mutual contact, The Lady’s and Gentleman’s
Diary, 1842, s. 91-96. Dostupné na: https://catalog.hathitrust.org/Record/
000071981

[2] Cozeter, H. S. M.: The Problem of Apollonius, The American Mathematical
Monbhly, roé. 75 (1968), ¢. 1, s. 5-15.

[3] Cozeter, H. S. M.: An Absolute Property of Four Mutually Tangent Circles, In:
Non-Euclidean Geometries: Janos Bolyai Memorial Volume, Volume 581, Springer,
New York, 2006.

[4] Kotlas, M.: Polibky kruznic. Jihodeské univerzita v Ceskych Budéjovicich, Pedago-
gickd fakulta, Katedra matematiky, Ceské Budgjovice, 2011 (diplomova prace).

[5] Pedoe, D.: On a Theorem in Geometry, The American Mathematical Monhly, roc.
74 (1967), ¢. 6, s. 627-640.
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Matematika hrou

IVAN CHAJDA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V ucitelstvi matematiky se stale objevuji snahy, jak zadkdm zpfistup-
nit ponékud abstraktni matematické znalosti, a jak motivovat zdjem zak
o tento predmét. S jednim takovym hravym pristupem pfisel pred ne-
davnem James Tauton, ktery spolu s Briannou Donaldson napsal pre-
hledny ¢lanek [1] a na internetu umistil i ndzornou prezentaci [2]. Rad bych
v tomto ¢lanku i ¢eskym ctenditim priblizil tento piistup, ktery J. Tauton
nazyva stroj na exploze (exploding machine v angl. originale).

Celé zafizeni se sestavda z prouzku papiru, na kterém jsou oddélena
policka, oc¢islovana zprava doleva, viz obr. 1.

Obr. 1

Dle dané ulohy je pak stroj ,naprogramovan®, tj. je zadéano, jak bu-
dou ,exploze“ bodfi probihat. Zak@im lze nejlépe tento stroj vysvétlit na
prikladu. Do policka ¢. 1 ,nasypeme“ n bodu. Stroj pracuje takto:

Kazdé dva body v policku 1 exploduji, tj. zmizi z policka ¢. 1, a tim
vznikne bod v poli¢ku ¢. 2. Takto exploze pokracuji, dokud v policku ¢. 1
nezustane bud jeden bod nebo prazdné policko. Cely proces se pak opakuje
s polickem €. 2, kde opét kazdé dva body ,exploduji“ a tim vymizi z policka
¢. 2, a soucasné vznikne bod v policku ¢. 3. A tak déle, dokud v kazdém
policku neztistane nejvyse jeden bod.

Naptiklad do policka ¢. 1 ,nasypeme® 6 bodii. Po ukonceni vSech explozi
v policku €. 1 ziistane toto policko prazdné a v policku ¢. 2 budou 3 body.
Po nasledujici ,,explozi“ bude v poli¢ku ¢. 2 jeden bod a v policku ¢. 3 také
jeden bod, viz obr. 2.

Cili nas ,stroj na exploze® prevede ¢islo 6 na 110, coZ neni nic jiného, nez
prevod ¢isla 6 v desitkové soustavé do soustavy dvojkové. A to zcela me-
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chanicky, dokonce zabavnou formou. Zaci tak dostanou hravou pomficku
na prevod dekadickych ¢isel na ¢isla dyadicka.

L] L]
start ° °
L] L]
6
vysledek . o
1 1 0

Obr. 2

A nyni nésleduje vcelku jednoduché analogie, dand malou modifikaci
naseho ,stroje na exploze“. Totiz budou explodovat nikoli 2 body, ale
body tfi, a touto explom v i-tém policku ptibyde jeden bod v policku i+ 1.

Priklad: ,nasypeme”“ do policka ¢. 1 pravé 16 bodti, viz obr. 3:

Obr. 3

Po prvni sérii vybuchti ztistane v policku ¢. 1 jeden bod a vznikne 5 bodt
v policku €. 2 (obr. 4):

Obr. 4

Po explozi v policku ¢. 2 tam ztstanou dva body a vznikne jeden bod
v policku €. 3, ¢imz se proces ukonci. Zaskané ¢islo 120 je pfevod dekadic-
kého ¢isla 16 na jeho vyjadfeni v trojkové soustave.
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Chytfejsim zakam je nyni jiz zfejmé, jak upravit nas stroj na exploze
tak, aby prevadél c¢isla z desitkové soustavy do ¢iselné soustavy o zakladu
k, a to pro libovolné p¥irozené ¢islo k > 1. Uloha je velmi zajimavé zejména,
pro k > 10, coz si zaci mohou hraveé sami ovéfit.

Prevadéni ¢isel do jiné ¢iselné soustavy ovSsem neni jedina tloha, kterou
stroj na exploze dovede. Dalsi takovou tlohou je naptiklad déleni ¢isel, coz
zakam obcas ¢ini potiZe, a neni pro né prilis zdbavna.

Tentokrat modifikujeme nas stroj takto. Budeme napi. délit ¢islo 276
¢islem 12. Do naseho stroje tedy umistime 6 bodu do policka ¢. 1, 7 bodu
do policka ¢. 2, a dva body do policka ¢. 3, viz schéma na obr. 5.

. e o e o
e o .
. e o o ° o
3 2. 1

Obr. 5

Protoze délime ¢islem 12, které je dvojciferné, budeme postupovat od-
predu, tj. od policka ¢. 3, a kazda exploze bude spotifebovavat 1 bod z po-
licka ¢. 3 a 2 body z policka ¢. 2, ¢imz vznikne jeden bod v policku ¢. 2.
Tedy po prvni sérii vybuchtt bude nés stroj obsazen takto (obr. 6):

—r= |

Obr. 6

Analogicky postupujeme déle, tj. od policka ¢. 2 k policku ¢. 1, takze
po dalsi sérii vybucht jiz dostaneme koneény vysledek (obr. 7):
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At
0

Obr. 7
Tim je proces ukoncen, a tedy 276 : 12 = 23.

Pokud se predchozi tloha jevi jako prili§ primitivni, je tieba ukazat, ze
prakticky stejny stroj pracuje i pfi déleni mnohoclent, coz je uz pro zaky
tloha obtiznéjsi. Vyuzijeme toho, jak byl stroj nastaveny, a budeme délit
mnoho¢len 222 +7x +6 mnohoclenem z +2. Tedy opét ,nasypeme“ 2 body
do policka ¢. 3, 7 bodl do policka ¢. 2 a 6 bodl do policka ¢. 1. Jelikoz
délime mnohoclenem x + 2, budeme vzdy ubirat 1 bod z policka ¢ 4+ 1
a 2 body z policka 4, ¢imz vzniknde 1 bod v policku ¢. i, tedy postup i
obrazky jsou shodné s vyse uvedenymi, jina je pouze interpretace. Vysledek
je tedy

(22% + Tz +6) : (v +2) = 2z + 3.

To neni zdaleka vse, co tento stroj na exploze dokaze. Ctenéfi, kterého
tento vyklad zaujal, doporucujeme shlédnout nékterou z prezentaci, které
najdete na webu v odkazu [2].

Literatura

[1] Tauton, J., Donaldson, B.: The Global Math Project: Uplifting Mathematics for
All, Notices Amer. Math. Asoc., ro¢. 64 (2017), ¢. 7, s. 712-716.

[2] Tauton, J., Exploding Dots, Experience 9. Dostupné na:
gdaymath.com/courses/esploding-dots/
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Hvézdicové mnohothelniky

MARTINA STEPANOVA

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Kazdy zak zakladni Skoly by mél znat pojem pravidelny n-uhelnik.
Bézné se jim rozumi konvexni utvar. Existuji vSak také nekonvexni mno-
hotithelniky, které sice privlastek pravidelné v nézvu nemaji, ale mohli
bychom jim ho — vzhledem k jejich symetrii — sméle prisoudit. Mdme na
mysli tzv. hvézdicové n-thelniky, Gtvary ve vyuce na jakémkoli stupni skol
opomijené.

V dalsim textu se budeme drzet zazitych zvyklosti, tj. terminem pravi-
delny n-uhelnik budeme oznacovat vyhradné konvexni pravidelny n-thel-
nik.

Hveézdicové n-tihelniky mtzeme zavést vice zptsoby. Uvedeme dnes nej-

vvvvv

Definice 1

Necht n a k jsou pfirozend cisla, kde n > 5, 2 < k < %, a nechf je
na (pomyslné) kruznici pravidelné rozmisténo n bodi (vrcholy pravidel-
ného n-thelniku). Vybereme jeden z téchto bodt a spojime ho tseckou
s k-tym bodem, tento bod s dalsim k-tym bodem atd. dokud se nenavra-
time do vychoziho bodu (uvazujeme pfitom body v poradi, v jakém jsou
umistény na kruznici, a to napf. ve sméru hodinovych rucicek). Jestlize
poté zistanou nékteré body nepropojené, vybereme jeden z nich a cely
proces zopakujeme a7 do okamziku, kdy budou vSechny body vyuzity')
(viz obr. 1 a 2). Vznikne geometricky ttvar, jehoz obvod tvofi uzaviend
lomené c¢ara s 2n stranami. VSechny body roviny ohrani¢ené zminénou
lomenou ¢arou véetné této hranice nazveme hvézdicovy n-ihelnik (obec-
néji hvézdicovy mnohotihelnik). Dané body nazveme vrcholy hvézdicového
n-thelniku.

V préavé uvedené definici se nékdy nepozaduje pravidelné rozmisténi
bodt po kruznici, termin hvezdicovy n-uhelnik je tedy pouzivan i v obec-

D Kazdy z bodi tedy spojime s jeho k-tym ,sousedem®, poé&itame-li body ve sméru
hodinovych rudicek.
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néjsim pripadé. Teorie takovych nepravidelnych atvari je vSak kompliko-
vana a nebudeme se ji dale zabyvat.

> >

Obr. 1 Vznik hvézdicového Sestithelniku {6, 2}

NG
S e i

Obr. 2 Vznik hvézdicového sedmithelniku {7, 3}

2

Hvézdicovy n-tihelnik vznikly spojovanim k-tych bodd budeme znadit
{n, k}. Tento tzv. Schlifliho symbol nese jméno Svycarského matematika
Ludwiga Schldfliho (1814-1895), ktery se mimo jiné zabyval tzv. pravidel-
nymi polytopy, tj. zobecnénim pravidelnych mnohothelnikt a pravidelnych
mnohosténti do vyssich dimenzi. Jeho prace [2] byla napsédna roku 1852, ale
publikovana byla az roku 1901, tj. Sest let po autorové smrti (vice viz [3]).

Vznik hvézdicovych mnohothelniki {6, 2} a {7, 3} je zndzornén na obr. 1
a 2. Lze na nich rovnéz vidét, Ze kdybychom pfipustili moZznost 5 < k < n,
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bylo by {6,2} = {6,4} a {7,3} = {7,4}. Je zfejmé, Ze by obecné platilo
{n,k} = {n,n — k}, a proto neni zapotfebi moznost § < k < n v definici
hvézdicového n-thelniku uvazovat.

Nékdy se pro dané n uvazuje rovnéz moznost k£ = 1. V tomto pfipadé
spojujeme tuseckami vSechny body v tom poradi, v jakém jsou umistény
na (pomyslné) kruznici, a ziskdme pravidelng n-ihelnik.

Existuji pristupy, které pii zavedeni hvézdicového n-thelniku pfipous-
t&j1 k = 0 a za hvézdicovy mnohothelnik {n,0} povazuji pouze n bod
roviny, tj. vrcholy pravidelného n-tihelniku. Tento mezni pfipad se poté
nazyvé diskrétni hvézdicovy mnohothelnik (&i zkracené diskrétni hvézda)
a hvézdicové mnohothelniky {n, k}, k > 1, se nazyvaji nediskrétni. V lite-
ratufe se setkdme i s moznosti, Ze je mezi hvézdicové mnohothelniky razen
(pro sudé n) piipad k = 3. Utvar {n, %} je sjednocenim % ,zdvojenjch”
tsecek a nazyva se hvézdicka.

Obr. 3 Utvary, které nejsou hvézdicovymi n-thelniky

V ¢lanku se budeme drzet vyse uvedené definice: ani diskrétni hvézdu,
ani pravidelny n-thelnik, ani hvézdicku tedy nebudeme fadit mezi hvéz-
dicové n-thelniky. Symboly {n,0}, {n,1}, {n, 2} vsak k jejich oznaceni
pouzivat budeme.?) Jestlize nebude vyslovné specifikovano jinak, budeme
n-thelnikem {n, k} rozumét jak pravidelny n-uhelnik {n, 1}, tak hvézdi-
covy n-thelnik {n,k}, 2 <k < 3.

Radéji upozornéme, ze ne kazdy mnohotuhelnik, ktery ma tvar hvézdy
s pravidelné rozmisténymi ,cipy“, je hvézdicovym mnohothelnikem. Na
obr. 3, na némz jsou zakresleny vSechny tii vysSe uvedené pfipady utvari,
které za hvézdicové mnohotthelniky povazovat nebudeme, je navic vpravo
mnohotuhelnik, ktery neni hvézdicovym mnohothelnikem {5, 2}, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat. Usecky tvoFici obvod tohoto mnohothelniku
totiz nelezi na spojnicich bod umisténych na pomyslné kruznici.

2) Misto symbolu {n, 1} se v literatufe pouziva i zapis {n}.
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Jiny pfistup k zavedeni hvézdicovych mnohotihelniki

Nez predstavime nékteré vlastnosti hvézdicovych mnohothelniki, uved-
me jeSté jejich jinou definici. Analogii nize uvedeného vymezeni pojmu
pouzil jiz ve 14. stoleti Thomas Bradwardine (asi 1295-1349) ve svém
textu [1]. Tento anglicky teolog, matematik, fyzik a filozof byl prvnim,
ktery se hvézdicovymi mnohothelniky zabyval systematicky. Pfed nim
byla uvedend problematika pfedmétem zajmu jen sporadicky. Johannes
Campanus z Novary (1220-1296) naptiklad kratce studoval hvézdicovy
pétithelnik {5, 2}, tzv. pentagram.®) Pozdé&ji vénovali hvézdicovym mnoho-
thelniktim pozornost Regiomontanus (vlastnim jménem Johannes Miiller,
1436-1476), Charles de Bovelles (téz Carolus Bovillus, asi 1475-1567) ¢
Johannes Kepler (1571-1630).

Definice 2

Hvézdicovgm n-ihelnikem pruniho vddu (Tddu 1) rozumime ttvar, ktery
vznikne protaZzenim stran pravidelného n-tihelniku az do jejich priseciki.
Hvézdicovy n-thelnik, ktery vznikne protazenim stran hvézdicového
n-thelniku prvniho fadu, nazveme hvézdicovy n-thelnik druhého Tddu
(fadu 2). Obecné hvézdicovy n-uhelnik tddu p + 1 ziskdme vySe uvede-
nym zpusobem z hvézdicového n-tthelniku fadu p. Priseciky protazenych
stran budeme nazyvat vrcholy hvézdicového n-thelniku.

Vznik hvézdicovych osmithelniki, resp. jedenactitthelnikt, podle Brad-
wardinova pristupu je znazornén na obr. 4, resp. 5. Z uvedenych obrazkt
je rovnéz zjevné, ze pro dané n nelze tvorit hvézdicové mnohothelniky
libovolnych fada. Otazku jejich existence budeme fesit nize.

VAN

< >
N
N

Obr. 4 Hvézdicovy osmithelnik prvniho a druhého fadu

<

R\
N__/

%

3) Pentagram se jakozto symbol objevoval jiz ve starovékém Recku.
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Cislo n méa zfejmé v obou definicich hvézdicového mnohotihelniku stejny
vyznam. Nékoho mozna napadne otazka, zda Bradwardinem zavedenym
fad p hvézdicového n-thelniku je roven ¢islu k v symbolu {n,k}. Odpo-
véd je sice negativni, avSak vztah mezi nimi existuje, a to velmi trividlni:
k = p+ 1. Zatimco k vyjadiuje kolikdty bod se méa spojit, p sdéluje, kolik
bodi mame pii spojovani ,preskocit*. (Napiiklad na obr. 5 je na tfetim
misté zleva jedenactithelnik tfetiho fadu. Vznikl po tretim prodlouzeni
stran ,,predchozich* mnohotuhelnikii. Souc¢asné vsak mohl byt ziskan spo-
jovanim vrcholti, pfi némz vynechdvame tii body, tj. spojovanim kazdého
¢tvrtého bodu.)

QO k3K

Obr. 5 Hvézdicovy jedenactitthelnik prvniho az ¢tvrtého fadu
Jednoduché a sloZené hvézdicové n-uhelniky

Hvézdicové n-tihelniky mtzeme rozdeélit na jednoduché a sloZené. Jed-
noduché hvézdicové n-thelniky vznikaji v ptfipadé, ze se ndm podaii pro-
pojit — spojovanim kazdého k-tého bodu — vSechny body ,,jednim tahem®.
Naopak pfi vzniku slozenych hvézdicovych n-tthelnikt se po uréitém po-
¢tu krokd vratime do vychoziho bodu, nékteré body zistanou nespojeny
a postup musime zopakovat. Typickym pfipadem slozeného hvézdicového
n-thelniku je hvézdicovy n-thelnik {n, k}, kde k d&li n. Takovy slozeny
hvézdicovy n-uhelnik {n, k} je sjednocenim & pravidelnjch %-thelniki.

Na obr. 6 je nalevo hvézdicovy dvandctitthelnik {12,4}, ktery je sjed-
nocenim ¢étyf rovnostrannych trojihelniki (12 = 3). Slozené vak nejsou
pouze hvézdicové mnohothelniky {n,k}, kde k déli n. Na obr. 6 vpravo
je hvézdicovy desetithelnik {10,4}, ktery je sloZzeny ze dvou hvézdicovych
pétithelniki {5,2}. Cislo 4 sice nedéli ¢islo 10, ale déli ¢islo 20 (kazdy
z pentagramil se utvoii po ,dvojitém prichodu po kruznici®).

Pokusme se odvodit, z kolika a z jakych mnohothelniki je slozen obecny
hvézdicovy mnohouhelnik {n, k}. Nejmensi spoleény nésobek ¢&isel n a k
oznacme s a jejich nejvétsi spolecény délitel d. Pfesun z bodu na sousedni
bod lezici na (pomyslné) kruznici nazyvejme krok (ke spojeni bodu s k-tym
bodem v pofadi tedy provedeme k krok).
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Obr. 6 Slozené hvézdicové mnohothelniky {12,4}, {10, 4}

Do vychoziho bodu se pti spojovani kazdého k-tého bodu navratime
pravé po s krocich. Je dobfe znamo, ze sd = nk. Slozené hvézdicové mno-
hothelniky vznikaji pravé tehdy, kdyz s < nk, tj. kdyz d > 1. Hvézdicovy
mnohothelnik je tedy sloZeny (jednoduchy) pravé tehdy, kdyz jsou ¢isla n
a k soudélnd (nesoudélnd).

Pri spojovani kazdého k-tého bodu provedeme s krokii pravé tehdy,
kdyz spojime 7 bodi, tj. hvézdicovy mnohotihelnik {n, k} je slozen z mno-
hotihelnikt (bud z pravidelnych n-tuhelniki, jestlize k déli n, nebo z hvézdi-
covych n-uhelniki, jestlize & nedéli n) majicich # vrcholi. Protoze s = ”le,
je pritom s n

E o d
Jelikoz na vytvoteni kazdého z téchto %-thelnikli je potieba % bo-
di z ptavodnich n bodu, je téchto mnohotuhelnikt d. Protoze vrcholem
“-thelniku je kazdy d-ty bod z piivodnich n bodd, je kazdy k-ty bod na
kruznici s n body kazdym %—tym bodem na kruznici s % body.
Celkové jsme tedy dokézali nasledujici tvrzeni:

Véta

Necht {n, k} je hvézdicovy n-ihelnik a necht d je nejvétsi spoleény délitel
éisel n a k. Hvézdicovy n-uhelnik {n,k} je sloZeny, prdvé kdyzZ n a k jsou
cisla soudelnd. V opacném pripadé je jednoduchy. Hvézdicovy n-uhelnik
{n,k} je sloZen z d mnohothelniki {%, § .

Napiiklad hvézdicovy dvaceti¢tyithelnik {24,9} je slozen ze tii osmi-
uhelnikt {8, 3}, hvézdicovy Etyficetitthelnik {40, 12} je sloZen ze GtyT dese-
titthelnika {10, 3}. Hvézdicovy n-thelnik {n, k}, ktery je jednoduchy (tedy
d=1), je ,slozen“ z jednoho n-thelniku {n, k}. Z véty téz plyne, Ze hvéz-
dicovy n-tthelnik {n, k}, kde n je prvocislo, je vzdy jednoduchy.
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Na obr. 7 je pfehled pravidelnych a hvézdicovych n-tuhelniki {n, k} pro
n=34,...,12ak=1234.

=~
1
=

k=2 k=3 k=4

O ¥
O\ & #
O \O
O O &

Obr. 7 Pfehled mnohouhelnikia {n, k}

OOOO00OODO B
3

O ¢

Slozené hvézdicové mnohothelniky {6,2}, {9,3}, {12, 4} jsou slozené
z rovnostrannych trojihelnikét {3,1}, hvézdicové mnohothelniky {8,2},
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{12,3} se sklddaji ze ¢tverct {4,1}, hvézdicovy mnohothelnik {10,2} je
sjednocenim pravidelnych pétithelniki {5,1}, hvézdicovy mnohothelnik
{12,2} je vytvofen z pravidelnych Sestitthelnikii {6,1} a hvézdicovy mno-
hotihelnik {10,4} je sjednocenim pentagrami {5, 2}. Déle je na tomto ob-
razku vidét, ze pro prvodislo n jsou hvézdicové mnohothelniky {n, k} vzdy
jednoduché.

vvvvv

{n, k} a zlomky n/k. Hvézdicovy mnohothelnik {n, k} je jednoduchy pravé
tehdy, kdyz je zlomek n/k v zdkladnim tvaru. Hvézdicové mnohotihelniky
{n1,k1} a {na, ka} jsou slozeny ze stejnych pravidelnych nebo z jednodu-
chych hvézdicovych mnohothelnikt {ng, ko}, ko > 1, jestlize zakladni tvar
zlomkl ny /k1 a ng/ks je no/ko. Pokud tedy plati

E_CL'nO

k‘l o a'ko’
resp.

Up) _b-no

ky  b-ko

kde a, b jsou piirozené ¢isla, je mnohothelnik {nj, ki}, resp. {nq, ka},
slozen z a, resp. z b, mnohouhelnikt {ng, ko}. Naptiklad

30 15 10 5

126 4 2
pricemz
30 6-5 15 3-5 10 2-5

12 6-27 6 3.27 4 2.2

Hvézdicovy mnohotihelnik {30, 12}, resp. {15, 6}, resp. {10, 4}, je tedy sjed-
nocenim 6, resp. 3, resp. 2, jednoduchych hvézdicovych mnohothelnikt
{5,2}, tj. pentagrami. VSechny uvedené hvézdicové mnohouhelniky lze
nalézt na obr. 8. U mnohothelniku {5, 2} pfitom uvazujeme pouze vrcholy
(a jejich spojnice), které jsou zvyraznény vyplnénym krouzkem, u mnoho-
thelniku {10,4} jen vrcholy s kiizkem, u mnohothelniku {15,6} vrcholy
opatfené kruznici, ale u mnohotihelniku {30, 12} vrcholy vSechny.
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Existence hvézdicovych mnohothelniku

Vsimnéme si, ze nékterd mista jsou na obr. 7 ponechéna prazdné, nebot
hvézdicové n-tihelniky fddu k£ > 5 neuvazujeme. Z definice 1 vyplyva, ze
pro n > 5 existuje (aZ na podobnost) pravé [%W — 2 hvézdicovych n-thel-
nikt {n, k} (atoprok =2,3,..., {%] —1), kde [%W znadi horni celou éast
cisla 5.

Pokud postupujeme podle Bradwardinovy definice 2, snadno zjistime,
7e nejmensim hvézdicovym n-tthelnikem prvniho fadu je pentagram {5, 2}
a druhého faddu sedmithelnik {7,3} (tedy i pfi Bradwardinové pfistupu
staél uvazovat n > 5). Zjisténi maximalniho ¥adu p = k — 1 je jiz pro rela-
tivné malé p Casové narocnéjsi. Priseciky protahovanych stran prestanou
vznikat pro p = [%] - 2.

Obr. 8 Slozeny hvézdicovy mnohothelnik {30,12}

V ¢lanku jsme se seznamili pfedevsim s riznymi ptistupy k definici hvéz-
dicovych mnohothelnikti a predstavili souvislost slozenych hvézdicovych
mnohothelnikt s konvexnimi pravidelnymi n-thelniky, resp. s jednodu-
chymi hvézdicovymi n-thelniky. V nasledujicim c¢isle ¢asopisu se budeme
zabyvat metrickymi vlastnostmi téchto na pohled pavabnych rovinnych
atvart.
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Zajimavé matematické tilohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dali dvojice tiloh. Reeni novych tloh 241 a 242 mii-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 3. 2019 na adresu: Redakce c¢asopisu MFT
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 241
Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla x, y, z plati nerovnost

2
x2+y2+z2+12g(xy—i—yz—i—zx—i—x—i—y—i—z).

Kdy nastane rovnost?
Jaroslav Svréek

Uloha 242
Ozna¢me O stied kruznice opsané trojihelniku ABC a V prusecik jeho
vysek (ortocentrum). Pfedpokladejme, ze kruznice k(O, |OV|) protina jeho
vysky (jako pFimky) z vrcholti A, B, C kromé bodu V po fadé v bodech
A" #£V, B #V,C" # V. Dokazte, Ze trojuhelnik A’B’C’ je podobny
trojuhelniku ABC.
Sdrka Gergelitsovd
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Dale uvadime feseni uloh 237 a 238, jejichz zadani najdete ve ¢tvrtém
¢isle minulého (26.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 237
Je dan pravouhly cétyfstén ABCD s pravymi uhly pii vrcholu D. Na
jeho hranidch AD, BD, C'D uvazujme po fadé body X, Y, Z, pro néz plati

AX| |BY] |CZ] _

=1
|XD| |YD| |ZD|

v

Reseni. Dany ¢étyfstén umistime do kartézské soustavy soufadnic Ozyz
tak, Zze bod D lezi v pocatku O a body A, B, C lezi po fadé na kladnych
polooséch x, y, z. Necht v této souradnicové soustaveé maji body néasledujici
soufadnice:

A[Q,0,0], B[O’b70]’ 0[07076}7 D[07070}7 X[£70’0]7 Y[07777O]’ Z[0,0,C}~

Protoze body A, B, C lezi na kladnych poloosich, body X, Y, Z na
piislusnych hranich a podle zadani jsou vzdélenosti | X D|, |Y D| a |ZD|
nenulové, plati

0<é¢<a, 0<n<bh, 0<(<ec

Podle zadani pak plati

|AX| |BY|] |CZ] a—-& b-—-n c¢—¢ a b c
1= + = + - =-+-+--3
|(XD| "~ [YD[ "~ [ZD| 3 U ¢ & n ¢
Odtud plyne
a b ¢
— 4+ -4+ — =4, 1
& n ¢ o
Snadno ovérime, ze body X, Y, Z lezi v roviné
T Yy oz
SH+Z+2=1
& n <

(tzv. Gsekovy tvar roviny XY Z). UkdZzeme, Ze v této roving také lezi tézisté
T ¢tyisténu se souradnicemi T [1a, $b, $¢|. Uzitim (1) plat

a b c

T 1 5 1 ( a b ¢ > 1

4,4, 14

4t d (oot )=24=1

&€ m ¢ 4\E& n () 4
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Pozndmka. Jak si povsiml napf. Anton Hndth, pro feSeni neni potieba
podminka kolmosti hran u vrcholu D. Tvrzeni plati pro libovolny ¢tyfstén,
stac¢i uvazovat soufadnicovou soustavu (ne nutné kartézskou) s poc¢atkem
D tak, aby body A, B, C lezely na prislusnych polooséach.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndath z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich, Matéj DoleZdlek
z G v Humpolci, Vit Jelinek, Josef Minarik a Stépdn Smid, vichni z G
v Brné, ti. Kpt. JaroSe, Danil KoZevnikov z GJK v Praze 6, Parléfova,
Martin Raska a Jiri Skrobdnek, oba z WG v Ostravé-Porubé.

Uloha 238
Urcete vSechna celé c¢isla n, pro ktera je cislo

4n? — 9n + 16

druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

Pavel Caldabek

Reseni. Ozna¢me m pfirozené &islo, pro které plati
4n® — 9n + 16 = m>.

Tuto rovnici upravime do tvaru
9 9 81
<2n—m—4> (2n+m—4) +16 = 6

(8n — 4m — 9)(8n 4+ 4m — 9) = —175.

tedy

Protoze m je prirozené cislo, jsou obé ¢isla 8n —4m — 9 < 8n 4+ 4m — 9

celd, jejich soucin je zaporné cislo, tedy plati
8n—4m -9 <0< 8n+4m —9.

Zbytek pfi déleni ¢tyimi je u obou cisel roven 3, hleddme tak vSechny
rozklady ¢isla
—-175=-5%.7

na soucin dvou celych ¢isel, kterd pfi déleni ¢tyimi davaji zbytek 3. Vy-
hovuji pouze rozklady uvedené v nésledujici tabulce, ve které soucasné
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dopocitame hodnoty n a m feSenim prislusné soustavy rovnic.

dnh—4m -9 | =26 -5 -1
8n+4m—9 7T 35 175
n 0 3 12
m 4 5 22

Z tabulky jsou patrné vSechny hodnoty celého d¢isla n, které vyhovuji za-
déani. Jsou to &isla n € {0, 3,12}.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jdchim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH
Ziirich, Matéj Dolezdlek z G v Humpolci, Denisa Chytilovd a Jana Pallovd,
obé z GJS v Prerové, Vit Jelinek, Josef Minarik a Stépdn Smid, vichni
z G v Brné, tf. Kpt. Jarose, Danil KozZevnikov z GJK v Praze 6, Parléfova,
Vojtéch Lanz a Vojtéch Lengdl, oba z GChD v Praze 5, Zborovska, Jiri
Nabélek a Bdra Tizkovd, oba z GMK v Bilovci. Vit Piskovsky z GOH
v Ostravé-Porubé, Martin Raska a Jiri Skrobdnek, oba z WG v Ostraveé-
Porubé a Viclav Steinhauser z G v Dacicich.

Netplné feseni zaslal Tomds Perutka z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose.
Pavel Caldbek
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FYZIKA

Netradi¢ni experimenty
s vazanymi oscilatory

OLDRICH LEPIL - CENEK KODEJSKA

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Uvod

Poznatky o déjich ve vazanych oscilatorech maji kli¢ovy vyznam pro vy-
klad zasadniho rozdilu mezi kmitanim izolovaného oscilatoru a déju v li-
nearni soustavé oscilatort spojenych vazbou, kterou se §ifi vlnéni. Pro
izolovany oscilator je charakteristickd jedna vlastni (rezonanéni) frekvence
uréend parametry oscilatoru (napf. hmotnosti a tuhosti u mechanického
oscilatoru, popr. induk¢énosti a kapacitou u elektromagnetického oscila-
toru). Soustavou vézanych oscildtori se mize §ifit vinéni o rtzné frek-
a o to vyznamnéjsi je jejich prezentace experimentem. Nové moznosti pro
experimentalni studium déjia ve vazanych oscilatorech a jejich nazornou
prezentaci podporovanou pocitacovymi programy ukazeme v dalsi ¢asti
prispévku.

Mechanické vazané oscilatory

Vétsina ucebnic fyziky se omezuje jen na vyklad mechanickych vazanych
oscilatortt v podobé spraZengch kyvadel (obr. 1a), kterd lze v praxi snadno
realizovat. Experimentem se spfazenymi kyvadly ukadzeme, Ze se energie
kmitéani prvniho kyvadla — oscildtoru postupné prenasi k druhému oscila-
toru — rezondtoru. Tento déj se periodicky opakuje a v soustavé sprazenych
kyvadel vznikaji rdzy. Vznik razt interpretujeme tak, ze jde o superpozici
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dvou mdédia kmitani, které se lisi periodou. Symetricky mod odpovida pri-
padu, kdy maji obé kyvadla v pocateénim okamziku stejnou pocatecni
fazi (obr. 1b). Pfi ni se vazba neprojevi a obé kyvadla kmitaji se stej-
nou thlovou frekvenci wy = wy, jakd odpovida vlastni frekvenci oscilatoru
bez spfazeni. P¥i antisymetrickém médu (obr. 1c) je po¢atecni faze kyva-
del opacna. Z nazoru je ziejmé, Ze vlivem pusobeni vazby budou kyvadla
kmitat s kratsi periodou, tedy s vétsi thlovou frekvenci wo > wy. Perioda
kmitéani zavisi na velikosti vazebné sily, ktera je tmérna rozdilu vychylek
obou kyvadel. Z teorie vyplyvé (viz napf. [1]), Ze symetrickému a antisyme-
trickému médu kmitani vazanych oscilatorti odpovidaji ihlové frekvence

w1 =wy, Wy = \/w(z)Jch,

kde c¢ je cCinitel vazby, ktery je v pfipadé kyvadel sprazenych pruzinou
amérny jeji tuhosti. Cim vétsi je tedy éinitel vazby, tim rychleji dochazi
k vyméné energie mezi oscilatory a frekvence razu je vétsi.

O R
o ©)
a) b) ©)

Obr. 1

e Videoanalyza kmitani spfazenych kyvadel

Casovy diagram kmitani spfazenych kyvadel miizeme pomérné jedno-
duse ziskat metodou videoanalyzy, kterd je dostupna i pro samostatnou
praci zdkt. Pro videoanalyzu mechanickych pohybt existuje vice pro-
gramil, z nichZ se jako nejvhodnéjsi jevi program Tracker [I]. Analyzovin
byl obrazovy zaznam kmitani spfazenych kyvadel fy PHYWE, urcenych
pro klasické laboratorni cviceni. Obrazovy zdznam poiizeny digitalni kame-
rou ma dobu trvani pfiblizné 1 min (1 260 snimki). Pfi frekvenci snimani
25 obr./s jde o posloupnost snimkt s ¢asovym krokem 0,04 s. Vysledek
videoanalyzy je patrny z obr. 2.
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Obr. 2

e Zaznam kmitani spfazenych kyvadel sonarem Vernier

Dalsi mozZnosti pocitacem podporovaného experimentu se sprazenymi
kyvadly je vyuziti méficiho systému Vernier, jehoz soucasti jsou senzory
polohy a pohybu Motion Detector 2. Uspofadani experimentu se dvéma
senzory je patrné z obr. 3. Aby nedochazelo k vzadjemnému ruseni sou-
¢asného zdznamu kmitl oscilatoru i rezonatoru, byla mezi kyvadla umis-
téna prepdzka. Ziskana data byla analyzovdna programem Logger Pro [I]]
(obr. 4).

Obr. 3
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e Zaznam kmitani pruznych paskt sprazenych magneticky

V ucivu o kmitani je dana pfednost pruzinovému oscilatoru pred kyva-
dlem. Demonstrace vazanych pruzinovych oscilatori je obtizna a ve vyuce
se omezujeme jen na pocitacové simulace. Snadno vSak ukdzeme pruzné
kmity soustavy dvou ocelovych péaski délky cca 30 cm, umisténych ve
vzéjemné vzdalenosti asi 3 cm. Vazbu zajistuji dva feritové magnety pii-
chycené ke konciim paski tak, Ze se navzdjem odpuzuji (obr. 5). Hmotnost
magnetd ovliviiuje také frekvenci kmitani paski. V blizkosti magnett jsou
umistény civky z rozkladného transformétoru (600 zavit, rovné jadro). Pii
pohybu magneti se v civkach indukuje napéti, které je sice funkci rychlosti
pohybu magnet, ale ¢asovy diagram poskytuje informaci o kmitani obou
oscildtort. Potfebné data byla ziskdna pfipojenim senzorti napéti (DVP-
-BTA) a pro jejich zpracovéani byl pouzit program Logger Pro (obr. 6).

Elektromagnetické vazané oscilatory

K experimentu byly pouzity dva oscilacni obvody LC tvorené civkami
s 600 zavity s rovnym jadrem a kondenzatory o kapacité 1 uF. Civky jsou
umistény na spolecné ose tak, ze mezi jadry civek je ménitelna vzduchova
mezera o §ifce pfiblizné 4 cm (obr. 7). Pro buzeni elektrickych kmitd v os-
cildtoru je pouzit pomérné origindlni postup, ktery se lisi od zpisobu,

Matematika — fyzika — informatika 27 2018 29



jakym je rozkmiténi oscildtoru popisovdno ve vétsiné uéebnic fyziky (na-
biti kondenzatoru a jeho vybiti pfipojenim k civce). PouZili jsme obraceny
postup, kdy civkou protéka proud a po jeho preruseni vypinacem se v civce
indukuje dostatecné velké napéti. Timto napétim se nabije kondenzator a
oscilator se rozkmita. K tomu staci i malé pfipojené napéti napf. z ploché
baterie 4,5 V (podrobnéji viz [2]).

Oscilator

Oscilétor (V)

Cas (s)
Rezonétor

Rezonétor (V)

Obr. 5 Obr. 6

Schéma obvodu pro demonstraci kmitani vazanych oscilatort s indukéni
vazbou je na obr. 8. Ziskana data byla opét zpracovana programem Logger
Pro (obr. 9). Experimenty byly provedeny jak s indukéné, tak s kapacitné
vazanymi obvody (obr. 10; vazebni kondenzator C, mél rovnéz kapacitu
1 uF). Zakladnim problémem této demonstrace je relativné velky odpor
pouZitych civek a tomu odpovidajici tlumeni kmitt. Cinitel tlumeni os-
cila¢niho obvodu 6 = R/2L, takZe by bylo mozné zmensit ho zvétsenim
indukénosti civky. Ta vSak zavisi na poctu zavitd vinuti civky, ale vétsi
pocet zaviti ma za nasledek zvétseni odporu vinuti civky. Je tedy tfeba
volit kompromis mezi hodnotami L a R, popf. provést vybér civky, ktera
pfi experimentu vykazuje nejlepsi vysledky.

mA )

DVP-BTA

C

L =
DVP-BTA

4

L —

Obr. 8
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Modely kmitani vazanych oscilatoru

Soucasné pocitacové technologie umoznuji také vytvaret pomérné snadno
interaktivni modely déji ve vazanych oscilatorech, které jsme v pfedchéaze-
jici ¢asti prispévku studovali redlnym experimentem. Vychodiskem téchto
modeli jsou diferencialni rovnice popisujici odpovidajici déje. Jejich ana-
lytické Teseni je pro stfedoskolskou vyuku ovSsem nedostupné. Dostatecné
nazorné feSeni tohoto problému vSak predstavuje metoda dynamického
modelovani, zalozena na numerickém feseni diferencidlnich rovnic [3].
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Pti modelovani se uplatni také analogie mezi mechanickym a elektro-
magnetickym kmitanim. Jako ptiklady vazanych oscilatorti uvedeme pru-
zinové oscilatory sprazené vychylkou a elektromagnetické oscilac¢ni obvody
vazané indukéni vazbou. Déje v téchto vazanych oscilatorech popisuji na-
sledujici rovnice:

Sprazené pruzinové oscilatory Oscila¢ni obvody s indukéni vazbou

2 2
mEE + b 4k ey — 1) =0 | LEF + R + 4+ M2 =0

2
ddtyzz —|—bdy2 +ky2 —c(yr —y2) =0 Ld dt2 +qu2 + 4% —|—Mddtqz1 =0

Pro jednoduchost uvazujeme vazané oscilatory se stejnymi parametry m
(hmotnost), &k (tuhost pruziny), popf. L (indukénost civky) a C' (kapacita
kondenzétoru). Tlumeni oscilatort uréuje soucinitel odporu b ovlivitujici
rychlost kmitani oscilatoru, popi. odpor R oscila¢niho obvodu, na némz
zavisi velikost proudu v obvodu. Velic¢ina c je ¢initel vazby u mechanickych
oscilatori a M je vzajemnd indukénost indukéné vazanych oscilatort.

Dynamicky model kmitani vazanych mechanickych oscilatorti popisuji

rovnice (h je ¢asovy krok):

d2y1
Fr=m 2z - —ky1 —bu1 +c(y1 — y2)
d2
Fy=m dff = —ky2 — bva — c(y1 — y2)
Fy Fy
ay = —, az = —
m m

Vij+1 = V15t ar-h, Vsip1 =va;+az-h
Yli+l = Y1i T V141 Ry Y2041 = Yo +v2-h
tivi=1t;+h

Ponékud slozitéjsi je model elektromagnetickych vazanych oscilatori.
Ponévadz plati

d’q _ di dg _ . pda _po
a2~ d a0 a7

= Uc,

4
c
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najdeme tpravou rovnic pro vazané elektromagnetické oscilatory priristky
proudu di za ¢asovy krok dt:

M(uge + uc2) — L(ur1 + uci)

di; =

12 — M2
div — M(uRl +uct) — L(UR2 + UC2)
12 = L2 — M2

V modelu pak obdobné jako u mechanického oscilatoru urcujeme hod-
noty proudu v posloupnosti ¢asovych kroki. Casovy diagram napéti ucy
a uce zobrazuje razy kmitani obou vazanych oscilatort.

Pocitacovy model popsaného déje 1ze vytvorit riznymi prostfedky. Pro
jednoduché modelovani, které nevyzaduje znalost programovaciho jazyka,
jsme zvolili program Modellus 4.01 [III]. Matematické modely pro mecha-
nické i elektromagnetické vazané oscilatory vytvorené timto programem
jsou na obr. 11. Podrobnéjsi teoreticky popis modela viz [3].

Mathematical Model -
g1 =last( q1)+i1 xAt
Mathematical Model - o ”a;tl( a2)+ 2 xAt
Fl=-kxyl-bxvl-cx(yl-y2) ucl =——
F2=-kxy2-bxv2+cx(yl-y2) i P
B 2=
 mi &t = (M"(URE"UCZj)-L:(uRl*uCl))
F2 (L2-m2)
= Mx( UR1 +uC1)-L x( UR2 +uC2
= me = LRI + R L] )
v2 =last( v2)+a2 xAt L A(tL--M_)
= i1 =last| 1 + x
i -bSt( £ ]+81 e 2 =last( i2)+d2 xAt
y1 =last( y1)+v1xAt kg Sf
y2 =last( y2)+v2 xAt UR2 =R x 2

Obr. 11

Pro ilustraci je na obr. 12 uveden vysledny casovy diagram kmitani
oscilatoru LC' s parametry L = 1H, C = 10uF, R=5Q, M =0,1H
(menu Parameters). Casovy krok h = 0,2 ms (v programu Modellus je
Casovy krok oznacen At), tymax = 0,5s. Tyto hodnoty se nastavuji v menu
Independent Variable. Poéateéni podminky (Initial Coditions) jsou q1 =
= 107* C a ostatni veli¢iny (qz, i1, i2) maji nulovou po¢ateéni hodnotu.

Matematika — fyzika — informatika 27 2018 33



Vézané elektromagnetické oscildtory

Obr. 12

Popsané modely jsou jednoduché a umoznuji zkoumani déji ve vaza-
nych oscilatorech interaktivnimi zménami vSech parametri, popf. poca-
te¢nich podminek, coz obvykle neni mozné u realnych experimentti. Je
vSak obtizné vytvaret timto jednoduchym postupem slozitéjsi systémy os-
cilatord, jejichz popis diferencidlnimi rovnicemi ani neni znam, nebo jejich
feSeni je prili§ slozité. Urcitym problémem experimentd s vazanymi os-
cildtory je také experimentdlni méfeni jejich frekvencni charakteristiky —
rezonancni krivky. Prakticky nemozné je méfeni rezonancni kiivky jedno-
duchych mechanickych oscilatora. U elektromagnetickych oscildtori mi-
zeme rezonancni krivku ziskat klasickym méfenim amplitudy kmitd pfi
postupné rostouci frekvenci (viz [1]). U vazanych oscildtort toto méfeni
ukéze, ze soustava dvou vazanych oscilatort na rozdil od izolovaného os-
cildtoru ma rezonanc¢ni kiivku se dvéma extrémy. Tzn. vazané oscilatory
maji dvé rezonancni frekvence, odpovidajici symetrickému a antisymetic-
kému médu kmitani.
oscilatori a jejich frekvencnich charakteristik miZeme vyuzit napft. si-
mula¢ni program NL5 Circuit Simulator [IV]. V ném snadno vytvorime
schéma, obvodu kreslenim pifimo na ploSe monitoru a ihned miizeme zob-
razit jak casovy diagram kmitani v daném obvodu, tak jeho frekvenéni
charakteristiku. Tento program byl pouzit k simulaci vSech zapojeni s vaza-
nymi elektromagnetickymi oscilatory. Jako ukazka je na obr. 13 je schéma
soustavy indukéné vazanych oscilatortd a na obr. 14 jsou odpovidajici ¢a-
sové diagramy kmitani oscilatori a frekvencni charakteristika se dvéma
charakteristickymi rezonan¢nimi frekvencemi.
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Obr. 13
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Obr. 14

Timto programem byl také vytvoren fetézec ¢tyi kapacitné vazanych os-
cilatori (obr. 15), jehoZ frekven¢ni charakteristika vykazuje odpovidajici
nartist rezonan¢nich maxim (obr. 16). To umoziiuje pfi vyuce dospét extra-
polaci tohoto pfipadu na dlouhou fadu vazanych oscildtort, ¢ili k predstave
dvouvodicového vedeni, kterym se muze Sifit postupné elektromagnetickd
vlna.

T 1" I
¢

Obr. 15
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Tracker 4.97: <http://www.cabrillo.edu/ dbrown/tracker/>
Logger Pro 3.14.1: <https://www.vernier.com/>

Modellus 4.01: <http://modellus.fct.unl.pt/>

NL 5 Circuit Simulator: <http://nl5.sidelinesoft.com/>
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Srovnani charakteristik tonového
generatoru a zvukové karty PC

CENEK KODEJSKA - LENKA MYSLIVCOVA - FRANTISEK HOSEK — MATYAS
ROUHA

Gymnézium, Komenského 77, Novy Bydzov

Uvod

Cilem na$i prace bylo prozkoumat rtzné vlastnosti a charakteristiky
ténového generatoru a zvukové karty PC jako zdroju stfidavého napéti.

V experimentalni ¢asti jsme se zabyvali nejprve porovnanim charak-
teristik obou zdroji a posléze experimenty uvedenymi v [1], které jsme
provedli s ténovym generatorem i zvukovou kartou PC. Nejprve jsme se
zabyvali otazkou, zda oba zdroje patii mezi tzv. tvrdé zdroje napéti, nebo
jestli vykazuji pri zatiZzeni vyrazny pokles napéti. Soucasné jsme zkoumali
zéavislost vystupniho napéti zdroje na frekvenci proudu. Po prezkoumani
téchto charakteristik jsme dosli k zavéru, ze vSechny vyse uvedené zdroje
Ize povazovat za tzv. mékké zdroje napéti a pristoupili jsme ke srovnani
chovani zdroji v nize uvedenych experimentech.

Prvnim experimentem bylo méfeni indukénosti civky, druhym meéteni
kapacity kondenzatoru, tfetim frekvenc¢ni zavislost kapacitance a induk-
tance, ctvrtym ovéreni frekvencni zavislosti sériového RLC obvodu a po-
slednim ovéfeni frekvencni zavislosti paralelniho RLC obvodu.

Ve vSech piipadech jsme pomoci statistické analyzy v programu MS
Excel na hladiné statistické vyznamnosti o = 0,05 zjistovali, jak se expe-
rimentalni data 1isi od teoreticky vypocitanych. Kde to bylo mozné, urcili
jsme i prislusnou nejistotu méreni dané veli¢iny.

Voltampérové charakteristiky tonového generatoru a zvukové
karty PC

V prvni ¢asti popiSeme nejdfive voltampérové charakteristiky obou zdro-
ji a poté ¢tyfi zakladni experimenty pro 3. ro¢nik gymnézia, ve kterych
jsme porovnéavali ténovy generator BM 365 a zvukovou kartu notebooku.
V nasledujicim textu budeme ténovy generator oznacovat zkratkou TG a
zvukovou kartu pocitace zkratkou SC.
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Hodnoty zatéze byly voleny v pripadé TG 100 €, 500 €, 1000 €,
2000 €, 5000 © a 10000 2, u SC jsme zvolili hodnoty 8 2, 20 €,
60 €2, 100 2. U obou zdroji byla méfeni provedena pro frekvence 500 Hz,
1000 Hz, 1500 Hz a 2000 Hz, které svym rozsahem pokryvaji dostatecné
interval frekvenci volenych pii experimentech.

Zatézovaci charakteristika TG, resp. SC, je na obr. 1 vlevo, resp. vpravo.
Hodnota RZ v popisku obr. 2 pfedstavuje pouzitou zatéz.
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Obr. 1 VA charakteristika TG (vlevo) a SC (vpravo) pfi frekvenci 1 000 Hz
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Obr. 2 Frekvenc¢ni zavislost vystupniho napéti TG (vlevo) a SC (vpravo) pro
Rz =100 Q2

Z grafu na obr. 2 vlevo plyne, Ze napéti je na nami zvoleném frekvenénim
rozsahu konstantni a jeho velikost neni volbou frekvence ovlivnéna. Pomoci
MS Excel jsme uréili primérnou hodnotu tohoto napéti a jeho nejistotu
jako U = (0,132 +0,001) V.
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V grafu na obr. 2 vpravo je vidét mirny pokles napéti pro frekvenci cca
1 200 Hz. Pomoci MS Excel jsme ur¢ili primérnou hodnotu tohoto napéti
a jeho nejistotu jako U = (0,80 £ 0,02) V. V méfici technice se obvykle
za hrani¢ni hodnotu pro konstantni veli¢inu povazuje nartst nebo pokles
veli¢iny o 3 dB, coz odpovida 1,4 ndsobku méfené hodnoty [2]. V nasem
pripadé se jednd maximalné o 1,025 nasobek méfené hodnoty napéti, a
proto povazujeme i zvukovou kartu za zdroj napéti, ktery neni frekvencné
zavisly.

Meéreni kapacity kondenzatoru a indukénosti civky. Ovéreni frek-
venéni zavislosti kapacitance a induktance pomoci TG a SC

Kondenzator i civka kladou stfidavému proudu odpor, ktery nazyvame
kapacitance X, resp. induktance X .. Tyto veli¢iny jsou frekvenéné zavislé
a plati pro né nasledujici vztahy (1) a (2):

1
Xo = nfC (1)
XL == 2TCfL (2)

kde C je kapacita kondenzatoru, L je indukcnost civky a f je frekvence
stridavého proudu.

Pomicky: multimetr VA18B (2 ks), svitkovy kondenzator 4,7 uF (3 ks),
civka N = 600, L = 6 mH, vodi¢ jack 3,5 mm / 2 banénky, TG, PC
(notebook), Visual Analyser, propojovaci vodice

Postup price
Schéma zapojeni je na nasledujicim obr. 3.

; ROS
9 0T O

Obr. 3 Schéma zapojeni kondenzatoru (a) a civky (b) — ovéfeni frekvenéni
zévislosti X¢ a X,

[

Uspotfadani experimentu pfi meéfeni indukénosti a induktance je pa-
trné z obr. 4, podobné postupujeme pfi méfeni kapacity a kapacitance.
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Ve frekvenénim intervalu (100-2 000) Hz zvolime rovnomérné piiblizné 20
frekvenci, které na TG generujeme nastavenim frekvence jemnym ladénim
na daném frekvenénim rozsahu a pomoci SC v programu Visual Analy-
ser pomoci tlacitka Wave. V pfipadé TG jsme nastavenou frekvenci vzdy
overili pomoci multimetru VA18B.

Obr. 4 Meéfeni indukénosti civky a frekvenéni zavislosti induktance pomoci SC

Pro kazdou frekvenci zméfime pomoci multimetra VA18B proud a na-
péti, ze kterych pak miZzeme vypocitat hodnotu kapacitance X¢ = U/,
resp. induktance Xy = U/I. Vypodéitané hodnoty zapiseme do tabulky a
vyneseme grafickou zavislost kapacitance, resp. induktance na frekvenci.
Grafy tvofime pomoci programu MS Excel.

V druhé ¢asti vypocétl vyuzijeme vztahy (1) a (2) k vypoctu kapa-
city kondenzatoru, resp. indukénosti civky. V pripadé urceni kapacitance
a kapacity kondenzatoru provedeme méreni nejprve pro jeden kondenzator
s kapacitou Cy; = 4,7 uF a potom pro dva paralelné spojené kondenzatory
s vyslednou kapacitou Cy = 9,4 uF.

Vybér nami naméfenych hodnot pro vypocet kapacitance a kapacity
kondenzatori s vyuzitim SC uvadime v tabulce 1. Indexem 1 je oznaceno
méfeni s kondenzatorem o kapacité €7 = 4,7 uF a indexem 2 méfeni
s kondenzatorem o kapacité Cy = 9,4 uF.

Primeérna hodnota kapacity kondenzatoru C; byla urc¢ena jako Cirg =
= (5,5 £0,2) uF, pro kondenzator Cs jsme vypocitali hodnotu Carg =
= (15£2) uF. Z grafu na obr. 5 vlevo je dobfe patrny exponencialni pokles
kapacitance v zavislosti na frekvenci. Experimentalné naméfené hodnoty
jsou vyznaceny modrymi k¥izky, teoretické hodnoty kapacitance vypoci-
tané ze vztahu (1) jsou zobrazeny ¢ervené.
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Tabulka 1 Méfeni kapacity kondenzatoru a frekvenéni zavislosti kapaci-

tance s SC
f/Hz | Uy/V | Ii/mA | Xo1/Q | CiJuF | Us/V | I/mA | Xca/Q | Ca/uF
100 | 1,177 3,41 345,2 4.6 | 1,171 6,99 167,5 9,5
500 | 0,960 14,03 68,4 4,71 0,867 26,00 33,3 9,6
1000 | 0,774 22,82 33,9 4,7 | 0,587 35,42 16,6 9,6
1500 | 0,690 30,95 22,3 4,8 | 0,448 41,32 10,8 9.8
2000 | 0,636 38,72 16,4 48| 0,377 47,25 8,0 10,0

Primeérna hodnota kapacity kondenzatoru Cy byla uréena jako C1gc =
= (4,71 £+ 0,02) uF, pro kondenzator Cy jsme vypocitali hodnotu Cagc =
= (9,68 + 0,03) uF. Obdobnym zptisobem jsme zmé¥ili indukénost civky
s parametry N = 600, L = 6 mH a induk¢nost civky s N = 12000 a
L =95 mH.

Grafickd zavislost induktance na frekvenci proudu pfi méteni SC je zob-
razena na obr. 5 vpravo. Modfe jsou zndzornény experimentalné naméiené
hodnoty, ¢ervené teoreticky vypocitané ze vztahu (2).
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Obr. 5 Graf frekvenéni zavislosti kapacitance (vlevo) a induktance (vpravo)
pomoci SC pro C1 = 4,7 uF

Primérnd hodnota indukcnosti civky Lpg méfené pomoci TG byla
uréena jako Lpg = (6,4 &+ 0,1) mH, hodnota zjisténd pomoci SC je
Lse = (6,2 £ 0,2) mH. Relativni nejistota ¢inila v pfipadé TG 1,5 %,
pro SC vychézi relativni nejistota 3,2 %.

Matematika — fyzika — informatika 27 2018 41



Rezonanéni kfivka paralelniho obvodu RLC s TG a SC

Vzhledem k tomu, Ze v nasi lofiské praci [4] jsme se podrobné zabyvali
sériovym obvodem RLC', v této praci se pokusime porovnat hodnoty zis-
kané pomoci TG a SC u paralelniho obvodu RLC a v pfipadé zvukové
karty jsme jesté zkusili proméfit nadstavbu se zesilovacem Marshall na
jejim vystupu.

Timto experimentem ovéfujeme znamy vztah pro frekvenci oscilatoru
LC, ktery plati jak pro sériové, tak i paralelni zapojeni civky a konden-
zatoru. Vzhledem k tomu, Ze bézné skolni laboratorni zdroje stfidavého
proudu pracuji pouze s frekvenci 50 Hz, neni klasickym zpisobem mozné
tuto frekvenéni zavislost ovérit.

7 opakovanych méfeni kapacity kondenzatoru a indukénosti civky plyne,
ze digitalni multimetr VA18B méfi pfesné v rozsahu 200 Hz — 2 000 Hz
i mimo vyrobcem udavany frekven¢ni rozsah 40 Hz — 400 Hz. Frekvenci
stridavého napéti pak dokaze mérit v rozsahu 10 Hz — 1 MHz.

Pro vlastni frekvenci oscilatoru LC' plati obecné znamy Thomsondv
vztah, ktery je shodny pro sériové i paralelni zapojeni kondenzatoru o ka-
pacité C' a civky s indukénosti L.

Pro impedanci paralelniho obvodu RLC' plati vztah, ze kterého plyne,
ze pro frekvenci stfidavého proudu, ktera je rovna vlastni frekvenci fy, je
impedance obvodu nejveétsi.
Pomicky: multimetr VA18B (2 ks), svitkovy kondenzator 4,7 uF (3 ks),
civka N = 600, L = 6 mH, rezistor R = 135 k{2, propojovaci vodice, vodi¢
jack 3,5 mm / 2 bananky, PC (notebook), TG, Visual Analyser
Postup price

Usporadani experimentu je patrné z obr. 6.

. 5] L

Obr. 6 Usporadani experimentu — paralelni zapojeni obvodu RLC'
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Voltmetr, civku, rezistor i kondenzator zapojime paralelné. Voltmetrem
métrime napéti na civce a kondenzatoru.

Vystup TG i SC slouzi jako zdroj stiidavého napéti, které pomoci spe-
cidlniho vodice s konektorem jack 3,5 mm pfivedeme na svorky paralelniho
obvodu RLC.

Jeden multimetr VA18B zapojime jako ampérmetr, pfi¢emz navolime
stfidavy typ proudu (na displeji vlevo se objevi AC) a mA. Druhym mul-
timetrem mérime velikost stiidavého napéti na rezistoru, civce a konden-
zatoru.

Postupné zvysujeme frekvenci od 100 Hz az do frekvence 2 500 Hz.
V okamziku, kdy zaznamename na ampérmetru nejvétsi hodnotu proudu,
promérime okoli této frekvence po cca 20 Hz.

Z namérenych hodnot napéti a proudu vypocitame hodnotu impedance
Z =U/I a vyneseme do grafu zavislost impedance na frekvenci. Nakonec
se z grafu pokusime urcit rezonancni frekvenci fy, kterd odpovida nejvétsi
hodnoté Z a porovnat ji s frekvenci ziskanou z Thomsonova vztahu.

Tabulka 2 uvadi méfeni provedené s vyuzitim SC a kondenzatorem o ka-
pacité 9,4 uF. Hodnoty impedance Zteor jsou vypocitany ze vztahu pro
impedanci paralelniho obvodu RLC pro parametry R = 135k, L = 6 mH
a C =4,7uF.

7Z grafu na obr. 7 vlevo je dobfe pozorovatelnd shoda minima proudu
a maxima impedance odpovidajici hodnoté rezonanéni frekvence f, =
= 948 Hz vypocitané z Thomsonova vztahu.
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Obr. 7 Graf zavislosti impedance a proudu na frekvenci paralelniho obvodu
RLC pro TG (vlevo) a SC (vpravo)
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Z grafu na obr. 7 vpravo je dobfe pozorovatelnd shoda minima proudu
a maxima impedance odpovidajici hodnoté rezonancni frekvence fy =
= 671 Hz vypocitané z Thomsonova vztahu. I zde je patrny rozdil mezi
hodnotami teoretickymi (zelend kiivka) a experimentalnimi (¢ervend kiivka),
zejména v okoli rezonanéni frekvence.

Tabulka 2 Impedance paralelniho obvodu RLC v zavislosti na frekvenci
SC pro C =9,4 uF

f/Hz | U/V | I/mA | Z/Q | Zieor/D
100 | 0,350 | 49,24 7 4
200 | 0,481 | 46,42 | 10 8
300 | 0,642 | 40,86 | 16 14
400 | 0,727 | 29,62 | 25 23
500 | 0,794 | 18,80 | 42 42
550 | 0,817 | 13,68 | 60 63
600 | 0,833 | 9,10 | 92 113
650 | 0,837 | 6,03 | 139 407
700 | 0,835 | 6,34 | 132 293
750 | 0,826 | 9,21 | 90 113
800 | 0,811 | 12,62 | 64 71
900 | 0,770 | 18,97 | 41 42
1000 | 0,723 | 24,13 | 30 31
1500 | 0,530 | 38,56 | 14 14
2000 | 0,427 | 46,46 9 10
2 500 | 0,361 | 52,56 7 7

Podrobné statistické vysledky ze vSech provedenjych méfeni jsou uve-
deny v [5].

Zavér
V nasi préci jsme se zabyvali srovnanim riznych charakteristik ténového

generatoru BM 365 a zvukové karty notebooku a jejich vyuzitim v rdznych
experimentech pro 3. roc¢nik.
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Experimentalné naméfena data byla porovnana hodnotami predikova-
nymi teorii a parové statisticky analyzovana. Ze statistické analyzy jedno-
znacné vyplynulo, Ze pouziti zvukové karty jako zdroje sinusového napéti
malé hodnoty ve vSech provedenych experimentech se na hladiné statis-
tické vyznamnosti o = 0,05 poskytuje experimentalni hodnoty, které se
statisticky vyznamné nelisi od teorie.

V pripadé ténového generatoru jsme dospéli k podobnému zavéru s vy-
jimkou paralelnitho RLC obvodu, kde se hodnoty statisticky vyznamné lisi.
Dalsim zjisténim je, Ze pouziti zesilovace na vystupu zvukové karty prineslo
horsi vysledky, nez méfeni pouze s SC.

Zavérem muzeme konstatovat, Ze zvukova karta je plnohodnotnou na-
hradou ténového generatoru a lze ji tispésné pouzivat pii skolnich fyzikal-
nich experimentech.

Podékovani

Autoti dékuji vSem studentim zapojenym do vyzkumu. Vyzkum je
podpofen z prostfedki projektu No. CZ.02.3.68/0.0/0.0/16_011/0000669
(PRIRodovédné Oborové Didaktiky A praktikujici uéitel). Projekt je spo-
lufinancovan Evropskym socidlnim fondem a statnim rozpodtem Ceské
republiky.
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Nedostatek aprobovanych
ucitelt fyziky na zapadé Cech:
bude hur

MARIE MOLLEROVA - JIRI KOHOUT - LUKAS FERT - PAVEL MASOPUST

Fakulta pedagogické, Zapadoceska univerzita v Plzni

Kolik aprobovanych uéitelt fyziky na gkolach v Ceské republice vlastné
chybi? Jaka bude dalsi budoucnost predmétu fyzika na skolach? Jaka je
situace na vysokych skolach prfipravujicich budouci uéitele fyziky? Tyto
i jiné otazky si kladou nejen akademicti pracovnici vysokych skol, ale i
feditelé zakladnich a stfednich skol. Je tato situace skuteéné tak zévazna,
ze by potfebovala fesit? A kde a od koho viibec ziskat skuteéné a potiebné
pocty aprobovanych ucitela fyziky?

D4 se tusit, ze situace ohledné po¢tu aprobovanych uciteld fyziky roz-
predmétt v pfipravé budoucich uditeltl, a ani samotni studenti uz na za-
kladnich a pfedevsim stfednich Skoldch nemaji fyziku p#ili§ v oblibé& [1].
Tak proc¢ se rozhodnout pro studium ucitelstvi fyziky? Pro¢ zasvétit svij
zivot ucitelské profesi? Odpovédi je spousta a co ucitel, to jiny nézor.
Obecné jdou ale ucitelstvi fyziky studovat lidé, které tento obor bavi (pro
ostatni by to zfejmeé bylo dost velké utrpeni), a ktefi jsou soucasné ochotni
své poznatky predavat dal. Clovéka prosté tento obor musi bavit. Ale...
Na druhou stranu muze ¢asem pfijit znac¢né rozcarovani, které ¢loveka do-
nuti ucitelskou profesi opustit. Jednak je to prakticky miziva vidina pro-
fesniho rtstu, nizké finanéni ohodnoceni prace uciteli, nizka autorita ze
strany zaki (a ¢asto i rodi¢d), a samoziejmé moznost uplatnit se v jiném
oboru a mit vice ¢asu i penéz [2]. A tak se nemizeme divit, Ze je podet z4-
jemciu o studium ucitelstvi fyziky mensi a mensi a Ze pocet aprobovanych
ucitelu fyziky celkové rok od roku klesa.

Snahy o zjisténi poc¢tu ucitelu fyziky
Otézkou poctu aprobovanych uditelti se zabyval a stile zabyva doc.

RNDr. Leos Dvordk, CSc. z Matematicko-fyzikalni fakulty UK v Praze,

46 Matematika — fyzika — informatika 27 2018



ktery vystoupil na konferenci ,,Moderni trendy v pripravé uciteld fyziky 7
s piispévkem Ptiprava uciteli fyziky v CR [3, s. 27-37]. V ném se mimo
jiné zabyval pravé otdzkou poctu aprobovanych fyzikait a poctem stu-
dentt na fakultidch pfipravujicich budouci ucitele tohoto oboru. Na za-
kladé sebranych dat od vysokych skol poté zjistil, Ze za poslednich pét
let absolvovalo na téchto fakultdch zhruba 300 studentd, coz je zhruba
60 absolventti ucitelstvi fyziky za rok. Pocet ucitelt fyziky, ktefi rocné
opoustéji skolstvi a musi byt nahrazeni, fesil jako Fermiho tlohu (dloha
kde rychle a pfiblizng, ale kvalifikované, odhadujeme néjakou kvantitu) a
dosel k hrubému odhadu, ze ro¢né by bylo tfeba mit cca 150 novych uci-
telit fyziky, tedy mnohem vice, nez je soucasny stav. Uéastnici konference
se shodli, ze pro fakulty pfipravujici ucitele i dalsi odborniky je nanejvys
dilezité mit k dispozici tvrda data o poctech a vékové strukture uciteld fy-
ziky tak, abychom se nemuseli opirat pouze o rdmcové odhady, jez mohou
byt zatizeny velkou chybou.

7 pozice pfedsedy Fyzikalni pedagogické spole¢nosti JCMF se Dvordk
na zakladé usneseni ucastnikti zminéné konference snazil v letech 2015 az
2017 ziskat od MSMT piislusné informace. Vysledky tohoto tsili shrnul
na dalsi konferenci ,Moderni trendy v piipravé ucitelu fyziky 8¢ v pii-
spévku Dva roky snah o ziskdni po¢tu uciteld fyziky [4]. Bohuzel i pfes
veskeré sliby ze strany MSMT se zadngjch relevantnich dat nedockal, coz
bylo zdtivodnéno tim, ze ziskavani téchto idaji by vedlo k dalsimu zvyseni
administrativni zatéze skol. Mohl tak uvést jen ,odhady“ zaloZzené na za-
kladé vyplnénych dotaznikti sebranych z naprosto mizivého poctu skol. Na
jejich zakladé interpolaci uréil pocet chybéjicich uditelu fyziky na zaklad-
nich gkolach v CR na zhruba jedendct set. Na SS poté chybi odhadem Sest
set fyzikaia. Jedna se vSak skutecné jen o odhad s velmi malou vypovidaci
hodnotou, z néhoz zaroven neni vzhledem k absenci informaci o vékové
strukture fyzikari patrné, jak se bude situaci vyvijet do budoucna.

Cile a metodologie vyzkumného Setieni

Na zdkladé vSech téchto informaci jsme se rozhodli pro vlastni prazkum
ohledné poc¢tu aprobovanych ucitela fyziky na zakladnich Skolach. Pra-
zkum byl proveden pro dva kraje, Plzensky a Karlovarsky, jelikoz se jedna
o spadové regiony, kde se nejéastéji uplatiiuji absolventi FPE ZCU. Pro
oba kraje jsme ziskali kompletni seznam vsech zékladnich §kol,") z néhoz
byly nasledné vyskrtnuty malotfidni skoly, na nichz se fyzika nevyucuje.

Dviz http://www.atlasskolstvi.cz/zakladni-skoly
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Samotny vyzkum pak zahrnoval né€kolik vzajemné souvisejicich ¢asti:

1. Analyzu SVP jednotlivych $kol s cilem ziskat predstavu o tom, v ja-
kém rozsahu je fyzika vyucovéana a jaka je posloupnost tematickych
celkti.

2. Telefonické rozhovory s fediteli skol vedené s cilem ziskat informace
0 aprobovanosti a vékové struktuie uciteli fyziky, a rovnéz o prici-
nach pfipadného nedostatku ucitela fyziky.

3. Vyzkum zaméfeny na absolventy ZS tykajici se piedevsim toho, jak
je fyzika na zakladni skole bavila a jak ¢asto ucitelé do vyuky zafa-
zovali pokusy.

V ramci telefonickych rozhovorti jsme se ptali Feditelti skol na tii za-
kladni otazky: Mate vyuku fyziky vedenou aprobovanym ucitelem? Do
jaké vékové skupiny patil vyucujici fyziky? Mate problém pro vasi Skolu
sehnat aprobovaného fyzikafe, a pokud ano, pro¢ tomu tak je? Zaroven
byl vSsem dotazovanym vysvétlen pojem aprobovany ucitel, protoze tento
termin se ¢asto zaménuje s pojmem kvalifikovany ucitel. Aprobovaného
ucCitele chapeme v tomto vyzkumu ve shodé s Dvorakovym vyzkumem na-
sledovné [4]:

1. Absolvent ucitelstvi fyziky pro zékladni a stfedni $koly v magister-
ském studijnim programu.

2. Absolvent uéitelstvi jinych vSeobecné vzdélavacich predméti + oboru
Fyzika v programu celozivotniho vzdélavani (studium k rozsifeni od-
borné kvalifikace).

3. Absolvent magisterského neucitelského studijniho oboru (tedy i in-
zenyrského) se zaméfenim na fyziku + dopliujiciho pedagogického
studia.

Diky necekané velké ochoté feditelt se nam podatfilo ziskat informace
ze 114 zékladnich skol v Plzenském kraji a 65 v Karlovarském kraji, coz
tvori priblizné 98 % skol prislusného typu v téchto regionech.

Pro ziskédni komplexni predstavy a zjisténi souvislosti mezi aprobova-
nosti ucitelt a vnimanim vyuky zaky jsme provedli rovnéz vyzkum zamé-
feny na to, jak absolventy ZS pokracujici ve studiu na SS vjuka bavila a
jak Casté v ni byly pokusy z jednotlivych oblasti fyziky. Do vyzkumu se za-
pojilo celkem 107 studentii 1. roéniku Stfedni primyslové skoly dopravni
v Plzni, ktefi prisli z 58 skol Plzeiiského a Karlovarského kraje, jez byly
zahrnuty do vyzkumné studie.
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Rozsah a obsah vyuky na zakladnich skolach

Fyzika je v souc¢asné dobé zafazena do vjukové oblasti Clovék a pifroda,
ktera je spolu s ptrirodopisem, chemii a zemépisem dotovana 22 hodinami.
Je na kazdé skole, kolik hodin pro vyuku fyziky vyéleni. Na 49 % zakladnich
skol je fyzika vyucovana v 7 hodindch nap¥ic¢ 6.-9. ro¢nikem, na 37 % kol
v 8 hodinach a na 13 % skol v 6 hodinach. Nejc¢astéjsi rozvrzeni hodin je
v modelu 2+2+42+2 (37 % skol), 2+2+2+1 (15 % skol) a 1+2+2+2 (25 %
skol). Jen na jediné skole jsme zaznamenali situaci, Ze celkem byla fyzika
dotovéana pouze péti hodinami (ve skladbé 14+2+1+1). Srovnéni s vysledky
celorepublikového vyzkumu z let 2002-2004 [5, s. 26-29] ukazuje, Ze se
rozsah vyuky fyziky na zakladnich skolach v poslednich vice nez 10 letech
prakticky nezménil, po¢ty hodin jsou vsak stale na podstatné nizsi trovni,
nez by si uditelé fyziky prali. Varujici je velmi maly pocet pilenych hodin
(alespont jednu ptilenou hodinu fyziky od 6. do 9. roéniku m4 dle naseho
vyzkumu ve sledovanych regionech méné nez 10 % 8kol). Rostouci podet
déti ve tiidach predevsim ve méstech a piiméstskych oblastech pak vyrazné

N

komplikuje realizaci komplexnéjsich laboratornich praci.

\ Pocet hodin fyziky po roénicich\

A D DS

0% 20% 40% 60% 80% 100%

Ohod. ®1hod. ®2hod.

Obr. 1 Pocet hodin fyziky v jednotlivych ro¢nicich ZS v Plzetiském a Karlovar-
ském kraji

Z hlediska obsahu vyuky fyziky dle SVP se naprosta vétsina kol drzi
posloupnosti dle klasickych u¢ebnic.?) Odlignosti se objevuji piedevsim na
gkolach bez aprobovaného ucitele fyziky a budou diskutovany dale. Z hle-
diska rozdéleni vyukovych témat do jednotlivych ro¢nika je zajimavé, Ze

2)Sady ucebnic fyziky od nakladatelstvi Prometheus a Fraus, které jsou v zapadnich
Cechéach nejrozsifenéjsi.

Matematika — fyzika — informatika 27 2018 49



mnozstvi uciva uvedené v SVP ve vétsiné pipadi nezévisi na zvolené ho-
dinové dotaci pro dany ro¢nik (1 nebo 2 hodiny). Zvlasté vyrazny je tento
efekt v 6. roéniku, kdy je pouze jednohodinova dotace pomérné éasta (36 %
skol). Pravdépodobné to souvisi s pfirozenou snahou probrat z organizac-
nich davodi ucivo uvedené v ucebnici pro dany ro¢nik, mize to vSak vést
k tomu, ze dojde k uspéchani dulezitych Gvodnich partii fyziky.

Aprobovanost ucitelu v Plzenském kraji

Veskeré ziskané informace jsou pro lepsi piehlednost upraveny do tabu-
lek a grafi a rozdéleny do sekci podle dvou zkoumanych kraju. Nejprve
tedy situace v Plzenském kraji. Dle vyjadfeni feditelti vyucuje fyziku na
ZS v Plzenském kraji celkem 178 ucitel@t na 114 skolach. Pfitom 117 uéi-
teli je aprobovanych a alesporni jednoho aprobovaného fyzikafe ma 77 skol
(67,5 %), 37 (32,5 %) nikoliv. Detailni informace po okresech jsou uvedeny
v Tabulce 1.

Tabulka 1: P¥ehled skol v jednotlivych okresech Plzetiského kraje

Okres Celkovy | ZS s alespoii jed- | ZS bez jediného | Pramérny vék
pocet nim aprobovanym | aprobovaného | aprobovanych
ZS ucitelem Fy ucitele Fy uéitelu fyziky
Plzen-mésto 26 21 (81 %) 5 (19 %) 40
Plzeti sever 21 11 (52 %) 10 (48 %) 51
Plzen jih 13 9 (69 %) 4 (31 %) 39
Rokycany 10 7 (70 %) 3 (30 %) 40
Tachov 12 7 (58 %) 5 (42 %) 50
Domazlice 12 10 (83 %) 2 (17 %) 44
Klatovy 20 12 (60 %) 8 (40 %) 50

Podle prehledu v tabulce se mtze zdat, Zze na tom nékteré okresy Plzen-
ského kraje nejsou viibec Spatné, ale opak je pravdou. Staci se podivat na
vék aprobovanych uciteli a situace uz se nezda tak optimisticka. Napri-
klad okres Domazlice je na tom v soucasné dobé dobfe, ale v tomto okrese
je na 10 skolach, kde je vyuka vedena aprobovanym ucitelem, polovina
vyucujicich ve vékové skupiné 504-. Uplné nejhorsi situace je v okrese Ta-
chov, v okrese Plzeti-sever (z 11 §kol s aprobovanym uéitelem fyziky jsou na
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Ctytech vyucujici v dichodovém véku) a v okrese Klatovy (z 12 kol s apro-
bovanym ucitelem fyziky jsou na dvou vyucujici v diichodovém véku a na
6 skolach ve vékové skupiné 50+). Komplexni piehled o vékové struktuie
uCiteld fyziky v Plzenském kraji nabizi obr. 2, z néhoZ plyne, Ze desetina
uCiteld fyziky je jiz v diichodovém véku.

-
Pocet aprobovanych fyzikaru (celkem 117)
a jejich vékové sloZeni v PlzeAském kraji

Diichodovy vék
(10%); 12

Do 40 let véku
[ (36%); 42

H| 40-60 let
(54%); 63

o >

Obr. 2 Vékové slozeni aprobovanych fyzikaia v Plzeniském kraji

Aprobovanost ucitelu v Karlovarském kraji

V Karlovarském kraji je situace bohuzel jesté horsi. Podle vyjadieni
fediteld vyuduje fyziku na ZS v Karlovarském kraji celkem 101 ucitel na
65 skoldch. Pfitom pouze 46 uditelt (45,5 %) je aprobovanych a alespon
jednoho aprobovaného fyzikafe mé 35 skol (53,8 %), 30 (46,2 %) nikoliv.

Tabulka 2: Ptehled skol v jednotlivych okresech Karlovarského kraje

Okres Celkovy | ZS s alesponi jed- | ZS bez jediného | Préimérny vék
pocet nim aprobovanym | aprobovaného | aprobovanych
VAS ucitelem Fy ucitele Fy ucitelt fyziky
Karlovy Vary 24 14 (58 %) 10 (42 %) 50
Cheb 20 13 (65 %) 7 (35 %) 46
Sokolov 21 8 (38 %) 13 (62 %) 50

Situace v jednotlivych okresech je popsana v Tabulce 2. Z ni je patrné,

ze nejhorsi stav je v okrese Sokolov. Z osmi aprobovanych uciteld jsou dva
jiz v dtichodovém véku a dva tésné pred dosazenim dichodového veku. Ve
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vyhledu nékolika let tak bude v tomto okrese situace velmi tiziva. Rozdé-
leni z hlediska vékovych skupin je pak uvedeno na obr. 3. Z néj je patrné,
Ze témér pétina aprobovanych uditelu fyziky v kraji je jiz v dichodovém
véku a presluhuje.

e ~
Pocet aprobovanych fyzikaria (celkem 46) a
jejich vékové slozeni v Karlovarském Kkraji

Diichodowy vék Do 40 let véku
(18%); 8 [ (28%); 13

u[ 40-60 let
(54%); 25

\ J

Obr. 3 Vékové slozeni aprobovanych fyzikait v Karlovarském kraji

Pri¢iny neaprobovanosti a jeji dopady na vyuku

Podle fediteld je pfi¢in, pro¢ nemohou sehnat aprobovaného fyzikaie,
hned nékolik. Za zminku stoji ty prakticky totozné zmiriované na vSech
zakladnich skolach:

1. Uték do jinych sektorti (typicky z ditvodu nedostateéného finanéniho
ohodnoceni).

2. Prestiz ucitelského povolani.

3. Nizka autorita ze strany zaku.

4. Néaroc¢nost studia na fakultach pfipravujicich ucitele fyziky.

Dopad na vyuku fyziky s, resp. bez aprobovaného ucitele byl poznat
hned v nékolika dilezitych aspektech:

1. Zména posloupnosti vjuky vedouci k nelogi¢nostem (analyza SVP
vedla ke zjisténi, ze mnohdy jsou vyucovany Newtonovy zakony pred
tématem Pohyb a klid téles, nékdy dokonce doslo k zarazeni apliko-
vané mechaniky tekutin (vodni motory) pfed dynamiku, kterd je
zafazena pred kinematikou. .. ).
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2. Dle informaci ziskanych béhem rozhovori od fediteli skol dochéazi
k Castému stiidani uciteli.

3. Zaky vice bavi vjuka vedena aprobovanym uéitelem fyziky (vyzkum
mezi zaky prokazal statisticky vyznamné lepsi vysledky pro skoly
majici plné aprobované fyzikafe — p-hodnota prislusného statistic-
kého testu byla 0,004).

4. Castéjsi zafazovani experiment@ do vyuky na skoldch s aprobova-
nymi fyzikafi (vyzkum mezi zdky ukézal, Ze pramérnd mira experi-
mentovani v hodinach fyziky byla u kol s plné aprobovanymi fyzikari
3,42 bodu z moznych 8, zatimco v ptipadé iplné neaprobovanosti to
bylo jen 2,83 bodu; p-hodnota testu byla 0,097, coz naznacuje sta-
tistickou vyznamnost na hladiné 0,1).

5. Ze $kol majicich aprobované fyzikaie odchézi vétsi procento zakt na
gymnézia.®)

Celkoveé vysledky naseho vyzkumu naznacuji, ze aprobovanost zde hraje
podstatnou roli a neni mozné akceptovat obcas se objevujici argument, ze
diplom nehraje roli a neaprobovani ucitelé uci stejné ¢i dokonce lépe nez
ti aprobovani.

Zavér

Podle vékové struktury aprobovanych fyzikara v obou krajich lze pred-
pokladat, ze kriticka situace nastane na zakladnich skoldch béhem péti az
deseti let. St¥ednimi skolami se tento vyzkum nezabyval, nicméné je divod
se domnivat, ze na nich jsou ucitelé fyziky v primeéru jesté starsi a pro-
blém zde tudiz nastane rovnéz. Nedostatek kvalifikovanych ucitela fyziky
je problémem, se kterym se potyka vétsina vyspélych zemi,*) pFi¢emz napf.
v USA je v tomto ohledu Spatna situace jiz po dobu mnoha desitek let [6].
Na rozdil od nés vsak je zpravidla k dispozici ucelena statistika toho, kolik
uliteld fyziky chybi a diky znalosti v€kové struktury je pomérné jasné i
to, jak se bude situace vyvijet v dalsich letech. Pokladdme proto za nutné,

3)Zde muize hrat podstatnou roli to, #e méné aprobovangch uciteldl fyziky je ve ven-
kovskych oblastech, kde je procento zaku hlasicich se na gymnéazia zpravidla nizsi nez ve
méstech. Samotna role aprobovanych fyzikaia spoéivajici potencidlné ve schopnosti vést
zaky k logickému mysleni potfebnému pfi prijimacich zkouskach tak neni jednoznacna
a bylo by tfeba ji prokazat/vyvrétit v dalsim vyzkumu.

4)Viz piehled uvedeny na http://www.air.org/sites/default/files/downloads/
report/Creating-Coherence-Teacher-Shortage-Debate-June-2016.pdf
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aby podobn4 evidence tykajici se nejen fyzikait vznikla i v CR. Obavy, Ze
by se jednalo o netimérné navysSeni administrativni zatéze, pokladame za
neopodstatnéné, protoze jde o informace, které skoly stejné shromazduji a
stacilo by je pfenést do vhodné databéze. K prosazeni této iniciativy pak
pokladame za diilezité, aby se k Fyzikalni pedagogické spole¢nosti JCMF
pridaly dalsi zainteresované organizace jako Asociace dékanii pedagogic-
kych fakult ¢i asociace feditelti rtiznych typt skol. Spole¢né by pak mély
vytvorit dostatecny tlak na prislusné organy vedouci k tomu, aby se touto
problematikou konec¢né zacaly systematicky zabyvat.

Podé&kovani

Vizkum byl podpofen projektem OP VVV Didaktika — Clovék a pii-
roda A (CZ.02.3.68/0.0/0.0/16_011/0000665).

Literatura

[1] Héfer, G., a kol.: Vyuka fyziky v Sirsich souvislostech — nazory zaka. [cit.
6. 8. 2017]. Dostupné na: https://kdf.mff.cuni.cz/vyzkum/materialy/vyuka_
fyziky_v_sirsich_souvislostech.pdf

[2] Danielkovd, D.: Analyza faktor pracovni spokojenosti zaméstnanct skolstvi. Ba-
kaléfska prace. Univerzita Karlova, Praha. [cit. 6. 8. 2017]. Dostupné na: https:
//is.cuni.cz/webapps/zzp/download/130007019

[3] Dwvoftdk, L.: P¥iprava ucitelt fyziky v CR — Uvod do diskuze o stavajicim stavu
a moznostech budouciho vyvoje. In: Moderni trendy v pfipravé uéitelu fyziky 7.
Sbornik z konference. Vydavatelstvi ZCU, Plzeii, 2016.

[4] Dwvordk, L.: Dva roky snah o ziskdni poctu uéiteli fyziky. Piispévek piedneseny
na konferenci Moderni trendy v pripravé ucitela fyziky 8 dne 21. 4. 2017.

[5] Héfer, G., Svoboda, E.: Postoje uciteli zakladnich a stfednich skol k vyuce fyziky.
MATFYZPRESS, Praha, 2008.

[6] Hnilickovd-Fenclovd, J.: Snahy o sjednoceni a zkvalitnéni pfipravy uciteltl fyziky
v USA. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢. 14 (1969), s. 221-226.

54 Matematika — fyzika — informatika 27 2018


https://kdf.mff.cuni.cz/vyzkum/materialy/vyuka_fyziky_v_sirsich_souvislostech.pdf
https://kdf.mff.cuni.cz/vyzkum/materialy/vyuka_fyziky_v_sirsich_souvislostech.pdf
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/download/130007019
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/download/130007019

INFORMATIKA

Moderni Sifry 1

EDUARD BARTL
Pfirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Série ¢lanki o Sifrovani se snazi priblizit problematiku modernich Sifro-
vacich metod ¢tenafi se zakladnimi znalostmi stfedoskolské matematiky.
Prvni dil série vyklada zékladni principy asymetrického Sifrovani a bez-
pecné vymény tajného klice. Text sméfuje k vysvétleni Sifry, které se fika
RSA a ktera v soucasné dobé hraje dulezitou roli pfi zabezpeceni komuni-
kace na Internetu i v dalsich souvisejicich oblastech, napfiklad v elektro-
nickém podpisu. V této sérii tak nahlédneme pod poklicku objevim, které
se podilely na prudkém rozvoji Internetu; jen tézko si lze totiz predstavit,
ze by byl Internet pouzivany v takové mitre jako je tomu dnes, kdyby jeho
uzivatelé neméli solidni moznost ochranit svoje soukromé tidaje a soukro-
mou komunikaci.

Co se Eva nesmi dozvédét

Existuje mnoho zptsobu, jak utajit citlivou informaci. Nékteré zptusoby
utajeni jsou velmi jednoduché (napiiklad substituéni nebo transpoziéni
sifra), jiné jsou naopak zna¢né slozité (naptiklad Sifrovaci stroj Enigma;
ten byl dokonce kvili své slozitosti po néjakou dobu povazovan za neroz-
lustitelny). Pfestoze se tyto Sifry zdaji byt rozdilné, scénaf, jimz se ¥idi, je
stale stejny. Zkusme si ho ve struc¢nosti popsat.

Na zacatku jsou dva lidé, ktefi si potfebuji sdélit néjakou duvérnou
zpravu; tuto diveérnou zpravu obyc¢ejné nazyvame otevienym textem. Ode-
silateli zpravy se v kryptografii zpravidla fikd Alice, pfijemce byva pojme-
novan jako Bob. Aby Alice zajistila utajeni této zpravy, tak ji zasifruje a
pak posle Bobovi. V tento okamzik nijak nefeSime, jestli je zprava poslana
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prostiednictvim posty (at uz klasické nebo elektronické), telegrafu nebo né-
jakym jinym zpusobem. Pouze predpokladame, Ze zptisob pfenosu zpravy
nijak nezarucuje jeji utajeni (proto také Alice pfed odeslanim zpravu za-
sifrovala). Do hry tak muZe vstoupit tfeti osoba, kterd ma moznost bez
velkého tsili zaSifrovanou zpravu obdrzet a na Sifru takzvané zautocit; to
znamena, muze se pokusit ze zaSifrované zpravy ziskat zpravu puvodni.
Této treti osobé se v knizkach o kryptografii ¢asto ¥ika Fva.!) Bob v urci-
tém okamziku zaSifrovanou zpravu prijme a desifruje ji, ¢imz obdrzi onu
duvérnou informaci od Alice. VSimnéme si dobfe, Zze ani Alice ani Bob
nemaji moznost zjistit, jestli skute¢né doslo k Eviné pokusu o utok. Pro-
toze jsou vSak paranoidni, tak Gtok predpokladaji a snazi se pouzit natolik
bezpecné Sifrovani, aby se Evé atok nezdaril.

V prvni poloviné 20. stoleti bylo konstruktérim sifer jasné, ze by bez-
pe¢nost Sifer neméli zaklddat na utajeni toho, jak Sifry funguji.?) Princip
fungovéani sifer®) se totiz utajuje jen velmi obtizné. Staéi, aby jeden z kon-
struktéri bud z vlastnich pohnutek nebo proto, Ze byl néjakym zptisobem
donucen, princip Evé vyzradil a ta pak maze nerusené ¢ist Sifrovanou ko-
munikaci, aniZz by si toho byli Alice s Bobem védomi.

Princip fungovani Sifry se proto zpravidla zvefejiiuje. Je ovSem ziejmé,
7ze musi existovat néco, co musi byt drzeno v tajnosti a co zajisti, ze se
Evé nepodaii zagifrovanou zpravu rozlustit. Ctensi se jisté dovtipi, Ze tim,
co je potfeba drzet v tajnosti, je néjakd podoba tajného klice. Tento kli¢
musi byt zndmy pouze Alici a Bobovi, Eva ho nesmi ziskat; pomoci néj
totiz Alice provadi sifrovani a Bob desifrovéni.

Sifrovani a deSifrovani pod drobnohledem

Pokusme se nyni vSe vysvétlit podrobnéji. Sifrovani a desifrovani se
v kryptografii popisuje matematickymi funkcemi. Matematickou funkci,
ktera realizuje Sifrovani, budeme oznacovat pismenem e (vyuZijeme prv-
niho pismene anglického slova encipher, které znamené Sifrovat) a budeme
ji nagyvat Sifrovaci funkce. Tato funkce ,,vyrobi“ z néjakého znaku x ote-

DPatrné proto, ze vyslovnost anglické varianty tohoto jména — Eve — je [i:v]. Je tedy
stejnd jako vyslovnost zacatku anglického slova eavesdrop [i:vz.dra:p|, coz znamend
tajné naslouchat.

2)Je historicky dolozeno memorandum némeckych kryptografii pracujicich na zlep-
Sovani sifrovaciho stroje Enigma, které fika, ze ,pfi posuzovani bezpecnosti Sifry se
pfedpoklada, ze nepfitel mé Sifrovaci stroj k dispozici“ [4].

3)Principem fungovéni sifry rozumime postup, jakym tato sifra ,,vyrobi“ z otevieného
textu zasifrovanou zpravu a naopak.
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vieného textu a néjakého tajného klice k urcity znak y zasifrovaného textu,
coz strucné zapisujeme jako

y=e(z, k).

Matematickou funkci, kterda popisuje deSifrovani, budeme oznacovat pis-
menkem d (opét zde vyuzijeme prvniho pismene anglického slova: decipher
znamend dedifrovat) a budeme ji nazyvat desifrovact funkce. Funkce d, jak
muzeme cekat, z néjakého znaku y zasifrovaného textu a néjakého tajného
klice k ,vyrobi“ prislusny znak z otevieného textu. To mutze byt opét
strucné zapsano jako

x =d(y, k).

Funkce e a d jsou pritom navrzeny tak, Zze pokud Alice pouzije funkci e
k zaSifrovani znaku x pomoci klice k a ziska tak znak y, pak Bob desif-
rovanim y pomoci téhoz klice k musi ziskat pivodni znak x. Musi tedy
platit

d(e(z, k), k) = .

Funkcim, které splituji tuto podminku, se riké inverzni.

Dobre si vSimnéme, Ze co se Sifrovani a desifrovani tyce, maji Alice a Bob
stejné schopnosti. To znamen4, Ze stejné jako Alice miiZe Sifrovat zpravu a
Bob ji pak deSifrovat, mize naopak Bob néjakou zpravu zasifrovat a Alice
ji deSifrovat. Z tohoto pohledu je tedy vztah Alice a Boba symetricky
a kazdému Sifrovani, které se vyznacCuje touto vlastnosti, se proto fiké
symetricke Sifrovdnt.

Pro lepsi pochopent si vSe ukazeme na jednoduchém ptikladu. Znaky
otevieného textu musi byt nejprve vhodnym zpisobem kédovany, to zna-
mend, prevedeny na ¢isla, se kterymi funkce e a d (a potazmo i poci-
tac) uméji pracovat. Vhodné by bylo pouzit zndémé ASCII kédovani,” pro
naSe ucely vSsak bude bohaté stacit néasledujici jednoduché kédovani: pis-
meno a budeme kédovat ¢islem 0, pismeno b ¢islem 1, pismeno c ¢islem 2
atd. Nebudeme pfitom uvazovat ¢eskou diakritiku (pismena s hacky, ¢ar-
kami nebo krouzky) ani interpunkéni znaménka (Carky, tecky, stfedniky,

1)

4)S timto pojmem se setkdvame na stiedni Skole pii vyuce redlnych funkci jedné
redlné proménné — napiiklad na intervalu (0, co) je kvadraticka funkce inverzni k funkci
druha odmocnina.

5)ASCII je zkratkou z American Standard Code for Information Interchange, coz
znamend ,americky standardni kéd pro vymeénu informaci“. ASCII umoznuje kédovat
128 znakt, napriklad mezera je kédovana Cislem 32, malé pismeno a je kédovano ¢islem
97 a tak podobné.
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zévorky, uvozovky apod.); potfebovat budeme pouze (viditelnou) mezeru
-, kterou budeme kddovat ¢islem 26. Kédovani je prehledné znézornéno
v tab. 1.

znak a b c d ... y z .
kédové ¢islo 0 1 2 3 ... 24 25 26

Tab. 1 Jednoduché kédovani pismen abecedy a mezery ..

Uvazovat budeme jednoduchou posouvaci sifru; tajnym klicem k je ¢islo
uréujici posunuti abecedy zaSifrovaného textu vuci abecedé otevieného
textu. Sifrovaci funkce e je pak definovina nasledujicim zptisobem:

e(z, k) =x+k, (1)

kde z je jedno z cisel od 0 do 26 kddujici znak otevieného textu. Pred-
poklddejme, ze se Alice s Bobem shodnou na tajném kli¢i £ = 5 a ze
Alice bude chtit zasifrovat pismeno b. Nejprve si z tab. 1 zjisti kéd tohoto
pismene (¢islo 1) a pak jiz mtZe vypocitat hodnotu funkce e:

e(z, k) =¢€(1,5)=1+5=6.

Z téze tabulky pak Alice zjisti, jaké pismeno se kéduje ¢islem 6. Dojde tedy
k z&véru, Ze pismeno otevieného textu b se Sifruje pismenem G (v literatute
o kryptografii byva zvykem psat otevieny text malymi pismeny, kdezto
zaSifrovany text velkymi pismeny). Pozornému ¢tendii jisté neunikne, Ze
takto definovana sifrovaci funkce nepracuje zcela spravné. Pokud by totiz
Alice potfebovala Sifrovat znak, jenZ se kéduje ¢islem 22 nebo vyssim, pak
by se pric¢tenim ¢isla 5 dostala mimo rozsah tab. 1. Toto ,preteceni“ se da
nastésti snadno odstranit tak, ze se za¢ne poéitat od zac¢atku.%) Napiiklad
pismeno y kédované ¢islem 24 se tak bude sifrovat pismenem C kédovanym
C¢islem 2.

Jak jiz dobfe vime, desifrovaci funkce d je inverzni k Sifrovaci funkci e,
plati tedy

d(y7 k) =y—k, (2)

kde y je jedno z ¢isel od 0 do 26 kédujici znak zasifrovaného textu. Samo-
ziejmé zde musime vytesit ,,podteceni® v pfipadé, Zze deSifrujeme pismena
kédovana c¢islem 4 nebo mensim. To se vSak déla podobnym trikem jako
v pripadé ,preteCeni“. Muzeme tak snadno ovérit, ze pismena G a C se
pomoci funkce d desifruji zpét na pismena b a y.

6)Vyuzijeme takzvanou moduldrni aritmetiku. Podrobné se k tomuto ,kruhovému
pocitani* vratime v pfistim dile.
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Nejde-li to silou, pak to pujde jesté vétsi silou

Jednoduché symetrické Sifry, o kterych byla doposud fec¢, se v dnesni
dobé nedaji k praktickému Sifrovani pouzit — jsou nevhodné k sifrovani
e-mailovych zprav, k zabezpeceni komunikace mezi bankou a klientem a
podobné. Duvod je nasnadé. Ve chvili, kdy na scénu vstoupily moderni
pocitace, zminéné Sifry prestaly byt bezpecné. Pokud totiz Eva zachyti
zasifrovanou zpravu, muze rychle pomoci pocitace zkouset rtzné klice a
skoncit ve chvili, kdy obdrzi néjaky smysluplny text. Pokud je zaSifrovana
zprava dostatecné dlouhd, tak si muze byt jista, Ze je tento smysluplny
text hledanou zpravou. Tomuto zpiisobu ziskéni tajného klice se tika wtok
hrubou silou. Pojmenovani je to vskutku piihodné; Eva nemusi vymyslet
nic slozitého, staci hrubou silou ,kacet“ jeden kli¢ za druhym.

Ctenéfe jisté napadne, Ze by pro zajisténi bezpecnosti stacilo zvétsit
pocet kli¢t natolik, ze by Evé i nejrychlejsim pocitacem trvalo prilis dlouho
projit vSechny mozné kombinace kli¢t. Dostatec¢nd délka tajnych klict
a potazmo i dostatecné velky pocet rtiznych klict je skutecné jednim ze
zékladnich pozadavki, které musi moderni ifry spliiovat.”) Napiiklad sifra
AES® pouziva kli¢e, které maji, pokud je zapiSeme v binirni podobé,
délku az 256 biti (to znamend, Ze tajnym klicem je posloupnost nul a
jednicek a délka této posloupnosti je az 256). Pocet vSech kli¢t je tedy
2256 = 1158 - 1077, coz je skute¢né obrovské ¢islo.”)

Mohlo by se zdat, ze bezpecné moderni Sifry s dlouhym klicem vyfesily
problém se zabezpecenim komunikace. Zdaleka tomu tak neni. Dokonce i
sifra AES trpi jednim zdsadnim nedostatkem. Pfedstavme si nasledujici si-
tuaci: Alice, Bob a Charlie spolu potfebuji (kazdy s kazdym) zabezpecené
komunikovat. Naptiklad tedy Alice si potfebuje posilat zpravy s Charliem
tak, aby je Bob (a kdokoliv jiny) nemohl &ist. Pouziji k tomu S$ifru AES
nebo jinou dostatecné bezpecnou sifru. Kolik tajnych kli¢i si musi mezi

7)Zdtraznéme, 7e dostatecné velky pocet klict nezarucuje, e je dana Sifra skutecné
bezpecna. K sifram, jako je substitucni Sifra nebo Vigeneérova Sifra, existuji velmi chytré
metody, jak rychle najit tajny kli¢ bez pouziti hrubé sily (v pfipadé substituéni Sifry
staci pouzit frekvencni analyzu, u Vigenerovy Sifry je nejprve potfeba zjistit délku
bloku). Moderni bezpe¢né §ifry musi byt odolné i viaéi témto metodam.

8)AES je zkratkou z anglického nazvu Advanced Encryption Standard. Jedna se
o takzvanou blokovou $ifru, ktera byla zavedena roku 2001 a dnes je vyuzivana zejména
v protokolu WPA2 definujicim komunikaci a zabezpeéeni v bezdratovych Wi-Fi sitich.
Tuto Sifru také vyuziva zndmy program pro internetovou telefonii — Skype.

9)Pro srovnani: poéet atomil ve viditelném vesmiru se odhaduje na 1080,
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sebou vyménit?'?) Snadno se dopocitame, ze pouze 3 — jeden tajny KIic si
musi vyménit Alice s Bobem, jeden Alice s Charliem a jeden Charlie s Bo-
bem. Pokud do své skupiny priberou jesté jednoho tcastnika, feknéme
kupiikladu Davida, pak jiz budou potfebovat 6 kli¢d. Jak bude vypadat
situace, pokud skupina bude mit obecné n tcastnikiu? Protoze kazdé dvo-
jici ze skupiny pfifazujeme jiny kli¢ (pficemz nezélezi na pofadi Géastnikl
v dané dvojici), mtizeme pocet kli¢t v zavislosti na poctu ucastniki vyja-
dfit kombinacénim ¢islem

<Z> " (n —T;!)!-zl B n.(T;_ 2.

Naptiklad pro skupinu o tisici ti¢astnicich tedy celkem potfebujeme

1000 - 999
2

Vidime tedy, ze pocet tajnych klict roste s poctem ucastnik dosti
rychle. To klade velké naroky na sprdvu klicu: klice je nejprve potieba
vytvorit, i¢astnici si je musi vymeénit a poté bezpeénym zpusobem uloZit.
A pravé ve vymeéné tajnych kli¢t tkvi hlavni nevyhoda symetrickych Sifer
(tedy i Sifry AES). Tato vymeéna totiz musi probihat opét zabezpedens.
Jestlize by se Evé podarilo béhem vymeény tajny kli¢ ziskat, tak by mohla
nerusené ¢ist jakoukoliv zpravu timto klicem zaSifrovanou.

Jakym zptusobem bezpe¢nou vyménu klica vyresit? Lakava moznost by
mohla byt nasledujici: pokud se chce Alice domluvit s Bobem na néjakém
tajném kli¢i, tak ho mize jednoduse zasifrovat (tfeba s vyuzitim téze Sifry,
kterou se chystaji zabezpecit samotnou komunikaci). Tim se ale zjevné
problém nevyiesi, pouze odsune na jinou uroveni; pro zaSifrovani tajného
klice se totiz Alice a Bob musi bezpecné domluvit na dalsim tajném KkIici.

Priblizné do 60. let 20. stoleti, tedy v dobach, kdy Sifrovani zprav po-
uzivala predevsim armada nebo vladni organizace dané zemé, se vyména
kli¢i fesila celkem jednoduse. Komunikujici strany se bud osobné setkaly
a kli¢ si vyménily nebo si zajistily néjakého duvéryhodného kuryra a ten
jim vymeénu tajného klic¢e zprostiedkoval. Pfestoze neni toto feseni zrovna
idealni, v minulosti fungovalo celkem uspokojivé. Situace se vSak zcela za-
sadné zménila v okamziku, kdy se zaCaly ve vétsi mife pouzivat pocitace

= 499500 klicd.

10)Vy anglicky psané literatuie se Casto pouziva termin key exchange, proto budeme
také mluvit o vymené klice. Vime vsak, ze kli¢ pro Sifrovani i desifrovani je tentyz,
takze bychom méli tuto vyménu spise chapat jako vzdjemné sdélent klice. Proto se také
muzeme setkat s prihodnym oznacenim key distribution — distribuce klice.
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v soukromé sféte a pro firmy i bézné uzivatele vyvstala nutnost zabezpecit
svoji vlastni komunikaci. Osobni setkani komunikujicich stran za Gcelem
vymény klice se stalo prakticky neproveditelné a pouziti divéryhodného
kuryra pfilis zdlouhavé a finanéné nékladné. Bylo tedy nezbytné nutné
najit néjaky jiny zptsob bezpecné vymeény tajnych klict, ktery by obstal i
v novych podminkach nebo vymyslet zadsadné jiny zpusob Sifrovani, ktery
by vymeénu klict viibec nevyzadoval.

Bezpecna vyména klice

Povézme si nejprve néco o prvni moznosti — o bezpeéné vyméné taj-
ného klice. S velmi zajimavym feSenim pfisli ameri¢ti informatici Ralph
Merkle, Whitfield Diffie a Martin Hellman. Tato metoda byla publikovana
roku 1976 [1], o dvacet let pozdéji vSak vyslo najevo, ze byla objevena
jiz na zacatku sedmdesatych let Jamesem Ellisem, Cliffordem Cocksem a
Malcolmem Williamsonem. Tito kryptografové ovSem na svij objev pfi-
§li v rdmci své prace v britské vladni zpravodajské a Spionézni organizaci
GCHQ (Government Communications Headquarters) a nemohli tak sviij
objev zvefejnit.

Pokusime se Diffieho—Hellmanovu—Merklovu vyménu klice (jak je ¢asto
nazyvana) vysvétlit na piikladu, ktery by byl sice v praxi tézko pouzi-
telny, dobfe vSak demonstruje popisovany princip. Predstavime si totiz,
ze tajnym kliCem nebude néjaké ¢islo, jak tomu bylo doposud, ale bude
jim plechovka s barvou urc¢itého odstinu. Bezpecnost Sifrovani tedy bude
zalozena na obtiznosti uhadnout odstin této barvy.

Postup vymény tajné barvy je znazornén na obr. 1. Tento obrazek je
rozdélen do dvou sloupctl, v levém jsou zobrazeny barvy, jez mé k dispozici
Alice v jednotlivych krocich vymeény, v pravém sloupci jsou pak uvedeny
barvy, které ziskava v jednotlivych krocich Bob. Barva, na které se Alice
a Bob pottebuji dohodnout, je hnéda, zobrazena vespod obrazku.

Proces vymeény zacCne tim, Ze se Alice a Bob dohodnou na néjaké spo-
le¢né barvé; na obrazku je tato barva zobrazena na prvnim fadku, jedna
se tedy o zlutou barvu. Tato spole¢nd barva mtize byt zvolena ndhodné a
Alice a Bob se na ni mohou dohodnout nezabezpecené. Je tedy lhostejno,
zdali se Eva dozvi, Ze se jednda o zlutou barvu ¢i nikoliv. V dalsim kroku
(zachyceném na druhém Fadku obrézku) si Alice i Bob zvoli svoji vlastni
tajnou barvu. V nasem ptipadé si Alice zvolila ¢ervenou barvu, Bob zele-
nou barvu. Svoji vlastni tajnou barvu si Alice i Bob mohou zvolit ndhodné,
je vsak nezbytné nutné, aby obé tyto tajné barvy zistaly utajené. Poté
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Alice smiché spoleénou zlutou barvu se svoji tajnou barvou (¢ervenou) a
stejné tak Bob smichd spoleénou barvu se svoji tajnou barvou (zelenou).
Smichanim ziskaji novou barvu — Alice béZzovou, Bob modrou.

Alice Bob

Vefejna spolec¢na barva

Tajné soukromé barvy

i XUl

\
A

@00

\
A

Vefejny prenos

\

A
)

A

+|‘

Tajné soukromé barvy

Spole¢nd tajna barva

Obr. 1 Diffieho-Hellmanova—Merklova vymeéna tajného klice (zdroj: Wikipedia
https://en.wikipedia.org/wiki/Diffie-Hellman_key_exchange)

V dalsim kroku si Alice a Bob tyto smichané barvy vyméni (vyména
muZe probéhnout nezabezpecené). Alice tedy obdrzi modrou barvu, Bob
béZzovou; na obrizku je tento moment zachycen na ¢tvrtém fadku. Po-
slednim krokem je pfidani tajné barvy do takto vyménéné barvy: Alice
smichéd Cervenou barvu s modrou, ziskd tak hnédou barvu, Bob smicha
zelenou barvu s bézovou a ziska také hnédou barvu.

Jak je mozné, ze Alice i Bob ziskaji na konci vymény stejnou barvu?
Zdtvodnéni je snadné a pozorny ¢tenar je jisté uvidél v priibéhu ¢teni pred-
chozich dvou odstavcu. Staci sledovat, jakym zpusobem ,cestuje” schéma-
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tem spole¢né barva zvolena na zacatku:

1. spole¢né (zlutd) barva na strané Boba byla nejprve smichana s Bobovou
tajnou barvou (zelenou), pak byla posldna na stranu Alice, kde byla
smichéna s jeji tajnou barvou (Gervenou);

2. spoleénd (zlutd) barva na strané Alice byla smichana s jeji tajnou bar-
vou (Cervenou), posldna Bobovi, ktery ji smichal se svoji tajnou barvou
(zelenou).

Jak mtizeme vidét, v obou dvou pfipadech byla spole¢nd (7lutd) barva
smichéna s obéma tajnymi barvami (Cervenou a zelenou). Jediny rozdil
mezi body 1 a 2 je v tom, Ze jsou tajné barvy pfidany v opacném poradi.
Vysledek smichani vSak musi byt totozny, v nasem piikladé je jim hnéda
barva.

Mtizeme si také vSimnout, Ze pokud bude Eva odposlouchavat komu-
nikaci mezi Alici a Bobem, pak ziskd spoleénou (Zlutou) barvu a barvy,
které vznikly pfiddnim tajnych barev do této spolecné barvy (modrou a
bézovou). Bez znalosti asponl jedné z tajnych barev vSak nikdy nedospéje
k vysledné (hnédé) barvé, kterd pfedstavuje tajny klic.

Jak bylo feceno v tivodu této sekce, zvoleny piiklad s michdnim barev
by byl v praxi nepouZitelny. Ve skute¢né Diffieho—Hellmanové-Merkloveé
vymeéneé klice se proto nemichaji barvy, ale jistym zptsobem se ,michaji“
¢isla. V tento okamzik je nad nase znalosti vysvétlit toto ,michani“ cisel
podrobné, v pristim dile ovSem pozadované znalosti ziskame a k Diffieho—
Hellmanové—Merklové vyméné klice se jesté kratce vratime.

Zamek, ktery se zamyka jednim a odemyka jinym kli¢em
Piejdéme nyni k Sifrovani, které vyménu tajného klice viibec nepotie-
buje. Zacneme tim, Ze se zkusime podivat na symetrické Sifrovani trochu
jinyma oc¢ima: Alice chce poslat zpravu Bobovi, napiSe ji tedy na papir a
zamkne ji do skfinky. Zamceni zpravy do skfinky odpovida jejimu zasifro-
véani. Pro jednoduchost predpokladame, ze skiinka je nerozbitnd, a zZe je
mozné ji oteviit pouze pouzitim (jediného) spravného klice. Tento kli¢ je
vlastné tajnym klicem, o kterém jsme se bavili doposud. Alice po uzamdceni
posle skfinku Bobovi tfeba obycejnou postou. Pro Evu nemusi byt obtizné
skiinku béhem jeji cesty od Alice k Bobovi ziskat, pokud ji vSak ziska, tak
ji bez kli¢e neotevie (leda, Ze by vyrabéla klice riznych tvart a zkousela,
jestli jeden z nich zdmek neodemkne). Naopak Bob, jakozto pravoplatny
piijemce, musi mit moznost sk¥itiku oteviit (tedy zpravu desifrovat). Musi
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mit proto k dispozici kopii stejného klice, jako ma Alice. Na podobé taj-
ného klice se vsak Alice s Bobem musi néjak domluvit, ¢imz se vracime
k problému vymény klice.

Otéazka tedy zni: nebylo by mozné zkonstruovat skfiiikku s naprosto no-
vym typem zamku, ktery by se zamykal jednim, ale odemykal zcela jinym
klicem? Bob by byl jedingm vlastnikem kli¢e pro odemykéni zdmku (de-
Sifrovani zpréavy), proto se tomuto kli¢i ¥ikd soukromy. Kli¢ uréeny pro
zamykani zdmku (Sifrovani zpréav) by mohl Bob komukoliv poskytnout,
tfeba tak, ze by na svych webovych strankéch zvefejnil detailni popis jeho
tvaru. Alice (nebo kdokoliv jiny, kdo by chtél Bobovi poslat zpravu) by si
podle navodu kli¢ vyrobila o mohla ho pouzit pro uzamceni zpravy. Tento
kli¢ se proto nazyva verejny.

Cely vtip tkvi v tom, Ze rozdélenim tajného klice na kli¢ soukromy a
vefejny tak naprosto odpadé nepohodlna, nékladna a nebezpecna'') sprava
tajnych klicd.

Tomuto zptsobu Sifrovani se Casto Tika Sifrovdni s verejnym klicem nebo
také asymetrické sifrovdni. U zrodu asymetrickych Sifer opét stali, nam uz
znami, Whitfield Diffie a Martin Hellman.

Zbyva tedy néjakou konkrétni Sifru s vefejnym kliGem zkonstruovat.
Pokud bychom ztstali u naseho mechanického priméru se skrinkkou uza-
mykatelnou jednim kli¢em a odemykatelnou druhym (jinym) klicem, tak
takovd konstrukce prekvapivé existuje a je velmi jednoduché. Jednd se
o skfinku, ktera se sama uzamkne pouhym zaklapnutim dvirek. Vefejny
kli¢ sice neméa fyzickou podobu — v tomto pripadé je jim znalost toho,
jak dvirka zaklapnout — to vSak na podstaté véci nic neméni. Kli¢, ktery
skiinku odemyké, musi byt vlastnén pouze zamyslenym piijemcem skiinky,
a je tedy vyse zminénym soukromym kli¢em.'?

Timto jednoduchym napadem jsme vSak problém zdaleka nevytesili.
Pfenést ho do svéta poéitacového Sifrovani (to znamend, najit vhodnou
sifrovaci a desifrovaci funkci) totiz neni viibec snadné a informatiktim tr-
valo pomérné dlouhou dobu, nez se jim to podafilo.

Na zacatku stalo jedno dulezité pozorovani. Zamknuti skfiniky pomoci
vefejného klice (zaklapnuti dvifek) a odemknuti sk¥itiky pomoci soukro-

11)Nebezpeéna v tom smyslu, Ze kuryr nemusi byt tak davéryhodny, jak se Alice
s Bobem domnivali a ze tedy muze tajny kli¢ vyzradit.

12) Jest& jednodussim piikladem takového systému je obyc&ejné postovni schranka. Kdo-
koliv do ni mtize vhodit dopis, ale pouze povéfeny zaméstnanec posty ma (soukromy)
kli¢, kterym se schranka odemyka. Postovni schranka tak realizuje bezpecny presun
dopisu mezi odesilatelem a postou.
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mého klice je snadno a rychle proveditelnou akci. Odemknuti skiinky pouze
se znalosti vefejného klice (se znalosti, jak zaklapnout dvitka) je vSak velmi
obtizné. Stejné tak Sifra, kterou se snazime zkonstruovat, by méla vypadat
tak, Ze Sifrovani pomoci vefejného kli¢e a deSifrovani pomoci soukromého
klice by mélo byt jednoduché a rychlé; desifrovani se znalosti verejného
klice by vsak mélo byt obtizné, v idedlnim pripadé nemozné.

Prevedeno do fec¢i matematickych funkei, které takovou Sifru popisuji,
to znamena, ze:

1. pro zvolené &islo z a vefejny kli¢ k' musi byt vipocet hodnoty Sifro-
vaci funkce y = e(z, k) snadny;

2. pokud budeme znat zasifrované ¢islo y a soukromy kli¢ kg4, tak vypocet
pivodni hodnoty = = d(y, k) musi byt také snadny;

3. vypocet Cisla x pouze ze znalosti zaSifrovaného éisla y a vefejného
kli¢e ke — jinymi slovy, vypocet takového x, aby platilo y = e(z, ke) —
musi byt obtizny.

Protoze je vypocet hodnoty Sifrovaci funkce e v jednom sméru® (bod 1)
snadny a ,v opatném sméru“ (bod 3) obtizny, je takova Sifrovaci funkce
nazyvana jednosmeérnou funkci. K pivodni hodnoté x se tak mtuzeme do-
stat pouze s vyuzitim soukromého kli¢e (bod 2), kterému se proto nékdy
tiké zadni vrdtka.

Dokazeme najit vhodného kandidata jednosmérné funkce se zadnimi
vratky? Pokusme se nejprve zamyslet treba nad funkci

e(z,ke) = ke - .

Vefejnym klicem k. bude napfiklad ¢islo 2. Ptame se tedy, jestli funkce,
kterd danému «x prifadi ¢islo 2x, spliiuje podminky kladené na jednosmér-
nou funkci. Vypocet v jednom sméru (tedy vypocet dvojnasobku zadaného
Cisla) je jisté snadny a rychly. Vypocet v opatném sméru (tedy vydéleni
zadaného &isla dvéma) je oviem také rychly. Ctenai by mohl namitnout, ze
pro obrovska ¢isla nasobeni a déleni rychlé neni. Zde vSak rychlost vgpoctu
chapeme néasledujicim zptisobem: pro nasobeni a déleni méame k dispozici

1?’)Zopakujme si, ze uvazujeme dva klice — jeden vefejny urcéeny pro Sifrovani, druhy
soukromy urceny pro desifrovani. Tyto klice je potfeba ve vypoctech néjakym zptisobem
odlisit, proto jiz nemuizeme pouzivat jediny symbol k. Index e v symbolu ke je opét
odvozen od slova encipher, esky Sifrovat. Ctenai se jisté dovtipi, Ze soukromy kli¢
budeme znacit symbolem kg.
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postup, pomoci kterého jsme schopni dany vypocet iispésné provést v néko-

lika krocich tak, ze zvétSovanim zadanych cisel pocet téchto kroku nebude

dramaticky rist. Timto postupem'?) je zndmé néasobeni a déleni ,v ruce®,

jak jsme se mu naucili na zakladni Skole. Zminéné funkce tedy neni jedno-

smérna a pro konstrukei Sifry s vefejny klicem je tedy nepouzitelna.
Zkusme jinou funkci, feknéme

e(x, ke) = xke.

Za verejny kli¢ opét zvolime ¢islo 2. Pokud tedy Sifrujeme néjaké konkrétni
¢islo x, pak pouze vypocitame hodnotu druhé mocniny ¢isla x, ¢imz zis-
kéme zaSifrované ¢éislo y. Vypodet druhé mocniny (to znamend, ndsobeni
Cisla sebou samym) je — jak uZ dobfe vime — rychle proveditelné. Jestlize
naopak chceme ziskat ze zadaného zasifrovaného ¢isla y jemu odpovidajici
¢islo &, musime vypocitat druhou odmocninu ¢isla y. Vypocet druhé od-
mocniny je vSak opét mozné provést pomérné rychle napiiklad s pomoci
metody bisekce.'?)

Nalezeni vhodného kandidata jednosmérné funkce se zadnimi vratky
se zda byt obtizné. Ve skutecnosti jsme se vSak druhym, vyse uvede-
nym piikladem k tomuto kandidatovi pfiblizili — je jim opravdu funkce
e(z, ke) = x¥e na umocnéni se oviem musime podivat pohledem takzvané
moduldrni aritmetiky, které jsme se lehce dotkli pfi vysvétlovani ,prete-
Ceni“ pFi séitani v rovnici (1). Zminénd funkce se ¢asto nazyva RSA funkci,
protoze stoji v samotném zakladu asymetrického Sifrovani RSA.

Struéné zdiavodnéni, pro¢ je RSA funkce vhodnym kandidatem je ta-
kové, Ze modulérni aritmetika se chova oproti bézné pouzivané aritmetice
velmi nepravidelné. Abychom vSak tomuto zdavodnéni byli schopni 1épe
porozumét, bude nutné podrobnéji si vysvétlit, jak vlastné modularni arit-
metika funguje. Pfisti dil tedy za¢neme vysvétlenim modularni aritmetiky;
poté budeme moci piejit k vysvétleni Sifrovani RSA a k nékterym jeho
aplikacim (napiiklad v elektronickém podpisu).

1)V informatice takovému postupu Fikdme algoritmus.

15)Této metods se také nekdy Fika metoda piilens intervalu. V rychlosti (a znacné zjed-
nodusené) si ji popiSeme na nasledujicim p¥ikladu. Chceme vypoéitat v/576. Zacneme
tim, ze vysledek odhadneme, feknéme, Ze jim bude ¢islo 21. Druhd mocnina z 21 je
441, coz je méné nez pozadovanych 576. Odhad proto zvétSime, tfeba na ¢islo 26. To je
viak prilis, protoze 262 je 676. Odhad tedy zmensime, napiiklad na &islo 24, coz uz je
spravny vysledek. Poznamenejme, Ze ve skutecnosti se ¢isla nehadaji, ale stanovuji jako
prostfedek intervalu daného hodnotami vypoctenymi v pfedchozim kroku. Zvidavého
Gtenafe odkazeme na knihu od Donalda Knutha [2].
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Dva zakladni Sifrovaci principy

MIROSLAV KOLARIK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Ukéazeme si zakladni principy ze zajimavé a stale se rozvijejici oblasti
informatiky — z kryptologie.”) Kryptologie zahrnuje kryptografii a kryptoa-
nalyzu. Kryptografie se zabyva metodami utajeni (fikdme také Sifrovanim)
obsahu zprav; toto utajeni se provadi tak, ze se zprava prevede do podoby,
ktera je srozumitelnd pouze zamyslenému piijemci. Kryptoanalyza se za-
byva lusténim zasifrovanych zprav (desifrovanim).

Prvni kryptografické metody se objevily uz ve starovékém Recku a az
do zacatku 20. stoleti byly zalozené na jednoduchych principech. Pied-
stavime si dva zdkladni Sifrovaci principy: substituci a transpozici. Jedna
se o jednoduché a pfitom zasadni Sifrovaci metody, které se vyuzivaji i
u modernich kryptografickych metod, jako jsou naptiklad DES nebo AES.
Sifrovaci principy demonstrujeme na nékolika jednoduchych piikladech,
které mohou byt pouzity pfi vyuce na zakladnich a stfednich skoléach.

,

Substituéni Sifry

Jako prvni se budeme vénovat substituci, neboli zdméné (ndhradé). Za-
¢neme pékné zvolna jednoduchym piikladem. Predstavme si situaci, ze

DKryptologie je naukou o metodéach utajovani zprav i o tom, jak zasifrované zpravy
lustit (desifrovat).
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chceme zagifrovat text ,INFORMATIKA JE SUPER". Pouzijeme k tomu
nasledujici tabulku, ve které snadno najdeme vSechna pismena anglické
abecedy, a jak je zasifrovat. Jednoduse, horni pismeno z kazdého pole ta-
bulky zasifrujeme pismenem lezicim pod nim (ve stejném poli), pfiGemz
mezeru neménime.

H ®»n| < <l >
“ | RlZ2 W
H o= 20 Q
O <|m E|laU
2 =lw 2zl wn o™
ol ol =
—H KO P @
~ N|W O N T

<o

Napriklad pismeno I zasifrujeme jako F, podobné pismeno N zaSifru-
jeme jako R a text ,INFORMATIKA JE SUPER* zaSifrujeme na text
LJFRWUYHGXFAG VS TEQSY*. Pro jednoduchost budeme v ptikladech
vynechéavat hacky, ¢arky a také krouzky. Proto v tabulkach uvadime pouze
pismena anglické abecedy.

Opustme nasi prvni tabulku a podivejme se na jiny zpusob, jak lze
nahradit anglickd pismena pomoci posloupnosti symbolu, tentokrat tvore-
nych teckami a ¢arkami.

A B C D E F G H I

S vyuzitim druhé tabulky a dohody, Ze jednotlivd pismena od sebe
oddélime symbolem | (pfi¢emZ mezery vynechdme), zakédujeme text
LJINFORMATIKA® na tvar ,|..|-.|..-.]|-==] .= ]-=].=|-]..[-.- ] .- |
Pozorny ¢tenar jisté poznal Morseovu abecedu. Ano, i na morseovku je
mozné nahlizet jako na substituéni sifru.?) Toto kédovani vymyslel ame-

2)Morseovu abecedu vSak nepouzivame proto, abychom zpravu utajili, ale pouze kd-
dovali, tedy prevedli do tvaru, se kterym umi pracovat dané technické zafizeni. V pti-
padé Morseova kédu je timto zarizenim elektricky telegraf.
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ricky vynalezce, malif a sochai Samuel Morse. Ten také uskutecnil v roce
1844 prvni telegrafické spojeni mezi Washingtonem a Baltimorem. Znaky
zvolil tak, aby v angli¢tiné nejfrekventovanéjSim pismenim odpovidaly
nejkratsi sekvence tecek a ¢arek. Na podobné optimalizaci, kdy nejcas-
téji pouzZivanym znaktm je piifazen nejkratsi kdd, je zaloZeno také tzv.
Huffmanovo kédovéni, viz napt. [1].

Pismena mizeme nahrazovat i nepismennymi symboly, tfeba obrazky
nebo ¢isly. Jako ukézka poslouzi nasledujici tabulka, ve které jsou pismena
anglické abecedy nahrazena jednoduchymi obrazky a také je jim pfifazena
odpovidajici ¢iselnd hodnota tzv. ASCII kédu.

A|B|C|D|E F G| H|I
Ok |t |O| & |@ || =
65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73
J N|O|P|Q|R
e | ® | O] 0| < o
T4 175 | 76 | 77T | T8
S| T|U|V | W| X |Y|Z
S}

~
e
=

83|84 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89 | 90

S vyuZitim této tabulky prevedeme slovo ,ALGORITMUS* na &0 ®
QOx* () ®@H“ ana ¢islo ,,65767179827384778583“. Samoziejmé muzeme
nahrazovat i nepismenné symboly (éisla, mezery, atd.) libovolnymi sym-
boly. V8ak také (volné feceno) v informatice se pro poéita¢ vse pfevadi na
posloupnosti nul a jednicek.

Jak substituéni Sifru deSifrovat?

Podivejme se nyni, jak lze jednoduchou substitucni sifru desifrovat. Vy-
uzijeme toho, ze nékterd pismena se obvykle vyskytuji castéji nez jind.
Tieba v angli¢tiné se mnohem c¢astéji objevi pismeno E nez pismeno Z.
My se zaméfime podrobnéji na ¢estinu. Typicky vyskyt pismen v bézném
(dostate¢né dlouhém) Ceském textu rozdélime do nésledujicich t¥{ skupin:

e nejéastéjsi vyskyt (vice nez pét procent): E, A, O, I, L, N, S, T,
e bé/ny vyskyt (mezi tfemi a péti procenty): D, K, M, P, R, U, V, Z,
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e nejméné casty vyskyt (méné nez t¥i procenta): Q, X, W, F, G, B, C, H,
JY.

Déleni je bez diakritiky (nerozlisujeme mezi E, E a E, atp.). Nejéas-
téji se v Ceském jazyce vyskytuji samohlasky E, A a O, vSechny s vice
nez osmiprocentni pravdépodobnosti. Nejméné casté jsou pak souhlasky
Q, X, W, F a G s méné nez iprocentni pravdépodobnosti vyskytu. Jak lze
takové pravdépodobnosti ziskat? Muzete si to vyzkouSet sami. Sezente si
¢esky, dostateéné dlouhy text. Cim delsi, tim lepsi, feknéme, s minimalné
desetitisici znaky. Poté zjistéte vyskyty jednotlivych pismen a uvidite, Ze
to bude hodné podobné s rozdélenim vyse. Budeme-li nyni deSifrovat né-
jaky cesky, jednoduchou substituci zasifrovany text, mizeme s vyhodou
frekvenc¢ni analyzu pouzit. Muzete si to promyslet na konkrétni tloze. Jak
byvé zvykem, budeme nyni psat pismena otevieného (vylusténého) textu
mald a pismena zaSifrovaného textu velka.

Ukol 1

Desifrujte nasledujici text:
ICM ZHVYNAM YJLJYJ YNRYH EN UNZDM UGLJWAN UFMY U
IJYSF DNFNCG DNFM ENWAJYZMUGDM VZJUG. ASICMQZSW
ENWAJIMVDNAAGKL VZJU EN UNZDM DSZJ, ANFANZN
ICNWZJFQG S VIJEQG S S M. VASWAJ YSQ XCFG HLJWANDN
ANQYNCS IMVDNAS. WSZN VN DHFNDN FSDNCMY YCNXS AS
WUJEMKN IMVDNA S UGHFMY YJLJ, FN ANQYNCN EVJH KSVYN
S ANQYNCN VN ANUGVQGYHEM UHXNK. ASVZNWAN KNZQJUN
WIJZHVYNAM XGUS LIJIWAN CGKLZN, ICJYJEFN ZFN VASWAJ
WIIZAJUSY KLGXNEMKM IMVDNAS KNZGKL VZJU.

Regend. Vime, Ze jde o ¢esky text (bez diakritiky), ktery byl zaSifrovan
substituci. Prestoze je kratky, ziskame frekvencéni analyzu vSech jednotli-
vych symbolt. Vysledek absolutni ¢etnosti vSech 356 pismennych znaku je
znazornén v nasledujici tabulce.

A|/B|C|D|E|F|G|H|I
2710 |12|14] 9 |13 15| 9 | 11
JIK|L|M|N|O Q| R
27110 9 |21(53]0 0] 9|1
S| T|U|V|W|X Z
2310 | 16|18 |14 | 5 | 21| 19
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Nejcastéji se v Sifrovém textu vyskytuje pismeno N, je to tedy horky
kandidat na pismeno e v otevieném textu. Hodné casto se vyskytuji i
pismena A, J a S. Pismeno A se v jednom slové v Siffe vyskytuje dva-
krat za sebou, nabizi se proto, Ze by se v otevieném textu mohlo jednat
o pismeno n. Pismeno S se v Sifrovém textu vyskytuje nékolikrat jako
samotné jednopismenné slovo, bude se proto v otevieném textu nejspise
jednat o pismeno a. Nahradime-li v Sifrovaném textu tato tfi pismena a
podivame se na mezivysledek, snadno odhadneme, Ze Casto se vyskytujici
J bude v otevieném textu samohlaska, nejspise o. Dostdvame tak slibny
mezivysledek a mizeme pokracovat dale.

Samoziejmé se obclas stane, Ze néjaké pismeno (néjakd pismena) netip-
neme hned spravné. Pozdéji ale za¢nou vychazet nesmysly, coz nas ptiro-
zené navede na zménu tak, aby vyslednéd zprava davala smysl. Cely ote-
vieny text vypada takto: pri lusteni tohoto textu je velmi vyhodne vzit
v potaz mezery mezi jednotlivymi slovy. napriklad jednopismennych slov
je velmi malo, neznele predlozky a spojky a a i. snadno tak brzy uhodneme
nektera pismena. dale se muzeme zamerit treba na dvojice pismen a vyuzit
toho, ze nektere jsou caste a nektere se nevyskytuji vubec. nasledne cel-
kove dolusteni byva hodne rychle, protoze Ize snadno doplnovat chybejici
pismena celych slov.

NiZe je uvedena tabulka, pfevadéjici pismena Sifrového textu (velka)
na pismena otevieného textu (mald). Ctyfi pismena nebyla pouzita (jsou
u nich uvedeny otazniky), konkrétné: f, g, q, w, coz dobfe koresponduje
s frekvencni analyzou ceského jazyka.

Poznamenejme, Ze pro ztizeni desifrovani substitucnich zprav byva zvy-
kem psat text bez interpunkce, po péti znacich oddélenych mezerou. Tento
zvyk se pouziva od poloviny 19. stoleti a souvisi s telegrafovanim, kde se
platilo za slovo, pricemz primérna délka slov u vétsiny evropskych jazykt
je praveé pét znaku. Pro nazornost, zacatek sifrového textu z prvniho tikolu
by vypadal takto: ICMZH VYNAM YJLJY JYNRY HENUN atd.

A|IB|C|D|E|F|G|H|I
n|?|r|m/|]j z |y | ul|p
JIK|ILIM|N|O|P|Q|R
o|lc|h|i e | 717 k| x
S| T|U| V| W |X|Y|Z
a|?|v|s|d|b|t]|f

Matematika — fyzika — informatika 27 2018 71



Transpozi¢ni Sifry

Dalsim zakladnim Sifrovacim principem je Sifrovani pomoci transpozice
(pfesunu). Opét za¢neme ukdzkovym piikladem.

Méjme text ,TRANSPOZICE SPOCIVA VE ZMENE PORADI ZNAKU
DLE URCITEHO PRAVIDLA“. Z daného textu odstranime interpunkci
a mezery a napiSeme jej do tabulky o sedmi sloupcich. Poznamenejme, ze
pocet sloupctt miizeme zvolit ndhodné (s ohledem na délku textu).

TQ|IR|IFINIO|O

lelclE | ElQIN| 3
<|/H|g|lg|d|~=|~=|=
~lEE|=Z2|<| Q>
OlolgN s E 2
Hlo|g|lz|d|<|n n
bR R A R RN ool Ravl el

K zaSifrovani nyni staci psat zpravu po jednotlivych sloupcich. Do-
staneme tak text ve tvaru ,TZCMAUIARIIEDDTVACVNILEINEAEZE
HDSSVPNUOLPPEOARPAOOZRKCRY, ktery je na prvni pohled nesro-
zumitelny. Provedli jsme transpozici tak, Ze jsme ponechali ptivodni pis-
mena a jen zmeénili jejich pozice. Abychom ztiZili moznost deSifrovat text,
vyzkousime psat sloupce v riizném poradi. Pouzijeme k tomu néjaké sedmi-
pismenné slovo, feknéme , TELEFON“. Abecedni poradi pismen ve slové
,TELEFON“ nam urci, ktery sloupec budeme psat prvni, ktery druhy
atd. V nasem prikladu budeme psat nejprve druhy sloupec a po ném hned
étvrty, protoze se poji s pismenem E. Dalsi v abecedé je pismeno F, a
proto prepiseme paty sloupec, dale je pismeno L a tedy tfeti sloupec, atd.
Dostaneme tak text ,RIITEDDTVNEAEZEHDSSVPNUOLACVNILEIO
OZRKCRPPEOARPATZCMAUIA“.

Jinou moznosti je pfepsat pismena z tabulky dle urcitého vzoru, tfeba
podle tvaru spiraly. Za¢neme-li vlevo nahofe a vydame se smérem dolu a
dale pak po obvodu (jak ukazuji ¢isla v nésledujici tabulce), obdrzime text
ve tvaru ,TZCMAUIAVIDLARCKRZOOPSNARIIEDDTEHOPRAOEP
SECVNILEUNPVAEZ*.
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26 | 256 | 24 | 23| 22|21
27 | 44 1 43 | 42 | 41 | 20
28 | 45 | 54 | 53 | 40 | 19
29 | 46 | 55 | 52 | 39 | 18
30 | 47 | 56 | 51 | 38 | 17
31|48 | 49 | 50 | 37 | 16
32133134 |35| 36|15
9 10|11 |12 |13 | 14

0| || T =W [N

Napsani textu pozpatku je dalsim jednoduchym piikladem transpozi¢ni
sifry. Nebo tfeba psani nejprve pismen na lichych pozicich, pak na sudych
pozicich. Piikladem je také tzv. skytalé. Tento historicky Sifrovaci princip
vyuzivé valce a pasku papiru (dfive pergamenu). Paska papiru se postupné
namotd na véalec a aZ je namotand napiSe se na ni (ve sméru osy vélce)
vzkaz. Po odmoténi jsou pismena na pasce pfemisténa a text se stava (na
prvni pohled) nesrozumitelnym. Nejrychleji se zprava vylusti namotanim
na valec o stejném prumeéru, jako mél puvodni valec. K deSifrovani Ize
pouzit i kuzel, na ktery se paska namota, a poté se po ném posouva do
té doby, nez se objevi smysluplné slovo. Tento druh Sifrovani pouzivali
Spartané béhem véalek.

Dalsi hodné jednoduchou Sifru, kterd prepisuje pismenka ,cik-cak® si
demonstrujeme na tabulce s dvéma fadky a jedendcti sloupci. Samoziejmé
pro jiné rozméry neni tézké Sifrovaci algoritmus adekvatné pozmeénit.

11213 (19|55 |17 7 (15| 9 |13 |11
2212 120 4 |18 6 |16 | 8 | 14| 10 | 12

Zprévu nejprve prepiSeme po fadcich. Cisla v tabulce udévaji poradi
prepisu jednotlivych pismen zpravy. Budeme-li chtit zasifrovat konkrétni
zpravu ,ENIGMA JE SIFROVACI STROJ“, tak ji nejprve po fadcich
zapiseme do tabulky.

EIN|I| G M|A|J|E|S|I|F
R|IO|VIA|C|IT|S|T|R|O]|IJ

Poté text dle ,cik-cak” postupu jednoduse prepiseme na ,EOIAMIJT
SOFJIRESACGVNR® a zasifrovany text je hotovy.
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Jako posledni jednoduchou ukazku transpozicni Sifry uvedeme zasifro-
vani textu ,ENIGMA JE STROJ“ pomoci tabulky o rozmérech 13 x 4
poli. Text napiseme pfedem dohodnutym zptisobem, naptiklad jako v na-
sledujici tabulce, a poté jej prepisSeme po jednotlivych fadcich.

E J J

G T

V nasem pfipadé obdrzime sifrovy text ve tvaru ,EJJNAEOIMSRGT“.

Otoc¢na miizka

Nyni se zamétfime na tzv. Fleissnerovu otocnou miizku. Tuto transpo-
zi¢ni Sifru popsal jako prvni Fleissner von Wostrowitz v roce 1881. K sif-
rovani a desifrovani se pouZiva pomucka: ¢tvercova tabulka, ve které jsou

na vybranych mistech vystfihnuty malé ¢tverce. Napriklad v nésledujici
tabulce velikosti 5 x 5 jsme ¢isly vyznadili vystfizené (malé) ctverce.

Ctverce se vystfihuji tak, aby se pfi postupné rotaci celého velkého
¢tverce (doprava o 90, 180 a 270 stupiii) vystiizené (malé) étverce nikdy
nepfekryly. Text zpravy se pak postupné vpisuje do vystfizenych (malych)
¢tvercd a po jejich zaplnéni se miizka otoci o 90 stupnt smérem doprava.
S nasi ukazkovou oto¢nou mfizkou tak mizeme zaSifrovat zpravu o 24
symbolech. Jejich umisténi znézornuji ¢isla 1 az 24 v nasledujici tabulce.
Prostfedni poli¢ko zfistalo prazdné a nebude se vyuzivat. Sifrovy text vy-
tvorime jednoduse tak, Ze jej ¢teme po jednotlivych tadcich.
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1119|1320
14 8 | 21|15
9 |16 3|22
171 4 |10 | 23 | b5
24 |11 | 6 | 12 | 18

Ukazme si postup na konkrétnim prikladé. Chceme zasifrovat zpravu ve
tvaru ,NOTEBOOK — PRENOSNY POCITAC¥. Pouzijeme k tomu vyse
uvedenou pomocnou oto¢nou miizku velikosti 5 x 5. Po doplnéni textu
(bez mezer a diakritiky) obdrzime tuto tabulku:

NIOIN|C|O
O|K|I|S|O
- | N T| T
Y E|P|A|B
C|R|O|E|P

Nyni jiz lehce vytvorime Sifrovy text. Pfepsanim po jednotlivych fadcich
dostavame ,NONCOOKISO-NTTYEPABCROEP*.

Pochopeni principu oto¢né mfiizky si mulzete ovéfit na nasledujicim
tkolu. Sifrovy text vznikl pomoci Fleissnerovy otoéné miizky velikosti
4 x 4. Napovime, 7Ze v kazdém fadku mfizky je pravé jeden vystiiZzeny
(maly) ¢tverec.

Ukol 2
Ziskejte heslo z néasledujicich 16 pismen: ,EOHSBLIEOMSJLVET*.

Resend. Vime, ze $ifrovy text vznikl pomoci Fleissnerovy oto¢né miizky
velikosti 4 x 4. Z napovédy také vime, ze v kazdém rfadku mfizky je pravé
jedno vystiizené policko. Usporadame-li Sifrovy text do miizky obdrzime
nasledujici:

H|— || w»

H|iw|—=|&E

| O|w| =
<|E|E|O
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V prvnim fadku bude pocatecni pismeno otevieného textu. Vime, Ze ve
druhém fadku najdeme druhé pismeno otevieného textu, ve tretim rfadku
bude tfeti pismeno otevieného textu a ve ¢tvrtém fadku najdeme ¢tvrté
pismeno otevieného textu. Otevieny text ma byt smysluplny, coz nam
hodné slepych cest eliminuje. Napfiklad vybereme-li E z prvniho radku,
nebudeme vybirat E z druhého fadku, protoze by otevieny text zacinajici
pismeny ,, EE“ nedaval smysl. Podobné mizeme s velkou jistotou okamzité
vylouéit trojice ,,OLJ“, ,SLJ“, JEBM“. Pfi urcovani prvnich ¢tyr pismen
otevieného textu je urcité uzitecné pracovat s principem Sifry — s otacenim
miizky vzdy po sepsani ctvefice pismen. Naptiklad, vybereme-li jako prvni
pismeno otevieného textu pismeno O, nebo H, tak vime, ktera dalsi t¥i pis-
mena nebudou na druhé, tfeti a ¢tvrté pozici v otevieném textu. Podari-li
se ndm spravné urcit prvni ¢tyfi pismena, mame cely klic¢ k Siffe, nebot tak
zname polohu vSech ¢tyt vystrizenych poli¢ek v nasi mrizce. Po téchto tva-
héch lze pomérné rychle ziskat otevieny text: ,HESLEMJESLOVOBIT“.
Spravnou odpovédi je tedy slovo ,BIT*.

Zavér

Predstavili jsme si dva zékladni Sifrovaci principy: SUBSTITUCI pii které
se znaky otevieného textu nahrazuji Sifrovymi symboly a TRANSPOZICI,
kde se meéni poradi znaktu otevieného textu. Oba tyto principy se po-
uzivaji i v dnesni dobé — jejich vhodnou kombinaci vznikaji silné Sifry.
Dalsim Sifrovacim principem je napiiklad steganografie (ukryvani zprav).
Ukolem steganografie je skrjt samotnou existenci zprav. Ke steganografic-
kym metodam patii pouziti neviditelného inkoustu, nenapadné vyznaceni
pismen v jinak nezavadném textu, ukryti znakt otevieného textu na do-
mluvenych pozicich, ukryti zpravy v obrazku na internetu, pouziti mikro-
tecek apod. Pomoci pocitace Ize informaci ukryt, naptiklad do obrazku,
do audiosignalu, do videa. Ale o tom tfeba nékdy pristé.

Literatura

[1] Bartl, E.: Teorie informace, MFI, ro¢. 24 (2015), ¢. 3, s. 219-228.

76 Matematika — fyzika — informatika 27 2018



ZPRAVY

11. stfedoevropska matematic-
ka olympiada

MM\

11TH MIDOLE EUROPEAN MATHEMATICAL OLYMPIAD
VILNIUS 2017 LITHUANIA

Dégjistém 11. roéniku Stfedoevropské
matematické olympiady (MEMO), ktera
se konala 21.—27. srpna 2017, byl litev-
sky Vilnius. Soutéze se tradi¢né zucast-
nilo 60 soutézicich z deseti stfedoevrop-
skych zemi (Svycarska, Némecka, Slo-
vinska, Chorvatska, Madarska, Slovenska,
Rakouska, Polska, Ceské republiky a po-
fadajici Litvy), ale kromé nich také Ses-
tice zaku z hostujiciho Béloruska. Kazdou
zemi reprezentovali zaci, ktefi v uplynulém
skolnim roce nematurovali.

Ceské reprezentaéni druzstvo bylo slo-
zeno ze dvou vitézii a Ctyr GspéSnych fe-
Sitelu tustfedniho kola 66. ro¢niku v ka-
tegorii A. Byli jimi: Filip Svoboda (3/4
G Brno, Elgartova), Radek Olsdk (6/8
Mensa G, Praha), Josef Minarik (6/8 G
Brno, Kpt. Jarose), Matéj DoleZdlek (6/8
G Humpolec), Tomds Perutka (7/8 G
Brno, Kpt. Jarose) a Jitf Skrobdnek (7/8
WG Ostrava-Poruba). Vedoucim ceské de-
legace a jejim zastupcem v jury byl Mi-
chal Rolinek, PhD., z IST Austria ve
Vidni, pedagogickym vedoucim druzstva
byl Mgr. Radek Horensky, Ph.D., z Gym-
nézia Sternberk.

Den pred soutézi vybrala po vycerpa-
vajicich jednanich mezinarodni jury vsech
12 soutéznich uloh, tedy ctyri do indivi-
dudlni soutéze a osm do soutéze tymu. In-
dividualni soutéz se konala 23. srpna, ty-
mova soutéz probéhla dne nasledujiciho.
Soutézni prostory, jakoz i zdzemi pro jed-
nani jury, poskytla matematicko-fyzikalni
fakulta mistni univerzity.

Naésledujici dva dny po soutézi jednot-
livea probihala koordinace soutéznich aloh
za pritomnosti vedoucich narodnich tymai.
Kazda soutézni uloha byla pfitom hodno-
cena nejvyse 8 body. Soutézici se mezitim
se svymi mistnimi pruvodci vydali na ne-
daleky hrad Trakai, na prohlidku vilnius-
kého energeticko-technologického muzea a
dalsiho dne také do etnografického muzea
ve vesni¢ce Rumsiskes nedaleko Kaunasu.
Posledni den si uzili zdbavy ve Vichy aqua
parku ve Vilniusu.

Nyni k vysledkim. V soutézi jednot-
livet bylo letos udéleno 7 zlatych, 10 stii-
brnych a 18 bronzovych medaili, v soutézi
tymu pak po jedné sadé kazdého druhu.
Z hlediska ceské vypravy lze povazovat
za prijatelné vysledky individuédlni. Nej-
vétsiho tspéchu, stiibrné medaile, dosahl
Matéj Dolezdlek, jemuz smolné o jediny
bod utekla medaile zlata. Dva bronzové
zasahy zaznamenali Josef Minatik a Filip
Svoboda. Posledni z nasich ocenénych stu-
denttt Radek Olsak odjel s Cestnym uzné-
nim. Vykon c¢eského druzstva v tymové
soutézi uz tak podafreny nebyl, vysledkem
bylo sdilené predposledni misto.

Podrobnéjsi informace doplnéné o fo-
togalerie ze soutéze mohou zajemci na-
lézt na oficidlnich strankidch 11. MEMO
(memo2017.1lmnsc.1t).

Na zavér uvadime texty vSech soutéz-
nich dloh.

Soutéz jednotliveu
(23. srpna 2017)

Priklad I-1
Urcéete vsechny funkce f: R — R ta-
kové, ze

F@® + f(2)f () = 2f(x +y)

plati pro vSechna realna cisla = a y.
(Slovensko)

Priklad I-2

At n > 3 je kladné celé ¢islo. Ozna-
¢eni n vrcholt, n stran a vnitfku pravi-
delného n-uhelnika pomoci 2n + 1 raznych
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memo2017.lmnsc.lt

celych cisel nazveme memorddné, jestlize
plati nasledujici podminky:

(a) Kazd4 strana je oznaCena d&islem
rovnym aritmetickému praméru cisel
oznacujicich jeji koncové body.

(b) Vnitfek je oznacen &islem rovnym arit-

metickému praméru vSech n ¢isel ozna-

Cujicich vrcholy.

Urcete vSechna n > 3, pro néz exis-
tuje memoradné oznaceni pravidelného n-
thelnika vyuzivajici 2n + 1 po sobé jdou-
cich celych cisel.

(Ceskd republika)

Priklad I-3

Ozna¢me P prusec¢ik tuhlopiicek CE
a BD konvexniho pétithelniku ABCDE.
Ukazte, ze plati-li [<PAD| = |[<<ACB| a
[<CAP| = |XEDA|, pak stfedy kruznic
opsanych trojahelnikim ABC a ADFE lezi

na pfimce s bodem P.
(Slovensko)

Priklad I-4

Urcéete nejmensi moznou hodnotu vy-
razu [2"—181"|, v némz m an jsou kladna
cela cisla.

(Némecko)
Soutéz druzstev
(24. srpna 2017)
Priklad T-1
Urcete vsSechny dvojice polynomu

(P,Q) s readlnymi koeficienty takové, ze
rovnost

Plz+Q(y) = Q= + P(y))

plati pro vSechna realna cisla = a y.
(Polsko)

Priklad T—2

Urcéete nejmensi redlnou konstantu C
takovou, Ze nerovnost
|28 + 9% + 25 + 1] < Cla® +y° + 25 + 1

plati pro vSechna realna cisla x, y a z spl-

nujici x +y + z = —1.
(Rakousko)

Priklad T-3

Na kazdém policku tabulky 2017 x 2017
je zarovka, ktera je budto zapnuta, nebo
vypnuta. Zarovku nazveme Seroslepou, po-
kud mé sudy pocet zapnutych sousedi.
Jaky je nejmensi mozny pocet Seroslepych
zarovek?
(Dveé zarovky povazujeme za sousedni, po-
kud jimi obsazend policka sdili hranu.)

(Rakousko)

Priklad T—4

At n > 3 je kladné celé ¢&islo. O po-
sloupnosti Py, P, ..., P, navzijem ruz-
nych bodua v roviné fekneme, ze je sprdvnd,
pokud zadné tfi z nich nelezi v pfimce,
lomena ¢ara P; P> ... P, neprotind samu
sebe a pro kazdé ¢ = 1,2,...,n — 2 je
trojuhelnik P;P; 41 P;y2 orientovany proti
sméru hodinovych rucic¢ek. Pro kazdé celé
¢islo n > 3 urcete nejvétsi celé Cislo k s na-
sledujici vlastnosti: Lze najit n po dvou
ruznych bodu Aj, Az, ..., Ap v rovinég,
pro néz existuje k riznych permutaci

o: {1,2,...,71} g {1,2,...,71}
takovych, ze Ag(1), As(2), -
Spravna.

(Lomena ¢ara Py Ps . .. Py, sestava z Gsecek
PP, PoP3, ..., Py_1Pyp.)

B Ao‘(n) Je

(Polsko)

Priklad T-5

Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik
spliiujici |AB| > |AC| s kruznici opsanou
k. Ozna¢me M stied kratsiho oblouku BC'
kruznice k a D prusecik poloptimek AC a
BM. Déle at E (E # C) je prusecik osy
uhlu AC B s kruznici opsanou trojuhelniku
BDC. Predpokladejme, ze E lezi uvnitf
trojuhelniku ABC' a lze najit spole¢ny bod
N piimky DE a kruznice k takovy, ze E
je stfedem tusecky DN.

Ukazte, ze N je stfedem usecky Iglc,
kde Ip a I¢c jsou stfedy kruznic pfipsa-
nych trojuhelniku ABC postupné ke stra-
nam AC a AB.

(Chorvatsko)
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Priklad T-6

Kruznici k se stifedem O je vepsan ost-
rouhly trojuhelnik ABC, v némz

|AB| # |AC|.
Ke kruznici k£ sestrojme tecny v bodech
B a C a jejich pruse¢ik ozna¢me D. Dale
protnéme pifimky AO a BC v bodé E,
ozna¢me M stfed usecky BC a N (N # A)
prusecik pfimky AM s kruznici k. Koneéné
sestrojme bod F (F # A) na kruznici k
tak, aby body A, M, E a F lezely na
jedné kruznici. Ukazte, ze pfimka F'IN puli
usecku M D.
(Slovensko)

Priklad T-7

Urcete vSechna celd n > 2 takova, ze
¢isla 0,1,...,n — 1 lze seradit do posloup-
nosti xg, 1, ..., Tn—1 tak, aby soucty

zo, o+ X1, .-, To+ L1+ ...+ Tn-1

davaly navzajem rtzné zbytky po déleni n.
(Polsko)

Priklad T—-8

Pro celé ¢islo n > 3 definujeme po-
sloupnost a1, a2, ..., ai jako posloupnost
exponentu v provéiselném rozkladu

— 1, a2 Qg
nl=pyipy?...p”,

kde p1 < p2 < ... < pi jsou prvodisla.
Urcete vSechna cela cisla n > 3, pro néz je
ai, ag, ..., ap geometrickd posloupnost.

(Rakousko)

Nasledujici (12.) roénik MEMO se
bude konat na zakladé oficialniho pozvani
v roce 2018 v Polsku.

Radek Horensky

Ceské druzstvo na 11. MEMO. Zleva Mgr. Radek Horensky, Ph.D., Tomas Perutka, Filip
Svoboda (bronzova medaile), Matéj Dolezélek (stiibrna medaile), Radek Olsék (Cestné
uznani), Josef Minaiik (bronzova medaile), Jifi Skrobanek, Michal Rolinek, PhD.
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LITERATURA

Simon Singh: Kniha kédt a sifer.
Utajovani od starovékého Egypta
po kvantovou kryptografii

Druha kniha britského autora ziejmé
indického puvodu pred¢i jeho prvni knihu
Velka Fermatova véta. Autor je vzdélanim
fyzik, ktery pracoval pro BBC, a vénuje se
popularizaci védy. Kniha li¢i tajemnou a
utajovanou historii kryptografii, tedy védy
o Sifrovani dokument a boj kryptologi,
ktefi se snazi prolomit Sifry. Autor pro-
kéazal znac¢né schopnosti literarni i popu-
lariza¢ni a také zurocil dlouhou pfipravu,
kterou vénoval napsani knihy. Li¢i osudy
védcu, ktefi se vénovali Sifrovani i desifro-
vani a vyvoj Sifrovani od jednoduché za-
mény mnoziny znaku, kdy kazdému znaku
je jednoznacné prifazen pravé jeden znak
stejné abecedy, tedy tzv. monoalfabetické
$ifry po kvantovou kryptografii.

Kniha vysla v roce 2017 v 2. vydani
v nakladatelstvi Dokoran a ARGO, Praha.
Na jeji tirovni se v ¢eském piekladu podi-
leli oba prekladatelé —Petr Koubsky, Dita
Eckhardtovd a odborny lektor prekladu,
predni Cesky kryptolog Vlastimil Klima.
Kniha je krasna po literarni a obsahové i
formalni strance a designu a Cte se jednim
dechem. Mohu ji doporudit kazdému, kdo
se zajima nejen o Sifrovani, ale o historii
védy nebo spolecnosti obecné. Autor za-
fadil také kapitolu o lusténi starovékych
pisem, tedy o rozlusténi egyptskych hie-
roglyft, které rozlustili Thomas Young a
Jean Francois Champollion, ktefi pouzili
tzv. Rosettskou desku, kterd obsahovala
zapis v fectiné, démotickém pismu a hi-
téni tzv. minojského linedrniho B pisma.
Pfi ném pouzili védci jen dedukci, nebot
neméli zadné voditko ani nevédéli, v jakém

jazyku jsou desticky napsany. Nejzajima-
véjsi byla kapitola o druhé svétové valce,
jejiz kryptologické objevy byly tficet let
utajovany. Tato historie je zndma z doku-
mentarnich televiznich seriala nebo z filmu
Kéd Navajo. Chybi mi kapitola o sovétské
kryptografii, kterd je zfejmé jesté utajo-
vana.

siman Singh

Kniha kédua a sifer

Utajovini od starého Egypta
po kvantawou kryprograhi

Jako matematik bych pfivital néco vic
o matematickych zédkladech asymetrického
Sifrovani. Vzhledem k tomu, Ze je kniha ur-
Cena Sirokému okruhu c¢tenéfd, nebylo to
asi mozné. Prednosti knihy je rozsahly se-
znam literatury a webovych stranek. Au-
tor zaradil také soutéz pro Ctenare v lus-
téni Sifer, kterd byla v originidlu ohod-
nocena cenou 10 000 liber. V Cesku vy-
sla také vyborna kniha Simona Garfin-
kela PGP — Bajec¢né soukromi, ktera obsa-
huje historii asymetrického Sifrovani a po-
pis programu Phila Zimmermanna PGP.
Také tuto knihu i program, ktery sam po-
uzivam, mohu ¢tenafim doporudit.

Karel Vasicek
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