MATEMATIKA
5 FYZIKA
INFORMATIKA

CASOPIS PRO VYUKU NA ZAKLADNICH A STREDNICH SKOLACH

ROCNIK 27, CISLO5 LISTOPAD-PROSINEC 2018




MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA

Casopis pro vyuku na zakladnich a stf¥ednich skolach
Roénik XXVII (2018), ¢islo 5

Vydava Prometheus, spol. s r. o. ve spolupraci s Jednotou ¢eskych matematikid a fyzikt

Redakce:

Oldfich Lepil — vedouci redaktor a redaktor pro fyziku
Jaroslav Svréek — redaktor pro matematiku

Eduard Bartl — redaktor pro informatiku

Lukéas Richterek — redaktor WWW stranek

Redaként rada:

Pavel Calédbek, Zdenék Drozd, Radomir Halas, Stépan Hubalovsky, Ruzena Kolafova,
Miluse Lachmannova, Pavel Leischner, Dana Mandikova, Oldfich Odvéarko, Jarmila
Robova, Bohuslav Rothanzl, Emanuel Svoboda, Jaromir Simsa, Pavel Tlusty, Pavel
Topfer, Bohumil Vybiral

Adresa redakce:
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc E-mail: MFIQupol.cz

Adresa vydavatele:
Prometheus, spol. s r. o., Cestmirova 10, 140 00 Praha 4

OBSAH

MATEMATIKA

J. Polak: Analogie v matematice a jejich didaktické vyuziti .......... ... 321
V. Vanék, P. Caldbek, D. Nocar: Ceské stopy v Matematickém klokanovi . ... 334
Zajimavé matematické ulohy . . ... ... ... L 0 Lo o 347
FYZIKA

E. Hejnovd: Testovani védeckého mysleni . . .. ... ... ... ... ....... 350
C. Kodejska: Inovativni demonstrace druhého Newtonova zdkona . .. ... ... 359
Z. Gibova: Navrh pracovného listu k apletu na zdkony zachovania energie ... 365
INFORMATIKA

E. Bartl: Moderni Sifry IT . . .. ... . 373
ZPRAVY

P. Calabek: 12. stfedoevropskd matematickd olympidda ... ... ... ...... 389
P. Tépfer: Mezinarodni olympiddy v informatice v roce 2018 . .. ... ... ... 392
D. Hruby: Semindf Matematika a fyzika ve skole . ... ... ... .......... 397

L. Richterek: Pro¢ byt ucitelem fyziky . ............... ... ........ 398




MATEMATIKA

Analogie v matematice a jejich
didaktické vyuziti

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd ZCU v Plzni

Pojmem analogie (z fec. analogia = obdoba, podobnost) riznych (ne-
totoznych) objektt, popt. jevil ¢l situaci se rozumi nalezeni jejich podob-
nych (spec. stejnych) vlastnosti. Na zakladé shody jednéch vlastnosti se
usuzuje na shodu dalsich vlastnosti. V tomto smyslu se s pouzivanim ana-
logii setkavame nejen v bézném zivoté ¢i v uméni, ale zejména ve védach
humanitnich (filozofii, logice, psychologii, pravu, lingvistice), védach pi¥i-
rodnich (fyzice, chemii, biologii) i védach technickych (mechanice, elek-
trotechnice, stavebnictvi) a specidlné v matematice. Analogie se pouzivaji
nejen v matematice jako védé, ale maji téz specificky vyznam a vyuziti
ve vyucovani matematiky, jehoz didaktickymi aspekty se budeme zabyvat
v tomto ¢lanku.

Pojem analogie v matematice, klasifikace analogii

Analogie matematickych objekti je vztah mezi netotoznymi matematic-
kymi objekty, které maji jisté vlastnosti podobné (spec. stejné). Obdobné
se definuji pojmy analogie matematickych systémi, analogie matematic-
kych situact apod. Matematické objekty, jez jsou vzajemné ve vztahu mate-
matické analogie, se nazyvaji analogické matematickée objekty. S priklady se
setkavame prakticky ve vSech matematickych disciplinach. Typickymi pri-
klady jsou dvojice analogickych planimetrickych a stereometrickych atvart
(podrobnéji viz [12, str. 96]): ¢tverec — krychle, obdélnik — kvédr, rovnobéz-
nik — rovnobéznostén, trojiuhelnik — ¢tyistén, mnohotihelnik — mnohostén,
kruh — koule.
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V matematice i dalsich védnich oborech se lze setkat s rozliSovanim
riiznych druhti analogii. Z kognitivniho (poznévaciho) hlediska se rozlisuji
dva typy analogii:

Intuitivni analogie (heuristickd analogie) je analogie ziskand pouze na
zdkladé intuice, tj. pouhého bezprostfedniho vytuseni (bez hlubsiho zdi-
vodnéni).

Strukturni analogie (syntaktickd analogie) je analogie zaloZzené na zjis-
téni urcité podobnosti dvou matematickych struktur, tj. mnozin matema-
tickych objektd s danymi vlastnostmi.

Usuzovani z analogie

V matematické logice se pouzivaji t¥i druhy usuzovdni (vytvafeni dsud-
ka):

Deduktivni usuzovdni predstavuje vytvareni logicky spravnych tsudka
na zékladé vyrokové logiky. V matematice je zdkladem dokazovdni (dikazi
matematickych vét).

Induktivni usuzovani je zalozené zpravidla na netplné indukci. V mate-
matice ma charakter heuristické (objevitelské) metody, jez mnohdy muze
poslouzit k formulaci vérohodnych (pravdépodobné platnych) matematic-
kych hypotez.

Usuzovani z (na zdkladé) analogie mé obvykle jednu z néasledujicich
dvou forem heuristického tusudku:

a) Premisy (pfedpoklady) tisudku:
Objekt (systém) A je analogicky s objektem (systémem) B.
Objekt (systém) B ma vlastnost v.

Zavér usudku: Objekt (systém) A mé pravdépodobné téz vlastnost v.

b) Premisy (pfedpoklady) tsudku:
Vyrok p je analogicky k vyroku q.
Vyrok q je pravdivy.

Zavér usudku: Vyrok p je pravdépodobné téz pravdivy.

Pozndamka. Zakladatelem moderniho pojeti heuristiky v matematice a vy-
nikajicim propagatorem uziti heuristickych metod v didaktice matematiky
byl madarsky matematik George Pdlya [dzordz pdjal (1887-1985), ktery
po mnoho let pedagogicky ptisobil a védecky tvoril v USA. Jeho knihy [1]
a [2] se staly klasickymi v oboru didaktického vyuziti heuristickych metod
v matematice.
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Pri feSeni matematickych probléma heuristickymi metodami je ovsem
dilezité si uvédomovat, ze jejich vysledkem je vzdy pouze vysloveni néjaké
matematické hypotézy, jejiz pravdivost je pak nutné v dalsi (deduktivni)
Casti feSeni bud dokdzat, anebo vyvrdtit. V této souvislosti v literatuie
(napf. v knize [2]) se dokldd4 na éetnych pfikladech, Ze v historii matema-
tiky vedlo vhodné pouziti metody analogie k zasadnim objevim, ale jeji
pouhé intuitivni uziti svedlo védce i k vysloveni nespravnych (nepravdi-
vych) hypotéz. Viz napi. [12, s. 283].

Zakladni didakticka vyuziti analogii ve vyuce matematiky

Z didaktického hlediska je uziti analogii ve vyucovani matematiky vhod-
né a uzitecné zejména v téchto pripadech:
e pii analogické formulaci matematickych definic a vét,
e pii objevovani a vySetfovani novych matematickych vlastnosti,
e pii feSeni analogickych matematickych tloh,
e k snadnéjSimu a trvalejsimu zapamatovani urcitych analogickych mate-
matickych poznatki.

Typické priklady didaktického vyuZiti analogii:

Analogické definice a véty, napt. zakladni véty pro ¢iselné rovnosti a
nerovnosti, definice a véty o vlastnostech operaci v ruznych ¢iselnych obo-
rech, o upravach rovnic a nerovnic, definice a véty pro aritmetické a geo-
metrické posloupnosti, o rovnobéznosti a kolmosti v roviné a v prostoru
(pfitom pro nékteré planimetrické véty analogické stereometrické véty ne-
plati), o mife geometrickych Gtvari v roviné a v prostoru, pro geometricka
télesa (hranol — valec, rota¢ni valec — rotac¢ni kuzel apod.), definice a véty
pro kuzelosecky (analogické geometrické definice a analytickd vyjéddieni).

Analogickd fesent typovych dloh v algebie, geometrii (vypocetnich i kon-
struké¢nich dloh), v kombinatorice aj. Specificky je analogie vyuZivana pfi
FeSeni gradovanych Fetézci matematickych tloh (viz [12, str. 104-108]).

Analogie jako uzZiteéné heuristické strategie pro reseni matema-
tickych tuloh

Heuristickymi strategiemi (strategickymi postupy) se nazyvaji obecné,
popf. specifické heuristické (objevitelské) metody FeSeni matematickych
problému (tloh), které se cilevédomé pouzivaji zejména pii feseni slozit&j-
sich matematickych tloh (viz napt. knizni publikace [8] a [12, str. 94-104]).
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Strategii analogie (strategii zaloZenou na analogii) je nazyvana speci-
fickd heuristicka strategie feSeni matematické tlohy, jez spoc¢iva v tom, ze
se nejprve fesi vhodna jednodussi (snadnéji Fesitelna) tloha, jejiz FeSeni je
pak inspiraci pro feseni dané analogické matematické tilohy.

V nasledujicich dvou prikladech ilustrujicich pouziti strategie analogie
nejprve roziesime planimetrické tlohy, jejichz feSeni ndm pak budou inspi-
Priklad 1

Planimetrickd dloha: Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' a libovolny
bod P uvniti tohoto trojihelniku nebo na jeho hranici. Necht K, L, M
jsou po Fadé paty kolmic z bodu P na strany BC, CA, AB a |PK]|, |PL|,
|PM]| jsou po fadé vzdalenosti bodu P od stran BC, CA, AB, a = |BC|,
b = |CA|, ¢ = |AB] jsou délky téchto stran trojihelniku ABC. Dokazte,
ze pak plati rovnost

a-|PK|+b-|PL+c-|PM|=285,
kde S je obsah trojthelniku ABC.

Reseni. Pro vnitini bod P trojihelniku ABC je jeho obsah S roven souétu
obsahil trojuhelniki PAB, PBC, PC A, tj. plati rovnost

1 1 1
“a-|PK|+>b-|PLl+>c-|PM|=S
5@ [PK|+5b-|PLI+ 5 c-[PM]

a odtud po vynasobeni této rovnosti dvéma dostavame dokazovanou rov-
nost. Specidlné pro bod P na hranici trojuhelniku ABC' jsou pfislusné
vyrazy na levé strané této rovnosti nulové.

Analogickd stereometrickd tuloha: Je dan Ctyfstén ABCD a libovolny
bod P uvnitf tohoto ¢ty¥sténu nebo na jeho hranici. Necht K, L, M, N
jsou po tadé paty kolmic z bodu P na stény ABC, BCD, CDA, ABD a
|PK|, |PL|, |PM]|, |PN| jsou po fadé vzdélenosti bodu P od téchto stén
a S1, S2, S3, Sy jsou jejich obsahy. Dokazte, ze pak plati rovnost

Sy |PK|+ Sy |PL| 4+ S5 |PM|+ Sy |PN| =3V,
kde V' je objem ¢tyisténu ABCD.

Reseni. Pro vnitini bod P étyfsténu ABCD je jeho objem V roven soudtu
objemu ¢tyistént PABC, PBCD, PCDA, PABD, tj. plati rovnost

1 1 1 1
gSl~|PK|+§SQ-|PL|+§SB.pM‘+§S4.|pN|:3V
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a odtud po vynasobeni této rovnosti tfemi dostavame dokazovanou rov-
nost. Specidlné pro bod P na hranici ¢étyfsténu ABCD jsou prislusné vy-
razy na levé strané této rovnosti nulové.

Priklad 2

Vivianiho véta: Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC a libovolny bod P
uvnité tohoto trojihelniku nebo na jeho hranici. Necht K, L, M jsou po
fadé paty kolmic z bodu P na strany BC, CA, AB, a = |BC| = |CA| =
= |AB| je délka strany rovnostranného trojuhelniku ABC. Pak soudet
vzdéalenosti bodu P od stran trojuhelniku ABC je konstantni a plati rov-
nost

|PK|+ |PL|+ |PM| = h,

kde h je vyska rovnostranného trojuhelniku ABC. DokazZte.

Dikaz této véty je specidlnim pripadem feSeni dilkazové planimetrické
tlohy z ptikladu 1. Dokazovanou rovnost dostavame specialné pro rovno-
stranny trojuhelnik ABC, kdea=b=1¢, S = %ah.

Pozndmka. Vincenzo Viviani [vincenco viviani] (1622-1703) byl italsky
fyzik a matematik, jehoz uciteli, spolupracovniky a prateli byli vyznamni
italsti fyzikové a matematici Galileo Galilei (1564-1642) a Evangelista Tor-

ricelli (1608-1647). Vivianiho vétu obsahuje jeho geometrickd préce z roku
1659.

Analogickd stereometricka véta k Vivianiho vété: Je dan pravidelny
¢tyfstén ABCD a libovolny bod P uvnitf tohoto ¢ty¥sténu nebo na jeho
hranici. Necht K, L, M, N jsou po fadé paty kolmic z bodu P na stény
ABC, BCD, CDA, ABD, |PK|, |PL|, |PM]|, |PN| jsou po fadé vzd4-
lenosti bodu P od téchto stén, a je délka hrany pravidelného Ctyfsténu
ABCD. Pak soucet vzdalenosti bodu P od stén ¢tyfsténu ABC D je kon-
stantni a plati rovnost

|PK|+|PL|+ |PM|+ |PN| = h,
kde h je vyska pravidelného ¢tyfsténu ABC D. Dokazte.
Dikaz této véty je specidlnim piipadem feSeni diikazové stereometrické
ulohy z prikladu 1. Z ného specialné pro pravidelny ¢tyistén ABC' D, u né-
hoz je Sy = Sz = S3 = Sy, V = 151 h, takze plati
1
Sy - (|JPK|+ |PL|+ |PM|+|PN|)=3- gSlh

a odtud plyne dokazovand rovnost.
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Priiklad 3

Planimetrickd uloha: V roviné je dan libovolny stfedové soumérny ro-
vinny obrazec a bod P # S (kde S je stfed soumeérnosti obrazce). Naleznéte
pfimku p, kterd prochézi bodem P a rozdéluje dany obrazec na dva shodné
geometrické utvary.

Resent je velmi jednoduché. Protoze rovinné stfedova soumérnost se stfe-
dem S je shodné zobrazeni, bezprostfedné odtud plyne, ze kazda primka
prochézejici stfedem soumérnosti S daného obrazce jej rozdéli na dva
shodné geometrické utvary. A tedy hledanou pfimkou p je pfimka PS
(uréend body P a S).

Analogickd stereometrickd tloha: V prostoru je dano libovolné stiedové
soumeérné téleso a primka p, kterd neprochézi jeho stfedem soumérnosti S.
Naleznéte rovinu p, kterd prochazi pfimkou p a rozdéluje dané téleso na
dva shodné geometrické utvary.

Resend je opét velice jednoduché: Protoze také v prostoru stfedova sou-
mérnost se stifedem S je shodné zobrazeni, vyplyva odtud, ze kazda ro-
vina prochézejici stfedem soumeérnosti S daného obrazce jej rozdéli na
dva shodné geometrické utvary. A tedy hledanou rovinou g je rovina pS
(urcend pfimkou p a bodem S5).

Poznamka. G. Pélya v [1, str. 110] zduraziiuje, Ze je vhodnéjsi fesit takto
formulovanou tlohu pro obecné stfedové soumérné téleso, nez jen napft.
pro pravidelny osmistén. Jeji feSeni specialné plati pro libovolny stfedove
soumérny pravidelny mnohostén.

Priklad 4
Pozoruhodné, i kdyz mélo znamé, jsou stereometrické analogie Pythago-
rovy véty a Thaletovy véty, s nimiz se lze seznamit v zajimavém ¢lanku [9].

Uziti analogii pri FeSeni aplika¢nich aloh

Redlny svét a jeho zkoumani, jakoz i veskeré lidské ¢innosti v ném jsou
casto natolik slozité a bezprostiedné tézko proveditelné, ze vyzaduji vy-
tvafeni riznych materidlnich ¢i abstraktnich (myslenkovych, kognitivnich)
modelt. Pfipomerime (viz [12, str. 111-114]):

Modelem daného objektu (resp. jevu, procesu, situace) nebo systému se
rozumi jeho vhodné reprezentace (zastoupeni, resp. zobrazeni v Sirokém
slova smyslu) se zachovdnim podstatnych charakteristickych vlastnosti.
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Procesy vytvareni, pfeménovani a interpretovani modeld se nazyvaji mo-
delovdni ¢i simulace. Velmi vyznamnym specidlnim pfipadem abstraktnich
modelt jsou matematické modely, tj. modely vyjadfené matematickymi
prostfedky (napf. rovnicemi nebo soustavami rovnic). Modelovéni uzitim
matematickych modelt je nazyvano matematické modelovani. Ve skolské
matematice se pouzivajli matematické modely pfi matematizaci redlnych
situact a Tesent aplikacnich uloh. Specidlné dvé nebo vice aplikac¢nich tloh,
jez se Fesi uzitim stejného (resp. analogického) matematického modelu, se
nazyvaji analogické aplikacni ulohy.

Priklad 5

Fyzikdlni dloha o vypoctu primérné rychlosti automobilu: Automobil
ujel vzdélenost 210 km za 2,5 hodiny. Stanovte jeho primeérnou rychlost
na celé trati.

Reseni. Pfi vipoctu primérné rychlosti obecné nerovnomérného pohybu
automobilu vychéazime z jeji definice znamé z fyziky. Primérnd rychlost
nerovnomeérného pohybu télesa (,hmotného bodu*) na dréaze s urazené za
¢as t je definovana vzorcem

vp = —,

Pt

tj. je rovna rychlosti takového modelu rovnomérného pohybu télesa, pii
kterém by téleso urazilo stejnou celkovou drahu s za tutéz dobu t. Od-
tud pro zadané numerické hodnoty drdhy s = 210 km a ¢asu ¢t = 2,5 h
dostavame, ze prumérna rychlost automobilu byla

, _ 210km
P 25h

=84 km-h~'.

Pozndmka. Protoze primérnou rychlost automobilu pocitdme jako podil
ujeté drahy s a doby t, za kterou byla ujeta, je zifejmé, Ze pii kazdém
zdrzeni, tj. prodlouzeni doby ¢, se pramérna rychlost snizi.

Analogickd aplikacni dloha o vypoctu prumérné spotieby automobilu:
Auto ujelo 420 km a spotiebovalo pfi tom 29 1 benzinu. Jaka byla jeho
prumeérna spotieba na 100 km?

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze jizda automobilu je zpravidla nerovnomérna,
jeho spotfeba pohonnych hmot (benzinu, nafty) je pak téz nerovnomérna
v pribéhu jizdy. Pfitom spotrebou motorového vozidla se rozumi objem V/
spotfebované pohonné hmoty (paliva motoru) vyjadifeny v litrech. Pro
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vyjadfeni ekonomicnosti a cenové naroc¢nosti provozu motorového vozidla
je zaveden a pouzivan udaj tzv. prumérné spotreby motorového vozidla
na 100 km jizdy. Jeho definice vychazi z toho, Ze se skuteény (nerovno-
mérny) pohyb vozidla nahradi modelem rovnomérného pohybu vozidla se
spotfebou V' paliva pfimo imérnou draze s ujeté vozidlem: V = ks, kde
konstanta k je koeficient této pfimé tmeérnosti (k = % predstavuje spo-
tfebu paliva na 1 km). Spotieba paliva na dréze 100 km je pak % -100 km.
Na zakladé tohoto matematického modelu se pro spotfebu paliva pfi jeho
skutetné (nerovnomérné) jizdé vozidla zavadi pojem priumérné spotieby
paliva na 100 km jizdy takto: Primérna spotreba V, paliva motorového
vozidla (v litrech) na 100 km jizdy pii jeho celkové spotfebé V' (v litrech)
na draze s (v km) je definovina vzorcem

1%

(Lze ji téz vyjadiit ve formé poméru V, : V = 100 km : s, tzv. trojélen-
kou.) Odtud pro zadané numerické hodnoty drdhy automobilu s = 420 km
a celkové spotfeby benzinu V' = 29 | dostavame, Ze prumérna spotieba
automobilu na draze 100 km byla

291
P 490 km

100 km = 6,9 1.

V ¢lanku [11] byl popsén a doporucéen alternativni postup FeSeni této
ulohy (a dal$ich numericky zadanych tloh) zaloZeny na uziti ,strategie
analogie“. Strucné lze tento postup feSeni vyjadrit takto: V daném nu-
merickém zadani feSené ulohy se Ciselné tdaje nahradi vhodnymi jedno-
dussimi (,,pratelstéjsimi“) ¢isly. Nalezne se FeSeni tilohy s timto zjednodu-
Senym Ciselnym zadanim. V nalezeném algoritmu jejiho feSeni se nahradi
pozménéné ciselné daje ptvodnimi Ciselnymi tdaji a tim se uréi reseni
tlohy v ptivodnim znéni. Takto pro vyse zadanou slovni llohu o primérné
spotfebé automobilu se v ¢ldnku [11] nejprve fesi ,analogickd dloha® se
vhodné zjednodusenym ¢iselnym zadanim: Auto ujelo 200 km a spotiebo-
valo pfi tom 16 1 benzinu. Jaka byla jeho primérna spotieba na 100 km?
Vysledek feseni této tlohy je zfejmy — priamérnd spotieba auta na 100 km
¢ini 8 litrit benzinu, pficemz podle [11] jeho vypodet se d4 zrekonstruovat

takto:
16
200
100

=8
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a po navratu k ptavodni dloze se ta vyfesi stejnym zptisobem:
29 .
a0 — 69
100

K tomuto postupu feseni pfipojme nékolik zésadnich pfipominek: Reseni
tlohy pomoci analogie (zaloZené na zjednoduseni jejiho ¢iselného zadéni)
neni zadnou jeji alternativni vypocetni metodou. Ptivodni tloha i ,analo-
gické 1loha“ jsou feSeny v podstaté toutéz vypocetni metodou. V piipadé
tlohy o primérné spotiebé auta na 100 km je metoda vypoctu zalozena
na (vySe popsaném) predpokladu pfimé Gmeérnosti spotfeby auta a ujeté
drahy, pficemz vypocet primérné spotieby mize byt realizovan raznymi
ekvivalentnimi zptdsoby, napf. uzitim trojclenky. Zapis vysledku vypoctu
ve tvaru slozeného zlomku je jen jednim z moznych ekvivalentnich vyjad-
feni. Prakticky vypocet Feseni v ,analogické tiloze“ a v puvodni tloze se
lis jen v tom, Ze zatimco v prvnim pfipadé se snadno provede zpaméti,
ve druhém priipadé se obvykle uskute¢ni s pouzitim kalkulatoru. Zaroven
je tfeba zddraznit, ze v aplikac¢nich tlohach se maji vypocty provadét ni-
koliv jen s ¢iselnymi hodnotami tdajt (veli¢in), ale s hodnotami veli¢in,
tj. vCetné jejich jednotek. A ve vyuce fyziky jsou Zaci vedeni k tomu, aby
feseni fyzikalnich tloh provadéli nejprve obecné a teprve poté do obecného
vysledku dosazovali dané numerické hodnoty veli¢in.

Pri feSeni aplikacnich tiloh uzitim strategie analogie je vzdy nutné ana-
lyzovat tlohu nejen z matematického hlediska, ale téz ji spravné interpreto-
vat z aplika¢niho hlediska. V nasledujicim piikladu ilustrativné ukazeme,
jak uziti analogie nespravné z tohoto hlediska vede k chybnému feSeni
aplika¢ni tlohy. Ulohy z tohoto piikladu jsou obsazeny v 8. upraveném
vydéani knizni publikace Béloun, F. a kol.: Sbirka tloh z matematiky pro
zékladni skolu (Prometheus, Praha 2010) v kapitole o slovnich tGlohach na
str. 113-115, vysledky tloh jsou uvedeny na str. 245.

Priklad 6

Slovni iloha o smési caji: Ze dvou druht ¢aje v cené 160 K¢ a 220 K¢
za 1 kilogram se méa pfipravit 20 kg smeési v cené 205 K¢ za 1 kilogram.
Kolik kilogramu kazdého druhu ¢aje bude tfeba smichat?

Reseni. Ozna¢ime hledané hmotnosti prvniho a druhého ¢aje po fadé mq,
ma, jejich dané ceny za 1 kilogram ¢; = 160 Ké/kg, co = 220 Ké/kg,
hmotnost smési mg = 20 kg a jeji cenu za 1 kilogram cs = 205 Ké&/kg.
Sestavime soustavu dvou linearnich rovnic pro nezndmé msy, mo, z nichz
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prvni vyplyva z fyzikalniho zdkona zachovani hmotnosti a druhé vyjadiuje,
ze soucet celkovych cen smichavanych ¢aji ma byt roven celkové cené jejich
smeési:

m1 + mg = mg,

c1mi + camo = c3Mms

ReSenim této soustavy rovnic dostavame

C2 —C3

my = ms,
C2 —C1
3 —C

mo = —— M3
C2 —C1

a odtud numericky po dosazeni
-20 kg = 5 kg,
-20 kg = 15 kg.

Analogickd tiloha o slitiné kovi: Ze dvou kovi s hustotami 7,4 g-cm ™3
a 8,2 g-cm ™3 mame piipravit 0,5 kg slitiny s hustotou 7,6 g - cm~3. Kolik

gramil kazdého kovu je k tomu zapotiebi?

Reseni. Ozna¢ime hledané hmotnosti prvniho a druhého kovu po fadé m1,
mea, jejich hustoty p; = 7,4 g-cm™3, py = 8,2 g - cm ™2, hmotnost slitiny
ms = 500 g a jeji hustotu p3 = 7,6 g- cm™3. V citované sbirce tloh byla
sestavena pro neznamé mq, ms soustava dvou linearnich rovnic formalné
analogického tvaru k rovnicim z predchozi dlohy:

mi + mg = ms,

p1M1 + p2ma = p3ms

Resenim této soustavy rovnic pro nezndmé mj, my obdobné jako v pred-
chozi tloze dostavame

P2 — P3
my = ——— M3,

P2 — pP1
ma = PP ms3

P2 — pP1
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a odtud numericky po dosazeni

mp=--500g=2375g,

mo = —-500g =125 g.

NN U

Toto Feseni (uvedené ve vysledcich sbirky tloh) je vSak chybné, protoze
pro slitiny (a pro roztoky) druh4 z rovnic soustavy neplati (nemé fyzikalni
smysl). Danou tlohu lze Fesit prostfedky skolské matematiky pouze apro-
ximativné tak, Ze druhou rovnici soustavy nahradime pfiblizné platnou
rovnici pro objemy obou kovi a jejich slitiny Vi, Vo, Va:

my + mo = ms,
m m m
Vi + Vo = V3, neboli a2 T
P1 P2 3

Resenim této soustavy rovnic pro neznamé my, msy dostavame

my=L. P27
P3 P2 —pP1
P2 P3—P1
mg = —- ms3
pP3 P2 — pP1

a odtud numericky po dosazeni

mi = 365,13 g, mo = 134,87 g.

Uziti strukturnich analogii ve vyuce matematiky

Necht jsou ddny mnoziny M1, Ms, jez maji po fadé odpovidajici analo-
gické vlastnosti vy, vy ¢ili jsou zaddny dvé matematické struktury (My,v1),
(Mg, v2). Jestlize existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni f mnoziny M;
na mnozinu Ms, které zachovava jejich vlastnosti vy, vs, pak toto zobra-
zeni f se nazyva izomorfni zobrazeni nebo kratce izomorfismus a (My, v1),
(M3, v2) se nazyvaji izomorfni matematické struktury vzhledem k vlastnos-
tem v1, vy. Pokud vlastnosti vy, ve jsou v jistém smyslu analogické, potom
izomorfni matematické struktury (My, v1), (M2, ve) pedstavuji strukturni
analogie mezi mnozinami My, Ms.

Specidlné se rozlisuji dva typy izomorfismu:
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1. Je-li v; = Ry a v2 = Ry, kde Ry a Ry jsou po fadé urcité (dané) relace
mezi prvky mnozin M; a My, pak jde o izomorfismus f zachovdvajict
relace Ry, Rs.

2. Je-li vy = O1 a vy = Oy, kde O7 a O3 jsou po fadé uréité (dané) operace
pro prvky mnozin M; a My, pak jde o izomorfismus f zachovdvajici
operace O1, Os.

V nasledujicich dvou prikladech uvedeme nékteré vyznamné izomor-
fismy (strukturni analogie), které nalézaji siroké uplatnéni ve skolské ma-
tematice.

Priklad 7

TIzomorfismus (strukturni analogie) zachovdvajici relace:

(R, R1) a (E1, R2) kde Ry je relace usporadani (<) na mnoziné R (oboru
redlnych ¢isel) a Ry je analogickd relace uspofddani na mnoziné E; (eu-
kleidovském prostoru dimenze 1, tj. p¥imce),

(R,d(a,b)) a (Ei,d(A,B)), kde d(a,b) = |a — b| je metrika v R a
d(A, B) = |AB| je metrika v E;; na obou téchto izomorfismech je zalo-
zeno geometrické znazornovani realnych cisel na ciselné ose.

(Rzad(aab)) a (Ede(AvB))a kde a = [ahaQ]v b = [blabﬂv d(avb) =
= /(a1 — b1)% + (az — b2)? je metrika v R? a d(A, B) = |AB| je metrika
v roviné E,.

(R3,d(a,b)) a (E3,d(A, B)), kde a = [a1, az,as], b = [b1, ba, b3, d(a,b) =
= /(a1 —b1)2 + (a2 — b2)? + (a3 — b3)? je metrika v R3 a d(4, B) = |AB]
je metrika v roviné Eg.

Ve vSech uvedenych piipadech izomorfismii f pfitom plati d(a,b) =
= d(AB), tj. zobrazeni f jsou izometrickd a pomoci této izometrie se
prechazi od geometrického prostoru E,, k jeho aritmetickému modelu R™
(n=1,2,3, R! = R), coZ je vyuzivano v analytické geometrii pii sourad-
nicovém vyjadfeni bodu v roviné, resp. v prostoru.

Priklad 8

TIzomorfismus (strukturni analogie) zachovdvagici operace:

(RT,-) a (R, +), kde R* je mnoZina vsech kladnych &sel s operaci néso-
beni a R obor realnych ¢isel s operaci s¢itani; tento izomorfismus f ziejmé
reprezentuje logaritmickou funkci.

(C,+) a (G,+), kde C je obor komplexnich ¢isel s operaci s¢itani a G je
rovina se zavedenou kartézskou soustavou soufadnic bodu s definovanou
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operaci jejich scitani; na tomto izomorfismu f je zalozeno geometrické
znazorfiovani komplexnich ¢isel v Gaussové roviné G.

(Vy,+) a (Vo,+), kde V; je vektorovy prostor geometrickych vektort
v roviné, resp. v prostoru s definovanou operaci séitani a V, je vekto-
rovy prostor aritmetickych vektor dimenze 2, resp. 3, tj. V, = R2, resp.
V, = R? s definovanou operaci s¢itani; tento izomorfismus f je vyuzivin
v analytické geometrii linedrnich geometrickych atvari.
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Ceské stopy v Matematickém
klokanovi

VLADIMIR VANEK - PAVEL CALABEK — DAVID NOCAR

Univerzita Palackého v Olomouci

Matematicky klokan je jednou z nejznaméjsich mezinarodnich matema-
tickych soutézi pro zaky ZS a SS. Tato soutéz se lisi od ostatnich matema-
tickych soutézi jako je napriklad Matematicka olympidda, Pythagoriada
atd. v nékolika aspektech. Tim nejvyznamnéjsim je jeji struktura. Lze Tici,
Ze oproti vySe zminénym soutézim probiha pouze jednokolové v predem
stanoveny den. Déle se zde nehodnoti postup, pfipadné nalezeni ,nejele-
gantnéjsiho* feseni, ale pouze spravny vysledek, ktery si navic muze souté-
zici ,tipnout“ z nabizenych odpovédi A, B, C, D a E, z nichz prdvé jedna je
spravnd. Vétsina zakt se s ni setkdva jiz na prvnim stupni ZS a pravidelné
se ji ¢astni az do poslednich ro¢nika stfedni skoly. Soutéz je rozdélena do
Sesti kategorii dle véku tcastnika.

Poprvé si mohou zasoutézit jiz déti druhych a tietich t¥id zdkladnich
skol — kategorie Cvréek, dale pak néasleduji kategorie Klokanek (4.-5. t¥ida),
Benjamin (6.-7. tfida), Kadet (8.-9. t¥ida) a na stfednich Skoldch Junior
(1. a 2. roénik, resp. ekvivalentni ro¢niky viceletych gymnézii) a Student
(3. a 4. ro¢nik). Zadani Cvrcka obsahuje 18 tloh a jeho casova dotace je
60 minut. Kategorie Klokanek, Benjamin a Kadet obsahuji 24 tloh a je
pro né vyhrazeno 60 minut na feseni plus 15 minut na administraci testu.
Stredoskolské kategorie maji také 24 tloh a Casovou dotaci 75 + 15 mi-
nut. Soubor soutéZnich tuloh je rozdélen na tfetiny dle obtiZnosti, za které
zaci mohou ziskat po fadé 3, 4, resp. 5 bodu. V pripadé chybné odpo-
védi je jim jeden bod odecten, pokud tlohu nefesi neztraceji zadny bod.
O dosazitelnych bodovych ohodnocenich pojednéva podrobnéji ¢lanek [4].
Aby ani soutéZici, ktery nevyfesi zddnou tlohu spravné, nedosahl zapor-
ného vysledku, vstupuje do soutéze s 18 (Cvréek), resp. 24 body (ostatni
kategorie). Dalsi podrobnosti je moZno najit na internetovych strankach
soutéze www.matematickyklokan.net.

V pfipravé budoucich uciteld se pomérné casto setkdvame se situaci,
kdy se studenti domnivaji, Ze Matematicky klokan je soutézi regionalni,
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pripadné republikovou a jeji realizace se omezuje pouze na kratky casovy
tsek na zacatku druhé tretiny mésice bfezna. V tomto ¢lanku bychom
radi uvedli vSe na pravou miru a kromé historie celé mezinarodni soutéze se
podivali i na nékolik vybranych tloh, kterymi piispéli organizétoii z Ceské
republiky k jejimu celosvétovému tispéchu.

Historie Matematického klokana

Na zacatku 80. let predstavil australsky ucitel matematiky Peter O’Hal-
loran na australskych skoldch novy druh matematické soutéze, jejimz za-
kladnim stavebnim prvkem byl didakticky test s vibérem odpovédi. Na tes-
tové otazky bylo mozno odpovidat jednotné pomoci pocitace, jimz byl cely
test také opravovan a vyhodnocovan, coz znamenalo, Ze se souc¢asné mohly
Ucastnit soutéze tisice zakiu napti¢ Australii a jedinym omezenim bylo pfi-
pojeni k internetu. Thned v pocatcich tak slavila soutéz velky tspéch.

V roce 1991 se dva francouzsti uéitelé (André Deledicq a Jean Pierre
Boudine) rozhodli po vzoru australského kolegy zalozit ve Francii podob-
nou soutéz, kterou nazvali , Kangaroo®, ¢imz chtéli vzdat hold svym aus-
tralskym pratelim. V prvnim roc¢niku se zucastnilo 120 000 zakid ve véku
15-16 let. V nésledujicich letech se soutéz oteviela i pro dalsi vekové ka-
tegorie.

V ¢Cervnu 1993 se v Pafizi konalo setkdni organizatori francouzskych
matematickych soutézi v ramci The World Federation of National Mathe-
matics Competitions (WFNMC), kam byli pozvéani také zastupci dalsich
evropskych zemi. Zde byla mimo jiné predstavena soutéz Kangaroo. Ucast-
nici konference byli ohromeni rostoucim zajmem zakt o tento typ soutéze
(120000 v roce 1991, 300000 v roce 1992, 500000 v roce 1993). Sedm
evropskych zemi — Bélorusko, Madarsko, Nizozemsko, Polsko, Rumunsko,
Rusko a Spanélsko — pfevzalo myslenku i zpfisob organizace a v kvétnu
1994 slavila nova soutéz ve vSech zemich velky tspéch. Stale se vsak jed-
nalo o individualni soutéze, které mély v jednotlivych zemich jind zadani
a také odlisny cas pro feSeni. O mésic pozdéji na zasedani Evropské rady
ve Strasburku valné shromézdéni delegattl deseti evropskych zemi roz-
hodlo o vytvofeni asociace ,Kangourou sans frontieres* (Kangaroo wi-
thout Frontiers, AKSF) s volenou radou 6 ¢lent a s pravnim statutem
registrovanym v Pafizi. Tim byl odstartovan globaliza¢ni proces celé sou-
téze a nastavena zakladni pravidla platnd pro vSechny participujici zemé.

Jiz v prosinci 1995 byl v Eindhovenu pfipravovan dalsi rocnik soutéze,
spole¢ny (identicky) na trovni kategorie Kadet (13-14 let) pro vSechny
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zemé: byla stejna soutézni zadani, casova dotace a soutéz se také konala
ve vSech zemich ve stejny den. Zajisténi organizace, vyhodnoceni soutéze
i ocenéni nejlepsich fesiteld bylo ponechano na jednotlivych zemich. Po-
¢inaje nasledujicim rokem byly jiz spole¢né ptipravovany i ostatni vékové
kategorie. V roce 1997 prijalo 21 zic¢astnénych zemi kone¢né narizeni, které
presné definuje finan¢ni Gcast a pravidla soutéze, kterd maji byt dodrzo-
vana vSemi zemémi, jez se chtéji stat cleny asociace Kangaroo without
Frontiers. V soucasnosti je v asociaci registrovano 84 zemi z celého svéta
a soutéze se v roce 2018 ve vSech kategoriich Gc¢astnilo 6124 834 zaki.
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Rozséhly a zajimavy je i seznam zemi AKSF: Albanie, Argentina, Armé-
nie, Australie, Azerbajdzan, Belgie, Bélorusko, Bolivie, Bosna a Hercego-
vina, Brazilie, Bulharsko, Chile, Filipiny, Kolumbie, Kostarika, Chorvat-
sko, Kypr, Ceska republika, Dansko, Dominikénské republika, Ekvéador,
Estonsko, Etiopie, Finsko, Francie, Némecko, Ghana, Recko, Madarsko,
Indie, Indonésie, Iran, Irdk, Izrael, Italie, Jamajka, Jizni Korea, Kanada,
Katalansko, Kazachstan, Kosovo, Kyrgyzstan, Litva, Lotyssko, Makedo-
nie, Malajsie, Mexiko, Moldavsko, Mongolsko, Mosambik, Myanmar, Ni-
gérie, Nizozemi, Norsko, Pakistan, Panama, Paraguay, Peru, Polsko, Por-
toriko, Portugalsko, Rakousko, Rumunsko, Rusko, Saudské Arabie, Singa-
pur, Slovensko, Slovinsko, Spojené kralovstvi, Srbsko, Spanélsko, Svédsko,
Svycarsko, Tadzikistan, Tanzanie, Tunisko, Turecko, Ukrajina, Uruguay,
USA, Uzbekistan, Venezuela, Vietnam, Zambie.
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Historie ¢eského Matematického klokana

Historie Matematického klokana v CR se zacala psat v roce 1994. Konfe-
rence WFNMC se tcastnili také dva clenové katedry algebry a geometrie
Piirodovédecké fakulty UP v Olomouci Josef Molnar a Jaroslav Svréek.
Usoudili, ze v CR podobny typ soutéze chybi a tak byl Matematicky klo-
kan J. Molndrem na podzim roku 1994 na konferenci MAKOS2014 vyhla-
Sen i v Ceské republice. Prvniho roéniku v roce 1995 se ticastnily pouze
vybrané skoly pfedevsim z tzemi dnesniho Olomouckého a Moravskoslez-
ského kraje, pfesto se zapojilo témér 25000 zakd v kategoriich Klokanek
(4. a 5. tiida ZS), Benjamin (6. a 7. t¥ida ZS), Kadet (8. a 9. tiida ZS),
Junior (1. a 2. roénik SS) a Student (3. a 4. roénik SS). VSechny kategorie
mély strukturu 10+ 10+ 10 Gloh a vyhrazeny ¢as byl 75, resp. 90 minut (na
SS). Zména nastala az v roce 2002, kdy se snizil pocet tiloh na dnesnich
8 + 8 + 8 a o tfi roky pozdéji pribyla jesté kategorie Cvrcek pro 2. a 3.
tiidu ZS se strukturou 4 + 4 + 4.

V poloviné letosniho roku doslo pouze k administrativni Gprave, kdy
nové nezastupuje Ceskou republiku v AKSF fyzicka osoba (J. Molndr), ale
osoba pravnicka (JCMF, pobo¢ny spolek Olomouc), zastoupend Vladimi-
rem Vankem.

V soucasné dobé tak soutéz porada pobocény spolek Olomouc Jednoty
¢eskych matematiki a fyzik ve spolupréaci s Katedrou matematiky Pe-
dagogické fakulty Univerzity Palackého v Olomouci kategorie Klokanek,
garant: Martina Uhlifova, kategorie Benjamin, garant: David Nocar, ka-
tegorie Kadet, garant: Jitka Hodanova a Katedrou algebry a geometrie
Prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci kategorie Junior,
garant: Vladimir Vanék a kategorie Student, garant: Pavel Caldbek. Pro
zaky 2. a 3. tfidy zadkladni skoly byla u nas v roce 2005 zavedena kategorie
Cvréek (v roce 2012 se stala Fddnou mezinarodni kategorii, od roku 2013
m4 strukturu 6 + 6 + 6 a ¢asovou dotaci 60 minut), garant: Eva Novéa-
kova. Pri organizaci soutéze dale pomahaji tzv. krajsti a okresni davérnici
a samoziejmé ucitelé na skolach.

Do tii let od uvedeni do CR byl Matematicky klokan zaiazen mezi
soutéze, které jsou plné hrazeny z Ministerstva skolstvi, mladeze a télovy-
chovy. Jsme jednou z 15 zemi, kde tcastnici neplati zadné ,startovné“.

Tabulka 1 uvadi vyvoj pocCtu ucastnikl soutéze Matematicky klokan
v Ceské republice a potvrzuje zdjem zakd o tuto soutéz. Matematicky
klokan tak bezvyhradné plni své nejvétsi poslani a tim je propagace ma-
tematiky mezi détmi a mladezi.

Matematika — fyzika — informatika 27 (5) 2018 337



Tabulka 1: Vyvoj poétu tcastnikii soutéze Matematicky klokan v CR

Cvr. Klok. | Benj. | Kad. Jun. | Stud. >
1995 6 205 7 834 7 280 2195 1297 24 811
1996 18 522 | 30 819 | 27 262 6 148 3938 86 689
1997 61 161 | 59 314 | 51 769 8 631 7349 | 188 224
1998 62 963 | 67 417 | 57 653 | 11 580 8 484 | 208 097
1999 87 885 | 79 717 | 73 578 | 16 847 6 606 | 264 633
2000 95 426 | 87 304 | 81 893 | 20 384 | 10 319 | 295 326
2001 93 434 | 86 458 | 78 408 | 20 173 | 11 228 | 289 701
2002 99 204 | 86 785 | 81 440 | 20 479 | 10 428 | 298 336
2003 83 584 | 74112 | 65839 | 19 615 9 879 | 253 029
2004 78 275 | 75609 | 68 324 | 17 345 9 729 | 249 282

2005 11 076 70 886 | 72090 | 69 425 | 18 333 | 10 690 | 252 500
2006 46 832 66 799 | 69 739 | 69 104 | 18 003 9 947 | 280 424
2007 60 744 70 705 | 66 840 | 71491 | 17 804 | 10 274 | 297 858
2008 70 942 74 668 | 64995 | 69 734 | 19 101 | 10 191 | 309 631
2009 70 084 75624 | 64 258 | 65694 | 18 711 | 10 599 | 304 970
2010 78 291 81737 | 66 731 | 63 412 | 18 711 9 646 | 318 528
2011 79 758 84 031 | 65461 | 60 404 | 16 326 8 721 | 314 701
2012 84 221 87324 | 67 750 | 61 010 | 15 021 8 987 | 324 313
2013 86 011 86 065 | 67 794 | 59 408 | 15 503 8243 | 323 024
2014 97 478 94 528 | 69 635 | 61 244 | 15 479 7900 | 346 264
2015 | 102 346 96 763 | 71120 | 64 074 | 15 559 7894 | 357 756
2016 | 109 187 | 105 668 | 74 113 | 62 953 | 16 002 8 115 | 376 038
2017 | 115925 | 111 013 | 75 330 | 65 443 | 16 326 7 568 | 391 605
2018 | 115120 | 117 232 | 80 227 | 66 405 | 15 233 7 051 | 401 268

Dalsi zajimavosti muze byt porovnani poc¢tu ucastnikli soutéze mezi
Ceskou republikou a vybranymi staty. Do srovnani jsme zafadili jednak
nase nejblizsi sousedy, ale také staty, které staly u pocatkt rozsifeni soutéze
do Evropy v roce 1994. Mély tak stejnou dobu na jeji propagaci mezi zaky.
Uvadime zde jednak absolutni hodnoty, které maji ovSem mensi vypovida-

jici hodnotu, nebot 400 000 t¢astniki v desetimilionové CR nelze srovnat
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se 400 000 tcastniky naptiklad v Rusku, také pocet obyvatel daného statu
a pomérné zastoupeni soutézicich ku poctu obyvatel v procentech (tdaje
byly pfevzaty z wikipedia.com).

Tabulka 2: Porovnani poétu uéastniktl soutéze mezi CR a vybranymi staty

stat podet pocdet pomérné
soutézicich obyvatel | zastoupeni
Francie 322 100 65 605 000 0,491 %
Rusko 1159 571 | 142 423 773 0,814 %
Bélorusko 144 416 9 461 800 1,526 %
Madarsko 39 314 9 957 731 0,395 %
Polsko 371 338 38 533 789 0,964 %
Rumunsko 17 321 19 043 767 0,091 %
Nizozemi 132 502 16 778 806 0,790 %
Spanélsko 153 853 | 47 265 321 0,326 %
Ceské republika 401 268 10 553 843 3,802 %
Slovensko 65 580 5 412 008 1,212 %
Némecko 910 700 81 993 000 1,111 %
Rakousko 120 315 8 488 511 1,417 %

Relativni hodnoty fadi CR na pfedni mista ve svété a pokud bychom
porovnali nase vysledky se vSemi ¢leny asociace KSF, jsme na druhém
misté. Pred¢ili nds pouze soutézici ze Slovinska, kterych bylo v letosnim
roce pouze 87551, ale ve srovndni s populaci jde o 4,235% zastoupeni.
O popularité soutéze svédéi napiiklad fakt, ze kategorie Klokanek se v roce
2018 tcastnil téméi kazdy druhy zak tvrté, resp. paté tiidy ZS.

Matematicky klokan v prubéhu roku

Jak uz bylo v vodu naznaceno, mohlo by se zdat, ze Matematicky
klokan je jednodenni zalezitosti, kdy vSe probéhne v tieti patek mésice
bfezna. To je ovSem pouze vyvrcholeni. Priprava kazdého ro¢niku probiha
prubézné cely rok. Postupné se ustalilo nasledujici schéma. Nejprve v ob-
dobi Cervence a srpna organizatori ze vSech zemi predkladaji individualné
na zabezpeceném serveru navrhy tzv., klokanskych® tloh, a to v anglickém
jazyce. Ty by mély splnovat nasledujici podminky:
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wikipedia.com

e jsou primeérené véku resiteld,

e museji zaujmout, byt motivujici,

e nejednd se o typicky skolské tilohy,

e pro jejich feseni neni potieba znalosti slozitého matematického apa-
ratu, staci skolské znalosti a dobry napad, tzn. existuje velmi kratké
a elegantni TeSeni,

e na jejich vyfeSeni postac¢i nejvyse 5 minut, tfibodové je mozné vét-
Sinou ftesit tzv. ,,z hlavy“,

e lze je formulovat jako tilohu s vybérem odpovédi,

e zadani musi byt jednoznacné a co nejkratsi.

V pribéhu zari probihé tzv. rating, kdy jednotlivé zemé mohou hodnotit
navrzené ulohy (v kazdé kategorii se obvykle objevi 120-250 navrhi tloh).
Hodnoti se naro¢nost tlohy, pfimérenost vzhledem ke kategorii a bodo-
vému prifazeni, ,klokanskost“, tedy vhodnost pro soutéz. Ke kazdé tloze
1ze také dopsat komentar, zda v dané zemi jiz maji zaci dostatecné znalosti
pro jeji feSeni, pripadné navrh na jeji upfesnéni.

V fijnu pak vybrany ¢len asociace usporada pétidenni setkani zastupct
vSech zemi spolu se zasedanim valného shromézdéni Asociace Kangaroo
without frontiers. Priméarnim tc¢elem setkani je vybér konkrétnich tiloh pro
jednotlivé soutézni kategorie. Zpravidla se vybira 30 tloh plus 5 néhrad-
nich (v kategorii Cvréek 24). P¥i vybéru se ptihlizi jednak k ratingu, ale
také k ucebnim osnovam jednotlivych zemi. Jde o to, aby Zaci stejného
véku a stejného stupné vzdélani nedostali typy prikladd na ucivo, které
se jesté neudili. Zaci by tedy nebyli schopni takové piiklady vyfesit a vad
vrstevnikim z jinych statd by byli znevyhodnéni. Proto ma kazda zemé
moznost vypustit ¢i zménit nékteré tlohy, a tim se vyhnout zminénému
problému. Ulohy jsou sefazeny dle obtiznosti a zastupci anglicky mluvicich
zemi provedou jazykovou korekturu. Posledni den setkani je vénovan ad-
ministrativnim zalezitostem asociace a vybere se zemé, ktera bude poradat
dalsi setkani o dva roky pozdéji.

Do konce listopadu probiha (mezindrodné) predevsim grafickd dprava
jednotlivych tloh tak, aby kazdoroc¢né k 1. prosinci byla soutézni zadani ve
finalni anglické podobé. Mnoho zemi tak ma jiz na zacatku prosince ulohy
pripraveny. U nas je jeSté nutné tlohy prelozit do ceského jazyka, o coz
se staraji garanti jednotlivych kategorii, pfipadné je potfeba upravit i ob-
razky, které se v tlohach objevuji tak, aby vyhovovaly ¢eskym pravidlim
a zvyktm.
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Zpravidla v poloviné ledna je pofadan ¢tyrdenni workshop Klokani v Je-
senikach, kde skupina uéitel@t ZS a SS a potadateli z Univerzity Palackého
pripravuje findlni verzi ¢eského zadani Matematického klokana. Diraz je
kladen na spravnou formulaci jak z pohledu matematického a lingvistic-
kého, tak z pohledu porozuméni tloze vzhledem k véku fesitele. VSechny
ulohy se znovu prepocitavaji a kontroluje se i vhodnost distraktora. Z ofi-
cidlni mezinarodni sady t¥iceti iloh je vybréna sestava 24 dloh (u kategorie
Cvréek 18 ze 24 tloh). Do poloviny tnora zapracuji garanti pfipominky
a soutézni zadani jsou tak pfipravena pro distribuci na jednotlivé skoly,
kterd probiha dva az tfi tydny pred kondnim samotné soutéze. Spravné
vysledky jsou pak zvefejnény az v odpolednich hodinach v den konani
soutéze.

Jakmile probéhne soutézni den (je stanoven centralné), na vSech skolach
zacind obdobi oprav a vyhodnoceni. V tomto Case je vyuzita struktura
okresnich a krajskych divérnik a pfedevsim prace uciteltt na skolach. Ti
nejprve opravi jednotlivé tlohy v ramci t¥id, resp. skoly. Informace o poctu
fesitelt a nejlepsich fesitelich zasilaji okresnimu divérnikovi, ktery sbira
udaje ze vsech zapojenych skol v byvalych okresech. Vybere z nich nejlepsi
fesSitele a data predava krajskému davérnikovi, ktery je zpracuje v ramci
kraje a odesle do konce kvétna vedeni soutéze na Univerzitu Palackého.
Zde dojde k vyhodnoceni soutéze za celou republiku a zvetfejnéni vysledki,
pripravi se diplomy i vécné ceny a vSe se odesle vitéztim jesté pred koncem
skolniho roku. V tuto dobu jiz autofi aloh vkladaji své navrhy na dalsi
ro¢nik soutéze Matematicky klokan.

V nékterych zemich se v pritbéhu prazdnin jesté poradaji tdbory nejlep-
§ich tesitelll, které jsou tematicky zaméfeny na feSeni zajimavych mate-
matickych problémfi. Ceska republika sama zadny takovy tabor neporadda
(na druhou stranu nevybiré startovné), ale pravidelné vysila vybrané fesi-
tele na mezinarodni tabor pofadany organizatory Matematického klokana
v Némecku.

Ceské stopy

Hlavnim cilem organizatort pfi mezinarodnim setkani je vybrat co nej-
lepsi sestavu uloh, které odpovidaji znalostem a védomostem fesitela. Pri-
tom ovSem v dobrém probihd mezi jednotlivymi zemémi dalsi soutéz o to,
kolik jimi navrzenych tloh se nakonec dostane do findlni verze zadani. Jsou
zde udélovany diplomy ve tfech disciplinach: nejvice zaslanych névrht, nej-
vice vybranych tloh a nejlepsi pomér mezi poc¢tem vybranych a zaslanych
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uloh. Pravé v této posledni discipliné jsme v roce 2018 ziskali bronzovou
medaili.

Soutézni tlohy s vybérem odpovédi, mezi néz se fadi i ty klokanské, lze
fesSit v podstaté nasledujicimi zptisoby:

e Tipem s pravdépodobnosti 20 % na ispéch — samozfejmé se nejedné
nami preferovany zptsob. Proto se snazime v ramci tloh pfifazovat
spravné vysledky distraktorim A, B, C, D a E tak, aby celkové rozlo-
zeni spravnych vysledkt bylo co nejobecnéjsi. Podrobnéji o strategii
tvorby odpovédi a s nimi spojené statistice bude pojednéavat ¢lanek,
ktery bude publikovan v nékterém z nasledujicich vydanich MFI.

e Spravnym vyfesenim ulohy.

e Postupnym vyzkousenim jednotlivych distraktorti a nalezenim toho
vyhovujiciho — nelze vyuzit u vSech typt tloh.

e Eliminaci nespravnych/nevyhovujicich distraktortt na zdkladé dal-
§ich atributii — napf. pomoci rozméru (jednotek objemu, obsahu
apod.), viz nasledujici tlohu.

e Vyuzitim znalosti, Ze spravna odpovéd je pravé jedna. Eliminaci ne-
spravnych distraktori, které se navzajem nevylucuji.

Student (2018, 9)

Obsahy stén kvadru na obrazku jsou A, B, C. B
Vypoctéte jeho objem.
(A) ABC (B) 2(A+ B +C) 4 c

(C) VAB+ BC +CA (D) VABC
(E) VABC

Komentdr: Pro jednoduché feseni si stac¢i uvédomit, ze obsah je uva-
dén v jednotkach ctvereénich a objem v jednotkdch krychlovych. Hle-
dejme proto z nabizenych distraktoru ty, které budou odpovidat jednotkam
krychlovym. MuZeme vylou¢it odpovéd (A), prosty soucin obsaht (jed-
notka na Sestou), ale také (B), (C) a (D), nebot vSechny vypoéty vedou
na vysledky s jednotkami ¢tvereénimi. Spravné tak muze byt pouze odpo-
véd (E).

Ceské tilohy v Matematickém klokanovi

7 desitek vybranych tloh ¢eskych autorti uvedme jen nékteré z posled-
nich let. Tyto tdlohy je mozno Fesit ¢asto riznymi zpisoby.
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Junior (2018, tloha &. 21, autor J. Svréek)

Kazdé z celych ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 napiseme pravé do jednoho pole tabulky
2 x 3 (dva Fadky, tfi sloupce). Kolika rtznymi zpusoby lze éisla zapsat do
této tabulky tak, aby soucet ¢isel v kazdém tadku a v kazdém sloupci byl
délitelny tiemi?

(A) 36 (B) 42 (C) 45 (D) 48 (E) jiné ¢islo

Reseni: Vzhledem k pozadavku délitelnosti souctu ¢isel v jednotlivych
sloupcich tfemi, mize byt ve sloupci s 1 pouze 2 nebo 5. Obdobné s 2
pouze 1 nebo 4, s 3 jen 6 atd. Chceme-li do prazdné tabulky umistit
napft. 1, mizeme to udélat pravé sesti zptsoby. Do stejného sloupce pak
miiZeme umistit jen 2 nebo 5, tedy méame dvé moznosti. Zvolme 2. Cislo
3 lze do prazdnych poli¢ek umistit ¢tyrmi zpisoby a spolu s nim muze
byt v prislusném sloupci pouze ¢islo 6. Pozice zbyvajicich cisel je pak
urcena jednoznacné. Podle kombinatorického pravidla soucinu je pak pocet
moznych rozmisténi ¢isel roven 6 - 2 - 4 = 48.

Student (2001, tloha &. 30, autor J. Svréek)

Uhlopiicky AD, BE, C'F konvexniho Sestitthelniku ABCDEF se protinaji
ve spole¢ném bodé T'. Jestlize ¢isla v trojuhelnicich udévaji jejich obsah,
pak obsah trojuhelniku F'AT je:

(A) g (B) 3 (€) 3 (D) & (E) jiny

F

B C

Reseni: Necht Pxyz znamené obsah trojihelniku XY Z. Potom plati

_|AT|-|BT|sin | AB| _|DT| - |ET]|sin|< DE]

P P,
ABT 5 , Pper 5 ;
|BT|-|CT|sin|xBC| |ET| - |FT|sin|XEF|
Pgor = 2 , Pgpr = 5 ;
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|CT|-|DT|sin|xCD| |FT|-|AT|sin|x FA]
= . Prar =

P,
CDT 9 2 )

pfitom
|[XAB|=|XDE|, [QBC|=|QEF| a |XCD|=|xFA|.
Proto

Pyt - Pepr - PErT = Pt - PDET - PraT.
Odtud jiz snadno urc¢ime
1-4-5 10

Ppar = 5.3 — 3

Student (2018, uloha ¢. 22, autor P. Calabek)
Kolik realnych feseni méa rovnice

|[4° — 3] —2| =17

(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 5 (E) 6

Resent: Ulohu mtizeme Tesit graficky. Postupné sestrojujeme graf funkce
na levé strané. Zelené je znaroznén na nasledujicim obrazku graf funkce
4* — 3. Na dalsim obréazku je modry graf funkce |4* — 3|.
3 A
3

Vertikdlnim posunutim sestrojime Gerveny graf funkce |4 —3|—2. A ko-
neéné zeleny graf funkce “41 -3 - 2|.
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Zadanou tlohu nyni fesime graficky (pfimka y = 1 je zndzornéna modfe)
a vidime, ze tloha méa pravé tii feseni.

Jiné€ resSeni: Z rovnice
|[4° = 3| —2| =1

plyne
|4 — 3| =2+ 1,
proto
4" =3+ (2+1)€{0,2,4,6}.

Jelikoz 47 > 0, maji tyto rovnice prave tii feSeni:

1
r1 =log,2 = 2’ rg=1log,4=1, x5 =1log,6=1292.
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Student (2018, uloha ¢. 16, autor P. Calabek)

7Z linkovaného listu papiru jsme vystiihli pravidelny péti-
thelnik. V kazdém kroku jej oto¢ime proti sméru hodinovych
rucicek kolem jeho stfedu o 21°. Na obrazku vpravo je situ-
ace po prvnim kroku. Ktery obrazek znazornuje situaci, kdy
pétithelnik poprvé zapadne do vysttizeného otvoru?

e ¢ 2 AlE =

(A) (B) (©) (D) (E)

Reseni: Pravidelny pétitihelnik zapadne do vystfizeného otvoru, pravée
kdyz se otoci o cely nasobek pétiny plného thlu, tedy o cely nasobek 72°.
Do vystFizeného otvoru zapadne poprvé, pokud se oto¢i (ve stupiiové mite)
o nejmensi spoleény nasobek 72 = 23 - 3% a kroku 21 = 3 - 7, tedy o thel
(ve stupniové mife)

23.32.7 =504 = 360 + 144.

Pravidelny pétithelnik tak vykona jednu plnou otacku a poté se otoci jesté
0 144°. Kdyz poprvé pétithelnik zapadne do do vysttizeného otvoru, bude
situace vypadat jako na obrézku (B).
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvaddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 249 a 250 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 249

V ramci méstského tanec¢niho festivalu vstoupilo i pét divéich tane¢nich
krouzkt: hanacky, valassky, romsky, slovensky a ukrajinsky. Vystoupeni
se velmi libila, ale neslo o soutéz. Jitka s Bétkou si vSak Tekly, ze si stanovi
vysledné poradi alespon pro sebe. Zacaly tim, ze hanacky krouzek daji vys
nez valassky, a rovnéz ze romsky daji vys nez ukrajinsky. V této chvili je
opustme.

Stanovte, kolik je moznych riaznych vyslednych potradi za téchto dvou
zadanych podminek, jestlize navic uvazime, ze na nékterych mistech muaze
byt i vice nez jeden krouzek.

Stanislav Travnicek

Uloha 250
Uvnitf ¢tverce ABCD lezi bod P, pro ktery plati |AP| =1, |[BP|=2a
|CP| = 3. Dokazte, Ze bod P’ soumérné sdruzeny s bodem P podle pfimky
AB lezi na kruznici opsané ¢tverci ABCD.
Jozef Mészdros

Déle uvadime feseni tloh 245 a 246, jejichz zadani najdete ve tietim
Cisle tohoto (26.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 245
Urcete vSechny funkce f: R — R, které pro vSechna realna cisla x
vyhovuji rovnici
f(2z) + f(—22) = z(f(3z) + 2?).
Jozef Kalinowski (Kalety)

Reseni. Dosazenim z = 0 dostaneme 2f(0) = 0, tedy f(0) = 0. Necht
t je libovolné nenulové realné c¢islo. V dané funkcionalni rovnici polozme
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nejprve r =t a poté x = —t, dostaneme

F(2t) + f(=2t) = t(f(3t) + t*),
f(=2t) + f(2t) = —t(f(-3t) — t°).

Jelikoz levé strany obou rovnic jsou stejné, dostaneme porovnanim jejich
pravych stran po vydéleni nenulovym ¢islem ¢ rovnost —f(3t) = f(—3t).
JelikoZ tato rovnost plati pro libovolné redlné ¢islo ¢ (uzitim jiz dokdzaného
f(0) = 0), plyne odtud, Ze funkce f je licha.

Levéa strana zadané rovnice je tak rovna 0 a proto pro = # 0 plati

f(3x) = —.133,
coz opét spolu s f(0) = 0 dava, ze pro vSechna realna ¢isla x plati

fl@) = =577 (1)

Zkouskou snadno ovérime, Ze tato funkce je opravdu fesenim dané funkci-
onalni rovnice.
Tedy existuje jedina funkce f majici dané vlastnosti, je to funkce 1.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Vojtéch David z WG v Ostravé-Porubé, Matéj Do-
lezdlek z G v Humpolci, Viktor Fukala a Jakub Petr, oba z GJK v Praze 6,
Parléfova, Karel Chwistek z MG v Opavé, Dalibor Kramdr z G v Brné-
Reckovicich, Adam Kvivka z CMGaSOPS v Brné, Tomds Krizdk z GMK
v Bilovci, Karolina Kucerovd z G v Ceském Krumlové, Lucie Kundra-
tovd z GaJS ve Zling, Tomds Sourada z G v Zamberku a Petr Zahradnik
z GaSOSDVS v Usti nad Labem.

Uloha 246
Kruhovy ter¢ s primérem 12 zasidhlo 10 sipti. Rozhodnéte, zda vzdale-
nost mezi kazdou dvojici $ipi mize byt aspor 5.
Pavel Calabek

Resent. Kolem kruhu s vhodné zvolenym priimérem d rovnomérné rozmis-
téme 8 s nim shodnych kruht dle obrazku tak, aby pokryvaly cely terc
s prumérem 12. Pokud ukazeme, ze d < 5, budou podle Dirichletova prin-
cipu aspon dva z 10 8ipi lezet uvnitf téhoz kruhu a tedy jejich vzdalenost
bude mensi nez 5.
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Nyni nerovnost d < 5 dokdzeme. Oznac¢me podle obrazku O stfed terce
a soucasné stfed stfedniho kruhu, S stfed jednoho z krajnich kruhu a
U prusecik jejich hranic. Tento prusecik lezi souCasné na hranici s nim
sousediciho kruhu a druhy prinik jejich hranic ozna¢me 7. Ze symetrie
podle pfimky OU plyne, ze body O, U a T lezi na téze primce. Navic
plati |OU| = |US| = |ST| = 1d. Z rovnomérnosti rozmisténi plyne, ze
velikost thlu SOU je ﬁ 360° = 22,5°, tedy velikost vnitiniho dhlu pii
vrcholu U proti zdkladné OS rovnoramenného trojahelniku OU S je 145°
a rovnoramenny trojuhelnik UST je tak pravouhly. Odtud jiz plyne

112 =|0T| = [OU| +|UT| = 3d+ 1vV2d = 1 (1 + V2)d.
Dokazovana nerovnost d < 5 je tak ekvivalentni po fadé s nerovnostmi
12 < (1+V2)5=5+5V2,
7 < 5V2,
7? =49 <50=2-5%
Protoze posledni nerovnost plati, dokazali jsme, Ze pokud ter¢ zasahne
alespon deset $ipi, vzdalenost mezi nékterymi dvéma bude mensi nez 5.

Spravna feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky, Matéej Dolezdlek z G
v Humpolci, Viktor Fukala a Jakub Petr, oba z GJK v Praze 6, Parlétova,
Dalibor Kramdy z G v Brné-Reckovicich, Adam Kvivka z CMGaSOPS
v Brné, Karolina Kucerovd z G v Ceském Krumlové, Lucie Kundratovd
z GaJS ve Zliné a Tomds Sourada z G v Zamberku.

Netplné feseni zaslal Frantisek Jachim z Volyné.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Testovani védeckého mysleni

EVA HEJNOVA
Piirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

Soucasné diskuse o vysledcich ¢eskych zaki v riaznych narodnich a mezi-
narodnich Setfenich (viz napf. testovani zaki 5. a 9. ro¢nikd, které provadi
Ceska gkolni inspekce; mezindrodni setfeni TIMSS a PISA) vedou odbor-
S ohledem na velké mnozstvi novych informaci se ukazuje jako nezbytné
prenést diraz od ziskavani poznatka na osvojovani obecnych principt mys-
leni, oznac¢ovanych také jako metakognitivni kompetence [1]. Pravé pfiro-
dovédné vzdélavani umoznuje uciteli predkladat takové problémy, pii je-
jichz feSeni si Zaci mohou pfirozené osvojovat metody védeckého zkoumani,
které zahrnuji napt. vytvareni a testovani hypotéz, ziskdvani a interpretaci
dat, posuzovani vysledki experimentovani a formulovani zavéru.

Pokud ucitel potfebuje otestovat troven védeckého mysleni svych zaku
nebo studentl, muze vyuzit Lawsonuv test védeckého uvaZovdni, ktery je
dostupny i v Geské verzi (viz [2, s. 182-191]). Tento test jsme zadali 165
zaktm 9. ro¢nikt zakladnich $kol a jedné kvarty viceletého gymnazia v Us-
teckém kraji. V ¢lanku prezentujeme vysledky naseho vyzkumu, poukazu-
jeme na nizkou troven dovednosti védeckého mysleni u testované skupiny
zakl a navrhujeme mozné zpiisoby napravy nami zjisténych skutec¢nosti.

Co je to védecké mysleni?

Védeckym mySlenim obvykle rozumime soubor dovednosti, jez vytva-
feji urcitou hierarchii a navzajem spolu tzce souviseji v tom smyslu, ze
osvojeni nizsi dovednosti je obvykle predpokladem k osvojeni vyssi doved-
nosti [3]. Pati{ k nim nap¥. dovednost klast si a rozpoznat otézky, které
je mozno zodpovédét pomoci védeckého zkouméani; dovednost formulovat
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a ovéfovat hypotézy; vyvozovat zavéry ze ziskanych poznatka a kriticky
hodnotit cizi zavéry; dovednost zobecriovat a predpovidat budouci jevy na
zékladé soucasnych znalosti; komunikovat ziskané poznatky atd. Protoze
se jednd o obecné dovednosti, lze je snadno vyuzit nejen v jinych véd-
nich disciplinach, ale i v béznych Zivotnich situacich, kdy je tfeba se umét
uvazené rozhodovat.

Védecké mysleni si zaci nejlépe osvojuji prostfednictvim induktivniho
zpUsobu vyucovani, ktery je zdkladem riznych konstruktivisticky orien-
tovanych metod. Ty stavéji pfedevsim na vlastnich aktivitdch zéka, které
Casto v mensi, ¢ vét$i mife kopiruji praci védce [4]. DiileZité pti tom je, aby
se zaci naucili, co odlisuje védecké mysleni od bézného premysleni a uva-
zovani. Zakladni postupy védecké prace si mohou zaci konkrétné osvojo-
vat prostfednictvim urcitych ¢innosti zaméfenych na rozvijeni tzv. science
process skills, které Mindrechovd [4] oznacuje jako zpisobilosti védecké
prace. American Association for the Advancement of Science [5] formulo-
vala v roce 1989 tfinact téchto dovednosti, které rozdélila na zakladni, mezi
néz zaradila pozorovani, méfeni, tfidéni, kvantifikace, usuzovani, predpovi-
déani, hledani vztahti a komunikaci; a vySsi (integrované) dovednosti, mezi
néz patii interpretace (vyklad), kontrola proménnych, definovéani, tvorba
hypotéz a experimentovani. Tento soubor pfedstavuje Siroce prenositelné
dovednosti, které odrazeji to, jak skutecni védci pracuji. Vyzkumy navic
ukézaly (viz napf. [6]), Ze rozvoj vyse uvedenych dovednosti (zpusobilosti
védecké préce) m4 trvaly vliv i na rozvoj dovednosti potfebnych k ucéeni
jednotlivym pfedméttim (napf. matematice, cizimu jazyku apod.).

Pro hodnoceni védeckého mysleni se v minulosti pouzivaly rizné na-
stroje (napt. Group Assessment of Logical Thinking Test (GALT), Test of
Logical Thinking (TOLT) atd.) [7]. Nejvétsi popularitu mezi vyzkumniky
i uciteli si pro svoji snadnou administraci ziskal Lawsontv test védeckého
uvazovani (Lawson’s Classroom Test of Scientific reasoning (LCTSR)) [8],
ktery byl vytvofen na konci 70. let.

Metodologie vyzkumu

V tomto ¢lanku uvadime nékteré diléi vysledky spole¢ného vyzkumu,
ktery byl realizovan v roce 2017 ve spolupraci katedry fyziky a matema-
tiky Piirodovédecké fakulty Univerzity J. E. Purkyné v Usti nad Labem
[9]. Déle uvadéné vysledky se tykaji védeckého mysleni, které bylo testo-
vano pomoci Lawsonova testu. V nasem vyzkumu jsme pouzili jeho cesky
preklad [2, s. 182-191] a na zdklad& vyzkumi [10] jsme provedli drobnou
tpravu u polozek 8a a 8b.
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Verze Lawsonova testu, kterou jsme pouzili, zahrnuje 12 parovych ota-
zek (tj. celkem 24 testovych polozek) se stoupajici ndro¢nosti. Kazda z dvo-
jice polozek se sklada z otazky, po niz nasleduje druha ¢ast tlohy, ve které
zadk vybird zdtivodnéni své odpovédi, kterou zvolil v prvni ¢asti tlohy.

Lawsoniiv test umoznuje hodnotit védecké mysleni v nékolika oblastech:

1.

A A

zachovani hmotnosti (polozky 1, 2) a vytlac¢eného objemu (polozky
3, 4),

pomérové mysleni (polozky 5, 6, 7, 8),

identifikace a kontrola proménnych (polozky 9, 10, 11, 12, 13, 14),
pravdépodobnostni mysleni (polozky 15, 16, 17, 18),

korela¢ni mysleni (polozky 19, 20),

kombina¢ni mysleni (polozky 21, 22, 23, 24).

Nize uvadime piiklady dvou parovych polozek z testu (5-6, 7-8), které
byly zaméfeny na pomérové mySleni a u nichz jsme u testované skupiny
zakl zaznamenali viibec nejnizsi tspésnost (lohy a obrazky jsou prevzaty
z [2, s. 184]).

Testové ulohy 5 a 6

5.

Na obrazku jsou zobrazeny Siroky a tzky valec. Na valcich jsou

znacky ve stejnych vzdalenostech od sebe. Do $irsiho valce je nalita voda
po 4. znacku (viz A). Kdyz je voda pfelita do tzkého véalce, vystoupi po
6. znacku (viz B). Oba vélce jsou vylity (neni zndzornéno) a pak je do
sirokého valce nalita voda po 6. znacku.

=7 4
B )
A -

B S

Jak vysoko vystoupi voda, kdyz ji prelijeme do prazdného tzkého valce?
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P 0 T

Asi k 8. znadce.
Asi k 9. znadce.
Asi k 10. znacce.
Asi k 12. znacce.

Zadna z predchozich odpovédi neni spravna.

6. protoze

e

Odpovéd nelze uréit ze zadanych informaci.

V prvnim pripadé stoupla o 2 znacky, takze opét vystoupi o 2 znacky.
Pro kazdé 2 znacky v Sirokém valci stoupne o 3 znacky v tzkém.
Druhy valec je uzsi.

Vodu musime do valci skute¢né nalit a pozorovat, co se stane.

Testové ulohy 7 a 8

7.

Nyni nalijeme vodu do uzkého véalce (popsaného vySe v bodé 5)

k 11. znacce. Jak vysoko voda vystoupi, kdyz ji pfelijeme do prazdného
sirokého valce?

a.

o 0 T

Asi na 71/; (polovinu nad 7. znacku).

Asi k 9. znacce.

Asi k 8. znacce.

Asi k 71/5 (tfetinu nad 7. znacku).

Z4dné z predchozich odpovédi neni spravna.

8. protoze

a.

o0 T

Poméry musi zlstat stejné (tj. pro kazdé 3 znacky v tzkém vélci
odecteme 2 v Sirsim).

Vodu musime do valci skute¢né nalit a pozorovat, co se stane.
Odpovéd nelze urcit ze zadanych informaci.

Predtim byla vyska o 2 nizsi, tak musi byt zas o 2 nizsi.

Prvni vélec je Sirsi.

Spravné odpovédi jsou 5b, 6¢, 7d, 8a.

Co se tyce hodnocenti testu, za kazdou dvojici z tiloh 1 az 22 mohl zak zis-
kat dva body, pokud zaroven zvolil spravnou odpovéd na otazku a spravné
odtvodnéni své odpovédi. Odpovédi na tlohy 23 a 24 byly hodnoceny neza-
visle, tj. zak mohl ziskat jeden bod za spravné zodpovézenou otazku nebo
za spravné odivodnéni. Mozna zdivodnéni u nékterych otazek vychazeji
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z Castych miskoncepci, které byly mnohymi vyzkumy identifikovany (viz
napt. [11, 12]).

Podle celkového dosazeného skére je mozné testované zaky rozdélit do
t¥ vyvojovych drovni ([2, s. 108)):

e prvni vyvojova uroven (konkrétné opera¢ni): 0-8 bodd,
e druhd vyvojova troven (pfechodnd): 9-16 bodd,
e tieti vyvojova troveni (formalné operacéni): 17-24 bodi.

Na zékladé zahrani¢nich vyzkumii [10] by se zhruba polovina zaki
9. ro¢niku méla nachazet na druhé vyvojové tGrovni.

Vyzkumny soubor

Nas vyzkumny soubor zahrnoval 165 zaki ve véku 14-15 let z osmi t¥id
9. ro¢niku zakladni skoly a jedné kvarty viceletého gymnazia. Vsechny
Skoly se nachézely v Usteckém kraji (konkrétné v Usti nad Labem, Dé-
¢ing, Litoméficich a Teplicich). Na zékladé zndmek z ¢eského jazyka, ma-
tematiky a fyziky, které méli Zaci na pololetnim vysvédéeni Skolniho roku
2016/17, lze Fici, ze ve vyzkumném souboru byli zahrnuti zaci nadpri-
mérni, praumérni i podpramérni. Aritmeticky primeér znamek z ceského
jazyka byl 2,3 se standardni odchylkou 0,96, v matematice 2,3 se stan-
dardni odchylkou 0,98 a ve fyzice 2,1 se standardni odchylkou 0,94.

Vysledky a diskuse

V Tabulce 1 uvadime vysledky Lawsonova testu pro testovanou sku-
pinu zakt. V jednotlivych sloupcich tabulky je uveden maximéalni mozny
bodovy zisk a primérny bodovy zisk za ilohy v dané oblasti, smérodatna
odchylka a primérnd uspésnost 74kt v dané oblasti (v procentech) vypoé-
tend jako podil primérného bodového zisku a maximalniho poc¢tu bodi,
které bylo mozné v dané oblasti ziskat.

Ulohy zaméFené na zachovani hmotnosti a vytlaceného objemu patii
v testu k tém nejjednodussim. Ovéruji spravné vytvoreni zakladnich kon-

vvvvvv

vvvvv

sledktt uvedenych v Tabulce 1 je zfejmé, ze zaci v priméru dosahli pouze
pfiblizné dvou tfetin maximélniho bodového zisku. Bodové zisky jednot-
livych zakt vSak vykazuji zna¢ny rozptyl, coz poukazuje na skutecnost,
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ze znacné procento zakt dobfe nerozumi ani témto zakladnim pojmtm
(konkrétné se jednd ptiblizné o 19 % zaka 9. ro¢niku, ktefi ziskali za tyto
ulohy 0 bodd).

Pomérové mysleni patii k zdkladnim dovednostem, které jsou u déti roz-
vijeny jiz na 1. stupni zékladni §koly. Ulohy v testu, jejichz tplné zadani
jsme uvedli vyse, byly zaméreny na porozumeéni jednoduchym i slozenym
tméram. V procesu uceni je pomérové mysleni povazovano za fundamen-
talni dovednost, ktera predstavuje nezbytny zaklad pro tispésné zvladnuti
matematiky i pfirodnich v&d [13]. V této oblasti byli zaci v nasi testované
skupiné nejméné Gspésni, 113 zak ze 165 (tj. 68,5 %) nevyfesilo spravné
ani jednu ulohu. Domnivame se, ze toto zjisténi ukazuje na nezvladnuti
zékladnich matematickych dovednosti, coz muze mit zasadni vliv na po-
rozuméni dalsim matematickym konceptim.

Tabulka 1 Zakladni charakteristiky testované skupiny zaka v jednotlivych ob-
lastech védeckého mysleni

Maximalni Pramérny Priméma
: o I pocet bodit bodovy zisk Smérodatna )
Oblasti védeckého mysleni o oty odchylka usp(iir)nost
v oblasti v oblasti
1. Za?hoyam hmotnostl a 4 26 15 648
vytlageného objemu
2. Pomérové mysleni 4 0,9 14 22,0
3. Ideptlf!kace a kontrola 6 14 18 242
proménnych
4. Pravdépodobnostni mysleni 4 14 1,6 34,3
5. Korela¢ni mysleni 2 0,6 0,9 29,0
6. Kombina¢ni mysleni 4 1,1 1,0 27,5
Soucet 24 8,0 - -

Identifikace a kontrola proménnych zahrnuje zejména dovednost identi-
fikovat proménné a vztahy mezi nimi. Je to dilezita slozka v pfirodovédné
zaméreném vyzkumu, ktera je predpokladem pro objeveni nebo zkonstru-
ovani néjakého nového poznatku [14]. Pro ovéfeni této dovednosti je do
testu zafazen nejvétsi pocet tloh (tii parové polozky), coz podtrhuje di-
raz kladeny na tuto oblast. PTi feSeni téchto tloh dosahli zaci druhé nej-
nizsi tspésnosti a zaroven byl v této oblasti zaznamenan vibec nejveétsi
rozptyl v bodovych ziscich u jednotlivych zakt. Na zakladé ziskanych dat
jsme zjistili, Ze pFiblizné 51 % zdki 9. ro¢nikl nevyfesilo spravné ani jednu
tlohu.
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Ulohy z testu zaméfené na pravdépodobnostni mysleni jsou zalozeny na
klasické definici pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnost néjakého nahod-
ného jevu je definovana jako pomér piipadt pfiznivych danému jevu ke
vSem moznym pfipadtm, které mohou nastat. Pfedpokladem spravného
vyTeseni téchto tloh je i dobra troveinl pomérového mysleni. V této oblasti
pfiblizné polovina zakid (53 %) nevyfesila spravné ani jednu tlohu, coz
miize souviset s jejich Spatnymi vysledky v oblasti pomérového mysleni.

Korelacnimu mysleni byla v testu vénovana pouze jedna parova otazka,
ktera vyuzivala jednoduchy kontext pocitani mysi s riznymi znaky pocha-
zejicimi z urcité oblasti. Tato tiloha mé zky vztah k pomérovému i prav-
dépodobnostnimu mysleni, konkrétné k tzv. podminéné pravdépodobnosti
(tj. jestlize existuje korelace mezi poétem pfipadd nadhodného jevu A a
nahodného jevu B, pravdépodobnost jevu A miize ovliviiovat pravdépo-
dobnost jevu B a naopak). Podobny typ tloh je pro nase zaky nezvykly,
coz mize vyraznéji ovliviiovat i Gspésnost zakdl v této oblasti, parovou
polozku (alohy 19 a 20) nevyfesily vice jak dvé tietiny zakd.

Kombinac¢ni mysleni obsahuje prvky ze vSech predchozich oblasti, v testu
jsou mu vénovany posledni dvé parové polozky, které by mély patfit k tém
naroky i na ¢tendfskou gramotnost. Piekvapivé v nich vSak testovana sku-
pina zakt dosdhla lepsich vysledkt nez v ,nizsich“ oblastech (napf. v ob-
lasti pomérového mysleni a v oblasti identifikace a kontroly proménnych).

Pokud srovname vysledky zaki 9. ro¢nikt s vysledky, které uvadéji za-
hraniéni vyzkumy [10], lze konstatovat, Ze nasi zZaci doséhli vyrazné horsich
vysledkl zejména v prvnich tfech oblastech (zachovani hmotnosti a vytla-
¢eného objemu, pomérovém mysleni a identifikaci a kontrole proménnych),
pficemz nejslabsi vysledky jsme zaznamenali zejména v pfipadé pomeéro-
vého mysleni.

V ceském prostifedi lze uvést srovnani nasi testované skupiny zaka se
skupinou studentti ucitelstvi pro 1. stupeii ZS, jejichz tiroven védeckého
mysleni byla také zjistovana pomoci Lawsonova testu [15, s. 72]. Pfi tomto
srovnani se prekvapivé ukazuje, ze vysledky zakt 9. roénika jsou vesmeés ve
vSech oblastech lepsi, nez je tomu u budoucich prvostupniovych uciteli, coz
je skutecné alarmujici zjisténi. Dalsi srovnani nabizi také vyzkum, ktery
provedla Dvoidkova [2, s. 111], jeZ zaddvala Lawsontv test svym zakim
v 9. roéniku. Primérny bodovy zisk 14, 8 bodu, kterého jeji zaci dosahli,
Ize povazovat za velmi dobry vysledek, a to i ve srovnani s testovanymi
skupinami stfedoskolskych studentu, jejichz vysledky ve své praci také
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uvadi. Uspéch svych zakt Dvorakova piipisuje zejména zpiisobu vedeni
vyuky, ve které hraje velmi podstatnou roli experimentovani, jez zakam
dava dostatek podnétt k rozvoji védeckého uvazovani.

Zakladim védeckého mysleni se uci zaci v Ceskych Skoldch zejména
v ramci pfirodovédné orientovanych obori. Je vsak otazkou, do jaké miry
se pri tom ucitelé védomeé a také systematicky zaméruji na osvojovani za-
sad védeckého mysleni. V ceském vzdélavacim prostiedi jiz existuji nékteré
iniciativy jednotlivych ucitelt a pedagogickych odbornikii (napf. [2, 16])
i riznych sdruzeni (napf. [17]) a projektt [18], které predklddaji v praxi
vyzkouSené metody, kterymi je mozné rozvijet a hodnotit dovednosti vé-
deckého mysleni.

K rozvoji védeckého mysleni nepochybné prispiva i badatelsky oriento-
vand vyuka ([4, 19]), kterd je zaméfena na praktické aktivity a na vyuku
tykajici se véci a jevli spojenych s redlnym, kazdodennim zivotem. Navic
se tato cesta ukazuje jako vhodny zptsob pro rozvoj klicovych kompetenci
i v rdmci niz§iho primarniho vzdéldvani [20]. Pravé badatelsky orientovana
vyuka umoznuje vytvaret a rozvijet schopnosti a dovednosti zakd hledat
a objevovat, zkoumat, 1épe porozumét védeckych pojmim, objevovat vé-
decké principy atd. Povazujeme proto za velmi dilezité, aby ucitelim byla
v tomto sméru poskytnuta konkrétni podpora napf. ve formé seminai,
metodickych materiala, prikladi dobré praxe apod.

ZAvér

V naSem piispévku jsme chtéli ukédzat, jakym zptisobem lze zjistovat
aroven védeckého mysleni zakd. V nasem vyzkumu jsme vyuzili Lawsondv
test védeckého uvazovani, ktery je dobfe pouzitelny i pro studenty stred-
nich a vysokych skol. Vysledky testovani ukézaly nizkou uroven osvojeni
dovednosti védeckého mysleni u zaki na konci zakladni skoly, a to zejména
v oblasti pomérového mysleni a v oblasti identifikace a kontroly promén-
nych.

Protoze jednotlivé testované oblasti nejsou nezavislé, ale vytvareji hie-
rarchii, tj. Gaspésné zvladnuti dovednosti vyssi arovné predpokladé zvlad-
nuti dovednosti nizsi arovné, muze mit podstatnd ¢ast zaku zavazné pro-
blémy s pfechodem na tfeti (formalné-opera¢ni) trovenn mysleni. Mnohé
zahraniéni vyzkumy navic ukazuji, ze rozvoj védeckého mysleni pfirozené
podporuje i rozvoj klicovych dovednosti, které zaci mohou uplatnit jak
v jinych oblastech vzdélavani, tak i ve svém dospélém Zivoté.
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Inovativni demonstrace druhého
Newtonova zakona

CENEK KODEJSKA

Pfirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Ovéteni druhého Newtona zakona patii mezi zakladni demonstracni ex-
perimenty prvniho ro¢niku gymnézia. Problémem tohoto experimentu je
volba vhodné pisobici sily, kterda udéluje danému télesu urcité zrychleni.
Klasické usporadani se vzduchovou drahou je vétsinou obtizné realizova-
telné z divodu malé pfesnosti naméfenych hodnot.

Usporadani experimentu s vozickovou drahou a vozikem, ktery je pfes
kladku urychlovan zavésenym zavazim, narazi zase na problém vysledného
vztahu pro zrychleni voziku, ktery neni zavisly pouze na hmotnosti voziku
myq, ale 1 na hmotnosti zdvazi ms, jak ukazuje nésledujici vztah (1), a to i
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v piipadé, ze zanedbame tfeni (f = 0), [1]:

_ 9(:2 lfml) (1)
1T M2

Zrychleni je podle druhého Newtonova zakona definovano vztahem (2)

a=", (2)
kde F' je sila pusobici na téleso a m je hmotnost télesa.

Potfebujeme tedy experiment zrealizovat takovym zptsobem, aby hnaci
sila byla pfimo soucasti voziku, u kterého navic musime mit moznost mé-
nit jeho hmotnost. Po nékolika rtiznych zkusebnich pokusech s riznymi
typy pohonil jsme dospéli pouze k jedinému realné moznému experimental-
nimu usporadani, jehoZ jednoduchost provedeni a pouzité pomucky zvysuji
atraktivitu tohoto experimentu.

Piiprava experimentu

Jako zdroj sily jsme pouzili elektromechanicky pohon auticka auto-
drahy, kterou jsme napéajeli riznym napétim. Protoze velikost napajeciho
napéti je pfimo ameérna sile vyvinuté elektromotorkem, mtizeme timto zpu-
sobem demonstrovat zavislost velikosti zrychleni na ptisobici sile. Na au-
ticko jsme pak pomoci modeliny dokéazali pfipevnit ocelové valec¢ky o hmot-
nostech 50 g a 100 g a pfi konstantnim napajecim napéti pak ovéfit i za-
vislost velikosti zrychleni na hmotnosti auticka. Jedinou nevyhodou tak
zlstava pofizovaci cena pouzitych pomtcek, kterd ¢ini pifiblizné 800 Ké.
Vliv tiecich sil jsme zanedbali.

Obr. 1 Auticko s kartonovym prerusovac¢em — ovéfeni 2. Newtonova zakona
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Pohybuje-li se auticko se zrychlenim, mizeme ve dvou riuznych okamzi-
cich zaznamenat dvéma optickymi branami (stereogatem) prichod papi-
rového prerusovace. Pomoci jeho konstantni sitky pak mutzZeme vypocitat
hodnoty okamzité rychlosti vy, vo auticka pti priichodu prvni, resp. druhou
optickou branou z jednoduchého vztahu v,, = d/t,, kde d je sifka pferuso-
vace (v nasem piipadé d = 1 cm = 0,01 m), ¢, je ¢as, za ktery pferusovaé
projde n-tym monogatem.

K provedeni experimentu budeme potfebovat nasledujici pomticky: dvé
optické brany, laboratorni zdroj napéti, papirovy prerusovac, 4 ks rovinky
autodrahy o délce 30 cm, autitko autodrdhy o hmotnosti 92 g (vCetné
modeliny a papirového prerusovade), modelina, nékolik zdvazi 50 g a 100 g,
stativovy material, tlumici deska.

Experimentalni provedeni

Usporadani experimentu je na obr. 2. V levé dolni ¢asti obrazku je detail
pripojeni napajeciho napéti pomoci krokosvorky a upraveného bananku a
detail upevnéni pfidavnych zavazi pomoci modeliny. Jednotlivé dily auto-
drahy propojime do roviny o délce 120 cm, kterou pripojime pomoci vodic¢i
k laboratornimu zdroji napéti. Na auticko upevnime pomoci modeliny pa-
pirovy prerusovac a za dojezdovy dil autodrahy umistime tlumici desticku
z molitanu nebo podobného materialu, ktera zabrani pripadnému posko-
zeni auticka. Stereogate pfipojime na mikrofonni vstup pocitace.

Obr. 2 Usporadani experimentu

Pri ovéfovani zavislosti zrychleni na ptisobici sile pouzijeme auticko bez
pfidavného zavazi a ménime pouze velikost napajeciho napéti v rozmezi
6 V—12 V. Auticko poustime stale ze stejné pozice a nechame ho projet
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obéma optickymi branami. Pomoci programu Free Audio Editor (FAE)
ur¢ime casy priuchodu papirového prerusovace prvnim a druhym mono-
gatem, ze kterych uréime hodnoty okamzitych rychlosti vy a vs. Dale ve
FAE zméfime celkovy ¢as At pruchodu autic¢ka mezi prvnim a druhym
fotogatem (obr. 3) a nakonec vypocitdme hodnotu zrychleni ze vztahu
a = Av/At, kde Av = vy — v;. Naméfené hodnoty zapiSeme do tabulky a
na zaveér vytvorime graf zavislosti zrychleni auticka na napdajecim napéti,
které je prfimo tumeérné sile ptisobici na auticko.

=sE
"/ ¥

e B b Xas A et A ]

Obr. 3 Nahled signalu ve FAE

Nami naméfené hodnoty jsou uvedeny v tabulce 1 a grafickd zévislost
zrychleni na ptisobici sile je na obr. 4.

Tabulka 1 Méfeni zrychleni auticka v zdvislosti na pusobici sile (napédjecim na-
péti)

tl t2 V1 (%] Av At a
o < 1 1 1 e

s s m-s— m-s— m-s— S m-s—2
0016 0012 0625 0833 021 0461 045
0,014 0,011 0,714 0,909 0,19 0,400 0,49
0,012 0,009 0,833 1,111 0,28 0,350 0,79
0,011 0,008 0909 1250 034 0323 1,06
0,011 0,008 0,909 1,250 0,34 0,300 1,14
0,010 0,007 1,000 1429 043 0275 1,56

12 0,009 0,007 1,111 1,538 0,43 0,256 1,67

08 © oo <g
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Obr. 4 Graf zavislosti zrychleni auticka na ptisobici sile (napajecim napéti)

Ve druhé casti experimentu ponechdme konstantni velikost napajeciho
napéti a zvySujeme velikost hmotnosti auticka pfidavanim zavazi na au-
ticko. Opét urc¢ime pro kazdou hmotnost auticka jeho zrychleni a sestro-
jime graf zavislosti zrychleni na hmotnosti auticka.

Nami naméfené hodnoty jsou uvedeny v tabulce 2 a graficka zavislost
zrychleni na hmotnosti voziku pro napéajeci napéti U = 10 V je na obr. 5.

Tabulka 2 Meéfeni zrychleni auticka v zavislosti na jeho hmotnosti pro U = 10 V

m t1 ta U1 Vg Av At a
g

s S m-s=! m-s7! m-s7! S m-s—2

92 0,011 0,008 00909 1,250 0,34 0,300 1,14
142 0,014 0,010 0,714 1,000 029 0364 0,78
192 0,015 0,011 0,667 0,909 024 0428 0,57
242 0,018 0,013 0556 0,769 021 0,492 043
292 0,019 0,014 0526 0,714 0,19 0495 0,38
342 0,022 0015 0455 0,667 0,21 0,600 0,35
392 0,025 0,017 0400 0588 0,19 0,670 0,28
442 0,026 0018 038 0556 0,17 0,671 0,25
492 0,027 0019 0370 0,526 0,16 0,742 0,21

7 grafu linedrni regresni funkce na obr. 4, kterd je vyznacena Cerve-
nou barvou, je dobfe vidét linedrni zavislost zrychleni na ptisobici sile.
Stejné tak na obr. 5 je dobfe pozorovatelna hyperbolicka kfivka nep¥imé
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Gmeérnosti mezi zrychlenim a hmotnosti auticka. Hodnota exponentu této
regresni kiivky je —0,979 = —1, coZ odpovida vztahu (2).

y =97,679x2:979

2
a(m -s*
¢ ) R?=0,9929

1,40

1,20 %
.'\

1,00

0,80 \T
0,60 I\ i

0,40 i H\‘

0,20 »\H

0,00 y . ; . . i
0 100 200 300 400 500 ,, (g) 5

Obr. 5 Graf zavislosti zrychleni auticka na jeho hmotnosti

V ¢lanku jsme se zabyvali inovaci experimentalniho ovéreni zékona sily,
pri kterém jsme k demonstraci vyuzili pro zédky atraktivni pomucky jako
je autodraha a pocitac.

Pomoci dvou optickych bran sestavenych z laserového ukazovatka a so-
larniho ¢lanku jsme zaznamenali pruchod auticka a v programu FAE urdili
¢asy prichodu jednotlivymi branami i celkovy ¢as pohybu.

Experimentalné naméfené hodnoty potvrdily jak linedrni zavislost zrych-
leni na pisobici tazné sile, tak hyperbolicky pokles zrychleni v zavislosti
na hmotnosti auticka.

Zavérem lze konstatovat, ze demonstrace druhého Newtonova zakona
pomoci vyse uvedenych jednoduchych pomticek umoznuje zaktim rychlé
pochopeni probirané latky a ucitelam fyziky snadnou demonstraci tohoto
zakona, nez provedeni klasickym zpusobem pomoci vzduchové nebo vo-
zickové drahy. Soucasné vyuziti ICT pfi této demonstraci posiluje také
mezipredmétové vazby a zvysSuje pro zaky atraktivitu demonstra¢niho ex-
perimentu.
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Navrh pracovného listu k apletu
na zakony zachovania energie

ZUZANA GIBOVA
Fakulta elektrotechniky a informatiky, Technicka univerzita v Kosiciach, SLOVENSKO

Uvod

Vo vyucbe fyziky sa bezne pouzivaji aplety, ktoré umoziuji demon-
Strovat rozne javy, deje a zédkonitosti v zavislosti od roznych pociatoénych
podmienok. Na internete je mozné najst vela fyzikdlnych apletov. Vacsina
z nich obsahuje popis ako aplet funguje a ¢o demonstruje. Aby vjucba
s apletmi bola efektivna, je vhodné k apletom vytvorit pracovny list, ktory
by obsahoval instrukcie k pouzivaniu apletov a otazky a tlohy pomocou
ktorych ziaci pochopia demonstrované javy. V opac¢nom pripade, ak ziaci
nevedia ¢o maju pomocou apletu sledovat a aké maja nastavit podmienky,
unikne im fyzikdlna podstata javov a zameraju sa len na technickt stranku
apletu [1]. V ¢lanku je prezentovany pracovny list vytvoreny k apletu,
ktory demonstruje zakony zachovania energie a prislusné premeny energie
v idedlnych a redlnych podmienkach.

Popis apletu

Pracovny list bol vytvoreny k apletu Energia v skejt parku zo zdroja

[2].

Aplet demonstruje pohyb skejtbordistu na troch réznych rampéach
(obr. 1), ktoré je mozné volit v pravej ¢asti apletu (1). Okrem toho zobra-
zuje rychlost skejtbordistu (2), jeho polohu (vysku nad povrchom zeme — 3),
kolacovy (4) a stipcovy (5) diagram energii pri jeho pohybe. Polohu a
hmotnost skejtbordistu je moZné menit. Aplet ma tri Grovne (6). Prva
trovett (Uvod) je zamerand na demonstrovanie zmien energii pri pohybe
skejtbordistu a zakona zachovania mechanickej energie, teda pri idealnych
podmienkach. Druhd trovenn (Trenie) umoziiuje nastavit Tubovolni hod-
notu trenia a pozorovat ako dochddza ku stratdm energie a k premenam
energie skejtbordistu za redlnych podmienok. V tejto trovni je mozné de-
monstrovat zdkon zachovania energie.
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Energia v skejt parku: zaklady

Obr. 1 Aplet Energia v skejt parku

Tretia uroveni (ihrisko) umoziuje vytvarat vlastni rampu na skejt a
pozorovat tie isté zdkony a deje ako v predchddzajucich rovniach.

00 s @

Obr. 2 Ovladanie apletu

Ovladanie apletu je na obr. 2. Aplet mozno spustit a zastavit (1), kro-
kovat (2), spomalit (3), obnovit aplet na povodné podmienky (5) a vratit
skejtbordistu do poc¢iatoénej polohy (4).

Pracovny list

Pracovny list je navrhnuty na pouzitie druhej tirovne apletu (trenie) na
prvej z ramp (U rampe).

Je zamerany

e na zopakovanie a upevnenie pojmov kinetickd energia, potencidlna

energia, mechanicka energia, celkova energia,

e demonstrovanie a pochopenie zakona zachovania mechanickej ener-
gie,
demonstrovanie a pochopenie zakona zachovania energie,
pochopenie premien energii skejtbordistu pri pohybe na rampe,
ukdzanie vplyvu trenia na pohyb, premeny a straty energii,
ukazanie vplyvu zmeny hmotnosti na celkova energiu.
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Pracovny list pozostava z troch ¢asti (obr. 3). V tvode obsahuje instruk-
cie k nastaveniu pociatoénych podmienok, ktoré umoznia demonstrovat
oCakavané fyzikalne javy a zakonitosti. V druhej ¢asti pracovny list ob-
sahuje otazky na zopakovanie a pochopenie pojmov a zdkonov. Ziaci si
odpovede na otazky zapisuju do pracovného listu na zaklade pozorovania
pohybu skejtbordistu na aplete, najprv bez zobrazenia rychlosti a energii
skejtbordistu. Spravnost svojich odpovedi si overuji opif pomocou apletu,
kde st1 uz zobrazované rjchlost a energie skejtbordistu pomocou stipcovych
grafov. Tretia Cast obsahuje tlohy, pri rieSeni ktorych Ziaci pouziju aplet.

Pracovny list k apletu Energia v skejt parku

CEworte 1 wplet Energia v Bt pariu = frende oo noviho okra 10 Ddnol:
st fphat coicr acko. e fiimy et ey e par - Bag i St e gy-gbate- park-Bagies 1k bl

Wprave] danti apletu wherte Urampo Mastivte sasledoved poligiolng

Tdltnite  polin:  Mriefka,  Mastevie  Bmotnoul na  poidnd
Bodeelu. Thbnke nadbivbs na Jados.

Somcotu iyl ochopte kel ditu & polalle b Al U fingu 89 wylky
4m aspsbie apiel. Pororuie poind skeibordiie Aplet mbdete
ndvholvek 1o, 1pomal akbo Ledows? po kgkoch

Odpovedete na ariledujics ofdiy:
Predeokladajie, le Mading nuleve] poteribiea] ersrgio jo ra porchu seme.
LW itovom bods svaje) trajelmiein (na U rampd ) md shejohaediots len potenciding | polohows) srsngiu?

L ¥ kiorom bode svoje] trajelbdrie (na U rampe) md shejibordista len kinetickl [pobybovd) enengiv]

& Etorom bode svole] trajelbicle (na U rampe ) mi skejthordista nensdon Kineticki of pobenciilng energhu?

& Ak o dand colkovi eregla shaftbordinzy v bode 0 m, 2 m 8 & m nad seme? Co plati pre methankkd energlu

w tjehan mieitech?

Pri overend sprivroiti odpoved poutite apiet, Nastavie nasledovnd podiatolnd
Talkrtnde pollia: Mrwlhs, itiiovy dagiim, okt Rinlinte hmolnost i pokeedd hodnoty Thenie asstine na ladee.
[t #ks da el rjchical & dnctieg enenge v itioesnn rafe)

Riedte nasledgire prikindy:
Skeftbordists rading weo pobyb ne U ramge vo viflke 4 m, Hmotnosd skejtbordisty je 80 kg, Predeokladajte, Fe
hlading nulovej potenciding] enengie jo na povichi beme. Rieite najpre vieobecrs, potom dosadte kenkrdtne
| hadncty, Pri rielend poulite af aplet, korj miblete kedyiolvek rastavit, spomalif alebo ledovat po knokach.

Obr. 3 Ukazka pracovného listu k apletu

1. Instrukcie k apletu

Otvorte si aplet Energia v skejt parku zo zdroja [2].

Zvolte tGroven Trenie. V pravej ¢asti apletu vyberte U rampu. Nastavte
nasledovné pociatoctné podmienky:

Zaskrtnite poli¢ko: Mriezka. Nastavte hmotnost na poloviéni hodnotu.
Trenie nastavte na ziadne.
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Pomocou mysi uchopte skejtbordistu a polozte ho na U rampu do vysky
4 m a spustite aplet. Pozorujte pohyb skejtbordistu. Aplet mozete kedy-
kolvek zastavit, spomalit alebo sledovat po krokoch.

2. Otazky

Odpovedzte na nasledujice otazky:

Predpokladajte, zZe hladina nulovej potencidlnej energie je na povrchu
zeme.

1. V ktorom bode svojej trajektérie (na U rampe) mé skejtbordista len
potencialnu (polohovi) energiu?

2. V ktorom bode svojej trajektorie (na U rampe) m4 skejtbordista len
kineticka (pohybovil) energiu?

3. V ktorom bode svojej trajektérie (na U rampe) ma skejtbordista
nenulovt kineticka aj potencidlnu energiu?

4. Ako je dan4 celkova (mechanickd) energia skejtbordistu vo vyske 0 m,
2m, a 4 m nad zemou? Co plati pre mechanickii energiu v tychto miestach?

5. Do akej maximalnej vysky vystupi skejtbordista na pravej strane
U rampy, ak svoj pohyb za¢ina na lavej strane U rampy vo vyske 5 m?
Akt rychlost bude dosahovat na pravej a lavej strane U rampy vo vyske
3 m? Vysvetlite preco.

Pri overeni spravnosti odpovedi pouzite aplet. Nastavte nasledovné po-
¢iato¢né podmienky:

Zaskrtnite policka: Mriezka, stIpcovy diagram, rjchlost. Nastavte hmot-
nost na poloviéni hodnotu. Trenie nastavte na ziadne. (Sledujte ako sa
meni rychlost a jednotlivé energie v stipcovom grafe.)

6. Zmente pociato¢né podmienky. Nastavte trenie na polovi¢ni hod-
notu. Zaskrtnite policko: Mriezka. Nastavte hmotnost na poloviént hod-
notu. Pomocou mysi uchopte skejtbordistu a polozte ho na U rampu do
vysky 4 m a spustite aplet.
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a) Pozorujte pohyb skejtbordistu. Do akej vysky vystipi na pravej
strane U rampy po prvom prechode najnizsou polohou?

b) Ak4 bude jeho rychlost v najnizSom bode po jednom prejdeni U
rampy?

¢) Pozorujte pohyb skejtbordistu az do zastavenia. Ako je dand jeho
celkové energia na zac¢iatku jeho pohybu? Ako je dané jeho celkové energia
na konci pohybu? Aké je jeho mechanické energia na zaciatku a na konci
pohybu? Vysvetlite.

Pri overeni spravnosti odpovedi pouzite aplet. Nastavte nasledovné po-
¢iato¢né podmienky:

Zaskrtnite policka: Mriezka, stipcovy diagram, rjchlost. Nastavte hmot-
nost na poloviéni hodnotu. Trenie nastavte na poloviéni hodnotu.
(Sledujte ako sa meni rychlost a jednotlivé energie v stipcovom grafe.)

3. Ulohy

Skejtbordista zadina svoj pohyb na U rampe vo vyske 4 m. Hmotnost
skejtbordistu je 80 kg. Predpokladajte, Ze hladina nulovej potencialnej
energie je na povrchu zeme. RieSte najprv vseobecne, potom dosadte kon-
krétne hodnoty. Pri rieSeni pouZite aj aplet, ktory mozete kedykolvek za-
stavit, spomalit alebo sledovat po krokoch.

1. Vypocitajte celkovii energiu skejtbordistu, ktord dosahuje na za-
¢iatku pohybu vo vyske 4 m nad zemnou.

2. Vypocitajte maximélnu rychlost, ktora pri svojom pohybe dosahuje.
(Overte svoj vypocéet pomocou apletu. Ukazovatel rychlosti mé hlavné
dieliky delené po 2 m/s.)

3. Urcte kinetickt energiu vo vyske 3 m.

4. Pomocou apletu urcte, v akej vyske bude potencidlna energia skejt-
bordistu rovna kinetickej energii. Potvrdte vysledok aj vypoctom.

5. Zmeiite hmotnost skejtbordistu (zvéicsite potom zmensite) vzhladom
na povodni hodnotu hmotnosti. Pomocou apletu urcte, akd bude jeho
maximalna rychlost pre vSetky zvolené hmotnosti. Ak bude potencidlna
a kineticka energia skejtbordistu v réznych vyskach pre vsetky zvolené
hmotnosti. Vysledky potvrdte aj vypoctom pre hmotnosti 50 kg, 70 kg,
100 kg.

6. Vypocitajte akd bude strata energie po jednom prejazde U rampy,
ak predpokladdme vplyv trenia na pohyb skejtbordistu (nastavte trenie na
aplete na polovi¢n hodnotu). Skejtbordista za¢ina svoj pohyb na U rampe
vo vyske 4 m. Hmotnost skejtbordistu je 80 kg. Predpokladajte, ze hladina
nulovej potencialnej energie je na povrchu zeme.
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Vysledky:

1. E=mghmax =80-10-4J =3200J

2. Umax = V29hmax = 8,94 m/s, z apletu vpax = 8,9 m/s

3. Exg = mghmax — mghs = (3200 —80-10-3) J =800 J

4. mghmax = 2mgh — h = %hmax =2m,zapletu h=2m

5. Zmena hmotnosti ovplyvni hodnotu potencidlnej a kinetickej energie.
Na aplete sa to prejavi roznou vyskou stipcového grafu, ktory zobrazuje
prislusni energiu. Cim vicsia je hmotnost, tym vicsia je prislusna energia.
Pre m = 50 kg zdvisi potencidlna energia od vysky podla vzfahu E, =
= mgh = (50 - 10) h a kinetickd energia zavisi od rychlosti podla vzfahu
Ep = %mv2 = 25v2. Hodnota maximalnej rychlosti nezavisi od hmotnosti
skejtbordistu, vyplyva to zo vztahu vy.x = v29hmax. Dosahuje rovnaké
maximalne rychlosti pre rézne hmotnosti.

6. Po jednom prechode U rampy vystipi skejtbordista do maximélnej
vy8ky h1 max = 3 m (na pravej strane U rampy) pri zvolenej hodnote trenia.
Potom pouzitim zédkona zachovania energie I = Ey + F}, + E5 = kons.

Strata energie je

Es1 = mghmax — Mghimax = (3200 — 80 - 10 - 3) J =800 J.

Aplikacia vo vyucbe

Vyucba s prezentovanym pracovnym listom bola realizovana na nume-
rickych cviceniach z fyziky na Fakulte elektrotechniky a informatiky Tech-
nickej univerzity v Kosiciach. Vyucovanie prebiehalo v tradi¢nej triede
s tabulou, kde bol k dispozicii jeden pocita¢ s dataprojektorom a plat-
nom. Preto bol aplet premietany na platne a ovladany uditelom. Vsetci
Studenti mali vlastny pracovny list, do ktorého si zapisovali odpovede na
otazky. Potom nasledovala spolo¢na kontrola spravnosti odpovedi pomo-
cou apletu. Pocetnost spravnych odpovedi sa zistovala zdvihnutim ruk
studentov. Riesenie tloh prebiehalo spolo¢né s pouzitim apletu, ktoré bolo
doplnené o riesenie tiloh podobného typu z predpisanej zbierky tloh. Vy-
ucba trvala 1,5 hod., z toho pomocou apletu asi polovicu ¢asu. V skupinach
bolo okolo 25 studentov.

Vyucba s navrhovanym pracovnym listom moZe prebiehat aj v malych
skupinach v pocitacovej miestnosti, kde na jedného Studenta pripada je-
den poéita¢. V tomto pripade je ucitel vo funkcii koordindtora ¢innosti
studentov a ich poradcom.
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Dalsie moZnosti

Aplety je mozné pouzivat v lubovolnej ¢asti vyucby (motivacia, vyklad
uciva, aplikdcia uéiva, zopakovanie). Mame skusenost s ich pouzivanim na
prednaskach, na cviceniach a v rdmci domécej pripravy [3]. Je dolezité,
aby ku kazdej poznavacej ¢innosti mali Studenti pripraveny pracovny list.
K prednaskam maja studenti k dispozicii pracovné listy na stranke vyucu-
jucej, kde sa k nim méZzu po prednéske a v rdmci pripravy na skusku vratit
[4]. Uvadzam niekolko prikladov pracovngch listov na rozne vyucébové ¢in-
nosti:

e motivacia
http://people.tuke.sk/zuzana.gibova/aplet8.htm

e vyklad nového uciva
http://people.tuke.sk/zuzana.gibova/files/
aplet-rychlostt.pdf

e aplikacia uciva

http://people.tuke.sk/zuzana.gibova/files/

aplet-priamo-iare-pohyby.pdf

http://people.tuke.sk/zuzana.gibova/files/
aplet-zrychleniet.pdf

e doméca tloha
http://people.tuke.sk/zuzana.gibova/ApletEnergia2.pdf

V réamci domacej pripravy boli aplety s pracovnym listom pouzité v ex-
ternej forme vyucby, kde mali Studenti vypracovat semestralne zadanie
s rieSenim tloh pomocou apletov. Névrh tloh ndjdete na [5].

Efektivita vyucby

Pouzitie apletu na zakony zachovania energie na numerickych cvi¢eniach
z fyziky na Fakulte elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity
v Kosiciach bolo zdmerne, pretoze Studenti na zapoc¢tovych pisomkach pri
rieSeni podobnych tloh dosahovali zle vysledky. Navyse, sa na cvi¢eniach
riesili dlohy, v ktorych teleso padalo volnym padom alebo bolo vrhnuté
zvislo nahor, vzdy len za idedlnych podmienok.

Z dotaznikového prieskumu vyplynulo, Ze sa Sstudentom vyucba s pou-
zitim apletu péacila. Bola viac atraktivnejsia, nazorna, viac si zapaméitali.
Vysledky zapoétovych pisomiek potvrdili, Ze sa zvysila sprdvnost rieSenia
podobnych tloh.
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ZvysSenie tspesnosti rieSenia tloh pomocou apletov za pouzitia pracov-
ného listu potvrdzuje aj nas prieskum uskutocneny u Studentov v externej
forme vyucby. Stcasne sa ukazalo, Ze pouzitie apletov pri rieSeni semes-
tralneho zadania viedlo k lepSiemu pochopeniu vztahov medzi tedriou a
praxou Studentmi [6].

Vysledky viacerych naSich dotaznikovych prieskumov uskutoénenych
medzi Studentmi denného Studia poukazuju na to, ze vyucba s pouzitim
apletov je pre nich atraktivnejsia a pracovné listy k apletom sa pre nich
jasne a zrozumitelne vytvorené [7].

Zaver

Aplety st vhodnym vyucovacim prostriedkom, pomocou ktorého sa vy-
ucba stava atraktivnejSou a nazornejSou. Ak je pri vyucbe s apletmi pou-
zivany pracovny list, stava sa vjucba efektivnejSou. Viaceré vyskumy ski-
majuce integraciu apletov do vyucby technickych a prirodovednych pred-
metov uvedené v [8] potvrdzuju, ze aplikicia apletov vo vyucbe prispieva
k dosiahnutiu vyssej trovne kognitivnych vedomosti studentov, vedie stu-
dentov k lepsiemu pochopeniu vztahov medzi tedriou a praxou, podporuje
zéujem Studentov o preberani problematiku a pomaha zvySovat motivaciu
studentov.
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INFORMATIKA

Moderni sSifry 11

EDUARD BARTL
Pfirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Predchozi dil série ¢lanka o Sifrovani byl zakoncéen vykladem jedno-
smérnych Sifrovacich funkcich se zadnimi vratky. Tyto funkce jsou dulezité
proto, ze pomoci nich jsme schopni realizovat asymetrické Sifrovani. V za-
véru jsme si fekli, ze pro dalsi vyklad bude uziteéné seznamit se s takzvanou
moduléarni aritmetikou. Tato aritmetika se od bézné aritmetiky v ledas¢em
lisi, v tomto pokracovani se ji proto pokusime podrobné vysvétlit. Déle se
vratime k asymetrickému Sifrovani, vysvétlime si, jak funguje Sifra RSA a
jak se pouziva v praktickych aplikacich (naptiklad v elektronickém pod-
pisu). Clanek je doplnén dvéma fesenymi tikoly, na kterych si miize étenar
oveérit pochopeni textu.

Na uvod kratké opakovani

V predeslém dilu jsme si ukazali princip asymetrického Sifrovani. Nez
se podivame na slibenou modularni aritmetiku, kterou budeme potiebovat
pro podrobny vyklad asymetrické Sifry RSA, zopakujeme si, jak asymet-
rické Sifrovani funguje a jaky je jeho vztah k symetrickému sifrovani.

Princip symetrického Sifrovani mizeme znazornit pomoci diagramu na
obr. 1. Podstatné na symetrickém Sifrovani je skutecnost, Ze odesilatel
(Alice) i pi{jemce (Bob) disponuji stejnym klicem, pomoci kterého Alice
zaSifruje otevieny text a Bob pomoci néj zasifrovany text opét desifruje.
Pokud néjaké tieti osoba (Eva) ziské tento kli¢, muze desifrovat libovolnou
zachycenou zpravu. Z tohoto divodu je nutné tento kli¢ udrzet v tajnosti.
Proto je tento kli¢ nazyvan tajngm.

Problematické na symetrickém Sifrovani je zejména to, ze se Alice i
Bob musi na tajném kli¢i dohodnout. Tento problém velmi elegantné resi

Matematika — fyzika — informatika 27 (5) 2018 373



tajny tajny
kli¢ kli¢

e e sifrovaci | Sifrovany desifrovaci otevieny
funkce text funkce text

Obr. 1 Schéma symetrického Sifrovani

asymetrické Sifrovani, jehoz princip je schematicky ukazan na obr. 2. Tento
zpusob Sifrovani jiz nepouziva jediny kli¢, ale pouziva klice dva — jeden
k sifrovani, druhy k desifrovani. Kli¢ uréeny k Sifrovani muize byt zverejnén
(proto se mu také ¥ika vefejny kli¢), naopak kli¢ uréeny k desifrovani musi
byt udrzen v soukromi (na coZ poukazuje jeho nazev — soukromy klic).
Prestoze jsou tyto dva klice ruzné, existuje mezi nimi urcity vztah. Verejny
kli¢ musi byt snadno a rychle odvoditelny ze soukromého klice; odvodit
soukromy kli¢ z vefejného vsak musi byt velmi obtizné, ¢asové neschiudné.
Pravé tomuto vztahu bude v tomto dilu vénovana pozornost.

vefejny soukr.
kli¢ kli¢

o sifrovaci Sifrovany desifrovaci otevieny
otevreny text — — —
funkce text funkce text

Obr. 2 Schéma symetrického Sifrovani

Pripomenme také kratce, ze v praktickych aplikacich se oba pristupy —
symetrické Sifrovani a asymetrické Sifrovani — vhodnym zpisobem kombi-
nuje. Sifrovani dat se provadi symetricky, asymetrické Sifrovani se pouziva
pouze pro vyménu tajného klice tak, jak ukazuje schema na obr. 3. Tento
pristup se voli proto, Ze symetrické Sifrovaci algoritmy jsou fadové rych-
lejsi nez asymetrické. Tim, Ze se objemnéa data Sifruji symetricky a kratky
tajny kli¢ asymetricky, je tak cely Sifrovaci proces vyznamnym zpisobem
urychlen.
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vefej. soukr.
kli¢ kli¢

| |

asymetrickd Zaéifrovany asymetrickd
Sifrovaci |—)| LY ] desifrovact
funkee tajny kli¢ funkee

symetricka " 7 symetricka — -
o . , Sifrovany o , desifrovany
otevieny text gifrovaci desifrovaci —
text text
funkce funkce

Obr. 3 Pouziti asymetrického Sifrovani pii vyméné tajného klice

Podéitani v kruhu

Pokracujme nyni ve slibeném vykladu modularni aritmetiky. Této arit-
metice se nékdy fika hodinovd aritmetika. PHimér s hodinami je trefny a
umozni nam rychle pochopit podstatu véci.

Predstavme si klasicky hodinovy cifernik, jenz ukazuje ¢as v dvanacti-
hodinovém cyklu. Tento cifernik vSak mirné upravime: misto, aby ukazoval
hodiny od 1 do 12, bude ukazovat hodiny od 0 do 11. Cisla od 1 do 11
tedy zastanou na svych mistech, pouze ¢islo 12 nahradime ¢islem 0, jak
muizeme vidét na obr. 4. Tato zména nikterak neovlivni zpiisob pocitani,
na ktery jsme zvykly; cyklus je stale dvanactihodinovy, pouze budeme
dvandcté hodiné fikat nultd hodina.

11 0
10 2

Obr. 4 Dvanactihodinovy cifernik

Pocitani na takovém ciferniku je ndm dobfe znamé. Pokud napfiklad
dvouhodinové divadelni piedstaveni zac¢ind v 11 hodin, pak jeho konec
(poéiténo v dvandctihodinovém cyklu) neni v 13 hodin, ale v 1 hodinu,
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miuzeme tedy napsat 11 @2 = 1; pro operaci s¢itani v hodinové aritmetice
jsme zvolili symbol ¢, abychom ji odlisili od operace s¢itani +, kterou
bé&zné pouzivame.')

Jak by se dala popsat operace s¢itani @& v hodinové aritmetice pomoci
bézného s¢itani +7? Podle predchoziho prikladu se zacatkem a koncem di-
vadelniho pfedstaveni by se mohlo zdat, Zze jakmile dojde béznym souctem
k ,pfeteceni“, tak jednoduse od vysledku odecteme ¢islo 12, ¢imz se vra-
time zpét na ¢islo zobrazitelné na ciferniku. Mohli bychom tedy napsat:

11e2=11+2-12=1.

Takto pojatd definice operace @ vsak nebude fungovat vzdy. K ,prete-
¢eni“ totiz muze dojit nékolikanasobné, odecteni ¢isla 12 pak k navratu
na cifernik nepomuze. Napfiklad u sou¢tu 11 @ 16 musime c¢islo 12 odecist
dvakrat:

11616=11+16—-2-12 = 3.

sy ee

je mozné vyslovit s pouzitim zbytku po celociselném deleni: soucet a & b
je roven zbytku po vydéleni bézného souctu a + b ¢islem 12. Skutecéné,
11 4+ 16 = 27; tento soucet vydélime ¢islem 12, podilem je pak 2, zbytek je
3. Plati tedy 1116 = 3, jak jsme ostatné videli vyse. Operace odecitani se
definuje obdobné: rozdil a ©b je roven zbytku po vydéleni bézného rozdilu
a — b ¢islem 12.

Je celkem zfejmé, Ze operace @ a © se daji jednoduSe zobecnit i pro
ciferniky s jingm poctem cifer nez je 12. Jediny rozdil bude v tom, Ze
budeme uvazovat zbytek po déleni ¢islem, které udava pocet cifer na ci-
ferniku. Tomuto poétu se v hodinové aritmetice ¥ikd modul (proto této
aritmetice fikdme modularni).

Pokud tedy bude mit cifernik napfiklad 14 cifer, jak mtuzeme vidét na
obr. 5, pak dopadnou soucty 11 & 2 a 11 & 16 zcela jinak. Konkrétné
dostaneme, ze 11 @ 2 = 13, protoze 11 + 2 = 13 déleno 14 je 0, zbytek je
13. Déle pak miizeme psat, ze 11 & 16 je opét 13, ponévadz 11 + 16 = 27
déleno 14 je 1, zbytek je 13.

Protoze hodnota modulu urcuje, jakym c¢islem v definici operace @ a
© délime, bude jisté praktické dat tuto hodnotu jasné najevo. Udélame
to tak, ze ji napiSeme do indexu symbold & a ©. Budeme tedy naptiklad

DKolecko v symbolu @ nam bude pfipominat, Zze se jedna o s¢itdni v modularni
aritmetice — tedy o ,,s¢itani v kruhu“.
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12 2
11 3
10 4

9 )

8 - 6

Obr. 5 Ctrnactihodinovy cifernik

psat:

11®122=1,
11 ®12 16 = 3,
11 @142 =13,
11§14 16 = 13.
Tim se vracime zpét ke vztahtim z predchoziho dilu, které definuji Sif-

rovaci a desifrovaci funkci posouvaci Sifry. Pii vykladu této Sifry jsme se
domluvili na kédovani dané tabulkou 1. Pracujeme tedy s Cisly z, y a k,

znak a b c d ... y =z _
kédové ¢islo 0 1 2 3 ... 24 25 26

Tabulka 1 Jednoduché kédovani pismen abecedy a mezery .

kterd mohou nabyvat celkem 27 hodnot, konkrétné hodnot 0 az 26. Zmi-
nénou Sifrovaci funkci e a desifrovaci funkci d posouvaci Sifry muZzeme —
ted jiz zcela spravné — napsat nasledujici zptisobem:

e(z, k) =z Doy k, (1)

d(y, k) =y Sar k. (2)

Pro Gplnost dodejme, Ze operace vypoctu zbytku po celociselném déleni

je natolik uzitecna, ze se vyskytuje snad ve vSech vyssich programovacich
jazycich. Naptiklad v jazyce C je mozné tento zbytek vypoéitat pomoci

operatoru %. Sifrovaci funkci (1) posouvaci ifry bychom tedy mohli defi-
novat tak, jak ukazuje nasledujici programovy kod:
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/* sifrovaci funkce posouvaci sifry */
short encipher(short x, short k)

{
return (x + k) % 27;
}

Pro dalsi vyklad bude potfeba zamyslet se nad tim, jak v modularni
aritmetice funguji i jiné operace, konkrétné nam piijde o nasobeni, umoc-
néni a déleni. Pro tyto tfi operace budeme pouzivat po fadé symboly ©,
O a @ (opét s dolnim indexem urcujicim modul, jak uvidime za chvili).

U prvnich dvou zminénych operaci neni celkem co fesit, situace je totiz
analogicka se s¢itanim a odecitanim. Nasobek a ®,, b je tak roven zbytku
po vydéleni éisla a - b ¢islem n. Proto napiiklad plati 3 ©®195 = 5. Podobné
jednoduché je i umocnéni: a ®,, b je zbytek po vydéleni &isla a® ¢islem n;
lehce tak naptiklad zjistime, Ze 2 ®19 6 = 4.

Vypocitat podil v modularni aritmetice ovSem tak piimocaré neni.
V bézné aritmetice definujeme déleni pomoci nasobeni, plati totiz napri-
klad, ze 20 déleno 5 je totéz jako 20 krat % Obecné miZzeme napsat, ze
b déleno a je rovno souéinu b a ,prevracené“ hodnoty k ¢éislu a (samo-
zfejmé za predpokladu, Ze a nebude nula). K tomu, abychom ptevedli tuto
myslenku do modulérni aritmetiky, musime dobfe porozumét tomu, co se
mysli zminénou pfevracenou hodnotou k danému ¢islu.

Pievracend hodnota k ¢islu a je takové ¢islo, které vynasobeno (at uz
zleva nebo zprava) ¢islem a da jednicku.?) V bézné aritmetice je prevra-
cenou hodnotou k ¢islu 5 skutecné zlomek %, protoze

Podobné v moduléarni aritmetice definujeme podil b@,,a jako souéin b®,, A,
kde A znaéi pievracenou hodnotu k a. Otazkou ovSem je, jestli k ¢islu a
pievracend hodnota A existuje, a pokud ano, jak ji vypoéitat.?)

Zkusme si situaci predstavit na jednoduchém piikladu. Budeme uva-
zovat modularni aritmetiku s modulem n = 12, to znamend, obycejné

2) Jednicku proto, ze pravé jednitka se pti nasobeni chové neutrdiné, to znamena
b el K
ze neméni vysledek soucinu. Presnéji feceno, pro jednicku a libovolné nenulové ¢islo a
plati,zea-1=1-a =a.
3)Nezapometime, #e v modularni aritmetice nemame #adné zlomky. Pfevracenym
Cislem k ¢islu 5 jisté nebude % uz proto, ze zadné takové cislo v modularni aritmetice
(na ciferniku) neméme.
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hodiny s dvanéctihodinovym cyklem, které vidime na obr. 4. Ptame se,
jestli k ¢islu 3 existuje prevracend hodnota. Formulovano v fe¢i hodin se
tedy ptame, jestli se poskladanim nékolika ¢tvrthodinovek dostaneme na
pét minut po celé (éislo 1). Na prvni pohled je jasné, Ze se ndm to nepodafi.
Pomoci ¢tvrthodiny (éisla 3) se dostaneme pouze na ptilhodinu (&islo 6),
na tfi¢tvrtéhodinu (éislo 9) nebo na celou (&islo 0). K ¢islu 3 tedy pfre-
vracena hodnota neexistuje. Podobné dopadneme i s ¢isly 2, 4 a 6 — ani
k nim neexistuje prevracend hodnota. Mizeme tedy snadno vypozorovat,
ze pokud néjaké ¢islo deli modul beze zbytku, pak k tomuto ¢islu neexistuje
pfevracena hodnota.

Pravé navrzené kritérium vsSak neni Uplné, protoze nerika, jak to do-
padne v pripadé, kdy dané cislo nedeéli modul beze zbytku. Tak naptiklad
k ¢islu 9, které nedé€li modul 12 beze zbytku, také neexistuje pfevracena
hodnota. Dtvodem je, Ze tfiétvrtéhodina (éislo 9) je poskladana ze t¥i
¢tvrthodin (&isel 3), ke kterym, jak uz vime, pfevracend hodnota neexistu-
je. Celkem tedy muzeme vyslovit nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1.

K danému cislu existuje prevrdcend hodnota, prdvée kdyZ je mejvétsim
spolecngm délitelem tohoto ¢isla a modulu jednicka (to znamend, toto ¢islo
je s modulem nesoudélné).

Pokud prevracend hodnota k danému ¢islu existuje, pak se da vypoci-
tat takzvanym rozsifenym Euklidovym algoritmem. Tento algoritmus zde
nebudeme popisovat, pro ucely tohoto vykladu plné postaci, kdyz vyzkou-
$ime vSechny mozné kombinace. V predchozim prikladu s dvanéctihodino-
vym cifernikem tak dojdeme napfiklad ke zjisténi, ze prevracena hodnota
k ¢islu 5 je opét ¢islo 5, protoze 5 ®12 5 = 1 (neboli 5 - 5 déleno 12 déva
zbytek 1), viz také tabulka 2.

- 1

Tabulka 2 Prevracend hodnota A k ¢islu a v modularni aritmetice s mo-
dulem 12

Abychom poc¢itani v modularni aritmetice dostateéné zazili, vyzkousime

si na zaveér této sekce ne€kolik jednoduchych prikladl. Vypoctéme nasledu-
jici piiklady (vysledky jsou uvedeny na konci tohoto ¢lanku):
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15617 (10 17 14 B170) =7
14 ©g524 =7

3093 ="

20065 ="

100105 ="

Nalezli jsme koneé¢né jednosmeérnou funkci?

Na konci predchoziho dilu jsme prozradili, ze kandidatem na jedno-
smérnou funkci se zadnimi vratky je umocnéni v modularni aritmetice.
Nyni, kdyz modularni aritmetiku docela dobfe ovladame, jsme schopni
tuto funkci pfesné popsat. Je-li tedy = éislo, které Sifrujeme, k. vefejny
kli¢ a n modul, pak miizeme psat:

ez, ke) = x Op ke

V dalsim vykladu budeme uvazovat néjaké konkrétni nastaveni — vetej-
nym klicem k. bude ¢islo 2 a pro modul bude platit n = 10 (podcitat tedy
budeme na ciferniku s deseti ciframi). Sifrovaci funkce pak vypada takto:

e(z,2) =z O19 2. (3)

Déle predpokladejme, Ze zaSifrované Cislo, které se podari Evé ziskat, je
¢islo 9. Duvod, proc¢ Sifrovaci funkce zalozena na bézném umocnéni, tedy
e(r,2) = 22, neni jednosmérnou funkci, jsme objasnili uz v piedchozim
dilu. Zopakujme si, ze &slo z, pro které plati, e 9 = 22 mizZeme rychle
ziskat metodou ptileni intervalu: Nejprve zkusime x uhéddnout; feknéme,
7e prvnim pokusem bude = = 4. Jelikoz je ale 42 vétsi nez pozadované
zasifrované ¢islo 9, odhad ¢isla x musime zmensit. Druhym pokusem tedy
bude z = 2. Pokud tuto hodnotu dosadime do sifrovaci funkce, ziskdme 22,
coz je naopak mensi ¢islo nez 9. Déle zkusime xz = 3, ¢imz se dostédvame
ke spravnému vysledku.

Pokud bychom chtéli stejnou metodu vyuzit i ve svété modularni arit-
metiky, narazime na znacné obtize. Zacneme-li stejnym pocatecnim odha-
dem = = 4 a dosadime-li tento odhad do Sifrovaci funkce (3), obdrzime
¢islo 4 ®19 2 = 6 (zbytek po vydéleni ¢isla 4% ¢islem 10 je 6). Dostali jsme
vysledek, ktery je mensi nez pozadované zasifrované ¢islo 9. Metoda pi-
leni intervalu v tomto pfipadeé fika, zZe je potfeba odhad zvysit. My ovSsem
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vime, zZe spravnym vysledkem je ¢islo mensi, konkrétné x = 3, protoze
30102=09.

MiZeme tedy vypozorovat, Ze to, co déla z Sifrovaci funkce e(x, k.) =
= & O, ke dobrého kandidata na jednosmérnou funkci je schopnost modu-
ralni aritmetiky (tim, Ze se po¢itani déje v kruhu) zamichat vysledky umoc-
néni = ®,, k. pro rizné hodnoty x a zaroven vsak vypocet tohoto vysledku
nijak nekomplikovat. To znamend, ze je vypocet jednim smérem snadny,
v opa¢ném sméru vSak obtizny, coz je presné to, co pozadujeme po jedno-
smérné funkci.

Sifra RSA

Skutecnosti, ze je funkce e(x,k.) = x ®, k. vhodnym kandidédtem na
jednosmérnou funkci, si vsiml v sedmdesatych letech 20. stoleti americky
informatik Ronald Rivest, ktery v té dobé pracoval v laboratofi pocitaco-
virch véd na Massachusettském technologickém institutu.*) P¥i hledani této
funkce a pri zamitani nevhodnych kandidatt mu byli ndpomocni jeho dva
kolegové z téze laboratofe, Adi Shamir a Leonard Adleman. Roku 1977 tak
spolecné publikovali ¢lanek, ve kterém navrhli asymetrickou sifru zaloze-
nou pravé na zminéné funkci, ktera se dnes nazyva RSA (nazev je zkratkou
inicial jmen autort). Nedévno vSak vyslo najevo, Ze stejnou §ifru navrhl uz
roku 1973 anglicky kryptograf Clifford Cocks. Je to tentyz Clifford Cocks,
ktery ,predbéhl“ Ralpha Merkleho, Whitfielda Diffieho a Martina Hell-
mana v objevu bezpec¢né vymeény klice (byla o tom fe¢ v pfedchozim dilu).
V tomto smyslu se historie zopakovala.

Usli jsme dlouhou cestu, abychom byli schopni, aspon v prvnim piibli-
Zeni, 8ifru RSA popsat. Pustime se tedy do toho. Sifrovaci a desifrovaci
funkce Sifry RSA vypadaji takto:

e(z, ke) =z Oy ke, (4)
d(y, ka) =y On ka- (5)
Sifrovaci funkci je, nAm dobfe znamé, umocnéni v moduldrni aritmetice.

Vefejnym kli¢em je exponent k. spolu s modulem n.”) Soukromym kli-
¢em je pak exponent k;. Vsimnéme si dobre, ze desifrovaci funkce je také

4) Massachusetts Institute of Technology, znamy spiSe pod zkratkou MIT, je prestizni
soukromou americkou univerzitou, ktera se do déjin informatiky i jinych oboru zapsala
mnohymi vyznamnymi objevy a vynalezy. Svéd¢éi o tom uz fakt, ze mezi absolventy
MIT je vice nez 70 laureatt Nobelovy ceny.

5)V piedchozim dilu, ve kterém jsme se bavili obecné o asymetrickém sifrovani, jsme
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zaloZena na umocnéni, stejné jako Sifrovaci funkce. O umocnéni vime,
ze jej umime rychle vypocitat. Umime tedy rychle vypocitat hodnotu
YOr kq; exponent kg proto predstavuje zadni vratka, o kterych jsme mluvili
v predchozim dilu.

Zbyva zodpovédét otazku, jak zvolit Cisla ke, n a k4, aby vSe spravné
fungovalo. V néasledujicich odstavcich si proto uvedeme podrobny popis
Sifrovaciho a desifrovaciho procesu. Sifrovaci proces probiha v téchto kro-
cich:

1. Bob, ktery figuruje jako prijemce, si nejprve zvoli dvé prvocisla.
Oznacme si tato prvocisla jako p a ¢. Dale vypocita jejich soucin.
Tento soucin si oznacéime pismenem n, plati tedy n = p - ¢q. Cislo n
bude modulem v modularni aritmetice, na které jsou zaloZzeny vypo-
¢ty hodnot Sifrovaci a deSifrovaci funkce.

2. Dale Bob vypo¢ita ¢islo, které se zpravidla oznacuje jako ¢(n), a pro
které plati

p(n)=(p—1)-(¢g—1).

Poznamenejme, Ze hodnota ¢(n) udévé pocet ¢isel, kterd jsou mensi
nez n a kterd jsou s n nesoudélna.

3. V dalsim kroku si Bob zvoli ¢islo k.. Tato volba mutze byt ndhodn4,
dulezité pouze je, aby k. a ¢(n) byla nesoudélnd &isla.

4. Cisla k. a n Bob zvefejni.

5. Alice miZe ziskat vetejny kli¢. Zpravu, kterou chce Bobovi odeslat,
né&jakym zptsobem zakéduje do posloupnosti ¢isel.%) Tuto posloup-
nost Cisel pak rozdéli na stejné dlouhé bloky takovym zptisobem, Ze
pro kazdé ¢islo tvorici dany blok, bude platit, ze je mezi 0 an — 1
(to z toho dtvodu, Ze se Sifrovani i desifrovani provadi v moduldrni
aritmetice s modulem n).

za vetrejny kli¢ uvazovali pouze jedno ¢islo. Skutec¢nost, ze verejny kli¢ Sifry RSA je
slozen ze dvou ¢asti, exponentu ke a modulu n, vSak myslenku asymetrického sifrovani
nijak nenarusuje. Je zjevné, ze obé komunikujici strany musi védét, ktery modul maji
ve svych vypoctech pouzit, proto musi byt n také zverejnéno.

6)Toto kédovani muize byt celkem libovolné. Pouze musi byt zajisténo, aby Bob po-
uzival stejné kédovani.
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6. Alice pak postupné zaSifruje vSechny bloky pomoci Sifrovaci funkce
a vefejného klice slozeného z cisel k. a n. Pokud je tedy x cislo
odpovidajici danému bloku, pak vypocita e(x, k.) = © ®y, ke.

7. Na zavér Alice odesle Bobovi takto vypocétend zaSifrovand éisla.
Desifrovaci proces je pak proveden v téchto krocich:
1. Bob obdrzi zasifrovana ¢isla.

2. Poté vypocita prevracenou hodnotu kg k ¢islu k. s vyuzitim modulu
#(n).”) Pro¢ je vyuzito jako modul pravé é&slo ¢(n) je spise tech-
nickym (i kdyZ pro spravné fungovini RSA vyznamnym) detailem;
zduvodnénim se tedy nebudeme zabyvat.

3. Pokud je y jedno ze zasifrovanych c¢isel, pak Bob pouzije deSifrovaci
funkci a vypo¢ita tak d(y, kq) = y On k4. Je mozné ukdzat, ze takto
vypoc¢tené ¢éislo d(y, kq) je stejné jako éislo x, které Alice zaSifrovala.

Ukazme si Sifrovaci proces na nésledujicim pfikladu. Predpokladejme
prvocisla p = 71 a ¢ = 47. Z téchto hodnot vypocitame:

n=p-q="71-47 = 3337,
¢(n)=(p—1)-(g—1)=70-46 = 3220.

Cislo k., které je souc¢asti vefejného klic¢e, zvolime rovno 79. Tato volba je
v poradku, protoze éisla 79 a 3220 jsou nesoudélnd (jedinym spoleénym
délitelem téchto ¢isel je jednicka). V modulérni aritmetice s modulem 3220
proto existuje k ¢islu k., = 79 pfevracend hodnota. Prozradime, Ze touto
prevracenou hodnotou je kg = 1019, jelikoZ 79 ®3220 1019 = 1 (79 - 1019
déleno 3220 dava zbytek roven 1).

Zpravu, kterou chceme zasifrovat pfevedeme néjakym zptisobem na po-
sloupnost ¢isel. Dejme tomu, Ze tato posloupnost vypada tieba takto:

1235371029471

Tuto posloupnost musime rozdélit na stejné dlouhé bloky tak, Ze kazdy
blok bude mensi nez n = 3337. Rozdéleni tedy provedeme nasledovné:

123|537/102(947/001

7)Zde se nadm jasné vyjevil dtvod, proé jsme pozadovali, aby byla &isla ke a o(n)
nesoudélna. Tato podminka totiz zajisti, Ze prevracend hodnota k cislu k. skutecné
existuje.
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Kazdé ¢islo pak samostatné zasifrujeme pomoci vztahu (4), napfiklad tedy
prvni dvé ¢isla zasifrujeme na hodnoty:

€(123,79) = 123 ®3337 79 = 1433,

t’3(5377 79) = 537 ®3337 79 = 1385.

Celkem pak dostaneme posloupnost zasifrovanych ¢isel:
14331385323022411

Sifrovani RSA si miize ¢tenai samostatné vyzkouset prostfednictvim
nésledujiciho tkolu (feSeni je opét uvedeno na konci ¢lanku). Alice po-
slala Bobovi zasifrovanou zpravu, ve které uvedla misto jejich planované
schiizky. K utajeni zpravy se rozhodla pouzit Sifru RSA s modulem n = 33.
K zakédovani textu zpravy pouzila nasleduji tabulku:

a b c d e f g h i J
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
k 1 m n o p q T s t
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

u v w X y z . . R :
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
+ - @
30 31 32

Protoze je modul maly, rozdélila posloupnost ¢isel (kédujicich zprdvu) na
dvojice. K sifrovani si zvolila exponent k. = 7. Zasifrovanou posloupnost
¢isel prevedla pomoci zminéné tabulky opét na znaky a obdrzela tak na-
sledujici text:

HAF ,UTHCMFHAMQGNCFVFULUMU.:CD

Jak zni ptavodni zprava? V tloze figuruje skuteéné velmi maly modul.
V této souvislosti musime udélat dvé dilezité poznamky o bezpecénosti
sifry RSA:

1. Kvili malému modulu musela Alice rozdélit posloupnost ¢isel na
dvojice, takze vlastné Sifrovala kazdé pismeno zpravy samostatné.
Dusledkem toho je, Ze se naptiklad pismeno a vzdy zaSifruje na je-
den a tyz znak. Tim ovSem z RSA udélala obycejnou substituéni
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(i kdyz asymetrickou) $ifru. Pokud by zvolila vétsi modul a mohla
tak rozdélit posloupnost na vétsi bloky, tak ke zminénému problému
nedoslo. Pro acely naseho prikladu jsme maly modul zvolili zAmérné,
abychom se nezahltili naro¢nymi numerickymi vypocty.

2. Zamérné jsme v zadani tlohy neuvedli, z jakych prvocisel je modul
n = 33 slozen. Bez téchto prvocisel nejsme schopni vypocitat ex-
ponent ky. Resitel této tilohy se proto ocitl v roli ponékud Zarlivé
Evy, které se podarilo zachytit zaSifrovanou zpravu, a pokousi se ji
s maximalnim nasazenim desifrovat. Pfiklad je samozfejmé nasta-
ven tak, aby se dal rozklad modulu n lehce uhadnout. Dochéazime
tak k jednomu dulezitému zévéru: bezpecnost Sifry RSA neni zalo-
zena pouze na jednosmérnosti Sifrovaci funkce, ale také na obtiznosti
rozkladu ¢isla na soudin prvocisel. O tomto problému byla napsana
spousta tlustych knih a mnoho vynikajicich informatiki a matema-
tikd si ldme hlavu nad tim, jestli existuje néjaka rychla metoda, ktera
by tento rozklad byla schopna ziskat a to i v pripadé, ze je rozkladané
¢islo hodné velké. Prozatim je toto hledani netispésné.

Vidime tedy, Ze pro bezpeéné pouziti Sifry RSA je nutné, aby byl modul
skutecné hodné velkym c¢islem. Ve vyse uvedené tloze byl modul smésné
maly, v praktickych aplikacich se v dne$ni dobé pouzivaji moduly, které
maji, zapsény v binarnim tvaru, délku od 1024 do 4096 bit1.

Dost dobré soukromi

V predchozim dilu jsme vyzdvihli vSechny vyhody asymetrického sifro-
vani oproti Sifrovani symetrickému. Existuje vSak jedna vlastnost symet-
rickych Sifer, za kterou asymetrické Sifry zna¢né pokulhdvaji. Symetrické
sifry jsou totiz zaloZeny na jednoduchych matematickych operacich; za-
sifrovat zpravu symetricky je proto vzdy o néco rychlejsi nez zasifrovat
ji asymetricky (napfiklad pomoci RSA). Tento maly rozdil v rychlosti se
pochopitelné zvétSuje pii Sifrovani dlouhych zprav. Pokud budeme chtit
sifrovat objemné multimedialni soubory, tak tento rozdil muZze kompliko-
vat plynulost komunikace.

Nedostate¢nou rychlosti asymetrickych sifer se zabyval americky pro-
gramator Philip R. Zimmermann, ktery si polozil jednoduchou otéazku:
nebylo by mozZné zkombinovat symetrickou a asymetrickou Sifru tak, aby
byly zvyraznény vyhody a naopak potlaceny nevyhody obou téchto typt
sifrovani? V devadesatych letech 20. stoleti vytvoril Zimmermann program,
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ve kterém tuto kombinaci jednoduchym zptsobem zrealizoval. Tento pro-
gram, ktery nazval PGP (z angli¢tiny Pretty Good Privacy — dost dobré
soukromi, jak je uvedeno v nazvu této sekce), funguje nasledovné.

Sifrovani zpravy, kterd miize byt zna¢né objemna, je provadéno rychlou
symetrickou Sifrou. Symetricka Sifra, jak vime, pouziva pouze jeden tajny
kli¢, ktery si musi Alice s Bobem vyménit. Tato vyména je vSak slabym
¢lankem komunikace, tajny kli¢ totiz muze byt odhalen. Pro vyménu taj-
ného klice vsak muzeme pouzit bezpecnou asymetrickou Sifru, kterad pro-
blémem vymény kli¢e netrpi. Jako symetrickou Sifru pouzil Zimmermann
sifru zvanou IDEA, jako asymetrickou Sifru pouzil pravé RSA.

Podobnym zptisobem jako v programu PGP je Sifra RSA pouZita pro
sifrovani tajného klice v protokolu SSH. Timto protokolem se v soucasné
dobé ve velké mife zajistuje bezpecnost komunikace na Internetu.

Na zavér se podepiseme

Ukézali jsme si rizné metody utajeni obsahu zprav. Sifrovani ma vsak i
vyrazné jiné pouziti — stoji v zakladu takzvaného elektronického podpisu,
ktery v elektronické komunikaci nahrazuje klasicky, ru¢né psany podpis.
V zévéru si proto tuto problematiku struéné popiseme.

Pripojeni elektronického podpisu k dané zpraveé by mélo zejména zajistit
nasledujici dvé skutecnosti: autenticnost — Bob by mél byt schopen ovérit,
kdo zpréavu podepsal a odeslal; nepopiratelnost — Alice by neméla mit
moznost poprit, ze zpravu podepsala.

Vidime, ze autenti¢nost i nepopiratelnost zajistuje v klasické komu-
nikaci vlastnoruéni podpis jednoduse tim, ze rukopis kazdého clovéka je
jedine¢ny. Jak ovSem tuto jedine¢nost prenést do svéta elektronické komu-
nikace? Autenti¢nost je v elektronické komunikaci realizovdna pouZitim
takzvaného digitdlniho certifikdtu.®) Nepopiratelnost je pak mozné zajis-
tit, mozna trochu piekvapivé, pomoci Sifry RSA (nebo pomoci jiné asy-
metrické Sifry). Sta¢i pouze vyménit roli vefejného a soukromého klice.
Pro Sifrovani proto pouZijeme soukromy kli¢ a pro deSifrovani naopak kli¢
veiejny. Pokud totiz Alice zaSifruje zpravu soukromym klicem,”) jejimz

8)Vice informaci o digitalnich certifikdtech a certifika¢nich autoritach, které tyto cer-
tifikaty vydavaji a zarucuji se za jejich spravnost, je mozné najit tfeba na strankach
Wikipedie.

9)Ve skuteénosti se nesifruje celd zprava, ale pouze jeji ,vytah®, ktery ma oproti
podepisované zpravé malou velikost. Tento vytah se ziskava tak, Zze se na zpravu aplikuje
takzvanda kryptograficka hashovaci funkce.
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je jedinym vlastnikem, pak nemtze popfit, Ze jej podepsala. Na druhou
stranu ma Bob, nebo kdokoliv jiny, moznost zpravu desifrovat, podobné
jako u vlastnoruéné psaného podpisu ma kdokoliv moznost si tento podpis
precist.

Jak jsme si ukdzali, se Sifrou RSA se setkdvidme (zejména kvili Inter-
netu) dnes a denné, aniz by si toho byla vétSina uZivatelti védoma. Je
historickou zajimavosti, Zze v dobé, kdy Ronald Rivest, Adi Shamir a Leo-
nard Adleman pracovali na ¢lanku popisujicim princip fungovani této Sifry,
Adleman navrhnul, aby nebyl uveden mezi autory. Domnival se totiz, Ze
se bude jednat v jeho Zivoté o nejméné vyznamnou praci, na které se po-
dilel. ..

Reseni tkola
1. Reseni prvnich ¢tyfech piikladt je nasledujici:
15647 (10 D17 14 P17 0) =38,
14 ®g5 24 = 11,
39 3 =0,
20 06 5 =4.

Posledni piiklad (10 @19 5) nem4 FeSeni, protoze k ¢islu 5 neexistuje
pfevracend hodnota (5 neni nesoudélné s modulem 10).

2. Nejprve je potfeba rozlozit modul n = 33 na soucin prvocisel. Na
prvni pohled je vidét, Ze tato prvocisla jsou p = 3 a ¢ = 11. Déle
vypocitame hodnotu

en)=(p-1)-(g—1)=2-10 = 20.

Soukromy kli¢ k4 je pfevracenou hodnotou vefejného klice k., = 7,
pri¢emZ modulem je hodnota ¢(n) = 20. Snadno zjistime, ze kg = 3.

Kryptogram
HAF ,UTHCMFHAMQGNCFVFULUMU..: CD
zakédujeme pomoci tabulky uvedené v zadani na posloupnost ¢isel

07 00 05 28 20 08 07 02 12 05 07 00 12 16 06
13 02 05 21 05 20 11 20 12 20 26 29 02 03
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Tato ¢isla budeme postupné dosazovat za y do vztahu pro desifro-
vani:
Y B33 3.

ObdrzZime tak posloupnost Cisel

1300 26 07 14 17 13 08 12 26 13 00 12 04 18
19 08 26 21 26 14 11 14 12 14 20 02 08 27

Dekddovanim téchto cisel se konecné dostaneme k otevienému textu:

na.hornim. namesti.v.olomouci.
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ZPRAVY

12. stredoevropska matematicka olympiada

\ / — / h Dvanécty ro¢nik Stfedoevropské matematické
' ‘ — '\ ‘ olympiady (MEMO) se konal ve dnech 27. srpna

— V az 2. zari 2018 v polském mésté Bielsko-Biata.
Soutéze se zucastnilo 66 zakt, mimo deseti tra-
di¢nich zemi Ceské republiky, Chorvatska, Litvy,
Madarska, Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovinska a Svycarska se sou-
téze zucCastnili jako hosté také soutézici z Ukrajiny. Kazdou zemi reprezentovala
Sestice zak nematuritnich roéniku stfednich skol, ktefi se letos nezucastnili Me-
zindrodni matematické olympiady.

The 12th Middle European
Mathematical Olympiad

Ceské reprezentac¢ni druzstvo bylo sestaveno na zakladé vysledki tstfedniho
kola kategorie A 67. rocniku ¢eské MO. Nominovani byli dva vitézové a Ctyii
Gspésni fesitelé. Byli jimi Jonds Havelka z G v Ceskych Budé&jovicich, Jirov-
cova 8, Dalibor Kramdr z G v Brné-Reckovicich, Josef Minarik z G v Brng,
tf. Kpt. Jarose, Magdaléna Misinovd z G v Praze 6, J. Keplera, Jana Pallovd
z GJS v Prerové, a Tomds Sourada z G v Zamberku. Vedoucim &eské delegace
byl RNDr. Pavel Caldbek, Ph.D., z Pfirodovédecké fakulty Univerzity Palackého
v Olomouci, jeho zdstupcem a pedagogickym vedoucim byl doc. RNDr. Zbynék
Sir, Ph.D. z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Zatimco den po piijezdu se soutézici seznamovali s historii a soucasnosti
Bielska-Biate a pfipravovali se na soutéz, vedouci druZstev tvofici mezinarodni
Jury po vycerpavajicich jedndnich vybrali 12 tloh (4 pro soutéz jednotlived a 8
pro soutéz druzstev), pfelozili je do narodnich jazykt a pfipravili systém jejich
hodnoceni. V8echna pracovni jednéni jury a vlastni soutéZ probihala na mistni
Humanitné-technické univerzité. Ve stiedu 29. srpna probéhla soutéz jednotlivci
a o den pozdéji i soutéz druzstev. Prvni den méli soutézici na vypracovani fe-
Seni 5 hodin ¢istého ¢asu, kazdy priklad byl ohodnocen nejvyse 8 body. Druhy
den fesila jednotliva reprezentac¢ni druzstva spolecné osm tuloh, opét po dobu
péti hodin a kazdy ptiklad byl ohodnocen opét nejvyse 8 body. Jako tieti iloha
v soutézi druzstev byla zafazena i Ceska tloha, jejimz autorem byl Josef Tkadlec.
Dva nasledujici dny po soutézi byl pro soutézici pfipraven poznavaci program po
Krakové a okolnich polskych Beskydech. Vedouci druzstev mezitim opravili za-
kovska feSeni a zkoordinovali jejich hodnoceni. Po uzavieni koordinaci stanovila
jury zavérecna poradi obou soutézi a bodové hranice pro udéleni medaili.

Vecer 1. zaii se na zdmku v Bielsku-Biale konal zavérecny slavnostni ceremo-
nial, kde organizatori vyhlésili vysledky. V soutézi jednotlivci bylo osm souté-
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zicich, ktefi ziskali plny pocet bodi, ohodnoceno zlatymi medailemi (Polsko 3,
Madarsko 2, po jedné ziskalo Chorvatsko, Némecko a Ukrajina), dalsich dvanact
soutézicich ziskalo stfibrné medaile a Sestnact soutézicich bronzové medaile. Na-
vic 17 zakt obdrzelo Cestna uznani za Gplné vyfeseni aspon jedné soutézni tlohy.
Je potésitelné, ze se mezi ocenénymi byli i Cesti zaci. Magdaléna Misinovd ob-
sadila se ziskem 17 bodu délené 34. misto a ziskala bronzovou medaili, Josef
Minaiik (15 b.) a Jana Pallovd (14 b.) ziskali Gestnd uzndni. V porovnani s mi-
nulymi léty jsou tyto vysledky neprili§ uspokojivé a ttéchou nemuze byt ani
8. misto v soutézi druzstev, i kdyZ oproti lofisku jsme se o dvé mista polepsili.

V soutézi druzstev zvitézila Ukrajina (62 bodt), nasledovana Chorvatskem
(60 b.) a Némeckem (59 b.). Ceské druzstvo ziskalo 27 bodt a obsadilo 8. misto.
Uvedme na zavér pro predstavu pocty zlatych, stfibrnych a bronzovych medaili,
které vybojovala jednotliva druzstva v soutézi jednotlivci:

Ceska republika (0-0-1), Chorvatsko (1-1-4), Litva (0-0-0), Madarsko (2—
1-2), Némecko (1-1-1), Polsko (3-3-0), Rakousko (0-0-1), Slovensko (0-3-2),
Slovinsko (0-0-2), Svycarsko (0-0-1), Ukrajina (1-3-2).

Zajemci mohou ziskat podrobnéjsi informace na internetovych strankach sou-
téze: http://www.memo2018.abel.bielsko.pl/

Na zavér uvadime zadani vSech dvanécti soutéznich tloh, za tlohou je uvedena
navrhujici zemé.

Soutéz jednotlivei
29. srpna 2018

1. Oznaéme QT mnozinu viech kladngch racionélnich éisel a uvazujme o € Q.
Uréete viechny funkce f: Q" — (a, +o0) takové, Ze pro vSechna x,y € Q*
plati

f (xiy) _ f=@) Z f(y)
(Rakousko)

2. Naésledujici dva obrazce sestavajici po fadé ze 6 a 10 jednotkovych étvercu
nazveme schudky.

Uvazujme tabulku 2018 x 2018 slozenou z 20182 bunék, z nichz kazda je
jednotkovym ctvercem. Odstranime libovolné dvé bunky z jednoho radku.
Dokazte, ze zbytek tabulky nelze rozstiihat (po stranach bunék) na schidky
(libovolné otocené). (Ukragina)
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3. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik, kde |AB| < |AC|. Ozna¢me D patu

ABD a ACD. Necht P je takovy bod usecky BC, ze P # D a body P, Q,
R a D lezi na téze kruznici. Dokazte, Ze se pfimky AP, BQ a CR protinaji
ve spolecném bodé. (Slovensko)

4. a) Dokazte, Zze pro libovolné pfirozené &islo m existuje celé ¢islo n > m

takové, ze
)5 [l = )
1 20 7 Lmd T \m)
b) Ozna¢me p(m) nejmensi celé ¢islo n > m, které vyhovuje rovnici (x).
Dokazte, ze plati p(2018) = p(2019).

Pozndmka: Pro rediné ¢&islo x znacdi |x| nejuétsi celé &islo, které neprevy-
Suje x. (Slovensko)

Soutéz druzstev
30. srpna 2018

1. Necht pro kladné realnd éisla a, b, ¢ plati abc = 1. Dokaite, Ze plati

a2—b2+bz—c2 +02—a2 <atbtc—3
a4+ be b+ ca c+ab — ’

(Polsko)

2. Necht P(z) je mnohoclen stupné n > 2 s racionalnimi koeficienty, ktery ma n
ruznych realnych korent tvoricich aritmetickou posloupnost. Dokazte, ze mezi
nimi l1ze nalézt dva, které jsou zaroven dvéma kofeny néjakého mnohoclenu
stupné 2 s racionalnimi koeficienty. (Rakousko)

3. Tlupa piratt se pohadala, a ted kazdy z nich mifi pistolemi na dalsi dva
piraty. Postupné jsou vSichni v uréitém poradi jeden po druhém vyvolani.
Jestlize vyvolany pirdt Zije, vystfeli na oba pirdty, na které mifil (a to i
v pripadsé, ze jsou jiz mrtvi). Kazda st¥ela je okamzité smrtici. Po vyvolani
vSech piratt zjistime, ze jich bylo zastieleno prave 28.

Dokazte, ze i kdyby pirati byli vyvolani v jakémkoliv jiném poradi, bylo by
jich zastfeleno aspon 10. (Ceskd republika)

4. Pro prirozené ¢islo n uvazujme prirozena cisla w1, usz,...,u, nepievysujici
2% pro nékteré piirozené &islo k > 3. Reprezentaci nezaporného celého ésla
t rozumime takovou posloupnost nezapornych celych ¢isel ai,aso,. .., an, Ze
plati
t=aiur + acus + ...+ apun.
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Dokazte tvrzeni: Pokud ma nezaporné celé ¢islo ¢t néjakou reprezentaci, pak
ma také reprezentaci, ve které je méné nez 2k z ¢isel a1, az, . .., an nenulovych.
(Polsko)

5. Necht ABC' je ostrotuhly trojuhelnik, kde |AB| < |AC|. Ozna¢me D patu
jeho vysky z vrcholu A. Body B’ a C’ le#i po fadé na poloptimkich AB a
AC tak, ze body B’, C' a D lezi na téze piimce a body B, C, B’ a C’ lezi na
téze kruznici se stfedem O. Ozna¢me M stied tsecky BC a H prusecik vysek
trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze DHMO je rovnobéznik. (Slovensko)

6. Uvazujme trojihelnik ABC. Osa jeho vnitiniho thlu ABC protina stranu
AC v bodé L a dale kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bodé W # B.
Kolmy pramét bodu K na pfimku AW oznaéme L. Kruznice opsand troju-
helniku BLC' déle protina ptimku CK v bodé P # C. Pfimky BP a AW se
protinaji v bodé T. Dokazte, ze plati |[AW| = |WT|. (Ukrajina)

7. Definujme posloupnost pfirozenych ¢isel a1, a2, as, ... takto:
a1 =1 a pro kazdé pfirozené &slo k je app1 = a3 + 1.

Dokazte, ze pro vSechna prvocisla p tvaru 3¢ + 2, kde ¢ je celé nezaporné
éislo, existuje takové ptirozené &islo n, ze p déli a,. (Polsko)

8. Celé ¢islo n nazveme slezské, jestlize existuji pfirozend cisla a, b a c tak, ze

a® + b2+ 2

T ab+be+ca’

a) Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho celych slezskych éisel.
b) Dokazte, ze existuje pfirozené ¢islo, které neni slezské.
(Némecko)
Organizaci pfistiho (13.) ro¢niku soutéze, ktery se uskuteéni koncem srpna
2019, byla povétena Ceska republika.
Pavel Calabek

Mezinarodni olympiady v informatice v roce 2018

Nasi nejlepsi fesitelé Matematické olym-

piddy kategorie P (programovani) se kaz-
doroc¢né ucastni dvou mezinarodnich sou-

tézi v informatice a programovani. V roce

Wa rsaw POL AND 2018 se nejprve v prvni poloviné srpna ko-

nala v polské Varsavé Stfedoevropska olympidda v informatice CEOI 2018 (Cen-
tral European Olympiad in Informatics), na zaGatku zafi se potom v japonském
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mésté Tsukuba uskutecnila celosvétovd Mezinarodni olympidda v informatice
10T 2018 (International Olympiad in Informatics).

Reprezentacni druzstva pro obé mezinarodni olympiady v informatice jsme
nim kole prislusného ro¢niku Matematické olympiddy — kategorie P. V poslednich
dvou letech jsme pro vybér reprezentantt vyuzili t¥idenni vybérové soustredéni,
na které jsme pozvali vSechny tGspésné fesitele tstfedniho kola MO kategorie P.
Soustifedéni se konalo v dubnu v prostordch Matematicko-fyzikalni fakulty UK
v Praze a mélo podobny charakter, jako maji mezindrodni olympiady. Studenti
na ném tedy resili pouze praktické tlohy na pocitacich. Rozbory soutéznich tloh
nasledujici po kazdém soutéznim dnu poslouzily navic jako priprava na tucast
v dalsich programatorskych soutézich. Pfi vybéru reprezentanti se scitaly vy-
sledky dosazené v tstiednim kole MO-P a na tomto vybérovém soustiedéni. Na
celosvétovou olympiddu IOI jsme vybrali druzstvo sestavené ze ¢tyt nejlepsich fe-
siteld bez ohledu na rocnik jejich studia. Na stfedoevropskou soutéz CEOI jezdi
tradi¢né dalsi Ctyfi studenti, ktefi jeSté nejsou v maturitnim roc¢niku a navic
spliuji nizsi vékovy limit urceny pravidly soutéze. Témto mladsim reprezentan-
ttm se ucast na CEOI stava vyznamnym zdrojem zkuSenosti, které casto vyuziji
pfi své ucasti v dalsich ro¢nicich narodnich i mezinidrodnich programatorskych
soutézi.

Studenti vybrani k ii¢asti na IOI a CEOI se na svoji soutéz kazdoro¢né ptipra-
vuji na tydennim pf¥ipravném soustiedéni. Soustfedéni oznacované jako CPSPC
(Czech-Polish-Slovak Preparation Camp) je spole¢né pro Fesitele informatickych
olympiad z Cech, Polska a Slovenska a tyto tii zemé se také st¥idaji v jeho po-
fadani. Letosni roénik CPSPC se konal na za¢dtku Eervence na Slovensku na
Fakulté matematiky, fyzika a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave.

Stfedoevropska olympiada v informatice CEOI 2018 probihala ve dnech 12.
az 18. srpna 2018 v Polsku v hlavnim mésté Varsaveé. Byl to jubilejni 25. ro¢nik
této regionalni soutéze mladsich stiedoskoldki. Soutéz se konala v prostorach
Fakulty matematiky, informatiky a mechaniky VarSavské univerzity, ticastnici
byli ubytovani v nedalekém hotelu Reduta Ibis. Méli jsme velmi kvalitni a pfi-
jemné ubytovani, jehoz velkou vyhodou byla i moznost dojit pésky na univerzitu.
Celkem soutézilo 55 studentti ze 13 zemi. Vedle osmi tradi¢nich tcastnickych
sttedoevropskych stati (Ceska republika, Chorvatsko, Madarsko, Némecko, Pol-
sko, Rumunsko, Slovensko, Slovinsko) pfijeli navic jako hosté soutézici z Azer-
béjdzanu, Gruzie, Italie, Rakouska a Svycarska. Tyto zemé se tcéastni CEOI
pomérné casto, ale protoze se nepodileji na stiidavém poradani olympiady, musi
si svoji ucast sami vzdy uhradit. Jako obvykle se ztcastnilo také druhé druzstvo
z poradatelské zemé.

Ceské reprezenta¢ni druzstvo bylo tvofeno témito studenty:

Jan Kaifer, student gymnézia Jana Keplera v Praze

Jiri Kalvoda, student gymnézia na tf. Kpt. Jarose v Brné
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Radek Olsak, student Mensa gymnazia v Praze

Petr Zahradnik, student gymnézia dr. V. Smejkala v Usti nad Labem

Vedoucimi ¢eské delegace na CEOI 2018 byli doc. RNDr. Tomas Pitner, Ph.D.
z Fakulty informatiky Masarykovy univerzity v Brné a doc. RNDr. Pavel Tépfer,
CSc. z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz se jako vzdy odehravala v pribéhu dvou soutéznich dni. V kaz-
dém dni soutézici fesili tfi naro¢né algoritmické tlohy, na jejichz vyteseni méli
pét hodin ¢asu. Vecer pred soutézi vedouci vSech delegaci spole¢né schvalili sou-
tézni ulohy navrzené potradatelskou zemi, upravili podle potieby jejich formulace
a prelozili je pak do matefského jazyka svych student. Cesti studenti tedy do-
stali jak anglickou, tak i ¢eskou verzi zadani tloh.

Kazdy soutézici pracuje na pfidéleném osobnim pocita¢i s nainstalovanym
soutéznim prostiedim, které umoznuje vyvijet a testovat programy a odesilat je
k vyhodnoceni. Spravnost vypracovanych programt organizatofi testuji v pra-
béhu soutéze pomoci pfedem pripravené sady testovacich dat, kazdy test je navic
omezen Casovym limitem. Tim je zajisténa nejen kontrola spravnosti vysledkii,
ale pomoci ¢asovych limiti se také odlisi kvalita pouzitého algoritmu. P#i testo-
véani kazdé tlohy se pouzivaji sady testovacich dat rizné velikosti, takze teore-
ticky spravné feseni zaloZené na neefektivnim algoritmu zvladne dokoncit véas
vypocet pouze pro nékteré testy — pro ty mensi a jednodussi. Takové feseni je
potom ohodnoceno ¢aste¢nym poctem bodt. Kratce po odevzdani vypracova-
ného programu do vyhodnocovaciho systému se soutézici dozvi hodnoceni svého
feSeni a mé pak jesté moznost opravit ho a odevzdat znovu. Jedna se o podobny
systém, jaky pouzivime v poslednich letech u nas v Matematické olympiadé
kategorie P pro praktické tlohy doméciho a ustfedniho kola.

Mistni organizatori zpfijemnili v§em ucastnikiim olympiady pobyt v Polsku
nékolika zajimavymi doprovodnymi akcemi. Hned prvni den po slavnostnim za-
héjeni a seznameni se soutéznim prostfedim jsme méli moznost projit si centrum
Varsavy s profesionalnimi pravodci. Soucasti této prochazky byla i navstéva vy-
hlidkové véze znamého varsavského Palace kultury a sportu. Mezi oba soutézni
dny byl zafazen jednodenni odpocinek s celodennim vyletem. Kazdy ucastnik
si mohl podle svého zajmu zvolit bud Sestnactikilometrovy sjezd nedaleké feky
na kanoich, nebo autokarovy poznavaci zajezd, ktery navstivil rodisté znamého
polského hudebniho skladatele Fryderyka Chopina v obci Zelazowa Wola, archi-
tektonicky zajimavy kostel Brochéw a zamek Nieborédw s baroknimi zahradami.
V zavéreéném dnu po skonceni soutéze jsme pak jesté spolec¢né navstivili Koper-
nikovo stredisko védy ve Varsaveé.

Posledni den naseho pobytu v Polsku probéhlo také slavnostni zakonceni sou-
téze s vyhlasenim vysledkt. Kazdé ze soutéznich tloh byla hodnocena maximalné
100 body, takze celkové bylo teoreticky mozné ziskat az 600 bodu. To se tento-
krat nikomu nepodatilo — nejvyssiho hodnoceni 565 bodl dosahli dva soutézici,

vvvvvv

394 Matematika — fyzika — informatika 27 (5) 2018



CEOI medaili, pfi¢emz zlaté, stfibrné a bronzové medaile se rozdéluji v pribliz-
ném poméru 1 : 2 : 3. Na CEOI 2018 bylo udéleno 5 zlatych, 9 stfibrnych a
14 bronzovych medaili. Stfedoevropské olympidda v informatice je soutézi jed-
notlivel, zddné potradi zucastnénych zemi v ni neni vyhlasovano.

Nasi reprezentujici dosahli nasledujicich vysledku:

30. Jan Kaifer 239 bodu
32. Jifi Kalvoda 204 bodu
35. Radek Olsék 200 bodu
47.  Petr Zahradnik 127 bodu

Nikdo z nasich studentti tedy neziskal zadnou medaili.

Veskeré informace o soutézi, texty soutéznich tloh i podrobné vysledky vsech
soutézicich lze nalézt na Internetu na adrese https://ce0i2018.pl/. Néasledujici
26. ro¢nik Stredoevropské olympiddy v informatice CEOI 2019 se bude konat
v Bratislavé na Slovensku. Konkrétni datum zatim nebylo stanoveno, soutéz
probéhne pravdépodobné zacatkem srpna nékdy pred datem konéani celosvétové

olympiady IOI 2019.
o
".' zaii 2018 v japonském mésté Tsukuba v prefektuie Ibaraki
vzdaleném asi 50 kilometra od hlavniho mésta Tokio. Akci
1012018 JAPAN organizovala University of Tsukuba ve spolupraci s méstem
TSUKUBA. IBARAKI Tsukuba, japonskym ministerstvem skolstvi, kultury, sportu,
védy a techniky a dalsimi organizacemi, a podpofila ji icasti na slavnostnim
zahdajeni i vnucka soucasného cisafe, princezna Kako Akisino.

Soutéz probihala ve sportovni hale Tsukuba Capio, doprovodny program a
zasedani komisi pak v blizkém mezinarodnim kongresovém centru. V sousedicim
hotelu byli také ubytovani vedouci vSech delegaci a hosté, zatimco soutézici
bydleli na pomérné vzdalenych kolejich vyzkumné organizace KEK. Oproti jinym
ro¢niktim tak program pro soutézici zahrnoval i mnoho autobusovych presunt.

Letosni olympiady se ztGc¢astnilo celkem 335 soutézicich z rekordnich 87 zemi
celého svéta, mimo soutéz navic jesté druhé druzstvo poradajici zemé. Nase ceské
druzstvo mélo nésledujici slozeni:

Pavel Hudec, absolvent Gymnézia Jifiho Gutha-Jarkovského v Praze 1

Michal Jires, student Gymnézia F. M. Pelcla v Rychnové nad Knéznou

Martin Kurecka, absolvent Gymnézia na t¥. Kpt. Jarose v Brné

Josef Minafik, student Gymnaézia na tf. Kpt. Jarose v Brné

Vedoucimi ¢eské delegace na IOI 2018 byli jmenovani doc. Mgr. Zdenék Dvo-
rak, Ph.D. a Be. Vaclav Rozhon, oba z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz se konala jako obvykle ve dvou dnech, oddélenych jednim od-

Také Mezinarodni olympidda v informatice IOI 2018 méla
letos kulaté vyroci. Jeji tficaty ro¢nik se konal ve dnech 1.—8.
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pocinkovym dnem. Priabéh soutéze i zpusob hodnoceni tloh je na IOI stejny,
jako na CEOI. Oproti CEOI leto$ni novinkou v pravidlech 101 bylo, Ze soutézici
béhem soutéze dostévaji prubézné informaci o tom, kolik bodu celkové ziskali
ostatni soutézici za jednotlivé tlohy. Tyto tdaje by mély slabs$im tcastnikim
poskytnout informaci o tom, ktera z tloh je nejsnazsi.

Pro vsechny ucastniky olympidady byl kromé samotné soutéze pfipraven i
bohaty doprovodny program, v jehoz ramci méli ucastnici moznost navstivit
nékolik zajimavych mist v blizkosti Tsukuby: Warp station Edo (aredl, v némz
se nataci filmy z japonského stiedovéku), expozici japonské vesmirné agentury
JAXA, svatyni Isosaki, akvarium Aqua World Oarai a park Hitachi.

Kazda ze Sesti soutéznich tloh je hodnocena maximalné 100 body, takze cel-
kem bylo mozné ziskat az 600 bodt. Letosnim absolutnim vitézem se stal student
Benjamin Qi z USA, ktery ziskal 499 bodui. Na rozdil od CEOI, p#i IOI se roz-
déluji medaile podle dosazenych bodt na zakladé presné stanovenych pravidel.
Nékterou z medaili obdrzi nejvyse polovina tcastnik soutéze, pricemz zlaté,
stfibrné a bronzové medaile se rozdéluji v poméru 1:2:3 s ohledem na to, aby
soutézici se stejnym bodovym ziskem ziskali stejnou medaili. Na leto$ni IOI bylo
udéleno celkem 167 medaili, z toho 29 zlatych, 55 stfibrnych a 83 bronzovych.

Vysledky nasich soutézicich:

87.  Josef Minarik 269 bodd  bronzova medaile
111. Pavel Hudec 244 bodd  bronzova medaile
133. Michal Jires 220 bodd  bronzova medaile
252. Martin Kurecka 92 bodu

Zisk t¥i bronzovych medaili je pro nas urcitym zhorSenim oproti predchozim
lettim, naptiklad loni ziskali nasi soutézici na IOI jednu zlatou, jednu st¥ibrnou
a dvé bronzové medaile. I tak néas ale dosazeny medailovy zisk radi pfiblizné do
poloviny celkového poradi zucastnénych zemi. Mezinarodni olympidda v infor-
matice je vyhradné soutézi jednotlivci a oficidlni poradi zicastnénych zemi v ni
stala Cina, dalsimi nejiisp&sné&jsimi zemémi byla Korea (tfi zlaté a jedna stiibrna
medaile) a USA (tfi zlaté a jedna bronzova medaile). Slovenské druzstvo ziskalo
v leto$nim roce stejné jako my t¥i bronzové medaile.

Podrobné informace o soutézi i texty soutéznich tloh lze nalézt na Inter-
netu na adrese https://10i2018. jp/, kompletni vysledkova listina je k dispozici
na webové strance se statistikami http://stats.ioinformatics.org/results/
2018. Dalsi ro¢niky Mezinarodni olympiady v informatice se budou konat v Azer-
bajdzénu (2019), v Singapuru (2020), v Egypté (2021) a Indonésii (2022). Po-
fadatelé piisti mezinarodni olympiddy v informatice z Azerbajdzanu na misté
pozvali vSechny delegace zucastnéné na IOI 2018, aby se zucastnily také néasle-
dujiciho 31. ro¢niku soutéze. Probéhne v hlavnim mésté Baku v srpnu 2019.

Pavel Topfer
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Seminar Matematika a fyzika ve skole

Ve dnech 21.—23. srpna 2018 probéhl v Jevicku 2. ro¢nik konference Matema-
tika a fyzika ve skole. Do Jevicka pfijelo 56 ucastniki, vétsinou stfedoskolskych
ulitelt matematiky a fyziky. Slavnostni zahdjeni konference probéhlo za pfitom-
nosti starosty mésta Jevicka Dusana Pavka, dipl. um. a feditele gymnazia Mgr.
Jifitho Janecka. V tivodu tcastnici vyslechli dvé skladby na klavir a housle v po-
dani zakt ZUS z Jevicka a Boskovic. Organizatorem konference byla Komise pro
vzdélavani uciteltt matematiky a fyziky JCMF, poboény spolek JCMF Olomouc,
Prirodovédecka fakulta UP Olomouc a Gymnazium Jevicko. Na konferenci byly
prosloveny néasledujici prednasky:

R+A+D+Y+...
(Jifi Bouchala, FEI VSB, Ostrava),
Nekterée probléemy naseho skolstvi
(Eduard Fuchs, Pf¥F MU, Brno),
Pripravované revize RVP pro predskolni, zdkladni a stredni vzdéldvani
(Jaroslav Fidrmuc, NUV, Praha),
O méné obuyklych zpisobech TeSeni nelinedrnich rovnic na stredni skole
(Ales Kobza, Gymnézium, kpt. Jarose, Brno),
Mize byt inkluze exkluzivni?
(Josef Molnar, P¥F UP, Olomouc),
Nanotechnologie, které uz dnes méni nds svét
(Jakub Navaiik, P¥F UP, Olomouc),
Antropicky princip
(Jan Novotny a Jindfiska Svobodovd, PedF MU, Brno),
Zrakové klamy
(Frantisek Pluhéacek, PfF UP, Olomouc),
Problematika vyuky matematiky v odborném vzdeéldvdni
(Miroslav Stangk, SS André Citroéna, Boskovice),
Permutacni pohddka
(Jaromir Simsa, P¥F MU, Brno),
Vzdéldvant uciteli — klid nebo klid pred bouii?
(Iva Stuchlikové, PedF JU, Ceské Budé&jovice),
Matematika a jeji aplikace
(Eva Zelendova, NUV, Praha).
Zastupci firmy Casio pak tcastniktim predstavili moznosti vyuziti kalkulatorta
Classwiz ve vyucovani, diky tomu si mnozi pfitomni odvezli i darek v podobé

nové kalkulacky. Nejvétsi zajem vyvolala problematika pripravného vzdélavani
uciteld, novy systém akreditaci a pfipravovana revize Ramcovych vzdélavacich
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programu. V ramci diskuze vystoupili rovnéz zastupci CERMATU, kteti podali
informace o vyvoji kolem pfipravovanych zmén maturitni zkousky.

Pro tcastniky konference byl také pripraven kulturni program. V ttery to
byla prochéazka vecernim Jevickem s vykladem o historii a soucasnosti Jevicka
doplnéné vystupem na méstskou véz, vecer si pripravili sami Gcastnici konfe-
rence hudebni vystoupeni v restauraci Na Dvorci. SpoleCensky vecer se konal ve
stfedu v prostorach restaurace hotelu Morava. K dobré naladé zahral icastnikim
jazzovy septet.

Lze fici, ze konference byla dobfe pfipravena jak po strance odborné, tak
spolecenské. Podékovani patti vSem, kteri se na jeji pfipravé a priabéhu podileli —
za Pfirodovédouckou fakultu UP a poboény spolek JCMF v Olomouci Josefu
Molnérovi a Lukési Richterkovi, za Komisi pro vzdélavani ucitelit matematiky a
fyziky JCMF jejimu piedsedovi Alesi Trojankovi, za Gymnazium v Jevi¢ku jeho
fediteli Jifimu Janeckovi a jeho spolupracovniktim.

Dag Hruby

Proc¢ byt ucitelem fyziky

To je nazev seminafe, ktery usporadala dne 26. fijna 2018 katedra experi-
mentalni fyziky Pfirodovédecké fakulty Univerzity Palackého a poboény spolek
Jednoty ¢eskych matematiki a fyzikt v Olomouci u prilezitosti 85. narozenin
doc. RNDr. Oldricha Lepila, CSc. Prvni pfispévek na seminafi, ktery prednesl
sam jubilant, mél nizev Jak jsem se stal ucitelem fyziky s podtitulem Osobnosti
a motivy, které nejvice ovlivnily muj profesni Zivot (obr. 1).

V dobé studia na Pfirodovédecké fakulté¢ MU v Brné v letech 1951-1955 to
byl prof. Viclav Trunecek, ktery vzbudil jubilanttv zdjem piedevsim o elektro-
niku, a dr. Marta Chytilovd, s niZ po studiich spolupracoval mnoho let v didak-
tice fyziky. Prvnim pracovistém doc. Lepila byla jedenactileta stfedni v§eobecné
vzdélavaci skola v tehdejsim Gottwaldové (dnes Gymnézium Zlin — Lesni ¢tvrt),
kde velmi dobfe vybaveny kabinet umoznil vénovat se zejména demonstracim
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periodickych déjui pomoci osciloskopu. Blizkost atelieri Kratkého filmu dala ju-
bilantovi pfilezitost k tvorbé vyukovych filmt. Po pfechodu na Ptirodovédeckou
fakultu UP v Olomouci v roce 1963 se doc. Lepil stal nejbliz§im spolupracovni-
kem jednoho ze zakladatelu ceské didaktiky fyziky prof. Josefa Fuky a na feseni
problému didaktiky fyziky spolupracoval s kolegy dr. Milanem Bednatikem a
doc. Miroslavou Sirokou. Z jejich spoluprace vznikla fada publikaci, pfedevsim
ucebnic fyziky a sbirek fyzikalnich uloh.

V piispévku doc. Lepila byla ocenéna spoluprace s matematicko-fyzikalni fa-
kultou UK v Praze, s pfipomenutim spole¢nych publikaci s prof. Emilem Kaspa-
rem, prof. Jaroslavem Vachkem a stéle trvajici bohatéd spoluprace s prof. Ema-
nuelem Svobodou. Osobnosti, ktera ovlivnila profesni zivot jubilanta, byl také
dr. Premysl Sedivy, uéitel gymnazia J. K. Tyla v Hradci Krélové, s nimz spolu-
pracoval nejen na spésné ucebnici pro gymnazia Elektfina a magnetismus, ale
i v oblasti pomtcek pro vyuku fyziky. V zavéru vystoupeni doc. Lepil uvedl né-
kolik experimentti z jeho starsich praci, které jsou vhodnymi naméty pro inovaci
s pouzitim soucasnych méficich pocitacovych systému.

Dalsi piispévek piednesla doc. RNDr. Alena Solcovd, Ph.D., piredsedkyné
Jednoty Ceskych matematikt a fyzikid, na téma Matematicke a fyzikdlni metody
doby pozdné barokni a osviceny jesuita Josef Stepling (obr. 2). Podala charakte-
ristiku podminek v 18. stoleti, od nichz se odvijelo dilo Josefa Steplinga (1717—
1778) a zminila Steplingtiv vztah k Olomouci. Stepling zde studoval v letech
1735-1738 filozofii a po dalsim studiu ve Styrském Hradci se do Olomouce jesté
kratce vratil. Uveden byl pfispévek Steplinga k rozvoji astronomickych pozoro-
vani, méfeni ¢asu slune¢nimi hodinami a dalsi souvislosti pfi experimentalnim
studiu statické elektfiny a paprskové optiky.

Matematicke a fyzikilni metody,
doby pozdné barokni
a osviceny jezuita
Josef Stepling

Obr. 2

Experimentalni rdz mélo vystoupeni RNDr. Cerika Kodejsky, Ph.D., nazvané
Induktor za stovku a jeho vyuZiti. S jednoduchym zdrojem vysokého napéti pred-
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vedl nékolik demonstraci vyboji v plynech a ve vzduchu. Obdobny raz mél
ptispévek doc. RNDr. Zdenka Drozda, Ph.D., ktery spolecné s RNDr. Danou
Mandikovou, CSc. v prispévku Neékolik rad zkusenéjsimu kolegovi predvedl celou
sérii pfevazné motivaénich experimentt z riznych oblasti fyziky (obr. 3). Experi-
mentalni ¢ast seminaie doplnilo vystoupeni doc. RNDr. Josefa Hubendka, CSc.,
v némz na téma Fyzika s usmévem prezentoval sérii vtipnych kreseb charakte-
rizujicich osobnosti fyziky a humorné versiky vychézejici z fyzikalnich zakont.

Obr. 3

Zavér seminare byl zaméfen na vysledky prace doc. Lepila v didaktice fy-
ziky. Prof. RNDr. Emanuel Svoboda, CSc. v prispévku Lepilova didaktika fyziky
(véera, dnes a zitra) shrnul dlouhodobou spolupréaci s jubilantem jak v didaktice
fyziky, tak v ¢innosti Fyzikalni pedagogické sekce JCMF a poukazal i na soucas-
nost spojenou s aktualnimi pracemi na elektronickém doplitku spole¢né publikace
Prehledu stfedoskolské fyziky. Prof. RNDr. Erika Mechlovd, CSc. v ptispévku
Kompetence uditele fyziky a role doc. RNDr. Oldricha Lepila, CSc. vymezila
obecné sedm zakladnich kompetenci ucitele fyziky, které pak na zédkladé dlouho-
leté spoluprace aplikovala na osobnost jubilanta. Zavérecny prispévek prednesl
zastupce $éfredaktorky nakladatelstvi Prometheus PaedDr. Bohuslav Rothanzl,
ktery charakterizoval spolupraci doc. Lepila s nakladatelstvim od jeho vzniku
v roce 1993 v oblasti ucebnicové tvorby, ktera se netyka jen pripravy ucebnic
fyziky a sbirek tloh, ale napft. také recenzni ¢innosti. Druhou oblasti spolupréce
je funkce vedouciho redaktora ¢asopisu Matematika—fyzika—informatika, ktery
doc. Lepil s podporou nakladatelstvi zalozil a vede ho az do souc¢asného 27. roc¢-
niku.

Lukads Richterek
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MATEMATIKA - FYZIKA — INFORMATIKA
Casopis pro vyuku na zakladnich a stiednich $kolach
Roénik XXVII (2018)

MATEMATIKA

P. Leischner: Polibky kruznic: Philip Beecroft (s. 1) — I. Chajda: Matematika
hrou (s. 9) — M. Stépdnovd: Hvézdicové mnohotihelniky (s. 13) — M. Stépdnovd:
Metrické vlastnosti hvézdicovych mnohothelnikt (s. 81) — Z. Vrba: Zlaty fez
v jedné tloze 67. MO (s. 90) — V. Zldmal: O dikazech konkurentnosti pfimek
v roviné (s. 161) — J. Vancura: Vyuziti Khan Academy pro zadavani a hod-
noceni{ domdcich dkolt (s. 169) — T. Gavala, S. Lukdc¢: Diagnostika ziackych
miskoncepcii v pravdepodobnosti (s. 180) — P. Leischner: Thébaultiv problém
3887 (s. 241) — P. Tlusty, I. Krech: O jedné uloze z AIME (s. 251) — T. Hanu-
sovd, M. Stépdnovd: Leonardtv drap a Leonardovo zrcadlo (s. 256) — J. Poldk:
Analogie v matematice a jejich didaktické vyuziti (s. 321) — V. Vanék, P. Ca-
ldbek, D. Nocar: Ceské stopy v Matematickém klokanovi (s. 334) — Zajimavé
matematické tlohy (s. 22, 96, 192, 268, 347)

FYZIKA

O. Lepil, C. Kodejska: Netradi¢ni experimenty s vazanymi oscilatory (s. 26) —
C. Kodejska, L. Myslivcovd, F. Hosek, M. Rouha: Srovnani charakteristik téno-
vého generatoru a zvukové karty PC (s. 37) — M. Mollerovd, J. Kohout, L. Feft,
P. Masopust: Nedostatek aprobovanych uciteltt fyziky na zapadé Cech: bude
hiii (s. 46) — C. Kodejska, J. Riha, S. Ganci: Experimentélni ovéfeni rovnovahy
atmosférického tlaku a hydrostatického tlaku ve valci (s. 99) — D. Mandikovd:
Zkoumame ohfivani a chladnuti (s. 110) — E. Svoboda: Dekadické a bindrni pied-
pony pouzivané ve fyzice a ve vypocetni technice (s. 122) — B. Vybiral, J. Kriz:
PREMIUM BOHEMIZE 2017 ve zlaté (s. 126) — R. Polma: 50 let Mezinarodni fy-
zikélni olympiddy (1967-2017) (s. 134) — O. Lepil: Elektromagnetickd indukce
v obvodu s civkou (s. 197) — P. Addmek, P. Varnuska: Jednoduché elektro-
nické obvody s moznym univerzalnim pouzitim (s. 206) — L. Bfizovd, M. Kvi-
%ovd, J. Slégr: Demonstraéni mikrovinny radiometr pro $kolnf pouziti (s. 216) —
O. Lepil: Nové vydani uéebnice Mechanické kmitani a vinéni (s. 267) — V. Stefi:
Keplerovy zékony ve vyuce fyziky na gymnéaziu (s. 278) — C. Kodejska, J. Riha:
Obecné feseni Buquoyovy tlohy (s. 288) — E. Hejnovd: Testovani védeckého mys-
leni (s. 350) — C. Kodejska: Inovativni demonstrace druhého Newtonova zékona
(s. 359) — Z. Gibovd: Navrh pracovného listu k apletu na zdkony zachovania
energie (s. 365)
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INFORMATIKA

E. Bartl: Moderni Sifry I (s. 55) — M. Kolarik: Dva zakladni Sifrovaci prin-
cipy (s. 67) — P. Topfer: Mosty (Ulohy z MO kategorie P, 36. ¢ast) (s. 139) —
1. Nagyovd: Jak pocital prvni programovatelny pocitac? (s. 149) — Z. Tkdcovd:
Projektové vyucovanie v informatike (s. 223) — M. Tomds: Kontroverzni popu-
larita simula¢ni hypotézy (s. 231) — L. Benediktovd: iBooks Author ve vyuce na
zékladni skole (s. 291) — J. Frank, V. Vrbik: Jedno méné obvyklé uziti programu
GeoGebra (s. 300) — E. Bartl: Moderni sifry II (s. 373)

ZPRAVY

R. Horensky: 11. stfedoevropska matematicka olympidda (s. 77) L. Richterek:
Celostatni kolo FO 2018 (s. 158) — J. Svréek: Ustiedni kolo 67. roéniku MO
(kategorie A) (s. 238) — P. Topfer: Ustfedni kolo 67. roéniku MO (kategorie P)
(s. 306) — M. Rolinek, J. Tkadlec: Dvé stiibra a dva bronzy z IMO 2018 (s. 308)
— J. Svréek, J. Zhouf: EGMO 2018 v Italii (s. 312) — P. Caldbek: 12. stfedoev-
ropska matematickd olympidda (s. 389) — P. Tdpfer: Mezinarodni olympiady v
informatice v roce 2018 (s. 392) — D. Hruby: Seminaf Matematika a fyzika ve
skole (s. 397) — L. Richterek: Pro¢ byt uditelem fyziky (s. 398)
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K. Vasicek: Simon Singh: Kniha kédu a sifer. Utajovani od starovékého Egypta
po kvantovou kryptografii (s. 80) — Recenze knihy Martiny Beévaiové a kol.
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