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MATEMATIKA

O spiralni podobnosti

TOMAS HRDLICKA - JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem c¢lanku, ktery je urcen pfedevsim stfedoskolskym uciteliim ma-
tematiky, ktefi pracuji s nadanymi zaky, je prezentace spirdini podob-
nosti — specidlniho zobrazeni v roviné sloZzeného z otoceni a stejnoleh-
losti. V ¢lanku jsou uvedeny nékteré jeji zédkladni vlastnosti a déle apli-
kace pri efektivnim feSeni nékterych urcovacich a dikazovych planimet-
rickych tloh. Jeho vyznamnou soucasti je soubor feSenych i nefesenych
uloh, které s danou tématikou tizce souviseji. K pochopeni uvedené pro-
blematiky nejsou potiebné znalosti presahujici rdmec uciva stfedoskolské
matematiky.

Definice (spirdlni podobnost)

Necht R(H, ) je otoéeni v roviné se stfedem H a orientovanym thlem ¢
a H(H, k) necht je stejnolehlost v téze roviné se stfedem H a koeficientem
k # 0. Slozené zobrazeni R(H, ¢) o H(H, k) nazgvime spirdlni podobnost
a znaéime jej S(H, k,y). Bod H nazveme stfedem spirdlni podobnosti.
Rekneme, ze atvary U, U’ jsou spirdlné podobné, existuje-li spiralni po-
dobnost S, ktera zobrazi utvar U na U’, tj. S: U — U’ (obr. 1).

Spiralni podobnost je tedy reprezentovéna usporadanou trojici (H, k, )
a opacné — zadanim této trojice je spiralni podobnost jednozna¢né urcena.

Pozndmka 1. Protoze slozeni stejnolehlosti a otodeni (v roving) s tymz
stfedem je komutativni, tj. plati

H(H, k) o R(H, ¢) = R(H, ) o H(H, k),
1ze spiralni podobnost zavést analogicky s opa¢nym potfadim obou sklada-

nych zobrazeni, viz obr. 2.
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Obr. 2

Pozndmka 2. Kazdé dva piimo podobné®) utvary v roviné jsou zobrazeny
jeden na druhy pomoci spiralni podobnosti nebo posunuti. Uvedené tvrzeni
je mozno najit napf. v [1].

Vlastnosti spiralni podobnosti

Spiralni podobnost S(H, k, ¢) je pfima podobnost a ma tedy vSechny
vlastnosti podobnych zobrazeni. Jejim (jedinym) samodruznym bodem je
stfed H. Specialnimi p¥ipady spiralni podobnosti jsou tak

e stejnolehlost H(H, k), jestlize ¢ = n - 360°, kde n je celé &islo;
e otoéeni R(H,p), jestlize k = 1.

Nasledujici tvrzeni jsou Casto uzivana pfi feseni konkrétnich tloh.

U P#md podobnost rovinnych utvari je definovana analogicky jako piima shodnost,
tj. zachovava orientaci znaceni vrchold libovolného trojuhelniku, viz napt. [3].
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Véta 1 (o jednozna¢ném urceni spirdlni podobnosti)

Necht A, B, C, D jsou po dvou rtizné body v roviné, které nejsou vrcholy
rovnobézniku. Pak existuje pravé jedna spirdlni podobnost S takova, ze
S:A—C,B—DaAB — CD.

Duikaz tohoto tvrzeni je mozno najit napt. v [4].

Pozndmka 3. Tvrzeni véty 1 lze rozsifit na vsechny polohy bodu A, B, C,
D v roviné s vyjimkou pfipadu, kdy ABDC' je rovnobéznik (v takovém
pripadé je uvazované zobrazeni posunutim, které neni specialnim pfipadem
spirdlni podobnosti).

Nasledujici dvé véty zde uvadime bez dikazi. Zajemci z fad ¢tenari
mohou dikazy obou vét najit nap¥. v [2].

Véta 2 (duplicita spirdlni podobnosti)

Necht A, B, C, D jsou po dvou rtzné body v roviné a H bod této
roviny takovy, Ze spirdlni podobnost S se stfedem H zobrazuje tse¢ku AB
na CD. Pak existuje spirdlni podobnost &’ s tymz stfedem H zobrazujici
use¢ku AC na BD (obr. 3).

C

Obr. 3

7 praktického hlediska popisuje vySe uvedena véta skutecnost, ze ke
kazdé spiralni podobnosti zobrazujici AHAB na AHCD existuje rovnéz
(jind) spirdlni podobnost zobrazujici AHAC na AHBD. Na obr. 3 jsou
uvedeny dva z moznych ptipadt polohy bodua A, B, C, D v roviné.

Nasledujici véta poskytuje navod, jakym zptsobem lze pro dva podobné
Utvary v roviné urcit stfed H spiralni podobnosti, jez prevadi jeden ttvar
na druhy.
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Véta 3 (konstrukce stiedu spirdlni podobnosti)

Necht ABCD je étyfahelnik, v némz AC N BD = {R}. St¥ed spiralni
podobnosti zobrazujici AB na CD je priise¢ik H (H # R) kruznic opsa-
nych trojuhelnikim ABR a C'DR. Maji-li tyto kruznice pravé jeden spo-
leény bod (dotykaji-li se), pak H = R (obr. 4).

e . C

Obr. 4

K predchozi vété uvadime na obr. 4 dva pripady ctyruhelnikt s vrcholy
v bodech A, B, C, D. Uvedené poznatky jsou postacujici pro feseni tloh
prezentovanych v tomto ¢lanku, a mizeme tak prejit k redlnym aplikacim
spirélni podobnosti.

Aplikace spiralni podobnosti pfi FeSeni konkrétnich aloh

Dale prezentujeme praktické uziti spiralni podobnosti. Uvadime Ctyti
feSené tlohy na které navazuje série tloh nefesenych. K feseni uzivame
vlastnosti uvedené vyse a bézné zndmé geometrické vztahy.

Uloha 1

Je dan trojuhelnik ABC a bod P lezici na oblouku kruznice opsané
trojihelniku ABC mezi vrcholy B a C, na kterém nelezi vrchol A. Paty
kolmic z bodu P k jeho strandm BC a AC ozna¢me po fadé X a Y. Je-li M
stfed usecky AB a N stied tsecky XY (obr. 5), pak plati [ M N P| = 90°.
Dokazte.

Reseni. Nejprve najdeme vhodnou spirélni podobnost. Ze zadani plyne, Ze
plati [t PX B| = |t PYA|. Navic body A a B lezi na oblouku kruznice nad
useckou CP, tudiz |[XCAP| = |XCBP)|, proto jsou trojuhelniky BPX a
APY podobné. Pak existuje pravé jedna spiralni podobnost S takova, zZe
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Obr. 5

S: BX — AY (viz véta 1). Vyuzitim duplicity spiralni podobnosti (véta 2)
existuje spiralni podobnost S’: BA — XY . Ze zachovani déliciho poméru
té2 M - N v &', tedy i BM — XN v S'. Opétovnym uzitim duplicity
dostaneme S: BX — MN, z ¢ehoz plyne podobnost trojuhelniki BPX
a MPN. Odtud je zfejmé, ze |[X M N P| = 90°, coz jsme chtéli dokdzat.

Uloha 2

Ctverce ABCD a A’ B'C'D' pfedstavuji dvé mapy stejného tizemi s riiz-
nymi méfitky. Ctverec A’B’C'D’ je vepsan do ¢tverce ABCD a piedsta-
vuje mapu s mensim méfitkem. Dokazte, Ze existuje pravé jeden bod P
v této roviné, ktery soucasné reprezentuje totéz misto na obou mapéch a
urcete ho.

Reseni. Nejprve dokdzeme existenci bodu P a jeho jednozna¢nost. Mapy
ABCD, A'B'C'D’ pfedstavuji dva neshodné ¢tverce, tj. jsou spirdlné po-
dobné (viz pozn. 2). VSechna podobné zobrazeni, kterd nejsou shodnosti,
maji samodruzny bod (a to jediny), kterym je zde pravé bod P.

Polohu bodu P uré¢ime pomoci véty 3. Z vlastnosti spiralni podobnosti
je bod P stfedem spirdlni podobnosti zobrazujici ABC'D na A’B'C'D’,
coz podle véty 3 o konstrukci stfedu spirélni podobnosti znamena, ze je-li
R prinik pfimek AA’ a BB’, je bod P druhym prisec¢ikem obou kruznic
(riznym od R) opsanych trojihelnikim ABR a A’B’R (obr. 6).

Uloha 3 (26. Italska MO, 2010)
Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, ve kterém |[XCAB| = [XCDA|
a |[XBCA| =[x ACD|. Dale necht M znadi stied usecky AB. Dokazte, ze
plati
|XBCM| =|xDBA|.
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Obr. 6

Reseni. Jelikoz |[CAB| = |[<CDA| a |XBCA| = | ACD], jsou troj-
tthelniky ABC a DAC podobné, tj. spirdlné podobné v § (viz pozn. 2) se
stfedem C'. Ze zachovéni délictho poméru (M = Sap, N = Spa) plyne téz
S(M) = N, a tedy S: BM — AN. Uzitim duplicity spirdlni podobnosti
(véta 2) S': BA — MN, kde stiedem této spiralni podobnosti S’ je opét
bod C. Je tedy ANMC ~ NABC.

Z obr. 7 je patrné

[XAMN| + X NMC| + |<CMB| = 180°

a také
|XBCM|+ |XMBC|+ |[«xCMB| = 180°.

Obr. 7

Z podobnosti trojuhelnikit NMC a ABC plyne |[XNMC| = | MBC|,
a tudiz z poslednich dvou rovnosti pak obdrzime |[XBCM| = |[X AMN].
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Vzhledem k tomu, Ze tisecka M N je stfedni pfickou v trojuhelniku ABD,
plati
[XAMN| = |XDBA],

a proto |X BCM| = [ DBA]|, coz jsme chtéli dokazat.

Uloha 4 (Ptolemaiova véta)

Dokazte tvrzeni: Necht ABCD je tétivovy ¢&tyfuhelnik. Oznacime-li
délky jeho stran AB, BC, CD, DA po tadé a, b, ¢, d a délky thlopii-
¢ek AC, BD po tadé e, f, pak plati

ac+bd = ef.

Reseni. Nejprve uréime vhodnou podobnost dvou trojihelnikfi. Podle
predpokladu je ¢tyituhelnik ABC'D tétivovy, tedy body B, C' lezi na stej-
ném kruznicovém oblouku AD (obr. 8), proto [X ABD| = | ACD|. Oznaé-
me P bod uhlopficky BD, pro ktery plati |[<CAD| = | BAP).

7 véty uu o podobnosti trojahelnikia tak plyne S: AABP — AACD.
Vyuzitim duplicity spiralni podobnosti (véta 2) ihned dostavame také po-
dobnost trojihelnikt ABC a APD, tj. 8': NAABP — NACD. Z obou
vyse uvedenych podobnosti pak dostavame

|AB| _|BP| |AD| |PD|
|AC| |CD|’ |AC| |BC|’

tj. |[AB|-|CD| = |AC|-|BP), |AD| - |BC| = |AC| - |PD].
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Se¢tenim obou poslednich rovnosti ziskame po tpravé
|AB| - |CD[ +|AD| - |BC| = [AC| - (|BP| + |PDI|) = |AC| - |BD)|,
coz (pfi zavedeném znaceni) znamend ac+bd = ef. Tim je dikaz ukoncen.

Dale ¢tenaftim nabizime ¢tyfi nefeSené tilohy k procvic¢eni uvedené pro-
blematiky. Ke kazdé z nich pfipojujeme navod k jejich reseni.

Uloha 5

Jsou dany dvé rovnobézky a bod O, ktery lezi na ose pasu jimi omeze-
ného. Vedeme-li v téze roviné bodem O pfimku p ridznobéznou s danymi
rovnobézkami, protne je postupné v bodech X a Y. Necht Z je vrchol rov-
nostranného trojuhelniku XY Z. Otoc¢ime-li pfimku p v rotaci se stfedem O
o plny thel, opiSe vrchol Z uvazovaného trojuhelniku jistou mnozinu bodi.
Urcete tuto mnozinu.

[NAvOD. Pro konkrétni polohu trojuhelniku XY Z lze urcit spirdlni po-
dobnost zobrazujici vrcholy X nebo Y na vrchol Z. Pomoci vlastnosti
podobnych zobrazeni lze ur¢it hledanou mnozinu bod.]

Uloha 6 (Simsonova piimka)

Necht ABC je dany trojuhelnik a P je libovolny bod na kruznici opsané

trojahelniku ABC'. Necht X, Y, Z jsou paty kolmic z bodu P po fadé na
strany AB, BC a AC. Dokazte, ze X, Y, Z lezi na jedné pfimce, tzv.
Simsonové ptfimece.
[NAvoD. Pro ptipad, kdy P je identicky s jednim z vrcholt trojtihelniku
ABC, je vlastnost zfejma. V opa¢ném pfipadé lze bez jmy na obecnosti
uvazovat polohu bodu P na oblouku kruznice opsané trojuhelniku ABC
mezi body A a B, na kterém nelezi vrchol C. Z vlastnosti tétivovych
¢tytahelnika je mozno dokdzat podobmnost trojuhelniki PAZ a PBY a
néasledné vyuzitim duplicity spirdlni podobnosti (véta 2) uréit zobrazeni
piimky AB na ZY. Dokazte, 7e bod X néalezi pfimce ZY.]

Uloha 7 (USA TST 2000)

Necht ABCD je tétivovy ¢tyftuhelnik, bod P je prisecik jeho tthlopiicek
a E, F jsou po fadé paty kolmic z bodu P na strany AB, C'D. Necht bod K
je stied strany BC a L stied AD. Dokazte, ze EF' 1 KL.
[NAvoD. Jelikoz ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik, jsou trojihelniky ABP
a CDP podobné. Zobrazime-li bod P v osové soumérnosti s osou CD,
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pak lze pomoci spirdlni podobnosti dokézat podobnost trojuhelniki ABP
a LKF. Analogicky lze dokazat podobnost trojihelniki CDP a KLE.
Kolmost KL a EF plyne ze shodnosti trojihelniktt LKF a LKE.|

Uloha 8
Necht ABC' je pravouhly trojihelnik s pravym dhlem p¥i vrcholu C,
déle necht M je stfed strany AB a D je takovy bod strany BC, Ze plati

ICD| = |CM].

Ozna¢me P (P # B) prisecik kruznic opsanych trojihelnikiim BCM a
BDA. Dokazte, ze P lezi na ose uhlu ABC.

[NAvOD. Podle véty 3 existuje ,vhodna* spirdlni podobnost S. Uzitim du-
plicity (véta 2) pak S’: AM — DC. Jelikoz body A a C lezi na kruznici se
stfedem M, jsou tsecky AM a DC shodné. Na zavér uplatnime vlastnosti
vysek trojuhelniku.]

Dalsi poznatky o spiralni podobnosti

Zavérem tohoto prispévku uvadime pro zadjemce dalsi zajimava tvrzeni,
ktera izce souviseji s vyuzitim spiralni podobnosti pti feseni fady dalsSich
planimetrickych tloh. Konkrétni priklady aplikaci a zadani loh souvise-
jicich s tématikou je mozno nalézt v [2] a [5].

Pfimym dusledkem véty 3 je napf. nasledujici tvrzeni.

Véta 4

Jsou-li v roviné tsecky AB a C'D spiralné podobné vzhledem ke stiedu H
a pruseéik R pfimek AC a BD je rizny od bodu H, pak jsou ¢tyfuhelniky
ABHR a CDHR tétivové.

Se spiralni podobnosti je tizce spjat mj. také tzv. Miqueliv bod ctyr-
thelniku? , viz nasledujici véta.

Véta 5 (Miqueltiv bod étyfuhelniku)

Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik, v némz plati AB N DC = {Q},
AD N BC = {R}. Kruznice opsané trojuhelnikim AQD, BQC, ARB,
DRC se protinaji v jediném bodu M, tzv. Miquelové bodu ¢tyiuhelniku
ABCD (obr. 9).

Poznamka 4. Uvazované kruznice ve vété 5 se nazyvaji Miquelovy kruznice.

2)Zavedeni pojmu lze dohledat napf. v [4].
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Obr. 9

Vztah Miquelova bodu ke spiralni podobnosti prezentuje nésledujici
tvrzeni.

Véta 6

Necht M je Miqueltv bod &tyfthelniku ABCD. Pak M je stied spi-

ralnich podobnosti zobrazujicich AB — DC, AD — BC.

Véty 5 a 6 jsou piimymi dtsledky véty 2 o duplicité spirdlni podobnosti
a véty 3 o konstrukci stiedu spirdlni podobnosti.
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Dvé netradi¢énl uziti Hornerova
schématu

LUKAS HONZIK - JAROSLAV HORA
Pedagogicka fakulta ZCU, Plzen

Hornerovo schéma, nesouci jméno britského matematika Williama Ge-
orge Hornera zijictho na konci 18. a na zacatku 19. stoleti, je nazev al-
goritmu slouziciho mimo jiné k relativné efektivnimu urcovani funkénich
hodnot polynomt. Ackoliv se muze zdat, ze Horner byl tim, kdo tento
postup objevil, neni tomu tak. Jiz ve 13. stoleti byla obdobna metoda
pro praci s polynomy znama ¢inskym matematiktim. Horner ji o 500 let
pozdéji pouze uvedl do evropské matematiky [1, 2].

Zavedeni Hornerova schématu

Pred samotnym predstavenim Hornerova schématu a jeho aplikace uved-
me nékolik tvrzeni, z nichz budeme vychéazet. Pfitom v dalsim textu bu-
deme pfedpokladat, Ze se nachdzime v oboru integrity (7[z],+,-), kde
(T, +,-) je nékteré z komutativnich ¢iselnych téles.

Mé&jme dva polynomy f(z) # 0 a g(x), kde st[g(x)] > 1, pak je ziejmé,
7e existuji dva polynomy Q(z) a R(z) takové, ze plati

f(x) = Q) - g(z) + R(x).

Pfitom navic vyzadujeme, aby platilo R(x) = 0, anebo st[R(z)] < st[g(z)].
Oba polynomy Q(x) a R(zx) jsou pak urceny jednoznacné.

Pokud by polynom g(x) byl pouze linedrni, pfesnéji normovany do tvaru
g(z) = © — a, bude podle pfedchoziho tvrzeni platit

f(z) = Q(z) - (z — a) + R(x),
kde R(z) = 0, anebo st[R(z)] = 0. Z téchto podminek plyne, ze polynom

R(x) je pouze konstanta a mizeme provést preznaceni R(z) = 7.
Po dosazeni tedy obdrzime rovnici
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ze které jiz bezprostiedné plyne f(a) = r. Tim se dostdvame k tzv. vété
Bézoutove:
1) Jestlize pro polynom f(z) plati f(x) = Q(z) - (x — &) + r, potom
hodnota tohoto polynomu v bodé « je f(a) = 7.
2) Bod « je nulovym bodem polynomu f(z), pravé kdyz polynom = — «
déli polynom f(z).

Je zfejmé, Ze ovéfeni zminéné délitelnosti polynomu f(z) polynomem
g(x) = x — «, popfipadé urceni funkéni hodnoty polynomu f(x) v bodé «
nemusi byt jednoduchou zalezitosti. V prvnim pfipadé je nutné provést
déleni polynomu polynomem, ve druhém dosadit hodnotu a. Cely proces
jde ale celkem dobfe zjednodusit a zapsat jej pravé pomoci Hornerova

schématu.
Postaci, kdyz v rovnici

polozime

f(@) = ana™ + ap_12™ ..+ a2’ + arz + ap

Q(.’L’) = bn,1$7l_1 + bn72$n_2 +...+ b21’2 + bll’ + bo.

Po dosazeni dostavame

Anx™ + an_12" P 4 . asx® a1z +ag =
= (bp_12"F F bpox™ % 4 ..+ byx? 4 by + Do) - (r—a)=
= bn,lx"—i—(bn,g—abn,l)x"_l—i—. . .+(bl—ab2)x2+(b0—ab1)m1+(r—ab0).
Porovnanim koeficientti prislusnych mocnin proménné x dostavame sou-
stavu rovnic pro neznamé koeficienty polynomu Q(z) a pro nezndmou kon-
stantu r, kdyZ koeficienty polynomu f(z) povazujeme za dané parametry.
p =bp_1 = by_1=ayn
Op—1 =bp_g —aby_1 = byp_o=an_1+abp_
p2=by 3—ab, 2 =b, 3=a,_2+ab, 2

as = by — aby = by = as + abs
(Il:bo*abléb():al*}*abl

ag =1 —aby =1 = ag + aby
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Rovnice z pravého sloupce jiz jen zapisme piehlednéji do tabulky, kterou
v prubéhu algoritmu budeme postupné zapliovat.

(07%% Ap—1 Ap—2 N as aq o1y
ab”_l Ozbn_z PN Oébg Olbl Oéb()
(0% bn,1 bn,Q bn,3 N bl b() r

Do prvniho fadku Hornerova schématu zapiSeme vsechny koeficienty a;
(véetné téch, které jsou rovny nule) polynomu f(x), do posledniho Ffadku
prvniho sloupce hodnotu a. Ve druhém sloupci sepiseme do posledniho
fadku hodnotu koeficientu a,,, nebot pro ni plati rovnost a,, = b, _1. Na-
sleduje nasobeni b, _1, jehoz vysledek je zapsan ve druhém radku tfetiho
sloupce. Seétenim tohoto soucinu s koeficientem a,,_; obdrzime koeficient
by—2. Obdobnym zptisobem postupné vyplnime dalsi sloupce tabulky, ¢imz
obdrzime vSechny doposud neznimé koeficienty b; polynomu Q(z) a hod-
notu konstanty .

Poznamenejme jesté, ze hodnotu r mtizeme interpretovat podle potieby
dvéma riznymi zpuasoby, a to podle Bézoutovy véty, jak nyni jesté jednou
zopakujeme.

Pokud vyjde r rovno nule, je to pfedevsim informace o tom, Ze bod «
je nulovym bodem polynomu f(z). Jinymi slovy polynom f(z) je beze
zbytku délitelny linedrnim polynomem x — a.. Naopak je-li r # 0, nemize
byt polynom f(x) délitelny polynomem = —q, a tedy ani bod a nemutize byt
nulovym bodem f(z). Zaroven s tim je jasné, Zze ona nenulova hodnota r
udéavé zbytek, ktery bychom pii déleni f(z) : (z — «) dostali. Spolu s touto
informaci jsme obdrZeli také vSechny koeficienty (netiplného) podilu Q(z).

Podivame-li se na véc jinym zpiisobem, mtizeme hodnotu r brat nikoliv
jako zbytek po déleni polynomi, nybrz jako funkéni hodnotu polynomu
f(x) v bodé z = a.

Bez ohledu na to, jakou interpretaci vybereme, poptipadé kterou po-
tfebujeme, jde v obou pfipadech o zjevné zjednoduSeni vypoctit. Pokud
bychom provadéli déleni polynomu polynomem, bylo by zapotiebi postu-
povat obvyklym zpisobem, kdy je vedouci ¢len polynomu f(z) délen ve-
doucim ¢lenem polynomu x — « a nasledné je zpétnym roznasobenim do-
pocitan rozdil, ktery je v podstaté zbytkem po tomto c¢asteéném déleni.
Opakovanim téchto kroku az do chvile, kdy je zbytek po déleni nizsiho
stupné neZ polynom x — «, bychom se dostali k podilu Q(z) a zbytku po
déleni r. V pifipadé urceni funkéni hodnoty f(«) bychom zase museli po-
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¢itat mocniny hodnoty « do stupné n, tyto mocniny nasobit prislusnymi
koeficienty a vzniklé souciny nakonec jesté scitat.

Praktické vypocty

Uziti Hornerova schématu pro tuplnost ukazme na nékolika jednodu-
chych ilustrac¢nich ptikladech polynomi nad rtznymi ¢iselnymi obory.

Priklad 1
Ukazte, ze bod a@ = —2 je nulovym bodem polynomu

f(2) = 122° + 262* 4 6% + 52? — 4.

Reseni. Do prvniho faddku Hornerova schématu vypiseme koeficienty po-
lynomu f(z), do posledniho ¥adku prvniho sloupce zapiSeme hodnotu —2
a provedeme popsany algoritmus.

12 26 6 5 0| —4
—24 | -4 | -4 -2 4
-2 12 2 2 1| -2 0

Vzhledem k tomu, ze vyslo r = 0, mizeme v souladu s Bézoutovou vétou
prohlasit, ze a = —2 je skutec¢né nulovym bodem zadaného polynomu.

Priklad 2
Urcete funkéni hodnotu polynomu

f(z) =2® —42® — 322 + 62 — 24

v bodé oo = —4.

Reseni. Postupujeme obdobné jako v piedchozim piikladu.

1 0] —-4| -3 6 —24
—4 | 16 | —48 | 204 | —840
—-41| 1|-4] 12| -51 | 210 | —864

Funkéni hodnota f(—4) je rovna —864.
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Priiklad 3
Urcete funkéni hodnotu polynomu

f(z) = 2® — 322 + (9 4 4i)z + (1 — 8i)
v bodé o =i.

Reseni. Tentokrat je Hornerovo schéma vysledkem vypoctii nad télesem
komplexnich ¢isel.

1 -3 9+4i 1-28i
i|—-1-3i| -1+48i
il 1| -3+i 8+i 0

Hledan4d funkéni hodnota f(i) je rovna 0. Plati tedy, ze bod o =1 je
nulovym bodem daného polynomu f(z) neboli ze x —i déli polynom f(x).

Prevod éisla z cCiselné soustavy o zakladu z # 10 do desitkové
soustavy

Prevod ¢isla z ¢iselné soustavy se zakladem rtiznym od 10 do desitkové
soustavy je jednim z netradic¢nich, ale ve vysledku vcelku logickych vyuziti
Hornerova schématu.

Na zacatku jen pfipomenme, ze obvykle je pfevod realizovan postupem,
ktery mize byt zaktim a studentim znamy z hodin vypocetni techniky ¢i
matematiky a vystaci si pfi ném i bez Hornerova schématu. I pies svou
nazornost ale muze byt vypocetné narocny. Stac¢i si uvédomit, ze kazdé
¢islo a v dané soustavé o zékladu z jde zapsat v podobé rozvinutého zapisu

a=ap 2"+ an_1-2"" 4. Hay- 22 +ar-2t +ag-2°,
kde mocniny zdkladu z pfedstavuji jednotlivé fady (tedy v desitkové sou-
stavé bychom mluvili o jednotkach, desitkach, stovkich atd.) a a,,, a,—1,
..., a2, a1 & ag jsou Cislice ¢isla a, tj. cela ¢isla od 0 do z—1 véetné. Mame-
li tedy zadano kuptikladu ¢islo 2 563 v soustavé o zakladu 8, znamena to,
ze se jedna o celé ¢islo.

25635 =2-8°+5-824+6-8" +3-8% =1024 + 320 + 48 + 3 = 1395.

Tento postup vSak obsahuje, podobné jako urc¢ovani funkéni hodnoty poly-
nomu postupnym dosazovanim za proménnou, velké mnozstvi zbytecného
umoctovani.
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Pii uziti Hornerova schématu se této nepfijemnosti dd pomérné ele-
gantné vyhnout. K tomu je zapotiebi uvazit, ze zminény rozvinuty zapis
¢isla a neni nic jiného, nez jisty polynom, kde se na mistech koeficient
vyskytuji jednotlivé ¢islice ¢isla a, zatimco proménna z je jednoznacné
déana zakladem prislusné ¢iselné soustavy. Jinymi slovy, pii prevodu ¢isla
z nedesitkové Ciselné soustavy se budeme snazit o zjisténi funkéni hodnoty
polynomu odpovidajiciho rozvinutému zapisu ¢isla a, v némz za promén-
nou dosadime hodnotu zékladu soustavy z [3].

Uzijeme-li tento postup na pfevod ¢isla 2563g, bude Hornerovo schéma
vypadat nasledovné:

16 | 168 | 1392
812|211 |174 | 1395

Priklad 4
Prevedte ¢islo 11045 ze soustavy o zdkladu 7 do soustavy desitkové.

Reseni. Do prvniho f4dku Hornerova schématu zapiSeme jednotlivé &islice
daného ¢isla, do posledniho radku prvniho sloupce napiseme zaklad z =7
a provedeme znamy algoritmus.

111] 0 4 5
96 | 392 | 2772
7T11|8]|56]396 | 2777

Cislo 110457 méa v desitkové soustavé zapis 2777.

Vypocet derivace polynomu v daném bodé

Oproti pfedchozimu problému pfevodu ¢isla z nedesitkové soustavy do
soustavy desitkové je pro urc¢ovani hodnoty derivace polynomu v bodé «
nejprve nutnd jista teoretickd priprava. Vyjdeme z nadm jiz dobfe znamé
rovnice f(z) = Q(z) - (x — &) + r. Obé& strany této identity derivujme, na
levé strané dostaneme derivaci polynomu f’(x), na pravé strané uplatnime
pravidlo o derivaci souinu (zaroveni méjme na paméti, ze r je konstantni
funkce, jejiz derivace je rovna nule). Zderivovana identita bude vypadat
takto:

fl@) =Q'(z) - (z — a) + Q(=).
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Nyni dosadime-li do rovnice za proménnou x hodnotu «, bude mit sou-
¢in Q' (z) - (z — «) hodnotu 0 a mizeme psat f'(a) = Q(«). Ke zjisténi
hodnoty derivace polynomu f(z) v bodé « tedy sta¢i ur¢it funkéni hod-
notu neuplného podilu Q(z) v bodé «. Jinak fefeno, v praktickém uZziti
je nutné aplikovat na zadany polynom f(z) dvakrit za sebou Hornerovo
schéma a hodnota r, kterd vzejde z jeho druhého pouziti, je hledanou
hodnotou f'(«) [4, 5].

Priklad 5
Urcete hodnotu derivace polynomu

flx) =2 - 522 + 3z +1

v bodé o = 3.

Reseni. Jak bylo feceno, pro zjisténi hodnoty f/(3) sta¢i dvakrat po sobé
aplikovat na polynom f(x) algoritmus Hornerova schématu. Zminéné dvoji
aplikovani Hornerova schématu miizeme bez problému zapsat do jedné
tabulky.

1|-5 3 1
3|-6| -9
311(-2|-3|-—8
3 3
311 0

Pro lepsi orientaci v tabulce upfesnéme, Ze ve tretim rfadku jsme pfi
prvni aplikaci obdrzeli koeficienty polynomu

Q(x) = 2% — 2z — 3,

na ktery jsme uplatnili druhou aplikaci. Vysledek, ktery néas zajima, se
v8ak nachézi na posledni pozici v poslednim fadku, a sice f/(3) = 0.

Na zavér provedme jesté ovéfeni pravé zjisténého vysledku tradi¢nim
zpusobem, tedy uréenim derivace podle znamych pravidel pro derivovani
polynomt a néslednym dosazenim.

Derivace polynomu f(z) = 2® — 522 + 3z + 1 je f/(v) = 32% — 102 + 3
a v bodé oo = 3 m4 hodnotu f'(3) =27—-30+3 =0.
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Prochazky (nejen) po krychli

VLASTA MORAVCOVA — JARMILA ROBOVA — KAREL PAZOUREK
MFF UK, Praha — MFF UK, Praha — Gymnézium, Tfebon

Prostorova predstavivost je dilezitou soucasti matematického vzdéla-
vani na zékladnich a stfednich skolach. To doklada i Rdmcovy vzdéldvact
program pro zdkladni vzdéldvdni, kde dovednost orientovat se v prostoru
patii k ocekdvanym vystupim vzdélavani v matematice jiZz na prvnim
stupni [1, s. 32] a FeSeni tloh na prostorovou predstavivost se pfedpoklada
ina druhém stupni zékladni $koly. Ani stfedni $koly nezapominaji na rozvi-
jeni této dovednosti, napiiklad Ramcovy vzdéldvaci program pro gymndzia
uvadi, ze vzdélavani v matematice vede zaka k rozvijeni geometrického
vidéni a prostorové predstavivosti [2, s. 22].
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Na zakladé potieby soustavnéji rozvijet prostorovou predstavivost, ktera
vyplynula ze zkuSenosti z vyuky matematiky na Gymnéaziu v Tteboni i
z vyuky budoucich uciteld matematiky na MFF UK, jsme se rozhodli
v rdmci v projektu OP VVV — SC2/SC5 Zuvyseni kvality vzdéldvdni Zdkd,
rozvoje klicovjch kompetenci, oblasti vzdélavini a gramotnosti zamérit na
rozvijeni této dovednosti, a to formou, ktera je pristupna zakum zakladni
i stfedni Skoly a neni naro¢né na cas.

Prostorova predstavivost

Prostorova predstavivost patii k zakladnim schopnostem clovéka a je
ovliviiovana nejen jeho vrozenymi vlohami, ale také prostfedim, vychovou
i zkuSenostmi. Tato predstavivost souvisi se schopnosti jedince vytvaret
si pfedstavy o prostorovych objektech a vztazich mezi nimi, pficemz se
nemusi vzdy jednat o objekty, se kterymi se jiz setkal ¢i které realné exis-
tuji. Pojem prostorové predstavivosti z hlediska vyuky matematiky souvisi
s geometrickou piedstavivosti. Naptiklad Sarounova [7] chape prostorovou
pfredstavivost jako soubor schopnosti, souvisejicich s predstavami jedince
o prostoru, tvarech a vzajemnych vztazich mezi predméty i jednotlivymi
Castmi téla. Prostorovou predstavivost s geometrickym obsahem pak na-
zyva geometrickou predstavivosti. Obdobné Molnar, Perny a Stopenova
[3] naziraji na prostorovou predstavivost potfebnou ve stereometrii jako
na geometrickou prostorovou pfedstavivost. Timto pojmem oznacuji sou-
bor schopnosti tykajicich se reprodukénich i anticipa¢nich, statickych i dy-
namickych predstav o tvarech, vlastnostech a vzajemnych vztazich mezi
geometrickymi atvary v prostoru. Podrobny ptehled rtznych vymezeni
pojmu souvisejicich s prostorovou predstavivosti uvddi Molnér [4].

Prostorova predstavivost zahrnuje komplex schopnosti, které maji u rtiz-
nych jedinct odlisnou uroven. Nékteti autofi hovoii o slozkach prostorové
predstavivosti. Jus¢dkova (2002, cit. v [3]) identifikovala tyto jeji slozky:
pasivni prostorovou orientaci souvisejici s uréenim polohy, vizuélni pamét
spocivajici ve schopnosti manipulovat s obrazy objektti v paméti, aktivni
prostorovou orientaci souvisejici se zpracovanim predstav o pohybu ob-
jektl, mentalni manipulaci (percepéni pfedvidéni, schopnost tvofit novou
predstavu objektu po jeho transformaci), manudlni manipulaci a tech-
nickou tvorivost v prostorové predstavivosti, tj. schopnost aplikovat ji za
urcitych podminek.

K dispozici jsou rtizné druhy tloh, které pfispivaji k rozvoji prostorové
predstavivosti, napf. [3]. Na zdkladé této inspirace jsme se rozhodli se-

Matematika — fyzika — informatika 28 (1) 2019 19



stavit vlastni sadu tloh?) s postupné nartistajici obtiznosti a vyzkouset ji
ve vyuce. Pfipravené tlohy by mély prispét k rozvijeni prostorové pred-
stavivosti, zejména jejich dvou vyse uvedenych slozek, a sice prostorové
orientace a mentalni manipulace s prostorovymi objekty. Ulohy byly za-
mysleny jako mentalni rozcvicky na tvod hodin matematiky vénovanych
stereometrii. Vzhledem k planované formé jsme je navrhli tak, aby neza-
braly vice nez 10 minut (s vyjimkou prvni hodiny, v niZ je tfeba zavést
terminologii a vysvétlit princip FeSeni tloh).

Prochazky po krychli

V tlohéach pracujeme s krychli ABCDEFGH, jejiz vrcholy jsou po-
psdny obvyklym zptsobem. Stény ozna¢ime jako pfedni (ABFFE), zadni
(DCGH),levad (ADHE), prava (BCGF), dolni (ABCD) ahorni (EFGH).
Pouzivame Sest smérti pohybu po orientovanych hranéch krychle (obr. 1) —
doleva (posun o vektor BA), doprava (posun o vektor H(G), nahoru (posun
o vektor E), doli (posun o vektor GC'), dopfedu (posun o vektor C@)
po sténovych thlopfickiach (napfi¢ sténou) a po télesovych thlopiickach
(nap¥i¢ krychli). Pfipravené dlohy jsme rozdélili do péti typt A az E,
které se lisi zptisobem zadani i obtiznosti, ktera je postupné gradovana.
Obtiznost tloh se vzdy stupnuje také v ramci série tloh jednoho typu.

H doprava G

dozady
E 3 F
dolii
nahoru
Di | C
dopredu

A/ doleva B

Obr. 1 Popis krychle a sméry pohybu

DV tomto ¢lanku uvadime jen nékolik ukazek, kompletni sada uloh je dostupna v pri-

loze, viz: | ,Prochazky po krychli“
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Ulohy typu A

Ulohy Al az A17 z prvni série zadavame nasledovné. Zaktm sdélime,
ve kterém vrcholu krychle se na zacatku prochazky nachézime. Poté dik-
tujeme nebo zapisujeme na tabuli posloupnost sméri pohybu a zaci si
predstavuji trasu, po niz se pohybujeme. Vysledkem je koncovy bod, do
kterého dorazime, ale miizeme se ptat i na posloupnost vsech vrcholt, kte-
rymi jsme prosli. V prvnich Sesti tlohach se pohybujeme pouze po hranach
krychle.

Zaddani ulohy Al
Zacindme ve vrcholu A. Pohybujeme se: dozadu — vpravo — nahoru.
Jaky je koncovy bod?

Regeni. Koncovy bod je G (posloupnost viech navstivenych bodi je A, D,
C, G), obr. 2.

Pocinaje tlohou A7 ptidavame do zadani pohyb po sténovych thlopiic-
kach, od tlohy A12 po télesovych thlopfickach. Pro porovnani obtiznosti
se podivejme jesté na posledni tlohu typu A.

Zaddni ilohy A17
Zacindme ve vrcholu D. Pohybujeme se: napfi¢ krychli — dozadu — na-
prfi¢ pravou sténou — napii¢ krychli — doptfedu. Jaky je koncovy bod?

Reseni. Koncovy bod je E (posloupnost vSech navstivenych bodi je D, F,
G, B, H, E), obr. 3.

H G H G
E i E E N\ E
E i‘ “\ o
| “»"'
"D(; ............... C Dj...... ‘.‘f‘ S C
e el v
A B A B
Obr. 2 Reseni ulohy Al Obr. 3 Reseni tlohy A17
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Ulohy typu B

V dlohéach B1 az B8 neni zpocatku zndmy pocatecni bod trasy, pouze za-
dame posloupnost smérti pohybu. Ukolem zaki je uréit po¢ateéni i koncovy
bod. V prvnich péti tlohach se pohybujeme pouze po hranach krychle, ve
zbyvajicich tfech i po tihlopiickach. Reseni téchto tloh jiz neni vidy jed-
noznacné — zalezi pak na uditeli, zda chce po zacich najit jedno, anebo
vSechna TeSeni.

Zadani ulohy B7
Pohybujeme se: doleva — napfi¢ levou sténou — napfi¢ zadni sténou.
Jaky je pocatecni a koncovy bod?

Resent. Uloha ma dvé feseni — bud je po¢ateénim bodem B a koncovim C,
nebo je poéateénim bodem F' a koncovym G, obr. 4.

G G

A< B A B
Obr. 4 Obé feSeni ulohy B7

Ulohy typu C, D a E

V dalsich typech dloh pracujeme navic se vzdalenostmi. V Sesti tlohach
typu C, které jsou analogii tloh typu A, uvazujeme krychli o hrané délky
dvé jednotky. V kazdém kroku se vzdy posuneme o jednotku délky v daném
sméru pohybu. To ndm umozni dostat se i do stfedu hrany, stény nebo
krychle. V téchto tlohach se nepohybujeme po thloprickach.

Zaddni ulohy C3
Zacindme ve vrcholu C. Pohybujeme se: doleva — nahoru — doleva —
dopfedu — nahoru — doprava — dola. Jaky je koncovy bod?

Reseni. Koncovy bod je stfed krychle (posloupnost viech navstivenych
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Obr. 5 Reseni tlohy C3

Ulohy typu D a E se od typu C lisi jen ve zvolené délce hrany krychle.
Ve ¢tytech tlohach typu D pracujeme s krychli o hrané délky 4 jednotky,
ve tfech tlohach typu E uvazujeme hranu dlouhou 10 jednotek. V kaz-
dém kroku se pak posouvame v daném sméru pohybu vzdy o dany pocet
jednotek.

Zatazeni tloh do vyuky

Typy A, B a D? vyse uvedenych tuloh byly v i{jnu az prosinci roku
2017 zafazeny do vyuky tfetiho ro¢niku ¢tyiletého Gymnazia v Tfeboni,
sekundy a sexty Sestiletého Gymnéazia Na Prazacce v Praze a druhého
ro¢niku bakalaiského studia ucitelstvi matematiky na MFF UK v Praze.

V kazdé skupiné pracoval vyucujici s tlohami trochu jinak. Vzdy vsak
byl zdktim a studenttim nejprve predstaven model krychle, vysvétleny
sméry pohybu a pri zavedeni tloh nového typu byla vzorové vyfesena prvni
uloha.

V sekundé Sestiletého gymnéazia (odpovida 9. roéniku ZS) Zaci v ramci
jedné vyucovaci hodiny fesili lohy typu A a B. Zpocatku méli k dispo-
zici obrazek s vyznacenymi sméry pohybu, ktery byl nakreslen na tabuli,
a nékolik draténych modelu krychle. Jelikoz zaci s Glohami typu A ne-
méli potize, byl nejprve zakryt obrazek, posléze i schovany modely krychli.

2)Symbolem Sxy znalime stfed tsecky XY. Muzeme viak body oznacovat slovy
jako stfed hrany XY, stfed pfedni/zadni/... stény apod.

3)Pivodni verze sady tloh, ktera byla testovana ve vyuce, obsahovala pouze tfi typy
uloh oznacené A, B, C, pticemz typ C odpovidal souc¢asnému typu D — tedy jednalo se
o ulohy s krychli o hrané délky 4 jednotky.
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S tlohami typu B jiz vétsina zakd méla potize, proto jim byly opét vraceny
draténé modely.

V pfedmaturitnim a maturitnim roéniku gymnézii bylo s ilohami pra-
covano obdobnym zptisobem. V obdobi, kdy Zaci probirali stereometrii,
bylo tilloham vénovéno cca 5 az 10 minut ze zacatku nékolika vyucovacich
hodin. Postupné byly vyzkouSeny tlohy vsech t¥i typt. S tlohami typu A
neméli zaci vétsi potize, u uloh typu B se jiz objevovaly chyby, nejtézsi
byly tlohy typu D, v nichz chybovala vice nez polovina zaki.

Z4ci t¥etiho roéniku méli zpocatku k dispozici obrazek i dratény model
krychle, u tloh typu A byl postupné schovan nejprve obrazek, poté model.
K feSeni tloh typu B a D jim byl ponechdn model. Zadani tloh typu D
méli napsané na tabuli, mohli tak tlohy Fesit vlastnim tempem.

Z4ci maturitniho ro¢éniku méli rovnéz zpoc¢atku k dispozici obrazek i
dratény model, po prvnich dvou ulohédch jim byl schovin obrézek (a ne-
sméli pouzit ani vlastni), na dalsi hodiné jiz neméli k dispozici ani model
krychle, pouze novy typ tloh byl vzdy vysvétlen s obrazkem nebo s mo-
delem. Ukazalo se, ze v okamziku, kdy nemaji k dispozici ani obrazek ani
model krychle, maji tendenci pouzivat vlastni pomicku (gumu ve tvaru
kvadru, pozorovani hran stolu ¢ reproduktoru, manipulace rukama apod.)
a stéale vétSina z nich fesila ulohy typu A a B bez obtiZi, chyby se obje-
vovaly jen vyjimecné. Byli tedy vyzvani, aby dali ruce za zada a zavieli
oci. Teprve v tuto chvili pro né feSeni tloh zacalo byt komplikovanéjsi, na
druhou stranu je tato aktivita velmi bavila. Ve tiidé byli také dva slabsi
zéci, ktefi si s ilohami od A7 dale bez modelu krychle neporadili. Nejprve
tedy zkouseli fesit tlohy za stejnych podminek jako ostatni, ale pti kont-
role vysledku dostali vzdy na chvili do ruky model, aby se ke spravnému
feseni dobrali také vlastnimi silami. Ulohy typu D byly vyzkouSeny téz
s postupnym omezovanim pomucek, ale ukazalo se, ze bez modelu nebo
obrazku je bez chyby vyfesi skutec¢né jen malokdo. Podobné jako u zakt
tfetiho ro¢niku se osvédcilo zadani tiloh typu D psat na tabuli, ne jen dik-
tovat. K zapisu byly tispésné vyuzity také zkratky vychazejici z anglickych
pojmenovani sméru — viz dale.

Se studenty druhého roc¢niku ucéitelstvi bylo pracovano podobnym zpu-
sobem jako s zaky vyssich ro¢nikt gymnéazii. Po dobu dvou mésici fesili
ulohy vsech t¥i typti, vzdy cca 10 minut v ivodu vyuky Zdkladi prostorové
geometrie. Na ivod kazdého seminafe byla studentim predvedena jedna
tloha s vyuzitim promitnutého obrazku krychle s vyznacenymi sméry, poté
byl obrazek skryt. Po celou dobu byly na katedfe k dispozici také dva pa-
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pirové modely krychle, jeden z nich o hrané dlouhé 4 cm mél na sténach
nakreslenou ¢tvercovou sif s ¢tverecky o strané délky 1 cm. Prvni pro-
blémy se objevily u tlohy A3% a déle u tloh, v nichz byl zapojen také
pohyb po uhloprickach. Stejné jako pro gymnazisty, Glohy typu B byly
posluchaci vypujcili model krychle, poptipadé pouzivali vlastni pomicky
pripominajici tvar krychle.

Ve vSech skupinach se potvrdilo, ze tlohy jsou fazeny se stupnujici se
obtiZnosti, a to jak s ohledem na jednotlivé typy A, B, D, tak s ohledem
na fazeni tloh v ramci jednoho typu. Ulohy Al az A6 neéinily v zadném
ro¢niku vaznéjsi problémy, prvni komplikace nastaly u zapojeni pohybu po
thloprickach. Mladsi zaci navrhovali, ze by jim pomohla zména formulace —
namisto napiic¢ sténou/krychli by uvitali slova po dhlopricce stény/krychle.
Pfi feseni tloh typu B se jiz Zaci sekundy, ale i nékteri starsi zaci véetné
student® VS neobesli bez modelu. Ulohy typu D byly pro vétsinu zaku i
studentu bez obrazku nebo modelu témér neresitelné.

Pfi testovani bylo vyzkouSeno nékolik moznosti, jak zvysit obtiznost
uloh. Nejsnadnéjsi pro zaky bylo FeSeni s moznosti pozorovani obrazku
s vyznacenymi sméry pohybu. Vybornou pomiickou byl také model krychle,
pficemz dratény model se osvédcil jako nazornéjsi pro feSeni tloh typu D
(umoziiuje modelovat pohyb uvnitf krychle). Na zékladé pozorovani préce
zakid nelze jednoznacné fici, zda pro né byl uzitecnéjsi obrazek nebo mo-
del, obé pomicky fungovaly jako dostatecna podpora pro nalezeni feSeni.
Pokud chtél vyucujici tllohy zkomplikovat, schoval obrazek i model krychle
a zakézal pouziti vlastni pomtcky. V tuto chvili méli zaci i studenti ten-
denci vyhledavat o¢ima predmét tvarové piibuzny krychli a pozorovat jej,
nékteri zacali modelovat prochazku po krychli pomoci rukou. Dalsim stup-
ném obtiZnosti tedy je zdkaz pouziti rukou (napf. lze zaky pozédat, aby
dali ruce za zéda) a nejvy$sim omezenim je pozadavek fesit tlohy se zavie-
nyma ocima. Teprve v tuto chvili 1ze fici, ze Zzaci museli pracovat skutecné
¢isté mentalné a jen jedinci byli schopni takto vyresit tlohy typu B a D.

Dalsi inspirace

Predstavené tulohy lze propojovat s dalsimi pfedméty ¢i oblastmi mate-
matiky. Rovnéz nas inspiruji k riznym obménam, ztizenym variantam a

wevs

4)Mozna proto, ze se jedna o prvni tlohu s vice kroky.
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Zapojent ciziho jazyka

Pii pisemném zadani vyse uvedenych tloh se nabizi zavedeni zkratek
pro jednotlivé sméry pohybu. Jelikoz nékteré pokyny v cestiné zacinaji
stejnym pismenem (dopfedu, dozadu apod.), navrhujeme zapojeni ciziho
jazyka. Vétsin€ soucasnych zaki necini potize pouzit angli¢tinu.

Pro Sest zékladnich pohybil ve smérech orientovanych hran krychle mu-
zeme zavést napiiklad zkratky L (left — doleva), R (right — doprava),
U (up — nahoru), D (down — dolit), F (forward — dopfedu), B (back —
dozadu).”) Podobné lze vyuzit vhodna slovicka z néméiny a jisté bychom
nalezli i dal$i vhodné jazyky.

Uziti vektorové algebry

Bystiejsi zaci mozna sami postiehnou, Ze si mnoha zadani prochazek po
hranéch krychle mohou zna¢né zjednodusit. Pokud méame v libovolném po-
fadi vykonat v ramci jedné tlohy naptiklad t¥ikrat pohyb vlevo a dvakrat
vpravo, je to totéz, jako jit jednou vlevo. Pét pokyni tak mtizeme nahra-
dit pouze jednim. Nejedné se vlastné o nic jiného nez sklddani opac¢nych
vektori. Nejvétsiho zjednoduseni docilime uzitim tohoto principu u tloh
typa C, D a E.

Relativni smér pohybu

Prochazku po krychli si mtizeme ptedstavit také z pohledu pozorova-
tele, ktery se po dané krychli pohybuje. V okamziku, kdy dojde po hrané
do urcitého vrcholu, vzdy miize dale pokradovat bud vlevo, nebo vpravo
(za pfedpokladu, Ze se nesmi vracet zpét), viz obr. 6. Tento typ uloh lze
zaktim demonstrovat na modelu krychle, ktery budeme postupné natacet
vzdy do takové polohy, v niz bude hrana, kterou pravé prochazime, umis-
téna priblizné ve sméru pohledu zakt. V piipravené sadé tloh jsou timto
zptisobem zpracovany tlohy F1 az F4.9

5)Napiiklad alohu Al lze pak zadat pomoci nasledujiciho kédu (po sdéleni pocated-
niho bodu): B-R-U; tlohu D1 muZeme zadat (po sdéleni pocateéniho bodu) kédem
2R-3U-2R-1B-1U.

6)Za inspiraci dékujeme doc. RNDr. Antoninu Jancaiikovi, Ph.D., z Pedagogické
fakulty Univerzity Karlovy v Praze.
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Vprayvo

posledni hrana
| postedmt hrana

Obr. 6 Relativni smér pohybu

Zaddni ulohy F'1
Jdeme z A do B, z vrcholu B poté pokraCujeme: vlevo — vpravo — vlevo —
vlevo. Jaky je koncovy bod?

Reseni. Koncovy bod je E (posloupnost viech navstivenych bodt je A, B,
F,G, H, E), obr. 7.

H G

A B
Obr. 7 Reseni tlohy F1

Prochazky po tetraedru

Vyse popsany relativni smér pohybu lze aplikovat na kazdy mnohostén,
v jehoz vrcholech se setkavaji vzdy tii hrany.”) V tlohach G1 az G4 pracu-
jeme timto zptisobem s pravidelnym ¢tyfsténem. V principu vSak nezalezi
na tom, zda je Ctyfstén pravidelny, je mozné, zZe nékteri zaci si lépe pred-
stavi jiny, napiiklad pravothly étyfstén.®)

7)Pro mnohostény, v jejichz vrcholech se setkavaji vzdy &tyii hrany, lze analogicky
zavést terminy vlevo, rovné, vpravo.

8)Pravothlym &tyisténem rozumime napiiklad téleso ABDE ziskané z krychle
ABCDEFGH, tedy trojboky jehlan, jehoz jedna bo¢ni hrana je kolma k roviné pod-
stavy.
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Zadani ulohy G1
Jdeme z A do B, z vrcholu B poté pokracujeme: vlevo — vpravo — vlevo.
Jaky je koncovy bod?

Regeni. Koncovy bod je A (posloupnost viech navstivenych bodt je A,
B, D, C, A), obr. 8.
D

B
Obr. 8 Reseni tlohy G1

Namét na problémové otazky

Mame-li ve tiidé Sikovné zaky, mizeme tlohy doplnit problémovymi
otazkami. Napfiklad pro tlohy typu A: ,Vychazime z bodu A a mtzeme
zadat tfi sméry pohybu. Ve kterych bodech muze prochazka skoncit, pokud
se pohybujeme a) pouze po hrandch krychle, b) po hranéch i ahlopfickéch
krychle?“ Budeme-li uvazovat pouze pohyb po hranich télesa, mtzeme
tuto otdzku polozit i u prochéazek typi C, D a E. Problém lze modifikovat
také pro ulohy typi F a G: ,, Jdeme z A do B, z vrcholu B poté pokracujeme
tfemi kroky. Do kterych vrcholt se mtizeme dostat?
Zavér

Autori prispévku vyzkouseli ve vyuce tlohy zde predstavené jako typ A,
B a D (alohy typu D s hranou o délce 4 byly ptivodné oznaceny jako typ C).
Prvni dva typy jsou pfevzaté z prace [3] a jiz d¥ive byly experimentalné
ovéfeny s zéky ve véku 9-14 let [5]. Obdobné jako Perny [6] jsme v mnoha
ptipadech pozorovali tzv. kinesteticky jev, tj. tendenci zapojit pri feseni
uloh pohyb téla, popfipadé alespon o¢i. U nékterych jedinca byl patrny
také jazykovy jev, tj. potize s rozdilnym chapanim terminologie pohybu po
télesech. V tlohach typu B Zaci i studenti zpravidla objevili pouze jedno
z vice moznych Feseni.

S tfetim typem vyzkouSenych tloh, v nichz uvazujeme hranu krychle
delsi nez jednotkovou, jsme se zatim nikde nesetkali. Tyto tlohy se uka-
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zaly jako nejkomplikovanéjsi, nebot je v nich tfeba uvazovat i vnitini body
krychle. Proto jsme ptivodni sadu tloh, v nichz zakim byla rovnou predlo-
zena hrana o délce 4, doplnili jesté tlohami s hranou délky 2, aby gradace
obtiznosti byla pozvolnéjsi.

Ve vsech zapojenych skupinach se projevila pozitivni motivace. Zafa-
zenim vzdy nékolika ,prochazek® na zacatek hodiny se zaci i studenti ak-
tivizovali a rychleji nez obvykle ,pfepnuli do pracovniho médu“. Casové
jsou ulohy nenéaroc¢né a lze je pouzivat pribézné a opakované za tucelem
systematického procvi¢ovani prostorové predstavivosti. Siroka skala za-
déni s postupné rostouci obtiznosti umoznuje volit tiroven tloh adekvatni
schopnostem a véku zaku, slabsi jedinci maji moznost prozit pocit ispéchu
a Sikovnéjsim muzeme ulohy zajimavé zkomplikovat. VyzkouSenim tloh
s vekové rozdilnymi skupinami se ukazalo, ze tlohy mohou byt vhodné
a smysluplné nejen pro zdky zakladni a stfedni Skoly, ale i pro studenty
vysoké skoly.

Podé&kovani. Priispévek vznikl v rdmci projektu Zvyseni kvality vzdéld-
vand Zaku, rozvoje klicovych kompetenct, oblasti vzdéldvani a gramotnosti,
reg. ¢. CZ.02.3.68/0.0/0.0/16_011/0000664 (2017-2019), financovéno z Ev-
ropskych socialnich fondi, fesiteli projektu jsou Univerzita Karlova, Ma-
sarykova univerzita, Jiho¢eska univerzita v Ceskych Budéjovicich a Tech-
nicka univerzita v Liberci.
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Mezipredmétové vztahy
v matematice

DANA VOJTOVICOVA

Gymnézium, Olomouc-Hej¢in

Cilem tohoto pfispévku je poukdzat na moznosti vyuziti konkrétnich
vysledkt projektu Matematickd gramotnost na stredni skole v podobé pra-
covnich listi, které autorka za timto tcelem vytvorila.

Hlavnimi tématy pracovnich listt jsou oblasti kvantita, prostor a tvar,
zména a vztahy, neurcitost a finanéni gramotnost, zaroven vsak svym za-
méfenim na redlny zivot a konkrétni situace daleko presahuji do ostat-
nich predmétti a tim pomdhaji ucitelim implementovat mezipredmétové
vztahy do hodin matematiky, coZ je jedna z oblasti, na niz se v soucasné
dobé klade velky diaraz. Pracovni listy se lisi Grovni naroc¢nosti a ¢tenar
je mize vyuzivat v bézné vyuce matematiky na ruznych typech stfednich
skol, viz odkaz v zavéru ¢lanku.

Matematickd gramotnost je definovana jako schopnost jedince poznat
a pochopit roli, kterou hraje matematika ve svéte, delat dobre podloZenée
usudky a proniknout do matematiky tak, aby splriovala jeho Zivotni potreby
jako tvotivého, zainteresovaného a premyslivého obcana [2]. Hlavni snahou
bylo tedy propojit matematiku s béznym zivotem, najit ptiklady, které
aplikuji matematiku na redlné situace a skute¢na data a vyuzit mezipted-
métové vztahy. Pti tvorbé nékterych tloh autorka vychézela z dostupnych
zdroja, jakymi jsou napf. [1, 4], [3, s. 84].

Chceme-li ve vyuce matematiky rozvijet matematickou gramotnost, ne-
stacl pouze pouzit vhodné priklady a materidly. Je nutné také premyslet
nad metodami, které se pro tento cel nejlépe hodi. Mame-li pfimét zaky
premyslet, samostatné pracovat a hledat nejjednodussi feSeni, neni fron-
talni vyuka pfilis vhodna. Musime také dat zaktum cas potfebny k pre-
mysleni a klast ndvodné otazky, pokud Zék nevi, jak dal. Asi nejobtiznéjsi
je pro ucitele zustat v pozadi a nepodlehnout nutkéni prozradit zakam
feseni, pokud jsou schopni tlohu vyftesit sami. V tomto pripadé je dilezité
pracovat také s chybou zéka, uvést jeho chyby na pravou miru a vyuzit
je v procesu uceni v jeho prospéch. Oblast metod vyuky k matematické
gramotnosti vSak jiz vyrazné prekracuje rozsah tohoto ¢lanku.
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Jak se v praxi potvrdilo, pfi vyuziti zminénych materiala je vhodné
pouzit nasledujici strukturu vyucovaci hodiny:

1. Zaci nejdfive pracuji samostatné na tloze zadané v pracovnim listu.

2. Jakmile maji zpracovanou urcitou ¢ast, pracuji ve dvojicich a pro-
diskutuji sva feseni. Rozhodnou, zda a kterd feseni jsou spravna,
pritom se uci vysvétlit, zdtivodnit a obhajit sviij postup.

3. Sva feseni nasledné prezentuji pred t¥idou.

4. Na zavér uclitel spolu s zaky zhodnoti praci, pfipadné opravi nebo
vysvétli nejasnosti. Ne vzdy je vSak nutné vse zvladnout v jedné

vyucovaci hodiné. Mnohdy je lepsi nechat problém ,ulezet® a vratit
se k nému v dalsich hodinéach.

V nékterych pracovnich listech je na zavér uveden Projekt, viz napf.
Absolutni a relativni zména — Zmeény klimatu, ktery muze byt soucasti
vyucovaci hodiny, ale mtze byt také zadan jako samostatna nebo skupi-
nova prace doma, ptripadné v rdmci skolniho vyletu nebo projektového dne
(podle charakteru tlohy).

Jako ukazku mozného konkrétniho vyuziti nyni uvadime jeden pracovni
list s ndzvem

‘ Absolutni a relativni zména — Zmény klimatu.

Pracovni list z tohoto odkazu je uveden na strankach 32 a 33.

Komentar k pracovnimu listu Absolutni a relativni zména —
Zmény klimatu

Cilem hodiny bylo vybrat z textu slovni tlohy pozadované informace,
zopakovat praci s procenty a statistickymi daty, uvédomit si rozdily mezi
absolutni a relativni zménou, naudit se zpracovat vysledky ve formé tabu-
lek a diagrami a vyvodit z nich zavéry.

Podminky a priprava

Predem si musime nachystat pracovni listy, v u¢ebné s projektorem je
mozné promitnout postupné ¢asti pracovniho listu na platno a nemusi se
pak tisknout. Vsechny tidaje ale musi byt dobie vidét. Je dobré si pfipra-
vit uéebnice s tématem Statistika (modus, medidn). V ucebné s pocitaci
lze vyuzit internet, zaci mohou také vyuzivat tablet nebo chytry telefon,
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Pracovni list Zadani

Absolutni a relativni zména

Zmény klimatu

Na hvézdarné v prazském Klementinu byla
zahdjena pravidelna meteorologickd méreni uz
vroce 1752.

Podle téchto zéznami muzeme pro kazdy
meésic urcit pocty tropickych dnd, kdy je
teplota vyssi nebo rovna 30 °C, a pocty
ledovych dnd, kdy teplota nevystoupi nad 0 °C.

V letech 2008 az 2017 vzrostl primérny pocet tropickych dnd na 20,5 dne za rok, coz bylo
0 15,5 dnU za rok vice nez ve srovnani s obdobim mezi lety 1775 az 1784. Ledovych dnu
naopak v desetileti 2008 az 2017 ubylo, a to 0 48 % ve srovnani s desetiletim 1775 az 1784,
kdy bylo primérné 34,9 ledovych dn( za rok.

Uloha 1: Z vy3e uvedenych udaja zjistéte:

a) Ktera ze zmén je vétsi, jestlize ji vyjadfime pocétem dna?

b) Kterd ze zmén je vétsi, jestlize ji vyjadiime v %?

c) Jaka znaménka mdZeme zménam priradit?

d) Kolik bylo primérné za rok tropickych dnti v obdobi let 1775 az 1784?
e) Kolik bylo primérné za rok ledovych dn v letech 2008 az 2017?

Uloha 2: V nésledujici tabulce jsou tdaje o poctu tropickych, ledovych a arktickych dni
v obdobi let 1892 a7 1901. Arkticky den je takovy den, kdy maximalni teplota nevystoupi
nad -10 °C. Zjistéte:

a) pramérné pocty tropickych, ledovych a arktickych dni v tomto obdobi

b) modus a median pro tropické, ledové i arktické dny

c) absolutni zmény (pocty dnti) vzhledem k obdobi 1775 az 1784

d) relativni zmény (%) vzhledem k obdobi 1775 az 1784

e) absolutni zmény v obdobi 2008 az 2017 vzhledem k obdobi 1892 az 1901 (tabulka)

f) relativni zmény v obdobi 2008 az 2017 vzhledem k obdobi 1892 az 1901 (tabulka)
1
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Pracovni list Zadani

Tabulka:

Potet tropickych dni  PoZet ledovych dni  Pocet arktickych dni
18 49
42
29
63
34
29
14
30
16
48

D O B ONNDN OB W
W N WO OO W kr O

Zdroj dat: www.in-pocasi.cz/archiv

Vysledky zpracujte do pfehledné tabulky. Sestrojte vhodny diagram pro primérné pocty
tropickych a ledovych dni v danych obdobich.

Projekt:
Najdéte na internetu (www.in-pocasi.cz/archiv) Gdaje o primérnych poctech tropickych
a ledovych dnii za rok v Cesku v jiném desetiletém obdobi v 18., 19., 20. nebo 21. stoleti.

Zjisténé udaje zpracujte do tabulky a diagramu
v Excelu a zjistéte:

a) Absolutni zmény

b) Relativni zmény

c) Jaka znaménka mGZeme zménam prifadit?

d) Kolik bylo priimérné za rok tropickych dnu?

e) Kolik bylo priimérné za rok ledovych dnG?

f) Jaky byl v téchto letech pocet arktickych
dni?

63 st pfedpovid na facehook

Teplota ve 2 metrech nad 2em

Srovnejte tato obdobi. MlzZete z toho vyvodit B L bk R ot

néjaky zavér?

Obr.: Zdroj: www.in-pocasi.cz/model
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aby mohli samostatné vyhledat informace, které potfebuji k praci. V ucebné
s pocitaci zaci mohou pracovat v Excelu, jinak 1ze tabulky a grafy kreslit
do sesitu. Pro slabsi zaky tabulky pfipravime predem.

Prabéh vyucdovaci hodiny (45 min)

Po kratkém uvedeni do problematiky a motiva¢nim rozhovoru o klima-
tickych zménéch byli zaci seznameni s cilem a organizaci vyucovaci hodiny
a dale jiz pracovali samostatné a posléze ve dvojicich podle schématu uve-
deného vyse. Po dokonceni kazdé tlohy Zaci prezentovali své vysledky,
zapsali je na tabuli a zkontrolovali své diagramy. Nésledovalo hodnoceni
kvality prace zakt ucitelem a hodnoceni zdkt. Na zavér probéhla diskuse
na téma Vyvoj klimatu v CR, kdy se Zzaci pokusili interpretovat své vy-
sledky z hlediska teplotniho vyvoje v CR a diskuse, zda maji jejich vy-
sledky néjakou vypovédni hodnotu.

Osobni zkuSenosti

Téma Absolutni a relativni zména — Zmény klimatu bylo zafazeno do
béZzné vyuky matematiky na gymnaziu v pilenych hodinich, aby byl do-
statecny prostor pro diskusi a klid na individualni praci. Mensi pocet zakt
ve tridé je nutnosti, pokud navic chceme poskytnout zaktm individualni
podporu. Toto téma je mozné zaradit do vyuky v podstaté kdykoli, nebot
ucivo vychazi ze znalosti ziskanych na zakladni skole.

Nejvyhodnéjsi metodou se jevi kombinace individualni prace a prace
ve dvojicich. Pilis se neosvédcila prace ve skupiné, a to ze dvou divodi:
zaci vzajemné nevidi dobfe na své zapisy a praci Casto zastane jeden zak
a ostatni se ,,vezou“.

Prekvapenim bylo, Ze starsi zaci méli vétsi problémy s pocitanim pro-
cent nez mladsi, vétsinou si neporadili s vypoctem relativni zmény v poctu
tropickych dnii v tloze 1. Nejvétsim problémem bylo spravné urcit zaklad.
Je vhodné do béznych hodin matematiky na stfedni Skole ¢as od casu vy-
pocita s tim, ze zaci toto ucivo zvladli na zakladni skole, ale praxe potvr-
dila, Zze tomu tak neni a ze to spiSe zapomnéli.

S problémem procent v uloze 1 bylo potfeba zakim vhodnymi otazkami
pomoci. Za zaklad zde totiz vzali hodnotu 20,5 dni (pramérny pocet tro-
pickych dni — TD v poslednim desetileti) misto 5 dni (primérny pocet TD
v prvnim desetileti) a zména v procentech jim vysla 75,6 %. Bylo tieba
jim zddraznit, Ze chceme zjistit, jak moc pocet TD vzrostl oproti prvnimu
desetileti. Nékterym zakim pomohla otézka: , Jakou hodnotu bys dostal,
kdyby se podet TD zvedl dokonce o 100 %?“ Ukéazalo se, ze by dostali
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hodnotu 10, coz ani zdaleka neni 20,5. S touto napovédou uz byli vét-
sinou schopni spravnou hodnotu vypocitat. Je dobré s timto problémem
pomahat zakim individualné, aby méli vétsi Sanci na to prijit sami.

Naopak se sestrojenim sloupcového diagramu ani se statistickymi pojmy
nebyly zadné vétsi problémy. Pojmy jako modus a medidn znali a stacilo
jim jen osvézit své znalosti pomoci ucebnice nebo internetu. Pii tvorbé
diagramu bylo tfeba nékterym zakam pfipomenout, aby se zamysleli nad
tim, co chceme v grafu vSechno vidét.

Prvni dvé tdlohy se daji v jedné vyucovaci hodiné pohodIné zvladnout
i s hodnocenim a diskusi. Zavérecna diskuse byla pravé tim, co v zacich
zanechalo pocit ,zajimavé* hodiny.

Doporuceni

Pro slabsi zaky je nutné ptipravit dopfedu tabulky, do kterych jen do-
plni vysledky (viz nize). Pokro¢ilejsi Zaci jsou vétSinou schopni vytvofit je
samostatné, ale slabsi s tim ztrati prili§ mnoho c¢asu. Na druhou stranu,
mame-li moznost hodinu rozdélit na dvé a pocitame-li naptiklad i s tim, Ze
zéaci budou pracovat na pocitaci, je lepsi, kdyz i slabsi zaci zkusi strukturu
tabulky vymyslet a nakreslit sami. Pokud mame vice ¢asu, mtzeme do
srovnani zafadit i arktické dny (AD), pfi¢emz chybéjici udaje pro prvni
a posledni desetileti mohou Zaci vyhledat sami na internetu na adrese:
www.in-pocasi.cz/archiv

Primérny pocet AD
1775-1784 2,5
1892-1901 1,6
2008-2017 0
Tabulky pro Zaky
Uloha 1
Rok pocet TD abs. rel. zména | pocet LD abs. rel. zména
zména zména
1775-
1784
2008-
2017
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Uloha 2

Obdobi

pocet
TD

abs.
zména

rel.
zména

pocet
LD

abs.
zména

rel.
zména

pocet
AD

abs.
zména

rel.
zména

1775-
1784
1892-
1901

1892-
1901
2008-
2017

Reseni

Uloha 1

Rok

pocet TD

abs. zména

rel. zména

pocet LD

abs. zména

rel. zména

1775-1784

5

2008-2017

20,5

+15,5

+310 %

34,9

-16,8

18,1

-48 %

a) V poctech dnt je vétsi pokles ledovych dni — LD (16,8)

b) V procentech je vétsi nérist tropickych dni — TD (310 %)
¢) narust +, pokles —

d) 20,5 —155=5

e) 48 % z 34,9 je 16,8; 34,9 — 16,8 = 18,1

Uloha 2
a)-b)

Obdobi 1892-1901

Priimérna hodnota

Modus

Median

D

6

4

LD

35,4

29

32

AD

1,6

1,5

Vyhodou medidnu je fakt, Ze neni ovlivnén extrémnimi hodnotami. Na-
ptiklad u poctu tropickych dni v obdobi 1892-1901 mame jednu extrémni
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hodnotu (18), ostatni hodnoty jsou mensi nez 10. Aritmeticky primér (6)
zde tedy neni prili§ vhodnou mirou polohy. Median a modus nabyvaji hod-
noty 4, coz lépe vystihuje toto obdobi. Zéci si mohou priimérné hodnoty,
modus i medidn zkusit zjistit pomoci Excelu.

Obdobi | pocet abs. rel. pocet abs. rel. pocet abs. rel-
TD zména zména LD zména zména AD zména zména

1775- 5 34,9 2,5

1784 +1 20% +0,5 +1,4 % -0,9 -36 %

1892- 6 35,4 1,6

1901

1892- 6 35,4 1,6

1901 +14,5 241,7 % -17,3 -48,9 % -1,6 -100 %

2008- 20,5 18,1 0

2017

Sloupcovy diagram

Primérny pocet tropickych a ledovych
dnt ve tfech raznych desetiletich
40
34,9 354

35

30
=
s 25
43 20,5
S 20 181
B [ Tropické dny
5
EB u Ledové dny
a

10

5 6
5
0
1775-1784 1882-1901 2008-2017
Obdobi

Zpétna vazba

7 dotaznikového Setfeni vyplynulo, Ze zaci hodnotili hodinu jako zaji-
mavou, ocenili, ze si zopakovali procenta a projevili zajem o dalsi podobny
zpusob vyuky, jejich vlastnimi slovy feCeno: ,takovou hodinu bychom
chtéli ¢ast&ji“. Negativni reakce nebyla zaznamenana. Zaci byli hodné pie-
kvapeni, ze data poskytnutd v tlohéch jsou skutecnd, ze je autorka sama
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vybrala ze zédznama archivu meteorologické stanice v prazském Klemen-
tinu a Ze si je mohou najit a zpracovat sami. K tomu je uréen navazujici
projekt, ktery je nepovinny.

Poznamka

Sledovand desetiletd obdobi byla zvolena zamérné po zhruba stejné dobé
117, resp. 116 letech, aby vyvoj v poctech tropickych a ledovych dni bylo
mozno lépe srovnavat. Zde se ukazalo, ze po prvnich zhruba 100 letech jsou
zmény malé, v dalsim obdobi je zména vyrazna. Je tfeba zakim vysveétlit,
7e vice by nam o vyvoji teplot na ceském tzemi fekly primérné denni
teploty, ne jen pocty tropickych a ledovych dni, a to za celé obdobi, ne
jen za tato vybrana desetileti. Je tfeba také zdiiraznit, Ze se jedna o data
sbiran4 sice po dlouhou dobu, ale pouze na jednom misté (lokalng). Béhem
diskuse zaci mohou sami tyto skutecnosti odhalit, coz rozviji tzv. kritické
mysleni.

Hodnoceni

Prestoze se ve zkusebnich hodinach vzdy jednalo o odpoledni vyucovani,
tyto hodiny byly zivé a zaci pracovali velmi aktivné. Velice pomohla tivodni
motivace, kdy si zaci uvédomili, Ze budou pracovat se skuteénymi daty a
zkoumat problém, ktery se jich osobné dotyka.

Na zavér uvadime jesté jeden pracovni list s nazvem Kontokorent nebo
kreditka, tentokrat jiz bez rozboru a komentare.

Kontokorent nebo kreditka

Zatazeni tloh z matematické gramotnosti do béznych hodin matematiky
je na jedné strané pro ucitele velice naro¢né na pripravu a pak také kazda
takova hodina ukroji z toho mala c¢asu, které na probrani povinnych témat
mame. Na druhou stranu se ndm ale tato ndmaha bohaté vyplati. Nejen
Ze si zaci zopakuji spoustu uzite¢nych dovednosti, ale hlavné se na mate-
matiku za¢nou divat trochu jinak a aplikovanim matematiky na konkrétni
situace ze zivota uvidi 1épe jeji smysl. A tieba je pak matematika zacne
vic bavit.

Dalsi pracovni listy 1ze najit na adrese:

https://www.gytool.cz/predmetove-komise/mat/?s=aktivity
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Zajimavé matematické tllohy

Uvetejniujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 251 a 252 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 5. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 251
Je dan ¢tytthelnik ABCD. Ozna¢me P, () po fadé paty kolmic z vr-
cholu C, D ke strané AB. Pfedpokladejme, ze body P, @ lezi na tsecce
AB aplati |[PQ| = 1|AB|. Dokaizte, ze | DA|+|AB|+|BC| > |AC|+|BD|.
Josef Tkadlec

Uloha 252
Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro néz maji rovnice

2 +ar?+br+1=0,
34+ br? +axr+1=0,

pravé jeden spoleény kofen. Jaroslav Svrcek

Déle uvadime Teseni tiloh 247 a 248, jejichz zadani jsme zvefejnili ve ¢tvr-
tém ¢&isle lofiského (27.) roéniku naseho ¢asopisu.
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Uloha 247
Kolik tupouhlych trojuhelnikd ma vsechny své vrcholy ve vrcholech
daného pravidelného 26uhelniku. Jacek Uryga

Reseni. Pocet viech trojihelniki, jejichz vrcholy lezi ve vrcholech pravi-
delného 26thelniku je

26) _ 2600

3 )= .

Nyni uréime, kolik z nich je pravouhlych. Vrcholy pravidelného 26thelniku
lezi na kruznici jemu opsané. Podle Thaletovy véty je prepona takového
trojuhelniku primeérem této kruznice. Ke kazdé z % - 26 = 13 moznych
pfepon existuje 26 — 2 = 24 zbyvajicich vrchold, které s krajnimi body
dané pfepony tvofi pravoihly trojihelnik, pravothlych trojuhelnikt tak
je 24 - 13 = 312. Zbgvajicich

2600 — 312 = 2288

trojuhelnikt je tedy bud ostrothlych, nebo tupotihlych.

Nyni uvazujme ostrouhly trojihelnik 7', jehoz vrcholy lezi ve vrcholech
pravidelného 26thelniku. Bod soumérné sdruzeny s jednim jeho vrcholem
podle stfedu tohoto mnohothelniku bude se zbyvajicimi dvéma vrcholy
trojuhelniku T urcovat tupothly trojihelnik. Kazdému ostroithlému troj-
uhelniku tak odpovidaji tfi tupothlé trojahelniky (77, T5 a T3 na obrazku).
Naopak, kazdému tupouhlému trojihelniku podobné odpovida jeden ost-
rouhly trojuhelnik. Pocet tupouhlych trojuhelnikd je tak tiikrat veétsi nez
pocet ostrouhlych trojuhelnikt a je proto roven

3.2288 =1716.
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Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdaros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich a Vojtéch David
z WG v Ostravé-Porubé, Matéj Dolezdlek z G v Humpolci, Karel Chwistek
z MG v Opavé, Dalibor Kramdr z G v Brné-Reckovicich,

Adam Kyivka z CMGaSOPS v Brng, Tomds Krizik z GMK v Bilovci,
Karolina Kucerovd z G v Ceském Krumlové, Tomds Sourada z G v Zam-
berku a Petr Zahradnik z GaSOSDVS v Usti nad Labem.

Netiplné feseni zaslala Lucie Kundratovd z GaJS ve Zling,

Uloha 248
Sestrojte trojuhelnik ABC| je-li (pfi obvyklém oznaceni délek jeho stran
a velikosti vnit¥nich thli) déno: o, a + b, a + c. Jaroslav Svréek

Resent podle J. Mészdrose a K. Gajdose. Nejprve sestrojme trojihelnik
AB'C',kde |AB'| = a+b, |AC'| = a+ca |[X B'AC’| = a. Ozna¢me N stied
kruZnice vné pripsané strané BC' trojuhelniku ABC, U, je dotykovy bod
této kruznice se stranou BC' a Uy, U, po fadé dotykové body této kruznice
s prodlouzenimi stran AC, AB. Bod N je prisec¢ikem osy vnitiniho thlu
pfi vrcholu A a os vnéjsich tihla pfi vrcholech B a C' v trojuhelniku ABC),
viz napf obr. 1. Déle plati a = |BC| = |BC’| = |CB’| a podle véty sus
o shodnosti trojuhelnika tak mame

AB'CN ~ ABCN ~ ABC'N. (1)
Paty vysek z vrcholu N ke strandm BC, B'C a BC' (body U,, Uy a U..) déli
tyto strany vZzdy na dva shodné tseky, tj. plati |B'U,| = |BU,| = |BU,| a
také |CUy| = |CU,| = |C'U.|. Odtud plyne
e = [ B'NU| = [QU,NB| = [«tU.NB]|

a také

o =|xACNUy| = [CNU,| = |xU.NC'|.

Vzhledem k tomu, ze ¢tyfiahelnik AU.NU, je tétivovy, plati 2(e + ¢) =
= 180° — v, a tedy € + p = 90° — %a.

Je-li @ < 60°, je N vnitinim bodem trojuhelniku AB’C’ a jeho stranu
B'C’ vidime z bodu N pod thlem 360° — 3(c + ¢) = 90° + 3o (obr. 1).
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A° c B U, @ ('
Obr. 2

Je-li @ > 60°, je N vné&jsim bodem trojuhelniku AB’C’ a jeho stranu
B'C’ vidime z tohoto bodu pod tthlem 3(e + ¢) = 270° — 2« (obr. 3).

N
U. a '

A c B
Obr. 3
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Odtud jiz plyne konstrukce trojahelniku ABC' Sestrojime stfed N kruz-
nice vné pfipsané strané BC' hledaného trojuhelniku ABC jako prusecik
kruznicového oblouku (popf. pfimo strany B'C’, je-li & = 60°), z jehoz
kazdého bodu vidime tsecku B’C’ pod vyse uvedenym tdhlem (rozlisime
piipady, kdy a < 60°, a = 60° a a > 60°). K sestrojeni bodt B a C po
fadé uvnitt stran AC” a AB’ vyuZzijeme napf. shodnosti trojihelnika (1),
z nichz plyne [NB| = |[NB'| a [NC| = |[NC’|.

Uloha mé vzdy préavé 1 fesent.

Jiné teseni (podle R. Olsdka). Na polopfimkich AB a AC sestrojme po
fadé body C" a B’ tak, ze plati |AC'| = a+ ¢ a |AB’| = a + b. Uvazujme
stfed S oblouku BAC' kruznice opsané trojuhelniku ABC. Podle véty o
obvodovém thlu jsou thly ABS a ACS shodné, tedy jsou shodné i thly
C'BS a B'CS. Z rovnosti |SB| = |SC| a |BC'| = |BC| = |B'C|(= a)
plyne, Ze trojuhelniky BC'S a C'B’S jsou shodné podle véty sus, tedy

|SC'| = |SB/|.
Navic ze shodnosti tthlt BSC’ a CSB’ plyne, Ze
|XC'SB'| = < BSC| = |XBAC| = .

Tedy bod S je také stfedem oblouku C'AB’ kruznice opsané trojihelniku
AB'C’.
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Déle z rovnosti | BC| = | B'C| a z podobnosti trojihelnikti BSC a C'SB’

plyne
|\B'C| _ |BC| _ |SB| _|5C]|

lc'B'|  |c'B|  |Sc'| |sC|’

tedy
|B'C| |B'C'|
|sc| — |sc’|”

Body C’ a C tak maji stejny pomér vzddlenosti od bodi B’ a S, lezi
proto na téze Apolloniové kruznici vzhledem k bodim B’ a S (v piipadé
a = 60° se jednd o pfimku). Takovou kruZmici jiz umime sestrojit, jejim
prameérem (a # 60°) je priseéik os vnitiniho a vnéjsiho thlu u vrcholu C’
trojihelniku B’C’S s pfimkou B’S.

Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime trojuhelnik AB'C’ a stfed S
oblouku C’'AB’ kruznice jemu opsané. Déle sestrojime p¥islusnou Apollo-
niovu kruZnici a jeji priisecik s tiseckou AB’ je hledany bod C.

Spravna TeSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Radek Olsak z Mensa G v Praze 6.

Po uzavérce minulého c¢isla jesté redakce obdrzela spravna feSeni tloh
245 a 246 od Martina Raszyka z ETH Ziirich.

Pavel Calabek
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FYZIKA

Vyuziti mezipredmétovych
vztaht k motivaci zaku

RENATA HOLUBOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Déti narozené po roce 1994 jsou zarazeny do tzv. generace Z. Zajem
o studium technickych obort u zakd generace Z je velmi maly. Moderni
technologie jsou pro né prostiedkem, jak vstoupit do svého virtudlniho
svéta a komunikovat s piateli. Skola Yesi problém, jak pieklenout propast
mezi tim, co by méli Zaci zvladnout podle jednotlivych studijnich pro-
gramil, a tim, jak uci nasi ucitelé a jaké metody pouzivaji. Otazkou je, jak
zaky motivovat a jak zménit postupy vyuky v dnesni skole. Jednou z cest,
ktera se ve skolni praxi ukdzala jako ispésnd, je vyuziti mezipfedmétovych
vztahlt v rdmci projektti, které ukazuji vzdjemny vztah techniky, prirodo-
védnych predméti a kazdodenniho zivota. Namét na aplikaci vybranych
témat uciva fyziky v praktickém zivoté uvadime v tomto prispévku.

Téma aerodynamika (profil k¥idla letadla, vztlak, fyzika letu,
letadla)

Letadlo je létajici dopravni prostiedek. Podle normy CSN 310001 je
letadlo: Zatizeni zpusobile létat v atmosfére nezdvisle na zemském povrchu,
nést na palubé osoby mebo jiny ndklad, je schopné bezpecného vzletu a
pristani a je alesporn castecné Tiditelné.

Rozdélent letadel

Podle zpisobu vzniku vztlaku:
e leh¢i nez vzduch (aerostaty)
— bezmotorové (balén), motorové (vzducholod);
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e 8781 nez vzduch (aerodyny)

— bezmotorové — s nepohyblivymi nosnymi plochami (rogalo, padak,
kluzédk), s rotujicimi nosnymi plochami (rotorovy kluzak),

— motorové — bez nosnych ploch (raketa), s nepohyblivymi nosnymi
plochami (letoun), s rotujicimi nosnymi plochami (vrtulnik), s kom-
binovanymi nosnymi plochami (konvertopldn), s mavajicimi nosnymi
plochami (ornitoptéra), s prstencovymi nosnymi plochami (koleop-
téra).

Podle 4celu: civilni, vojenské, speciélni (spojovaci letadlo, sanitni letadlo,
vysadkové letadlo)

Obr. 1 Konvertoplan a koleoptéra

Historie

Prvni 1étajici stroje vyuzivaly jako pohon pouze silu lidskych svalt.
Leonardo da Vinci nakreslil prvni plany létajicich strojt. Vit Fuéik (zvany
Kudlicka) v letech 1760-1795 sestrojil letadlo s mavavymi k¥idly (byly
nadleh¢ovany méchy naplnénymi bahennim plynem) a pozdéji s pevnym
kiidlem (pfedchiidce rogala).

Prvni letoun schopny fizeného letu vynalezli a zkonstruovali brat¥i Or-
wille a Wilbur Wrigtové 17. prosince 1903 v Severni Karoliné. Letoun
Wright Flyer byl postaven ze dieva a latky, konstrukce byla vyztuzena
draty, byl vybaven dvéma tla¢nymi vrtulemi a pohdnén motorem o vykonu
9 kW. Prvni vzlet letadla v Ceskoslovensku je datovan v dubnu 1910.

Nejvétsi rozmach letecké dopravy nastal az po prvni svétové valce, kdy
v Evropé zacaly vznikat letecké spolecnosti. Nejstarsi je KLM (1920), CSA
(1923), letadla vyrobcid Airbus a Boening (stiedni a dalkové lety), ATR a
Fokker (kratké a stfedni lety).
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Letecka doprava

Vyhody: rychlost a spolehlivost, frekvence spojii, dobie predvidatelné
Casy preprav (pfilety a odlety), nizké ndklady na baleni u pfepravy na delsi
vzdalenosti, minimalni vlivy pocasi.

Nevyhody: néklady na pfepravu, omezenost zasilek, pfi pfepravé na
kratké vzdalenosti je vyhoda rychlosti relativni, znehodnoceni prepravnich
¢asti pomalymi navazujicimi operacemi, které mohou dosdhnout i 90 %
podilu (celni odbaveni, prekladka).

Odmrazovani letadel (fazové premény, infradervené zdreni)

I sebemensi namraza muze ovlivnit profil kiidla, a tim i letové vlast-
nosti letadel. S ndmrazou na letadlech se v nasich podminkach setkavame
nejéastéji v zimnich mésicich (¥ijen az duben, kdy venkovni teploty klesaji
k nule). Namraza vznikd pfiblizné od +3 °C nize. Vznik zavisi kromé tep-
loty i na vlhkosti ¢i hustoté vzduchu a pfi letu i na rychlosti letu. Namrazu
miiZe zpusobit podchlazené palivo i v letnich mésicich!

Podle rychlosti vzniku namrazy rozeznavame:

e slabé (do 0,6 mm za 1 minutu)

e mirna (od 0,7 mm do 1 mm za 1 minutu)
e silnd (od 1,1 mm do 2 mm za 1 minutu)
e velmi silnd (od 2,1 mm za 1 minutu)

Intenzitu namrazy lze vyjadfit pomoci vztahu
I =10"26v,

kde § vyjadiuje ,vodni obsah“ oblaku v g/m3, v je rychlost letounu v km /h,
I je intenzita v mm/min.

Déleni ndmrazy podle charakteru: jini; jinovatka; bily zrnity led (pfi
letu v oblacich s kapkami do 10 mikrometrti, vét$inou samovolné opadd);
prihledny led (prechlazend vodni para pfi mrholeni v zimé, vede ke zvy-
Sovani hmotnosti a zméné tézisté. Nejnebezpecnéjsi je matny led, ktery
vznikd z vodnich kapek a krystalkti ledu hlavné na nabéznych hranach
letounu.

Vznik namrazy na letadlech je dan tepelnymi poméry ve vrstvé vzduchu
priléhajici k obtékanému povrchu a v samotném télese. Rychlym proudé-
nim vzduchu kolem télesa se plast zah¥iva u ndbézné hrany, prevlada adi-
abatické oteplovani vzduchu. Za nabéznou hranou se uplatiiuje predevsim
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vliv tfeni vzduchu o obtékany povrch. Zvyseni teploty At v priléhajici
mezni vrstvé vzduchu se da vyjadrit vztahem

At = 3,87 107502k,

kde v je rychlost letu v km/h, k je soudinitel vystihujici tvar télesa (u na-
bé&znych hran k = 1), v je vertikdlni nasycené adiabaticky gradient tep-
loty [2].

Pii obtékani vzduchu kolem letounu se méni teplota aerodynamickych
ploch také vlivem t¥eni (kineticky ohfev) a vlivem stlacovéani proudu vzdu-
chu pfed letounem (dynamicky ohfev). P¥i kinetickém ohfevu plati pro
zvySeni teploty At ploch vztah

U2

b= 000"

Napft. pfi rychlosti 100 km /h je zména teploty 0,4°C, pfi rychlosti 800 km /h
je to jiz 24,6 °C.

Obr. 2 Namraza

Pro odmrazovéni se pouzivaji dvé kapaliny. Prvni kapalina (tzv. de-
-icing) m4 za tkol rozpusténi ledu a odstranéni pfipadného nédnosu snéhu,
fedi se horkou vodou o teploté kolem 75 °C. Pomér sloZeni smési zévisi
na okolni teploté. Nevyhodou je jeji kratkd téinnost (10-15 min). Druhd
kapalina (tzv. anti-icing) mé G¢innost az 45 minut. M4 protindmrazové
ucinky, vytvori na povrchu kfidla film, ktery nedovoli dalsimu tvofeni na-
mrazy. Odmrazovani letounu zabere 5-7 min, spotieba kapaliny je 200 1
(extrém 700 1).

Kromé dalsich moznosti odmrazovani (elektrickd ochrana — energeticky
naro¢na, na malych plochach, pneumatickd ochrana — pro odstranéni jiz
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vzniklé ndmrazy, na nabéznych hranich se umistuji pryzové pasy) se jako
zajimavé z hlediska fyziky jevi vyuziti infracerveného zareni. Pomoci in-
fracderveného zafice se ohiiva plast letadla. Vinova délka zafeni, a tim i
jeho energie, zavisi na teploté zdroje. Cim vyssi je teplota, tim kratsi je
vlnova délka zafeni. Zafeni je pohlceno ledem, aniz by doslo ke zvyseni
teploty plasté letadla nebo paliva. Primarni zdroj je zahfivan na teplotu
vyssi nez 1000 °C, G¢innost vyuziti energie je 75 %. Vlnova délka zareni
je potom kontrolovana sekundarnim zaficem. Vyhodou je, ze nedochézi
k ohfevu okolniho vzduchu, navic rozmisténi zafich umoznuje kopirovat
tvar letadla. Nevyhodou je to, Ze po odmrazeni neni letadlo chranéno pred
dalsi namrazou. Je proto tfeba tuto metodu kombinovat s pouzitim vhodné
kapaliny (v mnohem mensim mnozstvi) pro zajisténi ochrany letounu.

Obr. 3 Odmrazovani

P1i ndmraze neni nebezpecné ani tak samotné hmotnost ledu, ale zména
aerodynamickych vlastnosti letadla. Vrstva ledu o tloustce 0,1 mm na k¥i-
dlech letadla snizi vztlak az o 30 % a odpor se zvysi az o 40 %. Dalsi

v

Ukol: Odhadnéte, jaké je hmotnost namrazy o tloustce 1 mm, kterd
pokryla letadlo? (hustota ledu 916,7 kg/m?)

Infracervené zareni, zareni absolutné ¢erného télesa

Zakladni ucivo: elektromagnetické spektrum, infracervené zareni, ter-
mografie jako méfici metoda, ktera umoziiuje graficky zobrazit teplotu
zkoumaného objektu. Infracervené zafeni je emitovano vSemi télesy, jejichz
teplota je vyssi nez 0 K. Vztahy, které termografie vyuziva, jsou soucasti
stfedoskolského vzdélavaciho programu:
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Planckiv zdkon — zavislost spektralni intenzity vyzafovani Hy povrchu
¢erného télesa o termodynamické teploté 1" na této teploté a vinové délce A:

1 2mhc?
H A= _5}::—,
A ekt — 1
kde je k Boltzmannova konstanta, h Planckova konstanta, ¢ rychlost svétla
a A vlnova délka zareni.

Wiendv posunovaci zdkon — maximum spektralni intenzity vyzarovani
se s rostouci teplotou T" posouvé ke kratsim vinovym délkam. VIinova délka
Amax Zafeni s maximalni intenzitou

b
)\max — f:

kde b =2,898-103m- K.

Stefantiv—-Boltzmanniv zdkon — intenzita vyzafovani ¢erného télesa je
tmeérné ¢tvrté mocniné termodynamické teploty. V redlné situaci nepra-
cujeme s absolutné ¢ernym télesem, ale s télesem redlnym, kde je potfeba
pocitat s emisivitou € materidlu télesa. To je pomér intenzity vyzafovani
povrchu télesa k intenzité vyzafovani absolutné ¢erného télesa, jehoz emi-
sivita g = 1. Vztah zapisujeme ve tvaru

M, = eoT?,

kde o je Stefanova-Boltzmannova konstanta (o = 5,670-10"3W-m~2.K~*).

Termogram — je vystupem termovizni kamery v infracervené oblasti vl-
novych délek. Protoze je infracervené zareni pro oko neviditelné, jsou ob-
razky z kamery prevadény do viditelné oblasti pomoci riznych barevnych
palet. Kazdé barvé je potom pfirazena urcita teplota. Nejcastéji pouzivané
palety jsou polarni, zelezo, duha.

46,9

167

Obr. 4 Barevné palety
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Pomoci termogramu je mozné diskutovat fadu jevid z rtznych oblasti
fyziky: transport tepla, tepelnd vodivost — kulinaiskd fyzika (porovnani
pribéhu ohfevu vody na riznych typech vafict, tani ledu ve vodé o rtizné
hustoté — environmentalni fyzika a tani ledovct), zdvady v solarnich pa-
nelech — porovnédni redlného snimku a termogramu (environmentalni fy-
zika — extrémné zahtivané plosky v solarnim panelu mohou vést az k jeho
pozaru), prokrveni usniho boltce — lékafstvi, kriminalistika.

o i

Obr. 7 Klasickd fotografie a termogram solarnich panela
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Vyzatovani mobilnich telefonu — SAR

Vsechna mobilni zafizeni emituji ne-ionizujici elektromagnetické zareni
v oblasti rddiovych vin (bluetooth, wifi, mobilni telefony) a velmi nizkych
frekvenci (emitované hardwarem telefonu). V Ceské republice vysilaji mo-
bilni operatofi na frekvencich 800 MHz, 1 800 MHz a 2 600 MHz ve vy-
sokorychlostni siti LTE (Long Term Ewvolution). Protoze telefony drzime
v blizkosti naseho téla, dochézi k absorpci elektromagnetického zafeni.
Zdravotni rizika souvisi zejména s tepelnym pusobenim pohlceného za-
feni.

Mnozstvi zareni, které je hmotou absorbovéano, se vyjadifuje pomoci
¢isla SAR (z anglického Specific Absorption Rate). Cislo vyjadiuje vy-
kon elektromagnetického zafeni, které absorbuje hmota s definovanymi
vlastnostmi (vztahuje se k jednotce hmotnosti). Pohlcené zafeni se v latce
premérniuje na teplo.

Pokud jde o mobilni telefony (smartphony), pak se SAR hodnoti pfe-
devsim kvuli priniku zarfeni do lidské mozkové tkané. P¥i porovnavani
mobilnich telefont podle SAR je tfeba dat pozor na to, ze v riznych ¢as-
tech svéta je uvadéna hodnota SAR vztahovana k riznym hmotnostnim
jednotkam.

Existuji hodnoty SAR, které nesmi zadny mobilni telefon prekrodit.
V Evropé je limitni hodnotou 2,0 W /kg v deseti gramech tkané pro hlavu a
trup (koncetiny 4 W /kg). V USA a v Australii jsou hodnoty SAR vztazeny
na 1 gram tkané. Hodnoty SAR se vztahuji k frekven¢ni oblasti 10 MHz
az 10 GHz, do které spadaji i frekvence systému GSM. V jinych pasmech
mohou byt povolené limity jiné.

Vzorec pro vypocet hodnoty SAR lze psat jako

2
SAR = 7
p
kde o (S-m™1) je elektrickd mérna vodivost tkdné, £ (V-m™1) je intenzita
elektrického pole, p (kg-m~2) je objemova hustota tkané. Hodnota SAR
tak predstavuje vykon absorbovany na 1 kg tkané, jednotka W -kg ™.

Hraniéni hodnoty pro SAR lze odvodit jednoduchou tvahou. Lidské
télo 1ze modelovat jako 100 wattovy zdroj tepla, povrch téla je asi 1 m2,
z podminky rovnovéhy absorbovaného a vyzafovaného vykonu dostavame
hledanou hodnotu. Pro SAR byla dohodou stanovena desetina této trovné
pro pracovniky s elektromagnetickym zafenim, pro bézného uzivatele je
norma piisnéjsi.

52 Matematika — fyzika — informatika 28 (1) 2019



xiaomimiar [ MMM
onertussT™ [ NMMMMMMMMMNN) €D
Huawei Mate 9 g wuawer ))NMMMMMMMMMMMMMN) EES
Nokia Lumia 630 Nai<tA )M EER
Huawei P9 Plus g wuawer A)NMMMMMMMMMMMN) EEES
Huawei Gx3_ g wuawer )M
Huawei P9 g wuawer NNNMMMMMMMMMMMNY EEED
Huawei Nova plus g suawer )M EEZR
oneptuss™  [I] MMM EEA
Huawei Po ite. g uawer )M EED
ehone7 g MMM EEB
Sony Xperiaxz1 Compact. sOny )M EED
prones @ MMM EEA
zieaon7mini - ZTE MMM
Blackberry DTEKE0 “atacksery )M EED
phone7pus @ MMM K23

Obr. 8 Zafeni smartphont ve wattech na kilogram (***dual SIM) (Forbes Sta-
tistica)

Meéfeni SAR je realizovano pomoci modelu — lidska hlava je predsta-
vovana kouli, kterd je vyplnéna tekutinou s elektrickymi vlastnostmi jako

ma lidska tkan. Ke kouli se v daném misté priklada zkoumané zafizeni,
specidlnimi sondami je snimana intenzita elektromagnetického pole.

Obr. 9 Méfeni SAR

Ve gkolni laboratofi 1ze lidskou hlavu simulovat nafukovacim balénkem
o dané velikosti, ktery naplnime kapalinou pozadovanych vlastnosti — voda
o teploté 37 °C, rozpusténé soli, které zaruci vlastnosti podobné lidské
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tkani. Misto specialni sondy lze pouzit termokameru a pomoci termogramu
zkoumat zmény teploty v misté kontaktu mobilniho zafizeni s povrchem
modelu.

Zavér

Uvedeny pfispévek zahrnuje poznatky z riznych obori fyziky, vyuziva
mezipfedmétové vztahy (historie, chemie, environmentalni problematika),
ukazuje na aplikaci fyziky v kazdodennim zivoté.

I kdyZ napf. téma vyuziti termokamery ve vyuce fyziky bylo zpraco-
véano mnoha autory (viz pfispévky na Veletrhu napada ucitelt fyziky ¢
seminaii ve Vlachovicich), povazujeme za vhodné upozoriiovat na mozné
vyuZziti moderni techniky ve vyuce fyziky. Také vzhledem k tomu, Ze ter-
mokamery se stavaji dostupnéjsimi a lze je poridit jako soucast mobilnich
telefonti (CAT S60), bude mozné jejich $irsi vyuziti ve vyuce pfirodovéd-
nych predméti.
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Udélejte si sami:
jednoduché aplikace polovodicii
(nejen) pro ZS

LEOS DVORAK - ZDENKA KAMARADOVA
MFF UK, Praha — ZS a MS Ustavni, Praha

Polovodice jsou dtilezitym prvkem modernich technologii a jako takové
maji ve vyuce fyziky na skolach jednoznac¢né své misto. Svédéi o tom i
fada ¢lankt v MFI v uplynulych vice nez dvaceti letech [1-13]. Na dru-
hou stranu, vétsina téchto ¢lankt byla publikovana jiz pred zhruba dvéma
desitkami let; v dalsim obdobi se zde s nimi setkdvame spise ojedinéle.

Ze je tato problematika stale aktualni, doklad4 nedavny ¢lanek [1]. Vy-
tipoval a prezentoval fadu obvodd, zejména s tranzistory (ale i s integro-
vanymi obvody), a uvedl mnozZstvi odkazi pfevazné na internetové zdroje.
Diky sifi zabéru vSak jiz nemél prostor vénovat se podrobnéji tomu, jak
dané obvody konstruovat, a neuvedl také konkrétni zkusenosti, jak si je
ucitelé vyrabéji a jak je pouzivaji ve viuce.

N4s prispévek je k ¢lanku [1] v jistém smyslu komplementarni. Sou-
stfedime se na velmi jednoduché obvody se svitivymi diodami a jednim
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tranzistorem a ukazeme, jak je lze realizovat tak, aby byly pro zaky co
nejnazornégjsi. (Leccos miZe zdjemce najit v publikaci [14], zde vSak pfi-
dame nékteré dalsi detaily ¢i Gpravy obvodt.) PopiSeme také zkuSenosti
s tim, kdyz si dané obvody ucditelé sami vyrabéji, a okomentujeme kon-
krétni moznosti jejich vyuziti ve vyuce fyziky.

Déle popsané obvody si v riiznych variantach vyrobilo od roku 2008 jiz
vice nez sto padesat ucitelt fyziky na semindfich projektu Heuréka [15].
Kratky prizkum v roce 2015, v némz odpovédélo tticet ucitelt, ukazal, ze
devadesat procent z nich pouZilo tyto vyrobené pomticky ve vyuce, 37 % si
vyrabélo dalsi exemplaie a 43 % nechalo tyto konstrukce vyrabét své zaky
(blize viz [16]). Tyto a podobné konstrukce se dnes §ifi i prostfednictvim
regionélnich center Elixiru do skol [17]. ZkuSenost ale ukazuje, Ze stéle
jesté zbyva hodné uditela fyziky, ktefi se s nimi nesetkali. Pokud tento
¢lanek ukéaze nékterym dalsim zajemcim, jak jednoduché muze byt zacit
si s polovodi¢ovymi prvky ,hrat“ a nazorné ukazovat jejich chovani ve
vyuce, pak splni svij tcel.

Dvé LED a rezistor

Pouzivat svitivou diodu (tedy LED, slangové ,ledku“) misto bézné malé
zarovicky bude ziejmé ¢im dal béznéjsi i v pokusech uvadéjicich zaky do
elektrickych obvodi. Drobnym problémem mtize byt skutecnost, ze LED
vede proud jen jednim smérem. Pro fadu pokust je tedy vhodné pouzit
velmi jednoduché zapojeni se dvéma LED zapojenymi antiparalelné (tedy
svedle sebe, ale obracené“), jak to ukazuje obr. 1.

120

Obr. 1 Jednoduchd pomiicka se dvéma antiparalelné zapojenymi LED (pro
napéjeni z baterie 4,5 V nebo méné)
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Fotografie ukazuje i jednoduchy zptsob, jak danou konstrukei prakticky
realizovat: do desticky z mékkého dreva zatlouci malé mosazné hiebicky
(daji se sehnat ve vétsich zelezarstvich) a k nim soucastky pfipajet. Zkuse-
nost ukazala, Ze po nékolika pokusech zvladli pajeni na hiebicky ticastnici
i icastnice seminafti, kteri rikali, ze snad pajecku nikdy nedrzeli v ruce.

Svitivé diody mohou byt o priuméru 5 nebo 10 mm, pri demonstracich
jsou samoziejmé lépe vidét vétsi LED. Daji se bézné sehnat v prodejnach
elektronickych soucdstek v cendch kus za nékolik korun. (Nabidka typt
se ovSem dost méni, proto neuvadime konkrétni oznaceni. Je vhodné volit
typy s vySsi svitivosti.) Rezistory sta¢i miniaturni, na nejmensi vykonové
zatizeni Do dalsich obvodu pfipojujeme pomicku pomoci vodi¢i a kro-
kosvorek (pfipadné vodi¢i s krokosvorkami, viz [14]).

Pro zajemce: trocha tivah o vhodné hodnoté odporu

Podstatné je, ze do série k LED je zapojen rezistor omezujici proud.
Pokud zaci uz znaji Ohmiv zakon, lze dany obvod vyuzit k diskusi, jak
velky mé mit tento rezistor odpor. Na svitivé diodé je napéti cca 2 V az
3V (na Cervené o néco méné nez 2 V, na zelené pies 2 V, na modré kolem
3 V). Piipojime-li na$ obvod k ploché baterii o napéti 4,5 V, musi tedy na
rezistoru byt (tece-li proud éervenou LED) asi 2,5 V. Nékdy se v hantyrce
tik4, ze rezistor ,srazi“ napéti ze 4,5 V o 2,5 V, tedy na 2 V. Hodnotu
proudu, ktery mé protékat malymi LED, udavaji vyrobci vétsinou 20 mA.
Odtud R = U/I = 2,5V/0,02 A = 125 Q. Hodnota 120  uvedend ve
schématu znamend, Ze Cervenou LED potece z ,Cerstvé“ ploché baterie
trochu vice nez 20 mA (coZ vydrzi), naopak modrou LED potefe méné,
cca 12 mA, ale i pfi tomto proudu sviti dostatecné.

V nasi jednoduché konstrukeci si tedy pro omezeni proudu vystacime
s jedinym rezistorem a nemusime pouzivat naptiklad slozité€jsi zapojeni
s tranzistorem, Zenerovou diodou a dal$imi rezistory uvedené napi. v [5].
Ovsem pozor! Pokud budeme chtit nasi pomtcku p¥ipojit k baterii 9 V,
musi byt odpor rezistoru vyssi! Laskavy Ctenar si jisté sam spocte, Ze
vyhovi rezistor o odporu 330 €. Nebo, chcete-1i ledku vice Settit, 390 €.
Muzete také k zapojeni na obr. 1 pfidat do série rezistor o odporu 220 2
a budete mit zapojeni pro obé napéjeci napéti (obr. 2).

ZkuSené&jsi ¢tenari si ted nepochybné fikaji, pro¢ zde ,rozpitvavame*
tak jednoduché a samoziejmé véci. OvSem jde nam o to, ze takto krok
za krokem miizeme problematiku pfipojovani LED k baterii diskutovat i
se zaky. Minimalné proto, aby nepfipojovali LED k baterii rovnou, bez
sériového rezistoru! Jisté, nékteré LED to vydrzi, alespon chvili, ale né-
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které se prehfeji a prestanou svitit. A u nékterych, dle nasi zkuSenosti
zejména u miniaturnich typt o praméru 3 mm, mize s pomérné hlasitym
prasknutim odletét kus jejich plastové ¢epicky. Takze pozor i na odi!

Pro podrobnéjsi rozbor mluvi jesté jeden dtivod: Abychom my ani nasi
zéci nebyli ,,otroky hodnot“, které vidime nékde ve schématu. Jisté, stacilo
by autoritativné konstatovat ,pro baterii 4,5 V pouzijte odpor 120 2, pro
9 V baterii 330 Q“. Ale fyzika neni o bezmyslenkovitém pfebirani hodnot
uvedenych ve schématu. A navic, co kdyZ naSe baterie bude mit 6 V nebo
12 V? Na jaké trovni a s jakymi zadky hodnotu odporu blize diskutovat
samoziejmé zavisi na fadé konkrétnich okolnosti, ale minimélné my sami
bychom méli mit v dané problematice jasno.

220 t\ '

120

Obr. 2 Pomiicka z obr. 1 doplnénd o dalsi rezistor pro napajeni napétim 9 V

K uvedenému odvozovani hodnoty odporu je mozna vhodné zdiraznit
jesté jednu véc: Ohmuv zakon zde pouzivime pro napéti a proud na re-
zistoru, nikoli pro LED! Pro svitivou diodu Ohmuv zakon neplati, ta je
prvkem vyrazné nelinearnim. (Opét trochu slangové mtzeme Fici, Ze LED
se ,snazi drzet“ na sobé témér konstantni napéti v pomérné Sirokém roz-
mez{ hodnot proudu.)

K ¢emu lze pomicku vyuzit

Prvni pomucku tedy méame hotovou. K ¢emu a jak ji vyuzijeme? Moz-
nosti je fada, naptiklad:

e Indikétor polarity napéti a rozliseni stejnosmérného a stiidavého na-
péti.

e Demonstrace, Ze st¥idavé napéti opravdu stfida polaritu.
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e Indikdtor proudu (véetné sméru proudu a rozliSeni stejnosmérného
a stfidavého proudu, podle jasu LED mutizeme alespon kvalitativné
usuzovat i na velikost proudu).

e Demonstrace nabijeni a vybijeni kondenzatort.
e Demonstrace napéti indukovaného v civce.

Samoziejmé, nase pomiicka ma fadu omezeni. Nemuze indikovat napéti
nizsi nez asi 1,7 V, proud zvlada jen do zminénych 20 mA, pti demonstraci
nabijeni a vybijeni kondenzatoru je potfeba mit kondenzator o kapacité
minimalné mikrofaradi ¢ desitek uF (jinak je bliknuti diody téméf nepo-
stfehnutelné) apod. Presto jde o pomticku uziteénou.

Jedna z vySe zminénych moznosti mozna neni na prvni pohled srozu-
mitelna. Jak pomoci nasi dvojice LED demonstrovat, ze stiidavé napéti
opravdu st¥idé polaritu? Kdyz pomicku pfipojime ke stfidavému napéti
dejme tomu 4 az 5 V o frekvenci 50 Hz (ziskanému transformaci ze sité),
sviti obé LED. Kdyz pomitckou, pfipojenou pomoci delsich vodic¢a, rychle
pohybujeme sem a tam, vidime diky setrvacnosti oka stfidavé prouzky
jedné a druhé barvy (obr. 3).

Obr. 3 Demonstrace, ze ve stfidavém napéti se polarita opravdu st¥ida

V tomto pokusu lze s pfipadnymi zajemci jit i trochu ,,do hloubky*, do
vétsich podrobnosti. Napriklad je-li st¥idavé napéti jen 3 V nebo o néco
nizsi, vidime mezi prouzky barev mezeru, pfi napéti dejme tomu 5 V a
vysSim (zde se hodi pomtcka z obr. 2, abychom nepfetizili diody) mezera
prakticky zmizi. Pro¢ tomu tak je, mtize byt drobnou problémovou tlohou.

Jednoducha zkousecka

Doplnime-li nase zapojeni baterii, ziskdme velice jednoduchou, ale uzi-
tecnou zkousecku. Ve verzi s plochou baterii si ji ucitelé vyrabéli jiz na
dilné [18]; verzi s malou 9 V baterii ukazuje obr. 4.
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Mezi svorkami A a C funguje zkouSecka stejné jako vySe uvedend za-
pojeni, takze muze slouzit tfeba jako zkousecka polarity baterii o napéti
3V az 9 V. Mezi svorkami A a B ji mizeme vyuZit na:

e zkouSeni vodivého spojeni (az do odporu desitek kiloohmt),
e zkouseni LED,

e zjistovani polarity diod a prechodil tranzistort.
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Obr. 4 Jednoduchéa zkousecka

Graetzuv usmértiovaé¢ s LED

Inspiraci k nasledujici pomiticce byl pred lety prispévek vidény na kon-
ferenci Veletrh ndpadt ucitelt fyziky. Ve sborniku [19] je vSak popsén
bohuzel az prili§ stru¢né, zde proto jednoduchou konstrukei této pomicky
a jeji vyuziti okomentujeme podrobnéji. Jedné se o Graetziv usmérnovac,

v némz jsou na misté diod pouZity ¢ervené a zelené (nebo ¢ervené a modré)
LED (obr. 5).

ol

Obr. 5 Graetzuv usmérnovac¢ s LED
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KdyZ pfipojime vstup usmériiovade ke stiidavému napéti (vhodné je
5V az 7 V), ob¢as nékoho piekvapi, ze LED nesviti. To je ovSem samo-
ziejmé. Neni-li k vystupu usmérniovace pripojena zadné zatéz, diodami
neprochédzi proud. Sta¢i k vystupu pfipojit t¥eba rezistor (napf. 390 Q)
nebo nasi pomticku z obr. 2 a diody obou barev sviti.

Pro demonstraci ¢innosti usmérnovace ovSem potiebujeme ukazat, kudy
proud tece pfi jedné a druhé polarité vstupniho stfidavého napéti. Pro
tento Ucel se osvédcilo slozit z vySe uvedenych pomiicek obvod na obr. 6. Ke
Graetzovu usmérniovadi jsou k nému na vstup a vystup piipojeny pomucky
se dvéma paralelnimi LED a na vstup prepinacem pfipojujeme baterie
s opacnou polaritou. Nazorné je vidét, Ze polarita napéti na vstupu se
stfida, zatimco na vystupu sviti stdle LED jedné barvy, tj. napéti je tam
opravdu usmérnéné.
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Obr. 6 Propojeni pomicek pro demonstraci ¢innosti Graetzova usmérnovace

Technické pozndamky:

Je tfeba pouzit baterie o napéti 9 V. Napéti 4,5 V je prilis malé, protoze
proud prochdzi tfemi LED v sérii a zejména na zelenych (¢i modrych)
LED toto napéti nestaci k jejich ,otevieni“. Na vstupu bychom mohli
usetfit jednu baterii, pokud bychom polaritu ménili dvojitym pfepinacem —
zapojeni se dvéma bateriemi a jednoduchym prepinacem je ale pro zaky
nazornéjsi. (Navic, nemame-li pfepinaé, sta¢i se prosté koncem p¥ivodniho
vodice stiidavé dotykat kontaktu jedné a druhé baterie.) Pfepinacem lze
scvakat® 1 v dosti rychlém rytmu (nékolikrat za sekundu) a navodit tak
dojem skutecného stfidavého napéti. Ve skutecnosti o stfidavé napéti jde,
ovSem nikoli s harmonickym ale s obdélnikovym pribéhem.
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Zaciname s tranzistorem, aneb ,nikdo nejsme nekone¢né od-
porny*

Zapojeni s jednim tranzistorem zesilujicim proud je samoziejmé po-
psano v fadé prameni (je i v ¢lanku [1]). Obr. 7 ukazuje konstrukci na
prkénku s hiebicky. Pfipojime-li baterii, LED nesviti. Spojime-li svorky
A a + (ve schématu vyznaceno éarkovanou éarou), LED se rozsviti. Tran-
zistor tedy funguje jako spinac.

Se zaky pak mizeme diskutovat, jak velky, ¢i spise jak maly je proud do
baze B (tj. v nasem pfipadé do svorky A), kterym fidime proud kolekto-
rem C (tedy proud svitivou diodou, ten je asi 20 mA). Z Ohmova zdkona
muzeme spocitat, ze proud rezistorem 100 k{2 je asi 40 uA, tedy zhruba
500krat mensi, nez proud kolektorem. Presvédc¢ivejsi nez teoreticka tvaha
(zejména pro zéky ZS) bude spojit svorky A a + nikoli pifmo vodicem,
ale pres pomicku z obr. 1. Maly proud 40 uA svitivou diodu v dané po-
micce prakticky nerozsviti. (Jen ve tmé nebo pfi velkém zastinéni je vidét
slaby svit.) I bez méficich ptistroji je tedy vidét, ze velmi malym proudem
fidime vétsi proud.

Technické poznamky:

V uvedeném zapojeni jsme pouzivali tranzistor BC547C. Pismeno C na
konci typového oznaceni znamend, Zze mé velké proudové zesileni, praveé
zhruba 500 (podle idaji vyrobcee v rozmezi 420 az 800). Jde o soucdstku
v doslova korunové hodnot€; soucasna cena dohledana na webu jednoho
z prodejct soucastek je 1,50 Ké. Uspofadani vyvodi tohoto tranzistoru
najdete v [14] nebo samoziejmé v materidlech vyrobcti.
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Obr. 7 Obvod demonstrujici, ze tranzistor zesiluje proud
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Vodivé spojit svorky A a + muzeme téz vlastnimi prsty resp. pres vlastni
télo. (Na jednu svorku pfilozime prst, kablikem pfipojenym k druhé svorce
se dotkneme tfeba nosu...) I v tomto p¥ipadé LED v kolektoru sviti, byt
vétsinou ne naplno. Dokladé to, Ze nami prochéazi slaby elektricky proud,
aneb (slovy prvniho z autoril), Ze ,nikdo nejsme nekoneéné odporny*.
Podobné mtzeme zkoumat vodivost dalsich materiald.

Pokud by nékdo mél hodné suché ruce a svit LED byl velmi slaby,
mizeme proud zesilit druhym tranzistorem. Toto ,vylepSené zapojeni®“ se
navic ukazalo uzitecné i p¥i pokusech z elektrostatiky. Zaslouzi si podrob-
néjsi popis, ktery by ovsem tento Clanek jiz prilis protahl; budeme mu
proto vénovat samostatny prispévek.

ZkuSenosti s vyuZitim t&chto zapojeni na ZS"

Na nasi skole maji zaci vyhodu zachovani dilenské vyuky, proto se mo-
hou s polovodic¢ovymi soucastkami seznamit vice, nez umoznuje pouze do-
tace hodin fyziky. Prvotné se seznamuji s vlastnostmi diod a tranzistortu
v 6. ro¢nicich, kdy pracuji s elektronickymi stavebnicemi Otty Jandy (74~
kovské souprava z 80. let, viz stru¢énd informace v [20]) nebo s jednotlivymi
dily zakovské soupravy pro vyucovani elektfiné na ZS z 60. let a sleduji
pouze efekty — zérovka p¥i zapojeni s diodou sviti/nesviti, LED dioda
v propustném/zavérném sméru sviti/nesviti. Zkouseji i zdkladni vyuziti
tranzistoru jako zesilovace ¢i v zapojeni jako stmivac.

Obr. 8 Zapojeni vyuzivajici stavebnice O. Jandy

BliZe se s funkcemi zakladnich polovodi¢ovych soucastek — diod a tran-
zistord — seznamuji chlapci v hodinach pracovnich ¢innosti v 8. roéniku.

1 Jde o konkrétni zkuSenosti spoluautorky ¢lanku z vyuky na ZS; text této &asti je
proto psan v prvni osobé.
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V ramci hodin pracovnich ¢innosti se hosi uc¢i i zakladim pajeni. Mo-
tivovand naméty ze seminaii Heuréky, rozhodla jsem se rozsifit zakladni
vybavu stavebnic o dalsi moduly, které si zaci sami vyrabi. Zpoc¢atku opra-
vovali poskozené moduly s LED diodami ze stavebnic, pozdéji vyrabéli
nové, aby byl dostatek pomiicek na experimenty (obr. 9). Na Heuréce a
dalsich seminafich mne zaujalo protismérné zapojeni LED diod pro jeho
nazornost. Tyto moduly nadchly dle ocekévani i samotné zaky.

Obr. 9 Pomiicky vyrobené ziky 8. ro¢niku

Zatim nejnaroc¢néjsi zapojeni, které déti vyrabély samy, byl Graetztuv
mustek (obr. 10). Vyroba modult s LED diodami je pro zéky velmi atrak-
tivni a radi s nimi pracuji i ve vyuce fyziky. Barevné rozliSeni pomoci LED
diod napomahd zakam k lepSimu pochopeni sméru prochéazejiciho proudu.

Obr. 10 Graetziv mustek vyrobeny zaky
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Na zakladé predchozich zkuSenosti neni jiz pro chlapce v 9. roéniku
ucivo o polovodicich takovou neznamou. Pokusy jsou jim blizsi, nékdy si i
vzpomenou, ze je jiz délali. Snazim se proto do vyuky zafadit i praktickou
praci tymu sloZzenych z divek a chlapci. Ti ochotnéji divkdm v pfipadé
potfeby pomohou se zapojovanim a radi se pochlubi, ze dané soucastky
sami pfedchozi rok vyrabéli ¢i opravovali.

Vzajemna konzultace s kolegy a samotna aktivni tcast v projektu OP
VVV mi pfinesla mnoho dalsich nadpadi pro vyuziti polovodi¢a ve vy-
uce, jako je pomitcka pro urcovani elektrostatického naboje, naméty na
vétsi vyuziti prace s fotodiodami a fotorezistory. Rada bych s zaky zkusila
vytvorit i moduly s tranzistory, protoze obvody s nimi ze stavebnic jsou
pro né rovnéz atraktivni — spina¢ hladiny, stmiva¢ apod. Jako zajimavou
laboratorni praci povazuji napad vytvoreni stupnice u termistoru.

Mém zkusSenost, ze pochopeni vnitini struktury a ¢innosti polovodico-
se domnivam, Ze zejména na zikladni skole bychom meéli déti zejména
zaujmout efekty polovodic¢ovych soudastek. A to i za cenu, Ze si podrob-
néjsi informace z ¢asovych duvodu v pripadé zajmu vyhledaji sami, ¢i se
dozvédi v krouzcich nebo na vysSim stupni skoly. Jiz samotné podniceni
zajmu o toto ufivo neobvyklymi funkcemi polovodicovych soucastek ma
dle mého nazoru vyznamnou ulohu pro dalsi badani a touhu po poznani
zaka. Moznost vytvorit si néjakou konstrukci nebo pomtcku je pfijemnym
zapojeni. Napiiklad na festivalu , Remesla zivé“, ktery pofdda Novomést-
ské radnice, si néktefi moji zaci vyrobili za pomoci stiedoskolakt blikac,
coZ uz je pomeérné€ narocné zapojeni.

Podékovani

Vznik tohoto piispévku byl podpofen projektem OPVVV CZ.02.3.68/
0.0/0.0/16-011/0000664 ,Zvyseni kvality vzdélavani zak, rozvoje klico-
vych kompetenci, oblasti vzdélavani a gramotnosti®.
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INFORMATIKA

Aritmeticky prameér posloupnosti
(Ulohy z MO kategorie P, 37. ¢ést)

PAVEL TOPFER
MFF UK, Praha

V nasem dlouhodobém seridlu o zajimavych tlohdch z Matematické
olympiddy kategorie P (programovéni) jsme se jiz vicekrat vénovali riznym
tloham o ¢iselnych posloupnostech. Tentokrat téma posloupnosti oboha-
time o jednu tlohu z krajského kola 63. ro¢niku MO (8kolni rok 2013/14),
ktera velmi nazorné ukazuje, jak uzite¢né pti feSeni tloh mtize byt pouziti
rtznych jednoduchych programéatorskych postupt, jako jsou vhodny pred-
vypocet, prefixové soucty posloupnosti nebo tifeba Sikovné sefazeni dat.
Zacneme jako obvykle presnym zadanim tlohy.

¥ ok % ok k %k ok ¥ k% k % ok

Dostanete ¢islo k a posloupnost n ¢isel. Napiste program, ktery v zadané
posloupnosti ¢isel urci nejdelsi souvislou podposloupnost, jejiz aritmeticky
prameér je presné roven hodnoté k.

Popis vstupu:

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé ¢isla n, k. Na druhém fadku je n klad-
nych celych cisel: prvky posloupnosti. Mizete predpokladat, ze vstupni
posloupnost ¢isel vzdy obsahuje alespon jednu souvislou podposloupnost
s primérem prvkd presné rovnym k. Muzete také predpokladat, Ze se sou-
¢et vSech prvkt posloupnosti vejde do bézné celociselné proménné.

Popis vijstupu:
Program vypise dvé cela ¢isla — pozici zac¢atku a pozici konce nejdelsi
souvislé podposloupnosti s aritmetickym priameérem k. Pozice ¢isel v po-
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sloupnosti ¢islujeme od 1 do n. Pokud existuje vice rtznych vhodnych
podposloupnosti téze maximalni délky, program vypiSe jednu libovolnou
z nich.

Hodnoceni:

Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které zvladne efektivné vytesit libo-
volny vstup délky n < 200 000.

A7 6 bodu dostanete za feseni, které efektivné vytesi kazdy vstup délky
n < 5000.

Za jakékoliv funké¢ni FeSeni bez ohledu na jeho efektivitu mizete ziskat
az 4 body.

Priklady:

vstup 7 4
1138152

vystup 47

Existuji t¥1 podposloupnosti s primérem rovnym pfesné 4, a to (1,3, 8),
(3,8,1) a (8,1,5,2). Tfeti z nich je nejdelsi, takze vypiSeme pozici jejiho
zacatku a konce.

vstup 45
2351
vystup 33

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ukazeme si nékolik zptisobu feSeni, které se budou lisit svou ¢asovou
slozitosti. Nejsnadnéj$im FeSenim, které napadne asi kazdého, je vyzkou-
Set postupné kazdy souvisly tsek posloupnosti a spocitat jeho aritmeticky
pramér. Ze vSech tsekd s primérem rovnym pfesné k si pribézné pama-
tujeme pozici toho dosud nejdelsiho. V programu pouzijeme dva cykly
urcujici zacatek a konec useku, ve tfetim vnoreném cyklu budeme pocitat
soucet prvki v aktualnim tseku. Spocitany soucet prvka v tseku vzdy
vydélime jejich poétem a vysledek porovname s hodnotou k. Casova slozi-
tost tohoto feseni je O(n?), nebot uvazujeme O(n?) riznych tseki a kazdy
z nich prochazime v ¢ase O(n).
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program Prumerl;

var n, k: integer;
a: array[1..200000] of integer;
zac, kon, soucet: integer; {zkoumany usek}
zacv, konv: integer; {vysledny usek}
i: integer;

begin

read(n, k);

for i:=1 to n do read(a[i]);
zacv:=1; konv:=0;

for zac:= 1 to n do
for kon:=zac to n do
begin

soucet :=0;
for i:=zac to kon do
soucet:=soucet + a[i];

if (soucet = (kon—zac+1)*k) and (konv—zacv < kon—zac) then
begin zacv:=zac; konv:=kon end
end;
writeln (zacv, konv)

end.

Program neni moc zajimavy, ale v§imnéte si, ze jsme v ném pouzili jeden
sikovny technicky trik. Chtéli jsme se vyhnout operaci déleni, kterd se pro-
vadi v pomalejsi redlné aritmetice a navic maze byt nepfesna. Oznac¢ime-li
soucet prvkil ve zkoumaném tiseku soucet a jejich pocet p, pak misto tes-
tovani, zda soucet/p = k v programu radéji testujeme, zda soucet = p k.
Vysledek je matematicky ekvivalentni, vypocet se ale provede v celodi-
selné aritmetice, tedy rychleji a zarucené presné. Podobny obrat miizete
vyuzivat i v jinych vasich programech.

Za vyse uvedené feSeni s asymptotickou ¢asovou slozitosti O(n?) mohli
soutézici ziskat nejvyse 4 body z celkovych 10 moznych. Zkusime proto
vypocet programu zrychlit. Casto pomtize zamyslet se, zda se nékteré ope-
race neprovadéji pii vypoctu zbytecné vicekrat. V pravé popsaném rfeseni
spoCiva neefektivita vypoctu zejména v tom, Ze souet prvka v kazdém
zkoumaném tUseku pocitame zvlast, takze opakované séitame stejnd cisla.
Namisto toho miizeme soucet prvki ve zkoumaném tiseku pocitat priubézné
pri kazdém zvySeni proménné kon. ZvySenim proménné kon o 1 se pred-
chozi zkoumany tsek prodlouzi o jeden prvek posloupnosti, takze soucet
nového tseku ziskdme pfi¢tenim tohoto prvku alkon] k souctu predchoziho
tseku. Dostéavdme tak feSeni, které opét projde viech O(n?) souvislych
tsekt zadané posloupnosti, ale kazdy z nich zpracuje v konstantnim case.
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Casova slozitost feseni se tak snizi na O(n?), coz v soutézi stacilo na zisk
az 6 bodu.

program Prumer2;

var n, k: integer;
a: array[1..200000] of integer;
zac, kon, soucet: integer; {zkoumany tusek}
zacv, konv: integer; {vysledny usek}
i: integer;

begin
read(n, k);
for i:=1 to n do read(a[i]);
zacv:=1; konv:=0;
for zac:= 1 to n do
begin
soucet:=0;
for kon:=zac to n do

begin
soucet:=soucet + alkon];
if (soucet = (kon—zac+1)*k) and (konv—zacv < kon—zac) then
begin zacv:=zac; konv:=kon end
end
end;
writeln (zacv, konv)

end.

Resenim s kvadratickou asymptotickou ¢asovou sloZitosti nage tsili jesté
nekonci. Pro dalsi zrychleni vypoctu ale budeme potfebovat pretransfor-
movat nas problém do trochu jednodussi podoby. Je totiz obtizné ve zkou-
manych tsecich posloupnosti sledovat a porovnavat zaroven dva parame-
try, na nichz zavisi aritmeticky primér — totiz délku tseku a soucet jeho
prvki. Hodilo by se nam sledovat jenom jeden parametr.

Ma-li mit vysledny usek puvodni posloupnosti aritmeticky prameér k,
nabizi se moznost upravit posloupnost tak, ze snizime hodnotu vsech jejich
prvka praveé o k. Stejny tsek v takto upravené posloupnosti pak bude mit
aritmeticky primeér 0. Plati to samoziejmé i naopak: isek s primérem 0
v upravené posloupnosti mé v ptivodni posloupnosti aritmeticky primeér k.
Je tomu tak proto, ze kdyz od kazdého prvku posloupnosti odecteme £,
snizime tim aritmeticky prameér libovolného tseku pfesné o k.

Nyni provedeme v nasi ivaze druhy krok. Jakykoliv tisek posloupnosti
ma aritmeticky prameér rovny 0 pravé tehdy, kdyz mé soucet 0. Pti hledani
tsekl s nulovym souctem pritom uz nemusime hledét na jejich délku. Nas
ptvodni problém jsme tedy pievedli na jinou, jednodussi tlohu: v upra-
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vené posloupnosti nalézt nejdelsi souvisly usek se souc¢tem 0. Pozice tohoto
useku pak primo urcuje pozici nejdelsiho souvislého tseku s aritmetickym
primérem k v ptvodni posloupnosti. Zadanou posloupnost ¢isel si tedy
nejprve upravime tak, ze od kazdého prvku odecteme k. To je jednoduchy
predvgpocet s linedrni ¢asovou slozitosti O(n). Od této chvile budeme slo-
vem ,,posloupnost® oznacovat tuto novou posloupnost, ve které hledame
tseky se souctem 0.

Kdybychom posloupnost jednoduse prochazeli a pocitali v ni soucty
vSech moznych souvislych tiseki, dostali bychom se opét k feSeni s caso-
vou slozitosti O(n?®) nebo s trochou sikovnosti O(n?). Useky ale mtizeme
sCitat 1 jinym zpusobem, vyuzZijeme tzv. prefixové soucty. To je dalsi z tech-
nickych obratt, ktery se pfi praci s ¢iselnymi posloupnostmi ¢asto vyuziva.
Vytvofime si pomocné pole P[0..n] a naplnime ho takovymi hodnotami,
aby hodnota P[i] byla rovna sou¢tu prvnich ¢ prvkii nasi posloupnosti. Prv-
kim takového pole P fikame prefixové soucty dané posloupnosti. Hodnoty
pole P snadno spoéitdme jednim priichodem v ¢ase O(n). Polozime P[0]=0,
nebot Gsek nulové délky ma i nulovy soucet. Kazdé dalsi P[] uré¢ime jako
soucet jiz zndmé hodnoty P[i — 1] a i-tého prvku posloupnosti. Kdyz po-
tom potfebujeme zjistit soucet vSech c¢isel v souvislém tiseku posloupnosti
od porzice zac do pozice kon (v&etné prvka z obou téchto krajnich pozic),
spo¢itdme ho v konstantnim ¢ase jako rozdil P[kon] — P[zac — 1].

Vratme se nyni k nasi tloze. Uz vime, Zze pomoci dalstho predvypo-
¢tu s linearni casovou slozitosti ziskdme pole P prefixovych souc¢ti nasi
posloupnosti. V posloupnosti hleddme souvislé tseky s nulovym souctem,
tzn. Gseky, pro které plati P[kon]—P[zac—1] = 0 neboli P[kon| = P[zac—1].
Jinymi slovy fe¢eno, zajimaji nas dvojice stejnych hodnot v poli P. Chceme
ur¢it v poli P takovou dvojici stejnych c¢isel, aby tato c¢isla byla od sebe
co nejvice vzdalena. Tim bude urcen nejdelsi tsek posloupnosti s nulovym
souctem.

Nejjednodussi cestou TeSeni je vyuzit obyc¢ejné tridéni. To je v progra-
movani opét jedna z ¢asto uzivanych metod — pfi praci s daty se mnohdy
vyplati sefadit si je jinak. Misto pole s hodnotami prefixovych soucta P[0],
P[1], P[2], ..., P[n] vytvofime pole uspofadanych dvojic (P[0],0), (P[1],1),
(P[2],2), ..., (P[n],n). S kazdym prefixovym souctem si tedy ulozime na-
vic informaci, o kolikaty prefixovy soucet se jedna. Toto pole nyni vze-
stupné uspotfddame primérné podle prvni soutadnice, tedy podle odpovi-
dajiciho prefixového souctu, a sekundarné podle indexu, ktery mu odpo-
vida. V takto uspordadaném poli budou vSechny indexy, kterym odpovida
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stejna hodnota prefixového souctu, tvorit vzdy souvisly rostouci tsek. Nej-
vzdalenéjsi dvojici indext, kterym odpovida stejny prefixovy soucet, pak
dokazeme snadno urc¢it pfi jednom prichodu polem, tzn. s linedrnim ca-
sovou slozitosti O(n).

Celé feseni zadané ulohy se tedy sklada ze ¢tyf postupné provadénych
fazi:

— uprava zadané posloupnosti snizenim vsech prvku o k,

vypocet prefixovych souétt P[i] takto upravené posloupnosti,
— sefazeni pole dvojic (P[é], i) vySe popsanym zptsobem,
— nalezeni vysledku priichodem sefazeného pole.

Prvni, druhd a ¢tvrtd faze vypocétu maji asymptotickou ¢asovou sloZitost
O(n). Casové nejnaro¢néjsi je setifdéni pole ve tieti fazi, které provedeme
nékterym ze standardnich t¥idicich algoritmt v ¢ase O(nlogn). Vysledna
¢asova slozitost Feseni tlohy je proto O(nlogn). Za FeSeni s touto slozitosti

v~ s

obdrzeli soutézici plny pocet bodu.

program Prumer3;
var n, k: integer;
a: array[0..200000] of

record p: integer; {prefixovy soucet}
x: integer; {index}
end;
zac, kon: integer; {zkoumany usek}
zacv, konv: integer; {vysledny usek}

c, i: integer;

begin
{Nac¢teme posloupnost, zaroved hned sniZujeme hodnoty o "k"
a poéitame prefixové soulty posloupnosti:}

read (n, k);

a[0].p:=0; a[0].x:=0; {dsek nulové délkyl

for i:=1 to n do
begin
read(c); {i-ty prvek posloupnostil
ali].p:=a[i—-1].p + ¢ — k; {i-ty prefixovy souclet}
ali].x:=1i {jeho index je "i"}
end;

{Sefazeni pole "a" vzestupné,

primarné podle "p" a sekundarné podle "x":}

Sort(a);

{Uréeni vysledku:}
zacv:=1; konv:=0;
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zac:=0; kon:=0;
while kon < n do
begin
while (kon < n) and (a[kon+1].p = al[kon].p) do kon:=kon-+1;
if alkon].x—a[zac].x > konv—zacv then
begin zacv:=a[zac|.x; konv:=alkon].x end;
zac:=kon+1; kon:=kon+1
end;
writeln (zacv+1, konv)
end.

V programu jsme pouzili drobny technicky trik na tisporu pameéti. Vsim-
néte si, ze po spocitani prefixovych souctd upravené vstupni posloupnosti
uz nikdy nebudeme potiebovat ptvodni posloupnost ¢isel. Nemusime si ji
proto ani ukladat. Postupné nacitané prvky posloupnosti ihned snizujeme
0 k, prabézné z nich rovnou pocitame prefixové soucty a az tyto hodnoty
prefixovych soucti si ukladame do pole. Navic si do tohoto pole ukladame
hned dvojice typu (P[i], ), které budeme nésledné t¥idit. V programu tak
vystac¢ime jen s jedinym polem velikosti n.

Ve vyse uvedené programové ukazce jsme pro jednoduchost a pro zkra-
ceni zapisu vynechali deklaraci t¥idici procedury Sort. Zde by se pouzil
néktery standardni tfidici algoritmus s asymptotickou ¢asovou slozitosti
O(nlogn), napiiklad tfidéni haldou nebo t¥idéni slévanim.

Na zavér poznamenejme, ze nalézt v poli P dvojici stejnych hodnot
s maximalni vzajemnou vzdalenosti mizeme i jinymi zptsoby. Pokud znate
nékteré pokrocilejsi datové struktury, jako jsou tfeba vyvazované binarni
vyhledavaci stromy, mizete je zde vyhodné vyuzit. Pole prefixovych souctt
P budeme postupné prochazet a do binarniho vyhledavaciho stromu si bu-
deme uklddat vSechny navzajem ruzné hodnoty dosaZenych prefixovych
soucti. Ke kazdé z nich si zaroven ulozime index jejitho prvniho vyskytu.
Kdyz tedy v i-tém kroku zpracovidvame hodnotu P[i], zkusime ji nejprve
vyhledat ve stromé. Pokud tam je$té neni, pfidame do stromu dvojici
udaji (P[i], ). Pokud tam uz je, pak rozdil u ni ulozeného indexu a aktu-
alniho indexu urcuje délku dalsiho nalezeného tiseku s nulovym souctem.
Pribézné si zaznamendvame maximum z takto nalezenych délek, jemu
prislusné indexy budou vysledkem feseni tlohy.

Casova slozitost této varianty feseni je rovnéz O(nlogn). Vypocet se
provadi v n krocich a vyhledani resp. pfidani kazdé hodnoty ve vyvazeném
bindrnim vyhledévacim stromu s n uzly ma ¢asovou slozitost O(logn).
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Podpora informatického mysleni
s vyuzitim Lego roboti

FILIP FRANK - JAN FRANK
Fakulta pedagogicka ZCU v Plzni

Informatické mysleni a digitalni gramotnost jsou pojmy, které jsou v sou-
¢asné dobé velmi skloniované odbornou i laickou verejnosti. Ucitelé na za-
kladnich a stfednich skolach by méli tyto kompetence u zaku rozvijet, a to
nejen v ramci hodin informatiky, ¢asto ovsem chybi naméty, kterymi by
se mohli vyucujici ¥idit & inspirovat. Clanek je proto vénovan metodice,
kterd vznikla v ramci diplomové prace na Katedfe vypocetni a didaktické
techniky Fakulty pedagogické ZCU v Plzni a miize byt jistou inspiraci pro
zékladoskolské a stfedoskolské ucitele (nejen) informatiky. Testovani pro-
béhlo v rdmci dvou projektovych dni na Gymnéziu v Asi a diky vzniklé
pfipadové studii bylo mozné metodiku zpétné analyzovat. Obecnym za-
meérem pii tvorbé uvedené metodiky byla podpora informatického mysleni
prostfednictvim FesSeni zadaného problému spjatého se stavbou a progra-
movanim vlastniho Lego robota. Pfi zminéném programovani jsou vyu-
zivany bloky kédu, muzeme tedy hovotit o objektové orientovaném pro-
gramovéani, coZ je v souladu s podminkami informatického mysleni, jak je
definuji Wang [1] ¢i Wingova [2].

Konkrétni cile a postupy vedouci k jejich naplnéni

Stanovené cile predstavuji dil¢i kroky vedouci ke schopnosti zakt praco-
vat s Lego roboty a plnit zadané tkoly. Je zfejmé, Ze se zaci nejprve musi
seznamit s obecnymi moznostmi stavebnice a s programovacim prostfedim
Lego robota, je tfeba zaktum ukazat, jakym zptsobem mohou jednotlivé
stavebni bloky propojovat, odstraiiovat nebo nastavovat. Zaci musi také
pochopit zakladni konstrukce programovani, jako naptiklad cykly, pod-
minky nebo piepinace. Konkrétni cile tedy mohou byt formulovany nasle-
dovné:

1. Zak vysvétli a pouziva zékladni konstrukce programovani, jako nap¥i-
klad cykly, podminky nebo piepinace.
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2. Zak pouziva asti stavebnice a propojuje jednotlivé dily tak, aby dosahl
svého cile.

3. Zak pouziva programovaci prostfedi Lego robotii k vyfeseni zadaného
tkolu, ale i k dosazeni vlastnich cild s nimi.

4. Z&k naprogramuje Lego robota v programovacim prostiedi zptisobem,
aby robot plnil pozadovanou funkci.

1. Zakladni konstrukce a prvky programovactho jazyka

Zakladnimi konstrukcemi a prvky programovani rozumime cykly, pod-
minky, konstanty a proménné. V dobé realizace testovani na Gymndziu
v ASi nebyli Zaci sezndmeni s Zddnym zpiisobem programovani a bylo ne-
zbytné zacit od tplnych zakladt. Tento stav 1ze ocekavat i na fadé dalsich
skol a je tedy mozné vyuzit popsaného pristupu.

Zakladni pojmy lze zaktim objasnit vykladem, ktery prokladame krat-
kou diskusi. Ziskané poznatky musi zaci okamzité aplikovat pii feseni jed-
noduchych teoretickych problémi ve skupiniach. Hlavnim zamérem ovsem
je rozvijet informatické mysleni s vyuzitim Lego roboti. Netrvame proto
na striktnim uzivani vyvojového diagramu a spravném znaceni, postacujici
je popis béznym jazykem.

Jednim z jednoduchych kol pro zdky muze byt popis cesty do skoly
zvoleného zastupce skupiny pomoci zédkladnich ,piikazi“ ve spojeni s pod-
minkami. To znamen4, Ze pokud zak pfijde k silnici, nesta¢i napsat ,,Roz-
hlédnu se!“, je potfeba rozhlédnuti bud d¥ive definovat, abychom jej mohli
pouzivat jako funkci, nebo pokazdé vypisovat, co je rozhlédnuti a za jakych
podminek zak ptfejde. Skupiny po dokonceni ukolu postupné pfed t¥idou
prezentuji svij postup cesty do Skoly. Ostatni zaci reaguji na pripadné
chyby a pokousi se je opravit. Vyucujici poukazuje na chyby, kterych si
nevsimli ostatni zaci, pfipadné odivodnuje, pro¢ se o chybu nejedena.

Mohlo by se zdat, Zze v tomto bodé metodiky nedochazi k podpore in-
formatického mysleni, nicméné Zaci jsou ve skupinach nuceni rozebrat pro-
blém cesty do skoly na dil¢i podproblémy a nahliZet na problém z nékolika
stran. Nejenze musi ocekdvat prijizdéjici auto pfi prechéazeni, ale uz sa-
motné volba cesty muize byt nezvyklym tihlem pohledu na véc. Zaci se
navic musi dopfedu rozhodnout, ktera cesta bude pro jejich popis nejvy-
hodnéjsi. V neposledni fadé je rozvijena schopnost komunikace nebo feseni
problému v daném case.

Pokud jsou Zaci schopni vyfesit zadany problém, muZzeme povazovat cil
»Zak vysvétli a pouziva zakladni konstrukce programovani, jako napiiklad
cykly, podminky nebo pfepinace.“ za splnény.
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2. PouZivani stavebnice Lego

Ctenaf by mohl namitnout, 7e tento cil je pii zaméru rozvijet u zaki
informatické mysleni nadbytecny, nicméné nelze predpokladat, ze vSichni
zaci jiz diive prisli do styku s pouzivanou stavebnici Lego, zvlasté pak
na zékladni skole, kde se setkavaji zaci z rtiznych kulturnich a socidlnich
prostiedi. Pfi seznamovani zakt s obecnymi moznostmi stavebnice Lego
se zprvu zaméfime na jednotlivé dily a jejich moznosti vyuziti, nasledné
prejdeme k ¥idici jednotce a rozdéleni jednotliv§ch konektorti. Zaky je
dobré upozornit, ze na ridici jednotce se nachazi konektory urcené pro
motory a konektory urcené pro senzory, které jsou sice na prvni pohled
stejné, ale odlisné je oznaceni — ¢isla a pismena.

Zacindme jednodussimi konstrukcemi, kdy zaci zpravidla pracuji ve sku-
pinéch, coz je mimo jiné dano i finanéni naro¢nosti porizeni stavebnic Lego,
kdy cena zdkladni sady se pohybuje kolem 8 000 K¢ [3]. Lze tedy ocekavat,
Ze pocet stavebnic bude nizsi nez je pocet zakd ve t¥idé, a proto je lepsi jiz
predem pocitat s faktem, Ze Zaci budou pracovat ve dvojicich ¢i trojicich.
Vyssi pocet vsak nedoporucujeme.

Prvni zadavané konstrukce zaktum by meély predstavovat jednuduché
atvary, u kterych je ovSsem nutné pouzit i jiné nez jen zakladni kompo-
nenty stavebnice. Jako ptiklad lze uvést Sestitthelnik, pro ktery jsou sice
ve stavebnici pfipraveny zahnutné dily, nicméné pfi sestavovani utvaru
je nutné uzit i dalsi spojovaci material, pfechodové dily a zaci navic musi
vyresit problém s propojenim dilt lezicich vedle sebe. Je dilezité, aby kon-
strukci dokon¢ily vSechny, i pomalejsi, skupiny nez se prejde k naroénéjsim
tkoldm.

V dalsi fazi pozadujeme od zaku jednoduchou konstrukei spliiujici za-
dané vlastnosti. Kuprikladu je mozné pozadovat konstrukci automobilu se
dvéma motory. Zaktm miize byt zaddn tkol sestavit tiikolku se dvéma
zadnimi, nebo dvéma pfednimi koly (volby pfedniho ¢ zadniho pohonu
je na Zacich). Kazdé z pohanénych kol bude mit vlastni motor, aby bylo
mozné naprogramovat zataceni smykem (tzn. vozidlo je schopné se oto-
¢it na misté na zadkladé opacného sméru rotace pohanénych kol). Misto
tfetiho kola mtze vyucujici zakiim doporucit pouziti rejdovaci kulicky.
V konstrukci musi byt pochopitelné zakomponovana fidici jednotka, de-
signové prvky jsou pak na vlastni kreativité zakt. Diky této aktivité se zaci
nejen detailnéji sezndmi s moznostmi stavebnice, ale zaroven musi vyresit
nékteré konstrukéni problémy, jako napiiklad zptisob pohybu a zataceni
vozidla ¢i prejezd po nerovnostech.
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Pro tento bod metodiky jsou zfejmé nejvyraznéjsimi castmi informa-
tického mysleni schopnost abstrakce, komunikace s ostatnimi a nahled na
feSeny problém z nékolika stran, ktery je mozné ilustrovat na zkoumaéni
moznosti Lega pfi konstruovani. Pokud jsou zaci schopni sestavit pozado-
vanou konstrukei automobilu, mtizeme prohlasit cil , Zak pouziva éasti sta-
vebnice a propojuje jednotlivé dily tak, aby dosahl svého cile.“ za splnény.

3. VyuZiti programovactho prostredi Lego

Zakladni podminkou pro feseni problémt s vyuzitim Lego robott je po-
chopeni programovaciho prostiedi stavebnice Lego. Pozitivem je, ze toto
prostiedi je znac¢né intuitivni a vytvafeni kédu probiha prostfednictvim
bloku s riiznymi funkcemi (ovladdni motoru, ¢idla, tlacitek, prace s pro-
ménnymi, ... ). P¥i plnéni tkolt vyzivaji zaci diive zkonstruovanou vlastni
tfikolku. Vyucujici nejprve demonstruje funkci zakladnich stavebnich ka-
ment, jako napfiklad ovladani motord a sekce s podminkami a cykly, na
svém auticku, pak jiz zaci pracuji v utvorenych skupindch samostatné.
Vyucujici slouzi jako mentor ¢i poradce.

Narocnost zadavanych tkolt by se méla stupnovat — zprvu maji zaci
za ukol naprogramovat vozidlo, aby jelo rovné po dobu zvoleného casu,
pozdéji lze zadani doplnit o zatoCeni a pokracovani v cesté jinym smérem.
Po zvladnuti téchto kol si zaci vymysli vlastni drdhu pohybu, kterou
nasledné prezentuji. Pochopitelné je mozna cela fada modifikaci uvedenych
ukold, nicméné je nutné poznamenat, ze jsme vzdy limitovani senzory,
tkoly v podobé simulace popojizdéni vozidla v koloné bez nabourani nebo
aby v pripadé nabourani zacalo troubit.

Je ziejmé, Ze i tfeti bod metodiky podporuje rozvoj informatického
mysleni. Pi vytvareni programu je potfeba nahlizet na zadany problém
z nékolika stran. Muze se totiz stat, ze ma problém uplné jiné feseni, nez
jaké zaci zkousi, nebo jej lze vyfesit zménou konstrukce modelu misto
programu. Zaroven musi zaci rozlozit slozity problém na jednodussi.

Pokud Zaci predvedou funkéni model tiikolky, ktery se pohybuje zada-
nym zptisobem, miizeme povazovat cil ,Zak pouZivd programovaci pro-
stfedi Lego robotu k vyfeSeni zadaného tkolu, ale i k dosazeni vlastnich
cild s nimi.“ za splnény.

4. Programovant sloZitéjsiho Lego robota

Poslednim cilem a tkolem pro zdky je naprogramovat Lego robota,
ktery bude konstrukci i funkcemi napodobovat redlnou funkci zadaného
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piistroje. Zaci se tedy musi nejprve vypotfadat s konstrukei robota a na-
sledné s programovym vybavenim takovym zptisobem, aby robot splio-
val co nejvérnéji chovani urcitého pristroje. Pokud zaci vymysli vylepseni,
které by bylo vhodné i u redlného piistroje, mohou jej zaradit, ale je nutné
funkénost tohoto vylepseni obhajit pfi zavéreéné demonstraci robota. Za-
dani mohou byt riznd — mixér (af uz tyéovy nebo klasicky), adaptabilni
tempomat, posuvna vrata, kfidlova vrata, davkovac cerealii, alarm s ké-
dem nebo roboticky vysava¢. Uvedend zadéni slouzi predevsim pro ukazku
moznosti a inspiraci, kazdy vyucujici si mize vymyslet sva vlastni. Nyni
podrobnéji rozeberme nyni néktera z nich.

V pripadé zadani mixéru by mél vyucujici pozadovat témér realné bez-
pecnostni prvky. Pokud se zaci rozhodnou pro tycovy mixér, jsou bezpec-
nostni prvky miniméalni. Mixér je bud zapnuty, nebo vypnuty, pfipadné
lze ménit rychlost otacek nebo jej rychle zastavit. U klasického mixéru
mize byt skala pozadovanych prvkil pestiejdi. Zaci mohou mit za tkol
mixér postavit a naprogramovat tak, aby pii otevieném viku nesel spus-
tit. Zaroven bychom opét méli mit moznost zvysovat a snizovat rychlost.
U obou verzi mixéru by mél vyucujici trvat na konstrukci pfevodu s vyuzi-
tim ozubenych kolecek, prostfednictvim kterych se dosahne vyssich otacek,
protoze ve stavebnici doddvané motory nemaji dostateénou rychlost. Zaci
by ovSem méli feSeni naleznout sami a ucitel je pouze navadi poklada-
nim otazek, jako napriklad ,Nebylo by mozné upravou konstrukce zvysit
otacky mixéru?“

V ptipadé adaptabilniho tempomatu by mél vyucujici pozadovat, aby
sestrojené vozidlo nejprve snizovalo rychlost, pfipadné i zastavilo. V oka-
mziku, kdy vozidlo jedouci pfed nim zrychli, mélo by se opét samo rozjet
a zrychlovat az k nastavené maximalni rychlosti.

Ukoly s posuvnymi a kiidlovymi vraty jsou pomérné podobné. Cilem
je vymyslet, jakym zpiisobem se budou vrata otevirat a jak zaridit, aby
vrata zadné projizdéjici vozidlo neskripla. Zaroven by se vrata po prijezdu
méla sama zaviit.

Vzhledem k tomu, Ze posledni bod metodiky vyuziva vSechna predchozi
zjisténi, je zfejmé, ze bude pribézné podporovat vSechny diive uvedené
podminky informatického mysleni.

Cil ,,Zak naprogramuje Lego robota v programovacim prostiedi zptiso-
bem, aby robot plnil poZadovanou funkci.* je povazovan za splnény, pokud
zéci predvedou funkéniho Lego robota, ktery splituje zadana kritéria.
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Hardwarové a softwarové naroky

Kromé stavebnic samotnych je nutné mit k dispozici pocitac¢ s dosta-
¢ujicimi systémovymi pozadavky pro béh programovaciho prostiedi. Pro
pocita¢ s MS Windows jsou tyto pozadavky nasledujici [4]: Windows Vista
(32/64 bith) s nejnovéjsimi aktualizacemi nebo novéjsi verze systému Win-
dows; dual core processor 2.0 GHz nebo vyssi; paméf RAM 2 GB nebo
vétsi; 2 GB mista na disku; displej XGA (1024 x 768); 1 volny USB port.
Volitelnym materidlem pii vytvafeni robotd mohou byt rtizné krabice, pa-
piry, nuzky nebo dalsi stavebnice Lego.

Analyza metodiky a zavér

Cilem uvedené metodiky bylo naucit zaky zakladni prvky programo-
vaciho jazyka ve spojeni s Lego roboty, ¢imz dochéazi k podpore infor-
matického mysleni. Hlavni cil byl rozdélen do nékolika dil¢ich cili, které
v piipadé naplnéni zarucuji, ze je dosazeno i cile hlavniho.

Prvnim z cilti bylo sezndmeni zak1 se zakladnimi prvky a konstrukcemi
programovaciho jazyka, za néz byly oznaceny proménné, konstanta, cyklus
a podminka. S ohledem na schopnost zaki pojmy definovat, uvést priklad
a nasledné vyuzivat prvky a konstrukce pfi programovani Lego roboti,
povazujeme cil za splnény.

Druhym cilem bylo sezndmeni zakt se stavebnici Lego a vytvareni kon-
strukce dle zadani. Tuto ¢ast povazujeme za problematickou a je potieba
na ni klast vétsi daraz. Pfi testovani méli zaci problém sestavit i jedno-
duchou konstrukei a neuméli pouzivat jiné nez rovné dily. Navrhovanym
feSenim je vytvoreni sady prikladd konstrukei, které by zaci méli sestavit.
Zaroven je vSak mozné, ze kdyby zaci pracovali se stavebnici pravidelné a
po delsi dobu, byla by situace lepsi. I pfes prvotni potiZe se sestavenim kon-
strukce vSak zaci byli schopni druhy den sestavit vlastniho robota, a proto
i tento dil¢i cil mizeme povazovat za splnény.

Tretim diléim cilem bylo naprogramovani jednoduchého robota. Byl
zvolen automobil, kterému byly zvySovany naroky na jeho program. Oproti
ptvodnimu pfedpokladu zvladli zaci plnit programovaci ¢ast bez vétsich
obtizi. Opét jim vsak délala problém konstrukce, kterd zabrala vice Casu,
nez se Cekalo. I pres komplikace s konstrukci muzeme povazovat cil za
splnény.

Poslednim dil¢im tkolem bylo feseni komplexniho problému. Toto za-
déani spocivalo v tikolu zkonstruovat a nasledné naprogramovat model pti-
stroje, ktery se standardné pouziva v béiném zivoté. Zici s drobnymi
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obtizemi zvladli konstrukéni ¢ast a bez jakychkoli problémt pak robota
naprogramovali. Proto i posledni cil povazujeme za splnény.

Diky splnéni vSech dil¢ich cilii povazujeme i hlavni cil za splnény a me-
todiku funké¢ni, byt se vyskytly nékteré vyhrady v hodnoceni jejiho pri-
béhu. Nejzasadnéjsi casti metodiky, kterou bude potieba upravit je cast
zabyvajici se seznamovanim se se stavebnici Lego a zakladnimi konstruk-
cemi. Zaci potfebuji na seznadmeni se stavebnici a osvojeni si konstrukénich
dovednosti vice ¢asu, nez se ptivodné predpokladalo.

Diky faktu, ze metodika splnila sviij acel, tedy naudila zéky zakladni
programovani Lego robot, miuZeme hovofit o podpore informatického
mysleni, jak jej vnima Wang [1] a Wingové [2]. Z4ci prokazali, ze v prii-
béhu prace si umi problém rozlozit na zakladni prvky. Dale dochazelo
k podpore informatického mysleni diky komplexnosti problému, ktery zaci
museli fesit a v jehoz priubéhu si museli uvédomovat souvislosti mezi pro-
gramovacim prostfedim a problémy konstrukce. Zaroven museli predcha-
zet problémum, které mohly pfijit, jako tfeba pad robotického vysavace
ze schodu. Za zasadni prinos povazujeme fakt, ze v ptivodnich zadanich se
museli zaci vyporadat i s nedostatkem dilt, kdy museli vyuzivat nékteré
dily nebo senzory i jinym zptisobem, nez je na prvni pohled zifejmé.

Data pro analyzu byla ziskana z piipadové studie, kterd zkoumala, zda
je mozné pomoci vytvorené metodiky vyucovat informatiku za uc¢elem pod-
pory informatické mysleni. Z analyzy metodiky nam vyplynulo, Ze az na
problém v ¢asti zabyvajici se samotnym konstruovanim roboti, je meto-
dika nastavena spravneé.
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