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MATEMATIKA

Toi dukazy jedné trigonometricke
nerovnosti

©OEFKET ARSLANAGI C
Univerzita Sarajevo, BOSNA A HERCEGOVINA

V tomto pgispivku uvedeme tgi odlitné dukazy jedné dule¥ité trigono-
metrické nerovnosti a nasledni pak nikteré jeji pgimé aplikace. Dgive viak
ne¥s zmininou nerovnost popiteme a doka¥eme, uvedeme jedno pomocné
tvrzeni, které nasledni uplatnime v jednom z dukazu zmininé nerovnosti.

V celém élanku budeme pou¥ivat standardni oznaéeni délek stran a
velikosti vnitgnich Ghlu v trojuhelniku ABC .

Lemma
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro délky jeho stran a velikosti
vnitgnich dhlu trojice rovnosti

r. c
sin - = (S?)(CSC:; sin 5 = W;
sinE: w;

kde 2s= a+ b+ c.

Dukaz provedeme pouze pro prvni z uvedenych tgi identit (zbylé dvi pak
dostaneme u%aitim principu cyklické zaminy). Vyu%iijeme pgitom znamou

rovnost r

. 1 cos
sn—-—=————; 1
5 5 (1)
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kter& plati pro velikost  vnitgniho Uhlu pgi vrcholu A v libovolném troj-
Uhelniku ABC . Z kosinové vity v trojuhelniku ABC ve tvaru

P+ a2
2bc

dostaneme po dosazeni za cosv (1) a provedeni naslednych Uprav

Cos =

r
_ 2bc PP 2+ a? a2z (b 0)2
SInN—- = = =

2 r 4bc " 4bc
_ (a+b ¢o(atc b _ (2s 29)@2s 2b _
; 4bc ; 4bc
4s b(s ¢ _ (s b(s 0.
4bc - bc '

Tim je dukaz lemmatu uzavgen.
Nyni uvedeme vyle zmininou trigonometrickou nerovnost a jeji varianty
ziskané u¥aitim principu cyklické zaminy:

Vita
Pro délky stran a, b, c a velikosti vitgnich ahla , , v libovolném
trojahelniku ABC plati nerovnosti

. Cc
, SIn¢

. a .
sin— ——; sin= _
2 c+a 2 a+b

2 b+c
Prvni dukaz provedeme (stejni jako v pgipadi daltich dukazu) pouze pro
prvni z uvedenych tgi nerovnosti. Pgi jejim dukazu vyu¥ijeme nerovnost (1),

doka¥seme tedy r

o _ (s Db(s ¢ a
sh3 = bc b+ ¢’

Tuto nerovnost ekvivalentni upravime do tvaru

a 2 (s b(s 9 _(cta b(atb o

b+ c bc 4bc '

t.
4a’bc  (b+ c)’(cta b(a+b c)=(bP+2bct A)a® (b ¢)?:
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Po vynasobeni vyrazu na pravé strani, které pgenechavame étenéagi, upra-
vime posledni nerovnost postupni do tvaru

b+ c*+2a’bec a’? 208? a0
(¥ )2 a%(b ©? O
(b ©?[(b+c)? a’l=(b c)?@+b+c(b+c a) O

Vzhledem k tomu, %e vlechny provedené Upravy byly ekvivalentni, a
s ohledem na platnost nerovnostib+ ¢ a > 0, je prvni z uvedenych
nerovnosti dokazana. Rovnost v ni nastane, pravi kdy¥b = c. U%itim
principu cyklické zaminy plati tedy i zbylé dvi nerovnosti.

Druhy dukaz. Oznaémer polomir kru¥nice opsané trojuhelnikuABC .
U%.itim sinové vity upravime pravou stranu dokazované nerovnost i do

tvaru . .
a 2r sin sin

sin — = - - = — .
2 Db+c 2rsin +2rsin sin  +sin

Staéi tedy dokazat nerovnost
sin :
sin  +sin 2

Vyu¥iitim zndmého goniometrického vzorce pro soueet sinu dvou argu-
mentu (ve jmenovateli na levé strani posledni nerovnosti) a dale vzorce pro
sinus dvojnasobného argumentu pgepiteme posledni nerovnost do tvaru

2sin—- =
in 5 cos2 .
sin —: (2)
2sin ! cos 2
2 2
Vzhledem k tomu, %e
sin =sin 90 - =cos;
2 2
Ize nerovnost (2) snadno upravit na tvar
1
L
cos
2
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g.

Cos

1

2
c0% je evidentni platna nerovnost. Tim je i druhy dukaz uvedené nerovnosti
uzavgen. Rovnost zde nastane, pravi kdy¥a= , tedy, pravi kdy¥% b= c.

Toeti dukaz. OznaémeM pruseéik osy vnitgniho Ghlu pgi vrcholuA se
stranou BC trojuhelniku ABC a D, E po gadi paty kolmic z vrcholu B,
C k pgimceAM , viz obr. 1.

A

a4

Obr. 1

Z pravouhlych trojahelniki ABD a ACE vyjadgime
. _ |BDj _ CEj.
SN2~ iAB| T jACT

®)

Z rovnosti (3) a z trojuhelnikovych nerovnosti v trojahelnicich BMD a
CME dale plyne
sin_ = 1BDIi _ JCEj _ |BDj+|CEj [BMj+CM],
2 jABj ~ JACj jABj+]ACj jABj+jACj’

g,

Sini &

2 jABj+ jACj’
neboli i a
2 b+c

co¥% jsme chtili dokdzat. Rovnost zde nastane, pravi kdy% je trojihelnik
ABC rovnoramenny se shodnymi ramenyAB a AC.
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Poznamka.Ve viech tgech nerovnostech uvedenych v Gvodni viti nastanou
pgitom rovnosti souéasni, pravi kdy¥a = b = c, tedy v pgipadi, kdy je
trojahelnik ABC rovnostranny.

Nyni uvedeme nikolik aplikaci prévi dok&dzanych tei nerovnosti. Pgede-
viim souéinem Vviech tgi nerovnosti uvedenych ve viti dostaneme bezpro-
stgedni

L abc ) 4)
SN SN3sNs @+ Db+ oc+ a)’ (
Na zakladi nerovnosti mezi aritmetickycm a geometrickym prumirem pro
Iibovoéngu dvojici klzﬁdﬂych reélnychpéijel, pgesniji u¥itim nerovnosta +
b 2 abb+c 2 bcac+a 2 ca mu¥eme pravou stranu (4) dale
odhadnout nasledujicim zpusobem:

sin = sin = sin abc apc

_ — — Api—pi—pj = y
2272 (at+b(b+tcc+ta) 2 ab 2 bc2ca 8
a tedy

. . . 1
smismism5 3 (5)

Rovnost v (5) nastane, pravi kdy¥a = b= ¢, tj. v pgipadi rovnostranného
trojahelniku ABC .

Dusledek 1
V libovolném trojahelniku ABC plati pro velikosti jeho vnitgnich Ghlu
, @ nerovnost

COS +cCos +cos = (6)

Dukaz. Vyjdeme ze znamé identity

s et 14 Asin — sin— sin -

sin 5 sin 5 sin 5 1+4sin 5 sin 5 sin 5 @)
ktera plati pro velikosti vnitgnich Uhlu v libovolném trojuhelniku ABC.
O jeji platnosti se lze pgesvideit aplikaci rovnosti = 180 ( + )

resp.% =90 %( + ), nalevé, resp. na pravé strani (7), a naslednych
Upravach. S ohledem na nerovnost (5) z této identity plyne

. . . 1 3

—_ J— —_ + _ = "
slnzsmzsln2 1+4 it
c0¥% pgimo dokazuje uvedeny dusledek. Rovnost v (6) nastane, pravi kdy%a
je trojuhelnik ABC rovnostranny.
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Dusledek 2
V libovolném trojahelniku ABC plati pro velikosti jeho vnitgnich ahlu
, a nerovnost

3
i — +sin? — +sin?2~ >:
sin 5 sin 5 sin 5 2 @)

Dukaz. Také zde vyjdeme ze zndmé trigonometrické identity

3 1
[ N2 in2 _ = ° - .
sin 5 +sin > +sin 5= 5 2(cos +cos +cos ); (8)

kterd plati pro velikosti vnitgnich Ghlu v libovolném trojihelniku (jeji du-

kaz je zalo%en na trojim vyu¥aiti znadmé formule pro kosinus dvojnasobného
argumentu). Pravou stranu (8) Ize pgitom odhadnout pomoci nerovnosti
(6), a dostaneme tak

3
in — +sin? — +sin?2 - =
Sin 5 Sin > Sin 5

Tim je i druhy dusledek ovigen.

Existuje gada dali zajimavych nerovnosti, které Ize dokazat u%iitim vyte
dokézané vity a jejich dusledku. Napg. v publikaci [2] Ize na str. 20, nalézt
nerovnost 2.9

sin - +sin > +sin 5 o
kterou lze dokazat mj. u%itim vyle uvedenych nerovnosti. Jeji dukaz po-
nechavame étenagum.

Z nimeckého origindlu psaného pro easopis Matematika{Fyzika{Infor-
matika pgelo¥il a upravilaroslav ©vreek
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Ulohy inspirované origami

LIBOR BELDIK { JIgi P@IBYL
SPEOE a ZDVPP ®atec { Pairodovidecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

V soueasnosti bychom jen s obti%emi hledali mezi lidmi nikoho, kdo by
nevidil, co se skryva pod pojmem origami. Nadto je matematicka vegejnost
obvykle také obeznamena s faktem, %e v oblasti origami je (z pohledu ma-
tematického) celad gada Gloh a problému ruzného stupni obti%anosti. Mnohé
z nich jsou pak svym charakterem vhodné pro ¥éky zakladnich nebo stged-
nich kol. Jak se sna%ime ndzvem naznaeit, budeme zde prezentovat Ulohy
s prvky origami, které byly geleny bihem vyuéovani matematice, pgieem,
se jednalo o roztigené hodiny matematiky.

Autogi elanku si uvidomuji, ¥%e uéitel na zakladni, popg. na stgedni tkole,
ma k dispozici pomirni velké mno¥astvi Uloh ruzné obti%nosti. Tyto Glohy
k nimu pgichazeji nejen prostgednictvim ruznych uéebnich materialu a
shirek, ale také z ruznych souti¥i a testovani. Pgesto¥e je tichto Uloh hodni,
domnivame se (na zakladi vlastni zkulenosti), %e ueitelé se radi vraceji
k uloham, které sami vymysli (objevi), popg. s nimi¥% je seznamili jejich
Ysaci. Do této skupiny patgi také ulohy prezentované v elanku. Nikteré
jsou puvodni (autorské), u jinych se ukazalo, ¥%e se v literatuge objevily ji¥s
daive. Ulohy, které pgedkladame, jsou odzkoulené ve kolské praxi a mira
jejich obti¥znosti odpovida uloham z matematiky nejvyle pro stgedni tkoly.
Vzhledem k tomu, %e Ulohy ve vzdilavacim procesu hraji celou gadu roli,
nechdvame na etenégi (uéiteli), aby se sdm rozhodl, zda a popg. kam zagadi
vybrané dlohy do své vyuky.

Ulohy budeme prezentovat takovym zpusobem, ¥%e étenagi pgedstavime
uréeitou konstrukci (postup), a pak polo¥ime otazku. Pgeformulovani tlohy
do jiného kontextu neni obti¥né.

Zaéneme Ulohou, jeji%a idea se objevuje pgi geleni celé gady daltich dloh.

Uloha prvni

Mijme etvercovy papir. Sestrojme bod P konstrukci, ktera je zazna-
menana na obr. 1Y Jednotliva eisla u Useéek oznaéuji pogadi, ve kterém
byly sestrojovany. Nejprve tedy byla sestrojena osa strany papiru, nasledni

1) Hrany papiru a vytvogené pgehyby budeme nazyvat Gseékami. Jsme si vidomi toho,
Yse v celé gadi publikaci jsou tyto hrany oznaéovany jako pgimky.
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pak osa Uhlu. Ne¥: budeme pokraéovat dale, mu¥.eme s ¥dky (v zavislosti
na jejich viku) hledat odpovidi na nasledujici otazky:
1) Kolik existuje os soumirnosti étverce a které to jsou?
2) Které z os soumirnosti étverce maji nejvitli délku a které naopak
nejmenti délku?
3) Jaké jsou délky os v milimetrech, pokud sestrojime postupni étverec
z papiru formatu A3, A4 a A5?

4) Protinaji se vtechny osy soumirnosti étverce v jednom bodi? Pokud
ano, proe?

5) Maiji osy i jiné pojmenovani?

Obr. 1 Konstrukce bodu P

Nyni sestrojime tgeti Useeku tak, jak ukazuje obr. 1. BodP vznikne
jako pruseéeik Useéeky 2 a Useéky 3. Ureete:

1) V jakém pomiru dili bod P Useéku 2?
2) Vedeme-li z bodu P kolmici ke strani AB (viz obr. 2), v jakém
pomiru dili pata kolmice E stranu papiru AB ?

3) Obdobni pgedchozi otdzce: Pokud sestrojime kolmici z bod® ke
strani BF , v jakém pomiru dili pata této kolmice stranu BF papiru?

Pged %éky jsme pgedstoupili pouze s druhou otdzkou, pgieem¥ po jejim
zodpovizeni, je nalezeni odpovidi na otazky 1) a 3) ji% bi¥nou zale¥aitosti.

Pro odpovii na tuto otazku sledujme obr. 2. Pgedpokladejme, ¥%e délka
strany étvercového papiru je rovna 1. Pokud se s timto pgedpokladem
Yséci setkdvaji poprvé, je pro ni obti%ni zduvodnitelny éi pochopitelny.
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K tomuto zavedeni mu¥eme dojit po provedeni celé gady pgipadu, kdy
nechame ¥&ky postupni pracovat s ruzni velkymi étverci a uka¥seme, ¥%e na
velikosti strany nezale¥ai.

G Cc F

A D E B
Obr. 2 Dileni Gseéky

Do kartézské sougadnicové soustavy umistime étverec tak, aby jeho vr-
chol A splynul s poeatkem sougadnicového systému a b&dmil sougadnice
[1; 1]. Sougadnice bodWP jsou neznamé, oznaéime j&, pgesniji P[x; x].
®aci by mili sami zduvodnit, proé y-ova sougadnice bodP je stejna jako
x-ova. UseékaAE ma tedy délku x a iseékaEB ma délku 1 x. Uka¥seme,
Yse bocE dili iseéku AB v pomiru 2 : 1.

Trojuhelniky BDC a BEP jsou podobné (vita uu), plati tedy

jCDj _ jBDj
jPEj  JBE]j
a odtud .
1_ 3 _ _ 2
-1 X)2 2X = X) X‘§'

UseékaAE ma tedy délku 2 a GseékaEB ma délku %. Odtud plyne vyle
uvedeny zavir.

Uvedena konstrukce se pou¥iiva k dileni papiru nebo Useeky na tgi
shodné dily. Prezentovany postup Ize najit v celé gadi publikaci, étena-
@govi pozornosti viak doporueujeme [4].

Nasledujici tloha je jednim z mo¥unych navazani na pgedchozi Glohu.
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Uloha druha
Pgedpokladejme, %e strana étverce z prvni Ulohy mé velikost 1. Ureete
obsah trojuhelniku FCP (viz obr. 2).

Tato Uloha pgirozeni vyplynula z toho, %e %aci zkoumali vlastnosti vyle
prezentované konstrukce.

Obsah trojdhelniku FCP ureime snadno s vyu¥itim pgedchoziho po-
znatku, ¥e vzdalenost bod od UseékyF C je rovna % (viz toeti otdzka
prvni Ulohy a sougadnice boduwP), co¥% je zaroved délka vylky v trojlhel-
niku FCP ke strani FC (oznaéme jivy). Proto%e velikost UseékyC je
rovna % pak obsah trojuhelniku FCP uréime nasledovni:

1 .. 111 1.
2 FG =335 37 %
Ulohu mu¥eme snadno modi kovat. Sestrojme pgelo¥senim papiru druhou

Uhlopgieku ve étverci. Situace je znazornina na obr. 3. Uréete obsah vy-
barveného trojuhelniku BPH .

Srcp =

G C F

A D B
Obr. 3 Obsah trojuhelniku BPH

Obsah trojuhelniku BPH uréime jako rozdil obsahu trojuhelnikuBFH
a trojuhelniku BF P . Obsah trojahelniku BFH je roven %. Doporuéujeme,
aby si ¥aci tuto skuteenost ovigili pravi pgelo¥.enim daného étverce nej-
prve podle jedné Uhlopgiéky, vznikne rovnoramenny pravouhly trojahelnik
o polovienim obsahu, a nasledni pgelo¥enim podle druhé Uhlopgieky, opit
vznikne rovnoramenny pravouhly trojahelnik, aviak o étvrtinovém obsahu
étverce.
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Pro vypoéet obsahu trojuhelniku BFP vyu%ijeme znalosti o poloze
bodu P. Z obr. 2 je patrné, ¥%e vzdalenosBE je velikosti vy'ky v troj-
Uhelniku BFP na stranu BF . Oznaéime-li si velikost vytky jako vy, potom
plati v, = % Obsah trojuhelniku BFP uréime jako

1 1

11 _
SBFP—EJBFJ V2= 5 15_6

a obsah trojuhelniku Sgcp
1 1 1
SgpH = SgrH  Serp = 7 6 1o
Za poviimnuti stoji fakt, a minimalni %aky tato skuteénost pgekvapila, e
trojuhelniky FCP a BPH maiji stejny obsah.

Etenaglm nabizime dali namity pro vyuku, resp. k dal'i Gvaze:

1) Poviimnite si vlastnosti, kterou ma rovnoramenny pravouhly troj-
Uhelnik. Pgelo%ime-li ho v polovini, tj. podle vytky spultiné z vr-
cholu pgi pravém ahlu, ziskame opit rovnoramenny pravouhly troj-
thelnik, aviak o polovienim obsahu. Jedna se o analogii s pgeklada-
nim papiru forméatu A. Pgelo¥ime-li papir formatu A4, ziskame papir
formatu A5, avlak o polovienim obsahu. Oba trojuhelniky jsou po-
dobné, stejni tak oba papiry A4 i A5 jsou podobné.

a) Zduvodnite, proé tuto vlastnost ma mezi obdélniky pouze obdél-
nik forméatu papiru A.

b) Rozhodnite a zduvodnite, zda existuji i jiné trojahelniky s touto
vlastnosti, tj. po uréitém pgelo¥seni vznikne trojuhelnik s puvod-
nim podobny (aviak o polovienim obsahu) ne¥ jen rovhoramenné
pravouhlé.

¢) V obou pgipadech uréete koe cient podobnosti.

2) Ureete obsahy trojuhelnikt HPC a GBC.

3) Povtimnite si, ¥%e je-li dan étverec papiru o strani 1, umime sestrojit
trojuhelniky s obsahy: &, 3, 1 1 1L Rozhodnite, zda Ize sestrojit
trojlhelnik s obsahemi.

4) Jak se zmini pozice boduP, budeme-li pracovat nikoliv se étver-
cem, ale s papirem formatu A, napg. A4. K této Uloze doporuéujeme
pgejit a%: po vygeteni problému 1 tohoto seznamu. Vezmite v potaz
skuteénost, ¥%e prvni Useeku mu¥ete sestrojit dvima ruznymi zpu-
soby { nejprve jako osu deli strany, nasledni pak jako osu kratti
strany.
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5) Jak se zmini poloha boduP, budeme-li pracovat nikoliv se etvercem,
ale s obdélnikem s pomirem stran 1 : 2. Zva¥ite obi mo¥nosti.

Zatimco prvni Gloha je standardni a druh& vznikla jako reakce na tuto
Ulohu, nésledujici dlohy vznikly spontanni pgi vyuce matematiky z pod-
nitd ¥4aku.

Uloha tgeti

V rdmci vyuky jsme se zabyvali modelem krychle, jejim¥ autorem je
prvni z autoru élanku. Autorim je znamo pges tgicet ruznych zpusobu, jak
s pomoci origami vytvogit model krychle. Do vyuky byl zvolen model, ktery
se slo¥i ze dvou étvercovych papirt. Byl vybran z toho duvodu, %e jeho
poskladani neni obti%né a zvladnou ho i méni zruéni ¥éci { je netrividlni,
nespoeiva jen ve spojeni lesti stin a je méni obvykly. Sestavenou krychli
je vidit na obr. 5, jednotlivé moduly, ze kterych vznika, pak na obr. 4.

Obr. 4 Dvi éasti modelu krychle (¥.akovska prace)

Obr. 5 Slo¥eny model krychle (3dkovska prace)

Tato Uloha vznikla, kdy¥s ¥.aci rozlo%ili model na dva jednotlivé dily { mo-
duly { a zkoumali u daného modulu jeho geometrické vlastnosti. Vznikly
earoved Ize vidit na obr. 6.

2) Rozlo¥seny papir, ve kterém jsou vidit (popg. jsou zvyrazniny jen ty nejduleitij)
hrany, které vznikaly v prubihu skladani.
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Mijme etvercovy papir o strani délky 1. Ureete, jaky je obsah vystino-
vaného atvaru.

Obr. 6 Eé&rovec rozlo¥eného modulu krychle

@eleniulohy je nasledujici: Naznaéené vodorovné a svislé pgehyby rozdilily
etvercovy papir nha 9 shodnych étvercu, strana ka¥sdého vzniklého éetverce
ma tudi¥a délku% a obsah ka¥sdého z tichto etvercu j%. Vybarveny etverec
ma délku strany rovnyy delce uhlopgieky etverct vzniklych pgehybanim
papiru (obr. 6), tedy % 2. Obsah vybarveného étverce je pak roven
|
P32 2
3 9
Nabizime i druhy zpusob geleni. Uvidomme si, %e vybarveny étverec se

sklada z jednoho pmaléhoy étverce a étyg trojuhelnikt. Pomysinym pgesu-
nutim tai trojahelniku k jednomu vybranému ziskame dalti étverec. Vy-
sledkem je souéet obsahu dvou étvercu, z nich¥ ka¥.dy ma obsah ro&en

Etendgum zde nabizime dalli namity do vyuky &i k pgemytleni:

1) Ulohu Ize modi kovat pou¥sitim obdélnikového papiru. Pokud bu-
deme pracovat s obdélnikovym papirem, vznikne kvadr.

2) Rozmyslete si, jak sestrojit modul pro sestaveni krychle. Napovime,
¥se k vygeleni tohoto problému s Uspichem mu¥sete vyuiit vysledek
prvni Glohy naleho élanku.

3) Doplote do éarovce Uhlopgieky do étyg rohovych etvercu a do pro-
stgedniho étverce. Ziskate papir rozdileny na 36 shodnych (rovno-
ramennych pravodhlych) trojahelniku. Rozhodnite, zda je mo¥uné
vyznagit na papiru étverce s obsahems, 2,1, 2,3, 2 7 8 a1,
Nepodagi-li se vam nalézt étverec, rozhodnite, zda existuje alespod
obdélnik s danym obsahem.
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Také nasledujici Uloha vznikla ve vyueovaci hodini, jeji ideovy zaklad
polo¥ili ¥éaci sami, kdy¥ se sna¥.ili pomoci pgehybani papiru konstruovat
ruzné rovinné obrazce. Celkem snadno se jim podagilo sestrojit kromi
etverce, obdélniku, rovnoramenného trojuhelniku i rovnobi¥znik a licho-
bi¥anik.

Uloha étvrta
Sestrojte rovnoramenny lichobi¥nikUV Y X, jak je ukazano na obr. 7.

D F C

A E B

Obr. 7 Rovnoramenny lichobi%nik UV'Y X

V lichobi¥%aniku UV Y X postupni ureete:

1) velikosti obou zékladen,

2) délku ramene,

3) vyku lichobi¥aniku,

4) obsah lichobi¥aniku,

5) velikost Uhlu, ktery svira rameno se zakladnouXY .

Nabizime geleni, které je zalo¥.eno na analytické geometrii. Pro geteni
Ulohy, resp. pro zodpovizeni nikterych otazek, je vhodné uréit sougadnice
bodu X, Y, U, V. Pgedpokladejme, %e étverec papiru ma velikost strany 1.
Umistime étverec do kartézské soustavy sougadnic tak, ¥%e bdd bude
umistin do poeatku a bod C ma sougadnice [1; 1]. Bod$ a D budou mit
po gadi sougadnice [1; 0] a [0; 1]. Pokud jste neopomenuli gelit prvni Glohu,
pak je jasné, ¥%e paty kolmic z bodX k UuseékdmDA a AE dili ka¥dou
z nich v pomiru 1 : 2. Snadno ji% uréime, %€ bodi ma sougadnice §; 5 .
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Obdobni uréime sougadnice bodWw, které jsou ;1

33 - Nasledni ureime
sougadnice bodlV a Y, které jsou po gadi 5;3 a 2;% . Nyniji%a snadno
zodpovime dané otazky.

3'3

ad 1)
o 2 ... 1
XY= = JjUVj= <
XY= 50 JUVI= 5
ad 2) S 0
wuiz L1 2+ 2 12%_"5
PRI % 3 3 3 6
ad 3) vylku lichobi¥niku oznaeimev, plati
ol
=3

ad 4) obsah lichobi¥niku ureime ze znamého vztahu

1

1 1 11
2

1. . .
S—E(jXYJ+jUVJ)V— 3 3" &

2
—+
3
ad 5) uhly Y XU a XEA jsou stgidavé, tedy shodné. Budeme se tedy
zabyvat Uhlem XEA , jeho% velikost oznaeime. U%itim Pythagorovy vity

nejprve ureéime velikost pgepony pravouhlého trojihelniklAED s pravym
thlem pgi vrcholuD:

o o 1 5
jEDj? = jADj?+ JAEj? =1+ = = =;
4 4
"5
JEDj = :
JED] >
Z de nice funkce sinus v pravouhlém trojahelniku vime, %e
1 s
Sin - ﬁj - T
2

Chceme-li zjistit pgibli¥anou hodnotu , u¥zijeme inverzni funkci arkus sinus
(arcsin). p_

= arcsin 2—55 = 63;43 :
Zajemcum o tuto problematiku nabizime dal*i namity pro vyuku:
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1) Doka%ste, %e bod U le%i na Ghlopgidee.
2) Uréete obsah lichobi¥nikuXY CD .

3) Ureete Uhel, ktery svira ramenoXU lichobi¥%nikuUV'Y X se zaklad-
nou UV.

4) Jak se zmini jednotlivé hledané velikosti, budeme-Ili pracovat s pa-
pirem s pomirem stran 2 : 1?

5) Jak se zmini jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pirem formatu A?

6) Je dany lichobi%nikUV Y X teénovy éi titivovy?

Posledni uloha, kterou pgedkladame étendgum, je variaci na pgedchozi
téma.

Uloha péata
Sestrojme rovnobi¥nik stejni jako na obr. 8.
D F C
L
M \
A E B

Obr. 8 Rovnobi¥nik KLMN
V rovnobi¥niku KLMN postupni uréete
1) délku strany KL ,
2) délku strany LM ,
3) vyiku rovnobi¥aniku,
4) obsah rovnobi¥aniku.
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@eleni této Ulohy je obdobné jako Ulohy pgedellé. Opit mu¥eme vyuait
metod analytické geometrie a stejni jako v pgedchozi Gloze umistit étverec
do kartézské soustavy sougadnic tak, aby bod mil sougadnice [0;0],
bod C mil sougadnice [1;1] a bodyB a D mily po gadi sougadnice [1;0] a
[0; 1]. Opit (jako v pgedellé Uloze) si staéi uvidomit, ¥%e bod dili iseéku
DA v pomiru 2 : 1 a UseékuAE v pomiru 1 : 2. Tak¥%e bodM bude mit
sougadnice %;% . Obdobnym zpusobem uréime i zbyvajici sougadnice.
Bod N bude mit sougadnice %;% , bod K bude mit sougadnice 2; 2

a bod L sougadnice %% . Nyni ji% opit snadno zodpovime stanovené
otazky:

ad 1)
1
LK j= =
K= 3;
ad 2) s
wi- 117,217 "
ME= 3 % 3 3 6

ad 3) vy*ku rovnobi¥aniku oznaéimev, plati

V=g

ad 4) obsah rovnobi¥sniku uréime ze vztahu

1_1

. . 1

= jMN == 2=

SEIMNI V=5 375

V pgipadi étvrté otazky této Ulohy pak nastinime, jak by se dalo po-

stupovat bez vyu¥iiti metody analytické geometrie. Poviimnime si rovno-
bi¥aniku AECF . Je zgejmé, ¥ae plati

jKLj= jMNj= jAEj = %:

Je zgejmé, ¥e rovnobi¥anMNKL se do rovnobi¥nikuAECF vejde
celkem tgikrat (je tvogen tgemi shodnymi rovnobi¥niky). Obsah rovnobi¥a-
niku AECF je 3, nebo» staéi od étvercdBCD odebrat dva trojihelniky
AFD a CEB, které po pgesunuti vytvogi obdélnik s obsahen}a. Proto¥%e
obsah rovnobi¥nikuMNKL je tgetinovy obsahu rovnobi3nikuAECF ,
pak je vypoeet ji¥% snadny.
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Etenagi nabizime pouze jeden namit k pgemytleni:

1) Uréete rozmiry papiru tak, abychom pgi provedeni konstrukce rov-
nobi¥aniku ziskali kosoetverec.

Zavir

Nale zkulenosti ukazuji, ¥%e pou¥iiti origami ve vyuce matematiky mu¥ae
hrat nejen roli motivaéni, ale pravi také mu3se ukazat, zda ¥sakovy poznatky
jsou pouze na Urovni formalni éi mirni je pgesahujici, nebo zda %.ak pini po-
rozumil dané problematice a je schopen aplikovat své znalosti i na tkolsky
nestandardni Ulohy. Vhodni zvolené Ulohy mohou doplnit obvyklou vy-
uku geometrie (pgedevtim) a nenasilni pgivést ¥aky k aktivnimu pgistupu
k vyuce. Zku'enost, kterou jsme ziskali je takova, ¥e prumirni nebo nena-
padni %.aci se projevi pgekvapivi, napg. zajimavym gelenim nebo tvogivou
obminou modelu éi postupu skladani.

Pgedchozi text ukazuje, jak z puvodniho tématu (dileni Useéky) vza-
jemnou interakci mezi uéitelem a %aky vznikly dal'i, méni obvyklé ulohy.
K daltimu sezndmeni s problematikou porigami a matematikay Ize dopo-
rueit elanky [1], [2] a [3].
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Jednoduchy planimetr

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Eeské Budijovice

Na poééatku 19. stoleti vzrostla potgeba uréovani velikosti pozemku
Zz map a planu. To vedlo k vynalezum a zdokonalovani ruznych typupla-
nimetru, je¥ slou¥iily k migeni obsahu rovinnych Utvaru.

Planimetr, kterym se budeme zabyvat, nesestavuje na rozdil od jinych
obsah migeného Utvaru po eastech, ale je zalo¥sen na pgevodu Utvaru z mno-
houthelniku na trojuhelnik tého%. obsahu. Jeho funkéni model si mu¥eme
snadno vyrobit nebo vytvogit jeho poéitaéovou verzi v dynamické geo-
metrii.

Vynalez byl v ruznych variantach pgiznan nikolika osobam. Viechny
takové planimetry jsou v podstati stejné, skladaji ze tai éasti (obr. 1).

Mg¢titko

ploch ---

"11]T||||||||||||||| ||||||I||||I|||||||||||IIII|IIII|IIII|||||||| |||||I|||||||||I||||I|IIII|III
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Obr. 1 Schéma planimetru

Migitko ploch je pravitko se stupnici. Umis»ujeme je pevni na mapu
do potgebné polohy. Podél jeho hranyp Ize posouvatjezdcem k nimu%4 je
otdéivi v bodi O pgipevnino rameno. Polohu bodu O, kterou uréuje jeho
kolmy prumit na pgimku p, odeéitame pomoci rysky vyznaéené na jezdci.
Pismenemq budeme znaéit rovnobi¥ku s pgimkop vedenou bodemO.

@ada dostupnych pramenu uvadi, %e prvnim autorem tohoto vynalezu
je Karel Ganglo (1809{1879), ktery za nij ve Vidni roku 1856 obdr¥:el
malou bronzovou medaili. V podstati stejny planimetr vtak sestrojil pol-
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sky geodetJan Zaremba (v poltini Zaeba) ji% roku 1829. Popsal jej
v rodné geéi, a tak se o nim za hranicemi Polského kralovstvi, které bylo
easti carského Ruska, pgilit nevidilo [9], [5]. Prvni nimecky psany popis
[4] Zarembova planimetriu je z roku 1908.

1. Migeni obsahu s pomocnym vypoétem

Planimetry pro tento zpusob migeni mily stupnici i na ramenu, a to
s poeatkem v bodi O. | kdy¥s se postup neobejde bez vypoetu, byl v praxi
u¥ivan a je vhodny pro na'e Gvodni Gvahy. Bez Ujmy na obecnosti bu-
deme zanedbavat vzdalenost bodO od hrany p migitka. Jinak geéeno,
ztoto¥anime pgimkyg a p.

D
C

2 1 0 1 2 2 1 0 1 2

Obr. 2 Migeni obsahu lestithelniku se dvima vrcholy na pgimce g

Mame zjistit obsah testiihelniku ABCDEF na obr. 2 jeho pgeminou
na trojuhelnik XDY tého% obsahu. Umistime planimetr tak, aby bodyA
a F le¥ely na pgimcg, rameno planimetru prochazelo vrcholemD a bylo
kolmé k hrani migitka ploch, a aby se bodO nachéazel v poéatku stupnice
migitka (obr. 2 vlevo). Vy*ku v = jODj trojuhelniku XDY zjistime na
stupnici ramene. Polohy krajnich bodu X a Y jeho zakladny uréime na
pgimceq nasledovni.

1. Rameno pgemistime do polohAC a pak posuneme tak, aby pro-
chazelo vrcholemB. Vyslednou polohu boduO oznaeimeG (obr. 2
vpravo). Plati GB k AC. Zaminou trojuhelniku ACB za trojihelnik
ACG tého¥ obsahu tedy nahradime lestithelnikBCDEF pitithel-
nikem GCDEF , ani% by se obsah Utvaru zminil.

Poviimnime si, %e i obsahy trojuhelnikiCBR a GAR, kde R je
pruseeik useéeldB a CG, jsou stejné. (Jsou to obsahy trojuhelniku
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ACB a ACG zmenlené o obsah jejich spoleené eastiCR.) Rov-
nost obsahu Utvart ABCDEF a GCDEF mu¥eme tedy zduvodnit
i odebranim trojuhelniku CBR a pgidanim trojuhelniku GAR.

2. Rameno planimetru otoéime z polohyGB do polohy GD a pak posu-
neme, aby prochazelo vrcholenC. Vyslednou polohu boduO ozna-
eimeX (obr. 3 vlevo). Pitilhelnik GCDEF jsme nahradili étygthel-
nikem XDEF , ani¥% by se zminil obsah.

3. Nakonec analogicky upravime ohraniéeni u vrcholle : Rameno umis-
time do polohy FD a potom posuneme do polohyY Ek FD.

Obr. 3 Dalti kroky migeni obsahu lestithelniku

Ziskali jsme trojuhelnik XY D s obsahem rovnym obsahu testihelniku
ABCDEF . Vyiku trojuhelniku ji%a zndme a jeho zakladnuz = jXY j ur-
eime z poloh boduX aY zjittinych na stupnici planimetru.

Obsah testithelniku je tedy

S=z (1)

NI <

2. Pgimé migeni obsahu

Uvedené migeni lze upravit tak, abychom mohli éist velikost obsahu
pgimo na stupnici migitka ploch. Staei pozminit postup, aby vznikl troj-
Uhelnik, ktery ma libovolni zvolenou vy*ku.

Ze vztahu (1) plyne, %e pgi volbiv = 2 je S = z. Obsah pak udava
délka z&kladny na stupnici migitka. Dokonce mu¥eme k pou¥iivané mapi
zvolit vytku v tak, aby nejmenti dilek stupnice migitka ploch pgedstavoval
jeden hektar migeného pozemku, nebo jeho dekadicky nasobek.
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Postup, ktery uvedeme, u%iival Zaremba i Ganglo . Oba provadili mi-
geni stejni, Zaremba jej zduvodnil v [9]. Ganglof u svych vynélezu publi-
koval jen popis pgistroje a navod k obsluze. Dukaz Ganglo ova postupu
migeni uvedl a¥% Mdller, viz [6] nebo [7]. Nevime, zda jej od Ganglo a pge-
vzal. Obi zduvodnini si uka¥eme na pgikladu ureeni obsahu éetyglhelniku
ABCD .

Na poééatku migeni umistime planimetr tak, aby jeho rameno prochazelo
vrcholem A, bylo kolmé k hrani migitka, a aby byla délka GseékyOA rovna
zvolené vyicev hledaného trojahelniku (obr. 4 vievo).

Kvuli ndzornému zduvodnini si Miiller doplnil étygihelnik ABCD na
lestithelnik ABCDPO, kde P 2 p. Zaremba poeateéni stav nedoploo-
val, ale pova¥soval UtvatABCDAO za singularni testithelnik (minime tim
lestilhelnik ABCDV O, kde V = A; UseekaOA pgedstavuje jeho dvi
sousedni, avtak toto¥zné strany). Oba pak pokraéovali ni%e popsanym zpu-
sobem.

Zaremba Miuller Zaremba Miuller

Y e 4

P EO

Obr. 4 Prvni kroky Zarembova a Miillerova zduvodnini postupu

Nejprve stanovili smir postupu migeni po hranici Utvaru. Zvolime jej
v kladném smyslu (proti pohybu hodinovych ruéiéek), tedy pges vrcholy
A;B;C aD v tomto pogadi.

Prvni krok, otoéeni ramene z polohyOA do polohy OB a pak posunuti
do polohy EA, zapilemeOA! OB! EA.

Jak vidime na obr. 4 vpravo, nahradil Muller testiihelnik ABCDP O pi-
tidhelnikem BCDP E tého¥. obsahu. Pgi Zarembovi postupu byl singularni
lestilhelnik ABCDAO nahrazen jinym neobvyklym Utvarem, zk@i¥%enym
lestithelnikem BCDAOE . Jeho strany AO a BE jsou zkgi¥%sené, protinaji
se v bodi T. Tim vznika dojem, ¥e obsah nezustal konstantni, nebo»

SecoaoE = Sascp + Stea t+ StoE:

Nutno si viak uvidomit, %e planimetr migi orientovany obsah.Pokud

102 Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020



smir postupu obratime, budeme ramenem posouvat v opaéném smiru a
vysledna poloha ramene zobrazi obsah na opaéné strani od jeho poéa-
teeni polohy. Orientovany obsah znaéime tuénym pismenen$ na roz-
dil od neorientovaného obsahuS. Pro libovolny trojuhelnik XY Z plati
Sxyz = Sxzv > 0, avlak Sxyz = Sxzv .

Zajima-li nas orientovany obsah zkgi¥seného lestidhelnik@CDAOE ,
musime vzit v Gvahu, ¥%e zkgi%eni ramen zpusobi obraceni smiru postupu.
Mame-li zvolen smir postupu migeni v pogadiE, B, C, D, A, O, je
tento smir pgi prochazeni trojuhelniku TOE opaéeny, ne¥s smir odpovi-
dajici utvaru TBCDA . Vime, %e

Stoe = Srtea;
a proto plati
Secpace = Stecpa * Stoe = Spscp t+ Stea t+ Stoe = Saschp
Na obr. 5 vlevo vidime situaci po daltich dvou krocich,
EA! EC! FB a FB! FD! GC:

V Millerovi pgipadu jsme ziskali trojuhelnik PGD. Ten ale nema danou
vylku v. Zarembuv postup vedl ke zkgi¥senému étygihelnikhADG .

Milier Zaremba Miller

Obr. 5 K zaviru Zarembova a Miillerova zduvodnini postupu

Provedenim posledniho kroku,GC ! GA'! Y D, obr¥ime u Zaremby
trojuhelnik AQY , jeho%. zakladna mé& délkjiOYj = Saoy = Sascp

V Millerovi situaci nahradime trojuhelnik GDY trojuahelnikem ADY .
Vznikne étyguhelnik ADPY , ktery ma s poeateénim atvaremABCDP O
spoleénou eastADP O. Po odeéteni obsahu této éasti od obsah&appy
a Sagcppo  dojdeme k tému¥a vysledkiBagcp = Saoy = jOY|:
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3. Historické poznamky

Pgedchudcem Zarembova vynalezu byKolbergiv planimetr) z roku
1920 popsany v polském lesnickém easopisu Sylwan [1]. Kolbebg vychazel
z poznatku, ¥%e pro obsal trojihelniku plati2S = m?, kdem ="z vje
geometricky pramir zakladny a vy*ky. Jeho planimetr se skladal z tabulko-
vého diagramu vyrytého do mosazné destiéky a z dvojitého odpichovatka,
které umo¥aoovalo souéasni pgenalet délkdi jeji polovinu (obr. 6 dole).

Pro ureeni obsahu Kolbergovou metodou zvolime pitidhelnikABCDE
na obr. 6. Pitihelnik nejprve rozdilime vhodni zvolenymi Uhlopgiékami
na co nejmenti poéet trojuheIBiku, V nich¥; pak zvolime zpélkladny a vyky.
Geometrické prumiry m; = " ax, mp, = by amsz = = cz sestrojime
s vyu¥itim odpichovéatka a Eukleidovy vity o vylce postupem vyznaéenym
pro konstrukci Useékym; na obr. 6 uprostged.

K ureeni vysledného obsahu, ktery je dan vztahem

m?2 s —
827; kde m= m3+ mj+ m?

Odpichovatko d|_—w—d/2

Obr. 6 Migeni obsahu podle Kolberga

Jan Zaremba byl pgise¥any geometr kni¥ete Adama Czartoryského. S pod-
porou kni¥%sete sestrojil planimetr, ktery dukladni popsal v publikaci [9].
Ta rovni¥% obsahuje odborny posudek univerzitnich profesoru Kolberga a
Grabinského a List pgiznani vynalezu vystaveny Administrativni radou
krélovstvi. Publikace je na webu dostupna ve formétu pdf.

1 Kolberg se ve startich pramenech uvadi jako Colberg
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Kopii puvodniho nédkresu Zarembova planimetru pgedstavuje obr. 7.
Pgistroj byl vyroben z mosazi. Kruhovy prstenec pevni spojeny s rame-
nem byl opatgen stupnici s noniem a umo¥s0o0val pgesné nastaveni smiru
ramene. Jezdec se pohyboval ve drd¥ce a aretaéni ‘rouby umo¥soovaly zajis-
tit polohu jezdce i ramene. Stupnice migitka ploch byla vybavena noniem
a na posouvatelné litti mila dvoji éislovani (zleva doprava a zprava do-
leva), aby si u¥ivatel mohl podle potgeby nastavovat poéatek a pohodini
odeéitat délku jednim, nebo druhym smirem.

Obr. 7 Zarembuv planimetr

Karel Ganglo, nadlesni v Ro¥mitale pod Tgemlinem, absolvoval jed-
noroeni kurz na pra¥ské polytechnice. Proto¥e byl autorem celé gady u¥ii-
teénych vynalezl, nazyvali jej jeho souéasnideesky Archimédés

Ganglo uv planimetr byl podstatni jednodutli, dal se snadno a levni
vyrobit. Jeho prvni verze (1856) je znazornina na obr. 8. Migitkem ploch
bylo samostatné pravitko, jeho% stupnice ma stejné éislovani na obi strany
od nuly umistiné uprostged. Jezdec se skladal ze skleniné desky o rozmi-
rech 42 26 cm. Rameno tvogila %im napjata v rdmu otaeivi pgipevniném
k desce jezdce v bodiO. Ryska z; ukazovala polohu boduO na stupnici a
ryska z, slou%iila k nastaveni vlakna do polohy kolmé na hranu pravitka.

V ramu ramene byla je'ti jedna napjata %ini, ktera protinala %inir v bodi
M tak, aby jOM | byla zvolenou vykou v vysledného trojahelniku.

Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020 105



Jezdec Z m

Rameno

14111213109 87 654 32101234567 8 91011121314
M itko ploch

Obr. 8 Ganglo uv planimetr

O Ganglo ovi je znamo, ¥%e své vynalezy neustale zleptoval. Jeho plani-
metr z roku 1876 znézorouje obr. 1. Rameno, je¥ vyrobil ve tvaru kovové
pasky, milo pit rysek uréujicich bod M pro mapy ruznych migitek a pro
migeni jak ve starych rakouskych jednotkach, tak i v novi zavedené met-
rické soustavi, viz [3].

Kdy¥4 roku 1877 popsal videosky profesor Josef Schlesinger své vynalezy,
tachygraf a tachygra cky planimetr v rozsahlé publikaci [8], reagoval na to
prof. Frantitek Muller élankem [7]. Ukazal, %e Ganglo uv i Schlesingeruv
planimetr jsou v podstati stejné, a %e objev pgisluti Ganglo ovi, nebo» je
jeho vynélez o 21 let starti. Prioritu vynalezu pgigadil Ganglo ovi i ve své
vyznamné uéebnici [6] a z tichto pramenu se poznatek zgejmi dostal do
encyklopedii a navazujicich praci.

Kolem roku 1908 se s Milllerovym eldnkem seznamil mlady polsky astro-
nom Lucjan Grabowski, ktery tehdy pusobil jako stipendista v Nimecku.
Aby uvedl vici na pravou miru, sepsal v nimeini elanek [4] o polskych
vynalezech planimetru. Ukazal, %e principialni stejny planimetr sestrojil
Zaremba 0 27 let dgive ne¥ Ganglo . Elanek tehdy jelti neznamého vidce
byl zapomenut.
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Planimetr s Gpravou pro migeni popsané v odstavci 2 vyrabila v sedm-
desatych letech 19. stoleti nimeckd rma Mechaniker Sickler v Karlsruhe.
Byva oznaeovan jako planimetr Dasnoyuv, viz [2] a [6].

Kromi Schlesingera si podobné planimetry nechal patentovat Hierony-
mus Totsching z Insbruku (1905 a 1919). Ganglo se v dobi Zarembova
objevu uéil lesnikem nedaleko hranice s Polskem. Nevime, zda Zarembuv
vynalez znal, nebo zda planimetr objevil nezavisle na nim. ®adost o patent
pravdipodobni nepodal.

Obr. 9 Ganglo uv planimetr, original a model

4. Namit pro zajmovou praci

Model Ganglo ova planimetru z obr. 9 vpravo si mu¥eme snadno pogi-
dit. Za migitko ploch zvolime delti pravitko a jako jezdec poslou¥si obdélni-
kova plastova destiéka. Pgi jejim dolnim stgedu vyvrtame otvor o prumiru
1 mm, provleéeme jim stejni silny hgebiéek a na nij nasadime rameno
vystgi¥sené z tvrdli plastové podlo¥sky na psani. Osu ramene narysujeme
permanentnim xem. Na jejim dolnim konci je tgeba vyvrtat otvor pro
ot&eivé pgipojeni k jezdci. Po nasazeni ramene narazime na hgebik véelag-
sky mezerniéek (nebo jiny vhodny objekt), aby éasti dr¥ely pohromadi.

Planimetry Ize vyrobit svépomoci a praci s nimi bychom mili zamigit
na rozvoj geometrického mytleni. Metodické rozpracovani nechavam na
uéiteli. Doporuéoval bych nejprve smirovat studenty k nalezeni postupu
z odstavce 1. Mu¥eme zaeit obecnym étyguhelnikem nebo pitidhelnikem a
rameno planimetru opatgit stupnici. Nechat %aky, zda sami objevi nijaky
postup migeni obsahu. Pokud budou neuspitni, zvolime vhodnou napo-
vidu. Po zvladnuti zakladu lze procviéit slo%.itijti situace. @elit ulohu,
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je-li pgi poéateéni poloze pouze jeden vrchol Gtvaru na pgimge Seznamit

s pojmem orientovaného obsahu a metodou jeho pgimého migeni. Jelit

problém, jak jednim migenim nalézt soueet nebo rozdil obsahu dvou mno-

houdhelniku, je-li jeden mnohothelnik vni (nebo uvnitg) druhého, apod.
Model planimetru lze té¥ vytvogit v dynamické geometrii a vyuku pro-

vadit pouze na poéitaéi, bez pou¥siti mechanickych pomucek. Pgipadni

mu¥eme vyzkoulet oboji a uvést i nico z historie.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvegejoujeme dal'i east pravidelné rubriky Zajimavé matematické alohy
a uvadime zadéani dal'i dvojice uloh. @e'eni novych Uloh 261 a 262 mu-
Ysete zaslat nejpozdiji do 20. 9. 2020 na adresu: Redakce éasopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
viak v TgXovskych verzich, pgip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
m @upol.cz

Uloha 261
Doka¥ate, ¥se desitkovy z&pis nikteré pgirozené mocniny eisla 2021 zaéina
etygeéislim 2020.
Pavel Calabek
Uloha 262
Je dan titivovy éetyglhelnik ABCD . Kru3anice, kterd prochazi vrcholy
A a B daného etyguhelniku, protina jeho UhlopgiekAC, BD po gadi ve
vnitgnich bodechK , L. Polopgimky AL a BK protinaji kru¥snici opsanou
etyguhelnikuABCD po gadi v bodechP (P 6 A) a Q (Q 6 B). Doka¥ate,
Ye pgimkyeCD a P Q jsou rovnobi¥ané.
Jaroslav ©vréek

Dale uvadime geleni Uloh 257 a 258, jejich¥s zadani jsme zvegejnili ve étvr-
tém éisle looského (28.) roeniku nateho easopisu.

Uloha 257
V pravouhlém trojuhelniku ABC s pgeponolAB protina osa vnitgniho
Uhlu u vrcholu B odvisnu AC v bodi D. Nech»E je bod polopgimkyCB
pro ktery plati JAD| = jDEj. Doka%¥te, %e bod#, B, D, E le%i na té¥e
kru¥znici.
Robert Geretschlager & Jaroslav ©vreek

@eteni. OznaémeCP patu kolmice z boduD na pgeponuAB . Jeliko¥BD
je osa vnitgniho Ghlu trojuhelniku ABC u vrcholu B, je bod C° obrazem
bodu C v soumirnosti podle osyBD a plati tak jCDj = jCDj. Ze zadani
plyne jAD j = jDEj. Pravouhlé trojuhelniky CDE a CDA se tak shoduji
v pgeponi a jedné z odvisen, podle vitySsujsou shodné a shoduji se tedy
i ve vnitgnich Uhlech pgi vrcholectE a A.
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C. D\ A C. D\ A

Pokud je bod B bodem UseékyCE (obr. vlevo), je vidit Useeka BD
z bodUu E a A pod stejnym thlem a bodyA, B, D, E le%i na té¥%e kru%anici.
Naopak, pokud je bodE bodem lUseékyCB (obr. vpravo), je ve etyguhel-
niku EDAB souéet velikosti vnitgnich thlu u protijtich vrcholu E a A
roven 180, odkud opit plyne dokazované tvrzeni.

Jiné geleni Podle vity o0 mocnosti bodu ke kru¥snici staéi dokazat rovnost
jCDj jCAj = jCBj jCE;j:

Pgi obvyklém znaéeni stran trojuhelnikuABC mamejCAj = b, jCBj = a.
Osa Uhlu dili protijti stranu v pomiru pgilehlych stran, plati tak

.. ab . ... bc
JCDj = Py JDEj = jJAD]j = ar o

Z pravouhlého trojihelniku CDE podle Pythagorovy vity dostaneme
s

p 2 2
icEj=" jDEfZ jcDp= o o
:a-t:cpcz 612:atfc: @
Plati tak
icDj jcaj= 2= cBj jCEj

c0% jsme chtili dokazat.

Spravné ge'eni zasldKarol Gajdo! z Trnavy.
Nelplné geteni zaslaFrantitek Jachim z Volyni.
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Uloha 258
Doka¥ate, %e pro libovolné realné éistoplati nerovnost

x*+2x+1  x?(2x+1):

Pro ktera x nastane rovnost?
Robert Geretschlager

@eleni. Dané nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
x* 23 x2+2x+1 O
kter& plati, proto¥se postupnymi Upravami dostavame
x* 23 x?+2x+1=
= x4+ x2+1 23 2x%+2x=(x® x 1? 0

jeliko¥s druh& mocnina realného éisla je nezgporna.
Rovnost v této nerovnosti nastane, pravi kdy¥x? x 1 =0, tj. pravi
kdy¥a

Jiné ge'eni(podle Piotra Kulisze). Ekvivalentni nerovnost
x* 2% x?+2x+1 0

zgejmi plati pro x = 0. Pokud x 6 0, mu¥eme obi strany dané nerovnosti
dilit éislem x2 a jeji levou stranu pak upravit do tvaru
2 1 1 2

1= X 2 X +1= X

x2 X X X X
Uvedeny vyraz na levé strani nabyva vyhradni nezapornych hodnot, proto
dana nerovnost plati. Stejni jako v pgedchazejicim geleni najdeme body,

ve kterych nastava rovnost.

Spravna geleni zaslalKarol Gajdo! z Trnavy, Anton Hnath z Moravan
a Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Historické pokusy
v soueasné kole

ANE®KA VESELA { MICHAELA K@I®OVA

Pgirodovidecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

Uvod

Fyzika vittinou nepatgi mezi oblibené kolni pgedmity, pgesto¥ae s jejimi
technickymi aplikacemi se dennodenni potkdvame a ¥sivot bez nich si u¥
nedoka¥.eme pgedstavit. U gady lidi tato nepgized pochazi ji%a ze tkoly, kde
jim mo¥na byly zaklady fyziky vykladany pgilit nezajimavi. Kromi toho
znalost fyziky, a s ni Uzce souvisejici matematiky, vy¥saduje Usili a pocho-
peni, diky éemu je i pgedmitem, ze kterého maji ¥A4ci strach. Pgesto je
fyzika a jeji dijiny, stejni jako jiné vidy, nedilnou souéasti lidské kultury.

A tak je tgeba hledat cesty ke zlepteni tohoto trendu. Dule¥sitou souédsti
vyuky je spravna motivace, aby fyzika %.aky bavila. Jako velmi vhodné se
ukazalo vyu%iti ruznych materialt z historie fyziky a techniky. Téma his-
torie fyziky je velmi obsahlé a neni mu v souéasné *kolské fyzice vinovana
pozornost, kterou si zaslou¥ai. Dijiny fyziky toti% ukazuji mimo jiné fyziku
jako lidskou vidu { vysledek prace konkrétnich lidi, seznamuji ¥%4ky s ce-
lym procesem vzniku novych poznatku, ne pouze s vysledkem poznavaciho
procesu a nabizeji mnoho zajimavych namitu pro praci se ¥aky { od geleni
netradiénich fyzikalnich uloh po realizaci experimentu.

Bihem nikolika uplynulych let jsme mili mo¥nost v praxi vyzkou'et
gadu experimentt motivovanych historii fyziky u ¥&ku ruznych roéniku
gymnazia. Proto¥e se jednalo o pokusy spojené s dijinami fyziky, byly
v¥ady uvedeny kratkou informaéni prezentaci o jejich autorovi a historické
verzi experimentu.
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V elanku pgedkladame vybrané vyznamné historické experimenty z di-
len fyzik 16. a¥, 18. stoleti a pgedkladame navod na jejich pgipravu a néavrh,
jak tyto pokusy zagadit do vyuky fyziky na stgedni tkole. Podrobniji popi-
leme Galileovy experimenty z mechaniky a dal*i pokusy uvedeme struéni
jako namit na dobrovolny domaci Ukol %aku éi do tkolniho projektu.

Galileo Galilei (1564{1642)

Galileovy experimenty s volnym padem vyvracely pgedstavy aristote-
lovské mechaniky, ¥%e ruzni ti¥aké pgedmity padaji k zemi ruznou rych-
losti. Galileo naopak prokézal, %e vtechna tilesa padaji k zemi se stejnym
zrychlenim, rozdil je zpusoben odporem prostgedi. Pozdiji, v roce 1609
experimentalni stanovil, ¥%e draha ura¥ena tilesem roste Umirni s dru-
hou mocninou éasu. Vyznamné jsou také Galileovy pokusy s nakloninou
rovinou, u které Ize nastavit sklon, a v ni% byl ¥labek pro pohyb koule,
tzv. padostroj. Pomoci padostroje zkoumal rovnomirni zrychleny pohyb
snadniji, proto¥e zrychleni je menti ne¥s u volného padu a formulovazdkon
setrvaénosti Také dospil k tomu, ¥ze stejni velké sily udili stejni hmotnym
tilesum stejné zrychleni, nevyjadgil viak své mytlenky matematicky jako
pozdiji Isaac Newton. Tyto poznatky spoleeni s principem nezavislosti a
skladani rychlosti umo¥anily Galileovi zkoumat pohyby tiles v tihovém poli
Zemi (vrhy).

Obr. 1 Vegejné pgedvadini padostroje [3]

Galileuv padostroj byla asi test stop" dlouha dgevina deska (naklonina
rovina), jeji%: sklon bylo mo%né regulovat. Na desce byl ¥labek, vylo¥seny
pergamenem pro co nejhladti povrch, uréeny pro valeni kouli. Kromi toho
byla deska opatgena v uréitych vzdalenostech od sebe osmi strunami.

1) @est stop odpovida délce asi 1,8 metru.
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Galileo znovu a znovu spouttil ¥%labkem vyleltinou mosaznou kouli, jeji%a
pohyb zpusoboval rozeznini strun. Pokus doprovazel zpivem a hrou na
loutnu, rytmus pisni je mu easovou mirou. Galileo se sna¥ail umistit struny
na desce tak, aby tény pgi pruchodu koule zaznivaly ve stejnych éasovych
intervalech. Pgesto¥se mohlo jeho poéinani pgipominat spite ditskou hru,
vedl tento experiment k objeveni dule¥itého zakona pgirody.

Pokud se néklon zvitloval, rovhomirni zrychleny pohyb koule se bliail
volnému padu, naopak pgi zmenlovani naklonu se pohyb staval rovnomir-
nym. Galileo diky tomu formuloval zakon volného padu, tedy %e draha
volného padu je pgimo Uamirna druhé mocnini éasu. Stejny z4kon plati i
pro pohyb po nakloniné rovini [2, 13{20, 137{379], [3].

Pokud se ve Valem fyzikalnim kabinetu nenachazi podobny exemplag
jako na Gymnaziu Svitavy (obr. 2), mu¥ete si ho sami vyrobit. Mo¥nosti,
jak si pro potgeby vyuéovani fyziky sestrojit vlastni padostroj je mnoho,
nikteré postupy jsou uvedeny napgiklad v [4]. Jiny ndvod néasleduje.

Obr. 2 Padostroj v uéebni fyziky Gymnazia Svitavy

Na vyrobu padostroje jsou zapotgebi 4 rohoveé litty délky 2 m, 4 dge-
viné koliéky, lepici tavna pistole s naplni, 4 dgeviné obdélnikové destieky
a samozgejmi 4 stejné kulieky, pgipadni dvoumetrové pasmo. Lilty pevni
upevnime tavnou pistoli, z koliekt a destieek vyrobime zaradsky. Pasmo
upevnime k littdm tak, aby nebrénilo volnému pohybu kuliéek (obr. 3).
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Pak u¥a Ize posunovanim jednotlivych zard¥ek provadit experiment stejny
jako Galileo. Pravidelného zvuku kulieek dopadajicich na pgeka¥:ky doséh-
neme, jsou-li jejich vzajemné vzdalenosti v pomiru 1:4:9:16. K migeni
easovych intervall Ize pou%it vlastni sluch (pravidelnost &i nepravidelnost
nérazu je jasni patrnd) nebo nijakého éasového migidla. Jedn& se o na-
zornou demonstraci nerovnomirného pohybu. Padostroj se viak nehodi
k pgesnému migeni, nebo» i na prvni pohled stejné litty mohou mit ruzni
drsny povrch, co¥% pak ovlivouje pohyb kulieek. Pokud se kulieka vali a
nikoliv klou%ze, milo by byt vitli tgeni naopak vyhodou, co¥s mu¥ze ueitel
s ¥aky prodiskutovat.

i 7y

Obr. 3 Padostroj
Nikdy %aky zaujaly i slo%aitijti konstrukce, které bychom bihem hodiny

ve kole vyrobit nestihli. Vyu%ili jsme jejich zajmu a zadali jejich vyrobu
jako dobrovolny domaci ukol.
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Na stgedni tkole je tento pokus vhodny do prvniho roéniku, zagazujeme
jej do kapitoly o rovnomirni zrychleném pohybu nebo o volném padu.
Z nali zkulenosti hratky s padostrojem %dky zajimaly u% od chvile, kdy
jsme s dvoumetrovym zagizenim velli do tgidy. Experimentovani jsme za-
einali s jednou kuliekou, mluvili jsme o tom, zda se jedn& o pohyb rovno-
mirny &i nerovnomirny. Poté jsme zaeali spouttit kuliéky viechny etyai,
a hledali jsme vhodnou polohu zard¥sek tak, aby narazy byly pravidelné.
Nejjednodut!i variantu padostroje vyrobime pomoci tenkého provazku
a 8 vittich koralku o stejné hmotnosti a rozmirech. Na jednu nit délky
2 metry navd¥eme 4 koralky tak, ¥%e maji mezi sebou stejné vzdalenosti
podle obrazku. Na druhou nit navd¥eme kulieky postupni ve vzdélenostech
10 cm, 40 cm, 90 cm a 160 cm (obr. 4). Padostroj spoultime ze %idle, stolu
nebo jiného zvyteného mista. Vhodné je dolni konec pgipevnit k podlaze,
napgiklad izolepou nebo nijakou zati%i, aby byly dobge slylet narazy na
podlahu. Pokud nejprve spustime nit s rovhomirni rozmistinymi koralky,
rytmus jednotlivych Gderu koralku o podlahu je nepravidelny a zrychluje
se. Pgi stejném pokusu s druhou niti je rytmus dopadajicich kulieek pra-
videlny. Tento experiment je velmi ndzorny a jednoduchy. Jeho vyrobu Ize
svigit i ¥%aakum. Vhodny je také jako doméaci pokus. Spadéa opit k uéivu
0 nerovnomirném pohybu, respektive volném padu.

Obr. 4 Kuliekovy padostroj
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Dalti ndmity motivované historickymi experimenty

Ve vyuce na viceletém gymnaziu jsme pou%iivali jak demonstraéni expe-
rimenty, tak jsme se sna¥ili se %aky i nikteré pomucky pro pokusy vyrobit
v rdmci hodin fyziky. V prubihu nikolika let jsme vyzkouteli vice ne¥s 25
experimentu motivovanych historii fyziky napg. Galileuv termoskop a dale-
kohled, Kepleruv dalekohled a camera obscura, Marciho razy, Torricelliho
pokus s vodou, Pascalova hydraulicka zagizeni, Pascaluv sud, Boylova vy-
viva éi Newtonova skla. V ramci hodiny fyziky jsme stihli vyrobit i tgi
nasledujici pomucky.

Evangelista Torricelli (1608{1647) byl prukopnikem hydrodyna-
miky { oboru fyziky, ktery se zabyva proudinim kapalin. Kromi jiného
objevil zakon, podle niho¥ je mo%né ureit rychlost vytoku otvorem ve
stini nadoby v dané hloubce hpood hladinou. Dnes pou%iivame vztah ur-
eeny Danielem Bernoullimv = * 2gh, kde g je tihové zrychleni. Pro expe-
rimentalni ovigeni pokusu potgebujeme plastovou ldhev o objemu alespoo
1,51, jehlu a vodu. Do lahve jehlou propichneme ve stejnych vzdalenostech
od sebe nikolik direk, které le%i nad sebou v pgimce. Lahev pak umistime
na vhodné misto (napgiklad na laboratorni tac) a celou ji naplnime vodou.
Pusobenim hydrostatického tlaku vytékaji z otvord praminky vody. Eim
vy je vodni sloupec, tim vitli je hydrostaticky tlak a voda dostgikne dal
(obr. 5). Tento experiment spada do kapitoly zabyvajici se mechanikou
tekutin.

Obr. 5 Kvalitativni pokus k Torricelliho zadkonu
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K vyznamnym vynalezum Roberta Hooka (1635{1703) patgi hus-
tomir. Hustomir je zagizeni k uréovani hustoty kapalin. Obvykle ma tvar
uzavgené trubice se stupnici, dole zakonéené baokou. Funguje na principu
Archimedova zakona. Vyrabi se s ruznymi rozsahy pro migeni ruznych
druhu kapalin. Ve kole jsme vyrobili jednoduchy hustomir pro porovnani
hustoty vody a solného roztoku. K sestaveni hustomiru potgebujeme pouze
bréko a plastelinu. Z bréka odstgihneme kolinko a na jeden jeho konec pgi-
pevnime plastelinu, jeji mno¥astvi upravime tak, aby po ponogeni do vody
hustomir ploval kolmo k hladini a bréko bylo alespoo z poloviny pod hla-
dinou. Néasledni si pgipravime dvi sklenice, jednu s éistou vodou a druhou
s vodou s rozpultinou soli. Kdy%s pak ponogime hustomir do eisté vody,
oznaéime xem ponor. To samé zopakujeme pro slanou vodu a vidime,
%e se tentokrat ponogil méni. Eim vitli je ponor hustomiru, tim menti
je hustota kapaliny. Z pozorovani tedy vyplyva, ¥e sland voda mé vitti
hustotu ne¥a éista. Toto tvrzeni jsme s ¥aky ovigili v tabulkach.

Obr. 6 Hustomir a jeho poloha v nadobi se slanou vodou (earka oznaéuje ponor
v eisté vodi)

Ji%s od mladi sdsaac Newton (1642{1727) vinoval vyzkumu optic-
kych jevu, ale jeho praci mnoho vidcu odmitalo. Svoje objevy tykajici se
rozkladu bilého svitla skleninym hranolem a teorie barev duhy Isaac New-
ton publikoval v easopisePhilosophical Transactions pod nazvem pNova
teorie svitla a barevy. K rozkladu svitla na spektralni barvy mu3eme
obecni pou¥4it hranol nebo mgi¥sku. Jednoduchy mgi¥zkovy spektroskop vy-
robime z CD, lepenkové krabieky (napgiklad od éaje), no¥e, lepidla a alo-
balu éi nepruhledné pasky. Krabiéku slepime lepidlem tak, aby se neroz-
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kladala, a no¥.em vygizneme do jejich stin otvor na pozorovani, tirbinu
a vygez na zasunuti CD podle obrazku (obr. 7). Ten by mil s vodorov-
nym dnem krabiéky svirat ahel pgibli¥ani 30. ©tirbinu vytvogime tak, ¥.e
nejdgive vygizneme do stiny krabiéky vitli otvor, ktery pak upravime na
po¥adovanou tigku pomoci vice vrstev alobalu nebo nepruhledné pésky.
©igka ttirbiny by mila byt asi 1 mm. Cely spektroskop mu¥eme navic
jetti zabalit do alobalu, aby dovnitg nevnikalo ¥adné dal'i svitlo. Expe-
rimentovani s timto spektroskopem je vhodné i pro ¥aky zakladni koly,
mohou si jej sami vyrobit ve kole nebo doma.

/

ﬂ\pozorovaci

> ‘otvor

7 4

Obr. 7 Spektroskop z CD a krabiéky od eaje
Zavir

K demonstracim jsme easto vyu¥iivali vlastnoruéni vyrobené pomucky,
nikdy ve vice exemplagich, aby si je mohli ¥%aci dobge prohlédnout. Nikteré
jednoduti pomucky jsme zvladli bihem hodiny i vyrobit, napgiklad hus-
tomir ei spektroskop z krabieky od éaje. Z na'ich dosavadnich zkulenosti
plyne, ¥e je pro ¥éaky zajimavé jakékoli o¥iveni vyuéovaci hodiny experi-
mentem, tim spile, jde-li o pokusy tykajici se historie. Zvyuji jejich zajem
0 pgedmit, napomahaji také leplimu zapamatovani a pochopeni ueiva. Je
to viak vysledek naleho pozorovani ve velice kratkém easovém intervalu.
Jisti by bylo zajimavé, hodnotit vliv experimentu inspirovanych dijinami
fyziky na motivaci a uéeni ¥daku z dlouhodobijtiho hlediska.

Proto¥se jsme mili mo%nost vyzkoulet zagazeni experimentu do vyuky
jak na vylim, tak na ni%lim stupni viceletého gymnazia, mu¥eme také
porovnat pgistup ruznych tgid. Viimli jsme si, %e starli ¥%aci ocedovali spite
historické informace a zajimali se vice o okolnosti z %ivota fyzika. Naopak
mlad!i ¥éci (odpovidajici 6.{8. tgidi Z©) davali pgednost vyrobi vlastnich
pomucek a frontalnimu provadini pokusu. Do vyuky jsme pgipravili také
pgehledné informaéni plakaty o vyznamnych fyzicich 16.{18. stoleti, které
jsou nyni vystaveny na chodbi tkoly. Pouéit se o historii fyziky tak mohou
viichni %aci i uéitelé (obr. 8).
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Galileo Galilei

(1564-1642)

« Italsky filozof, matematik, fyzik, astronom a nad3eny experimentator.
« Zil nejprve v Pise, poté v Padové a nakonec ve Florencii a jejim okoli.

« Zivotni partnerka Marina Gamba, tfi d&ti.

« PGvodné mél byt lékarem, nadchla ho viak matematika a fyzika.

« Piisobil jako profesor matematiky, pFivydéléval si vyrobou pfistrojl.
odvolat, ale kvali vysokému véku byl potrestadn jen domécim vézenim.

« Byva nazyvan ,,otcem moderni fyziky".

Obr. 4: Galileo vefejné pfedvadi padostroj (33]

Obr. 2: Galileovy kyvadio-

vé hodiny (nékres) [41] Obr. 5: Galiledy teleskop [37]

Obr. 3: Galiletiv geometricky kompas [60]

,,Bible ndm fikd, jak se dostat do nebe, Nejvyznamnéjsi objevy, experimenty a vynalezy:

nikoli jak se nebe pohybuje.” « Pohyb kyvadla (Obr. 2) - doba kyvu nezavisi na hmotnosti zavazi ani
velikosti rozkyvu, pouze na délce zavésu; kyvadlové hodiny viak pfed
smrtf sestrojit nestihl.

« Vzduchovy termoskop - predchiidce teploméru.

« Zdokonaleny dalekohled tvofeny spojkou a rozptylkou (Obr. 5), pomoci
kterého zkoumal Mésic, objevil Saturnovy prstence a Ctyfi Jupiterovy
mésice: lo, Europa, Ganymed a Callisto.

« Zékon volného padu: riizné tézka télesa padaji k zemi stejnou rychlosti
a zavisi jen na odporu prostredi.

« Padostroj: pohyby téles po naklonéné roviné (Obr. 4).

« Vrhy.

« Zakon setrvacnosti.

« Zékon sily (nevyjadFil ho tak pfesné matematicky jako |. Newton).

« Geometricky a vojensky kompas (Obr. 3).

Obr. 6: Schéma Slunetni soustavy podle Galilea [65]

« Princip relativity.

Tento text vanid ko podkiad diplomoé price:

Univerzita Hradec Krslové ~Vjznamne historcké experimenty joko motivace ve vuce fziky”

Prirodovédecks fakulta kou jo Be Ancika Vesel, \chaela Kritous, .
S —

Obr. 8 Plakat Galileo Galilei; soubor 10 posteru je ke sta¥seni jako pgiloha éisla na
adrese: http://mfi.upol.cz/files/29/2902/mfi_2902_priloha_postery.pdf

V élanku jsme chtili pgipomenout znamé a jednoduché experimenty,
diky kterym se hodiny fyziky mohou stét pro ¥%éky zajimavijtimi a srozu-
mitelnijtimi. Pada ueitelu ale na podobné experimentovani nema éas ani
energii, co¥% je velka koda. Zvyleny zajem %aku o fyziku nam ueitelum
jisti vlo¥sené investice vrati.
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Sluneeni energie a fotovoltaika

JANA TOUOKOVA, JIgi TOUOEK
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Jak gelit zasobovani lidstva energii

Vzhledem k rostoucimu poeétu obyvatelstva a se zvylujici se spotgebou
energie vznikd otdzka, jak gelit zasobovani energii a pgi tom se vyhnout
negativnimu vlivu na %ivotni prostgedi. Spalovani fosilnich paliv pginati
gadu problému se zneéi»ovanim planety; roste zaroved koncentrace oxidu
uhlieitého a v dusledku sklenikového efektu se postupni atmosféra otep-
luje. K geleni u¥% nyni pgispivaji obnovitelné zdroje, mezi nimi zaujima
dule¥%ité misto pgima pgemina energie sluneéniho zdgeni na energii elek-
trickou. Slunce pgedstavuje prakticky nevyeerpatelny zdroj a jeho vyu3aiti
neznamena sklenikovy efekt ani tepelné zamogeni. Sluneéni zageni ma vtak
nizkou hustotu zagivého toku (v Eeské republice pgibli¥ni 1 kw/rhna po-
vrchu Zemi), jeho velikost zavisi na poéasi a je omezeno na denni dobu,

S éim¥ souvisi nutnost akumulace energie. Zagivy tok, ktery Slunce vysila
na celou Zemi je 175000 TW (1 TW = 102 W), co% je o mnoho gadl
vice ne¥ je spotgeba lidstva, jak vyplyva z vypoétu na zakladi tdaju v [1].
Mezinarodni agentura pro energii (IEA) udava, %e vloni byl vykon vtech
elektraren na sviti 6 650 GW, &ili 6,65 TW. | z tohoto hlediska je vyu%aivani
sluneéni energie perspektivni.
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Anorganické sluneeni elanky { princip éinnosti

Zakladem sluneénich élanku je nejéastiji pgechod P-N. Pokud se jedna
o jediny material, kde se jeho easti liti jen typem vodivosti, jde o homo-
genni pgechod, pgechod mezi chemicky rozdilnymi materidly s opaenym,
pgipadni i stejnym typem vodivosti je pgechod heterogenni (heteropge-
chod). Pgisluiné materidly jsou bui anorganické, organické, nebo jejich
kombinace (hybridni élanky).

V pgipadi anorganickych élanku se typ vodivosti obvykle dosahuje difazi
nebo implantaci dopantt-donoru pro N a akceptoru pro P east. Jako do-
nory slou¥si prvky, které maji obvykle o jeden valenéni elektron vic ne¥ za-
kladni material, akceptory naopak mivaji o jeden valenéni elektron méni.
Obvykle staéi malé mno¥astvi energie k tomu, aby se elektrony z donoru
uvolnily do vodivostniho pasu a zanechaly po sobi ionizované donory, nebo
aby akceptory pgijaly elektrony z valenéniho pasu a vznikly tak ionizované
akceptory. Ve valenénim pésu pak zustavaji tzv. diry. Jako pgiklad Ize uvést
pgechod P-N na kgemiku, kde P-typova oblast je vytvogena diflzi boru,
jako¥sto akceptoru a N-oblast difuzi fosforu jako donoru. Vznik pgechodu
P-N je ilustrovan na obr. 1.

p o N
E, \ cooo 4
_._._._._i._..l‘)_ ........... 'EF
— 500 |
OPN

Obr. 1 Schéma pgechodu P-N.\p je diftzni napiti, Eg4 znaéi tigku zakazaného
pasu, barevné krou¥sky oznaéuji elektrony, nevybarvené krou¥ky oznaeuji diry.

Aby vznikl rovnova¥zny stav pgi spojeni obou éasti pgechodu, musi byt
Fermiho hladina Er viude stejna. To nastane tak, ¥%e v dusledku gradientu
koncentrace, east elektronu pgejde z N oblasti do P oblasti a éast dir
pgejde z P oblasti do N oblasti. Dojde k naruteni neutrality a po obou
stranach pgechodu vznikaji oblasti prostorového naboje (OPN) tvogené
ionizovanymi donory, respektive akceptory a vnitani elektrické pole, které
pak brani daltimu difdznimu toku nosiéu naboje. Potencialovy schod (viz
obr. 1) odpovida tzv. diftznimu napiti. Pgilo%ime-li na N éast zaporné
vnijti napiti a na P ééast kladné napiti, jsou elektrony pgitahovany do P
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a diry do N oblasti a pges pgechod teée propustny neboli pgimy proud.
Zavislost proudu na vnijtim napiti éili volt-ampérova charakteristika je
dana touto rovnici:

I = lg[exp(eU=nkT) 1]; Q)

kde U je vnijti vio%zené napiti, T je absolutni teplota, k je Boltzmannova
konstanta a n je faktor, ktery souvisi s mechanizmem transportu naboje
pgechodem (nejéastiji ma hodnotu mezi 1 a 2).

Pgi opaené polariti napiti elektrony a diry jsou naopak od rozhrani
obou easti pgechodu oddalovany. Pgi tomto napiti, kdy exponenciala ve
vztahu (1) je vuei jedné zanedbatelna, teee pouze nasyceny proud.

Co se nyni stane, kdy¥. P-N pgechod osvitlime? Situaci ukazuje obr. 2.

\
]
]

i

— o elektron

- N )
dira =

typ P PN pgechod typ N
oblast pole

Obr. 2 Pasové energetické schéma osvitleného pgechodu P-N. Elektrony a diry
generované svitlem difunduji k oblasti prostorového naboje, kde je vnitgni pole
rozdili.

Svitelna energie vybudi elektrony z valenéniho pasu do vodivostniho
pasu a v obou eastech se vytvogi pary elektron-dira. Ty pak difunduji
smirem k OPN, kde jsou vnitgnim elektrickym polem rozdileny tak, ¥%e
elektrony pronikaji do N-oblasti a diry do P-oblasti. Oblast typu N se na-
biji zaporni a oblast typu P kladni. Ve vnijtim obvodu pak teee proud.
Realni viak viechny generované nosiée naboje nedospiji do OPN, pro-
to¥se cestou dochazi k rekombinaci elektronu s dirami. Rozhodujici roli
pgi tom hraje tzv. difdzni délka, kterd udava vzdalenost, na které klesne
koncentrace generovanych nosieu naboje na (1/e) puvodni hodnoty. Je
zgejmé, ¥%e dostateeni velkd hodnota difdzni délky pgiznivi ovlivouje Gein-
nost osvitleného élanku. V anorganickych materialech jsou difGzni délky
gadu mikrometru.
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Organické sluneéni elanky { princip e€innosti

Einnost organickych polovodiéu je zalo¥sena na molekulové bazi. Nej-
vy molekulova energeticka hladina obsazena elektrony je tzv. HOMO
hladina a nejni¥%ti neobsazena hladina se nazyva LUMO hladina [2]. Za-
kladem élanku je opit pgechod mezi oblasti typu P, ktera pusobi jako darce
elektronu a typu N jako jejich pgijemce. Vytvageji se heterogenni pgechody
mezi dvima polymery s opaény typem vodivosti (obr. 3), ale éastiji mezi
polymerem typu P a materidlem s malymi molekulami, jako je fulleren,
ktery vykazuje typ N.

S\,

m—

R —
:I HOMO Zadni
Predni elektroda
elektroda HOMO
donor akceptor

Obr. 3 Rozdileni excitonu na pgechodu mezi dvima polymery { tipkou je ozna-
€en generovany exciton.

Po osvitleni se tvogi tzv. excitony, co¥% jsou péry elektron-dira vazané,
vzhledem k nizké dielektrické permitiviti organickych materialu, znaénou
Coulombovskou silou [2]. Aby dotlo k pgenosu naboje, musi byt tyto pary
rozdileny elektrickym polem pgechodu. Jsou-li generovany mimo oblast
pgechodu, musi k nimu dospit difdzi. Situaci znazorouje (obr. 4). Excitony
viak mohou difundovat jen na kratkou vzdalenost, obvykle maximalni do
10 a¥% 20 nanometru, pak anihiluji. Pgenosu naboje se tedy Ueastni jen
excitony v easti vyznaéené na obrazku jako vyu¥iitelna oblast.

Pavodni dvouvrstvé elanky proto nejsou pgilit vhodné a nahrazuji se
jednou vrstvou, kde jsou materialy s opaénym typem vodivosti promi-
chéany, jak ukazuje obr. 5. Tim se zvitluje plocha pgechodu a pravdipo-
dobnost rozdileni excitonu je daleko vitti. Pak u¥ zbyva dopravit rozdilené
elektrony a diry k pgislutnym elektrodam. Tomu v posledni dobi napoma-
haji tzv. elektronové a dirové transportni vrstvy pod elektrodami.

124 Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020



donor | akceptor
|
1. foton 8 :
o
|
|
|

|
|
|
|
|
|
l
kontakt — | :
|

2. foton /@ i

vyuzitelna oblast

Obr. 4 Sluneéni elanek s rovinnym rozhranim mezi P (donor) a N (akceptor)
polovodieem. Foton é. 1 generuje exciton ve stgedni easti (vyu¥iitelna oblast), kde
difunduje, potom je disociovan a jeho elektron a dira mohou pgispivat k proudu.
Exciton generovany fotonem é. 2 je pro fotoproud ztraceny.

Obr. 5 Organicky elanek ze smisi P a N oblasti uvnitg objemu. Vzdalenost
excitonu od mist pgechodu je kratli. Plocha pgechodu je zvitlend a mo¥snost
rozdileni excitonu je vyti.

Fotochemické élanky (Graetzelovy cely) { princip éinnosti

Princip einnosti tichto élanku [3] je ilustrovan na obr 6. Na skleni-
ném substratu pokrytém obvykle vodivou vrstvou smisi oxidu ciniéitého
a inditého (ITO) je nanesen oxid titaniéity (TiO ,) ve formi nanoééstic.
Ty pwedstavuji velky povrch, ale mélo absorbuji svitlo. Proto se pokry-
vaji barvivem { nejlépe slouéeninami ruthenia. Svitlo z barviva uvolouje
elektrony, které jsou pgenaleny pges TiPk elektrodi ITO. Do barviva se
elektrony doplouji z druhé-gra tové, nebo platinové elektrody prostgednic-
tvim elektrolytu, ktery obsahuje ionty jodu.

Tyto elanky ji% doséhly Géinnosti 10{13 %. Uvedené élanky Ize jedno-
dule pou¥it pro demonstraci jejich éinnosti; staéi, kdy¥ pou¥ijeme pgirodni
barvivo jako napg. kvit ibitku, maliny, t@elni, nebo éerny rybiz. Elanky si
mohou tedy pgipravit i sami studenti [4].
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Obr. 6 Elektrochemicky elanek (Graetzelova cela). Elektroda vlevo je ITO,
vpravo je elektroda gra tova, nebo platinova. Princip éinnosti je popsan v textu.

Materialy pro sluneéni elanky

a) anorganické materialy

V praxi je stale nejvice vyu¥sivan kgemik a to v podobi monokrystalické,
polykrystalické, nebo amorfni. Vyhodou je, %e se ho v zemské kuge nachazi
dostatek, neni toxicky a technologie vyroby élanku i celych panelu je ji%
zvladnuta. Na druhé strani krystalicky kgemik ma nizkou absorpci sluneé-
niho zageni, co¥s vede k nutnosti pou¥iiti alespod 200 mikrometru tlustych
vrstev, a tedy k velké spotgebi materidlu, co¥ se odra¥ai i v ceni.

Jako ureité geteni se jevil hydrogenizovany amorfni kgemik, ktery ma
velky absorpeni koe cient, tak¥e staéi jen nikolik mikrometru tlusté vrstva
k vyrobi eélanku. Degradace vlivem sluneeniho zageni je viak vd¥snou pge-
kd¥skou a ke stabilizaci dochazi a¥%: po roce provozu, po ni% se Uéinnost
ustavi na pomirni nizké hodnoti (10 %).

Elanky na zékladi heterogenniho pgechodu CdS/CdTe jsou stabilni.
Technologie neni naroénd a spotgeba materidlu je pomirni nizka, nebo»
staéi jen asi 2 mikrometry tenké vrstvy. Namitkou je toxicita kadmia,
kterd4 nevadi, pokud je élanek zapouzdgeny, ale problém mu3ze nastat pgi
likvidaci. Nevyhodou jsou dale nizké zasoby teluru.

Kombinaci Cu, In a Se, kde Ize indium nahradit galiem a selen si-
rou, jsou pgipravovany tenkovrstvé élanky s nizkou toxicitou a nenaroénou
technologii. Vittimu rozligeni elanku tohoto typu brani nedostatek india
v zemské kuge.

Monokrystalické élanky z GaAs se uplatouji hlavni v kosmu vzhledem
k odolnosti vuéi radiaci a vysoké ceni.

b) organické materialy
Sluneéni élanky na béazi organickych polovodiéu, jejich¥s zakladem jsou
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molekuly, maji gadu vyhod. Technologie jejich pgipravy je pomirni jedno-
duchd, i kdy¥ v poslednich letech pro dosa¥eni dostateéni velké Geinnosti
je tgeba volit ponikud slo¥itijti postupy. Organické materidly Ize nana-
let z roztoku, co¥% je energeticky malo naroéné, napg. oproti vakuovému
napagovani. Nejéastiji pou¥iivané je rotaéni nand'eni na skleniny substrat
pokryty vodivou vrstvou, ktera tvogi jednu z elektrod k aktivni vrstvi.
Vlastnosti vrstev je mo¥sno minit volbou koncentrace roztoku, a tlout»ku
vrstvy rychlosti otaéek. Proto¥se se tyto materidly vyznaéuji velkou ab-
sorpci, staéi vytvogit tenké vrstvy o tlou»ce 100{150 nanometru, co¥%s zna-
mena velkou Usporu materidlu a pgedstavuje dal'i vyhodu. V poslednich
letech byla vyvinuta levna metoda tisku vrstev na ohebny substrat, tak¥se
elanky Ize ziskat i v rolich.

Organické elanky se nejéastiji vyrabiji z polyméru jako je poly(3-hexyl-
thiofen) zkraceni P3HT, nebo poly[(ethylhexyl-oxy)-benzodithiofen-(ethyl-
hexyl)-thienothiogen] zkraceni PTB7 v kombinaci s derivaty fullerenu uva-
dinymi jako PCBM, co%. jsou obvykle molekuly uhliku Cgo (obr. 7). V lite-
ratuge lze oviem najit dalti organické polymery vhodné pro sluneéni élanky
[2, 5, 6].

Obr. 7 Typicka struktura molekuly uhliku (derivat fullerenu C gy 0znaeovany
jako PCBM). Vykazuje vodivost typu N a v organickych sluneénich élancich
pusobi jako akceptor elektronu. Dal'i typy fullerent Ize najit napg. v praci [2]

C) perovskity

V poslednich letech se do popgedi dostavd material zvany perovskit,
ktery ma krystalovou strukturu jako oxid titaniéito-vapenaty (CaTiO 3).
Ve fotovoltaickych élancich se viak pou3iva chemicky jina latka, ktera se
popisuje jako organicko-anorganicky perovskit. Prace [7] se napg. zabyva
vrstvami perovskitu CH3NH3Pbl3 s anorganickou mgi¥zkou Pl obsahu-
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jici uvnite bunik organické molekuly CH3NH3 . Takové élanky byly ji%a
pgipraveny na Fakulti elektrotechnické EVUT v Praze a dosahly Gein-
nosti 19,1 %. Problémem je vlak nestabilita a obsah olova v élancich.
Kombinaci tirokopasovych a Uzkopasovych elanku vyrobili éintti [8] a ka-
nadtti [9] vyzkumnici vyhradni perovskitové tandemové élanky s téinnosti
témig 25 %. Perspektivni jsou také tandemy s krystalickym kgemikem nebo
napg. s CulnSe. Swansea University [10] ji% ohlasila tisk solarnich modulu
(systém nikolika pospojovanych elanku) formatu A4 s Géinnosti 6,3 %. Po-
kud by se podagilo vyrabit takové moduly ve velkém, mohly by konkurovat
kaemikovym.

Ueinnost sluneéniho élanku

Ueinnost élanku ovlivouje nikolik faktord. Kdy¥ se podivame na slu-
neéni spektrum (obr. 8), je z@ejmé, ¥e zale¥si na tom, jakou éast z tohoto
spektra je elanek schopen vyu¥iit. To zavisi na ligce zakazaneho pésy
daného materidlu, co¥% je minimalni energie potgebna k vytvogeni paru
elektron-dira, resp. excitonu. Elanek tedy nemu¥e vyu¥it sluneéni energii
ni¥si ne¥% je energigy a nadbytek energie nadEq je pgeminin na teplo.

Energie foton / eV
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Obr. 8 Sluneeni spektrum po pruchodu 1,5 nasobkem tloul»ky zemské atmo-
sféry. Eervena &ara znézorouje, které fotony ze spektra mu¥se jelti vyu¥sit elanek
z krystalického kgemiku (solarnielektrarny.webnode.cz )

Svitlo, které dopada na élanek, je z éasti odra¥eno a z éasti absorbo-
vano, pgi éem¥: pomir poétu paru elektron-dira nebo excitonu vytvoge-
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nych fotony k poétu absorbovanych fotonu se nazyva vnitgni kvantovou
teinnosti. Naproti tomu vnijti kvantova Uéinnost vyjadguje pomir poétu
vytvogenych paru, resp. excitonu, k poetu dopadajicich fotonu a je ovliv-
nina re exi od povrchu. Ve viech pgipadech hraje vyznamnou roli velikost
difdzni délky, o které jsme se ji% zmioovali. V souvislosti s tim se nikdy
zavadi tzv. sbirna Géinnost, co¥ je pomir poetu paru, resp. excitonu, které
skuteeni pgispily k proudu, (to znamena, ¥e dospily k OPN, byly rozdi-
leny polem pgechodu a dostaly se k elektrodam a odtud do elektrického
obvodu) k poétu tich paru, resp. excitonu, které byly svitlem vytvogeny.

Volt-ampérova (zatézova)

N||P
charakteristika
R
Rs
1
<(% # *RQI] R
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ISC (Jn][m - 1/ RS

Obr. 9 Vlevo je nahradni schéma osvitleného elanku jako generatoru proudu
s paralelni pgipojenou diodou. Rs je sériovy odpor, Rsn je shuntujici odpor a R
je odpor zati¥se. Vpravo v prvnim kvadrantu je volt-ampérova charakteristika

elanku za tmy a ve etvrtém kvadrantu pgi osvitleni. |sc je proud nakratko, Uoc
je napiti naprazdno. Plocha nejvittiho vepsaného obdélniku udava maximalni

vykon z élanku. Tomu pgisluti proud I a napiti Um

Realni maji oblasti N, P a kontakty dohromady odpor Rg, co% sni-
Yauje velikost protékajiciho proudu. Situaci je vidit na obr. 9 vlevo, zna-
zoroujicim nahradni schéma osvitleného élanku jako generatoru proudu
I s paralelni pgipojenou diodou. Vedle sériového odporiRs hraje roli
také paralelni (shuntujici) odpor Rgp, ktery obvykle souvisi se svody. Volt-
-ampérova charakteristika osvitleného élanku, tj. zavislost proudu zati¥i
R na napiti, m4 tvar:

U IR) | U IRs @

| =1g ex
o &XP T T Ren
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Tuto zavislost ukazuje obr. 9 vpravo ve éetvrtém kvadrantu; Uoc a lsc
jsou hodnoty napiti naprazdno a proudu nakratko. Tyto hodnoty jsou
ovlivniny pravi parametry vyle uvedenymi. Plocha nejvittiho vepsaného
obdélniku udava nejvitti vykon, ktery Ize z élanku ziskat (U1 m). Celkova
Géinnost je pak pomir tohoto vykonu k pgikonu, é&ili k vykonu dopadajiciho
svitla. Na obrazku jsou teenami znazorniny pgevracené hodnoty sériového
a paralelniho odporu. Na adrese [11] je tzv. vzdaleny experiment, kde je
mo¥sno pgimo z vali mistnosti zmigit charakteristiku kgemikového elanku
pai nikolika intenzitach osvitleni.

Konstrukce elanku

a) anorganické élanky
Klasickou konstrukci kaemikového sluneéniho élanku s hgebenovou horni
elektrodou ukazuje obr. 10.

Obr. 10 Klasicka konstrukce kgemikového élanku zobrazujici vytvogené elektrony
() adiry (+) a jejich pohyb smirem k elektrodam. Pgedni elektroda ma tvar
hgebenu s takovou velikosti pprstuy, aby maximalni shiraly naboje a pgitom
minimalni stinily svitlu (L. A. Dobrzanski et al. J. Achievements in Mater. and
Manufact. Engineering. 59 (2013), 67), upraveno.

Dokonalejti élanky jsou na povrchu opatgeny antire exni vrstvou, ktera
shi%auje ztraty re exi. Dal'i pokrok pgedstavuji texturované povrchy vy-
tvogené leptanim [12]. Na povrchu jsou pak malé pyramidy; svitlo odra-
Ysené ze stran pyramid je vyuito tak, ¥e je re ektovano dovnitg materiélu.
Maximalni Géinnosti élanku z anorganickych materialu jsou uvedeny v Ta-
bulce 1.
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Tabulka 1: Uéinnosti sluneénich élankd a modulu pgi osvitleni AM1,5 [13]

Pro lepti vyu¥iiti sluneéniho zageni se konstruuji tzv. tandemové élanky
slo¥ené ze dvou nebo vice jednotlivych élanku s rozdilnymi tigkami zakaza-
ného pasu. Svitlo dopada na vrchni eldnek s nejtirtim zakdzanym pasem a
postupuje do daltiho élanku s ni¥tim pasem, kde jsou vyu¥ity delti vinové
délky (obr. 11).

b) organické elanky

Prvni organické élanky mily podobu dvou vrstev opaeného typu vodi-
vosti nanesenych na sobi. Pgedevtim vzhledem k nizkym difGdznim délkam
byla jejich Géinnost velmi mala (< 1 %). Mnohem leptich vysledku se do-
sahlo promichanim obou typu polovodiéu v jedné vrstvi. Vznikl tak tzv.
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Obr. 11 Vyu¥iti sluneéni energie v tandemovém élanku. U&innost dvouvrstvého
tandemu je 31 %, tgivrstvého tandemu 38 % a étygvrstvého tandemu 41 %.
pNovy materialy mu¥e byt napg. GalnNAs.

objemovy elanek. Materidlem typu P byva polymer a materidlem typu N
fulleren. Tim se zvy!i plocha pgechodu, na které se rozdiluji excitony a sou-
easni klesne vzdalenost, kterou musi excitony urazit, aby se k pgechodu
dostaly (obr. 5). To vedlo k Géinnostem postupni a%s nad 10 %. Na obr. 12
je struktura plastického élanku s organickym polovodieem MDMO-PPV
(derivat polyphenylenu vinilenu) ve smisi s fullerenem.

Obr. 12 Struktura plastického élanku s organickym polovodiéem MDMO-PPV
(derivat polyphenylenu vinilenu) ve smisi s fullerenem. Tenké mezivrstvy LiF a
PEDOT:PSS napomahaji pgenosu naboju k elektrodam.

V souéasnosti Geinnost elanku z organickych materialu pgekroeila hra-
nici 10 %, ktera se ji% pova¥auje za ekonomicky zajimavou. Struktura élanku
je oviem slo%.itijti. Pod elektrodami jsou tzv. transportni vrstvy, které
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propouttiji ke katodi pouze elektrony, resp. k anodi pouze diry, aby ne-

dochéazelo ke ztratam naboju rekombinaci. Situace je vidit na obr. 13 jak
pro pgipad normalni geometrie, tak pro geometrii invertovanou, kde je éla-
nek chranin proti vlivu atmosféry (jedna se pgedeviim o oxidaci hliniku)

vrchni stagibrnou elektrodou.

Obr. 13 Sluneéni élanek s objemovym heteropgechodem opatgeny vodivymi vrst-
vami, které pgendleji elektrony a diry k pgislulnym elektrodam (transportni
vrstvy pro elektrony a diry). Obrazek vlevo ilustruje normalni geometrii, obra-
zek vpravo invertovanou geometrii ( pv.sjtu.edu.cn/research.html ).

Tabulka 2: Uéinnosti sluneénich élankd a modulu pgi koncentraci zageni
(4. sloupec) [13]

Poznamka AML.5 je zagivy tok dopadajici na Zemi po pruchodu 1,5 na-
sobkem tloul»ky zemské atmosféry a o hustoti vykonu 930 W/ni. Tato
hodnota se pou¥aiva nejéastiji.

Fotovoltaické systémy

Jednotlivé élanky se pou¥sivaji jen v aplikacich, jako jsou napg. kalku-
laéky, hodinky, nabijeeky, nebo drobné osvitleni. Spojenim nikolika élanku
vznikaji moduly o plole desitek a¥% stovek cfy kde se élanky spojuji do sé-
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rie i paralelni. V praxi se setkavame s fotovoltaickymi panely, které jsou na
pgedni strani opatgeny sklem odolnym proti narazu a zapouzdgeny do plas-
tického materialu a obvykle maji kovovy ram. Daltim stupnim je zapojeni
panelu do fotovoltaickych systému éasto doplninych akumulatory, které
dodéavaji energii v noci, nebo pgi nedostateeném sluneénim svitu. Stej-
nosmirny proud z panell je pgeminin na stgidavy pomoci invertoru, aby
mohl byt pou¥.it pro si»ové spotgebiée a pro dodani do rozvodné siti. Panely
vittinou nevy¥aaduji adr¥abu a Jsivotnost v pgipadi kegemikového krystalic-
kého materialu je 20 a%. 30 let. Jako ukazku uvadime fotovoltaicky systém
instalovany v roce 2003 na stgele Matematicko-fyzikalni fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze v arealu Tréja (obr. 14). Je to pgipad fotovoltaické
(PV) elektrarny s vykonem 20 kW. Tato elektrarna vyrobi roéni pgibli¥ani
20 MWh elektrické energie. Podle tdaju z roku 2017 je v ER instalovano
28315 PV elektraren s thrnnym vykonem 2110 MW. Energeticky regu-
laéni Ugad ve zpravi o provozu elektrizaéni soustavy v Eeské republice
uvadi, ¥%e ve 4. étvrtleti roku 2018 byl celkovy instalovany vykon PV elek-
traren 2048,9 MW. V ER je nejvitti PV elektrarna v byvalém vycvikovém
areélu Ralsko s vykonem 38,3 MW (obr. 15), nasleduje elektrarna Vepgek
v Nové Vsi o vykonu 35,1 MW a Brno-letilti Tugany s 21,2 MW.

Obr. 14 Sluneeéni elektrarna na stgele budovy Matematicko-fyzikalni fakulty
v Praze Troji. Vykon elektrarny postavené v roce 2003 je 20 kW.

Vittina elektraren byla sputtina v roce 2010. V Evropi dosahl roeni
instalovany vykon maxima v roce 2011, a to asi 20 000 MW. V souéasnosti
se uvadi, ¥%e nejvitli PV elektrarna v Evropi je ve ©panilsku s instalovanou
kapacitou 300 MW. Na 2. a 3. misti jsou PV elektrarny na dvou mistech
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Obr. 15 Sluneéni elektrarna v Ralsku Obr. 16 Sluneeni elektrarna ve Spoje-

o vykonu 38,3 MW nych arabskych emiratech se souéasni

(www.fotovoltaickepanely.eu ) nejvy'tim vykonem 1,2 GW
(www.pveurope.eu).

v Nimecku (54 MW a 53 MW), kde se jedna o tenkovrstvé panely. Pgi tom
celkovy instalovany vykon v Nimecku je 45,9 GW. V roce 2019 byla uve-
dena do provozu nejvitli elektrarna na sviti. Je instalovana ve Spojenych
arabskych emiratech a mé vykon 1,2 GW (obr. 16). Nabizi elektginu velmi
levni, adajni jen za 55 halégu za 1 kWh. V roce 2017 bylo uvedeno, %e
celkové mno%¥sstvi vykonu z PV zagizeni je 227 GW a bylo vyrobeno hlavni
v Eini, Japonsku a USA. Viechny tyto Udaje jsou pgevzaty ze Serveru
Google a z [14]. Organické PV panely byvaji éasto zkonstruovany z élanku
tittinych na ohebnou folii. Pro lepti vyu¥iti sluneéniho zageni a pro zvyleni
celkové Ueinnosti se poeita s tandemovymi elanky. Obr. 17 ukazuje tittiné
a srolovatelné organické moduly vyrabiné v Dansku [15]. Principialni jimi
Ize pokryt i stgechy, nebo fasady domu.

Obr. 17 Srolovatelny modul z organickych élanku tittiny na ohebné folii vyra-
biny v Dansku ( infinitypv.com ).
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Stgelni panely

Velky prakticky vyznam maji panely umistiné na stgechach obytnych
nebo vegejnych budov. Zajimavosti je napg. instalace solarnich panelu na
stgele provozni budovy Narodniho divadla v Praze, nebo stgelni elektrarna
v Ostro¥ané Lhoti postavena v neu¥iivané prumyslové zoni. Na stgechach
obytnych domu se podle rozsahu spotgeby uplatouji panely s vykonem
3 kW, a% 5 kW (W, je tzv. piekovy vykon pgi dopadu zagivého toku
1 kW/m ?) jako¥sto vlastni zdroje doplniné baterii (obr. 18).

Obr. 18 Obytné domy se stgelni elektrarnou v kombinaci s baterii (www.
solarenvi.cz ).

Obr. 19 llustrace sluneeni elektrarny v kombinaci s rozvodnou siti.
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Hybridni systémy vyu%iivaji kombinace stge!ni elektrarny a rozvodné
siti. Situaci ukazuje schematicky obr. 19, kde jsou na stgele umistiny mo-
duly, vitli stgechy byvayji rovni¥a pokryty fotovoltaickymi panely. V pgipadi
nedostatku sluneéniho svitu je mo¥ano odebirat energii ze siti a naopak pgi
jeho pgebytku energii do siti dodavat.
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INFORMATIKA

Poeitaeova gra ka, 1. east

EDUARD BARTL

Pgirodovidecka fakulta UP, Olomouc

Poéitaéova gra ka je zajimavou a bezesporu dule¥itou informatickou
disciplinou, ktera se zabyva metodami pro tvorbu a manipulaci digitalniho
obrazu, pgipadni digitalni animace (nikdy je poéitaeovou gra kou také
nazyvan pgedmit zajmu této discipliny, tedy pravi zmininy digitalni obraz
nebo animace). Pges svoji dule¥itost je ji ve vyuce informatiky zpravidla
vinovano malo nebo vubec %adny prostor. Cilem tohoto nikolikadilného
paispivku tedy je poskytnout étenagi (zejména ueiteli nebo studentovi na
stgedni kole) zakladni vhled do této discipliny formou, kterd je { alespoo
podle skromného nazoru autora { v ureitém ohledu neotgela.

1. Uvod

Poéitaéova gra ka se zrodila brzo poté, kdy se objevily prvni elektro-
nické pogéitaget) Duvodem je patrni skuteénost, ¥se pro vitlinu lidi je pgi-
rozené vnimat okolni svit pomoci obrazové informace. Pokud tedy poéitae
vykond nijaky vypoéet, jeho¥ vysledek se neda jednodule vyjadgit (na-
pgiklad pomoci jednoho nebo nikolika méalo éisel) a pgesto ma byt pro
elovika snadno a rychle vstgebatelny, pak jej zpravidla vyjadgime s vyu¥i-
tim nijakého gra ckého prvku. Tgeba mu¥.eme éiselné vysledky uspogédat
do tabulky, ve které jsou jednotlivé budky oddileny earami, nebo mu¥eme
vysledek zobrazit pomoci grafu. Velmi dobrym pgikladem u¥iiteénosti gra-
ckého zobrazeni je vysledek migeni vypoeetniho tomografu; Iékag jisti
oceni, kdy¥ vysledkem nebudou miliony éisel popisujicich strukturu zkou-

1) Termin poéitaéova gra ka poprvé pou¥aili roku 1960 Verne Hudson a William Fetter,
ktegi pracovali pro spoleénost Boeing.
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maného objektu, ale jeden trojrozmirny obrazek pgimo znazoroujici tento
model.

Poéitaeova gra ka zaujiméa v informatice ponikud zvlatni misto. Je to
zjevni dano tim, ¥%e ke svému %ivotu potgebuje nejen matematiku a niktera
dal'i informatick& odvitvi (jmenujme napgiklad linearni algebru, geome-
trii, teorii informace a kodovani, umilou inteligenci), ale i nikolik zcela
neinformatickych disciplin (kupgikladu psychologii, fyziologii oka nebo op-
tiku). Neobvyklé postaveni poeitaéové gra ky v informatice je také dano
jejim vyu¥itim ve vytvarném umini a Imové tvorbi.

Poéitaéovou gra ku mu¥eme rozdilit na dvourozmirnou a trojrozmir-
nou poéitaéovou gra ku podle toho, zdali je jejim pgedmitem zajmu dvou-
rozmirny (éasto také gikdme 2D) nebo trojrozmirny (3D) obraz nebo
animace. Trojrozmirna poeéitaéova gra ka vyu¥siva metody dvourozmirné
a vyznamnym zpusobem je obohacuje o dali metody, které geli pro-
blémy typické pro trojrozmirné scény, napgiklad geleni viditelnosti, osvit-
leni scény, zobrazovani stinu atd. Tento nikolikadilny élanek se bude za-
byvat vyhradni dvourozmirnou poéitaéovou gra kou.

2. Matematicky model obrazu

Digitalni obraz mu¥eme umile vygenerovat (jak uvidime v daltich di-
lech tohoto elanku) nebo ziskat pomoci nijakého zagizeni. Zastavme se
nyni kratce u problematiky ziskavani dvourozmirného obrazu. Toto mirné
odboéeni nam pozdiji pomu¥se zavést jednoduchou de nici digitalniho ob-
razu, ze které pak mu¥eme vyvodit, jakym zpusobem ulo¥it obraz do pa-
miti poéitaée.

V souéasné dobi nejpou¥isivanijtim zagizenim pro ziskani obrazu je be-
zesporu digitalni fotoaparéat. Digitalni fotoaparat je postaven na principu
klasického fotoaparatu a je doplnin o elektronické zagizeni, které obdr¥eny
obraz takzvani digitalizuje, tedy pgevede do podoby, kterd umo¥ouje jeho
ulo¥eni na elektronické pami»ové médium.

Je vieobecni znamo, ¥%e prvni fotogra e se objevily v prvni polovini 19.
stoleti. Méni znama je vtak skuteénost, ¥%e princip klasického fotoaparatu
je zalo¥sen na zagizeni, které se jmenujamera obscura) a jeho¥ princip
byl popsan Aristotelem kolem roku 350 pged natim letopoétem. Dobové
vyobrazeni camera obscury na obr. 1 dobge vystihuje, jakym zpusobem

2 pgeklad tohoto latinského nazvu je tmavy pokoj ; mohli bychom jej pgelo¥it také
jako temna komora. V anglické literatuge se éasto pou¥sivd nazev pinhole camera {
dirkova komora .
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toto zagizeni pracuje. Technicka realizace je ve skuteénosti o nico slo¥i-
tijti, velikost otvoru ve stini toti% ovlivouje kvalitu ziskaného obrazu na
pramitni. Eim je otvor viti, tim vice svitla dopadéa na prumitnu, obraz je

tak jasnijti, ale kvuli difrakci je rozmazanijti. Zmentenim otvoru ziskame
ostgejti obraz, ktery je vtak malo jasny. Tento problém se geli umistinim
vhodné eoéky do otvoru stiny.

Obr. 1 Camera obscura (13. stoleti), zdroj Wikipedia

Ziskany obraz na prumitni camera obscury mu¥eme popsat pomoci

funkce

o:R R! C; Q)
které budeme gikatobrazova funkcea ktera bodu o sougadnicichx;yi 2
R R pgigazuje nijakou barvu z mno%ziny viech bare@.

Zduraznime, %e obrazova funkce je velmi obecnymatematickym mo-
delem ziskaného obrazu. Pokud bychom ji chtili pou34it k ulo¥eni obrazu
do pamiti poéitaee, pgipadni k zobrazeni obrazu na displeji, tak pgili
neuspijeme. Duvody jsou dva.

Zaprvé, jednotlivymi prvky mno¥iny C jsou barvy, které jsou pro nale
Uéely pgilit abstraktnimi objekty. Ka¥dou barvu v mno%inC bychom mili
byt schopni nijak rozumni popsat, nejlépe pomoci éisla nebo nikolika malo
eisel. Touto problematikou se budeme zabyvat v sekci 3, 4 a 5.

Zadruhé, body tohoto obrazu jsou idealni objekty (napgi'ti jim budeme
gikat geometrické body patgicimi do geometrického svita, v natem redl-
ném sviti se vtak nevyskytuji { neumime je ¥%&dnym zagizenim zobrazit a
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neumime je ani vidit. Pgesto si je umime v nali mysli pgedstavit, a proto
také o nich tei mu¥eme rozpravit. Jakym zpusobem pracovat s timito
geometrickymi body si povime v sekci 6.

3. Barvy

Zabyvat se podrobni popisem barev vy¥aduje hluboké znalosti optiky,
fyziologie lidského oka a daltich souvisejicich disciplin. Abychom se pgi-
lit nevzdalovali od smiru naleho vykladu, pokusime se byt maximalni
struéni. Zopakovani nikolika zékladnich pojmu z optiky se vtak nevy-
hneme.

Jak vime, svitlo je elektromagnetické vinini, které je charakterizovano
vinovou délkou a frekvencif, mezi kterymi plati znamy vztah

_c.
=5

kde c je rychlost svitla ve vakuu. Zajimat nas bude pouze maly rozsah vl-
novych délek, pgibli¥sni od 400 nm do 700 nm. V tomto rozsahu jsme toti¥s
schopni svitlo vnimat natim zrakem, proto také nazyvame toto svitlo vi-
ditelnym svitlem. Ruzné vinové délky viditelného svitla vyvolavaji odlitny
zrakovy viem { vnimame je jako svitlo ruzné barvy. Konkrétni, viditelné
svitlo s vinovou délkou v rozsahu pgibli%zni od 400 nm do 450 nm vnimame
jako alové, v rozsahu od 450 nm do 490 nm jako modré, od 490 nm do
560nm jako zelené, od 560nm do 590 nm jako ¥luté a od 590nm do 700nm
jako éervené. Timto barvam gikamespektraini barvy®) Celé barevné spek-
trum je znazornino na obr. 2.

Obr. 2 Barevné spektrum, zdroj Wikipedia.

Dal'i barvy vznikaji slo¥senim spektralnich barev. Napgiklad bila barva
vznik& slo¥senim viditelného svitla vtech vinovych délek.

Doposud jsme se bavili obarvi svitla. Pokud ovlem pou¥ijeme slovo
barva v bi¥ané mluvi, tak tim méme zpravidla na mysli barvu nijakého

3) Nikdy se mezi spektralni barvy uvadi také tyrkysova barva, ktera je v barevném
spektru na rozhrani mezi modrou a zelenou (vinova délka kolem 490 nm, a déale pak
oran¥sova barva, je¥ je na rozhrani mezi ¥lutou a éervenou (vinova délka kolem 590 nm).
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pgedmitu. Jak tedy spolu souvisi barva svitla s barvou pgedmitu? Od-
povii je jednoduchd. Barva pgedmitu je dana barvou odra¥.eného svitla.
Pokud bihem vegetaeniho obdobi posviti na list lipy bilé svitlo, odra%.ené
svitlo bude v zelené éasti spektra a my proto budeme tento list vnimat
jako zeleny?) Dobrym pgikladem je také dopadajici svitlo na bilou stinu
pokoje. Takova stina toti% velmi dobge odra¥ii viditelné svitlo viech vl-
novych délek. Posvitime-li tedy na stinu bilym svitlem, témig viechny
vinové délky se odrazi, slo¥senim vznikne opit bilé svitlo, stinu tak vni-
mame jako bilou. Jestli%ze ale na stinu posvitime eervenym svitlem, odrazi
se eervené svitlo a stinu vnimame jako eervenou. Pokud bychom tedy ne-
mili mo¥nost zjistit barvu svitla v mistnosti, budeme pgesvidéeni, ¥%e je
stina natgena na éerveno.

4. Barevné modely

Pekli jsme si, ¥ mno¥%in@ v de nici obrazové funkce obsahuje jako
své prvky barvy. Jakym zpusobem poéitaé s barvami pracuje? Poéitaé
si jisti, narozdil od élovika, neumi vytvogit viem barvy. Jednotlivé barvy
musime nijakym zpusobem kdédovat tak, aby s nimi mohl poéitaé pracovat
(napgiklad ulo%.it je do pamiti). K tomuto Uéelu slo¥ibarevné modely
z nich¥ nejznamij!i se nazyva RGB barevny model.

Jak mu¥seme tulit, zkratka RGB poukazuje na tgi zakladni barvy, se
kterymi tento barevny model pracuje { jedna se o eéervenou (anglicky red),
zelenou (anglicky green) a modrou barvu (anglicky blue). Vybir tichto
zakladnich barev neni ndhodny a souvisi se skuteénosti, ¥%e podstatnou
eéast daltich barev (zduraznime, %e nikoliv viechny) jsme schopni ziskat
slo¥senim tichto tai zakladnich barev. Pokud napgiklad posvitime na ni-
jaké misto bilé stiny baterkou, ktera vydava éervené svitlo a do stejného
mista dale posvitime baterkou, ktera vydava zelené svitlo, odra¥sené svitlo
bude mit barvu lutou. Takovému skladani gikamaditivni, schematicky

4 Souvisi to s chlorofylem, ktery je paitomny v rostlinach, sinicich a gasach. Chlorofyl
toti% silni pohlcuje alové, modré a eervené svitlo, vinové délky odra¥eného svitla
se budou pohybovat zejména kolem 550 nm, list lipy pak vnimame jako zeleny. Na
podzim se vtak chlorofyl rozklada, v listech zaénou pgevladat tgisloviny, které zelené
svitlo pohlcuji a naopak odra¥eji svitlo %luté nebo éervené barvy. Na podzim proto
listy dostavaji svoje typické eerveno¥iluté zbarveni.

Pokud dame nikomu za Ukol popsat, jak vypada list stromu, tak jisti ve své od-
povidi zmini, %e je zeleny. Vlastnost pbyt zelenyy je tedy Gzce svidzéna s vyznamem
souslovi plist stromuy. Uvidomime-li si ale fyzikalni podstatu vici, dojdeme k ponikud
pgekvapivému zjiltini, %e je toti¥a tento Uzky vztah dan pnepgatelskymy chovanim listu
k zelené barvi svitla { je to jedina barva, kterou odra¥ai.
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je znazornino na obr. 3.

Obr. 3 Aditivni skladani barev, zdroj Wikipedia

RGB model znazoroujeme pomoci jednotkové krychle, které gikdme
RGB krychle. Vidime ji na obr. 4. Krychle je umistina do sougadnico-

Obr. 4 RGB krychle, zdroj Wikipedia

vého systému zpusobem, ktery vidime na pravi zmininém obrazku. Ka¥da
barva je uréena, jak jsme ji% gekli, uréitym zastoupenim zékladnich barev {
eervené, zelené a modré barvy. Barvu zobrazitelnou RGB modelem tedy re-
prezentujeme jako bod o sougadnicichr; g; bi, kder, g a bjsou reélné éisla

z intervalu [0; 1], ktera vyjadguji stuped zastoupeni z&kladnich barev. Na-
pgiklad tedy eern& barva je reprezentovana bodem o sougadnicid O; 0i,
Ylutd barva (vznikla slo¥senim eervené a zelené) je reprezentovana bodem
0 sougadnicichhl; 1; 0i, bod H0:7;0:7;0:7i uréuje barvu, kterou bychom
mohli pojmenovat jako svitle teda a podobni.
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Vidime tedy, %e ve vrcholech le¥%i zékladni barvy nebo barvy, které vzni-
kaji slo¥.enim z&kladnich barev { tim se gik&loplokové barvya jedna se
o tyrkysovou (anglicky cyan), purpurovou (anglicky magenta) a ¥lutou
(anglicky yellow). Na tilesové uhlopgiéce se nachazeji ledé odstiny, které
zaeinaji v poééatku sougadnicového systému eernou barvou a konéi v proti-
lehlém vrcholu bilou barvou. Vzdalovanim se od tilesové Uhlopgiéky obdr-
¥aime barvy, které jsou vice saturované (syté). Saturace a desaturace barvy
jsou zakladnimi barevnymi transformacemi a podrobniji se jimi budeme
zabyvat v pgittim dile.

Pozastavme se jelti na chvili u skladani barev. @ekli jsme, ¥%e skla-
dani v RGB modelu funguje tak, ¥%e kupgikladu slo¥senim eervené a zelené
barvy vznikne barva ¥sluta. Toto skladani jde viak zcela zasadni proti nati
zkulenosti se skladanim (v tomto pgipadi bychom mo¥na spile mili gict
michanim) vodovych barev pgi malovani na papir. Pokud toti% namalu-
jeme vodovou barvou nijaky éerveny objekt a posléze ho pgemalujeme na
zeleno, jisti nevznikne ¥luty, ale spite hnidy obrazek. Tento typ skladani
barev je samozgejmi zcela v souladu s tim, co jsme si doposud gekli; jen
je potgeba dobge si uvidomit, ¥%e je takové sklddani vyrazni slo¥aitijti. Na
bilem papiru jsou toti% na sobi dvi vrstvy barvy, nikteré vinové délky
dopadajiciho svitla jsou prvni vrstvou odra¥seny, jiné projdou do druhé
vrstvy, od které se opit nijaké vinové délky odrazi, jiné projdou a¥% na
papir. Vysledné odra¥%ené svitlo, jeho% barvu pak vnimame, bude spile
tmavtiho odstinu. Tomuto typu sklddani barev se gikasubtraktivni, zna-
zornino je na obr. 5.

Obr. 5 Subtraktivni skladani barev, zdroj Wikipedia

Na subtraktivnim skladani barev je zalo¥zen model, ktery je v jistém
smyslu opaény k modelu RGB. Nazyva se CMY modelem. V uvedené
zkratce jsou opit poudsity zakladni barvy, kterymi jsou v tomto pgipadi
tyrkysova (C), purpurova (M) a %luta (Y). Pozorny étenag si jisti viiml,
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Yse zékladni barvy CMY modelu jsou doplokovymi barvami RGB modelu.
D4 se pak vytulit, ¥%e doplokovymi barvami modelu CMY budou préavi
zakladni barvy modelu RGB, tedy éervena, zelena a modra.

CMY model zobrazujeme opit jako krychli vhodni umistinou do sou-
gadnicového systému. Ve pak funguje stejni jako v RGB modelu { ka%xda
zobrazitelna barva je reprezentovana bodem le%zicim uvnitg nebo na po-
vrchu krychle a éiselni vyjadgena sougadnicerht; m;yi, kde c; m;y 2 [0; 1]
ureuji stupeo zastoupeni jednotlivych zakladnich barev; rozdil oproti RGB
modelu je pouze ve volbi zakladnich barev a v subtraktivnosti jejich skla-
dani. V poéatku sougadnicového systému je tedy bila barva, v protilehlém
vrcholu je éerna barva a podobni.

Ze vzajemného vztahu z&kladnich a doplokovych barev v RGB a CMY
modelu mu¥eme snadno odvodit obecny vzoreéek umo¥znujici transformo-
vat jeden model na druhy. Pokud tedy budeme uva¥sovat jistou barvu, ktera
ma v RGB krychli sougadnicetr;g;bi, tak jsou jeji sougadnicehc; m;yi
v CMY krychli vyjaddgeny vztahem

he;myyi=h 1l g;1 b

Jak jsme si ji%s gekli, RGB model je zalo¥:en na aditivnim skladani ba-
rev. Tento typ sklddani se pgesni hodi na popis barev zobrazovanych na
CRT monitorech nebo LCD displejich. Fungovani tichto dvou typu zob-
razovacich zagizeni je sice zalo¥.eno na zcela jinych principech, oba viak
skladaji svitelné paprsky ruznych barev aditivnim zpusobem. CRT mo-
nitory i LCD displeje proto pou¥sivaji pro popis zobrazenych barev RGB
barevny model. CMY model vyu¥ivajici subtraktivni skladani se naproti
tomu pou¥aiva v tiskagskeé technice. V tiskagské praxi se viak z technickych
duvodu pgidava k zakladnim barvam modelu CMY jelti jedna barva, toti%a
eernd barva. Vznika tak model CMYK (pismeno K odkazuje na anglické
slovo blacK).

Barevné modely RGB a CMY maji jednu zasadni nevyhodu { tvorba
barev v tichto modelech je malo intuitivni. Pokusime se to demonstro-
vat na nasledujicim pgikladu. Uva¥wujme barvu, kterd ma v RGB modelu
sougadnice0:1; 0:83; 0:75i . Tuto barvu si mu¥sete zobrazit v nijakém gra-
ckém editoru; kvuli vysokému podilu modré a zejména pak zelené barvy,
bychom vysledek mohli pojmenovat jako zelenomodra barva. Pgedstavme
si nyni, ¥%e touto barvou vybarvime v gra ckém editoru nijaky geometricky
objekt, ale pozdiji zjistime, %e je tato barva pgilit svitla. Radi bychom
poibli¥ani zachovali odstin této barvy, ale uéinili ji trochu tmav?i. Kterou
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barevnou slo¥ku zminime a o kolik? Na tuto otdzku se neda uspokojivi
odpovidit. Z tohoto duvodu se v ruznych gra ckych aplikacich pou¥sivaji

i jiné barevné modely (napgiklad HSL nebo HSV modely, vice informaci
o tichto modelech je mo%zné najit na v [1] nebo v [2]) .

5. Barevna hloubka

V poéitaéové gra ce mame pro vyjadgeni zastoupeni jednotlivych barev
k dispozici jen omezené mno¥astvi pamiti. V dnetni dobi se zpravidla pro
ulo¥eni ka¥adé zékladni barvy pou%siva 1 bajt, tedy 8 bitu. Pro viechny tgi
zakladni barvy tedy potgebujeme 24 bitu. Celkovy poeet bitu potagebnych
pro vyjadgeni zakladnich barev (a pota¥smo viech barev vyjadgitelnych
v daném barevném modelu) se nazyvdarevna hloubka

Systém vyu¥iivajici barevnou hloubku o velikosti 24 bitu se nazyvtue
color systém a dnes jej vyu3iiva napgiklad forméat Blu-Ray. Pojmenovani
true color (do eeltiny se pgeklada jako plurdl { virné barvy) bylo zvoleno
proto, ¥e diky 24 bitim jsme schopni vyjadgit celkem

2% = 16777 216 barev.

Lidské oko je schopno rozlitit kolem 10 milionu barev, tato barevna hloubka
tedy umo¥0uje ulo¥iit obrazovou informaci s virnym barevnym vyjadgenim.
V minulosti se kvuli technickych omezenim pou¥ivaly i menti barevné
hloubky, napgiklad 16 bitt? (systémy vyu¥sivajici tuto hloubku se nazy-
vaji high color systémy), 12 bitd, 8 bitd nebo dokonce pouhé 4 bity?)
Tyto barevné hloubky se viak dnes vyu%iivaji velmi zgidka, pouze v nikte-
rych specialnich aplikacich. Naopak je mo¥ané setkat se s vy'li barevnhou
hloubkou, konkrétni 32 bitu. Otazkou je, zdali je u¥iteéné nadale zvylovat
poéet vyjadgitelnych barev; ve skuteénosti je i v tomto pgipadi pou¥ito
8 bitu na vyjadgeni ka¥.dé zakladni barvy (stejni jako v pgipadi 24 bitové

5) Mezi tgi z&kladni barvy bylo tichto 16 bitl zpravidla rozdileno tak, ¥%e na &ervenou
a modrou barvu bylo vyélenino po 5 bitech, na zelenou barvu pak 6 bitu.

6) pgikladem, ktery si autor nemu¥se dovolit z nostalgickych divodu neuvést, jsou osmi-
bitové poeéitage, které byly velmi oblibené v 80. letech 20. stoleti. Konkrétni, v Eeskoslo-
vensku velmi popularni poeitaeée Atari s oznaeenim 800XL (i nikteré pozdijti modely)
pouiivaly nikolik gra ckych re%imu; v jednom z nich byla k dispozici 4 bitova barevna
hloubka, v jiném dokonce pouze 1 bitova (obraz byl tedy dvoubarevny, nikoliv viak
nutni éernobily). Vittiho poétu barev, ne¥% kolik byl schopen dany re¥im zobrazovat,
bylo dosahovano so stikovanymi programatorskymi technikami vyu¥iivajicich kratkého
okam¥siku, bihem kterého se paprsek vykreslujici obraz na stinitko obrazovky vracel
z konce jednoho gadku na zaeatek bezprostgedni nasledujiciho gadku.
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barevné hloubky), posledni bajt je vyu¥iit jako takzvany alfa-kanal, kterym
se realizuje pruhlednost obrazu. O tom, jak alfa-kanal funguje, si povime
v jednom z nasledujicich dilu élanku.

6. Pixely

Pokud budeme chtit s geometrickymi body obrazu pracovat v natem re-
alném sviti, budeme z nich muset vytvogit objekty, které budeme schopni
vypoeetni puchopity. Takovym objektum se pak v poéitaéové gra ce gika
fyzické pixely” Obyeejni se de nuji jako obdélnikové plotky, které jsou
tisni vedle sebe a pokryvaji eéast prumitny, ktera nas zajima.

Kromi fyzického pixelu budeme také v daltich dilech pracovat s pojmem
logického pixelu Duvodem pro zavedeni tohoto pojmu je potgeba nijakym
zpusobem vyjadgit sougadnice daného fyzického pixelu { z fyzického pixelu
tedy vybereme nijaky geometricky bod (eéasto je to stged fyzického pixelu
nebo jeden z jeho vrcholt) a tomuto bodu budeme gikat logicky pixel.
Sougadnice logického pixelu pak uréuji sougadnice pgislutného fyzického
pixelu.

K fyzickym a logickym pixelum se vratime pozdiji (napgiklad pgi vy-
kladu Bresenhamova algoritmu pro rasterizaci zakladnich geometrickych
Gtvaru), vie si pak demonstrujeme na obrazcich. Dodejme, %e pokud bu-
deme mluvit o pixelu, tak tim budeme mit na mysli fyzicky pixel.

7. Digitalni obraz

Vra»me se nyni k obrazové funkcb, viz pgedpis (1). Dekli jsme si, e se
jedna o velmi obecny a pro praktické téely nepgilit vhodny model obrazu.
Pomoci barevnych modelu si vtak umime poradit s mno%sinou viech barev
C a pomoci fyzickych a logickych pixelt si umime poradit i s jednotlivymi
geometrickymi body tohoto obrazu.

Pokud budeme chtit na poéitaei zpracovat obraz ziskany na prumitni
camera obscury, vytvogime z niho takzvanydigitalni obraz. Postup je néa-
sledujici. Na prumitni camera obscury nejprve nade nujeme obdélniko-
vou oblast nateho zajmu. Poéatek sougadnicového systému umistime do
nikterého z vrcholu tohoto obdélnika. V poéitaéové gra ce se tento po-
eatek zpravidla umis»uje do levého horniho rohu, kladna polovina osy
smiguje doprava, jak jsme zvykli; kladn& polovina osyy vtak obvykle smi-

7) Slovo pixel vzniklo zkracenim anglickych slov picture element, tedy obrazovy bod.
Svého easu byla také zavedena zkratka pel, ta se viak neujala.
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guje dolu. Obraz je tedy uréen barvami viech geometrickych bodu le%icich
v obdélnikové oblasti nateho zajmu.

Obdélnikovou oblast nateho zajmu pak souvisle pokryjeme fyzickymi
pixely. Logicky pixel ka¥sdého fyzického pixelu umistime napgiklad do jeho
levého horniho vrcholu. Migitko na oséach zvolime tak, aby mily fyzické
pixely jednotkovou tigku i vy*ku. Dusledkem toho je, %.ex-ova i y-ova sou-
gadnice logického (a pota¥smo i fyzického) pixelu je pgirozené éislo. Barva
fyzického pixelu o sougadnicichx;yi je pak uréena barvou pgisluného
logického pixelu, tedy hodnotouo(x;y).®) Tuto barvu pak kédujeme s vy-
u%aitim nijakého barevného modelu. V pgipadi RGB modelu nebo CMY
modelu tedy barvu kédujeme jako trojici eisel, kde jednotliva éisla této
trojice ureuji stupeo zastoupeni zakladnich barev.

Z pohledu programétora je digitalni obraz dvourozmirnym polem, jeho¥%a
hodnoty ureuji barvy pgislutnych pixelu. Takto de novanému digitalnimu
obrazu se v poeéitaéové gra ce gikdastrovy obraz nebo rastrova gra ka
(pixely nesouci informaci o barvi toti% tvogi rastr). Existuji i jiné pgistupy
(napgiklad vektorova gra ka), které se viak pou¥aivaji jen v nikterych spe-
cidlnich aplikacich a proto se jimi nebudeme zabyvat.

8. Zavir

Prvni dil série élankl o pogéitaéové grace byl pouze Gvodni. Etenag
byl sezndmen se zakladnimi pojmy, které budou nezbytné pro pochopeni
daltich dilu. V tich se budeme vinovat zejména algoritmum vyu¥aivanych
ve dvourozmirné poeéitaéové gra ce.
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[3] Martitek, D. : Matematické principy gra ckych systému. Littera, 2002.

8)V technické praxi se tomuto podebirani barevy z obrazové funkce gikd vzorkovani.
Vzorkovéani je pak souéasti procesu, kterému se gika digitalizace . Problematika vzorko-
vani a digitalizace je pomirni dosti slo%ita, vy¥aduje znalost alespoo zékladnich kurzu
vysokotkolské matematiky. Pro Géely tohoto elanku jsme proto tyto pojmy znaéni zjed-
nodutili; pro dal'i vyklad viak bude tento zjednoduleny pohled dostaéujici.
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Kyberbezpeenost a informaeni
bezpeenost na stgednich 1kolach

JII SEDLAEEK { TOMA®© PITNER

Network Security Monitoring Cluster { Masarykova univerzita, Narodni centrum kom-
petence pro kyberbezpeénost

Elanek mu¥ze slouit jako rychly orientaéni material pro vedeni stgednich
kol a uéitele informatiky v tom, jaka jsou vychodiska vyuky kyberbezpeé-
nosti a informaeni bezpeénosti v dnetni dobi plné hrozeb pochéazejicich
z online svita, a jak takovou vyuku zavést do viech stgedokolskych RVP
a ©OVP v Eeské republice.

Nastini novi vyvinuty trojarovoovy koncept vyuky kyberbezpeénosti a
informaeni bezpeénosti s nejvylim stupnim v podobi Juniornich center
excelence (JCE) V daltim éisle se budeme podrobniji vinovat prvnim
zkulenostem s JCE a jejich slu¥bam pro ostatni tkoly v ramci danych
regionu.

Kyberbezpeénost a informaéni bezpeénost

V dnelni dynamické dobi jsme stéle eastiji konfrontovani s pojmy IoT,
oS, IoP, ..., Prumysl 4.0, chytré domy, chytra mista, cloudové slu¥aby,
eGovernment, ale také kybervalka, kyberzloéin, kybertikana, kyber!pi-
ona¥s, kybersabota¥s, atd. Zavislost dnelni spoleénosti na elektronickych
technologiich je stale vyt a vy, stejni tak jako rizika z toho plynouci.

Dne 1. 1. 2015 velel v Geinnost zakon é. 181/2014 Sb., o kybernetické
bezpeénosti a 0 zmini souvisejicich zakonu (dale ZKB), ve znini pozdij-
Lich pgedpisu. To je v nali legislativi prulomovy krok, diky nimu¥ se zaeéal
minit pgistup ke kyberbezpeénosti nejen z pohledu organizaénich a tech-
nickych opatgeni, ale i v pravni rovini (povinné subjekty maji zakonnou
povinnost gelit kyberbezpeénost) a v oblasti vzdildvani a evangelizace.
Poeet povinnych osob danyx3 ZKB byl v roce 2017, po transpozici evrop-
ské smirnice NIS, roztigen. Obecni velkym straldkem, jakkoli iracionalni,
je od 25. 5. 2018 evropské nagizeni o ochrani osobnich Udaju znamé pod
ndzvem GDPR (General Data Protection Regulation).

Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020 149



Ka¥udy obéan bude v osobnim %iivoti v kyberprostoru dgive éi pozdiji
gelit komunikaci se statni spravou a samospravou (eGovernment), bez-
peénost svou, zabezpeéeni svého majetku, bezpeénost svych blizkych. Bu-
dovani bezpeénostniho povidomi a znalostni zakladny je proto nezbytné
systematicky zajit»ovat nejpozdiji na stgednich tkolach.

Narodni strategie kybernetické bezpeénosti a oéekavani od stged-
nich kol

Narodni strategie kybernetické bezpeénostNSKB) Eeské republiky na
obdobi let 2015{2020 konstatuje, ¥eEesky model vzdilavani a vychovy
v oblasti kybernetické bezpeénostieodpovidad v souéasné podobi aktual-
nim po¥sadavkum a trendum. Z tohoto duvodu pak nedostateéni vzdilava a
vychovavé na zakladnim a stgednim stupni %aky a také v nedostateéné mige
nabizi vysokolkolské programy, které by vytvaeely odborniky na kybernetic-
kou bezpeénost. Poptavka po tichto odbornicich je pgitom vysoka.

Narodni strategie kybernetické bezpeénosti (NSKB) Eeské republiky na
obdobi let 2015{2020 pgedpoklada v easti F tato opatgeni:

F. Podpora vzdilavani, osvita a rozvoj informaéni spoleénosti.

Navylovat povidomi a gramotnost v otazkach kybernetické bezpeénosti
jak u ¥dku a studentt zakladnich a stgednich kol, tak i u liroké vegej-
nosti, respektive koncovych u¥zivatell, pomoci podpory iniciativ a osvito-
vych kampani, pogadanim konferenci pro vegejnost apod.

Modernizovat stavajici vzdilavaci programy na zékladni a stgedokolské
Urovni a podporovat na vysokokolské Urovni nové studijni programy, které
budou pgimo vzdildvat experty na kybernetickou bezpeenost.

F.2.01 Modernizovat ramcové vzdilavaci programy na zakladni a stgedo-
1kolské drovni.

Z vy'e uvedeného je zgejmé, ¥e vyuka kyberbezpeéenosti neni ve stged-
nim kolstvi na Urovni odpovidajici po¥sadavkum rozvinuté informaéeni spo-
leénosti. ©koly musi ze zakona zajistit vyuku studentl a souéasni chra-
nit informace o studentech(zajittini dostupnosti, duvirnosti a integrity),
které jsou mnohdy charakteru zvla'tni kategorie osobnich Gdajuviz hapg.
dopady inkluze). Jsou povinny archivovat informace nezbytné k vystaveni
opisu studijnich dokladu{ dobrym pgikladem, ovtem ze tkolstvi vysokého,
je Masarykova univerzita, kterd ji%a 1éta nabizi mo¥anost dalkovi ovigit plat-
nost diplomu pgi znalosti jeho éisla a novi také vydava potvrzeni o studiu
opatgenéelektronickou peéeti(Vertéti, 2020).
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Principy informaéni bezpeenosti
V oblasti informaéni bezpeénosti jsou nezbytné:

Systémovy pgistup. Ka¥da organizace sestavalii, procesu a tech-
nologii. Problematika IB/KB je proto gelena komplexni.

Analyticky pgistup.  Ne¥ jsou pgijiméana rozhodnuti, je nezbytné da-
nou problematiku podrobit analyze. Jedini tak je mo¥uné nasazovat
vhodnéa a ekonomicky pgijatelnd geleni.

Migitelnost. IB/KB je postavena na migitelnosti. A» u¥% z pohledu
zavedenych opatgeni, tak i z pohledu ekonomického, tzn. efektivity a
Uéelnosti vynalo¥senych nékladu.

Opakovatelnost a pgenositelnost/kompatibilita. Jak z pohledu
easu, tak z pohledu peniz je vhodné pou%iit geleni, které je principi-
alni pgenositelné i na ostatni obdobné organizace. Jde jak o kvalitu a
ovigeni ge'eni, tak o jeho dal'i rozvoj a vyminu zkulenosti v komuniti
u¥avatell, dodavatell a s akademickou sférou.

Standardy. Tak jako jsou jako norma pgijaty v oblasti IB standardy
(napg. normy gady 1ISO 27000), stejni tak je nutné tento pgistup apli-
kovat na zvolena technicka opatgeni. Otevgené standardy jsou jedna
strana mince, dlouhodobi fungujici spolehlivy dodavatel druha.
Udr¥itelnost. Nasazen& geleni a technologie museji dlouhodobi spl-
Oovat tyté¥% (nebo vy!li) po¥adavky na bezpeénost. To Ize garantovat
za podminky jejich trvalé udr¥ovatelnosti, dostupnosti bezpeénostnich
varovani, aktualizaci, nastroju pro monitoring a existence komunity

s dostateénym know-how. Nezbytnost podminkou udr¥itelnosti je rov-
ni%. ekonomicka stranka { vybudované infrastruktury jak hardwarové,
tak systémové a aplikaéni museji byt nejen narazovi na poeatku, ale
trvale nanéni Gnosné. Nema smysl vkladat velké prostgedky na pogi-
zeni drahého geleni, kdy¥s nebudou na provoz a Udr¥bu, externi slu¥sby
atd.

Racionalita. Optimalni pgistup k ge'eni problematiky IB je postaveny
na racionalnich rozhodnutich podlo¥enych argumenty a faktfpobjek-
tivni), nikoli dojmy.

Dokumentovatelnost.  Velkeré kroky jsou v oblasti IB/KB dokumen-
tovany. Duvody jsou auditni (tzn. dohledatelnost, kdo, co jak a proe
uéinil), ale i udr¥eni know-how (jak a proé se co technicky nastavovalo).
Systematiénost. Souvisi se systémovym pgistupem a s vidomim, ¥%e
bezpeenost celku je odvisla odbezpeenosti nejslabliho élanku
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Metodienost. Velkeré zavadiné postupy v IB/KB jsou aplikovany na

zéakladi pgedem stanovenychmetodik. Tedy nespoléhat na improvizaci,
ale postupovat systematicky a metodicky; metodiky existuiji, jen je po-
u¥sivat.

Modelova koncepce vyuky kyberbezpeénosti na S©

V ramci analyzy byly identi koyény 3 typy vzdilavacich programu in-
formaéni bezpeénosti pro S© v ER:

|. Kategorie zakladni (KZ).

Il. Kategorie ICT (KICT).

[1l. Kategorie JCE (KJCE).

Zéklad { KZ

Uva%uje se vyuka pro viechny typy RVP, tedy tich, které s ICT nesou-
visi, ale i RVP 18-20-M/01 Informaeni technologie, ©VPKyberbezpeénost
pgipadni RVP Kyberbezpeénost pilotnim ovigovani.

Pgedpoklada se tedy, ¥.e tato kategorie pokryje vyuku IB/KB na viech
1kolach, které nejsou vice na tuto problematiku zamigeny (specializovany)
a déle na kolach, které ji%a vyueuji RVP 18-20-M/0linformaeni techno-
logie, ©VP Kyberbezpeénost, pgipadni RVP KB v pilotnim ovigovani.

Informaéni bezpeénost a kyberbezpeénost uva¥wujeme vyueovat v za-
kladnim rozsahu. Vyuka je koncipovana pgedevlim se zamigenim na po-
kroéilou evangelizaci, aby byli studenti dostateéni pgipraveni na fungovani
v rozvinuté informaéni spoleénosti. V rdmci vyuky pro kategorii Zaklad
jsou uva¥sovany oblasti:

Uvod do informaéni bezpeénosti
Kyberprostor I.

Sociélni in¥enyrstui

Pravo v oblasti informaéni bezpeénosti.|

Stged { KICT

Uva¥auje se vyuka v ramci RVP 18-20-M/0Informaeéni technologie ©VP
Kyberbezpeénostpgipadni RVP Kyberbezpeénost pilotnim ovigovani.

Pgedpoklada se tedy, ¥.e tato kategorie pokryje vyuku IB/KB na viech
1kolach, které ji¥s vyueuji RVP 18-20-M/01 Informaéni technologie, ©VP
Kyberbezpeénost, pgipadni RVP Kyberbezpeenost v pilotnim ovigovani.

Informaéni bezpeénost a kyberbezpeénost uva¥aujeme vyueovat ve stged-
nim rozsahu v navaznosti na zakladni rozsah. ©koly jsou vybaveny uéeb-
nami ICT a maji tedy pgedpoklady pro vyuku informaéni bezpeénosti a
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kyberbezpeenosti nejen v teoretické, ale i v praktické rovini. Technicka
opatgeni je mo¥sné v poéitaéovych uéebnach implementovat a procviéovat
dle mo¥nosti dané koly. V ramci vyuky pro KICT jsou uva¥aovany oblasti:

Informaéni bezpeénost v organizaci I(technick& opatgeni u pravnic-
kych osob nepodléhajicich ZKB)

Top { KICE

Uva¥uje se vyuka v ramci ©VKyberbezpeenostpgipadni RVP Kyber-
bezpeénostv pilotnim ovigovani.

Pgedpoklada se tedy, ¥.e tato kategorie pokryje vyuku IB/KB na viech
1kolach, které ji%a vyuéuji ©VP Kyberbezpeénost, pgipadni RVP Kyber-
bezpeenost v pilotnim ovigovani.

Informaéni bezpeénost a kyberbezpeénost uva¥aujeme vyueovat v nadvaz-
nosti na stgedni a zakladni rozsah. Zvolené *koly jsou excelentnimi centry s
vyukou kyberbezpeénosti a aspirujici na vytvogeni JCSIRT. Technické za-
zemi kol umo¥s0uje i pokroéilou praktickou vyuku s mo¥anosti procviéovani
vybranych technickych opatgeni dle mo¥nosti dané koly. Tyto tkoly maji
roli lidra v oblasti IB v kraji. V rdmci vyuky pro KJCE jsou uva¥sovany
oblasti:

Strategicka analyza v organizaci

Integrovana bezpeénost(Informaéni bezpeénost, Kyberbezpeénost,
Ochrana osobnich tdaju).

Kyberneticky prostor II.

Pravo v oblasti informaéni bezpeéenosti Il

Standardy v oblasti informaéni bezpeénosti

Informaéni bezpeénost v organizaci ll
Zavir

Jak je z vy'e uvedeného zgejmé, oblasti na sebe navazuji. Tento model
umo¥z0uje vyuku IB/KB na ka¥sdé S© pro ka¥ady studijni obor na této S©;
mu¥e nastat situace, ¥e na jednu kolu budou aplikovany viechny tgi vyle

uvedené kategorie. Vyuka IB/KB tedy nebude nadale doménou pouze pro
koly se specializovanymi studijnimi obory, jak tomu bylo doposud.
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ZPRAVY

Pr mium Bohemi 2019
mladym pgirodovidcum

BOHUMIL VYBIRAL { JAN Kgi®

Pgirodovidecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

Od roku 2001 se ji% stalo tradici ka¥sdoroéni oce-
oovani velmi Uspitnych mladych pgirodovidcu,
studentl a studentek, ktegi se prosadili na pgi-
rodovidnych olympiadach s celosvitovou Géasti
a ziskali zde medaile. Ocedovat Uspichy mladych
lidi je zaslu¥ané a proziravé, zvld'» v oborech, které
maji velky potencial pro rozvoj spoleenosti. Timi
obory jsou, vedle technickych oboru, zejména pgi-
rodni vidy véetni matematiky a informatiky.
Eeska vegejnost se o Uspitich mladych pgirodovidct dozvi bohu¥sel malo.
Je na *kodu vici, ¥%e éeské sdilovaci prostgedky timto Uspichum vinuji jen
malou (spite ¥adnou) pozornost. Soust@eiuji se spite na politiku, na sport
(bez ohledu na uspichy v nim), na kriminalitu aj. Velmi z&slu¥sna proto
je iniciativa rodinné Nadace Bohuslava Jana Horaéka Eeskému rajidale
jen Nadace) ocedujici ji%a 18 let vyznamnymi cenami nejaspitnijti mladé
eeské nadije v oblasti pgirodnich vid.

Presti¥ni nadaéni oceninPr mium Bohemi udiluje Nadace v den
vyroei narozeni jejiho zakladatele, mecenale a lantropa Bohuslava Jana
Horaéka (narodil se 4. prosince 1924 v Radvéanovicich u Turnova, zemgel
18. gijna 2002 ve Stuttgartu). CenuPr mium Bohemi ziskavaji eetti
studenti, Gspitni Géastnici pgirodovidnych olympiad s celosvitovou Uéasti
v oborech fyzika, chemie, biologie, matematika, informatika a astronomie
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s astrofyzikou v pgislulném kalendagnim roce. Slavnostni akt udileni na-
daénich cen se kona na statnim zamku Sychrov u Turnova. Nadace eeskym
studentum a studentkdm v letech 2001 a%. 2019 udilila celkem ji% 410 cen
Pr mium Bohemi (z toho 28 cen v roce 2019). Studenti za 19 roéniku
ziskali nanéni ocenini v celkové vyznamné éastce 7 milionu 615 tisic Ké
(z toho 635 tisic Ké v roce 2019). Cena, mimo moralni presti¥%e, zahrnuje
medaili B. J. Horaéka ze stejného kovu jako medaile olympijska (s vyra¥se-
nym jménem laureata na rubu), diplom a nanéni odminu. Za zisk zlaté
medaile laureat ziskava 50 tisic Ké, za stgibrnou 25 tisic Ké a za bronzo-
vou 15 tisic Ké. Mimo tato ocenini laureédti v roce 2019 obdr¥seli e-knihu
B. Vybirala Technické aplikace fyzikys eetnymi pgilohami, jeji%. vydani,
vedle JEMF (spolku v Hradci Kralové) sponzorovala Nadace. Kromi uve-
denych gadnych cen, Nadace v minulych letech udilila i mimogédné ceny
Pr mium Bohemi v hodnoti 10 tisic Ké ka¥sdému élenovi eeského zla-
tého tymu z evropské pgirodovidné souti¥se EUSO. Laureat mudze v ureitém
roéniku ziskat i vice nadaénich cen, ziskal-li na ruznych tichto souti¥ich
v daném roce medaile (napg. v roce 2019 bylo udileno 28 cen 16 studentum
a 6 studentkdm. Niktegi mimogadni Uspitni studenti ziskali nadaéni ceny
ve dvou i tgech po sobi jdoucich letech.

Obr. 1 Nejuspitnijti éelti mladi pgirodovidci z let 2018 a 2019: Jindgich Jelinek
(na olympiadach z astronomie a astrofyziky v Eini 2018 a v Maiarsku 2019 zis-
kal zlaté medaile a na fyzikalnich olympiadach v Portugalsku 2018 a Izraeli 2019
stgibrné medaile). Vpravo je Jan Obogil (ziskal zlaté medaile na svitovych che-
mickych olympiadach v Eesku a Slovensku 2018 a ve Francii 2019 a na evropské
pgirodovidné souti¥i EUSO ve Slovinsku 2018 zlatou medaili), foto B. Vybiral
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Slavnost na zamku Sychrov 2019

Podle tradice se slavnostni udileni cen konala v den 95. vyroéi narozeni
mecenale Bohuslava Jana Horaeka. Bylo to ve stgedu 4. prosince 2019 v za-
meckém divadle na statnim zamku Sychrov. Slavnosti se zdeastnili nejen
ocenini studenti a studentky s rodinnym doprovodem, ale i vzacni hosté.
Mezi ni pataili pgedstavitelé eeskych pgirodovidnych olympiad, zastupci
nikterych kol vyznamenanych studentu, pgedseda spravni rady Nadace
Jan Horaéek (syn mecenale) a elenové spravni a dozorei rady Nadac; rov-
ni¥%s zastupci sdilovacich prostgedku. Nejvzacnijtimi hostem byla delegace
Uéené spoleénosti ER v éele s jeji pgedsedkyni prof. RNDr. Blankou @i-
hovou, DrSc.

Po hudebnim Gvodu slavnost zahajil kratkym projevem pgedseda sprav-
ni rady Nadace Jan Horaéek. Poté se ujala slova pgedsedkyni Uéené spo-
leénosti prof. RNDr. Blanka @ihova, DrSc. Jménem Jednoty éeskych ma-
tematiku a fyziku, ktera garantuje tgi z ocedovanych souti%ai, promluvil
prof. Ing. Bohumil Vybiral, CSc. Hlavni projev proslovil doc. RNDr. Jan
Kgi¥%, Ph.D., dikan Pgirodovidecké fakulty Univerzity Hradec Kralové a
pgedseda FO. Ve svém projevu mj. shrnul a ocenil Uspitnou Géast ees-
kych studentu a studentek v ocedovanych souti3sich na svitovych kolbittich
(jeho projev otiskujeme dale). Poté Jan Horaeek a prof. Bohumil Vybiral
pgedali studentum a studentkam ocenini. Za vyznamenané studenty pro-
mluvil Jan Obogil, dr¥iitel zlaté medaile z Mezinarodni chemické olympi-
ady. Hudebni vystoupeni zajistili ¥saci Zakladni umilecké tkoly v Turnovi.
Slavnost moderoval Luka?! Vaoa. Kratkou reporta¥s o udileni cePr mium
Bohemi 2019 zagadila do veéernichidalosti 4. 12. 2019 Eeska televize
(viz Archiv ET na webu). Byl rovni% profesionalni pogizovan videoza-
znam podstatnych éasti slavnosti a byly natoéeny rozhovory s nikterymi
Uéastniky (videozaznam je umistin na internet, na'YouTube).

Eeské Uspichy na pgirodovidnych olympiadach

Projev doc. J. Kgi¥ae:

Setkavame se zde v krasnych prostorach zamku Sychrov, abychom oce-
nili nejlepti steedotkolaky Eeské republiky v pgirodovidnych oborech. Préavi
jim budou dnes, v historii ji% po devatenacté, udileny nadaeni cenyr -
mium Bohemi . Ke 372 gadnym nadaénim cenam pro studenty udilenym
od roku 2001 letos pgibude daltich, rekordnich 28 cen, éim¥ celkovd suma
rozdilend mezi studenty v ramci této ullechtilé akce dosadhne vice ne¥
7,5 milionu Ké.
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V letolnim roce Nadace tedy oceni cenamPr mium Bohemi 6 stu-
dentek a 16 studentu, ktegi ziskali na nikteré z letolnich mezinarodnich
olympiad ve fyzice, chemii, biologii, matematice, informatice nebo astro-
nomii s astrofyzikou nikterou z medaili. Snadnym vypoétem zjistite, %e
6 studentek plus 16 studentu nerovna se 28 cen. Dva studenti si toti¥
odnesou ceny dvi a dal*i dva dokonce tai!

Jelti pged tim, ne¥s vds seznamim s letolnim prubihem mezinarodnich
klani v pgirodovidnych disciplinach na mnoha svitovych kolbittich, do-
volte mi jednu Uvodni poznamku na téma pCeny Pr mium Bohemi a
pgirodovidné olympiadyy. Puvodni byly toti%s, jak ji% jsme slyteli, udi-
lovany ceny Pr mium Bohemi vyraznym vidcum a umilcum. Napad
udilovat tyto presti¥ani ceny Gspitnym Uéastnikum olympiéad vznikl v hlavi
pana Bohumila Vybirala, emeritniho profesora Univerzity Hradec Kralové,
pgesni pged 19 lety, dne 4. prosince 2000. Prof. Vybiral pracuje pro Fy-
zikalni olympiadu od jejiho Gplného poéétku, tj. od roku 1959, dodnes.
V roce 2000 pusobil jako prorektor Univerzity Hradec Krélové a dostal
k vygizeni ¥.adost pana Bohuslava Jana Horaéka, aby univerzita pomohla
s vytipovanim vidcu pro cenu Pr mium Bohemi .V noci 4. 12., shodou
okolnosti pgesni v den narozenin Bohuslava Jana Horaéka, prof. Vybirala
napadlo, %e by Nadace mohla udilovat ceny kromi etablovanym vidcum
i zaéinajicim vidcum z gad studentlu. Hned svij napad sepsal a poslal
do Stuttgartu. Pan Hordéek souhlasil. Va¥.eny pane profesore, mily Milo,
dovol mi Ti za to podikovat.

A nyni ji% k samotnym pgirodovidnym olympiadam. Tyto souti¥e jsou
v Eeské republice dlouhodobi zakogeniny a maji propracovany systém.
Kladou si za cil vyhledavat a pistovat talenty v uvedenych oborech, které
jsou vyznamnym einitelem pro rozvoj vzdilanosti, tvogivosti a prosperity
nateho naroda a lidstva vubec. Pogéadat olympiadu neznamena jen pgi-
pravit souti¥ni Glohy a zorganizovat jednotlivd kola souti¥se. S olympi-
oniky, zejména s timi Uspitnymi, je tgeba pracovat systematicky, napg.
formou seminagu, soustgedini, letnich taboru &i vydavanim studijnich bro-
Yaurek. ©kola toti¥a nemu¥se vybavit talentované studenty znalostmi a do-
vednostmi potgebnymi pro Uspich na mezinarodnich presti%nich souti%aich.
Eeské osobnosti se vyznamni podileli na formovani tichto mezinarodnich,
dnes ji¥% celosvitovych souti%i. Pgiznaené proto je, %e Uspichy éeskych stu-
dentu jsou velmi dobré, co¥ vyznamni pgispiva nejen k prezentaci eeské
vidy a éeského kolstvi ve sviti, ale pgimo i k jeho rozvoji u nas.

Nyni se dostavam ke svitovym pgirodovidnym souti%im. Zaénime le-
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tos netradieni nejmlad!i z nalich ocedovanych olympiad { Mezinarodni
olympiadou v astronomii s astrofyzikou. Vzhledem k terminu looské olym-
piady, konané v prosinci 2018, jsme bohu¥sel nestihli loni ocenit medailisty
z roku 2018, a tudi%s uvidime letos hned dvojnasobnou davku mladych as-
tronomu, ktegi byli navic na obou olympiadach velice Uspitni. 12. roénik
této souti¥se probihl v roce 2018 v Eini a Uspich byl obrovsky { jedna
zlathd medaile, jedna stgibrné a t@i bronzové! Zlaty medailista z roku 2018
Jindgich Jelinek obhajil roku 2019 zlato i na 13. IOAA v Maiarsku. Mezi
254 mladymi astronomy ze 47 zemi pak zbyli élenové éeského tymu ziskali
jetti jednou medaili stgibrnou a dvi bronzové.

Dal'i pro nas zlaty lesk ma Mezinarodni chemicka olympiada, ktera
probihla ve francouzské metropoli Pagi¥i. Loosky zlaty medailista, chemik
Jan Obogil, dokazal svuj Uspich zopakovat a do eeské kotliny dovez! dali
nejcennijti kov. Vynikajici Gspich mladych chemiku je podpogen tgemi
stgibrnymi medailemi, to vte v konkurenci 309 souti%aicich z 80 statu svita.

Zlaté medaile pro leto!ni rok dolly, zustadme ale jeti u medaili stgibr-
nych. Za stgibrnou Ize oznaéit vypravu mladych eeskych biologu na jubi-
lejni 30. mezinarodni biologické olympiadi v Maiarsku. Eeska étvegice zde
bojovala s daltimi podobni biologicky zamigenymi mladymi lidmi z celého
svita velmi uspitni { vysledkem jsou tgi medaile stgibrné a jedna bronzova.

Pro dal'i dvi stgibrné medaile se vydejme do Azerbajd¥anu. Pravi zde
se konala 31. mezinarodni olympidda v informatice. Ke dvima stgibrnym
medailim pgidejme jelti jednu bronzovou vybojovanou mezi 327 souti¥ai-
cimi z 87 statu.

Na stole le%i jelti jedna stgibrna medaile, vybojovana na jubilejni 50.
mezinarodni fyzikalni olympiadi v Izraeli. Pgi 0 nico ni¥4ti Géasti 363 fyziku
ze 78 statu ziskali eelti vyslanci jednu stgibrnou a tgi bronzové medaile.

Opit jubilejni 60. mezinarodni matematicka olympiada, nejstarti a nej-
vitli ze vlech mezinarodnich olympiad, se konala v Anglii. Své souti¥ici
na ni vyslalo 112 zemi a o medaile pak bojovalo 621 matematiku, z toho
48 divek. Nale lestice se rozhodni neztratila a vybojovala 4 bronzové me-
daile. Do osmaétyagicitky divéat také pgispila jednou souti¥ici, ceninou
bronzem.

Uspitné éeské nositele medaili za chvili uvidime osobni pgi peebirani
cen Pr mium Bohemi

Dosahnout vyrazného Uspichu na svitovych videckych souti3zich neni
vubec jednoduché. Uspichem toti¥ je ji¥s sama Géast v reprezentaci ur-
eitého statu. Souti¥i se zUéastouji stovky gelitell ze viech kontinentu.
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Ulohy, které souti¥ici geli, jsou velmi obti%né a rozsahlé a k jejich vyge-
leni ma student k dispozici jen velmi omezeny eas { a vypjata atmosféra
souti¥ae klidu k geleni jisti nepgida. Je dobrym pgislibem do budoucna, ¥%e
se nali studenti doka¥ai prosadit v konkurenci videckych mocnosti, jakymi
jsou Spojené staty americké, Rusko a pgedeviim eetné asijské staty v eele
s Einou.

Milé medailistky, mili medailisté! Ze srdce Vam gratuluji k Valemu
Uspichu, ktery Vas viak i zavazuje. Historie jasni prokazala, %e Uspich
v olympiadi je dobrym pgedpokladem pro drahu vidce. Vydejte se na ni
smile!

Obr. 2 Studenti a studentky ocenini Pr mium Bohemi 2019, foto B. Vybiral

Pgehled laureatt Pr mium Bohemi 2019

1. Fyzika, 50. IPhO, lzrael, 2019: Jindgich Jelinek staibrn4 medaile (ab-
solvent Gymnézia v Olomouci-Hejéini, student University of Cam-
bridge), Viktor Fukala, bronzova medaile (student Gymnazia Jana
Keplera v Praze 6), Michal Jirel, bronzova medaile (absolvent Gym-
nézia Frantitka Martina Pelcla v Rychnovi nad Kni¥%nou, student MFF
Univerzity Karlovy v Praze), Josef Minagik bronzova medaile (ab-
solvent Gymnazia v Brni na tg. Kpt. Jarole, student MFF Univerzity
Karlovy v Praze).

2. Chemie, 51. IChO, Francie, 2019: Jan Obogil zlatA medaile (student
Klasického a panilského gymnéazia v Brni-Bystrc), Miroslava No-
voveska stgibrnd medaile (absolventka Masarykova gymnazia v Plzni,
studentka University of Cambridge), Richard Vesely, stgibrna medaile
(absolvent Gymnazia v Praze 4 na Budijovické, student University
of Cambridge), Filip Svirdk, stgibrna medaile (absolvent Gymnéazia
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v Brni na tg. Kpt. Jaro'e, student Pgirodovidecké fakulty a Lékagské
fakulty Masarykovy univerzity v Brni).

. Biologie, 30. IBO, Maiarsko, 2019: Kategina Bezanyiov3 stgibrnia me-
daile (absolventka Gymnazia v Jablonci nad Nisou, studentka Pgirodo-
videcké fakulty Univerzity Karlovy v Praze),  Kategina Eermakova
stgibrnd medaile (absolventka Gymnazia a Krajského vzdilavaciho cen-
tra v Sokolovi, studentka Pgirodovidecké fakulty Univerzity Karlovy

v Praze), Anna Hyskov§ stgibrna medaile (studentka Gymnazia J. A.
Komenského a jazykové *koly v Uherském Brodi), Ondgej Pelanek
bronzova medaile (student Klasického a panilského gymnazia v Brni-
Bystrci).

. Astronomie a astrofyzika, 12. IOAA v Eini, 2018: Jindgich Jelinek,
zlatd medaile (viz IPhO), Martin Orsag, stgibrn4 medaile (absolvent
Gymnazia a Stgedni odborné tkoly zdravotnické a ekonomické ve Vy!-
kovi, student MFF Univerzity Karlovy v Praze),  Jigi Vala, bronzova
medaile (absolvent Gymnazia v Brni na tg. Kpt. Jaroe, student MFF
Univerzity Karlovy v Praze), Jachym Barel, bronzova medaile (absol-
vent Gymnézia v Olomouci-Hejéini, student MFF Univerzity Karlovy

v Praze), Radka Kgi%ovabronzovd medaile (studentka Gymnazia
Jaroslava Heyrovského v Praze 5).

. Astronomie a astrofyzika, 13. IOAA v Maiarsku, 2019: Jindgich Jeli-
nek, zlatd medaile (viz IPhO), Marco Souze de Joodestgibrna me-
daile (student Gymnazia v Praze 7, Nad ©tolou), David Komanek
bronzova medaile (student Gymnazia v Praze 7, Nad ©tolou), Radka
Kgi¥sovabronzova medaile (viz 12. IOAA).

. Matematika, 60. IMO ve Velké Britanii, 2019: Matij Dole¥.alek bron-
zova medaile (absolvent Gymnazia dr. A. Hrdlieky v Humpolci, student
MFF Univerzity Karlovy v Praze), Vaclav Janaéek bronzova medaile
(student Gymnazia v Brni na tg. Kpt. Jaro'e), Lenka Kopfov§ bron-
zova medaile (absolventka Mendelova gymnazia v Opavi, studentka
MFF Univerzity Karlovy v Praze),  Josef Minagik bronzova medaile
(viz IPhO).

. Informatika, 31. 101, Azerbajd¥an, 2019: Josef Minagikstagibrna me-
daile (viz IPhO), Jigi Kalvoda, stgibrna medaile (student Gymnazia
v Brni na tg. Kpt. Jarole), Michal Jiret, bronzova medaile (viz IPhO).
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