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MATEMATIKA

Tøi dùkazy jedné trigonometrické
nerovnosti
©EFKET ARSLANAGI �C

Univerzita Sarajevo, BOSNA A HERCEGOVINA

V tomto pøíspìvku uvedeme tøi odli¹né dùkazy jedné dùle¾ité trigono-
metrické nerovnosti a následnì pak nìkteré její pøímé aplikace. Døíve v¹ak
ne¾ zmínìnou nerovnost popí¹eme a doká¾eme, uvedeme jedno pomocné
tvrzení, které následnì uplatníme v jednom z dùkazù zmínìné nerovnosti.

V celém èlánku budeme pou¾ívat standardní oznaèení délek stran a
velikostí vnitøních úhlù v trojúhelníku ABC .

Lemma
V libovolném trojúhelníku ABC platí pro délky jeho stran a velikosti

vnitøních úhlù trojice rovností

sin
�
2

=

r
(s � b)(s � c)

bc
; sin

�
2

=

r
(s � c)(s � a)

ca
;

sin


2

=

r
(s � a)(s � b)

ab
;

kde 2s = a + b+ c.

Dùkaz provedeme pouze pro první z uvedených tøí identit (zbylé dvì pak
dostaneme u¾itím principu cyklické zámìny). Vyu¾ijeme pøitom známou
rovnost

sin
�
2

=

r
1 � cos�

2
; (1)
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která platí pro velikost � vnitøního úhlu pøi vrcholu A v libovolném troj-
úhelníku ABC . Z kosinové vìty v trojúhelníku ABC ve tvaru

cos� =
b2 + c2 � a2

2bc

dostaneme po dosazení za cos� v (1) a provedení následných úprav

sin
�
2

=

r
2bc� b2 � c2 + a2

4bc
=

r
a2 � (b� c)2

4bc
=

=

r
(a + b� c)(a + c � b)

4bc
=

r
(2s � 2c)(2s � 2b)

4bc
=

=

r
4(s � b)(s � c)

4bc
=

r
(s � b)(s � c)

bc
:

Tím je dùkaz lemmatu uzavøen.

Nyní uvedeme vý¹e zmínìnou trigonometrickou nerovnost a její varianty
získané u¾itím principu cyklické zámìny:

Vìta
Pro délky stran a, b, c a velikosti vitøních úhlù � , � , 
 v libovolném

trojúhelníku ABC platí nerovnosti

sin
�
2

�
a

b+ c
; sin

�
2

�
b

c + a
; sin



2

�
c

a + b
:

První dùkaz provedeme (stejnì jako v pøípadì dal¹ích dùkazù) pouze pro
první z uvedených tøí nerovností. Pøi jejím dùkazu vyu¾ijeme nerovnost (1),
doká¾eme tedy

sin
�
2

=

r
(s � b)(s � c)

bc
�

a
b+ c

:

Tuto nerovnost ekvivalentnì upravíme do tvaru

�
a

b+ c

� 2

�
(s � b)(s � c)

bc
=

(c + a � b)(a + b� c)
4bc

;

tj.

4a2bc� (b+ c)2(c + a � b)(a + b� c) = ( b2 + 2bc+ c2)[a2 � (b� c)2]:
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Po vynásobení výrazù na pravé stranì, které pøenecháváme ètenáøi, upra-
víme poslední nerovnost postupnì do tvaru

b4 + c4 + 2a2bc� a2b2 � 2b2c2 � c2a2 � 0;

(b2 � c2)2 � a2(b� c)2 � 0;

(b� c)2[(b+ c)2 � a2] = ( b� c)2(a + b+ c)(b+ c � a) � 0:

Vzhledem k tomu, ¾e v¹echny provedené úpravy byly ekvivalentní, a
s ohledem na platnost nerovnostib + c � a > 0, je první z uvedených
nerovností dokázána. Rovnost v ní nastane, právì kdy¾b = c. U¾itím
principu cyklické zámìny platí tedy i zbylé dvì nerovnosti.

Druhý dùkaz. Oznaèmer polomìr kru¾nice opsané trojúhelníkuABC .
U¾itím sinové vìty upravíme pravou stranu dokazované nerovnost i do
tvaru

sin
�
2

�
a

b+ c
=

2r sin �
2r sin � + 2 r sin 


=
sin �

sin � + sin 

:

Staèí tedy dokázat nerovnost

sin �
sin � + sin 


� sin
�
2

:

Vyu¾itím známého goniometrického vzorce pro souèet sinù dvou argu-
mentù (ve jmenovateli na levé stranì poslední nerovnosti) a dále vzorce pro
sinus dvojnásobného argumentu pøepí¹eme poslední nerovnost do tvaru

2 sin
�
2

cos
�
2

2 sin
� + 


2
cos

� � 

2

� sin
�
2

: (2)

Vzhledem k tomu, ¾e

sin
� + 


2
= sin

�
90� �

�
2

�
= cos

�
2

;

lze nerovnost (2) snadno upravit na tvar

1

cos
� � 


2

� 1;
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tj.

cos
� � 


2
� 1;

co¾ je evidentnì platná nerovnost. Tím je i druhý dùkaz uvedené nerovnosti
uzavøen. Rovnost zde nastane, právì kdy¾� = 
 , tedy, právì kdy¾ b = c.

Tøetí dùkaz. OznaèmeM prùseèík osy vnitøního úhlu pøi vrcholuA se
stranou BC trojúhelníku ABC a D, E po øadì paty kolmic z vrcholù B ,
C k pøímceAM , viz obr. 1.

�
2

�
2

A

B C

D

M
E

Obr. 1

Z pravoúhlých trojúhelníkù ABD a ACE vyjádøíme

sin
�
2

=
jBD j
jAB j

=
jCEj
jAC j

: (3)

Z rovností (3) a z trojúhelníkových nerovností v trojúhelnících BMD a
CME dále plyne

sin
�
2

=
jBD j
jAB j

=
jCEj
jAC j

=
jBD j + jCEj
jAB j + jAC j

�
jBM j + jCM j
jAB j + jAC j

;

tj.

sin
�
2

�
jBC j

jAB j + jAC j
;

neboli
sin

�
2

�
a

b+ c
;

co¾ jsme chtìli dokázat. Rovnost zde nastane, právì kdy¾ je trojúhelník
ABC rovnoramenný se shodnými ramenyAB a AC .
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Poznámka.Ve v¹ech tøech nerovnostech uvedených v úvodní vìtì nastanou
pøitom rovnosti souèasnì, právì kdy¾a = b = c, tedy v pøípadì, kdy je
trojúhelník ABC rovnostranný.

Nyní uvedeme nìkolik aplikací právì dokázaných tøí nerovností. Pøede-
v¹ím souèinem v¹ech tøí nerovností uvedených ve vìtì dostaneme bezpro-
støednì

sin
�
2

sin
�
2

sin


2

�
abc

(a + b)(b+ c)(c + a)
: (4)

Na základì nerovnosti mezi aritmetickýcm a geometrickým prùmìrem pro
libovolnou dvojici kladných reálných èísel, pøesnìji u¾itím nerovnostía +
b � 2

p
ab, b+ c � 2

p
bc a c + a � 2

p
ca, mù¾eme pravou stranu (4) dále

odhadnout následujícím zpùsobem:

sin
�
2

sin
�
2

sin


2

�
abc

(a + b)(b+ c)(c + a)
�

abc

2
p

ab� 2
p

bc� 2
p

ca
=

1
8

;

a tedy

sin
�
2

sin
�
2

sin


2

�
1
8

: (5)

Rovnost v (5) nastane, právì kdy¾a = b = c, tj. v pøípadì rovnostranného
trojúhelníku ABC .

Dùsledek 1
V libovolném trojúhelníku ABC platí pro velikosti jeho vnitøních úhlù

� , � a 
 nerovnost

cos� + cos � + cos 
 �
3
2

: (6)

Dùkaz. Vyjdeme ze známé identity

sin
�
2

sin
�
2

sin


2

= 1 + 4 sin
�
2

sin
�
2

sin


2

; (7)

která platí pro velikosti vnitøních úhlù v libovolném trojúhelníku ABC .
O její platnosti se lze pøesvìdèit aplikací rovností
 = 180� � (� + � ),
resp. 1

2 
 = 90 � � 1
2 (� + � ), na levé, resp. na pravé stranì (7), a následných

úpravách. S ohledem na nerovnost (5) z této identity plyne

sin
�
2

sin
�
2

sin


2

� 1 + 4 �
1
8

=
3
2

;

co¾ pøímo dokazuje uvedený dùsledek. Rovnost v (6) nastane, právì kdy¾
je trojúhelník ABC rovnostranný.
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Dùsledek 2
V libovolném trojúhelníku ABC platí pro velikosti jeho vnitøních úhlù

� , � a 
 nerovnost

sin2 �
2

+ sin 2 �
2

+ sin 2 

2

�
3
4

: (7)

Dùkaz. Také zde vyjdeme ze známé trigonometrické identity

sin2 �
2

+ sin 2 �
2

+ sin 2 

2

=
3
2

�
1
2

(cos� + cos � + cos 
 ); (8)

která platí pro velikosti vnitøních úhlù v libovolném trojúhelníku (její dù-
kaz je zalo¾en na trojím vyu¾ití známé formule pro kosinus dvojnásobného
argumentu). Pravou stranu (8) lze pøitom odhadnout pomocí nerovnosti
(6), a dostáneme tak

sin2 �
2

+ sin 2 �
2

+ sin 2 

2

�
3
2

�
1
2

�
3
2

=
3
4

;

Tím je i druhý dùsledek ovìøen.

Existuje øada dal¹í zajímavých nerovností, které lze dokázat u¾itím vý¹e
dokázané vìty a jejích dùsledkù. Napø. v publikaci [2] lze na str. 20, nalézt
nerovnost 2.9

sin
�
2

+ sin
�
2

+ sin


2

�
3
2

;

kterou lze dokázat mj. u¾itím vý¹e uvedených nerovností. Její dùkaz po-
necháváme ètenáøùm.

Z nìmeckého originálu psaného pro èasopis Matematika{Fyzika{Infor-
matika pøelo¾il a upravilJaroslav ©vrèek.

L i t e r a t u r a
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[2] Bottema, O., Djordjevi�c, R. ®, Jani�c, R. R., Mitrinovi�c, D. S., Vasi�c,
P. M. : Geometric inequalities. Wolters{Nordho� Publishing, Groningen
(The Netherlands), 1969.

[3] Mintakovi�c, S., Frani�c, M. : Trigonometrija. Element, Zagreb, 1999.
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Úlohy inspirované origami
LIBOR BELDÍK { JIØÍ PØIBYL

SP©E a ZDVPP ®atec { Pøírodovìdecká fakulta UJEP, Ústí nad Labem

V souèasnosti bychom jen s obtí¾emi hledali mezi lidmi nìkoho, kdo by
nevìdìl, co se skrývá pod pojmem origami. Nadto je matematická veøejnost
obvykle také obeznámena s faktem, ¾e v oblasti origami je (z pohledu ma-
tematického) celá øada úloh a problémù rùzného stupnì obtí¾nosti. Mnohé
z nich jsou pak svým charakterem vhodné pro ¾áky základních nebo støed-
ních ¹kol. Jak se sna¾íme názvem naznaèit, budeme zde prezentovat úlohy
s prvky origami, které byly øe¹eny bìhem vyuèování matematice, pøièem¾
se jednalo o roz¹íøené hodiny matematiky.

Autoøi èlánku si uvìdomují, ¾e uèitel na základní, popø. na støední ¹kole,
má k dispozici pomìrnì velké mno¾ství úloh rùzné obtí¾nosti. Tyto úlohy
k nìmu pøicházejí nejen prostøednictvím rùzných uèebních materiálù a
sbírek, ale také z rùzných soutì¾í a testování. Pøesto¾e je tìchto úloh hodnì,
domníváme se (na základì vlastní zku¹enosti), ¾e uèitelé se rádi vracejí
k úlohám, které sami vymyslí (objeví), popø. s nimi¾ je seznámili jejich
¾áci. Do této skupiny patøí také úlohy prezentované v èlánku. Nìkteré
jsou pùvodní (autorské), u jiných se ukázalo, ¾e se v literatuøe objevily ji¾
døíve. Úlohy, které pøedkládáme, jsou odzkou¹ené ve ¹kolské praxi a míra
jejich obtí¾nosti odpovídá úlohám z matematiky nejvý¹e pro støední ¹koly.
Vzhledem k tomu, ¾e úlohy ve vzdìlávacím procesu hrají celou øadu rolí,
necháváme na ètenáøi (uèiteli), aby se sám rozhodl, zda a popø. kam zaøadí
vybrané úlohy do své výuky.

Úlohy budeme prezentovat takovým zpùsobem, ¾e ètenáøi pøedstavíme
urèitou konstrukci (postup), a pak polo¾íme otázku. Pøeformulování úlohy
do jiného kontextu není obtí¾né.

Zaèneme úlohou, její¾ idea se objevuje pøi øe¹ení celé øady dal¹ích úloh.

Úloha první
Mìjme ètvercový papír. Sestrojme bod P konstrukcí, která je zazna-

menána na obr. 1.1) Jednotlivá èísla u úseèek oznaèují poøadí, ve kterém
byly sestrojovány. Nejprve tedy byla sestrojena osa strany papíru, následnì

1) Hrany papíru a vytvoøené pøehyby budeme nazývat úseèkami. Jsme si vìdomi toho,
¾e v celé øadì publikací jsou tyto hrany oznaèovány jako pøímky.
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pak osa úhlu. Ne¾ budeme pokraèovat dále, mù¾eme s ¾áky (v závislosti
na jejich vìku) hledat odpovìdi na následující otázky:

1) Kolik existuje os soumìrnosti ètverce a které to jsou?

2) Které z os soumìrnosti ètverce mají nejvìt¹í délku a které naopak
nejmen¹í délku?

3) Jaké jsou délky os v milimetrech, pokud sestrojíme postupnì ètverec
z papírù formátu A3, A4 a A5?

4) Protínají se v¹echny osy soumìrnosti ètverce v jednom bodì? Pokud
ano, proè?

5) Mají osy i jiné pojmenování?

2 1 3

P

Obr. 1 Konstrukce bodu P

Nyní sestrojíme tøetí úseèku tak, jak ukazuje obr. 1. BodP vznikne
jako prùseèík úseèky 2 a úseèky 3. Urèete:

1) V jakém pomìru dìlí bod P úseèku 2?

2) Vedeme-li z bodu P kolmici ke stranì AB (viz obr. 2), v jakém
pomìru dìlí pata kolmice E stranu papíru AB ?

3) Obdobnì pøedchozí otázce: Pokud sestrojíme kolmici z boduP ke
stranì BF , v jakém pomìru dìlí pata této kolmice stranu BF papíru?

Pøed ¾áky jsme pøedstoupili pouze s druhou otázkou, pøièem¾ po jejím
zodpovìzení, je nalezení odpovìdi na otázky 1) a 3) ji¾ bì¾nou zále¾itostí.

Pro odpovìï na tuto otázku sledujme obr. 2. Pøedpokládejme, ¾e délka
strany ètvercového papíru je rovna 1. Pokud se s tímto pøedpokladem
¾áci setkávají poprvé, je pro nì obtí¾nì zdùvodnitelný èi pochopitelný.
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K tomuto zavedení mù¾eme dojít po provedení celé øady pøípadù, kdy
necháme ¾áky postupnì pracovat s rùznì velkými ètverci a uká¾eme, ¾e na
velikosti strany nezále¾í.

A D E B

G C F

P

Obr. 2 Dìlení úseèky

Do kartézské souøadnicové soustavy umístíme ètverec tak, aby jeho vr-
chol A splynul s poèátkem souøadnicového systému a bodF mìl souøadnice
[1; 1]. Souøadnice boduP jsou neznámé, oznaèíme jex, pøesnìji P [x; x ].
®áci by mìli sami zdùvodnit, proè y-ová souøadnice boduP je stejná jako
x-ová. ÚseèkaAE má tedy délku x a úseèkaEB má délku 1� x. Uká¾eme,
¾e bodE dìlí úseèku AB v pomìru 2 : 1.

Trojúhelníky BDC a BEP jsou podobné (vìta uu), platí tedy

jCDj
jPEj

=
jBD j
jBE j

a odtud
1
x

=
1
2

1 � x
) 2 � 2x = x ) x =

2
3

:

ÚseèkaAE má tedy délku 2
3 a úseèkaEB má délku 1

3 . Odtud plyne vý¹e
uvedený závìr.

Uvedená konstrukce se pou¾ívá k dìlení papíru nebo úseèky na tøi
shodné díly. Prezentovaný postup lze najít v celé øadì publikací, ètená-
øovì pozornosti v¹ak doporuèujeme [4].

Následující úloha je jedním z mo¾ných navázání na pøedchozí úlohu.

Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020 89



Úloha druhá
Pøedpokládejme, ¾e strana ètverce z první úlohy má velikost 1. Urèete

obsah trojúhelníku FCP (viz obr. 2).

Tato úloha pøirozenì vyplynula z toho, ¾e ¾áci zkoumali vlastnosti vý¹e
prezentované konstrukce.

Obsah trojúhelníku FCP urèíme snadno s vyu¾itím pøedchozího po-
znatku, ¾e vzdálenost boduP od úseèkyFC je rovna 1

3 (viz tøetí otázka
první úlohy a souøadnice boduP), co¾ je zároveò délka vý¹ky v trojúhel-
níku FCP ke stranì FC (oznaème ji v1). Proto¾e velikost úseèkyFC je
rovna 1

2 , pak obsah trojúhelníku FCP urèíme následovnì:

SF CP =
1
2

� jFCj � v1 =
1
2

�
1
2

�
1
3

=
1
12

:

Úlohu mù¾eme snadno modi�kovat. Sestrojme pøelo¾ením papíru druhou
úhlopøíèku ve ètverci. Situace je znázornìna na obr. 3. Urèete obsah vy-
barveného trojúhelníku BPH .

A D B

G C F

P

H

Obr. 3 Obsah trojúhelníku BP H

Obsah trojúhelníku BPH urèíme jako rozdíl obsahù trojúhelníkuBFH
a trojúhelníku BFP . Obsah trojúhelníku BFH je roven 1

4 . Doporuèujeme,
aby si ¾áci tuto skuteènost ovìøili právì pøelo¾ením daného ètverce nej-
prve podle jedné úhlopøíèky, vznikne rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník
o polovièním obsahu, a následnì pøelo¾ením podle druhé úhlopøíèky, opìt
vznikne rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník, av¹ak o ètvrtinovém obsahu
ètverce.
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Pro výpoèet obsahu trojúhelníku BFP vyu¾ijeme znalosti o poloze
bodu P. Z obr. 2 je patrné, ¾e vzdálenostBE je velikostí vý¹ky v troj-
úhelníku BFP na stranu BF . Oznaèíme-li si velikost vý¹ky jako v2, potom
platí v2 = 1

3 . Obsah trojúhelníku BFP urèíme jako

SBF P =
1
2

� jBF j � v2 =
1
2

� 1 �
1
3

=
1
6

a obsah trojúhelníku SF CP

SBP H = SBF H � SBF P =
1
4

�
1
6

=
1
12

:

Za pov¹imnutí stojí fakt, a minimálnì ¾áky tato skuteènost pøekvapila, ¾e
trojúhelníky FCP a BPH mají stejný obsah.

Ètenáøùm nabízíme dal¹í námìty pro výuku, resp. k dal¹í úvaze:
1) Pov¹imnìte si vlastnosti, kterou má rovnoramenný pravoúhlý troj-

úhelník. Pøelo¾íme-li ho v polovinì, tj. podle vý¹ky spu¹tìné z vr-
cholu pøi pravém úhlu, získáme opìt rovnoramenný pravoúhlý troj-
úhelník, av¹ak o polovièním obsahu. Jedná se o analogii s pøekládá-
ním papíru formátu A. Pøelo¾íme-li papír formátu A4, získáme papír
formátu A5, av¹ak o polovièním obsahu. Oba trojúhelníky jsou po-
dobné, stejnì tak oba papíry A4 i A5 jsou podobné.

a) Zdùvodnìte, proè tuto vlastnost má mezi obdélníky pouze obdél-
ník formátu papíru A.

b) Rozhodnìte a zdùvodnìte, zda existují i jiné trojúhelníky s touto
vlastností, tj. po urèitém pøelo¾ení vznikne trojúhelník s pùvod-
ním podobný (av¹ak o polovièním obsahu) ne¾ jen rovnoramenné
pravoúhlé.

c) V obou pøípadech urèete koe�cient podobnosti.
2) Urèete obsahy trojúhelníkù HPC a GBC .
3) Pov¹imnìte si, ¾e je-li dán ètverec papíru o stranì 1, umíme sestrojit

trojúhelníky s obsahy: 1
2 , 1

4 , 1
6 , 1

8 , 1
12 . Rozhodnìte, zda lze sestrojit

trojúhelník s obsahem 1
3 .

4) Jak se zmìní pozice boduP, budeme-li pracovat nikoliv se ètver-
cem, ale s papírem formátu A, napø. A4. K této úloze doporuèujeme
pøejít a¾ po vyøe¹ení problému 1 tohoto seznamu. Vezmìte v potaz
skuteènost, ¾e první úseèku mù¾ete sestrojit dvìma rùznými zpù-
soby { nejprve jako osu del¹í strany, následnì pak jako osu krat¹í
strany.
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5) Jak se zmìní poloha boduP, budeme-li pracovat nikoliv se ètvercem,
ale s obdélníkem s pomìrem stran 1 : 2. Zva¾te obì mo¾nosti.

Zatímco první úloha je standardní a druhá vznikla jako reakce na tuto
úlohu, následující úlohy vznikly spontánnì pøi výuce matematiky z pod-
nìtù ¾ákù.

Úloha tøetí
V rámci výuky jsme se zabývali modelem krychle, jejím¾ autorem je

první z autorù èlánku. Autorùm je známo pøes tøicet rùzných zpùsobù, jak
s pomocí origami vytvoøit model krychle. Do výuky byl zvolen model, který
se slo¾í ze dvou ètvercových papírù. Byl vybrán z toho dùvodu, ¾e jeho
poskládání není obtí¾né a zvládnou ho i ménì zruèní ¾áci { je netriviální,
nespoèívá jen ve spojení ¹esti stìn a je ménì obvyklý. Sestavenou krychli
je vidìt na obr. 5, jednotlivé moduly, ze kterých vzniká, pak na obr. 4.

Obr. 4 Dvì èásti modelu krychle (¾ákovská práce)

Obr. 5 Slo¾ený model krychle (¾ákovská práce)

Tato úloha vznikla, kdy¾ ¾áci rozlo¾ili model na dva jednotlivé díly { mo-
duly { a zkoumali u daného modulu jeho geometrické vlastnosti. Vzniklý
èárovec2) lze vidìt na obr. 6.

2) Rozlo¾ený papír, ve kterém jsou vidìt (popø. jsou zvýraznìny jen ty nejdùle¾itìj¹í)
hrany, které vznikaly v prùbìhu skládání.
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Mìjme ètvercový papír o stranì délky 1. Urèete, jaký je obsah vystíno-
vaného útvaru.

Obr. 6 Èárovec rozlo¾eného modulu krychle

Øe¹eníúlohy je následující: Naznaèené vodorovné a svislé pøehyby rozdìlily
ètvercový papír na 9 shodných ètvercù, strana ka¾dého vzniklého ètverce
má tudí¾ délku1

3 a obsah ka¾dého z tìchto ètvercù je19 . Vybarvený ètverec
má délku strany rovnu délce úhlopøíèky ètvercù vzniklých pøehýbáním
papíru (obr. 6), tedy 1

3

p
2. Obsah vybarveného ètverce je pak roven

 p
2

3

! 2

=
2
9

:

Nabízíme i druhý zpùsob øe¹ení. Uvìdomme si, ¾e vybarvený ètverec se
skládá z jednoho þmaléhoÿ ètverce a ètyø trojúhelníkù. Pomyslným pøesu-
nutím tøí trojúhelníkù k jednomu vybranému získáme dal¹í ètverec. Vý-
sledkem je souèet obsahù dvou ètvercù, z nich¾ ka¾dý má obsah roven1

9 .

Ètenáøùm zde nabízíme dal¹í námìty do výuky èi k pøemý¹lení:

1) Úlohu lze modi�kovat pou¾itím obdélníkového papíru. Pokud bu-
deme pracovat s obdélníkovým papírem, vznikne kvádr.

2) Rozmyslete si, jak sestrojit modul pro sestavení krychle. Napovíme,
¾e k vyøe¹ení tohoto problému s úspìchem mù¾ete vyu¾ít výsledek
první úlohy na¹eho èlánku.

3) Doplòte do èárovce úhlopøíèky do ètyø rohových ètvercù a do pro-
støedního ètverce. Získáte papír rozdìlený na 36 shodných (rovno-
ramenných pravoúhlých) trojúhelníkù. Rozhodnìte, zda je mo¾né
vyznaèit na papíru ètverce s obsahem:19 , 2

9 , 1
3 , 4

9 , 5
9 , 2

3 , 7
9 , 8

9 a 1.

Nepodaøí-li se vám nalézt ètverec, rozhodnìte, zda existuje alespoò
obdélník s daným obsahem.
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Také následující úloha vznikla ve vyuèovací hodinì, její ideový základ
polo¾ili ¾áci sami, kdy¾ se sna¾ili pomocí pøehýbání papíru konstruovat
rùzné rovinné obrazce. Celkem snadno se jim podaøilo sestrojit kromì
ètverce, obdélníku, rovnoramenného trojúhelníku i rovnobì¾ník a licho-
bì¾ník.

Úloha ètvrtá
Sestrojte rovnoramenný lichobì¾níkUV Y X, jak je ukázáno na obr. 7.

A E B

D F C

X Y

U V

Obr. 7 Rovnoramenný lichobì¾ník UV Y X

V lichobì¾níku UV Y X postupnì urèete:
1) velikosti obou základen,
2) délku ramene,
3) vý¹ku lichobì¾níku,
4) obsah lichobì¾níku,
5) velikost úhlu, který svírá rameno se základnouXY .

Nabízíme øe¹ení, které je zalo¾eno na analytické geometrii. Pro øe¹ení
úlohy, resp. pro zodpovìzení nìkterých otázek, je vhodné urèit souøadnice
bodù X , Y , U, V . Pøedpokládejme, ¾e ètverec papíru má velikost strany 1.
Umístìme ètverec do kartézské soustavy souøadnic tak, ¾e bodA bude
umístìn do poèátku a bod C má souøadnice [1; 1]. BodyB a D budou mít
po øadì souøadnice [1; 0] a [0; 1]. Pokud jste neopomenuli øe¹it první úlohu,
pak je jasné, ¾e paty kolmic z boduX k úseèkámDA a AE dìlí ka¾dou
z nich v pomìru 1 : 2. Snadno ji¾ urèíme, ¾e bodX má souøadnice

�
1
6 ; 2

3

�
.
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Obdobnì urèíme souøadnice boduU, které jsou
�

1
3 ; 1

3

�
. Následnì urèíme

souøadnice bodùV a Y , které jsou po øadì
�

2
3 ; 1

3

�
a

�
5
6 ; 2

3

�
. Nyní ji¾ snadno

zodpovíme dané otázky.

ad 1)

jXY j =
2
3

; jUVj =
1
3

;

ad 2)

jXU j =

s �
1
6

�
1
3

� 2

+
�

2
3

�
1
3

� 2

=

p
5

6
;

ad 3) vý¹ku lichobì¾níku oznaèímev, platí

v =
1
3

;

ad 4) obsah lichobì¾níku urèíme ze známého vztahu

S =
1
2

(jXY j + jUVj)v =
1
2

�
2
3

+
1
3

�
�

1
3

=
1
6

;

ad 5) úhly Y XU a XEA jsou støídavé, tedy shodné. Budeme se tedy
zabývat úhlem XEA , jeho¾ velikost oznaèíme� . U¾itím Pythagorovy vìty
nejprve urèíme velikost pøepony pravoúhlého trojúhelníkuAED s pravým
úhlem pøi vrcholu D :

jED j2 = jAD j2 + jAE j2 = 1 +
1
4

=
5
4

;

jED j =

p
5

2
:

Z de�nice funkce sinus v pravoúhlém trojúhelníku víme, ¾e

sin � =
1

p
5

2

=
2
p

5
5

:

Chceme-li zjistit pøibli¾nou hodnotu� , u¾ijeme inverzní funkci arkus sinus
(arcsin).

� = arcsin
2
p

5
5

:= 63;43� :

Zájemcùm o tuto problematiku nabízíme dal¹í námìty pro výuku:
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1) Doka¾te, ¾e bod U le¾í na úhlopøíèceAC .

2) Urèete obsah lichobì¾níkuXY CD .

3) Urèete úhel, který svírá ramenoXU lichobì¾níkuUV Y X se základ-
nou UV.

4) Jak se zmìní jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pírem s pomìrem stran 2 : 1?

5) Jak se zmìní jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pírem formátu A?

6) Je daný lichobì¾níkUV Y X teènový èi tìtivový?

Poslední úloha, kterou pøedkládáme ètenáøùm, je variací na pøedchozí
téma.

Úloha pátá
Sestrojme rovnobì¾ník stejnì jako na obr. 8.

A E B

D F C

L K

M N

Obr. 8 Rovnobì¾ník KLMN

V rovnobì¾níku KLMN postupnì urèete

1) délku strany KL ,

2) délku strany LM ,

3) vý¹ku rovnobì¾níku,

4) obsah rovnobì¾níku.
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Øe¹ení této úlohy je obdobné jako úlohy pøede¹lé. Opìt mù¾eme vyu¾ít
metod analytické geometrie a stejnì jako v pøedchozí úloze umístit ètverec
do kartézské soustavy souøadnic tak, aby bodA mìl souøadnice [0; 0],
bod C mìl souøadnice [1; 1] a bodyB a D mìly po øadì souøadnice [1; 0] a
[0; 1]. Opìt (jako v pøede¹lé úloze) si staèí uvìdomit, ¾e bodM dìlí úseèku
DA v pomìru 2 : 1 a úseèkuAE v pomìru 1 : 2. Tak¾e bodM bude mít
souøadnice

�
1
6 ; 1

3

�
. Obdobným zpùsobem urèíme i zbývající souøadnice.

Bod N bude mít souøadnice
�

2
3 ; 1

3

�
, bod K bude mít souøadnice

�
5
6 ; 2

3

�

a bod L souøadnice
�

1
3 ; 2

3

�
. Nyní ji¾ opìt snadno zodpovíme stanovené

otázky:

ad 1)

jLK j =
1
2

;

ad 2)

jML j =

s �
1
3

�
1
6

� 2

+
�

2
3

�
1
3

� 2

=

p
5

6
;

ad 3) vý¹ku rovnobì¾níku oznaèímev, platí

v =
1
3

;

ad 4) obsah rovnobì¾níku urèíme ze vztahu

S = jMN j � v =
1
2

�
1
3

=
1
6

:

V pøípadì ètvrté otázky této úlohy pak nastíníme, jak by se dalo po-
stupovat bez vyu¾ití metody analytické geometrie. Pov¹imnìme si rovno-
bì¾níkuAECF . Je zøejmé, ¾e platí

jKL j = jMN j = jAE j =
1
2

:

Je zøejmé, ¾e rovnobì¾níkMNKL se do rovnobì¾níkuAECF vejde
celkem tøikrát (je tvoøen tøemi shodnými rovnobì¾níky). Obsah rovnobì¾-
níku AECF je 1

2 , nebo» staèí od ètverceABCD odebrat dva trojúhelníky
AFD a CEB , které po pøesunutí vytvoøí obdélník s obsahem12 . Proto¾e
obsah rovnobì¾níkuMNKL je tøetinový obsahu rovnobì¾níkuAECF ,
pak je výpoèet ji¾ snadný.
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Ètenáøi nabízíme pouze jeden námìt k pøemý¹lení:

1) Urèete rozmìry papíru tak, abychom pøi provedení konstrukce rov-
nobì¾níku získali kosoètverec.

Závìr

Na¹e zku¹enosti ukazují, ¾e pou¾ití origami ve výuce matematiky mù¾e
hrát nejen roli motivaèní, ale právì také mù¾e ukázat, zda ¾ákovy poznatky
jsou pouze na úrovni formální èi mírnì je pøesahující, nebo zda ¾ák plnì po-
rozumìl dané problematice a je schopen aplikovat své znalosti i na ¹kolsky
nestandardní úlohy. Vhodnì zvolené úlohy mohou doplnit obvyklou vý-
uku geometrie (pøedev¹ím) a nenásilnì pøivést ¾áky k aktivnímu pøístupu
k výuce. Zku¹enost, kterou jsme získali je taková, ¾e prùmìrní nebo nená-
padní ¾áci se projeví pøekvapivì, napø. zajímavým øe¹ením nebo tvoøivou
obmìnou modelu èi postupu skládání.

Pøedchozí text ukazuje, jak z pùvodního tématu (dìlení úseèky) vzá-
jemnou interakcí mezi uèitelem a ¾áky vznikly dal¹í, ménì obvyklé úlohy.
K dal¹ímu seznámení s problematikou þorigami a matematikaÿ lze dopo-
ruèit èlánky [1], [2] a [3].
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Jednoduchý planimetr
PAVEL LEISCHNER

Pedagogická fakulta JU, Èeské Budìjovice

Na poèátku 19. století vzrostla potøeba urèování velikosti pozemkù
z map a plánù. To vedlo k vynálezùm a zdokonalování rùzných typùpla-
nimetrù, je¾ slou¾ily k mìøení obsahù rovinných útvarù.

Planimetr, kterým se budeme zabývat, nesestavuje na rozdíl od jiných
obsah mìøeného útvaru po èástech, ale je zalo¾en na pøevodu útvaru z mno-
hoúhelníku na trojúhelník tého¾ obsahu. Jeho funkèní model si mù¾eme
snadno vyrobit nebo vytvoøit jeho poèítaèovou verzi v dynamické geo-
metrii.

Vynález byl v rùzných variantách pøiznán nìkolika osobám. V¹echny
takové planimetry jsou v podstatì stejné, skládají ze tøí èástí (obr. 1).

Obr. 1 Schéma planimetru

Mìøítko ploch je pravítko se stupnicí. Umis»ujeme je pevnì na mapu
do potøebné polohy. Podél jeho hranyp lze posouvatjezdcem, k nìmu¾ je
otáèivì v bodì O pøipevnìno rameno. Polohu bodu O, kterou urèuje jeho
kolmý prùmìt na pøímku p, odeèítáme pomocí rysky vyznaèené na jezdci.
Písmenemq budeme znaèit rovnobì¾ku s pøímkoup vedenou bodemO.

Øada dostupných pramenù uvádí, ¾e prvním autorem tohoto vynálezu
je Karel Ganglo� (1809{1879), který za nìj ve Vídni roku 1856 obdr¾el
malou bronzovou medaili. V podstatì stejný planimetr v¹ak sestrojil pol-
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ský geodet Jan Zaremba (v pol¹tinì Zar�eba) ji¾ roku 1829. Popsal jej
v rodné øeèi, a tak se o nìm za hranicemi Polského království, které bylo
èástí carského Ruska, pøíli¹ nevìdìlo [9], [5]. První nìmecky psaný popis
[4] Zarembova planimetriu je z roku 1908.

1. Mìøení obsahu s pomocným výpoètem

Planimetry pro tento zpùsob mìøení mìly stupnici i na ramenu, a to
s poèátkem v bodì O. I kdy¾ se postup neobejde bez výpoètu, byl v praxi
u¾íván a je vhodný pro na¹e úvodní úvahy. Bez újmy na obecnosti bu-
deme zanedbávat vzdálenost boduO od hrany p mìøítka. Jinak øeèeno,
ztoto¾níme pøímkyq a p.

0 1 212

q

0 1 212

OA

B

C
D

E

F A

B

C
D

E

FG q

R

Obr. 2 Mìøení obsahu ¹estiúhelníku se dvìma vrcholy na pøímce q

Máme zjistit obsah ¹estiúhelníku ABCDEF na obr. 2 jeho pøemìnou
na trojúhelník XDY tého¾ obsahu. Umístíme planimetr tak, aby bodyA
a F le¾ely na pøímceq, rameno planimetru procházelo vrcholemD a bylo
kolmé k hranì mìøítka ploch, a aby se bodO nacházel v poèátku stupnice
mìøítka (obr. 2 vlevo). Vý¹ku v = jODj trojúhelníku XDY zjistíme na
stupnici ramene. Polohy krajních bodù X a Y jeho základny urèíme na
pøímceq následovnì.

1. Rameno pøemístíme do polohyAC a pak posuneme tak, aby pro-
cházelo vrcholemB . Výslednou polohu boduO oznaèímeG (obr. 2
vpravo). Platí GB k AC . Zámìnou trojúhelníku ACB za trojúhelník
ACG tého¾ obsahu tedy nahradíme ¹estiúhelníkABCDEF pìtiúhel-
níkem GCDEF , ani¾ by se obsah útvaru zmìnil.

Pov¹imnìme si, ¾e i obsahy trojúhelníkùCBR a GAR, kde R je
prùseèík úseèekAB a CG, jsou stejné. (Jsou to obsahy trojúhelníkù
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ACB a ACG zmen¹ené o obsah jejich spoleèné èástiACR.) Rov-
nost obsahù útvarù ABCDEF a GCDEF mù¾eme tedy zdùvodnit
i odebráním trojúhelníku CBR a pøidáním trojúhelníku GAR.

2. Rameno planimetru otoèíme z polohyGB do polohy GD a pak posu-
neme, aby procházelo vrcholemC. Výslednou polohu boduO ozna-
èímeX (obr. 3 vlevo). Pìtiúhelník GCDEF jsme nahradili ètyøúhel-
níkem XDEF , ani¾ by se zmìnil obsah.

3. Nakonec analogicky upravíme ohranièení u vrcholuE : Rameno umís-
tíme do polohy FD a potom posuneme do polohyY E k FD .

q

0 1 2123 0 1 2123

q
A

C
D

E

FG A

B

C
D

E

FX X Y

B

Obr. 3 Dal¹í kroky mìøení obsahu ¹estiúhelníku

Získali jsme trojúhelník XY D s obsahem rovným obsahu ¹estiúhelníku
ABCDEF . Vý¹ku trojúhelníku ji¾ známe a jeho základnuz = jXY j ur-
èíme z poloh bodùX a Y zji¹tìných na stupnici planimetru.

Obsah ¹estiúhelníku je tedy

S = z �
v
2

: (1)

2. Pøímé mìøení obsahu

Uvedené mìøení lze upravit tak, abychom mohli èíst velikost obsahu
pøímo na stupnici mìøítka ploch. Staèí pozmìnit postup, aby vznikl troj-
úhelník, který má libovolnì zvolenou vý¹ku.

Ze vztahu (1) plyne, ¾e pøi volbìv = 2 je S = z. Obsah pak udává
délka základny na stupnici mìøítka. Dokonce mù¾eme k pou¾ívané mapì
zvolit vý¹ku v tak, aby nejmen¹í dílek stupnice mìøítka ploch pøedstavoval
jeden hektar mìøeného pozemku, nebo jeho dekadický násobek.
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Postup, který uvedeme, u¾íval Zaremba i Ganglo�. Oba provádìli mì-
øení stejnì, Zaremba jej zdùvodnil v [9]. Ganglof u svých vynálezù publi-
koval jen popis pøístroje a návod k obsluze. Dùkaz Ganglo�ova postupu
mìøení uvedl a¾ Müller, viz [6] nebo [7]. Nevíme, zda jej od Ganglo�a pøe-
vzal. Obì zdùvodnìní si uká¾eme na pøíkladu urèení obsahu ètyøúhelníku
ABCD .

Na poèátku mìøení umístíme planimetr tak, aby jeho rameno procházelo
vrcholem A, bylo kolmé k hranì mìøítka, a aby byla délka úseèkyOA rovna
zvolené vý¹cev hledaného trojúhelníku (obr. 4 vlevo).

Kvùli názornému zdùvodnìní si Müller doplnil ètyøúhelník ABCD na
¹estiúhelník ABCDPO , kde P 2 p. Zaremba poèáteèní stav nedoplòo-
val, ale pova¾oval útvarABCDAO za singulární ¹estiúhelník (míníme tím
¹estiúhelník ABCDV O , kde V = A; úseèka OA pøedstavuje jeho dvì
sousední, av¹ak toto¾né strany). Oba pak pokraèovali ní¾e popsaným zpù-
sobem.

A
BC

D

O P

D

O

A BC
D

O E

B
C

D

O PE

A BC
A

T

q q

Zaremba                  Müller Zaremba                  Müller 

Obr. 4 První kroky Zarembova a Müllerova zdùvodnìní postupu

Nejprve stanovili smìr postupu mìøení po hranici útvaru. Zvolíme jej
v kladném smyslu (proti pohybu hodinových ruèièek), tedy pøes vrcholy
A; B; C a D v tomto poøadí.

První krok, otoèení ramene z polohyOA do polohy OB a pak posunutí
do polohy EA , zapí¹emeOA ! OB ! EA .

Jak vidíme na obr. 4 vpravo, nahradil Müller ¹estiúhelník ABCDPO pì-
tiúhelníkem BCDPE tého¾ obsahu. Pøi Zarembovì postupu byl singulární
¹estiúhelník ABCDAO nahrazen jiným neobvyklým útvarem, zkøí¾eným
¹estiúhelníkem BCDAOE . Jeho strany AO a BE jsou zkøí¾ené, protínají
se v bodì T. Tím vzniká dojem, ¾e obsah nezùstal konstantní, nebo»

SBCDAOE = SABCD + ST BA + ST OE :

Nutno si v¹ak uvìdomit, ¾e planimetr mìøí orientovaný obsah.Pokud
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smìr postupu obrátíme, budeme ramenem posouvat v opaèném smìru a
výsledná poloha ramene zobrazí obsah na opaèné stranì od jeho poèá-
teèní polohy. Orientovaný obsah znaèíme tuèným písmenemS na roz-
díl od neorientovaného obsahuS. Pro libovolný trojúhelník XY Z platí
SXY Z = SXZY > 0, av¹ak SXY Z = � SXZY .

Zajímá-li nás orientovaný obsah zkøí¾eného ¹estiúhelníkuBCDAOE ,
musíme vzít v úvahu, ¾e zkøí¾ení ramen zpùsobí obrácení smìru postupu.
Máme-li zvolen smìr postupu mìøení v poøadíE , B , C, D , A, O, je
tento smìr pøi procházení trojúhelníku TOE opaèný, ne¾ smìr odpoví-
dající útvaru TBCDA . Víme, ¾e

ST OE = � ST BA ;

a proto platí

SBCDAOE = ST BCDA + ST OE = SABCD + ST BA + ST OE = SABCD :

Na obr. 5 vlevo vidíme situaci po dal¹ích dvou krocích,

EA ! EC ! FB a FB ! FD ! GC:

V Müllerovì pøípadu jsme získali trojúhelník PGD. Ten ale nemá danou
vý¹ku v. Zarembùv postup vedl ke zkøí¾enému ètyøúhelníkuOADG .

 

Zaremba                  Müller 

OE G

BC
D

O E G

B C
D

POE F G P

B
C

D

OE F G

BC
DA A A A

YY
q q

SS

F F

0 0
pp

I

Zaremba                  Müller 

Obr. 5 K závìru Zarembova a Müllerova zdùvodnìní postupu

Provedením posledního kroku,GC ! GA ! Y D, obr¾íme u Zaremby
trojúhelník AOY , jeho¾ základna má délkujOYj = SAOY = SABCD :

V Müllerovì situaci nahradíme trojúhelník GDY trojúhelníkem ADY .
Vznikne ètyøúhelníkADPY , který má s poèáteèním útvaremABCDPO
spoleènou èástADPO . Po odeètení obsahu této èásti od obsahùSADP Y

a SABCDP O dojdeme k tému¾ výsledkuSABCD = SAOY = jOYj:

Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020 103



3. Historické poznámky

Pøedchùdcem Zarembova vynálezu bylKolbergùv planimetr1) z roku
1920 popsaný v polském lesnickém èasopisu Sylwan [1]. Kolberg vycházel
z poznatku, ¾e pro obsahS trojúhelníku platí 2 S = m2, kde m =

p
z � v je

geometrický prùmìr základny a vý¹ky. Jeho planimetr se skládal z tabulko-
vého diagramu vyrytého do mosazné destièky a z dvojitého odpichovátka,
které umo¾òovalo souèasnì pøená¹et délkud i její polovinu (obr. 6 dole).

Pro urèení obsahu Kolbergovou metodou zvolíme pìtiúhelníkABCDE
na obr. 6. Pìtiúhelník nejprve rozdìlíme vhodnì zvolenými úhlopøíèkami
na co nejmen¹í poèet trojúhelníkù, v nich¾ pak zvolíme základny a vý¹ky.
Geometrické prùmìry m1 =

p
ax, m2 =

p
by a m3 =

p
cz sestrojíme

s vyu¾itím odpichovátka a Eukleidovy vìty o vý¹ce postupem vyznaèeným
pro konstrukci úseèkym1 na obr. 6 uprostøed.

K urèení výsledného obsahu, který je dán vztahem

S =
m2

2
; kde m =

q
m2

2 + m2
3 + m2

1;

se vyu¾ívala konstrukce na obr. 6 vpravo a diagram na tabulce planimetru.

A

a
xby

c
z

B

C

D E

M1
m3

m2
m1

m

Odpichovátko

. .

.

a xQ

m1

d d/2

Z1 V1

Obr. 6 Mìøení obsahu podle Kolberga

Jan Zaremba byl pøíse¾ný geometr kní¾ete Adama Czartoryského. S pod-
porou kní¾ete sestrojil planimetr, který dùkladnì popsal v publikaci [9].
Ta rovnì¾ obsahuje odborný posudek univerzitních profesorù Kolberga a
Grabinského a List pøiznání vynálezu vystavený Administrativní radou
království. Publikace je na webu dostupná ve formátu pdf.

1) Kolberg se ve star¹ích pramenech uvádí jako Colberg
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Kopii pùvodního nákresu Zarembova planimetru pøedstavuje obr. 7.
Pøístroj byl vyroben z mosazi. Kruhový prstenec pevnì spojený s rame-
nem byl opatøen stupnicí s noniem a umo¾òoval pøesné nastavení smìru
ramene. Jezdec se pohyboval ve drá¾ce a aretaèní ¹rouby umo¾òovaly zajis-
tit polohu jezdce i ramene. Stupnice mìøítka ploch byla vybavena noniem
a na posouvatelné li¹tì mìla dvojí èíslování (zleva doprava a zprava do-
leva), aby si u¾ivatel mohl podle potøeby nastavovat poèátek a pohodlnì
odeèítat délku jedním, nebo druhým smìrem.

Obr. 7 Zarembùv planimetr

Karel Ganglo�, nadlesní v Ro¾mitále pod Tøem¹ínem, absolvoval jed-
noroèní kurz na pra¾ské polytechnice. Proto¾e byl autorem celé øady u¾i-
teèných vynálezù, nazývali jej jeho souèasníciÈeský Archimédés.

Ganglo�ùv planimetr byl podstatnì jednodu¹¹í, dal se snadno a levnì
vyrobit. Jeho první verze (1856) je znázornìna na obr. 8. Mìøítkem ploch
bylo samostatné pravítko, jeho¾ stupnice má stejné èíslování na obì strany
od nuly umístìné uprostøed. Jezdec se skládal ze sklenìné desky o rozmì-
rech 42� 26 cm. Rameno tvoøila ¾ínìr napjatá v rámu otáèivì pøipevnìném
k desce jezdce v bodìO. Ryska z1 ukazovala polohu boduO na stupnici a
ryska z2 slou¾ila k nastavení vláknar do polohy kolmé na hranu pravítka.
V rámu ramene byla je¹tì jedna napjatá ¾ínì, která protínala ¾ínir v bodì
M tak, aby jOM j byla zvolenou vý¹kou v výsledného trojúhelníku.
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Obr. 8 Ganglo�ùv planimetr

O Ganglo�ovi je známo, ¾e své vynálezy neustále zlep¹oval. Jeho plani-
metr z roku 1876 znázoròuje obr. 1. Rameno, je¾ vyrobil ve tvaru kovové
pásky, mìlo pìt rysek urèujících bod M pro mapy rùzných mìøítek a pro
mìøení jak ve starých rakouských jednotkách, tak i v novì zavedené met-
rické soustavì, viz [3].

Kdy¾ roku 1877 popsal vídeòský profesor Josef Schlesinger své vynálezy,
tachygraf a tachygra�cký planimetr v rozsáhlé publikaci [8], reagoval na to
prof. Franti¹ek Müller èlánkem [7]. Ukázal, ¾e Ganglo�ùv i Schlesingerùv
planimetr jsou v podstatì stejné, a ¾e objev pøíslu¹í Ganglo�ovi, nebo» je
jeho vynález o 21 let star¹í. Prioritu vynálezu pøiøadil Ganglo�ovi i ve své
významné uèebnici [6] a z tìchto pramenù se poznatek zøejmì dostal do
encyklopedií a navazujících prací.

Kolem roku 1908 se s Müllerovým èlánkem seznámil mladý polský astro-
nom Lucjan Grabowski, který tehdy pùsobil jako stipendista v Nìmecku.
Aby uvedl vìci na pravou míru, sepsal v nìmèinì èlánek [4] o polských
vynálezech planimetrù. Ukázal, ¾e principiálnì stejný planimetr sestrojil
Zaremba o 27 let døíve ne¾ Ganglo�. Èlánek tehdy je¹tì neznámého vìdce
byl zapomenut.
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Planimetr s úpravou pro mìøení popsané v odstavci 2 vyrábìla v sedm-
desátých letech 19. století nìmecká �rma Mechaniker Sickler v Karlsruhe.
Bývá oznaèován jako planimetr Dasnoyùv, viz [2] a [6].

Kromì Schlesingera si podobné planimetry nechal patentovat Hierony-
mus Totsching z Insbruku (1905 a 1919). Ganglo� se v dobì Zarembova
objevu uèil lesníkem nedaleko hranice s Polskem. Nevíme, zda Zarembùv
vynález znal, nebo zda planimetr objevil nezávisle na nìm. ®ádost o patent
pravdìpodobnì nepodal.

Obr. 9 Ganglo�ùv planimetr, originál a model

4. Námìt pro zájmovou práci

Model Ganglo�ova planimetru z obr. 9 vpravo si mù¾eme snadno poøí-
dit. Za mìøítko ploch zvolíme del¹í pravítko a jako jezdec poslou¾í obdélní-
ková plastová destièka. Pøi jejím dolním støedu vyvrtáme otvor o prùmìru
1 mm, provleèeme jím stejnì silný høebíèek a na nìj nasadíme rameno
vystøi¾ené z tvrd¹í plastové podlo¾ky na psaní. Osu ramene narýsujeme
permanentním �xem. Na jejím dolním konci je tøeba vyvrtat otvor pro
otáèivé pøipojení k jezdci. Po nasazení ramene narazíme na høebík vèelaø-
ský mezerníèek (nebo jiný vhodný objekt), aby èásti dr¾ely pohromadì.

Planimetry lze vyrobit svépomocí a práci s nimi bychom mìli zamìøit
na rozvoj geometrického my¹lení. Metodické rozpracování nechávám na
uèiteli. Doporuèoval bych nejprve smìrovat studenty k nalezení postupu
z odstavce 1. Mù¾eme zaèít obecným ètyøúhelníkem nebo pìtiúhelníkem a
rameno planimetru opatøit stupnicí. Nechat ¾áky, zda sami objeví nìjaký
postup mìøení obsahu. Pokud budou neúspì¹ní, zvolíme vhodnou nápo-
vìdu. Po zvládnutí základù lze procvièit slo¾itìj¹í situace. Øe¹it úlohu,
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je-li pøi poèáteèní poloze pouze jeden vrchol útvaru na pøímceq. Seznámit
s pojmem orientovaného obsahu a metodou jeho pøímého mìøení. Øe¹it
problém, jak jedním mìøením nalézt souèet nebo rozdíl obsahù dvou mno-
hoúhelníkù, je-li jeden mnohoúhelník vnì (nebo uvnitø) druhého, apod.

Model planimetru lze té¾ vytvoøit v dynamické geometrii a výuku pro-
vádìt pouze na poèítaèi, bez pou¾ití mechanických pomùcek. Pøípadnì
mù¾eme vyzkou¹et obojí a uvést i nìco z historie.
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Zajímavé matematické úlohy

Uveøejòujeme dal¹í èást pravidelné rubriky Zajímavé matematické úlohy
a uvádíme zadání dal¹í dvojice úloh. Øe¹ení nových úloh 261 a 262 mù-
¾ete zaslat nejpozdìji do 20. 9. 2020 na adresu: Redakce èasopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v¹ak v TEXovských verzích, pøíp. v MS Wordu) na emailovou adresu:
m�@upol.cz.

Úloha 261
Doka¾te, ¾e desítkový zápis nìkteré pøirozené mocniny èísla 2021 zaèíná

ètyøèíslím 2020.
Pavel Calábek

Úloha 262
Je dán tìtivový ètyøúhelník ABCD . Kru¾nice, která prochází vrcholy

A a B daného ètyøúhelníku, protíná jeho úhlopøíèkyAC , BD po øadì ve
vnitøních bodechK , L . PolopøímkyAL a BK protínají kru¾nici opsanou
ètyøúhelníkuABCD po øadì v bodechP (P 6= A) a Q (Q 6= B ). Doka¾te,
¾e pøímkyCD a PQ jsou rovnobì¾né.

Jaroslav ©vrèek

Dále uvádíme øe¹ení úloh 257 a 258, jejich¾ zadání jsme zveøejnili ve ètvr-
tém èísle loòského (28.) roèníku na¹eho èasopisu.

Úloha 257
V pravoúhlém trojúhelníku ABC s pøeponouAB protíná osa vnitøního

úhlu u vrcholu B odvìsnu AC v bodì D . Nech»E je bod polopøímkyCB
pro který platí jAD j = jDE j. Doka¾te, ¾e bodyA, B , D , E le¾í na té¾e
kru¾nici.

Robert Geretschläger & Jaroslav ©vrèek

Øe¹ení. OznaèmeC0 patu kolmice z bodu D na pøeponuAB . Jeliko¾BD
je osa vnitøního úhlu trojúhelníku ABC u vrcholu B , je bod C0 obrazem
bodu C v soumìrnosti podle osy BD a platí tak jCDj = jC0Dj. Ze zadání
plyne jAD j = jDE j. Pravoúhlé trojúhelníky CDE a C0DA se tak shodují
v pøeponì a jedné z odvìsen, podle vìtySsu jsou shodné a shodují se tedy
i ve vnitøních úhlech pøi vrcholechE a A.
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Pokud je bod B bodem úseèkyCE (obr. vlevo), je vidìt úseèka BD
z bodù E a A pod stejným úhlem a bodyA, B , D , E le¾í na té¾e kru¾nici.
Naopak, pokud je bodE bodem úseèkyCB (obr. vpravo), je ve ètyøúhel-
níku EDAB souèet velikostí vnitøních úhlù u protìj¹ích vrcholù E a A
roven 180� , odkud opìt plyne dokazované tvrzení.

Jiné øe¹ení. Podle vìty o mocnosti bodu ke kru¾nici staèí dokázat rovnost

jCDj � j CAj = jCB j � j CE j:

Pøi obvyklém znaèení stran trojúhelníkuABC mámejCAj = b, jCB j = a.
Osa úhlu dìlí protìj¹í stranu v pomìru pøilehlých stran, platí tak

jCDj =
ab

a + c
; jDE j = jAD j =

bc
a + c

:

Z pravoúhlého trojúhelníku CDE podle Pythagorovy vìty dostaneme

jCEj =
p

jDE j2 � j CD j2 =

s �
bc

a + c

� 2

�
�

ab
a + c

� 2

= (1)

=
b

a + c

p
c2 � a2 =

b2

a + c
: (2)

Platí tak

jCDj � j CAj =
ab2

a + c
= jCB j � j CE j;

co¾ jsme chtìli dokázat.

Správné øe¹ení zaslalKarol Gajdo¹ z Trnavy.

Neúplné øe¹ení zaslalFranti¹ek Jáchim z Volynì.
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Úloha 258
Doka¾te, ¾e pro libovolné reálné èíslox platí nerovnost

x4 + 2x + 1 � x2(2x + 1) :

Pro která x nastane rovnost?
Robert Geretschläger

Øe¹ení. Daná nerovnost je ekvivalentní nerovnosti

x4 � 2x3 � x2 + 2x + 1 � 0;

která platí, proto¾e postupnými úpravami dostáváme

x4 � 2x3 � x2 + 2x + 1 =

= x4 + x2 + 1 � 2x3 � 2x2 + 2x = ( x2 � x � 1)2 � 0;

jeliko¾ druhá mocnina reálného èísla je nezáporná.
Rovnost v této nerovnosti nastane, právì kdy¾x2 � x � 1 = 0, tj. právì

kdy¾

x =
1 �

p
5

2
:

Jiné øe¹ení(podle Piotra Kulisze). Ekvivalentní nerovnost

x4 � 2x3 � x2 + 2x + 1 � 0

zøejmì platí pro x = 0. Pokud x 6= 0, mù¾eme obì strany dané nerovnosti
dìlit èíslem x2 a její levou stranu pak upravit do tvaru

x2 +
1
x2 � 2

�
x �

1
x

�
� 1 =

�
x �

1
x

� 2

� 2
�

x �
1
x

�
+1 =

��
x �

1
x

�
� 1

� 2

:

Uvedený výraz na levé stranì nabývá výhradnì nezáporných hodnot, proto
daná nerovnost platí. Stejnì jako v pøedcházejícím øe¹ení najdeme body,
ve kterých nastává rovnost.

Správná øe¹ení zaslaliKarol Gajdo¹ z Trnavy, Anton Hnáth z Moravan
a Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci.

Pavel Calábek
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FYZIKA

Historické pokusy
v souèasné ¹kole
ANE®KA VESELÁ { MICHAELA KØÍ®OVÁ

Pøírodovìdecká fakulta Univerzity Hradec Králové

Úvod

Fyzika vìt¹inou nepatøí mezi oblíbené ¹kolní pøedmìty, pøesto¾e s jejími
technickými aplikacemi se dennodennì potkáváme a ¾ivot bez nich si u¾
nedoká¾eme pøedstavit. U øady lidí tato nepøízeò pochází ji¾ ze ¹koly, kde
jim mo¾ná byly základy fyziky vykládány pøíli¹ nezajímavì. Kromì toho
znalost fyziky, a s ní úzce související matematiky, vy¾aduje úsilí a pocho-
pení, díky èemu¾ je i pøedmìtem, ze kterého mají ¾áci strach. Pøesto je
fyzika a její dìjiny, stejnì jako jiné vìdy, nedílnou souèástí lidské kultury.

A tak je tøeba hledat cesty ke zlep¹ení tohoto trendu. Dùle¾itou souèástí
výuky je správná motivace, aby fyzika ¾áky bavila. Jako velmi vhodné se
ukázalo vyu¾ití rùzných materiálù z historie fyziky a techniky. Téma his-
torie fyziky je velmi obsáhlé a není mu v souèasné ¹kolské fyzice vìnována
pozornost, kterou si zaslou¾í. Dìjiny fyziky toti¾ ukazují mimo jiné fyziku
jako lidskou vìdu { výsledek práce konkrétních lidí, seznamují ¾áky s ce-
lým procesem vzniku nových poznatkù, ne pouze s výsledkem poznávacího
procesu a nabízejí mnoho zajímavých námìtù pro práci se ¾áky { od øe¹ení
netradièních fyzikálních úloh po realizaci experimentù.

Bìhem nìkolika uplynulých let jsme mìli mo¾nost v praxi vyzkou¹et
øadu experimentù motivovaných historií fyziky u ¾ákù rùzných roèníkù
gymnázia. Proto¾e se jednalo o pokusy spojené s dìjinami fyziky, byly
v¾dy uvedeny krátkou informaèní prezentací o jejich autorovi a historické
verzi experimentu.
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V èlánku pøedkládáme vybrané významné historické experimenty z dí-
len fyzikù 16. a¾ 18. století a pøedkládáme návod na jejich pøípravu a návrh,
jak tyto pokusy zaøadit do výuky fyziky na støední ¹kole. Podrobnìji popí-
¹eme Galileovy experimenty z mechaniky a dal¹í pokusy uvedeme struènì
jako námìt na dobrovolný domácí úkol ¾ákù èi do ¹kolního projektu.

Galileo Galilei (1564{1642)

Galileovy experimenty s volným pádem vyvracely pøedstavy aristote-
lovské mechaniky, ¾e rùznì tì¾ké pøedmìty padají k zemi rùznou rych-
lostí. Galileo naopak prokázal, ¾e v¹echna tìlesa padají k zemi se stejným
zrychlením, rozdíl je zpùsoben odporem prostøedí. Pozdìji, v roce 1609
experimentálnì stanovil, ¾e dráha ura¾ená tìlesem roste úmìrnì s dru-
hou mocninou èasu. Významné jsou také Galileovy pokusy s naklonìnou
rovinou, u které lze nastavit sklon, a v ní¾ byl ¾lábek pro pohyb koule,
tzv. padostroj. Pomocí padostroje zkoumal rovnomìrnì zrychlený pohyb
snadnìji, proto¾e zrychlení je men¹í ne¾ u volného pádu a formulovalzákon
setrvaènosti. Také dospìl k tomu, ¾e stejnì velké síly udìlí stejnì hmotným
tìlesùm stejné zrychlení, nevyjádøil v¹ak své my¹lenky matematicky jako
pozdìji Isaac Newton. Tyto poznatky spoleènì s principem nezávislosti a
skládání rychlostí umo¾nily Galileovi zkoumat pohyby tìles v tíhovém poli
Zemì (vrhy).

Obr. 1 Veøejné pøedvádìní padostroje [3]

Galileùv padostroj byla asi ¹est stop1) dlouhá døevìná deska (naklonìná
rovina), její¾ sklon bylo mo¾né regulovat. Na desce byl ¾lábek, vylo¾ený
pergamenem pro co nejhlad¹í povrch, urèený pro valení koulí. Kromì toho
byla deska opatøena v urèitých vzdálenostech od sebe osmi strunami.

1) ©est stop odpovídá délce asi 1,8 metru.
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Galileo znovu a znovu spou¹tìl ¾lábkem vyle¹tìnou mosaznou kouli, její¾
pohyb zpùsoboval rozeznìní strun. Pokus doprovázel zpìvem a hrou na
loutnu, rytmus písnì je mu èasovou mírou. Galileo se sna¾il umístit struny
na desce tak, aby tóny pøi prùchodu koule zaznívaly ve stejných èasových
intervalech. Pøesto¾e mohlo jeho poèínání pøipomínat spí¹e dìtskou hru,
vedl tento experiment k objevení dùle¾itého zákona pøírody.

Pokud se náklon zvìt¹oval, rovnomìrnì zrychlený pohyb koule se blí¾il
volnému pádu, naopak pøi zmen¹ování náklonu se pohyb stával rovnomìr-
ným. Galileo díky tomu formuloval zákon volného pádu, tedy ¾e dráha
volného pádu je pøímo úmìrná druhé mocninì èasu. Stejný zákon platí i
pro pohyb po naklonìné rovinì [2, 13{20, 137{379], [3].

Pokud se ve Va¹em fyzikálním kabinetu nenachází podobný exempláø
jako na Gymnáziu Svitavy (obr. 2), mù¾ete si ho sami vyrobit. Mo¾ností,
jak si pro potøeby vyuèování fyziky sestrojit vlastní padostroj je mnoho,
nìkteré postupy jsou uvedeny napøíklad v [4]. Jiný návod následuje.

Obr. 2 Padostroj v uèebnì fyziky Gymnázia Svitavy

Na výrobu padostroje jsou zapotøebí 4 rohové li¹ty délky 2 m, 4 døe-
vìné kolíèky, lepicí tavná pistole s náplní, 4 døevìné obdélníkové destièky
a samozøejmì 4 stejné kulièky, pøípadnì dvoumetrové pásmo. Li¹ty pevnì
upevníme tavnou pistolí, z kolíèkù a destièek vyrobíme zará¾ky. Pásmo
upevníme k li¹tám tak, aby nebránilo volnému pohybu kulièek (obr. 3).
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Pak u¾ lze posunováním jednotlivých zará¾ek provádìt experiment stejný
jako Galileo. Pravidelného zvuku kulièek dopadajících na pøeká¾ky dosáh-
neme, jsou-li jejich vzájemné vzdálenosti v pomìru 1 : 4 : 9 : 16. K mìøení
èasových intervalù lze pou¾ít vlastní sluch (pravidelnost èi nepravidelnost
nárazù je jasnì patrná) nebo nìjakého èasového mìøidla. Jedná se o ná-
zornou demonstraci nerovnomìrného pohybu. Padostroj se v¹ak nehodí
k pøesnému mìøení, nebo» i na první pohled stejné li¹ty mohou mít rùznì
drsný povrch, co¾ pak ovlivòuje pohyb kulièek. Pokud se kulièka valí a
nikoliv klou¾e, mìlo by být vìt¹í tøení naopak výhodou, co¾ mù¾e uèitel
s ¾áky prodiskutovat.

Obr. 3 Padostroj

Nìkdy ¾áky zaujaly i slo¾itìj¹í konstrukce, které bychom bìhem hodiny
ve ¹kole vyrobit nestihli. Vyu¾ili jsme jejich zájmu a zadali jejich výrobu
jako dobrovolný domácí úkol.
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Na støední ¹kole je tento pokus vhodný do prvního roèníku, zaøazujeme
jej do kapitoly o rovnomìrnì zrychleném pohybu nebo o volném pádu.
Z na¹í zku¹enosti hrátky s padostrojem ¾áky zajímaly u¾ od chvíle, kdy
jsme s dvoumetrovým zaøízením ve¹li do tøídy. Experimentování jsme za-
èínali s jednou kulièkou, mluvili jsme o tom, zda se jedná o pohyb rovno-
mìrný èi nerovnomìrný. Poté jsme zaèali spou¹tìt kulièky v¹echny ètyøi,
a hledali jsme vhodnou polohu zará¾ek tak, aby nárazy byly pravidelné.

Nejjednodu¹¹í variantu padostroje vyrobíme pomocí tenkého provázku
a 8 vìt¹ích korálkù o stejné hmotnosti a rozmìrech. Na jednu nit délky
2 metry navá¾eme 4 korálky tak, ¾e mají mezi sebou stejné vzdálenosti
podle obrázku. Na druhou nit navá¾eme kulièky postupnì ve vzdálenostech
10 cm, 40 cm, 90 cm a 160 cm (obr. 4). Padostroj spou¹tíme ze ¾idle, stolu
nebo jiného zvý¹eného místa. Vhodné je dolní konec pøipevnit k podlaze,
napøíklad izolepou nebo nìjakou zátì¾í, aby byly dobøe sly¹et nárazy na
podlahu. Pokud nejprve spustíme nit s rovnomìrnì rozmístìnými korálky,
rytmus jednotlivých úderù korálkù o podlahu je nepravidelný a zrychluje
se. Pøi stejném pokusu s druhou nití je rytmus dopadajících kulièek pra-
videlný. Tento experiment je velmi názorný a jednoduchý. Jeho výrobu lze
svìøit i ¾ákùm. Vhodný je také jako domácí pokus. Spadá opìt k uèivu
o nerovnomìrném pohybu, respektive volném pádu.

Obr. 4 Kulièkový padostroj
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Dal¹í námìty motivované historickými experimenty

Ve výuce na víceletém gymnáziu jsme pou¾ívali jak demonstraèní expe-
rimenty, tak jsme se sna¾ili se ¾áky i nìkteré pomùcky pro pokusy vyrobit
v rámci hodin fyziky. V prùbìhu nìkolika let jsme vyzkou¹eli více ne¾ 25
experimentù motivovaných historií fyziky napø. Galileùv termoskop a dale-
kohled, Keplerùv dalekohled a camera obscura, Marciho rázy, Torricelliho
pokus s vodou, Pascalova hydraulická zaøízení, Pascalùv sud, Boylova vý-
vìva èi Newtonova skla. V rámci hodiny fyziky jsme stihli vyrobit i tøi
následující pomùcky.

Evangelista Torricelli (1608{1647) byl prùkopníkem hydrodyna-
miky { oboru fyziky, který se zabývá proudìním kapalin. Kromì jiného
objevil zákon, podle nìho¾ je mo¾né urèit rychlostv výtoku otvorem ve
stìnì nádoby v dané hloubce h pod hladinou. Dnes pou¾íváme vztah ur-
èený Danielem Bernoullimv =

p
2gh, kde g je tíhové zrychlení. Pro expe-

rimentální ovìøení pokusu potøebujeme plastovou láhev o objemu alespoò
1,5 l, jehlu a vodu. Do láhve jehlou propíchneme ve stejných vzdálenostech
od sebe nìkolik dírek, které le¾í nad sebou v pøímce. Láhev pak umístíme
na vhodné místo (napøíklad na laboratorní tác) a celou ji naplníme vodou.
Pùsobením hydrostatického tlaku vytékají z otvorù pramínky vody. Èím
vy¹¹í je vodní sloupec, tím vìt¹í je hydrostatický tlak a voda dostøíkne dál
(obr. 5). Tento experiment spadá do kapitoly zabývající se mechanikou
tekutin.

Obr. 5 Kvalitativní pokus k Torricelliho zákonu
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K významným vynálezùm Roberta Hooka (1635{1703) patøí hus-
tomìr. Hustomìr je zaøízení k urèování hustoty kapalin. Obvykle má tvar
uzavøené trubice se stupnicí, dole zakonèené baòkou. Funguje na principu
Archimedova zákona. Vyrábí se s rùznými rozsahy pro mìøení rùzných
druhù kapalin. Ve ¹kole jsme vyrobili jednoduchý hustomìr pro porovnání
hustoty vody a solného roztoku. K sestavení hustomìru potøebujeme pouze
brèko a plastelínu. Z brèka odstøihneme kolínko a na jeden jeho konec pøi-
pevníme plastelínu, její mno¾ství upravíme tak, aby po ponoøení do vody
hustomìr ploval kolmo k hladinì a brèko bylo alespoò z poloviny pod hla-
dinou. Následnì si pøipravíme dvì sklenice, jednu s èistou vodou a druhou
s vodou s rozpu¹tìnou solí. Kdy¾ pak ponoøíme hustomìr do èisté vody,
oznaèíme �xem ponor. To samé zopakujeme pro slanou vodu a vidíme,
¾e se tentokrát ponoøil ménì. Èím vìt¹í je ponor hustomìru, tím men¹í
je hustota kapaliny. Z pozorování tedy vyplývá, ¾e slaná voda má vìt¹í
hustotu ne¾ èistá. Toto tvrzení jsme s ¾áky ovìøili v tabulkách.

Obr. 6 Hustomìr a jeho poloha v nádobì se slanou vodou (èárka oznaèuje ponor
v èisté vodì)

Ji¾ od mládí seIsaac Newton (1642{1727) vìnoval výzkumu optic-
kých jevù, ale jeho práci mnoho vìdcù odmítalo. Svoje objevy týkající se
rozkladu bílého svìtla sklenìným hranolem a teorie barev duhy Isaac New-
ton publikoval v èasopisePhilosophical Transactions pod názvem þNová
teorie svìtla a barevÿ. K rozkladu svìtla na spektrální barvy mù¾eme
obecnì pou¾ít hranol nebo møí¾ku. Jednoduchý møí¾kový spektroskop vy-
robíme z CD, lepenkové krabièky (napøíklad od èaje), no¾e, lepidla a alo-
balu èi neprùhledné pásky. Krabièku slepíme lepidlem tak, aby se neroz-
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kládala, a no¾em vyøízneme do jejích stìn otvor na pozorování, ¹tìrbinu
a výøez na zasunutí CD podle obrázku (obr. 7). Ten by mìl s vodorov-
ným dnem krabièky svírat úhel pøibli¾nì 30� . ©tìrbinu vytvoøíme tak, ¾e
nejdøíve vyøízneme do stìny krabièky vìt¹í otvor, který pak upravíme na
po¾adovanou ¹íøku pomocí více vrstev alobalu nebo neprùhledné pásky.
©íøka ¹tìrbiny by mìla být asi 1 mm. Celý spektroskop mù¾eme navíc
je¹tì zabalit do alobalu, aby dovnitø nevnikalo ¾ádné dal¹í svìtlo. Expe-
rimentování s tímto spektroskopem je vhodné i pro ¾áky základní ¹koly,
mohou si jej sami vyrobit ve ¹kole nebo doma.

Obr. 7 Spektroskop z CD a krabièky od èaje

Závìr

K demonstracím jsme èasto vyu¾ívali vlastnoruènì vyrobené pomùcky,
nìkdy ve více exempláøích, aby si je mohli ¾áci dobøe prohlédnout. Nìkteré
jednodu¹¹í pomùcky jsme zvládli bìhem hodiny i vyrobit, napøíklad hus-
tomìr èi spektroskop z krabièky od èaje. Z na¹ich dosavadních zku¹eností
plyne, ¾e je pro ¾áky zajímavé jakékoli o¾ivení vyuèovací hodiny experi-
mentem, tím spí¹e, jde-li o pokusy týkající se historie. Zvy¹ují jejich zájem
o pøedmìt, napomáhají také lep¹ímu zapamatování a pochopení uèiva. Je
to v¹ak výsledek na¹eho pozorování ve velice krátkém èasovém intervalu.
Jistì by bylo zajímavé, hodnotit vliv experimentù inspirovaných dìjinami
fyziky na motivaci a uèení ¾ákù z dlouhodobìj¹ího hlediska.

Proto¾e jsme mìli mo¾nost vyzkou¹et zaøazení experimentù do výuky
jak na vy¹¹ím, tak na ni¾¹ím stupni víceletého gymnázia, mù¾eme také
porovnat pøístup rùzných tøíd. V¹imli jsme si, ¾e star¹í ¾áci oceòovali spí¹e
historické informace a zajímali se více o okolnosti z ¾ivota fyzika. Naopak
mlad¹í ¾áci (odpovídající 6.{8. tøídì Z©) dávali pøednost výrobì vlastních
pomùcek a frontálnímu provádìní pokusù. Do výuky jsme pøipravili také
pøehledné informaèní plakáty o významných fyzicích 16.{18. století, které
jsou nyní vystaveny na chodbì ¹koly. Pouèit se o historii fyziky tak mohou
v¹ichni ¾áci i uèitelé (obr. 8).
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Obr. 8 Plakát Galileo Galilei; soubor 10 posterù je ke sta¾ení jako pøíloha èísla na
adrese:http://mfi.upol.cz/files/29/2902/mfi_2902_priloha_postery.pdf

V èlánku jsme chtìli pøipomenout známé a jednoduché experimenty,
díky kterým se hodiny fyziky mohou stát pro ¾áky zajímavìj¹ími a srozu-
mitelnìj¹ími. Øada uèitelù ale na podobné experimentování nemá èas ani
energii, co¾ je velká ¹koda. Zvý¹ený zájem ¾ákù o fyziku nám uèitelùm
jistì vlo¾ené investice vrátí.
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Sluneèní energie a fotovoltaika
JANA TOU©KOVÁ, JIØÍ TOU©EK

Matematicko-fyzikální fakulta UK, Praha

Jak øe¹it zásobování lidstva energií

Vzhledem k rostoucímu poètu obyvatelstva a se zvy¹ující se spotøebou
energie vzniká otázka, jak øe¹it zásobování energií a pøi tom se vyhnout
negativnímu vlivu na ¾ivotní prostøedí. Spalování fosilních paliv pøiná¹í
øadu problémù se zneèi¹»ováním planety; roste zároveò koncentrace oxidu
uhlièitého a v dùsledku skleníkového efektu se postupnì atmosféra otep-
luje. K øe¹ení u¾ nyní pøispívají obnovitelné zdroje, mezi nimi zaujímá
dùle¾ité místo pøímá pøemìna energie sluneèního záøení na energii elek-
trickou. Slunce pøedstavuje prakticky nevyèerpatelný zdroj a jeho vyu¾ití
neznamená skleníkový efekt ani tepelné zamoøení. Sluneèní záøení má v¹ak
nízkou hustotu záøivého toku (v Èeské republice pøibli¾nì 1 kW/m2 na po-
vrchu Zemì), jeho velikost závisí na poèasí a je omezeno na denní dobu,
s èím¾ souvisí nutnost akumulace energie. Záøivý tok, který Slunce vysílá
na celou Zemi je 175 000 TW (1 TW = 1012 W), co¾ je o mnoho øádù
více ne¾ je spotøeba lidstva, jak vyplývá z výpoètu na základì údajù v [1].
Mezinárodní agentura pro energii (IEA) udává, ¾e vloni byl výkon v¹ech
elektráren na svìtì 6 650 GW, èili 6,65 TW. I z tohoto hlediska je vyu¾ívání
sluneèní energie perspektivní.
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Anorganické sluneèní èlánky { princip èinnosti

Základem sluneèních èlánkù je nejèastìji pøechod P-N. Pokud se jedná
o jediný materiál, kde se jeho èásti li¹í jen typem vodivosti, jde o homo-
genní pøechod, pøechod mezi chemicky rozdílnými materiály s opaèným,
pøípadnì i stejným typem vodivosti je pøechod heterogenní (heteropøe-
chod). Pøíslu¹né materiály jsou buï anorganické, organické, nebo jejich
kombinace (hybridní èlánky).

V pøípadì anorganických èlánkù se typ vodivosti obvykle dosahuje difúzí
nebo implantací dopantù-donorù pro N a akceptorù pro P èást. Jako do-
nory slou¾í prvky, které mají obvykle o jeden valenèní elektron víc ne¾ zá-
kladní materiál, akceptory naopak mívají o jeden valenèní elektron ménì.
Obvykle staèí malé mno¾ství energie k tomu, aby se elektrony z donorù
uvolnily do vodivostního pásu a zanechaly po sobì ionizované donory, nebo
aby akceptory pøijaly elektrony z valenèního pásu a vznikly tak ionizované
akceptory. Ve valenèním pásu pak zùstávají tzv. díry. Jako pøíklad lze uvést
pøechod P-N na køemíku, kde P-typová oblast je vytvoøena difúzí boru,
jako¾to akceptoru a N-oblast difúzí fosforu jako donoru. Vznik pøechodu
P-N je ilustrován na obr. 1.

Obr. 1 Schéma pøechodu P-N.VD je difúzní napìtí, Eg znaèí ¹íøku zakázaného
pásu, barevné krou¾ky oznaèují elektrony, nevybarvené krou¾ky oznaèují díry.

Aby vznikl rovnová¾ný stav pøi spojení obou èástí pøechodu, musí být
Fermiho hladina EF v¹ude stejná. To nastane tak, ¾e v dùsledku gradientu
koncentrace, èást elektronù pøejde z N oblasti do P oblasti a èást dìr
pøejde z P oblasti do N oblasti. Dojde k naru¹ení neutrality a po obou
stranách pøechodu vznikají oblasti prostorového náboje (OPN) tvoøené
ionizovanými donory, respektive akceptory a vnitøní elektrické pole, které
pak brání dal¹ímu difúznímu toku nosièù náboje. Potenciálový schod (viz
obr. 1) odpovídá tzv. difúznímu napìtí. Pøilo¾íme-li na N èást záporné
vnìj¹í napìtí a na P èást kladné napìtí, jsou elektrony pøitahovány do P
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a díry do N oblasti a pøes pøechod teèe propustný neboli pøímý proud.
Závislost proudu na vnìj¹ím napìtí èili volt-ampérová charakteristika je
dána touto rovnicí:

I = I 0 [exp(eU=nkT) � 1] ; (1)

kde U je vnìj¹í vlo¾ené napìtí, T je absolutní teplota, k je Boltzmannova
konstanta a n je faktor, který souvisí s mechanizmem transportu náboje
pøechodem (nejèastìji má hodnotu mezi 1 a 2).

Pøi opaèné polaritì napìtí elektrony a díry jsou naopak od rozhraní
obou èástí pøechodu oddalovány. Pøi tomto napìtí, kdy exponenciála ve
vztahu (1) je vùèi jedné zanedbatelná, teèe pouze nasycený proudI 0.

Co se nyní stane, kdy¾ P-N pøechod osvìtlíme? Situaci ukazuje obr. 2.

elektron

díra

PN pøechod
oblast pole

typ P typ N

Obr. 2 Pásové energetické schéma osvìtleného pøechodu P-N. Elektrony a díry
generované svìtlem difundují k oblasti prostorového náboje, kde je vnitøní pole
rozdìlí.

Svìtelná energie vybudí elektrony z valenèního pásu do vodivostního
pásu a v obou èástech se vytvoøí páry elektron-díra. Ty pak difundují
smìrem k OPN, kde jsou vnitøním elektrickým polem rozdìleny tak, ¾e
elektrony pronikají do N-oblasti a díry do P-oblasti. Oblast typu N se na-
bíjí zápornì a oblast typu P kladnì. Ve vnìj¹ím obvodu pak teèe proud.
Reálnì v¹ak v¹echny generované nosièe náboje nedospìjí do OPN, pro-
to¾e cestou dochází k rekombinaci elektronù s dìrami. Rozhodující roli
pøi tom hraje tzv. difúzní délka, která udává vzdálenost, na které klesne
koncentrace generovaných nosièù náboje na (1/e) pùvodní hodnoty. Je
zøejmé, ¾e dostateènì velká hodnota difúzní délky pøíznivì ovlivòuje úèin-
nost osvìtleného èlánku. V anorganických materiálech jsou difúzní délky
øádu mikrometrù.
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Organické sluneèní èlánky { princip èinnosti

Èinnost organických polovodièù je zalo¾ena na molekulové bázi. Nej-
vy¹¹í molekulová energetická hladina obsazená elektrony je tzv. HOMO
hladina a nejni¾¹í neobsazená hladina se nazývá LUMO hladina [2]. Zá-
kladem èlánkù je opìt pøechod mezi oblastí typu P, která pùsobí jako dárce
elektronù a typu N jako jejich pøíjemce. Vytváøejí se heterogenní pøechody
mezi dvìma polymery s opaèný typem vodivosti (obr. 3), ale èastìji mezi
polymerem typu P a materiálem s malými molekulami, jako je fulleren,
který vykazuje typ N.

Obr. 3 Rozdìlení excitonu na pøechodu mezi dvìma polymery { ¹ipkou je ozna-
èen generovaný exciton.

Po osvìtlení se tvoøí tzv. excitony, co¾ jsou páry elektron-díra vázané,
vzhledem k nízké dielektrické permitivitì organických materiálù, znaènou
Coulombovskou silou [2]. Aby do¹lo k pøenosu náboje, musí být tyto páry
rozdìleny elektrickým polem pøechodu. Jsou-li generovány mimo oblast
pøechodu, musí k nìmu dospìt difúzí. Situaci znázoròuje (obr. 4). Excitony
v¹ak mohou difundovat jen na krátkou vzdálenost, obvykle maximálnì do
10 a¾ 20 nanometrù, pak anihilují. Pøenosu náboje se tedy úèastní jen
excitony v èásti vyznaèené na obrázku jako vyu¾itelná oblast.

Pùvodní dvouvrstvé èlánky proto nejsou pøíli¹ vhodné a nahrazují se
jednou vrstvou, kde jsou materiály s opaèným typem vodivosti promí-
chány, jak ukazuje obr. 5. Tím se zvìt¹uje plocha pøechodu a pravdìpo-
dobnost rozdìlení excitonù je daleko vìt¹í. Pak u¾ zbývá dopravit rozdìlené
elektrony a díry k pøíslu¹ným elektrodám. Tomu v poslední dobì napomá-
hají tzv. elektronové a dìrové transportní vrstvy pod elektrodami.
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Obr. 4 Sluneèní èlánek s rovinným rozhraním mezi P (donor) a N (akceptor)
polovodièem. Foton è. 1 generuje exciton ve støední èásti (vyu¾itelná oblast), kde
difunduje, potom je disociován a jeho elektron a díra mohou pøispívat k proudu.
Exciton generovaný fotonem è. 2 je pro fotoproud ztracený.

Obr. 5 Organický èlánek ze smìsi P a N oblastí uvnitø objemu. Vzdálenost
excitonù od míst pøechodu je krat¹í. Plocha pøechodu je zvìt¹ená a mo¾nost
rozdìlení excitonù je vy¹¹í.

Fotochemické èlánky (Graetzelovy cely) { princip èinnosti

Princip èinnosti tìchto èlánkù [3] je ilustrován na obr 6. Na sklenì-
ném substrátu pokrytém obvykle vodivou vrstvou smìsi oxidu cinièitého
a inditého (ITO) je nanesen oxid titanièitý (TiO 2) ve formì nanoèástic.
Ty pøedstavují velký povrch, ale málo absorbují svìtlo. Proto se pokrý-
vají barvivem { nejlépe slouèeninami ruthenia. Svìtlo z barviva uvolòuje
elektrony, které jsou pøená¹eny pøes TiO2 k elektrodì ITO. Do barviva se
elektrony doplòují z druhé-gra�tové, nebo platinové elektrody prostøednic-
tvím elektrolytu, který obsahuje ionty jódu.

Tyto èlánky ji¾ dosáhly úèinnosti 10{13 %. Uvedené èlánky lze jedno-
du¹e pou¾ít pro demonstraci jejich èinnosti; staèí, kdy¾ pou¾ijeme pøírodní
barvivo jako napø. kvìt ibi¹ku, maliny, tøe¹nì, nebo èerný rybíz. Èlánky si
mohou tedy pøipravit i sami studenti [4].
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Obr. 6 Elektrochemický èlánek (Graetzelova cela). Elektroda vlevo je ITO,
vpravo je elektroda gra�tová, nebo platinová. Princip èinnosti je popsán v textu.

Materiály pro sluneèní èlánky

a) anorganické materiály
V praxi je stále nejvíce vyu¾íván køemík a to v podobì monokrystalické,

polykrystalické, nebo amorfní. Výhodou je, ¾e se ho v zemské kùøe nachází
dostatek, není toxický a technologie výroby èlánkù i celých panelù je ji¾
zvládnutá. Na druhé stranì krystalický køemík má nízkou absorpci sluneè-
ního záøení, co¾ vede k nutnosti pou¾ití alespoò 200 mikrometrù tlustých
vrstev, a tedy k velké spotøebì materiálu, co¾ se odrá¾í i v cenì.

Jako urèité øe¹ení se jevil hydrogenizovaný amorfní køemík, který má
velký absorpèní koe�cient, tak¾e staèí jen nìkolik mikrometrù tlustá vrstva
k výrobì èlánkù. Degradace vlivem sluneèního záøení je v¹ak vá¾nou pøe-
ká¾kou a ke stabilizaci dochází a¾ po roce provozu, po ní¾ se úèinnost
ustaví na pomìrnì nízké hodnotì (10 %).

Èlánky na základì heterogenního pøechodu CdS/CdTe jsou stabilní.
Technologie není nároèná a spotøeba materiálu je pomìrnì nízká, nebo»
staèí jen asi 2 mikrometry tenké vrstvy. Námitkou je toxicita kadmia,
která nevadí, pokud je èlánek zapouzdøený, ale problém mù¾e nastat pøi
likvidaci. Nevýhodou jsou dále nízké zásoby teluru.

Kombinací Cu, In a Se, kde lze indium nahradit galiem a selen sí-
rou, jsou pøipravovány tenkovrstvé èlánky s nízkou toxicitou a nenároènou
technologií. Vìt¹ímu roz¹íøení èlánkù tohoto typu brání nedostatek india
v zemské kùøe.

Monokrystalické èlánky z GaAs se uplatòují hlavnì v kosmu vzhledem
k odolnosti vùèi radiaci a vysoké cenì.

b) organické materiály
Sluneèní èlánky na bázi organických polovodièù, jejich¾ základem jsou
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molekuly, mají øadu výhod. Technologie jejich pøípravy je pomìrnì jedno-
duchá, i kdy¾ v posledních letech pro dosa¾ení dostateènì velké úèinnosti
je tøeba volit ponìkud slo¾itìj¹í postupy. Organické materiály lze naná-
¹et z roztoku, co¾ je energeticky málo nároèné, napø. oproti vakuovému
napaøování. Nejèastìji pou¾ívané je rotaèní naná¹ení na sklenìný substrát
pokrytý vodivou vrstvou, která tvoøí jednu z elektrod k aktivní vrstvì.
Vlastnosti vrstev je mo¾no mìnit volbou koncentrace roztoku, a tlou¹»ku
vrstvy rychlostí otáèek. Proto¾e se tyto materiály vyznaèují velkou ab-
sorpcí, staèí vytvoøit tenké vrstvy o tlou¹»ce 100{150 nanometrù, co¾ zna-
mená velkou úsporu materiálu a pøedstavuje dal¹í výhodu. V posledních
letech byla vyvinuta levná metoda tisku vrstev na ohebný substrát, tak¾e
èlánky lze získat i v rolích.

Organické èlánky se nejèastìji vyrábìjí z polymérù jako je poly(3-hexyl-
thiofen) zkrácenì P3HT, nebo poly[(ethylhexyl-oxy)-benzodithiofen-(ethyl-
hexyl)-thienothiogen] zkrácenì PTB7 v kombinaci s deriváty fullerenu uvá-
dìnými jako PCBM, co¾ jsou obvykle molekuly uhlíku C60 (obr. 7). V lite-
ratuøe lze ov¹em najít dal¹í organické polymery vhodné pro sluneèní èlánky
[2, 5, 6].

Obr. 7 Typická struktura molekuly uhlíku (derivát fullerenu C 60 oznaèovaný
jako PCBM). Vykazuje vodivost typu N a v organických sluneèních èláncích
pùsobí jako akceptor elektronù. Dal¹í typy fullerenù lze najít napø. v práci [2]

c) perovskity
V posledních letech se do popøedí dostává materiál zvaný perovskit,

který má krystalovou strukturu jako oxid titanièito-vápenatý (CaTiO 3).
Ve fotovoltaických èláncích se v¹ak pou¾ívá chemicky jiná látka, která se
popisuje jako organicko-anorganický perovskit. Práce [7] se napø. zabývá
vrstvami perovskitu CH 3NH3PbI3 s anorganickou møí¾kou PbI�

3 obsahu-

Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020 127



jící uvnitø bunìk organické molekuly CH3NH+
3 . Takové èlánky byly ji¾

pøipraveny na Fakultì elektrotechnické ÈVUT v Praze a dosáhly úèin-
nosti 19,1 %. Problémem je v¹ak nestabilita a obsah olova v èláncích.
Kombinací ¹irokopásových a úzkopásových èlánkù vyrobili èín¹tí [8] a ka-
nad¹tí [9] výzkumníci výhradnì perovskitové tandemové èlánky s úèinností
témìø 25 %. Perspektivní jsou také tandemy s krystalickým køemíkem nebo
napø. s CuInSe2. Swansea University [10] ji¾ ohlásila tisk solárních modulù
(systém nìkolika pospojovaných èlánkù) formátu A4 s úèinností 6,3 %. Po-
kud by se podaøilo vyrábìt takové moduly ve velkém, mohly by konkurovat
køemíkovým.

Úèinnost sluneèního èlánku

Úèinnost èlánku ovlivòuje nìkolik faktorù. Kdy¾ se podíváme na slu-
neèní spektrum (obr. 8), je zøejmé, ¾e zále¾í na tom, jakou èást z tohoto
spektra je èlánek schopen vyu¾ít. To závisí na ¹íøce zakázaného pásuEg

daného materiálu, co¾ je minimální energie potøebná k vytvoøení páru
elektron-díra, resp. excitonu. Èlánek tedy nemù¾e vyu¾ít sluneèní energii
ni¾¹í ne¾ je energieEg a nadbytek energie nadEg je pøemìnìn na teplo.

Obr. 8 Sluneèní spektrum po prùchodu 1,5 násobkem tlou¹»ky zemské atmo-
sféry. Èervená èára znázoròuje, které fotony ze spektra mù¾e je¹tì vyu¾ít èlánek
z krystalického køemíku (solarnielektrarny.webnode.cz )

Svìtlo, které dopadá na èlánek, je z èásti odra¾eno a z èásti absorbo-
váno, pøi èem¾ pomìr poètu párù elektron-díra nebo excitonù vytvoøe-
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ných fotony k poètu absorbovaných fotonù se nazývá vnitøní kvantovou
úèinností. Naproti tomu vnìj¹í kvantová úèinnost vyjadøuje pomìr poètu
vytvoøených párù, resp. excitonù, k poètu dopadajících fotonù a je ovliv-
nìna re
exí od povrchu. Ve v¹ech pøípadech hraje významnou roli velikost
difúzní délky, o které jsme se ji¾ zmiòovali. V souvislosti s tím se nìkdy
zavádí tzv. sbìrná úèinnost, co¾ je pomìr poètu párù, resp. excitonù, které
skuteènì pøispìly k proudu, (to znamená, ¾e dospìly k OPN, byly rozdì-
leny polem pøechodu a dostaly se k elektrodám a odtud do elektrického
obvodu) k poètu tìch párù, resp. excitonù, které byly svìtlem vytvoøeny.

Obr. 9 Vlevo je náhradní schéma osvìtleného èlánku jako generátoru proudu
s paralelnì pøipojenou diodou. Rs je sériový odpor, Rsh je shuntující odpor a R
je odpor zátì¾e. Vpravo v prvním kvadrantu je volt-ampérová charakteristika
èlánku za tmy a ve ètvrtém kvadrantu pøi osvìtlení. I SC je proud nakrátko, UOC

je napìtí naprázdno. Plocha nejvìt¹ího vepsaného obdélníku udává maximální
výkon z èlánku. Tomu pøíslu¹í proud I m a napìtí Um

Reálnì mají oblasti N, P a kontakty dohromady odpor Rs, co¾ sni-
¾uje velikost protékajícího proudu. Situaci je vidìt na obr. 9 vlevo, zná-
zoròujícím náhradní schéma osvìtleného èlánku jako generátoru proudu
I L s paralelnì pøipojenou diodou. Vedle sériového odporuRs hraje roli
také paralelní (shuntující) odpor Rsh, který obvykle souvisí se svody. Volt-
-ampérová charakteristika osvìtleného èlánku, tj. závislost proudu zátì¾í
R na napìtí, má tvar:

I = I 0

�
exp

�
e(U � IR s)

nkT

�
� 1

�
+

U � IR s

Rsh
� I L : (2)
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Tuto závislost ukazuje obr. 9 vpravo ve ètvrtém kvadrantu; UOC a I SC

jsou hodnoty napìtí naprázdno a proudu nakrátko. Tyto hodnoty jsou
ovlivnìny právì parametry vý¹e uvedenými. Plocha nejvìt¹ího vepsaného
obdélníku udává nejvìt¹í výkon, který lze z èlánku získat (Um I m ). Celková
úèinnost je pak pomìr tohoto výkonu k pøíkonu, èili k výkonu dopadajícího
svìtla. Na obrázku jsou teènami znázornìny pøevrácené hodnoty sériového
a paralelního odporu. Na adrese [11] je tzv. vzdálený experiment, kde je
mo¾no pøímo z va¹í místnosti zmìøit charakteristiku køemíkového èlánku
pøi nìkolika intenzitách osvìtlení.

Konstrukce èlánkù

a) anorganické èlánky
Klasickou konstrukci køemíkového sluneèního èlánku s høebenovou horní

elektrodou ukazuje obr. 10.

Obr. 10 Klasická konstrukce køemíkového èlánku zobrazující vytvoøené elektrony
(� ) a díry (+) a jejich pohyb smìrem k elektrodám. Pøední elektroda má tvar
høebenu s takovou velikostí þprstùÿ, aby maximálnì sbíraly náboje a pøitom
minimálnì stínily svìtlu (L. A. Dobrzanski et al. J. Achievements in Mater. and
Manufact. Engineering. 59 (2013), 67), upraveno.

Dokonalej¹í èlánky jsou na povrchu opatøeny antire
exní vrstvou, která
sni¾uje ztráty re
exí. Dal¹í pokrok pøedstavují texturované povrchy vy-
tvoøené leptáním [12]. Na povrchu jsou pak malé pyramidy; svìtlo odra-
¾ené ze stran pyramid je vyu¾ito tak, ¾e je re
ektováno dovnitø materiálu.
Maximální úèinnosti èlánkù z anorganických materiálù jsou uvedeny v Ta-
bulce 1.
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Tabulka 1: Úèinnosti sluneèních èlánkù a modulù pøi osvìtlení AM1,5 [13]

Pro lep¹í vyu¾ití sluneèního záøení se konstruují tzv. tandemové èlánky
slo¾ené ze dvou nebo více jednotlivých èlánkù s rozdílnými ¹íøkami zakáza-
ného pásu. Svìtlo dopadá na vrchní èlánek s nej¹ir¹ím zakázaným pásem a
postupuje do dal¹ího èlánku s ni¾¹ím pásem, kde jsou vyu¾ity del¹í vlnové
délky (obr. 11).

b) organické èlánky
První organické èlánky mìly podobu dvou vrstev opaèného typu vodi-

vosti nanesených na sobì. Pøedev¹ím vzhledem k nízkým difúzním délkám
byla jejich úèinnost velmi malá (< 1 %). Mnohem lep¹ích výsledkù se do-
sáhlo promícháním obou typù polovodièù v jedné vrstvì. Vznikl tak tzv.
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Energie / eV

Obr. 11 Vyu¾ití sluneèní energie v tandemovém èlánku. Úèinnost dvouvrstvého
tandemu je 31 %, tøívrstvého tandemu 38 % a ètyøvrstvého tandemu 41 %.
þNový materiálÿ mù¾e být napø. GaInNAs.

objemový èlánek. Materiálem typu P bývá polymer a materiálem typu N
fulleren. Tím se zvý¹í plocha pøechodu, na které se rozdìlují excitony a sou-
èasnì klesne vzdálenost, kterou musí excitony urazit, aby se k pøechodu
dostaly (obr. 5). To vedlo k úèinnostem postupnì a¾ nad 10 %. Na obr. 12
je struktura plastického èlánku s organickým polovodièem MDMO-PPV
(derivát polyphenylenu vinilenu) ve smìsi s fullerenem.

Obr. 12 Struktura plastického èlánku s organickým polovodièem MDMO-PPV
(derivát polyphenylenu vinilenu) ve smìsi s fullerenem. Tenké mezivrstvy LiF a
PEDOT:PSS napomáhají pøenosu nábojù k elektrodám.

V souèasnosti úèinnost èlánkù z organických materiálù pøekroèila hra-
nici 10 %, která se ji¾ pova¾uje za ekonomicky zajímavou. Struktura èlánkù
je ov¹em slo¾itìj¹í. Pod elektrodami jsou tzv. transportní vrstvy, které

132 Matematika { fyzika { informatika 29 (2) 2020



propou¹tìjí ke katodì pouze elektrony, resp. k anodì pouze díry, aby ne-
docházelo ke ztrátám nábojù rekombinací. Situace je vidìt na obr. 13 jak
pro pøípad normální geometrie, tak pro geometrii invertovanou, kde je èlá-
nek chránìn proti vlivu atmosféry (jedná se pøedev¹ím o oxidaci hliníku)
vrchní støíbrnou elektrodou.

Obr. 13 Sluneèní èlánek s objemovým heteropøechodem opatøený vodivými vrst-
vami, které pøená¹ejí elektrony a díry k pøíslu¹ným elektrodám (transportní
vrstvy pro elektrony a díry). Obrázek vlevo ilustruje normální geometrii, obrá-
zek vpravo invertovanou geometrii ( pv.sjtu.edu.cn/research.html ).

Tabulka 2: Úèinnosti sluneèních èlánkù a modulù pøi koncentraci záøení
(4. sloupec) [13]

Poznámka: AM1.5 je záøivý tok dopadající na Zemi po prùchodu 1,5 ná-
sobkem tlou¹»ky zemské atmosféry a o hustotì výkonu 930 W/m2. Tato
hodnota se pou¾ívá nejèastìji.

Fotovoltaické systémy

Jednotlivé èlánky se pou¾ívají jen v aplikacích, jako jsou napø. kalku-
laèky, hodinky, nabíjeèky, nebo drobné osvìtlení. Spojením nìkolika èlánkù
vznikají moduly o plo¹e desítek a¾ stovek cm2, kde se èlánky spojují do sé-
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rie i paralelnì. V praxi se setkáváme s fotovoltaickými panely, které jsou na
pøední stranì opatøeny sklem odolným proti nárazu a zapouzdøeny do plas-
tického materiálu a obvykle mají kovový rám. Dal¹ím stupnìm je zapojení
panelù do fotovoltaických systémù èasto doplnìných akumulátory, které
dodávají energii v noci, nebo pøi nedostateèném sluneèním svitu. Stej-
nosmìrný proud z panelù je pøemìnìn na støídavý pomocí invertorù, aby
mohl být pou¾it pro sí»ové spotøebièe a pro dodání do rozvodné sítì. Panely
vìt¹inou nevy¾adují údr¾bu a ¾ivotnost v pøípadì køemíkového krystalic-
kého materiálu je 20 a¾ 30 let. Jako ukázku uvádíme fotovoltaický systém
instalovaný v roce 2003 na støe¹e Matematicko-fyzikální fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze v areálu Trója (obr. 14). Je to pøípad fotovoltaické
(PV) elektrárny s výkonem 20 kW. Tato elektrárna vyrobí roènì pøibli¾nì
20 MWh elektrické energie. Podle údajù z roku 2017 je v ÈR instalováno
28 315 PV elektráren s úhrnným výkonem 2 110 MW. Energetický regu-
laèní úøad ve zprávì o provozu elektrizaèní soustavy v Èeské republice
uvádí, ¾e ve 4. ètvrtletí roku 2018 byl celkový instalovaný výkon PV elek-
tráren 2 048,9 MW. V ÈR je nejvìt¹í PV elektrárna v bývalém výcvikovém
areálu Ralsko s výkonem 38,3 MW (obr. 15), následuje elektrárna Vepøek
v Nové Vsi o výkonu 35,1 MW a Brno-leti¹tì Tuøany s 21,2 MW.

Obr. 14 Sluneèní elektrárna na støe¹e budovy Matematicko-fyzikální fakulty
v Praze Tróji. Výkon elektrárny postavené v roce 2003 je 20 kW.

Vìt¹ina elektráren byla spu¹tìna v roce 2010. V Evropì dosáhl roèní
instalovaný výkon maxima v roce 2011, a to asi 20 000 MW. V souèasnosti
se uvádí, ¾e nejvìt¹í PV elektrárna v Evropì je ve ©panìlsku s instalovanou
kapacitou 300 MW. Na 2. a 3. místì jsou PV elektrárny na dvou místech
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Obr. 15 Sluneèní elektrárna v Ralsku
o výkonu 38,3 MW
(www.fotovoltaickepanely.eu )

Obr. 16 Sluneèní elektrárna ve Spoje-
ných arabských emirátech se souèasnì
nejvy¹¹ím výkonem 1,2 GW
(www.pveurope.eu).

v Nìmecku (54 MW a 53 MW), kde se jedná o tenkovrstvé panely. Pøi tom
celkový instalovaný výkon v Nìmecku je 45,9 GW. V roce 2019 byla uve-
dena do provozu nejvìt¹í elektrárna na svìtì. Je instalována ve Spojených
arabských emirátech a má výkon 1,2 GW (obr. 16). Nabízí elektøinu velmi
levnì, údajnì jen za 55 haléøù za 1 kWh. V roce 2017 bylo uvedeno, ¾e
celkové mno¾ství výkonu z PV zaøízení je 227 GW a bylo vyrobeno hlavnì
v Èínì, Japonsku a USA. V¹echny tyto údaje jsou pøevzaty ze Serveru
Google a z [14]. Organické PV panely bývají èasto zkonstruovány z èlánkù
ti¹tìných na ohebnou folii. Pro lep¹í vyu¾ití sluneèního záøení a pro zvý¹ení
celkové úèinnosti se poèítá s tandemovými èlánky. Obr. 17 ukazuje ti¹tìné
a srolovatelné organické moduly vyrábìné v Dánsku [15]. Principiálnì jimi
lze pokrýt i støechy, nebo fasády domù.

Obr. 17 Srolovatelný modul z organických èlánkù ti¹tìný na ohebné folii vyrá-
bìný v Dánsku ( infinitypv.com ).
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Støe¹ní panely

Velký praktický význam mají panely umístìné na støechách obytných
nebo veøejných budov. Zajímavostí je napø. instalace solárních panelù na
støe¹e provozní budovy Národního divadla v Praze, nebo støe¹ní elektrárna
v Ostro¾né Lhotì postavená v neu¾ívané prùmyslové zónì. Na støechách
obytných domù se podle rozsahu spotøeby uplatòují panely s výkonem
3 kWp a¾ 5 kWp (W p je tzv. ¹pièkový výkon pøi dopadu záøivého toku
1 kW/m 2) jako¾to vlastní zdroje doplnìné baterií (obr. 18).

Obr. 18 Obytné domy se støe¹ní elektrárnou v kombinaci s baterií ( www.
solarenvi.cz ).

Obr. 19 Ilustrace sluneèní elektrárny v kombinaci s rozvodnou sítí.
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Hybridní systémy vyu¾ívají kombinace støe¹ní elektrárny a rozvodné
sítì. Situaci ukazuje schematicky obr. 19, kde jsou na støe¹e umístìny mo-
duly, vìt¹í støechy bývají rovnì¾ pokryty fotovoltaickými panely. V pøípadì
nedostatku sluneèního svitu je mo¾no odebírat energii ze sítì a naopak pøi
jeho pøebytku energii do sítì dodávat.
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INFORMATIKA

Poèítaèová gra�ka, 1. èást
EDUARD BARTL

Pøírodovìdecká fakulta UP, Olomouc

Poèítaèová gra�ka je zajímavou a bezesporu dùle¾itou informatickou
disciplínou, která se zabývá metodami pro tvorbu a manipulaci digitálního
obrazu, pøípadnì digitální animace (nìkdy je poèítaèovou gra�kou také
nazýván pøedmìt zájmu této disciplíny, tedy právì zmínìný digitální obraz
nebo animace). Pøes svoji dùle¾itost je jí ve výuce informatiky zpravidla
vìnováno málo nebo vùbec ¾ádný prostor. Cílem tohoto nìkolikadílného
pøíspìvku tedy je poskytnout ètenáøi (zejména uèiteli nebo studentovi na
støední ¹kole) základní vhled do této disciplíny formou, která je { alespoò
podle skromného názoru autora { v urèitém ohledu neotøelá.

1. Úvod

Poèítaèová gra�ka se zrodila brzo poté, kdy se objevily první elektro-
nické poèítaèe.1) Dùvodem je patrnì skuteènost, ¾e pro vìt¹inu lidí je pøi-
rozené vnímat okolní svìt pomocí obrazové informace. Pokud tedy poèítaè
vykoná nìjaký výpoèet, jeho¾ výsledek se nedá jednodu¹e vyjádøit (na-
pøíklad pomocí jednoho nebo nìkolika málo èísel) a pøesto má být pro
èlovìka snadno a rychle vstøebatelný, pak jej zpravidla vyjádøíme s vyu¾i-
tím nìjakého gra�ckého prvku. Tøeba mù¾eme èíselné výsledky uspoøádat
do tabulky, ve které jsou jednotlivé buòky oddìleny èarami, nebo mù¾eme
výsledek zobrazit pomocí grafu. Velmi dobrým pøíkladem u¾iteènosti gra-
�ckého zobrazení je výsledek mìøení výpoèetního tomografu; lékaø jistì
ocení, kdy¾ výsledkem nebudou miliony èísel popisujících strukturu zkou-

1) Termín poèítaèová gra�ka poprvé pou¾ili roku 1960 Verne Hudson a William Fetter,
kteøí pracovali pro spoleènost Boeing.
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maného objektu, ale jeden trojrozmìrný obrázek pøímo znázoròující tento
model.

Poèítaèová gra�ka zaujímá v informatice ponìkud zvlá¹tní místo. Je to
zjevnì dáno tím, ¾e ke svému ¾ivotu potøebuje nejen matematiku a nìkterá
dal¹í informatická odvìtví (jmenujme napøíklad lineární algebru, geome-
trii, teorii informace a kódování, umìlou inteligenci), ale i nìkolik zcela
neinformatických disciplín (kupøíkladu psychologii, fyziologii oka nebo op-
tiku). Neobvyklé postavení poèítaèové gra�ky v informatice je také dáno
jejím vyu¾itím ve výtvarném umìní a �lmové tvorbì.

Poèítaèovou gra�ku mù¾eme rozdìlit na dvourozmìrnou a trojrozmìr-
nou poèítaèovou gra�ku podle toho, zdali je jejím pøedmìtem zájmu dvou-
rozmìrný (èasto také øíkáme 2D) nebo trojrozmìrný (3D) obraz nebo
animace. Trojrozmìrná poèítaèová gra�ka vyu¾ívá metody dvourozmìrné
a významným zpùsobem je obohacuje o dal¹í metody, které øe¹í pro-
blémy typické pro trojrozmìrné scény, napøíklad øe¹ení viditelnosti, osvìt-
lení scény, zobrazování stínù atd. Tento nìkolikadílný èlánek se bude za-
bývat výhradnì dvourozmìrnou poèítaèovou gra�kou.

2. Matematický model obrazu

Digitální obraz mù¾eme umìle vygenerovat (jak uvidíme v dal¹ích dí-
lech tohoto èlánku) nebo získat pomocí nìjakého zaøízení. Zastavme se
nyní krátce u problematiky získávání dvourozmìrného obrazu. Toto mírné
odboèení nám pozdìji pomù¾e zavést jednoduchou de�nici digitálního ob-
razu, ze které pak mù¾eme vyvodit, jakým zpùsobem ulo¾it obraz do pa-
mìti poèítaèe.

V souèasné dobì nejpou¾ívanìj¹ím zaøízením pro získání obrazu je be-
zesporu digitální fotoaparát. Digitální fotoaparát je postaven na principu
klasického fotoaparátu a je doplnìn o elektronické zaøízení, které obdr¾ený
obraz takzvanì digitalizuje, tedy pøevede do podoby, která umo¾òuje jeho
ulo¾ení na elektronické pamì»ové médium.

Je v¹eobecnì známo, ¾e první fotogra�e se objevily v první polovinì 19.
století. Ménì známá je v¹ak skuteènost, ¾e princip klasického fotoaparátu
je zalo¾en na zaøízení, které se jmenujecamera obscura2) a jeho¾ princip
byl popsán Aristotelem kolem roku 350 pøed na¹ím letopoètem. Dobové
vyobrazení camera obscury na obr. 1 dobøe vystihuje, jakým zpùsobem

2) Pøeklad tohoto latinského názvu je tmavý pokoj ; mohli bychom jej pøelo¾it také
jako temná komora . V anglické literatuøe se èasto pou¾ívá název pinhole camera {
dírková komora .
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toto zaøízení pracuje. Technická realizace je ve skuteènosti o nìco slo¾i-
tìj¹í, velikost otvoru ve stìnì toti¾ ovlivòuje kvalitu získaného obrazu na
prùmìtnì. Èím je otvor vìt¹í, tím více svìtla dopadá na prùmìtnu, obraz je
tak jasnìj¹í, ale kvùli difrakci je rozmazanìj¹í. Zmen¹ením otvoru získáme
ostøej¹í obraz, který je v¹ak málo jasný. Tento problém se øe¹í umístìním
vhodné èoèky do otvoru stìny.

Obr. 1 Camera obscura (13. století), zdroj Wikipedia

Získaný obraz na prùmìtnì camera obscury mù¾eme popsat pomocí
funkce

o: R � R ! C; (1)

které budeme øíkatobrazová funkcea která bodu o souøadnicíchhx; yi 2
R � R pøiøazuje nìjakou barvu z mno¾iny v¹ech barevC.

Zdùraznìme, ¾e obrazová funkce je velmi obecnýmmatematickým mo-
delem získaného obrazu. Pokud bychom ji chtìli pou¾ít k ulo¾ení obrazu
do pamìti poèítaèe, pøípadnì k zobrazení obrazu na displeji, tak pøíli¹
neuspìjeme. Dùvody jsou dva.

Zaprvé, jednotlivými prvky mno¾iny C jsou barvy, které jsou pro na¹e
úèely pøíli¹ abstraktními objekty. Ka¾dou barvu v mno¾inìC bychom mìli
být schopni nìjak rozumnì popsat, nejlépe pomocí èísla nebo nìkolika málo
èísel. Touto problematikou se budeme zabývat v sekci 3, 4 a 5.

Zadruhé, body tohoto obrazu jsou ideální objekty (napøí¹tì jim budeme
øíkat geometrické body) patøícími do geometrického svìta, v na¹em reál-
ném svìtì se v¹ak nevyskytují { neumíme je ¾ádným zaøízením zobrazit a
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neumíme je ani vidìt. Pøesto si je umíme v na¹í mysli pøedstavit, a proto
také o nich teï mù¾eme rozprávìt. Jakým zpùsobem pracovat s tìmito
geometrickými body si povíme v sekci 6.

3. Barvy

Zabývat se podrobnì popisem barev vy¾aduje hluboké znalosti optiky,
fyziologie lidského oka a dal¹ích souvisejících disciplín. Abychom se pøí-
li¹ nevzdalovali od smìru na¹eho výkladu, pokusíme se být maximálnì
struèní. Zopakování nìkolika základních pojmù z optiky se v¹ak nevy-
hneme.

Jak víme, svìtlo je elektromagnetické vlnìní, které je charakterizováno
vlnovou délkou � a frekvencí f , mezi kterými platí známý vztah

� =
c
f

;

kde c je rychlost svìtla ve vakuu. Zajímat nás bude pouze malý rozsah vl-
nových délek, pøibli¾nì od 400 nm do 700 nm. V tomto rozsahu jsme toti¾
schopni svìtlo vnímat na¹ím zrakem, proto také nazýváme toto svìtlo vi-
ditelným svìtlem. Rùzné vlnové délky viditelného svìtla vyvolávají odli¹ný
zrakový vjem { vnímáme je jako svìtlo rùzné barvy. Konkrétnì, viditelné
svìtlo s vlnovou délkou v rozsahu pøibli¾nì od 400nm do 450nm vnímáme
jako �alové, v rozsahu od 450 nm do 490 nm jako modré, od 490 nm do
560nm jako zelené, od 560nm do 590nm jako ¾luté a od 590nm do 700nm
jako èervené. Tìmto barvám øíkámespektrální barvy.3) Celé barevné spek-
trum je znázornìno na obr. 2.

Obr. 2 Barevné spektrum, zdroj Wikipedia.

Dal¹í barvy vznikají slo¾ením spektrálních barev. Napøíklad bílá barva
vzniká slo¾ením viditelného svìtla v¹ech vlnových délek.

Doposud jsme se bavili obarvì svìtla . Pokud ov¹em pou¾ijeme slovo
barva v bì¾né mluvì, tak tím máme zpravidla na mysli barvu nìjakého

3) Nìkdy se mezi spektrální barvy uvádí také tyrkysová barva, která je v barevném
spektru na rozhraní mezi modrou a zelenou (vlnová délka kolem 490 nm, a dále pak
oran¾ová barva, je¾ je na rozhraní mezi ¾lutou a èervenou (vlnová délka kolem 590 nm).
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pøedmìtu. Jak tedy spolu souvisí barva svìtla s barvou pøedmìtu? Od-
povìï je jednoduchá. Barva pøedmìtu je dána barvou odra¾eného svìtla.
Pokud bìhem vegetaèního období posvítí na list lípy bílé svìtlo, odra¾ené
svìtlo bude v zelené èásti spektra a my proto budeme tento list vnímat
jako zelený.4) Dobrým pøíkladem je také dopadající svìtlo na bílou stìnu
pokoje. Taková stìna toti¾ velmi dobøe odrá¾í viditelné svìtlo v¹ech vl-
nových délek. Posvítíme-li tedy na stìnu bílým svìtlem, témìø v¹echny
vlnové délky se odrazí, slo¾ením vznikne opìt bílé svìtlo, stìnu tak vní-
máme jako bílou. Jestli¾e ale na stìnu posvítíme èerveným svìtlem, odrazí
se èervené svìtlo a stìnu vnímáme jako èervenou. Pokud bychom tedy ne-
mìli mo¾nost zjistit barvu svìtla v místnosti, budeme pøesvìdèeni, ¾e je
stìna natøena na èerveno.

4. Barevné modely

Øekli jsme si, ¾e mno¾inaC v de�nici obrazové funkce obsahuje jako
své prvky barvy. Jakým zpùsobem poèítaè s barvami pracuje? Poèítaè
si jistì, narozdíl od èlovìka, neumí vytvoøit vjem barvy. Jednotlivé barvy
musíme nìjakým zpùsobem kódovat tak, aby s nimi mohl poèítaè pracovat
(napøíklad ulo¾it je do pamìti). K tomuto úèelu slo¾íbarevné modely,
z nich¾ nejznámìj¹í se nazývá RGB barevný model.

Jak mù¾eme tu¹it, zkratka RGB poukazuje na tøi základní barvy, se
kterými tento barevný model pracuje { jedná se o èervenou (anglicky red),
zelenou (anglicky green) a modrou barvu (anglicky blue). Výbìr tìchto
základních barev není náhodný a souvisí se skuteèností, ¾e podstatnou
èást dal¹ích barev (zdùraznìme, ¾e nikoliv v¹echny) jsme schopni získat
slo¾ením tìchto tøí základních barev. Pokud napøíklad posvítíme na nì-
jaké místo bílé stìny baterkou, která vydává èervené svìtlo a do stejného
místa dále posvítíme baterkou, která vydává zelené svìtlo, odra¾ené svìtlo
bude mít barvu ¾lutou. Takovému skládání øíkámeaditivní , schematicky

4) Souvisí to s chlorofylem, který je pøítomný v rostlinách, sinicích a øasách. Chlorofyl
toti¾ silnì pohlcuje �alové, modré a èervené svìtlo, vlnové délky odra¾eného svìtla
se budou pohybovat zejména kolem 550 nm, list lípy pak vnímáme jako zelený. Na
podzim se v¹ak chlorofyl rozkládá, v listech zaènou pøevládat tøísloviny, které zelené
svìtlo pohlcují a naopak odrá¾ejí svìtlo ¾luté nebo èervené barvy. Na podzim proto
listy dostávají svoje typické èerveno¾luté zbarvení.

Pokud dáme nìkomu za úkol popsat, jak vypadá list stromu, tak jistì ve své od-
povìdi zmíní, ¾e je zelený. Vlastnost þbýt zelenýÿ je tedy úzce svázána s významem
sousloví þlist stromuÿ. Uvìdomíme-li si ale fyzikální podstatu vìci, dojdeme k ponìkud
pøekvapivému zji¹tìní, ¾e je toti¾ tento úzký vztah dán þnepøátelskýmÿ chováním listù
k zelené barvì svìtla { je to jediná barva, kterou odrá¾í.
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je znázornìno na obr. 3.

Obr. 3 Aditivní skládání barev, zdroj Wikipedia

RGB model znázoròujeme pomocí jednotkové krychle, které øíkáme
RGB krychle. Vidíme ji na obr. 4. Krychle je umístìna do souøadnico-

Obr. 4 RGB krychle, zdroj Wikipedia

vého systému zpùsobem, který vidíme na právì zmínìném obrázku. Ka¾dá
barva je urèena, jak jsme ji¾ øekli, urèitým zastoupením základních barev {
èervené, zelené a modré barvy. Barvu zobrazitelnou RGB modelem tedy re-
prezentujeme jako bod o souøadnicíchhr; g; bi , kde r , g a b jsou reálná èísla
z intervalu [0; 1], která vyjadøují stupeò zastoupení základních barev. Na-
pøíklad tedy èerná barva je reprezentovaná bodem o souøadnicíchh0; 0; 0i ,
¾lutá barva (vzniklá slo¾ením èervené a zelené) je reprezentovaná bodem
o souøadnicíchh1; 1; 0i , bod h0:7; 0:7; 0:7i urèuje barvu, kterou bychom
mohli pojmenovat jako svìtle ¹edá a podobnì.
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Vidíme tedy, ¾e ve vrcholech le¾í základní barvy nebo barvy, které vzni-
kají slo¾ením základních barev { tìm se øíkádoplòkové barvya jedná se
o tyrkysovou (anglicky cyan), purpurovou (anglicky magenta) a ¾lutou
(anglicky yellow). Na tìlesové uhlopøíèce se nacházejí ¹edé odstíny, které
zaèínají v poèátku souøadnicového systému èernou barvou a konèí v proti-
lehlém vrcholu bílou barvou. Vzdalováním se od tìlesové úhlopøíèky obdr-
¾íme barvy, které jsou více saturované (syté). Saturace a desaturace barvy
jsou základními barevnými transformacemi a podrobnìji se jimi budeme
zabývat v pøí¹tím díle.

Pozastavme se je¹tì na chvíli u skládání barev. Øekli jsme, ¾e sklá-
dání v RGB modelu funguje tak, ¾e kupøíkladu slo¾ením èervené a zelené
barvy vznikne barva ¾lutá. Toto skládání jde v¹ak zcela zásadnì proti na¹í
zku¹enosti se skládáním (v tomto pøípadì bychom mo¾ná spí¹e mìli øíct
mícháním) vodových barev pøi malování na papír. Pokud toti¾ namalu-
jeme vodovou barvou nìjaký èervený objekt a posléze ho pøemalujeme na
zeleno, jistì nevznikne ¾lutý, ale spí¹e hnìdý obrázek. Tento typ skládání
barev je samozøejmì zcela v souladu s tím, co jsme si doposud øekli; jen
je potøeba dobøe si uvìdomit, ¾e je takové skládání výraznì slo¾itìj¹í. Na
bílem papíru jsou toti¾ na sobì dvì vrstvy barvy, nìkteré vlnové délky
dopadajícího svìtla jsou první vrstvou odra¾eny, jiné projdou do druhé
vrstvy, od které se opìt nìjaké vlnové délky odrazí, jiné projdou a¾ na
papír. Výsledné odra¾ené svìtlo, jeho¾ barvu pak vnímáme, bude spí¹e
tmav¹ího odstínu. Tomuto typu skládání barev se øíkásubtraktivní, zná-
zornìno je na obr. 5.

Obr. 5 Subtraktivní skládání barev, zdroj Wikipedia

Na subtraktivním skládání barev je zalo¾en model, který je v jistém
smyslu opaèný k modelu RGB. Nazývá se CMY modelem. V uvedené
zkratce jsou opìt pou¾ity základní barvy, kterými jsou v tomto pøípadì
tyrkysová (C), purpurová (M) a ¾lutá (Y). Pozorný ètenáø si jistì v¹iml,
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¾e základní barvy CMY modelu jsou doplòkovými barvami RGB modelu.
Dá se pak vytu¹it, ¾e doplòkovými barvami modelu CMY budou právì
základní barvy modelu RGB, tedy èervená, zelená a modrá.

CMY model zobrazujeme opìt jako krychli vhodnì umístìnou do sou-
øadnicového systému. V¹e pak funguje stejnì jako v RGB modelu { ka¾dá
zobrazitelná barva je reprezentována bodem le¾ícím uvnitø nebo na po-
vrchu krychle a èíselnì vyjádøená souøadnicemihc; m; yi , kde c; m; y 2 [0; 1]
urèují stupeò zastoupení jednotlivých základních barev; rozdíl oproti RGB
modelu je pouze ve volbì základních barev a v subtraktivnosti jejich sklá-
dání. V poèátku souøadnicového systému je tedy bílá barva, v protilehlém
vrcholu je èerná barva a podobnì.

Ze vzájemného vztahu základních a doplòkových barev v RGB a CMY
modelu mù¾eme snadno odvodit obecný vzoreèek umo¾nující transformo-
vat jeden model na druhý. Pokud tedy budeme uva¾ovat jistou barvu, která
má v RGB krychli souøadnicehr; g; bi , tak jsou její souøadnicehc; m; yi
v CMY krychli vyjádøeny vztahem

hc; m; yi = h1 � r; 1 � g;1 � bi :

Jak jsme si ji¾ øekli, RGB model je zalo¾en na aditivním skládání ba-
rev. Tento typ skládání se pøesnì hodí na popis barev zobrazovaných na
CRT monitorech nebo LCD displejích. Fungování tìchto dvou typù zob-
razovacích zaøízení je sice zalo¾eno na zcela jiných principech, oba v¹ak
skládají svìtelné paprsky rùzných barev aditivním zpùsobem. CRT mo-
nitory i LCD displeje proto pou¾ívají pro popis zobrazených barev RGB
barevný model. CMY model vyu¾ívající subtraktivní skládání se naproti
tomu pou¾ívá v tiskaøské technice. V tiskaøské praxi se v¹ak z technických
dùvodù pøidává k základním barvám modelu CMY je¹tì jedna barva, toti¾
èerná barva. Vzniká tak model CMYK (písmeno K odkazuje na anglické
slovo blacK).

Barevné modely RGB a CMY mají jednu zásadní nevýhodu { tvorba
barev v tìchto modelech je málo intuitivní. Pokusíme se to demonstro-
vat na následujícím pøíkladu. Uva¾ujme barvu, která má v RGB modelu
souøadniceh0:1; 0:83; 0:75i . Tuto barvu si mù¾ete zobrazit v nìjakém gra-
�ckém editoru; kvùli vysokému podílu modré a zejména pak zelené barvy,
bychom výsledek mohli pojmenovat jako zelenomodrá barva. Pøedstavme
si nyní, ¾e touto barvou vybarvíme v gra�ckém editoru nìjaký geometrický
objekt, ale pozdìji zjistíme, ¾e je tato barva pøíli¹ svìtlá. Rádi bychom
pøibli¾nì zachovali odstín této barvy, ale uèinili ji trochu tmav¹í. Kterou
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barevnou slo¾ku zmìníme a o kolik? Na tuto otázku se nedá uspokojivì
odpovìdìt. Z tohoto dùvodu se v rùzných gra�ckých aplikacích pou¾ívají
i jiné barevné modely (napøíklad HSL nebo HSV modely, více informací
o tìchto modelech je mo¾né najít na v [1] nebo v [2]) .

5. Barevná hloubka

V poèítaèové gra�ce máme pro vyjádøení zastoupení jednotlivých barev
k dispozici jen omezené mno¾ství pamìti. V dne¹ní dobì se zpravidla pro
ulo¾ení ka¾dé základní barvy pou¾ívá 1 bajt, tedy 8 bitù. Pro v¹echny tøi
základní barvy tedy potøebujeme 24 bitù. Celkový poèet bitù potøebných
pro vyjádøení základních barev (a pota¾mo v¹ech barev vyjádøitelných
v daném barevném modelu) se nazývábarevná hloubka.

Systém vyu¾ívající barevnou hloubku o velikosti 24 bitù se nazývátrue
color systém a dnes jej vyu¾ívá napøíklad formát Blu-Ray. Pojmenování
true color (do èe¹tiny se pøekládá jako plurál { vìrné barvy) bylo zvoleno
proto, ¾e díky 24 bitùm jsme schopni vyjádøit celkem

224 = 16 777 216 barev.

Lidské oko je schopno rozli¹it kolem 10 milionù barev, tato barevná hloubka
tedy umo¾òuje ulo¾it obrazovou informaci s vìrným barevným vyjádøením.

V minulosti se kvùli technických omezením pou¾ívaly i men¹í barevné
hloubky, napøíklad 16 bitù5) (systémy vyu¾ívající tuto hloubku se nazý-
vají high color systémy), 12 bitù, 8 bitù nebo dokonce pouhé 4 bity.6)

Tyto barevné hloubky se v¹ak dnes vyu¾ívají velmi zøídka, pouze v nìkte-
rých speciálních aplikacích. Naopak je mo¾né setkat se s vy¹¹í barevnou
hloubkou, konkrétnì 32 bitù. Otázkou je, zdali je u¾iteèné nadále zvy¹ovat
poèet vyjádøitelných barev; ve skuteènosti je i v tomto pøípadì pou¾ito
8 bitù na vyjádøení ka¾dé základní barvy (stejnì jako v pøípadì 24 bitové

5) Mezi tøi základní barvy bylo tìchto 16 bitù zpravidla rozdìleno tak, ¾e na èervenou
a modrou barvu bylo vyèlenìno po 5 bitech, na zelenou barvu pak 6 bitù.

6) Pøíkladem, který si autor nemù¾e dovolit z nostalgických dùvodù neuvést, jsou osmi-
bitové poèítaèe, které byly velmi oblíbené v 80. letech 20. století. Konkrétnì, v Èeskoslo-
vensku velmi populární poèítaèe Atari s oznaèením 800XL (i nìkteré pozdìj¹í modely)
pou¾ívaly nìkolik gra�ckých re¾imù; v jednom z nich byla k dispozici 4 bitová barevná
hloubka, v jiném dokonce pouze 1 bitová (obraz byl tedy dvoubarevný, nikoliv v¹ak
nutnì èernobílý). Vìt¹ího poètu barev, ne¾ kolik byl schopen daný re¾im zobrazovat,
bylo dosahováno so�stikovanými programátorskými technikami vyu¾ívajících krátkého
okam¾iku, bìhem kterého se paprsek vykreslující obraz na stínítko obrazovky vracel
z konce jednoho øádku na zaèátek bezprostøednì následujícího øádku.
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barevné hloubky), poslední bajt je vyu¾it jako takzvaný alfa-kanál, kterým
se realizuje prùhlednost obrazu. O tom, jak alfa-kanál funguje, si povíme
v jednom z následujících dílù èlánku.

6. Pixely

Pokud budeme chtít s geometrickými body obrazu pracovat v na¹em re-
álném svìtì, budeme z nich muset vytvoøit objekty, které budeme schopni
výpoèetnì þuchopitÿ. Takovým objektùm se pak v poèítaèové gra�ce øíká
fyzické pixely.7) Obyèejnì se de�nují jako obdélníkové plo¹ky, které jsou
tìsnì vedle sebe a pokrývají èást prùmìtny, která nás zajímá.

Kromì fyzického pixelu budeme také v dal¹ích dílech pracovat s pojmem
logického pixelu. Dùvodem pro zavedení tohoto pojmu je potøeba nìjakým
zpùsobem vyjádøit souøadnice daného fyzického pixelu { z fyzického pixelu
tedy vybereme nìjaký geometrický bod (èasto je to støed fyzického pixelu
nebo jeden z jeho vrcholù) a tomuto bodu budeme øíkat logický pixel.
Souøadnice logického pixelu pak urèují souøadnice pøíslu¹ného fyzického
pixelu.

K fyzickým a logickým pixelùm se vrátíme pozdìji (napøíklad pøi vý-
kladu Bresenhamova algoritmu pro rasterizaci základních geometrických
útvarù), v¹e si pak demonstrujeme na obrázcích. Dodejme, ¾e pokud bu-
deme mluvit o pixelu, tak tím budeme mít na mysli fyzický pixel.

7. Digitální obraz

Vra»me se nyní k obrazové funkcio, viz pøedpis (1). Øekli jsme si, ¾e se
jedná o velmi obecný a pro praktické úèely nepøíli¹ vhodný model obrazu.
Pomocí barevných modelù si v¹ak umíme poradit s mno¾inou v¹ech barev
C a pomocí fyzických a logických pixelù si umíme poradit i s jednotlivými
geometrickými body tohoto obrazu.

Pokud budeme chtít na poèítaèi zpracovat obraz získaný na prùmìtnì
camera obscury, vytvoøíme z nìho takzvanýdigitální obraz. Postup je ná-
sledující. Na prùmìtnì camera obscury nejprve nade�nujeme obdélníko-
vou oblast na¹eho zájmu. Poèátek souøadnicového systému umístíme do
nìkterého z vrcholù tohoto obdélníka. V poèítaèové gra�ce se tento po-
èátek zpravidla umís»uje do levého horního rohu, kladná polovina osyx
smìøuje doprava, jak jsme zvyklí; kladná polovina osyy v¹ak obvykle smì-

7) Slovo pixel vzniklo zkrácením anglických slov pic ture element, tedy obrazový bod.
Svého èasu byla také zavedena zkratka pel, ta se v¹ak neujala.
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øuje dolù. Obraz je tedy urèen barvami v¹ech geometrických bodù le¾ících
v obdélníkové oblasti na¹eho zájmu.

Obdélníkovou oblast na¹eho zájmu pak souvisle pokryjeme fyzickými
pixely. Logický pixel ka¾dého fyzického pixelu umístíme napøíklad do jeho
levého horního vrcholu. Mìøítko na osách zvolíme tak, aby mìly fyzické
pixely jednotkovou ¹íøku i vý¹ku. Dùsledkem toho je, ¾ex-ová i y-ová sou-
øadnice logického (a pota¾mo i fyzického) pixelu je pøirozené èíslo. Barva
fyzického pixelu o souøadnicíchhx; yi je pak urèena barvou pøíslu¹ného
logického pixelu, tedy hodnotouo(x; y).8) Tuto barvu pak kódujeme s vy-
u¾itím nìjakého barevného modelu. V pøípadì RGB modelu nebo CMY
modelu tedy barvu kódujeme jako trojici èísel, kde jednotlivá èísla této
trojice urèují stupeò zastoupení základních barev.

Z pohledu programátora je digitální obraz dvourozmìrným polem, jeho¾
hodnoty urèují barvy pøíslu¹ných pixelù. Takto de�novanému digitálnímu
obrazu se v poèítaèové gra�ce øíkárastrový obraz nebo rastrová gra�ka
(pixely nesoucí informaci o barvì toti¾ tvoøí rastr). Existují i jiné pøístupy
(napøíkladvektorová gra�ka), které se v¹ak pou¾ívají jen v nìkterých spe-
ciálních aplikacích a proto se jimi nebudeme zabývat.

8. Závìr

První díl série èlánkù o poèítaèové gra�ce byl pouze úvodní. Ètenáø
byl seznámen se základními pojmy, které budou nezbytné pro pochopení
dal¹ích dílù. V tìch se budeme vìnovat zejména algoritmùm vyu¾ívaných
ve dvourozmìrné poèítaèové gra�ce.
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Kyberbezpeènost a informaèní
bezpeènost na støedních ¹kolách

JIØÍ SEDLÁÈEK { TOMÁ© PITNER

Network Security Monitoring Cluster { Masarykova univerzita, Národní centrum kom-

petence pro kyberbezpeènost

Èlánek mù¾e slou¾it jako rychlý orientaèní materiál pro vedení støedních
¹kol a uèitele informatiky v tom, jaká jsou východiska výuky kyberbezpeè-
nosti a informaèní bezpeènosti v dne¹ní dobì plné hrozeb pocházejících
z online svìta, a jak takovou výuku zavést do v¹ech støedo¹kolských RVP
a ©VP v Èeské republice.

Nastíní novì vyvinutý trojúrovòový koncept výuky kyberbezpeènosti a
informaèní bezpeènosti s nejvy¹¹ím stupnìm v podobì Juniorních center
excelence (JCE). V dal¹ím èísle se budeme podrobnìji vìnovat prvním
zku¹enostem s JCE a jejich slu¾bám pro ostatní ¹koly v rámci daných
regionù.

Kyberbezpeènost a informaèní bezpeènost

V dne¹ní dynamické dobì jsme stále èastìji konfrontováni s pojmy IoT,
IoS, IoP, . . . , Prùmysl 4.0, chytré domy, chytrá mìsta, cloudové slu¾by,
eGovernment, ale také kyberválka, kyberzloèin, kyber¹ikana, kyber¹pi-
oná¾, kybersabotá¾, atd. Závislost dne¹ní spoleènosti na elektronických
technologiích je stále vy¹¹í a vy¹¹í, stejnì tak jako rizika z toho plynoucí.

Dne 1. 1. 2015 ve¹el v úèinnost zákon è. 181/2014 Sb., o kybernetické
bezpeènosti a o zmìnì souvisejících zákonù (dále ZKB), ve znìní pozdìj-
¹ích pøedpisù. To je v na¹í legislativì prùlomový krok, díky nìmu¾ se zaèal
mìnit pøístup ke kyberbezpeènosti nejen z pohledu organizaèních a tech-
nických opatøení, ale i v právní rovinì (povinné subjekty mají zákonnou
povinnost øe¹it kyberbezpeènost) a v oblasti vzdìlávání a evangelizace.
Poèet povinných osob danýx3 ZKB byl v roce 2017, po transpozici evrop-
ské smìrnice NIS, roz¹íøen. Obecnì velkým stra¹ákem, jakkoli iracionálnì,
je od 25. 5. 2018 evropské naøízení o ochranì osobních údajù známé pod
názvem GDPR (General Data Protection Regulation).
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Ka¾dý obèan bude v osobním ¾ivotì v kyberprostoru døíve èi pozdìji
øe¹it komunikaci se státní správou a samosprávou (eGovernment), bez-
peènost svou, zabezpeèení svého majetku, bezpeènost svých blízkých. Bu-
dování bezpeènostního povìdomí a znalostní základny je proto nezbytné
systematicky zaji¹»ovat nejpozdìji na støedních ¹kolách.

Národní strategie kybernetické bezpeènosti a oèekávání od støed-
ních ¹kol

Národní strategie kybernetické bezpeènosti(NSKB) Èeské republiky na
období let 2015{2020 konstatuje, ¾e:Èeský model vzdìlávání a výchovy
v oblasti kybernetické bezpeènostineodpovídá v souèasné podobì aktuál-
ním po¾adavkùm a trendùm. Z tohoto dùvodu pak nedostateènì vzdìlává a
vychovává na základním a støedním stupni ¾áky a také v nedostateèné míøe
nabízí vysoko¹kolské programy, které by vytváøely odborníky na kybernetic-
kou bezpeènost. Poptávka po tìchto odbornících je pøitom vysoká.

Národní strategie kybernetické bezpeènosti (NSKB) Èeské republiky na
období let 2015{2020 pøedpokládá v èásti F tato opatøení:

F. Podpora vzdìlávání, osvìta a rozvoj informaèní spoleènosti.

Navy¹ovat povìdomí a gramotnost v otázkách kybernetické bezpeènosti
jak u ¾ákù a studentù základních a støedních ¹kol, tak i u ¹iroké veøej-
nosti, respektive koncových u¾ivatelù, pomocí podpory iniciativ a osvìto-
vých kampaní, poøádáním konferencí pro veøejnost apod.

Modernizovat stávající vzdìlávací programy na základní a støedo¹kolské
úrovni a podporovat na vysoko¹kolské úrovni nové studijní programy, které
budou pøímo vzdìlávat experty na kybernetickou bezpeènost.

F.2.01 Modernizovat rámcové vzdìlávací programy na základní a støedo-
¹kolské úrovni.

Z vý¹e uvedeného je zøejmé, ¾e výuka kyberbezpeènosti není ve støed-
ním ¹kolství na úrovni odpovídající po¾adavkùm rozvinuté informaèní spo-
leènosti. ©koly musí ze zákona zajistit výuku studentù a souèasnì chrá-
nit informace o studentech(zaji¹tìní dostupnosti, dùvìrnosti a integrity),
které jsou mnohdy charakteruzvlá¹tní kategorie osobních údajù(viz napø.
dopady inkluze). Jsou povinny archivovat informace nezbytné k vystavení
opisù studijních dokladù{ dobrým pøíkladem, ov¹em ze ¹kolství vysokého,
je Masarykova univerzita, která ji¾ léta nabízí mo¾nost dálkovì ovìøit plat-
nost diplomu pøi znalosti jeho èísla a novì také vydává potvrzení o studiu
opatøenéelektronickou peèetí(Verté¹i, 2020).
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Principy informaèní bezpeènosti

V oblasti informaèní bezpeènosti jsou nezbytné:

� Systémový pøístup. Ka¾dá organizace sestává zlidí, procesù a tech-
nologií. Problematika IB/KB je proto øe¹ena komplexnì.

� Analytický pøístup. Ne¾ jsou pøijímána rozhodnutí, je nezbytné da-
nou problematiku podrobit analýze. Jedinì tak je mo¾né nasazovat
vhodná a ekonomicky pøijatelná øe¹ení.

� Mìøitelnost. IB/KB je postavena na mìøitelnosti. A» u¾ z pohledu
zavedených opatøení, tak i z pohledu ekonomického, tzn. efektivity a
úèelnosti vynalo¾ených nákladù.

� Opakovatelnost a pøenositelnost/kompatibilita. Jak z pohledu
èasu, tak z pohledu penìz je vhodné pou¾ít øe¹ení, které je principi-
álnì pøenositelné i na ostatní obdobné organizace. Jde jak o kvalitu a
ovìøení øe¹ení, tak o jeho dal¹í rozvoj a výmìnu zku¹eností v komunitì
u¾ivatelù, dodavatelù a s akademickou sférou.

� Standardy. Tak jako jsou jako norma pøijaty v oblasti IB standardy
(napø. normy øady ISO 27000), stejnì tak je nutné tento pøístup apli-
kovat na zvolená technická opatøení. Otevøené standardy jsou jedna
strana mince, dlouhodobì fungující spolehlivý dodavatel druhá.

� Udr¾itelnost. Nasazená øe¹ení a technologie musejí dlouhodobì spl-
òovat tyté¾ (nebo vy¹¹í) po¾adavky na bezpeènost. To lze garantovat
za podmínky jejich trvalé udr¾ovatelnosti, dostupnosti bezpeènostních
varování, aktualizací, nástrojù pro monitoring a existence komunity
s dostateèným know-how. Nezbytnost podmínkou udr¾itelnosti je rov-
nì¾ ekonomická stránka { vybudované infrastruktury jak hardwarové,
tak systémové a aplikaèní musejí být nejen nárazovì na poèátku, ale
trvale �nanènì únosné. Nemá smysl vkládat velké prostøedky na poøí-
zení drahého øe¹ení, kdy¾ nebudou na provoz a údr¾bu, externí slu¾by
atd.

� Racionalita. Optimální pøístup k øe¹ení problematiky IB je postavený
na racionálních rozhodnutích podlo¾ených argumenty a fakty(objek-
tivnì), nikoli dojmy.

� Dokumentovatelnost. Ve¹keré kroky jsou v oblasti IB/KB dokumen-
továny. Dùvody jsou auditní (tzn. dohledatelnost, kdo, co jak a proè
uèinil), ale i udr¾ení know-how (jak a proè se co technicky nastavovalo).

� Systematiènost. Souvisí se systémovým pøístupem a s vìdomím, ¾e
bezpeènost celku je odvislá odbezpeènosti nejslab¹ího èlánku.
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� Metodiènost. Ve¹keré zavádìné postupy v IB/KB jsou aplikovány na
základì pøedem stanovenýchmetodik. Tedy nespoléhat na improvizaci,
ale postupovat systematicky a metodicky; metodiky existují, jen je po-
u¾ívat.

Modelová koncepce výuky kyberbezpeènosti na S©

V rámci analýzy byly identi�kovány 3 typy vzdìlávacích programù in-
formaèní bezpeènosti pro S© v ÈR:

I. Kategorie základní (KZ).
II. Kategorie ICT (KICT).
III. Kategorie JCE (KJCE).

Základ { KZ
Uva¾uje se výuka pro v¹echny typy RVP, tedy tìch, které s ICT nesou-

visí, ale i RVP 18-20-M/01 Informaèní technologie, ©VPKyberbezpeènost,
pøípadnì RVP Kyberbezpeènostv pilotním ovìøování.

Pøedpokládá se tedy, ¾e tato kategorie pokryje výuku IB/KB na v¹ech
¹kolách, které nejsou více na tuto problematiku zamìøeny (specializovány)
a dále na ¹kolách, které ji¾ vyuèují RVP 18-20-M/01Informaèní techno-
logie, ©VP Kyberbezpeènost, pøípadnì RVP KB v pilotním ovìøování.

Informaèní bezpeènost a kyberbezpeènost uva¾ujeme vyuèovat v zá-
kladním rozsahu. Výuka je koncipována pøedev¹ím se zamìøením na po-
kroèilou evangelizaci, aby byli studenti dostateènì pøipraveni na fungování
v rozvinuté informaèní spoleènosti. V rámci výuky pro kategorii Základ
jsou uva¾ovány oblasti:

� Úvod do informaèní bezpeènosti.
� Kyberprostor I .
� Sociální in¾enýrství.
� Právo v oblasti informaèní bezpeènosti I.

Støed { KICT
Uva¾uje se výuka v rámci RVP 18-20-M/01Informaèní technologie, ©VP

Kyberbezpeènost, pøípadnì RVP Kyberbezpeènostv pilotním ovìøování.
Pøedpokládá se tedy, ¾e tato kategorie pokryje výuku IB/KB na v¹ech

¹kolách, které ji¾ vyuèují RVP 18-20-M/01 Informaèní technologie, ©VP
Kyberbezpeènost, pøípadnì RVP Kyberbezpeènost v pilotním ovìøování.

Informaèní bezpeènost a kyberbezpeènost uva¾ujeme vyuèovat ve støed-
ním rozsahu v návaznosti na základní rozsah. ©koly jsou vybaveny uèeb-
nami ICT a mají tedy pøedpoklady pro výuku informaèní bezpeènosti a
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kyberbezpeènosti nejen v teoretické, ale i v praktické rovinì. Technická
opatøení je mo¾né v poèítaèových uèebnách implementovat a procvièovat
dle mo¾ností dané ¹koly. V rámci výuky pro KICT jsou uva¾ovány oblasti:

� Informaèní bezpeènost v organizaci I.(technická opatøení u právnic-
kých osob nepodléhajících ZKB)

Top { KJCE
Uva¾uje se výuka v rámci ©VPKyberbezpeènost, pøípadnì RVP Kyber-

bezpeènostv pilotním ovìøování.
Pøedpokládá se tedy, ¾e tato kategorie pokryje výuku IB/KB na v¹ech

¹kolách, které ji¾ vyuèují ©VP Kyberbezpeènost, pøípadnì RVP Kyber-
bezpeènost v pilotním ovìøování.

Informaèní bezpeènost a kyberbezpeènost uva¾ujeme vyuèovat v návaz-
nosti na støední a základní rozsah. Zvolené ¹koly jsou excelentními centry s
výukou kyberbezpeènosti a aspirující na vytvoøení JCSIRT. Technické zá-
zemí ¹kol umo¾òuje i pokroèilou praktickou výuku s mo¾ností procvièování
vybraných technických opatøení dle mo¾ností dané ¹koly. Tyto ¹koly mají
roli lídra v oblasti IB v kraji. V rámci výuky pro KJCE jsou uva¾ovány
oblasti:

� Strategická analýza v organizaci.
� Integrovaná bezpeènost(Informaèní bezpeènost, Kyberbezpeènost,

Ochrana osobních údajù).
� Kybernetický prostor II .
� Právo v oblasti informaèní bezpeènosti II.
� Standardy v oblasti informaèní bezpeènosti.
� Informaèní bezpeènost v organizaci II.

Závìr

Jak je z vý¹e uvedeného zøejmé, oblasti na sebe navazují. Tento model
umo¾òuje výuku IB/KB na ka¾dé S© pro ka¾dý studijní obor na této S©;
mù¾e nastat situace, ¾e na jednu ¹kolu budou aplikovány v¹echny tøi vý¹e
uvedené kategorie. Výuka IB/KB tedy nebude nadále doménou pouze pro
¹koly se specializovanými studijními obory, jak tomu bylo doposud.

L i t e r a t u r a

[1] Veré¹i, M. : Potvrzení o studiu na MUNI novì elektronicky a jedním klikem.
Magazín M, Masarykova univerzita, Brno.
Dostupné z: https://www.em.muni.cz/student/12394-potvrzeni-o-studiu-
na-muni-nove-elektronicky-a-jednim-klikem
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ZPRÁVY

Pr�mium Bohemi� 2019
mladým pøírodovìdcùm
BOHUMIL VYBÍRAL { JAN KØÍ®

Pøírodovìdecká fakulta Univerzity Hradec Králové

Od roku 2001 se ji¾ stalo tradicí ka¾doroèní oce-
òování velmi úspì¹ných mladých pøírodovìdcù,
studentù a studentek, kteøí se prosadili na pøí-
rodovìdných olympiádách s celosvìtovou úèastí
a získali zde medaile. Oceòovat úspìchy mladých
lidí je záslu¾né a prozíravé, zvlá¹» v oborech, které
mají velký potenciál pro rozvoj spoleènosti. Tìmi
obory jsou, vedle technických oborù, zejména pøí-
rodní vìdy vèetnì matematiky a informatiky.

Èeská veøejnost se o úspì¹ích mladých pøírodovìdcù dozví bohu¾el málo.
Je na ¹kodu vìci, ¾e èeské sdìlovací prostøedky tìmto úspìchùm vìnují jen
malou (spí¹e ¾ádnou) pozornost. Soustøeïují se spí¹e na politiku, na sport
(bez ohledu na úspìchy v nìm), na kriminalitu aj. Velmi záslu¾ná proto
je iniciativa rodinné Nadace Bohuslava Jana Horáèka Èeskému ráji(dále
jen Nadace) oceòující ji¾ 18 let významnými cenami nejúspì¹nìj¹í mladé
èeské nadìje v oblasti pøírodních vìd.

Presti¾ní nadaèní ocenìníPr�mium Bohemi� udìluje Nadace v den
výroèí narození jejího zakladatele, mecená¹e a �lantropa Bohuslava Jana
Horáèka (narodil se 4. prosince 1924 v Radvánovicích u Turnova, zemøel
18. øíjna 2002 ve Stuttgartu). CenuPr�mium Bohemi� získávají èe¹tí
studenti, úspì¹ní úèastníci pøírodovìdných olympiád s celosvìtovou úèastí
v oborech fyzika, chemie, biologie, matematika, informatika a astronomie
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s astrofyzikou v pøíslu¹ném kalendáøním roce. Slavnostní akt udílení na-
daèních cen se koná na státním zámku Sychrov u Turnova. Nadace èeským
studentùm a studentkám v letech 2001 a¾ 2019 udìlila celkem ji¾ 410 cen
Pr�mium Bohemi� (z toho 28 cen v roce 2019). Studenti za 19 roèníkù
získali �nanèní ocenìní v celkové významné èástce 7 miliónu 615 tisíc Kè
(z toho 635 tisíc Kè v roce 2019). Cena, mimo morální presti¾e, zahrnuje
medaili B. J. Horáèka ze stejného kovu jako medaile olympijská (s vyra¾e-
ným jménem laureáta na rubu), diplom a �nanèní odmìnu. Za zisk zlaté
medaile laureát získává 50 tisíc Kè, za støíbrnou 25 tisíc Kè a za bronzo-
vou 15 tisíc Kè. Mimo tato ocenìní laureáti v roce 2019 obdr¾eli e-knihu
B. Vybírala Technické aplikace fyzikys èetnými pøílohami, její¾ vydání,
vedle JÈMF (spolku v Hradci Králové) sponzorovala Nadace. Kromì uve-
dených øádných cen, Nadace v minulých letech udìlila i mimoøádné ceny
Pr�mium Bohemi� v hodnotì 10 tisíc Kè ka¾dému èlenovi èeského zla-
tého týmu z evropské pøírodovìdné soutì¾e EUSO. Laureát mù¾e v urèitém
roèníku získat i více nadaèních cen, získal-li na rùzných tìchto soutì¾ích
v daném roce medaile (napø. v roce 2019 bylo udìleno 28 cen 16 studentùm
a 6 studentkám. Nìkteøí mimoøádnì úspì¹ní studenti získali nadaèní ceny
ve dvou i tøech po sobì jdoucích letech.

Obr. 1 Nejúspì¹nìj¹í èe¹tí mladí pøírodovìdci z let 2018 a 2019: Jindøich Jelínek
(na olympiádách z astronomie a astrofyziky v Èínì 2018 a v Maïarsku 2019 zís-
kal zlaté medaile a na fyzikálních olympiádách v Portugalsku 2018 a Izraeli 2019
støíbrné medaile). Vpravo je Jan Oboøil (získal zlaté medaile na svìtových che-
mických olympiádách v Èesku a Slovensku 2018 a ve Francii 2019 a na evropské
pøírodovìdné soutì¾i EUSO ve Slovinsku 2018 zlatou medaili), foto B. Vybíral
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Slavnost na zámku Sychrov 2019

Podle tradice se slavnostní udílení cen konala v den 95. výroèí narození
mecená¹e Bohuslava Jana Horáèka. Bylo to ve støedu 4. prosince 2019 v zá-
meckém divadle na státním zámku Sychrov. Slavnosti se zúèastnili nejen
ocenìní studenti a studentky s rodinným doprovodem, ale i vzácní hosté.
Mezi nì patøili pøedstavitelé èeských pøírodovìdných olympiád, zástupci
nìkterých ¹kol vyznamenaných studentù, pøedseda správní rady Nadace
Jan Horáèek (syn mecená¹e) a èlenové správní a dozorèí rady Nadac; rov-
nì¾ zástupci sdìlovacích prostøedkù. Nejvzácnìj¹ími hostem byla delegace
Uèené spoleènosti ÈR v èele s její pøedsedkyní prof. RNDr. Blankou Øí-
hovou, DrSc.

Po hudebním úvodu slavnost zahájil krátkým projevem pøedseda správ-
ní rady Nadace Jan Horáèek. Poté se ujala slova pøedsedkynì Uèené spo-
leènosti prof. RNDr. Blanka Øíhová, DrSc. Jménem Jednoty èeských ma-
tematikù a fyzikù, která garantuje tøi z oceòovaných soutì¾í, promluvil
prof. Ing. Bohumil Vybíral, CSc. Hlavní projev proslovil doc. RNDr. Jan
Køí¾, Ph.D., dìkan Pøírodovìdecké fakulty Univerzity Hradec Králové a
pøedseda FO. Ve svém projevu mj. shrnul a ocenil úspì¹nou úèast èes-
kých studentù a studentek v oceòovaných soutì¾ích na svìtových kolbi¹tích
(jeho projev otiskujeme dále). Poté Jan Horáèek a prof. Bohumil Vybíral
pøedali studentùm a studentkám ocenìní. Za vyznamenané studenty pro-
mluvil Jan Oboøil, dr¾itel zlaté medaile z Mezinárodní chemické olympi-
ády. Hudební vystoupení zajistili ¾áci Základní umìlecké ¹koly v Turnovì.
Slavnost moderoval Luká¹ Váòa. Krátkou reportá¾ o udílení cenPr�mium
Bohemi� 2019 zaøadila do veèerníchUdálostí 4. 12. 2019 Èeská televize
(viz Archiv ÈT na webu). Byl rovnì¾ profesionálnì poøizován videozá-
znam podstatných èástí slavnosti a byly natoèeny rozhovory s nìkterými
úèastníky (videozáznam je umístìn na internet, naYouTube).

Èeské úspìchy na pøírodovìdných olympiádách

Projev doc. J. Køí¾e:
Setkáváme se zde v krásných prostorách zámku Sychrov, abychom oce-

nili nejlep¹í støedo¹koláky Èeské republiky v pøírodovìdných oborech. Právì
jim budou dnes, v historii ji¾ po devatenácté, udìleny nadaèní cenyPr�-
mium Bohemi� . Ke 372 øádným nadaèním cenám pro studenty udìleným
od roku 2001 letos pøibude dal¹ích, rekordních 28 cen, èím¾ celková suma
rozdìlená mezi studenty v rámci této u¹lechtilé akce dosáhne více ne¾
7,5 milionù Kè.
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V leto¹ním roce Nadace tedy ocení cenamiPr�mium Bohemi� 6 stu-
dentek a 16 studentù, kteøí získali na nìkteré z leto¹ních mezinárodních
olympiád ve fyzice, chemii, biologii, matematice, informatice nebo astro-
nomii s astrofyzikou nìkterou z medailí. Snadným výpoètem zjistíte, ¾e
6 studentek plus 16 studentù nerovná se 28 cen. Dva studenti si toti¾
odnesou ceny dvì a dal¹í dva dokonce tøi!

Je¹tì pøed tím, ne¾ vás seznámím s leto¹ním prùbìhem mezinárodních
klání v pøírodovìdných disciplínách na mnoha svìtových kolbi¹tích, do-
volte mi jednu úvodní poznámku na téma þCeny Pr�mium Bohemi� a
pøírodovìdné olympiádyÿ. Pùvodnì byly toti¾, jak ji¾ jsme sly¹eli, udì-
lovány ceny Pr�mium Bohemi� výrazným vìdcùm a umìlcùm. Nápad
udìlovat tyto presti¾ní ceny úspì¹ným úèastníkùm olympiád vznikl v hlavì
pana Bohumila Vybírala, emeritního profesora Univerzity Hradec Králové,
pøesnì pøed 19 lety, dne 4. prosince 2000. Prof. Vybíral pracuje pro Fy-
zikální olympiádu od jejího úplného poèátku, tj. od roku 1959, dodnes.
V roce 2000 pùsobil jako prorektor Univerzity Hradec Králové a dostal
k vyøízení ¾ádost pana Bohuslava Jana Horáèka, aby univerzita pomohla
s vytipováním vìdcù pro cenu Pr�mium Bohemi� . V noci 4. 12., shodou
okolností pøesnì v den narozenin Bohuslava Jana Horáèka, prof. Vybírala
napadlo, ¾e by Nadace mohla udìlovat ceny kromì etablovaným vìdcùm
i zaèínajícím vìdcùm z øad studentù. Hned svùj nápad sepsal a poslal
do Stuttgartu. Pan Horáèek souhlasil. Vá¾ený pane profesore, milý Mílo,
dovol mi Ti za to podìkovat.

A nyní ji¾ k samotným pøírodovìdným olympiádám. Tyto soutì¾e jsou
v Èeské republice dlouhodobì zakoøenìny a mají propracovaný systém.
Kladou si za cíl vyhledávat a pìstovat talenty v uvedených oborech, které
jsou významným èinitelem pro rozvoj vzdìlanosti, tvoøivosti a prosperity
na¹eho národa a lidstva vùbec. Poøádat olympiádu neznamená jen pøi-
pravit soutì¾ní úlohy a zorganizovat jednotlivá kola soutì¾e. S olympi-
oniky, zejména s tìmi úspì¹nými, je tøeba pracovat systematicky, napø.
formou semináøù, soustøedìní, letních táborù èi vydáváním studijních bro-
¾urek. ©kola toti¾ nemù¾e vybavit talentované studenty znalostmi a do-
vednostmi potøebnými pro úspìch na mezinárodních presti¾ních soutì¾ích.
Èeské osobnosti se významnì podíleli na formování tìchto mezinárodních,
dnes ji¾ celosvìtových soutì¾í. Pøíznaèné proto je, ¾e úspìchy èeských stu-
dentù jsou velmi dobré, co¾ významnì pøispívá nejen k prezentaci èeské
vìdy a èeského ¹kolství ve svìtì, ale pøímo i k jeho rozvoji u nás.

Nyní se dostávám ke svìtovým pøírodovìdným soutì¾ím. Zaènìme le-
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tos netradiènì nejmlad¹í z na¹ich oceòovaných olympiád { Mezinárodní
olympiádou v astronomii s astrofyzikou. Vzhledem k termínu loòské olym-
piády, konané v prosinci 2018, jsme bohu¾el nestihli loni ocenit medailisty
z roku 2018, a tudí¾ uvidíme letos hned dvojnásobnou dávku mladých as-
tronomù, kteøí byli navíc na obou olympiádách velice úspì¹ní. 12. roèník
této soutì¾e probìhl v roce 2018 v Èínì a úspìch byl obrovský { jedna
zlatá medaile, jedna støíbrná a tøi bronzové! Zlatý medailista z roku 2018
Jindøich Jelínek obhájil roku 2019 zlato i na 13. IOAA v Maïarsku. Mezi
254 mladými astronomy ze 47 zemí pak zbylí èlenové èeského týmu získali
je¹tì jednou medaili støíbrnou a dvì bronzové.

Dal¹í pro nás zlatý lesk má Mezinárodní chemická olympiáda, která
probìhla ve francouzské metropoli Paøí¾i. Loòský zlatý medailista, chemik
Jan Oboøil, dokázal svùj úspìch zopakovat a do èeské kotliny dovezl dal¹í
nejcennìj¹í kov. Vynikající úspìch mladých chemikù je podpoøen tøemi
støíbrnými medailemi, to v¹e v konkurenci 309 soutì¾ících z 80 státù svìta.

Zlaté medaile pro leto¹ní rok do¹ly, zùstaòme ale je¹tì u medailí støíbr-
ných. Za støíbrnou lze oznaèit výpravu mladých èeských biologù na jubi-
lejní 30. mezinárodní biologické olympiádì v Maïarsku. Èeská ètveøice zde
bojovala s dal¹ími podobnì biologicky zamìøenými mladými lidmi z celého
svìta velmi úspì¹nì { výsledkem jsou tøi medaile støíbrné a jedna bronzová.

Pro dal¹í dvì støíbrné medaile se vydejme do Ázerbajd¾ánu. Právì zde
se konala 31. mezinárodní olympiáda v informatice. Ke dvìma støíbrným
medailím pøidejme je¹tì jednu bronzovou vybojovanou mezi 327 soutì¾í-
cími z 87 státù.

Na stole le¾í je¹tì jedna støíbrná medaile, vybojovaná na jubilejní 50.
mezinárodní fyzikální olympiádì v Izraeli. Pøi o nìco ni¾¹í úèasti 363 fyzikù
ze 78 státù získali èe¹tí vyslanci jednu støíbrnou a tøi bronzové medaile.

Opìt jubilejní 60. mezinárodní matematická olympiáda, nejstar¹í a nej-
vìt¹í ze v¹ech mezinárodních olympiád, se konala v Anglii. Své soutì¾ící
na ni vyslalo 112 zemí a o medaile pak bojovalo 621 matematikù, z toho
48 dívek. Na¹e ¹estice se rozhodnì neztratila a vybojovala 4 bronzové me-
daile. Do osmaètyøicítky dìvèat také pøispìla jednou soutì¾ící, cenìnou
bronzem.

Úspì¹né èeské nositele medailí za chvíli uvidíme osobnì pøi pøebírání
cen Pr�mium Bohemi� .

Dosáhnout výrazného úspìchu na svìtových vìdeckých soutì¾ích není
vùbec jednoduché. Úspìchem toti¾ je ji¾ sama úèast v reprezentaci ur-
èitého státu. Soutì¾í se zúèastòují stovky øe¹itelù ze v¹ech kontinentù.
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Úlohy, které soutì¾ící øe¹í, jsou velmi obtí¾né a rozsáhlé a k jejich vyøe-
¹ení má student k dispozici jen velmi omezený èas { a vypjatá atmosféra
soutì¾e klidu k øe¹ení jistì nepøidá. Je dobrým pøíslibem do budoucna, ¾e
se na¹i studenti doká¾í prosadit v konkurenci vìdeckých mocností, jakými
jsou Spojené státy americké, Rusko a pøedev¹ím èetné asijské státy v èele
s Èínou.

Milé medailistky, milí medailisté! Ze srdce Vám gratuluji k Va¹emu
úspìchu, který Vás v¹ak i zavazuje. Historie jasnì prokázala, ¾e úspìch
v olympiádì je dobrým pøedpokladem pro dráhu vìdce. Vydejte se na ni
smìle!

Obr. 2 Studenti a studentky ocenìní Pr�mium Bohemi� 2019, foto B. Vybíral

Pøehled laureátù Pr�mium Bohemi� 2019

1. Fyzika, 50. IPhO, Izrael, 2019: Jindøich Jelínek, støíbrná medaile (ab-
solvent Gymnázia v Olomouci-Hejèínì, student University of Cam-
bridge), � Viktor Fukala , bronzová medaile (student Gymnázia Jana
Keplera v Praze 6), � Michal Jire¹ , bronzová medaile (absolvent Gym-
názia Franti¹ka Martina Pelcla v Rychnovì nad Knì¾nou, student MFF
Univerzity Karlovy v Praze), � Josef Minaøík, bronzová medaile (ab-
solvent Gymnázia v Brnì na tø. Kpt. Jaro¹e, student MFF Univerzity
Karlovy v Praze).

2. Chemie, 51. IChO, Francie, 2019: Jan Oboøil, zlatá medaile (student
Klasického a ¹panìlského gymnázia v Brnì-Bystrc), � Miroslava No-
voveská, støíbrná medaile (absolventka Masarykova gymnázia v Plzni,
studentka University of Cambridge), � Richard Veselý, støíbrná medaile
(absolvent Gymnázia v Praze 4 na Budìjovické, student University
of Cambridge), � Filip Svìrák , støíbrná medaile (absolvent Gymnázia
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v Brnì na tø. Kpt. Jaro¹e, student Pøírodovìdecké fakulty a Lékaøské
fakulty Masarykovy univerzity v Brnì).

3. Biologie, 30. IBO, Maïarsko, 2019: Kateøina Bezányiová, støíbrná me-
daile (absolventka Gymnázia v Jablonci nad Nisou, studentka Pøírodo-
vìdecké fakulty Univerzity Karlovy v Praze), � Kateøina Èermáková,
støíbrná medaile (absolventka Gymnázia a Krajského vzdìlávacího cen-
tra v Sokolovì, studentka Pøírodovìdecké fakulty Univerzity Karlovy
v Praze), � Anna Hýsková, støíbrná medaile (studentka Gymnázia J. A.
Komenského a jazykové ¹koly v Uherském Brodì), � Ondøej Pelánek,
bronzová medaile (student Klasického a ¹panìlského gymnázia v Brnì-
Bystrci).

4. Astronomie a astrofyzika, 12. IOAA v Èínì, 2018: Jindøich Jelínek,
zlatá medaile (viz IPhO), � Martin Orság, støíbrná medaile (absolvent
Gymnázia a Støední odborné ¹koly zdravotnické a ekonomické ve Vy¹-
kovì, student MFF Univerzity Karlovy v Praze), � Jiøí Vala, bronzová
medaile (absolvent Gymnázia v Brnì na tø. Kpt. Jaro¹e, student MFF
Univerzity Karlovy v Praze), � Jáchym Bare¹, bronzová medaile (absol-
vent Gymnázia v Olomouci-Hejèínì, student MFF Univerzity Karlovy
v Praze), � Radka Køí¾ová, bronzová medaile (studentka Gymnázia
Jaroslava Heyrovského v Praze 5).

5. Astronomie a astrofyzika, 13. IOAA v Maïarsku, 2019: Jindøich Jelí-
nek, zlatá medaile (viz IPhO), � Marco Souze de Joode, støíbrná me-
daile (student Gymnázia v Praze 7, Nad ©tolou),� David Kománek,
bronzová medaile (student Gymnázia v Praze 7, Nad ©tolou),� Radka
Køí¾ová, bronzová medaile (viz 12. IOAA).

6. Matematika, 60. IMO ve Velké Británii, 2019: Matìj Dole¾álek, bron-
zová medaile (absolvent Gymnázia dr. A. Hrdlièky v Humpolci, student
MFF Univerzity Karlovy v Praze), � Václav Janáèek, bronzová medaile
(student Gymnázia v Brnì na tø. Kpt. Jaro¹e), � Lenka Kopfová, bron-
zová medaile (absolventka Mendelova gymnázia v Opavì, studentka
MFF Univerzity Karlovy v Praze), � Josef Minaøík, bronzová medaile
(viz IPhO).

7. Informatika, 31. IOI, Ázerbájd¾án, 2019: Josef Minaøík, støíbrná me-
daile (viz IPhO), � Jiøí Kalvoda, støíbrná medaile (student Gymnázia
v Brnì na tø. Kpt. Jaro¹e), � Michal Jire¹ , bronzová medaile (viz IPhO).
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