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MATEMATIKA

Pravidelny sedmnactithelnik

MARIE CHODOROVA - LENKA JUKLOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pfesné konstrukce nékterych pravidelnych mnohothelnika pomoci pra-
vitka a kruzitka jsou pomérné zndmé, s nékterymi z nich se seznami zaci jiz
na zakladni Skole. Mnohdy se v8ak napf. pii vyuce matematiky ¢i deskrip-
tivni geometrie mezi zaky SS a posluchaci VS objevi pochybnosti, zda
znama konstrukee pravidelného pétithelniku, viz napf. [2] nebo [6], je
plesna ¢i pouze priblizna. Vycerpavajici odpovéd na otazku, které pra-
videlné n-thelniky 1ze zkonstruovat eukleidovsky (pomoci pravitka a kru-
7itka) presnd, déva nize uvedena Gaussova véta.'

Kromé trojihelniku a pétithelniku je dalsim pravidelnym n-thelnikem
s prvociselnou hodnotou n, ktery lze presné eukleidovsky zkonstruovat,
pravé az sedmnactiihelnik. Cilem tohoto prispévku je seznamit ¢tenare —
zdjemce o tuto problematiku — s jednou konstrukei pravidelného sedmnéc-
tithelniku.

Véta 1 (Gaussova)

Pravidelny n-tihelnik Ize zkonstruovat eukleidovsky, pravé kdyz pro po-
¢et n (n > 3) jeho vrcholi plati n = 2'pips...p;, kde i, j jsou cela
nezaporna ¢&isla a p1, pe, ..., p; jsou navzajem riznd Fermatova prvodisla.

Pozndmka. Fermatova &isla (prvoéisla) jsou takova pfirozend ¢isla (prvo-
Cisla), ktera lze zapsat ve tvaru 22" 4+ 1, kde s je piirozené &slo (napf.
17 =22" +1).

Po zvefejnéni Gaussova vysledku se vySetfovani prvoéiselnosti Ferma-
tovych ¢isel stalo pomérné dulezitym tkolem, na némz zacalo pracovat

1) Johann Carl Friedrich Gauss, némecky matematik a fyzik (*30. 4. 1777 v Braun-
schweigu, t23. 2. 1855 v Gottingen).
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mnoho matematiki. Jak se pozdéji ukazalo, neslo o snadny tukol. Ferma-
tovych prvocisel je doposud znamo pouze pét, a to pro s = 0,1,2,3,4,
pro s = 5 je viak &islo 22° 4 1 délitelné prvocislem 641. Dalsi Fermatova
prvodisla patrné neexistuji. Dosud jsou prozkoumané Fermatova ¢&isla do
hodnoty s = 32, kdy pro s = 5,6,...,32 je zndmo, Ze se jednd vesmés o
¢isla slozena.

Pfipomefime jesté, Ze zhruba pred 2000 lety Eukleidés z Alexandrie (cca
325 pf. n. . — cca 260 pf. n. 1.) védél, ze pomoci pravitka a kruzitka lze
presné zkonstruovat pravidelné mnohouhelniky s n (n > 3) vrcholy, kde
n = 2'375F pFicem? i, j, k jsou cela nezaporna &isla.

Ulohu ,sestrojit pravidelny n-tihelnik® lze pfevést na (totoznou) tlohu
,rozdélit kruznici na n stejnych ¢asti“. Pfi konstrukei pravidelnych mno-
hothelniki tak mtZeme nézorné poukazat na propojeni algebry a euklei-
dovské geometrie, nebot obrazy komplexnich ¢isel v Gaussové roving, jez
jsou kofeny binomické rovnice z” — 1 = 0, lezi na jednotkové kruznici a
rozdéli ji na n stejnych Easti (n shodnych kruznicovych oblouki). Sestro-
jit vrcholy pravidelného n-thelniku je tedy v podstaté tilohou o nalezeni
kofenti binomické rovnice. V praxi se Casto setkavame s tlohou sestrojit
pravidelny mnohotihelnik s danym polomérem kruZnice opsané ¢i danou
délkou strany. Zde pak vyuzivame stejnolehlosti. Jiz R. Descartes doka-
zal, Ze eukleidovskymi konstrukcemi lze sestrojit sloZzené vyrazy obsahujici
operace s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a vyuziti druhé odmocniny. Lze
tudiz pravidelny n-thelnik zkonstruovat, pravé kdyz je poloha jeho vrcholi
vyjadiena v Gaussové roviné algebraickymi vyrazy obsahujicimi pouze tyto
operace. Toto tvrzeni dokazal P. L. Wanzel v 19. stoleti, pfi¢emz vychazel
pravé z vyse zminéného Descartesova dikazu.

Gauss sice konstrukei pravidelného sedmnéactithelniku sam nepopsal,
dokéazal vSak néasledujici vétu udavajici polohy vrcholt rovnostranného
trojuhelniku, pravidelného pétithelniku a pravidelného sedmnéctitihelniku
(v souvislosti s polohou kofenii odpovidajicich binomickych rovnic na jed-
notkové kruznici), které jsou vyjadieny vyrazy zkonstruovatelnymi pouze
pomoci pravitka a kruzitka.

Véta 2

Pro cos - (n = 3,5,17) plati rovnosti
n
27 1

a) cos — = ——,
3 2
2 1

b — == -1

) cos 3 4(\/5 ),
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¢) cos X = - (—1+\E7+ 2(17—\/ﬁ)>+

+2\/17+3\E7—\/2 (17—\57) —2\/2 (17+\F7).

Drikaz provedeme podrobné pro pifipady n = 3 a n = 5. Hledame tedy
kofeny binomickych rovnic 23 —1=0a 2> —1=0.
Kofeny binomické rovnice z” — 1 = 0 muzeme vyjadfit jako komplexni
¢isla v goniometrickém tvaru zp = coskp +isinkyp pro k =0,...,n — 1,
27

kde ¢ = <*. Z Viétovych vzorct plyne, Ze soucet vech kofenti této rovnice

je roven nule, tj. 2o + 21 + 22 + ...+ 2,1 = 0. Z rozkladu
e l=(-DE" 4+ 2 4+1)=0
plyne zp = 1, a tedy
z1+z0+ ...+ 2z = —1. (1)

Pro n liché jsou kofeny zx a z,—x (k=1,...,n — 1) komplexné sdruzené
¢isla, a pro jejich soucet proto plati

2k + Zn_k = 2cos k. (2)

ad a) Snadno se vidi, Zze pro n = 3 je zg = 1, 21 + 220 = —1 a také

21 + 29 = 2cos . Odtud dostavame 2 cosp = —1 a po dosazeni za ¢ = %’“
obdrzime p¥imo cos %’r = f%, coz predstavuje znamou skutecnost.

ad b) Podobné pro n = 5 z rozkladu
P 1l=-DE*+2+22+2+1)=0

plyne, ze zg = 1, tedy 21 + 22 + 23 + 24 = —1, kde 21 a z4, resp. 22 a z3,
jsou komplexné sdruzena ¢isla. Ozna¢me dale

V1 = 21+ 24, (3)

Vg = 29 + 23.

Uzijeme-li (2), plati v1 = 2cosp, va = 2cos2p. Vzhledem k tomu, Ze

p= %’T, plati pro hodnoty v1 a vy nerovnost ve < 0 < v1.
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Im(z)
21
22
201/\y
R
0 Re(z)
2'3&
Z4
Obr. 1

Pokud najdeme takovou kvadratickou rovnici, jejimiz kofeny jsou ¢isla
v1, U2, Ma tato rovnice uzitim Viétovych vztaha tvar

2% = (v1 4+ va)x + vive = 0.

Z (3) pfitom plyne vy + vy = —1.

Dale uréime hodnotu souéinu vy, vs. Nejprve pfipomenme nésledujici
goniometrickou identitu. Pro libovolné argumenty «, S plati znaAmé iden-
tita, kterou nésledné vyuzijeme.

2cosacos f = cos(a + B) + cos(a — ). (4)
Uzitim (1), (2), (3) a (4) postupné upravujeme
V1V2 & 4 cos pcos2p @ 2(cos 3¢ + cos p) © (23 + 22) + (71 + 24) &
=1 + vy (:5) —1.
Cisla vy, vs jsou tedy kofeny kvadratické rovnice 22 4+ x — 1 = 0, tj.

1 1
v1:2cos<p:§(\/571), v2:2cos2<p:f§(\/g+l),

pricemz ¢ = %’T Tim jsme dokéazali druhou z rovnosti uvedenou ve vété 2.
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ad ¢) Analogicky lze odvodit také piipad n = 17, ktery zde vSak pro
jeho vétsi rozsah a technickou naro¢nost nebudeme uvadét. Lze jej nalézt
napf. v [3].

Nazna¢ime jen odvozeni tfetiho vztahu z véty 2 a néasledné uvedeme
také konstrukci pravidelného sedmnactithelniku, ktera je popséna napf.
v [4].

Ozna¢me S soucet nasledujiciho vyrazu:
S =cosp+cos2p +cos3p + ...+ coskp, (5)

kde k je libovolné pfirozené ¢islo a pripomeinime dalsi znAmou goniomet-
rickou identitu, ktera je splnéna pro vSechny realné argumenty «, 8
a—p

ﬂsin 5 (6)

Obé strany rovnosti (5) nejprve vynasobime ¢islem 2sin £ a dostaneme

. . «
sina — sin 8 = 2 cos

2S'sin % = 2cos psin §+2 cos 2psin §+2 cos 3y sin ng. ..+2cos kpsin %
Na jednotlivé s¢itance na pravé strané sou¢tu uplatnime nyni vztah (6).
2Ssin £ = (sin 3¢ —sin $¢) + (sin 3¢ — sin 2p) + (sin 2o —sin 2¢p) + ...
...+ (sin(k + ) —sin(k — 3)p) =sin (k + 3) ¢ — sin 3.
Zavérem opét pouzijeme identitu (6) a po upravé dostaneme
)

cos 2(k+1)p - sin 2kep

S = —
sin 5

27

17, dostéavame

Polozime-li ve vztazich (5) a (7) k=16 a ¢ =
cos @ + cos2¢ +cos3p + ...+ cosl6p = —1.

Ze vztahu (2) plyne pro kosiny jednotlivych uhli v sedmnéctithelniku
rovnost

cos ¢ = cos 16, cos2p = cos1by, ... , cos8y = cos9yp, (8)
tj.
1
cosgo—i—cos?go—i—cosi’)go—i—...—l—cos&p:—5. (9)
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Pro liché nasobky ¢ tedy plati
1
cos p + cos3p + cosbp + ...+ coslbp = —5
Levou stranu posledni rovnosti rozlozime rozlozime na soucet m a n, kde

m = (cos ¢ + cos 13¢) + (cos 9y + cos 15¢), (10)
10
n = (cos 3p + cos5p) + (cos T + cos 11yp).

Potom m+n = —%. Nyni uréime hodnotu sou¢inu m-n. S ohledem na (8)
pak plati

m-n = (cos e + cosdp + cos 8y + cos 2¢p) -
- (cos 3¢ + cos 5y + cos Ty + cos bp) =
= €08 ¢ €oS 3 + €OS Y cos HY + €Oos p cos Ty + cos @ cos by +
+ cos 4y cos 3¢ + cos 4 cos p + cos 4 cos Ty + cos 4y cos 6p +
+ cos 8¢ cos 3y + cos 8p cos by + cos 8y cos Ty + cos 8 cos 6y +
~+ 08 2 cos 3¢ + cos 2¢ cos 5 + cos 2¢ cos Ty + cos 2¢ cos 6.
Pouzitim rovnosti (4) na kazdy ze Sestnacti s¢itanci na pravé strané pie-

deslé rovnosti a naslednym vyuzitim (9) jiz p¥imo obdrzime

1
m-n = 2(cosp+ cos2p +cos3p + ...+ cos8p) =2+ (—2> =-1.

Cislam an jsou tudiz kofeny kvadratické rovnice 222 + 2 — 2 = 0, pro
néz plati
1 1
mzz(\/17—1); n:—z(\/17+1). (11)

Polozime-li m = cotg a, kde « je vhodné realné ¢islo, je ziejmé n = —tg a.
Ozname nyni

p=cosp+cosldp, ¢g=cos9p+ coslby, (12)
r = cos3p + cos by, s=cosTy+ cosllp. (13)
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Opétovnym pouZzitim vztahi pro soudin dvou kosint (4) dostaneme

1
2pq = cosp +cos2¢p +cosIp + ...+ cos8p = 5

tj. pg = —% a podobné rs = —i.

Kvadraticka rovnice, jejiz kofeny jsou p, ¢, mé tedy tvar
4a? —dma — 1 =0, (14)
podobné, kvadratickd rovnice, jejiz kofeny jsou r, s, mé tvar
42® —dnxr —1=0. (15)

Z rovnice (14) ziskdme nasledné kofeny ve tvaru

m+ 4/ 5(m? + 1) = § cotg 1o,

N[

p:

g=1im—/i(m2+1)=—-1tgi

2%

pri¢emz koten p je kladny, nebot jak cos p, tak cos13¢ jsou kladna ¢isla.
Analogicky pro kofeny rovnice (15) plati

r= e R0 1= d g (50,

s=1in—/i(n2+1)=—-1 cotgl (2 —a).

B}

Prvni z rovnosti ve vztahu (12) lze také zapsat vyuZitim (2) ve tvaru
cos + cosdp = p. Aplikujeme-li (4) na prvni rovnost v (13) ziskame
cos 3 + cosbyp = 2cos p - cosdy = r, tj.

cos p + cosdp = % cotg %a,

cosp-cosdp =1 tgl (2 —a).

Polozime-li 2cosp = wy a 2cosdy = ws, jsou hodnoty w; a wy kofeny
kvadratické rovnice

9 Q@ (7r a)
—wcotg—+tg(—~— =) =0. 1
w” —w cotg 5 s{7 3 0 (16)

Jejim feSenim zjistime, ze kofen w; = 2cos¢ = 2cos ?—T; je dvojnasob-
kem hodnoty tietiho vztahu z véty 2.
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V ¢lanku [4] je provedena jina tvaha, kterd vede k efektivngjsi kon-
strukci sedmnéctithelniku a kterd umozni stanovit postup, jak sestrojit
ahel ¢ (a nékteré jeho nasobky) na jednotkové kruznici:

Uvazujme kruznici k se stfedem v pocatku kartézského souradnicového
systému a polomérem 1, tj. kruznici vyhovujici rovnici

> +y? =1 (17)

a dale dvé primky
y=-—wi(zr—1), i=1,2, (18)

kde wy = 2cosp a we = 2 cos 4y, které prochazeji bodem A = [0;1] kruz-
nice k. Tyto pfimky protinaji kruznici & (kromé bodu A) jesté v bodech I,
J (obr. 2). Rovnici p¥imky u = I.J, ktera prochazi témito body, lze zapsat
v tsekovém tvaru :
—++=1 19
-ty =1 (19)

kde a, b jsou vhodné nenulova realné ¢isla. Dosadime-li do (19) y = w(z—1)
(viz vztah (18)), pak po upravé dostavame

_a(w—0b)
 aw—=0b"
tj.
bla — 1w
T aw-—b

Tyto vyrazy dosadime za z a y do (17) a po elementarnich apravach zis-
kame kvadratickou rovnici o nezndmé w
2a a+1
2
w—w——x+ ——=0
bla—1) a-—1 ’

ve které nyni polozime

2a o a+1 le} 2
a =t

_ 2 ol @a_ 20
bla —1) ey a1 873 1+cotg§’ (20)

coZ je z¥ejmé rovnice (16).
Dale soucasné plati
2

tge a b
a=—cotg— a b=-—-——.
gQ 1+ cotg 5
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Rovnice pfimky u je ve tvaru

2xtg%—y(1+cotg%)+2:0,

pro jeji sestrojeni lze pouzit tsecku délky |a| a bod G = [1;2tg §].
Popis konstrukce je tedy nasledujici, viz obr. 2:

A .(r] 3

Eﬂf
My, > M,

M,

Obr. 2

Sestrojime jednotkovou polokruznici k se stfedem O, viz (17), pramér
oznacime AB. Stfedem O polokruznice vedeme kolmici k ptimce AB,
prusecik této kolmice s polokruZnici k£ ozna¢me C.

Sestrojime bod D, pro ktery plati |[AD| = 1 |OA| a AB L AD.

Sestrojime bod E na polopfimce AD, pro ktery plati |[DE| = |DO|.
Plati |AE| = (V17 +1), viz (11), tedy velikost Ghlu AOFE je o a
velikost thlu ABF je /2, viz (20), kde bod F' je pruse¢ik polokruz-
nice k s pfimkou OF.

Sestrojime bod G na poloptimce AD, pro ktery plati |AG| = 2tg §,
viz (20). Vzhledem k tomu, ze |AB| = 2, je AG odvésnou v pravo-
thlém trojahelniku ABG, kde G je prisecik BF a AD.

Bodem C' vedeme rovnobézku s piimkou BG, ktera protne pfimku
AB v bodé H, tsecka OH ma velikost |al, tj. cotg § (ze vztahu (20)
plyne a = —cotg §).
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e Primka HG (pfimka u) protne kruznici k v bodech I, J.

e Body I, J promitneme z bodu A na p¥imku OC do bodu K, L, pro
které plati |OK| = w; = 2cosp a |OL| = we = 2cosdyp, viz (18).

e Sestrojime kruznici k' o poloméru 2 soustiednou s kruznici k. Body
K, L vedeme rovnobézky s piimkou AB, které protinaji kruznici &’
v bodech My, My, Mys, Mig. Velikost thlu KOM; je ¢ a velikost
thlu KOMy je 4p. Nasli jsme tedy hledany thel uréeny polohou
bodi ma jednotkové kruznici a body My, My, M3, Mig jsou tedy
vrcholy hledaného sedmnéactiahelniku.

Obdobnym zptsobem bychom mohli pokrac¢ovat pro velikosti thli 2¢
a 8y, 3¢ a bp, 6p a Tp.

Timto postupem lze tedy sestrojit vrcholy pravidelného sedmnactia-
helniku s jednotkovou kruznici opsanou. Pokud bychom chtéli sestrojit
pravidelny sedmnéctitihelnik s kruznici opsanou, ktera ma jiny polomér,
sta¢i vyuzit stejnolehlosti se stiedem O a (kladnym) koeficientem raznym
od jedné.
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Reprodukéni potencial
aneb kdyz se hrabos premnozi

LUDEK SPICHAL
Ustav matematiky a statistiky MU, Brno

V poslednich letech snad kazdy z nas mohl zaznamenat fadu reportazi,
¢lankt ¢i jen b&znych rozhovort mezi lidmi tykajicich se problému pfemno-
Zeni urc¢itého zivoc¢isného druhu (nap¥. hrabosi, divoka prasata, lykoZzrout
smrkovy apod.). Pritom schopnost organismui rozmnoZovat se patfi mezi
zékladni projevy Zivota, nebot zajistuje zachovani rodu a druhu. Kazdy
organismus voli pfi rozmnoZovani (reprodukci) uréitou strategii, a to jak
pokud jde o pocet potomkti, tak pokud jde o péci, kterou potomstvu vé-
nuje.”) Na druhou stranu je rozmnozovani organismi za b&znych podminek
ovlivnéno fadou riznych faktori ovliviiujicich reprodukéni tspéch, tedy
skuteény pocet potomk.

Prestoze ¢lanek tématicky vychézi z oblasti biologie, obsahové se zamé-
fuje na matematicky popis reprodukénich schopnosti (potencialit) Zivodi-
chi. V ¢lanku uvedeme tfi rizné druhy organism, které jsou v poslednich
letech zminovany vzhledem ke skuteénému nebo potencidlnimu naristu
pocetnosti jejich populaci. Vysoké stavy ¢i dokonce pfemnozeni uvazova-
nych organismu vytvari situace, kdy v zemédélstvi (napf. hrabo§) nebo
lesnictvi (napf. lykoZrout smrkovy) dochézi ke vzniku obvykle lokélnich,
nicméné nikoliv zanedbatelnych skod.

Reprodukéni potencial

Reprodukéni potencidl mtzeme chapat jako maximéalni rychlost ristu
za, predpokladu trvale optiméalniho sloZeni populace a trvale optiméalnich

1) N&které organismy (vCetné ¢lovéka) svym nemnoha potomkim ¢asto poskytuji dlou-
hodobou pééi a zajistuji jim tak vysoké Sance na preziti. Takové druhy biologie oznacuje
jako K-stratégy. Jini se reprodukuji rychle, ale pokud se nevyviji v umélém prostiedi,
vétsina potomkl nepfezije do dospélosti. Takové druhy biologové nazyvaji R-stratégy.
Oba pojmy jsou do jisté miry relativni, nebot je tfeba brat v uvahu, které organismy
takto porovnavame. Pokud takto srovname tfi druhy zminéné v ¢lanku, pak lze jisté
ve dvojici hrabos-prase klasifikovat hrabose jako R-stratéga a prase jako K-stratéga.
Porovnani dvojice prase-vlk ovSem posouva prase k R-strategii a hodnoti vlka jako
K-stratéga.
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podminek prostiedi. V realnych podminkach obvykle organismy vyuzivaji
reprodukéni potencial pouze ¢asteéné, nebot prostiedi samo vytvari jisty
odpor k mnozeni.

Uvedme nyni stru¢né ndkteré zakladni vlastnosti uvazovanych orga-
nismi, které se tykaji zejména etologie rozmnozovani. Uvedené informace
budou vychodiskem pro nédvrhy modela tykajicich se maximalniho repro-
dukéniho potencialu jednotlivych druht.
republice. Samice vyvadi mladata (obvykle 3 az 10) tfikrat az sedmkrat
ro¢né, pficemz potomci dosahuji pohlavni dospélosti jiz velmi zéhy. Samice
mizZe byt pohlavné dospéla jiz v 13. dni Zivota a vlastni mladata miZze mit
zhruba ve 35 dnech véku [1].

Prase divoké je typickym vSezravcem, schopnym velmi dobfe se pfi-
zpusobit podminkam kulturni krajiny Ceské republiky. Samice (bachyné)
prasat divokych pohlavné dospivaji v 8. az 10. mésici zivota, samci pfi-
blizné ve véku 2 let. Samice je bfezi pfiblizné 4 mésice a k vrhu mladat
dochéazi obvykle v obdobi od bfezna do kvétna, pfi¢emz pocet mladat ve
vrhu se pohybuje od 3 do 12 [2].

Vlci jsou piikladem zivocisného druhu, ktery se po tplném vyhubeni na
prelomu 19. a 20. stoleti postupné vraci na Gzemi Ceska. Pifslugnici druhu
jsou prevazné monogamni, tj. tvori trvalé pary, které spolu zustavaji az do
smrti jednoho z partnerii. Samice zabfezavaji ve volné prirodé obvykle po
dosazeni véku dvou let a maji dale jeden vrh do roka. Takto produktivni
mohou byt az do smrti. Bfezost samic, které trva 62-75 dni, je obvykle
ukoné¢ena vrhem 5-6 vi¢at [3].

Predmétem ¢lanku je vytvoreni jednoduchych matematickych modeli
reprodukéniho potencidlu a jejich porovnani s modelem exponencialniho
rustu, ktery je popisovan v literatufe. Pfestoze je problematika populaéni
dynamiky a jeji modelovani obvykle tizce svizana s pouzitim vySsi ma-
tematiky (napf. diferencialnich rovnic), v ¢lanku se zaméfime pouze na
takové oblasti, které 1ze matematicky popsat zptisoby dostupnymi st¥edo-
Skolskym studentim (geometrické posloupnosti, logaritmy).

Modely
P1i vytvéafeni jednotlivych modeli pouZijeme nasledujici parametry:
e pocet a pomér jedinci ve vrhu,
e pocet generact v pribéhu roku ¢&i sledovaném obdobf,
e koeficient ubytku v priabéhu roku ¢i sledovaném obdobi.
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Pouzité parametry modela, které vychazi z etologie jednotlivych druh,
budeme uvazovat jako primérné hodnoty, které lze podle potfeby ménit.
Do reprodukece budou vstupovat vSechny pafeni schopné (dospélé) samice,
pricemz délka bfezosti ¢i délka obdobi mezi dvémi reprodukénimi cykly
bude vyjadiena vySe zminénym podctem generaci.

Pevné urceny pomér pohlavi

V prvnim piipadé pouzijeme pro vSechny tii druhu stejny pocet i pomér
jedinct ve vrhu, rozdil bude predstavovat pouze pocet generaci za rok
(tabulka 1). Postupy zde naznafené dale vyuZijeme pro zobecnéni vypoctu
v dalsi ¢asti ¢lanku.

Pocet jedincd Pomér pohlavi Pocet generaci

ve vrhu (6 : @) ve vrhu za rok
hrabo$ polni ) 2:3 )
prase divoké 5 2:3 1
vlk obecny 5 2:3 0,5

Tabulka 1 Parametry pouzité pro sestaveni modelu reprodukéniho potencialu
pro pevné uréeny pomér pohlavi

Generace . Samic? « Samci‘ Celkem
nové narozené celkem|nové narozeni celkem
1. 3 3 2 2 5
2. 12 15 8 10 25
3. 48 63 32 42 105
4. 192 255 128 170 425
5. 768 1023 512 682 1705

Tabulka 2 Pocty jedinci podle pohlavi a celkem podle parametri uvedenych
v tabulce 1

V tabulce 2 jsou zaznamenané pocty jedinct podle pohlavi i celkem
tvofici potomstvo jedné samice (0. generace). Z udaji v tabulce uvedenych
snadno zjistime, Ze pro zvoleny pocet a pomér pohlavi potomki jedné
samice v dané generaci roste pocet jedincti sami¢iho pohlavi tempem, které
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odpovi trojnasobku poc¢tu samic (véetnd samice z 0. generace) v predchozi
generaci.
Celkovy pocet potomku sami¢iho pohlavi po n generacich vyjadiuje
vztah
Psamice =4" — 1,n € N. (1)

P1i rozboru tempa ristu poctu jedinci saméiho pohlavi musime vzit
v tvahu zavislost po¢tu nové narozenych samci v n-té generaci na pocétu
samic schopnych reprodukce, coz jsou v naSem modelu v8echny samice
v (n — 1) generaci. Pocet nové narozenych samci v n-té generaci je tedy
dvojnasobkem poétu samic (veetné samice z 0. generace) v (n—1) generaci

2.4""1 neN.

Pfi stanoveni celkového poc¢tu jedinct saméiho pohlavi po n generacich
uvazime, ze fazeno po obdobich, tvoii pocty jedinct geometrickou posloup-

nost 2, 8, 32, 128, 512, ..., jejichz souet pro prvnich n ¢lend vyjadiuje
vztah N 4 4
g —1 1 1
Psa»mci:alqi1 :2471 =2- 3 . (2)

Celkovy pocet jedincii obou pohlavi po n generacich (mazimdini repro-
dukéni potencidl) je sou¢tem vyrazii z rovnic (1) a (2)
4" -1 5.4 -5

Pcelkem = ]Dsamice + Psamci =4"-14+2- 3 = 3 . (3)

Pokud zvolime jako pfiklad pocet jedincti na konci druhého roku, pak
podle udaju v tabulce 1 a vzorce (3) by teoreticky mazimdlni reprodukeni
potencidl jedné samice Cinil v pripadé:

e hraboge celkem 1 747 625 jedinci (10 generaci),

e prasete celkem 25 jedinct (2 generace),

e vlka celkem 5 jedincii (1 generace).

Promeénlivy pomér pohlavi

V predchozi ¢asti byl pocet a pomér nové narozenych jedinci pevné
urcen hodnotami uvedenymi v tabulce 1. V této ¢asti ukdzeme, ze pouzity
rozbor neni nutné provadét ad hoc pro kazdy jednotlivé zvoleny model po-
¢tu a poméru pohlavi jedincti. Naopak, pokusime se vypocet v maximalni
mife zobecnit a zredukovat.
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[ ]

Celke;’n

38001 Pocet
36001 jedincl
34001
3200+
3000
28001
26001
24004
2200+
20001
1800+
1600+
14001
1200+
1000
8001
6001
400+
200

Samice
Samci

Generace
1 2 3 4 5 6 7

Obr. 1 Pocet jedincti po n generacich podle rovnic (1), (2) a (3)

Pocet jedinci Pomér pohlavi Pocet
ve vrhu (¢ : Q) ve vrchu generaci

p (p—p1):;m n

Tabulka 3 Parametry pouzité pro sestaveni modelu reprodukéniho poten-
ciadlu pro proménlivy pomér pohlavi

Celkovy pocet potomki samic¢iho pohlavi po n generacich vyjadiuje
vztah

[)samice:(1 +p1)"—1, n € N. (4)

Pocet samct v n-té generaci je (p — p1) nasobkem poétu samic v (n — 1)
generaci

(p—p1)(L+p1)"
a tvofi tak geometrickou posloupnost

(p—p1), (—p)A+p1), (p—p1)A+p1)% ...,
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kde soucet prvnich n ¢lent

(I+p)"—1

, neN, 5
. (5)

Psamci = (p 7p1) .
urcuje celkovy pocet samdéich potomka po n generacich.

Maximalni reprodukéni potencial

Mazximadalni reprodukcni potencidl jedné samice po n generacich je soud-
tem vyrazt z rovnic (4) a (5)

. 1+p)" —1
Pcelkem:(1+pl) _1+(p_pl)%:

p
=Z(@+p)=1). ()
4!
Na obr. 2 vidime model pro konstantni pocet potomku ve vrhu, graf
ukazuje obraz typicky pro neomezeny rist.

2800+ Pocet
26004 potomkd
2400
2200
2000+
1800
1600+
1400+
1200+
1000+
800+
600+
4001
2004

Generace
| ; ! )

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 2 Pocet jedinct po n generacich podle rovnice (6) pro 4 potomky; prvni
kiivka vpravo odpovida jedné samici ve vrhu, smérem doleva pocet samic ve
vrhu stoupéa po 1
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Reprodukéni potencial s ibytkem

Model, ktery jsme popsali rovnici (6) mé zcela jisté znacné daleko ke
skuteénému stavu. Déle se tedy pokusime o jisté pfibliZzeni realité formou
vlozeni koeficientu, ktery bude popisovat jednak konstantni (k), jednak
pomérny (u) ubytek jedincti samic¢iho pohlavi. Postupné tak pro pocet
jedincti sami¢tho pohlavi v jednotlivych generacich plati:

Generace Pocet samic
0. 1
1 1+p—k
2. (I+p)?—Q+p)k—k
3. (I+p1)* =1 +p)’k—(L+p)k—k
4

(T+p)' = (L +p)*k = (1 4+p1)?k— 1+ p)k -k

(A+p)"—1
n. I4+p)"—k 51

Celkovy pocet potomki jedné samice sami¢iho pohlavi po n generacich
s konstantnim dbytkem k vyjadiuje vztah
p1—k
Y4

(@+p)=1),neN 0<k<p. (7

Psamice =

I v pfipadé zapo¢itani konstantniho ubytku je vysledkem (sice pomalejsi,
ale pfesto) neomezeny rist, ve kterém se konstantni ubytek zietelné pro-
jevuje pouze v nékolika prvnich generacich.

V dalsim modelu budeme uvazovat miru abytku p jako pomérnou ¢ast
jedincti dané generace, pficemz 0 < p < 1. Pro pocet jedinct sami¢fho
pohlavi v jednotlivych generacich v tomto pfipadé plati:

Generace Pocet samic
0. 1
1. T+pr—p(l4+p) =1 +p)(1—p)
2. (4P = wp1 = (A +p) A= ppr) = A+ p1) (1= 0Py
3. <(1 +p1)(1 - u)2p1>p1 - u((l +p1)(1 - u)2p1)p1 = (L+p1)(1 - p)’pi

n. (14 p1)(1 = p)mp} !
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pocet
Jjedinct P1=5 p1=4

poclet
jedincii

S

tas

Obr. 3 Modely s tibytkem pro g = 0,6 (nahoie), pro &tyii samice v potomstvu
(dole)

Celkovy pocet potomki jedné samice sami¢iho pohlavi po n generacich
s mirou ubytku p vyjadiuje vztah

p1+1
P

Hodnota parametri p a p; nebude v realnych podminkach konstantni,
nybrz bude odpovidat fadé faktort urcujicich reprodukéni uspéch jedinct
v jednotlivych generacich. PFijméme proto vztah popsany rovnici (8) jako
model, ktery srovnédme s pristupem zminovanym v literatufe.

Psamice =

((1—M)p1)n—1,n€N,O§M<1. 8)
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Exponencialni rist

V této sekci se pokusime srovnat vztah popsany rovnici (8) s rovnicemi
znamymi z literatury, které popisuji tzv. exponencidlni rist. Napr. Kalas
(2001) uvadi pro exponencialni rist rovnici®

z(t) = z(0) e, (9)

ktera popisuje pocet jedincii tvoficich populaci v ¢ase t, kde z(0) je poca-
te¢ni stav populace v ¢ase t = 0 a A je pfirozeny logaritmus realného ¢isla
vétgtho nez 1 [5]. PiestoZe rovnice (8) urcuje pocet potomki jedné samice
v n-té generaci a rovnice (9) pofet jedincii tvoficich populaci v Case t,
neméli bychom pfehlédnout urcité spoleéné rysy obou vztahii. V obou
rovnicich nalezneme jak ¢len (¢i vyraz) ur¢ujici po¢atecni stav, tak expo-
nencialni vyraz charakterizujici riist po¢tu potomki (popi. populace). Bez
podstatné Gjmy na platnosti bychom tedy mohli v rovnici (8) vyraz pro
pocate¢ni podet Z ;rl nahradit ¢lenem z(0) a vyraz ((1 — pu)p1)"™ vyrazem
e M. V piipadé, Ze polozime n = t, pak

(1= pp)' =eM e X=n(1 - wp),

kde pro (1—p)p; > 1 mluvime o exponencidlnim ristu, pro 0 < (1—pu)p; <
< 1 pak o exponencidlnim poklesu.

Dodejme, ze pouziti Eulerova ¢&isla e v zakladu exponencialni funkce je
ve vztazich odpovidajicich rovnici (9) pomérné bézné (napf. v matema-
tické biologii), nebot takto vyjadfeny exponenciilni rist usnadiiuje dalsi
souvisejici vypocty.*)

Prirozenym pokra¢ovanim tématu by bylo zvaZzeni vnitrodruhové kon-
kurence vyplyvajici z omezenych zdrojua, kterd zvySuje tmrtnost nebo sni-
Zuje porodnost. Miru rastu populace bychom volili jako klesajici funkci

2)Rovnice je oznadovéana také jako Malthusiiv model podle Thomase Malthuse (1766—
1834), ktery rist populace poprvé matematicky modeloval v eseji An FEssay on the
Principle of Population vydané v r. 1798 v Londyné. Malthus sam tvrdil, ze velikost
zdroji potravy muZe rist pouze linearné (aritmeticky), takZe exponencialni (geomet-
ricky) rist velikosti populace nenf udrzitelny. Malthustv model dava dobré vysledky pro
kratsi ¢asové useky a mensi populace, pro vétsi populace a delsi ¢asové tseky sméfuje
k neomezenému ristu [5].

3) Zmifime nap¥. skuteénost, ze hodnota smérnice te¢ny ke grafu funkce y = €% v jejim
libovolném bodé je rovna hodnoté funkce v daném bod&. Jestlize bude nap¥. C|c, ] bod
dotyku te¢ny ke grafu funkce y = e¥, pak pro rovnici te¢ny plati vztah y = ez+ec(1—c),
kde €€ je smérnice tecny.
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velikosti populace a pouzitim prostfedki vyssi matematiky (diferencialni
pocet) dospéli k tzv. logistickému ristu, coz je shora omezena funkce, ktera

se svymi hodnotami postupné blizi nosné kapacité prostiedi, ve kterém se
populace nachézi.

Zaveér

Pokud si polozime otazku zpiisobem naznacenym v predchozich sekcich,
pak z matematického pohledu mtZzeme nabidnout jednozna¢nou odpovéd,
tj. stanovit zptsob, jak urcit mazximdlni reprodukcéni potencidl. Pohled ma-
tematika a biologa na stejny problém vSak nemusi a v fadé pfipadi pa-
trné ani nebude stejny. V misté, kde nalezenim pozadovaného vztahu konéi
prace matematika se biolog zacne ptat, do jaké miry je vztah aplikovatelny
ve skute¢nych podminkéch a jak relevantni jsou data, ktera nabizi. V zad-
ném bodé takovych uvah nelze opomenout skutecnost, Ze jde o potencidl,
jehoz pripadné vyuziti ovliviiuje fada faktori, z nichz zmihme napf.

e dostupnost potravy,

e vhodné klimatické podminky,

e tlak predatori,

e infekce snizujici pocetnost populace apod.

Jednotlivé zivo¢isné druhy tedy obvykle vyuziji jen ur¢itou ¢ast svého
potencidlu, ktery je navic druhové specificky (srovnejte s vySe uvedenymi
tdaji). Ve vyrazné mife se reprodukéni potencial uplatni napf.

e V prostiedi, kde je omezeny nebo prakticky nulovy tlak predétorii.
V cCeskych zemich mizeme zminit v sou¢asnosti vysoké stavy jeleni a
srnéi zvéte ¢i divokych prasat, kterym chybi pfirozeny predator napf.
vlk nebo medvéd [4].

e V prostfedi, kde se zméni klimatické podminky favorizujici urcity
druh organismt. V CR doslo v nekolika poslednich letech k masiv-
nimu pfemnozeni lykozrouta smrkového decimujiciho smrkové porosty
zejména ve stfednich polohach. Pfestoze pri¢inou je témér jisté souhra
vicero faktorii (napf. velké zastoupeni smrku v eskych lesich, zména

vvvvvv

a tepla a relativné suché léta.

e V prostredi, kde se pro dany druh objevi volna nika, kterou miize
zaplnit.”) P¥ikladem mohou byt situace, kdy na nékterych ostrovech

Y Terminem nika se v ekologii oznacuje souhrn takovych podminek, které umoziuji
zivotaschopnou existenci populace uré¢itého druhu.
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krysy, zavlecené ndmoiniky ¢i kolonizatory, diky rychlému mnozeni
zdecimovaly mistni populace ptaki, plaza ¢i obojzivelniki. V Ceské
krajiné se v poslednich letech objevuji mista s lokdlnimi populacemi
vlki, ktefi takto zapliiuji volnou niku, vyvolavaji vSak soucasné po-
mérné bouflivé debaty mezi ekology a ochranci na jedné strané a
myslivei a zemédélci na strané druhé.
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Hodnotiace prostriedky
na formativne hodnotenie
vo vyucovani matematiky

STANISLAV LUKAC
Prirodovedecka fakulta UPJS, Kogice, SLOVENSKO

Snahy o skvalitnenie procesu ucenia a zlepSenie ucebnych vysledkov
vedi k hladaniu a vyuZivaniu réznych foriem interakcii a dialégu medzi
uditelom a ziakom. Dolezitou podmienkou pre skvalitnenie a inovaciu ma-
tematického vzdelavania je rozvijanie profesionalnych kompetencii ucite-
Tov matematiky. Medzi vyznamné oblasti profesionalneho rozvoja ucitela
patri vyuzivanie réznych stratégii ucenia. Vychodiskom pre planovanie a
realizaciu vyucby je identifikacia kritickych miest vo vzdelavacom obsahu,
ziskavanie informacii o u¢ebnych vysledkoch Ziakov. Pre uditela to zna-
mend snazit sa preniknit do myslenia Ziakov, odhalovat zdroje a pri¢iny
neporozumenia a Ziacke miskoncepcie [1].
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Zatial ¢o vzdelavacie ciele a stratégie v mnohych eurépskych krajinéch
signalizuja vysoku troven pozornosti venovanej formativnemu hodnoteniu,
z niektorych krajin, medzi ktoré bola zaradena aj Slovenska republika, je
len malo informacii o efektivnom a systematickom vyuzivani formativneho
hodnotenia na Skoldch a v triedach [4]. V triednej praxi ucitelia ¢asto
vyuzivaji sumativne hodnotenie na stanovenie celkovej Grovne osvojenia
vedomosti a zru¢nosti po ukonéeni vyucby. Jeden z vysledkov sumativ-
neho hodnotenia je zaradenie vykonov Ziakov do klasifikaénych stuphiov.
Termin formativne hodnotenie pouzil prvykrat Bloom na odliSenie prie-
bezného hodnotenia v triede od zavereénych sihrnnych testov [9]. Forma-
tivne hodnotenie je zamerané hlavne na priebezna identifikiciu oblasti,
ktoré si mozu vyzadovat zlepSenie, analyzu ziskanych informaécii o procese
uCenia a prijatie rozhodnuti o d'alsom priebehu vyucby. Wiliam [9] cha-
rakterizuje formativne hodnotenie ako subor procesov vyuzivajucich infor-
macie o ucebnych vysledkoch Ziakov, ich analyzu uditelom, Ziakom alebo
jeho rovesnikmi a poskytovanie spétnej vizby za tCelom usmerhovania a
zlepSenia ucenia. Pri formativnom hodnoteni uditelia ziskavaja informacie
o aktualnych vedomostiach Ziakov a na zéklade tychto informécii maja
zhodnotit, ¢i st uéebné postupy ucéinné, alebo ¢i je potrebné ich pozmenit,
pripadne sa aj vratit k objasneniu niektorych pojmov a vztahov. Forma-
tivne hodnotenie moZno charakterizovat ako dynamickt interakciu medzi
ucitelom a ziakmi, ktora v sebe zahfha planovanie, vyucovanie a reflexiu
vysledkov u¢enia za G¢elom prijatia lepsich rozhodnuti o dalsej vyucbe [2].
KaZzdé hodnotenie v triede moze plnit funkcie formativneho hodnotenia, ak
informécie o udeni sa Ziakov st vyuzivané na prispdsobenie d'alsej vyucby
potrebam a schopnostiam ziakov.

V standardoch pre narodné zdruZenie uéitelov matematiky NCTM
v USA [10] sa uvadza, ze formativne hodnotenie v sebe zahifia pat klaco-
vych stratégii.

1. Vysvetlenie uéebnych cielov a kritérii pre hodnotenie uéeb-
nych vykonov. U¢itelia mozu rozobrat so Ziakmi ucebné ciele a hodno-
tiace kritéria na zaciatku vyucovacej jednotky. Diskusia o ukazovateloch
vybornych vykonov mdze mat pozitivny vplyv na dosahovanie vybornych
uéebnych vysledkov. Porozumenie uc¢ebnych cielov a hodnotiacich kritérii
moze pomoct ziakom hodnotit svoj vlastny udebny postup a porovna-
vat ho s pozadovanymi u¢ebnymi vykonmi. Na vymedzenie jednotlivych
urovni Ziackych u¢ebnych vykonov mozno vyuzit hodnotiace rubriky. Uéi-
telia moéZu pomocou rubrik zdielat so Ziakmi kritéri& ispechu.
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2. Vyuzivanie u¢ebnych aktivit na ziskavanie informéacii o uéeni
sa ziakov. Pri analyze priebehu a vysledkov u¢ebnych aktivit by sa mal
uditel snazit porozumiet mysleniu Ziakov a identifikovat pripadné miskon-
cepcie. Pri planovani vyucby by si mal ucitel premysliet, aké suvislosti,
priklady a otézky vyuzije pri spristupfiovani novej témy. Dolezitym spo-
sobom na ziskavanie informacii o mysleni Zziakov, ale aj na stimulovanie
myslenia, je kladenie otazok a organizovanie diskusie so ziakmi.

3. Poskytovanie spdtnej vizby na usmeriiovanie ucenia. Ucitel
pri vyucbe pozoruje pracu ziakov, zadava otazky, pocuva vysvetlenia Zia-
kov, koriguje ich odpovede a usmeriiuje ich ¢innosti pri uéeni. Vyjadrenie
hodnotenia rieSenia tloh v teste alebo v pracovnom liste pomocou bo-
dov nemusi mat vplyv na zlepSenie uéenia Ziakov. Aby mala spéitna vizba
vplyv na zvySenie vykonu ziaka, mala by byt konstruktivna. Ucitel by sa
mal snaZit poskytnut ziakom konkrétne komentare k chybam a aj navrhy,
ako sa mozu zlepgit. Efektivna spdtna vdzba by mala byt zamerana na
konkrétne oblasti alebo ¢innosti, v ktorych by sa mal Ziak zlepsit. Pre
zvySenie efektivnosti spétnej vizby je dolezité, aby mal ziak ¢as na pre-
myslenie svojho rieSenia. Preto by spatna vézba nemala byt poskytovana
prili§ rychlo po zadani tlohy, ale ani s va¢sim casovym odstupom, ked uz
ziak mohol zabudnut hlavné myS8lienky svojho riesenia.

4. Nabadanie ziakov na hodnotenie ich vlastného ucenia sa.
Zapojenie Ziakov do hodnotenia svojho ucenia moze byt premietnuté do
zlep$enia ich uéebnych vysledkov. Sebahodnotenie méa podnecovat Ziaka,
aby sa zamyslel nad osvojenymi poznatkami, nad tym, ako porozumel
nové pojmy, vztahy a ako vnima ich suvis so skor osvojenymi poznatkami.
Hodnotenie svojho ucenia je zakladnym prvkom metakognicie. Zlep§ova-
nie ziakov v oblasti metakognicie je doélezitym predpokladom pre hlbsie
porozumenie vzdelavacieho obsahu a lepsie riadenie svojho ucenia.

5. Zapojenie Ziakov do vzajomného ucenia. Ziaci mozu zohravaft
doleziti tulohu pri zlepSovani u¢ebnych vykonov svojich spoluziakov. Pre
ziaka moZe byt jednoduchsie a pohodlnejsie Ziadat o pomoc a vysvetlenia
svojho spoluziaka ako ucitela. Na druhej strane musi Ziak pri objasfio-
vani svojich rieSeni spoluziakom hladat vhodné vysvetlenia a argumenty.
Pre podporu vzajomného ucenia je vhodné skupinové vyucovanie. Aby
skupinové vyucovanie mohlo byt efektivne, mali by byt presne stanovené
skupinové ciele a tlohy pri organizovani skupinovej prace, aby kazdy ziak
pocitoval zodpovednost za pracu skupiny.
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Beznym postupom na zistovanie sposobov rozmyslania Ziaka a miery
jeho porozumenia zakladnych pojmov a vztahov je kladenie otazok. Podla
Freia a Fishera [3] moZno rozlisit niekol'ko zakladnych typov otazok:

— otazky na opakovanie st zamerané na skor naucené poznatky a pred-
chadzajice skisenosti,

— otazky k vypracovaniu rieSenia tulohy nabadaja Ziakov k opfsaniu ich
napadov na rieSenie predloZenej tlohy,

— otazky na objasnenie pozaduju od ziakov, aby objasnili a vysvetlili svoje
rieSenia,

— otézky na reflexiu podnecuju Ziakov k vysvetlovaniu svojich nazorov a
vlastnych pohladov na svoje rieSenia alebo na rieSenia svojich spolu-
ziakov.

Pri diagnostikovani porozumenia pojmov a vztahov a pri identifikovani
miskoncepcii maju dolezité postavenie otazky na porozumenie zékladného
konceptu, ktoré moZno oznacovat ako konceptuélne otazky. Otézky tohto
typu je vhodné pouzivat aj pri formativnom hodnoteni.

Navrh prostriedkov na formativne hodnotenie

Viaceri autori vo svojich publikdciach [5, 6, 7, 8] opisuju konkrétne
formy prostriedkov na formativne hodnotenie. Niektoré z opisovanych pros-
triedkov sa odlisuji len v malych detailoch. V ¢lanku sme sa nesnazili
demonstrovat vel'ky pocet prostriedkov na formativne hodnotenie, ale vy-
brali sme na ukazku len niekol'ko zékladnych typov, ktoré podla nasho
néazoru mozno vhodne vyuzit vo vyucovani matematiky. Ulohy na forma-
tivne hodnotenie modzu byt zaloZzené na rozhodovani o pravdivosti vyrokov,
modifikovani vyrokov, aby boli pravdivé, hTadani chyb v postupoch rieSeni
uloh, alebo v rozhovoroch medzi dvoma Ziakmi (méZu v nich byt zapraco-
vané typické chyby ziakov), vyber spravnych grafov podla slovného opisu
alebo predpisu funkcie, priradovanie karti¢iek obsahujacich rdzne repre-
zentacie pojmov a vztahov, a pod.

Vybrané typy prostriedkov na formativne hodnotenie:

Model Frayer vyuZiva grafickt schému na prehladné usporiadanie de-
finicie a vyznamu pojmov. Ziak nema preukazat len zapamitanie definicie
a vlastnosti pojmov, ale mé sa zamysliet aj nad hfadanim vhodnych prikla-
dov a protiprikladov. Tento model umoziiuje diagnostikovat porozumenie
konceptu zékladnych pojmov a vztahov. Na obr. 1 je znazorneny model
Frayer pre pojem rovnobeznik.
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Priezvisko: Trieda: Datum:

Definicia: Vlastnosti rovnobeinikov:
Rovnobeinik

Tri priklady na Specialne typy Tri protipriklady:

rovnobeznikov:

Obr. 1 Model Frayer pre pojem rovnobeznik

Komentovany naért vyuZiva graficka reprezentaciu objektov a vzta-
hov. Ziaci st vyzvani, aby svoje uvahy vyjadrili graficky. Pri vypracovani
zadania sa moZe od Ziakov vyzadovat vytvorenie alebo doplnenie nécrtu,
oznalenie a stru¢né vysvetlenie jednotlivych Casti na¢rtu. Nacrt sa moze
vztahovat na opis jednotlivych casti grafu funkcie, graficky model rieSenia
slovnej ulohy a pod. Ako priklad sme vybrali nacrt, ktory by obsahoval
nadrtnuty Stvorec ABCD so stranou a. Ziak by mal do nacrtu doplnit
obdlznik K LM N tak, 7e by jednu stranu §tvorca zvidsil o 10 % a susednil
stranu Stvorca zmensil o 10 %. Na zaver by mal porovnat obsahy oboch
nacrtnutych dtvarov.

Predikéna karta moze poskytnit zékladny ramec pri nastoleni vy-
skumnej otazky pri badatel'sky orientovanom vyucovani a pomoct prebudit
zéujem Ziakov o badanie. U€itel modZze pomocou nej rychlo ziskat informa-
cie o intuitivnom néhlade Ziakov na rieSenie nastolenej vyskumnej otazky
a o ich usudkoch po vyuziti experimentovania, modelovania alebo uvah
podloZenych vypoctami. Tabulka 1 obsahuje namet na prediként kartu,
ktort by ucitel mohol vyuzit v ivode vyucéby pravdepodobnosti.

Pri posudzovani spravodlivosti opisaného losovania sa u ziakov moze
prejavit miskoncepcia stvisiaca s nerozliSenim minci pri analyzovani vSet-
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kych vysledkov hodov dvoma mincami. Désledkom takéhoto postupu je
presvedcenie, Ze losovanie je spravodlivé pre vSetkych troch chlapcov. Po
vykonani vac¢8ieho po¢tu ndhodnych pokusov a vyhodnoteni vysledkov by
ziaci mali dojst k zisteniu, Ze navzajom rozne strany padaja pri hode
dvoma mincami ¢astejSie ako dva znaky aj ako dve &isla.

Priezvisko: | Trieda: | Détum:
Traja chlapci Adam, Boris a Cyril cheeli hrat’ futbal, ale ziadnemu z nich sa nechcelo ist’
domov po loptu. Preto sa rozhodli, ze budti losovat’ hodenim dvoch minci. Ak padne na
oboch minciach &islo, pdjde po loptu Adam. Ak padne na oboch minciach znak, pdjde po
loptu Boris. Ak padne na minciach ¢islo aj znak, pdjde po loptu Cyril.

Otazka Predpoved’ Odpoved’
Je opisané losovanie spravodlivé pre ano nie ano nie
kazdého chlapca?

Tabulka 1 Predikéna karta na motivovanie ziakov k badaniu vo vyucbe pravde-
podobnosti

Karta na vyvodenie je zamerand na vyvodenie zaverov z tudajov,
ktoré mohol Ziak ziskat na zaklade pozorovania, experimentovania alebo
modelovania. Ziak by mal vypozorovat urcité suvislosti, na zaklade kto-
rych by mal zostavit ¢iastocné asudky, ktoré by potom zhrnul do zaverov.
Uvedené stratégia formativneho hodnotenia je vhodna na rozvijanie bada-
tel'skych sposobilosti, ktoré by mal Ziak uplatiiovat pri badatel'sky orien-
tovanom vyufovani matematiky. Na ukdzku sme vybrali netplna tabulku
(pozri tabulku 2) k rieSeniu kombinatorickej tlohy, v ktorej je naznaceny
systém vypisu moznosti.

1. |12 |3 |4 |5 |6 |7 |8 ]9 |10 |11 |12

iyl

Tabulka 2 Model vo forme tabulky k rieseniu kombinatorickej tlohy
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Spolu s tabulkou by mal ziak k dispozicii aj zadanie tlohy: Zo Siestich
deti je potrebné vybrat dve, ktoré pdjdu na sutaz. Vie sa, ze Alena pojde
len s Jurajom. V tabulke je naznaceny systém vypisu moznosti a niekol'ko
moznosti vyberu dvojice deti. Dopliite do zvyraznenej oblasti tabulky &iar-
ky tak, aby tabulka obsahovala v8etky moZnosti pre vyber dvojice deti na
stutaz. Rozhodnite, ktoré &islo prislicha v tabulke Alene a ktoré Jurajovi.

Odpovedovy harok predstavuje formu kratkeho priebezného testu,
v ktorom by mohla byt postupne rozvijané tloha alebo uvedené skupina
stvisiacich dloh. U¢itel ho moZe zadat Ziakom v priebehu vyucby prislusne;j
témy, aby zistil informacie o aktualnych vedomostiach Ziakov a pripadne
aj identifikoval nedostatky, ktoré si vyzaduju dalsie u¢ebné ¢innosti na
zlepSenie. Vybrané ukazka je zamerana na aplikaciu linearnej funkcie: Do
zésobnika plynu v aute vojde 62 litrov plynu. Auto spotrebuje priemerne
14 litrov plynu na prejdend drahu 100 km.

a) Urcte, medzi ktorymi veli¢inami je vztah priamej Gmernosti a vyjad-
rite ho zapisom obsahujicim premenné.

b) Zapiste predpis funkcie f, ktora vyjadruje mnozstvo plynu v zasob-
niku po prejdeni x km.

Pre rychle a jednoduché vyhodnotenie Ziackych rieseni v triede moze
byt k odpovedovému harku pridana pre ucitela aj rubrika. Casto je po-
sta¢ujuca jednoducha rubrika vymedzujica $tyri irovne vykonu ziaka. Pri
hodnoteni uvedenej tlohy by mohlo hodnotenie postupne gradovat od ne-
vyhovujiceho vykonu, ked Ziak nevedel aplikovat ani priamu tmernost,
k dalsim drovniam vykonu, ak Zziak vedel opisat priamu tmernost medzi
veli¢inami, vedel zapisat aj predpis spravne aplikovanej priamej tmernosti
az po zostavenie predpisu linearnej funkcie f.

Sdbor otazok zaéinajuci faktami je vhodny prostriedok na zistova-
nie Grovne osvojenia vedomosti a zru¢nosti a aj miery porozumenia pojmov
a vztahov. Jeho obsah tvori gradovana postupnost otazok, ktora zacina jed-
noduch8imi otazkami zameranymi na zapamétanie informacii a postupne
st otazky stale viac orientované na uplatnenie vypoctovych a argumen-
taénych sposobilosti. Na ilustraciu sme vybrali sibor otédzok k linearnej
funkcii.

1. Co je grafom linedrnej funkcie?

2. Ktora z funkcii f: y =3+ 2x + 22, g: y = 5 — 27 je linearna?
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3. Ktora z hodnot f(—1) a g(—1) je vacsia?
4. Ako mo#zno zostrojit graf linearnej funkcie, ktora je dané predpisom?

5. Aky je predpis linearnej funkcie, ak jej smernica je rovna 1 a jej graf
prechadza bodom [0; —2]?

6. Ak smernicu ma linearna funkeia, ktorej graf prechadza bodmi [2; 1]
a [4;7]?

7. Aké znamienko mé smernica linearnej funkcie h, pre ktora plati

h(—1) > h(1)?

8. Aké argumenty by ste vyuzili pri zdévodneni svojej odpovede na
prva otézku?

Niektoré z uvedenych otazok mozno v triede vyuzit aj na diskusiu o roz-
nych pristupoch k hladaniu odpovede. Nase sktisenosti ukazuji, Ze Ziaci
v mengej miere vyuZivaju pri rieSeni tuloh charakteristicka vlastnost li-
nearnej funkcie a vyznam jednotlivych koeficientov v predpise linearnej
funkcie a viac sa spolichaju na vypocty. Mozno ocakavat, ze pri hladani
odpovede na otazku 6 budu viaceri Ziaci hl'adat predpis linearnej funkcie a
nebudu analyzovat prirastok linearnej funkcie v stvislosti s jej smernicou.
U¢itel by mal so ziakmi diskutovat aj o tychto savislostiach. Pri hTadani
odpovede na posledni otazku by mali Ziaci vychadzat z charakteristickej
vlastnosti linedrnej funkcie a zhodnosti trojuholnikov.

Kontrolny zoznam moze nadobudat rozne formy v zavislosti od uéelu
jeho vyuzitia. Jedna z jeho foriem mdZze byt zamerana na rozhodovanie
o pravdivosti vyrokov. Vyroky moézu byt umiestnené do prvého stlpca ta-
bulky obsahujtcej tri stipce. Druhy a treti stlpec tabulky je uréeny na
rozhodnutie o pravdivostnej hodnote vyroku a zddévodnenie odpovede. Niz-
sie uvedeny kontrolny zoznam v tabulke 3 obsahuje vyroky o podobnosti
utvarov.

V jednoduchs8ej forme moéze byt kontrolny zoznam urceny aj ako po-
mocka k sebahodnoteniu ziakov. V takomto pripade by bol kontrolny zo-
znam vyuzity vo forme prehladu zakladnych vedomosti a zru¢nosti
v osvojovanej téme. Tabulka by obsahovala len dva stlpce. Prvy stlpec
by obsahoval zoznam vedomosti a zru¢nosti a v druhom stlpci by mal ziak
zaznamenat, ¢i ovlada prislusné vedomosti a zruc¢nosti. Napriklad v téme
vyska trojuholnika by mohol kontrolny zoznam obsahovat v prvom stipci
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vedomost vysvetlit pojem vyska trojuholnika a zru¢nosti zostrojit vysku
v ostrouhlom, pravouhlom a tupouhlom trojuholniku.

Priezvisko: | Trieda: ‘ Datum:

V Pavom stipci tabulky st uvedené vyroky o podobnosti geometrickych titvarov. O kazdom
vyroku rozhodnite, ¢i je pravdivy alebo nepravdivy (nehodiace sa Skrtnite). Svoju odpoved’
zdovodnite.

Vyrok Odpoved’ Zdévodnenie
Ak st dva trojuholniky podobné, potom P
ak je jeden trojuholnik tupouhly, tak aj N

druhy trojuholnik je tupouhly.

Kazdé dva pravouhlé trojuholniky su P
podobné. N
Ak v trojuholniku splyvaju stred P
opisanej a stred vpisanej kruznice, N

potom je tento trojuholnik podobny
s trojuholnikom na obrazku.

N

d
A
Kazdé dva §tvoruholniky, ktoré maju P
rovnaké pomery vsetkych dvojic N

zodpovedajucich si stran, st podobné.

Tabulka 3 Kontrolny zoznam k podobnosti atvarov

Listok pri odchode predstavuje dalsi sposob nabadania a vedenia
ziakov k sebahodnoteniu. U¢itel by ho mohol zadat Ziakom na konci vy-
ucovacej hodiny, aby Zziaci sami zhodnotili svoje nadobudnuté vedomosti
a zrucnosti. Po analyze odpovedi ziakov by mal ucitel na nasledujtcej
vyucovacej hodine prediskutovat so ziakmi zistené nedostatky a pripadné
ziacke otazky. Na ukdzku uvadzame v tabulke 4 listok pri odchode pre
tému siete kocky.
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Priezvisko: Trieda: Datum:

Zameranie odpovedi Odpovede

Na siet’ach kocky ma najviac zaujalo:
V ¢om som sa zlepsil?
Otazka, ktora stale mam:

Do akej miery si viete predstavit’ poskladanie kocky z réznych nac¢rtnutych sieti?

1. Viem pri roznych sietach kocky.
2. Viem len pri niektorych sietach kocky.

3. Neviem.
Tabulka 4 Listok pri odchode

Skusenosti z vyuzitia formativneho hodnotenia

Niektoré z uvedenych typov prostriedkov na formativne hodnotenie vy-
skasali vybrani dvaja uéitelia vo vyucovani matematiky v 7. ro¢niku ZS.
Po kratkom zaskoleni dostali ucitelia k dispozicii prostriedky na vyuzi-
tie formativneho hodnotenia pre témy, ktoré mali vyucovat v najblizSom
obdobi. Prvy ucitel zadal v skupine 16 Zziakov odpovedovy harok (pozri
tabulku 5) zamerany na siete kocky.

Prva ulohu vyriesilo spravne devét ziakov. V&c&Sina z nich dokazala vy-
uzit svoju predstavivost aj pri rieSeni druhej tlohy, lebo siedmi z nich
vyrie§ili spravne aj druhi tlohu. Na ilustraciu sme uviedli jedno spravne
rieSenie prvej tlohy v Tavej Casti obr. 2.

(2= e ) Yl = e s — 77 L‘
atdet Fab 9 oG]
(1=B:E:J> 7@2 ié; &mﬂl\/‘/\} ’C\ ’7\

Obr. 2 Ukazky ziackych rieSeni uloh k sietam kocky

=
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Priezvisko: Trieda: Datum:

V l'avom stipci tabul’ky st uvedené zadania uloh spolu s obrazkami. Svoju odpoved’ zapiste
do druhého stpca tabulky.

Uloha Odpoved’

1. Ktory oéislovany §tvorec je potrebné odobrat,
aby sme ziskali siet’ kocky? Najdite vsetky
moznosti.

2. Predstavuje nizsie uvedeny obrazok siet’ kocky?
Ak éno, rozhodnite, ktoré dvojice $tvorcov mame
zafarbit’ modrou, ¢ervenou a zelenou farbou, aby po
zlozeni kocky boli steny oproti sebe zafarbené
rovnakou farbou.

Tabulka 5 Odpovedovy harok k sietam kocky

Pri rieSeni prvej tlohy Styria ziaci uviedli len jedno rieSenie spocivajice
v odstraneni Stvorca s ¢islom 2. Mozno predpokladat, Ze tito Ziaci ve-
dia v mysli poskladat niektoré Standardné siete kocky, ale pri niektorych
Specidlnych typoch sieti kociek zlyhavaju. Jeden z tychto ziakov vyriesil
spravne druha dlohu. Predpokladame, Ze pri rieSeni druhej tlohy dvaja
ziaci neporozumeli zadanie tlohy, lebo ofarbili susedné steny kocky. Jedno
z tychto rieSeni uvddzame v prostrednej ¢asti obr. 2. Piati ziaci spréavne
vyfarbili rovnakou farbou len jednu dvojicu stien kocky, ktoré boli ozna-
¢ené Cislami 3, 5. Pri farbeni zvySnych stien kocky sa pomylili, lebo si
nevedeli predstavit zlozenie siete do kocky. Jedno z tychto rieSeni je zo-
brazené v pravej Casti obr. 2. Niektori Ziaci neodpovedali na prva otédzku
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pri rieSeni druhej tlohy. Ué¢itel by preto mohol zadat Ziakom aj tilohu na
farbenie stien kocky na obrazku, ktory by nepredstavoval siet kocky.

V inej triede v 7. roéniku 7S zadala ucitelka Ziakom dva kontrolné zo-
znamy zamerané na rozhodovanie o pravdivosti vyrokov a zddvodnenie
odpovedi. Prvy zoznam obsahoval dva vyroky o povrchu a objeme kvadra.

1. Kvader s rozmermi a = 2 cm, b = 4 cm, ¢ = 5 cm ma rovnaky povrch
ako kvader s rozmermi a = 4 ¢cm, b = 5 cm, ¢ = 2 cm. Plati uvedené
tvrdenie?

2. Peter v rozhovore so spoluziakmi tvrdi, ze kvader s dlzkami hran
vyjadrenymi ¢islami a, b, ¢ a kvader s dizkami hran vyjadrenymi inymi
¢islami d, e, f maja rozne objemy. Plati Petrove tvrdenie pre kazdé dva
kvadre s uvedenymi vlastnostami?

Prvi dulohu vyriesili spravne Strnésti Ziaci. Len jeden ziak uviedol ne-
spravnu odpoved bez zddvodnenia. Traja Ziaci uviedli zdovodnenie zalo-
zené na vypocte povrchu oboch kvadrov. Vsetci ostatni ziaci zalozili zdo-
vodnenie na uvahe, Ze druhy kvader ma rovnaké rozmery ako prvy kvéader,
len st inak oznacené. Pri rieSeni druhej dlohy boli uz ziaci menej Gspesni.
Len 8tyria ziaci uviedli, Zze Petrove tvrdenie nie je pravdivé. Traja z nich
sa pokisili aj o zddévodnenie svojej odpovede, ale ich vysvetlenie nemalo
racionéalny zéaklad. Snazili sa vyuzit analogicky postup ako v prvej ulohe
a tvrdili, ze kvadre sa liSia len ozna¢enim hran. Zvy$ni jedenasti Ziaci sa
domnievali, Ze Petrove tvrdenie je pravdivé. Na obr. 3 je uvedené nespravne
rieSenie vybraného ziaka.

2. Peter v rozhovore so spoluziakmi tvrdi, Zze kvader s dlzkami hran vyjadrenymi
gislami a, b, ¢ a kvader s dlzkami hran vyjadrenymi inymi &islami d, e, f maja
rézne objemy.

Plati Petrove tvrdenie pre kazdé dva kvadre s uvedenymi vlastnostami?

/
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Obr. 3 Ukazka nespravneho Zziackeho rieSenia

Ziakom evidentne chybala predstava, Ze aj kvadre s réznymi rozmermi
moézu mat rovnaky objem. Ziaden Ziak sa nepokisil pri zdévodiovani ne-
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pravdivosti vyroku vyuzit rozne rozklady prirodzeného ¢isla. Napriklad
kvader s rozmermi 1, 2, 36 ma rovnaky objem ako kvader s rozmermi 3,
4, 6. Uvedené postupy by mohol uéitel vyuZit pri analyze Ziackych rie-
Seni v triede a organizovani diskusie so Ziakmi s cielom napravit mylna
predstavu ziakov.

Druhy kontrolny zoznam obsahoval tri vyroky pojednéavajice o pome-
roch. Pri rozhodovani o ich pravdivostnej hodnote a zdévodnhovani odpo-
vedi mali Ziaci preukézat zru¢nosti pri praci s pomermi a porozumenie
vztahov pri deleni objektov na ¢asti.

1. Ak su dlzky tseciek AB a C'D v pomere 2 : 6, tak dlzka tsecky C'D
je trikrat vicsia ako dlzka tusecky AB. Plati uvedené tvrdenie?

2. Ak su dlzky usetick AB a CD v pomere 1 : 3 a dlzky use¢iek EF a
CD st v pomere 4 : 6, tak dlzka usecky EF je dvakrat vicsia ako dlzka
usecky AB. Plati uvedené tvrdenie?

3. Miro si na ovocnom napoji s objemom 1 liter precital, Zze voda a
ovocnd §tava s v pomere 3 : 2 a v ovocnej Stave st pomarancové Stava
a jablkova tava v pomere 1 : 3. Po kratkom zamysleni vyhlésil, Ze voda
a jablkova §tava st v pomere 3 : 3. Je Mirov zaver spravny?

Prva dlohu vyrieSili spravne vsetci Sestnasti ziaci. Pri zdévodnovani
7iaci najcastejsie upravili pomer 2 : 6 na 1 : 3 alebo si za dizky tseciek
zvolili konkrétne dizky 2 a 6. RieSenie druhej a tretej tlohy si vyzadovalo
porozumenie rozdielu pri spajani dvoch pomerov do postupného pomeru a
pri rozdeleni jednej casti celku na d'alsie ¢asti. Pri rieSenf druhej tlohy uz
ziaci neprejavili taka sebaistotu. Pravdivostnii hodnotu vyroku v druhej
tlohe vyhodnotilo spravne 9 ziakov, ale $tyria z nich nezdoévodnili svoju
odpoved. Pri zd6vodiiovani Ziaci znova najcastejdie vyuzivali konkrétne
dlzky useciek. Na ukazku uvadzame na obr. 4 netplné ziacke zdovodnenie
zaloZené na spravnej ivahe.

2. Ak st dizky aseciek AB a CD v pomere 1 : 3 a dizky useciek EF a CD si
v pomere 4 : 6, tak dizka tsecky EF je dvakrat vicsia ako dizka Gsecky AB.
Plati uvedené tvrdenie?

Vysvetlenie:

LA Aol L LAFLOAL Al T <4 Ap A adl

|
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Obr. 4 Ukazka netplného ziackeho rieSenia pri vytvarani postupného pomeru
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Viaceri ziaci neporozumeli spajanie dvoch pomerov do postupného po-
meru. Ucitelka este v rozhovore s autorom ¢lanku spomenula, Ze niektori
ziaci pri vytvarani postupného pomeru len s¢itaju dve ¢isla v pomeroch
(napr. zo suvisiacich pomerov 1 : 2 a 3 : 4 vytvoria postupny pomer
1:5:4). Tento druh chyby sa v riegeniach Ziakov nevyskytol. U viacerych
ziakov sa v8ak preukazalo neporozumenie postupného pomeru. Na obr. 5
je zobrazené nespravne rieSenie, v ktorom sa ziak bez tpravy jedného z po-
merov snazil vytvarat postupny pomer.

2. Ak st dizky aseciek AB a CD v pomere 1 : 3 a dizky useciek EF a CD si

Plati uvedené tvrdenie?
N\E

Vysvetlenie:

Obr. 5 Ukazka nespréavneho ziackeho rieSenia tlohy o pomere

3. Miro si na ovocnom napoji s objemom 1 liter precital, Ze voda a ovocna Stava si
v pomere 3 : 2 a v ovocnej Stave s pomarancova Stava a jablkova Stava v pomere
1: 3. Po kratkom zamysleni vyhlasil, ze voda a jablkova stava st v pomere 3 : 3.
Je Mirov zaver spravny?
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Obr. 6 Ukazka nespravneho ziackeho rieSenia tlohy pri porovnéavani ¢asti celku

Spravnu odpoved pri rieSeni tretej tlohy uviedlo osem Ziakov. Zdo-
vodnenie odpovede Ziaci ¢asto neuviedli, alebo len zapisali kvantitativne
vztahy zo zadania tlohy. Pri spravnych zdévodneniach traja Ziaci vycha-
dzali z Gvahy, Ze ak z mensej ovocnej ¢asti ndpoja zoberieme jednu cast,
tak nemoze byt rovnaké ako vacsia Gast tvorend vodou. Dvaja Ziaci rozde-
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lili v obrazku jeden liter ovocného napoja podla zadanych pomerov. Ziacke
vysledky poukazali na prekvapivé zistenie, Ze viaceri ziaci si neuvedomili,
7e ak voda predstavuje vacSiu ¢ast napoja a menSiu ovocnu ¢ast népoja
rozdelime na ¢asti, tak ziadna z tychto ¢asti neméze byt v napoji zasti-
pena rovnakym mnozstvom ako voda. Na ilustraciu uvddzame na obr. 6
jedno z nespravnych ziackych rieSeni.

Zaver

Opisované prostriedky formativneho hodnotenia mozu ucitelovi pomoct
identifikovat rozne nedostatky a zdroje neporozumenia, na ktoré potom
moze zareagovat eSte v priebehu vyucby. Pri téme Pomery zadala ucitelka
v triede aj listok pri odchode na sebahodnotenie ziakov. Vyskytli sa v iom
aj zaujimavé ziacke otazky. Napriklad jeden Ziak uviedol, Ze nerozumie,
pre¢o st pomery 2 : 1 a 1 : 2 rozdielne. Iny Ziak sa opytal, ¢i mézu byt
v pomeroch aj desatinné ¢isla. V takomto pripade by uéitel mohol Ziakom
dat za ulohu vytvorit postupny pomer, ak a : b=5:2ab:c=5:1.
Ak by mali premenné a, b, ¢ vyjadrovat napriklad po¢ty minci s réznymi
hodnotami, tak by pomer 12,5 : 5 : 1 mohol byt nahradeny pomerom
25:10: 2.

Potvrdilo sa, ze mnohi Ziaci na zékladnej skole nevedia presne vyjadro-
vat svoje matematické napady, vysvetlovat a zdovodiovat svoje rieSenia.
Preto by ucitelia mali pri hodnoteni Ziackych rieSeni podporovat a usmer-
novat Ziacku diskusiu. Pre pripad, Ze by sa v triede nevyskytli niektoré
typické ziacke chyby, u¢itel by mohol mat dopredu pripravené rieSenia s ty-
pickymi chybami Ziakov. U¢itel ich mozZe ziskat z literattry alebo zo svojej
skuasenosti z predchédzajiacej vyucby. Pre rozbor tychto rieSeni so ziakmi si
vie ucitel dopredu pripravit vhodni postupnost otazok a priklady. Pripra-
vené chybné rieSenia moze uéitel vyuzit na za¢iatku hodnotenia Ziackych
rieSeni pre vyprovokovanie ziackej diskusie a privedenie ziakov k argumen-
tom na zdoévodnenie nespravnosti rieSenia.

V ¢lanku su strucne vysvetlené zakladné charakteristiky formativneho
hodnotenia. Aby sme neuvéadzali len popis réznych diagnostickych pros-
triedkov, snaZzili sme sa uviest aj niekol'ko konkrétnych prikladov pre vy-
brané témy a na¢rtntut niektoré moZnosti ich vyuzitia. Ako uz bolo uve-
dené, zamerom formativneho hodnotenia je identifikovat a analyzovat as-
pekty a priebeh vyucby vzhladom na vytycené ciele a formovat nasledné
vyucdovanie. Preto by sa ucitel mal snaZzit nielen ziskavat informécie o uéeni
sa ziakov, ale ich aj vhodne vyuZit pre eliminaciu zistenych chyb a nedos-
tatkov a pre diferenciaciu vyucéby podl'a schopnosti Ziakov.
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Pod’ akovanie
Prispevok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0265/17 , Formativne
hodnotenie vo vyu¢be prirodnych vied, matematiky a informatiky*.

Literatura

(1]
2]
3l
(4]

5]
[6]
(7]
(8]

9
[10]

Black, P., Wiliam, D.: Inside the black box: Raising standards through
classroom assessment. Phi Delta Kappan, vol. 80 (1998), no. 2, p. 139-148.
Duckor, B., Holmberg, C.: Mastering Formative Assessment Moves, 7 High-
Leverage Practices to Advance Student Learning. ASCD, 2017.

Frei, N., Fisher, D.:. The Formative Assessment Action Plan. Practical
Steps to More Successful Teaching and Learning. ASCD, 2011.

Nusche, D., Radinger, T., Santiago, P., Shewbridge, C.: Synergies for Bet-
ter Learning, An International Perspective on Evaluation and Assessment.
OECD Reviews of Evaluation and Assessment in Education, OECD 2013.
Keeley, P.: Science Formative Assessment, 75 Practical Strategies for Lin-
king Assessment, Instruction, and Learning. Corwin Press, 2008.

Keeley, P., Tobey, Ch. R.: Mathematics Formative Assessment, 75 Practical
Strategies for Linking Assessment, Instruction, and Learning. Corwin, 2011.
Regier, N.: Book Two: 60 Formative Assessment Strategies. Regier Educati-
onal Resources, 2012.

Tobey, Ch. R., Arline, C. B.: Uncovering Student Thinking about Mathe-
matics in the Common Core, 25 Formative Assessment Probes. Corwin,
2014.

Wiliam, D.: Embedded Formative Assessment. Solution Tree Press, 2011.
The National Council of Teachers of Mathematics: Five “Key Strategies” for
Effective Formative Assessment. Association Drive, Reston, 2007. https:
//www.nctm.org/uploadedFiles/Research_and_Advocacy/research_
brief_and_clips/Research_brief_04_- _Five_Key%QOStrategies .pdf

Zajimavé matematické tlohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tuloh. Regenf novych tloh 263 a 264 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2020 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.
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Uloha 263
Najdéte vSechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé pfirozené
¢islo m nasledujici vlastnost: pokud oznacime dy, ds, ..., d, vSechny déli-
tele ¢isla m, plati f(d1) + f(d2) + ...+ f(d,) = m.
Pavel Caldabek
Uloha 264
Tti bohatyti bojuji s drakem Gorynyc¢em. Ilja Muromec kazdym svym
uderem mece setne drakovi polovinu jeho hlav a k tomu jesté jednu. Dob-
ryfia Nikiti¢ kazdym svym tderem odetne drakovi tfetinu jeho hlav a
k tomu jesté dvé. Aljosa Popovi¢ utne kazdym svym tderem drakovi ¢tvr-
tinu jeho hlav a k tomu jesté t¥i. Bohatyti bojuji s drakem v poradi, které
si sami zvoli. Pokud Zadny z bohatyri nemtZze utit drakovi hlavy (nebot
pocet hlav by nebyl celo¢iselny), Goryny¢ tii bohatyry sezere. Rozhod-
néte, zda bohatyii mohou stit v8echny hlavy draku Gorynycovi, ktery ma

|
29! hlav. pirevzato ze soutéZe Turnaj mést

Déle uvadime feseni tiloh 259 a 260, jejichz zadani jsme zvefejnili v prv-
nim ¢isle tohoto (29.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 259
Uréete predposledni &islici desitkového zapisu éisla 112920,
Viadimir Vanék

Resend. V nasledujici tabulce vypisme nékolik prvnich mocnin &sla 11.

n 1 2 3 4 5 6
11™ | 11 | 121 | 1331 | 14641 | 161051 | 1771561

Na jejim zékladé muzeme vyslovit hypotézu: Posledni ¢islice libovolné
mocniny ¢isla 11 je 1 a pokud pfedposledni ¢éislice n-té mocniny je a, potom
predposledni ¢islice nasledujici (n + 1)-mocniny je a + 1 (mod 10).

Tuto hypotézu nyni dokdZeme matematickou indukei. Z tabulky vidime,
7e toto tvrzeni plati plati pro n = 1 (a také pro n = 2,3,4,5). Nyni
predpokladejme, Ze n-t4 mocnina ¢isla 11 konéi &islici 1 a ma predposledni
¢islici a, plati tedy 11™ = 100b+10a+1, kde a je Cislice a b je celé nezadporné
¢islo. Potom

11" = 11" . 11 = (1000 + 10a + 1) - 11 = 100(11b + a) + 10(a + 1) + 1.
Odtud vidime, Ze posledni ¢&islici (n + 1)-mocniny je 1 a pokud a je &islice

mensi nez 9, potom posledni &islici tohoto ¢&isla je a + 1, pokud a = 9, tak
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posledni ¢&islici této mocniny je 0. V obou piipadech je tedy posledni &islici
(n+1)-mocniny &sla 11 &slice a+1 (mod 10). Podle principu matematické
indukce tak tvrzeni plati pro vSechna pfirozena ¢&isla n.

Jelikoz piedposledni &fslice ¢isla 111 je 1, z dokdzaného tvrzeni plyne,
ze predposledni ¢&islice ¢isla 11™ se shoduje s posledni ¢&islici ¢isla n. Proto
¢islo 112020 m3 piedposledni &islici stejnou jako je posledni &islice &isla
2020, tedy ¢islici 0.

Jiné Feseni. Podle binomické véty plati

112020 — (10 4 1)2020 —

2020 2020 2020
— 102020 102019 4 ... 102 104+ 1.
0 + 1 0 + -t 1998 0" + 1999 0+

Séitance posledniho souctu, které obsahuji mocniny desitky vétsi nez 1,
nemaji vliv na posledni a predposledni &islici dané mocniny. Odtud tak
vidime, Ze posledn{ ¢&islice této mocniny je 1 a jeji pfedposledni ¢&islice je
shodna s posledni ¢islici ¢isla (?838) = 2020, coz je 0.

Spravné teseni zaslal Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jdachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky a Piotr Kulisz ze ZSOT

v Lublinci (Polsko).

Uloha 260
Krychle ABCDA’B’C'D’ je slozena z osmi jednotkovych krychli. Kolika
zpusoby ji miZeme rozdélit na dvé souvislé ¢asti, které jsou také slozené
z jednotkovych krychli (jednotkové krychle v souvislych ¢astech sousedi
aspoi jednou celou sténou, na poradi ¢asti nezalezi)? (Oznacime-li jednot-
kové krychle podle vrcholti, které obsahuji, pak piikladem dvou rtznych
déleni jsou {A, A’}, {B,C,D,B',C',D'} a{B,B'}, {A,C,D,A’,C'", D'}
Tomds Holan

Reseni. Uvazujme nésledujici moznosti dle toho, kolik jednotkovych krychli
obsahuji uvazované souvislé ¢asti.

a) Jedna souvisla ¢ast obsahuje jednu jednotkovou krychli, druha ob-
sahuje (souvislych) 7 krychli. Souvisla ¢ast obsahujici jedinou jednotko-
vou krychli je jednozna¢né uréena vrcholem piivodni krychle 2 x 2. Kazda
krychle ma 8 vrcholu, takovych déleni tak bude pravé 8.

o
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b) Jedna souvisla ¢ast obsahuje dvé jednotkové krychle, zbyvajici sou-
visla ¢ast obsahuje 6 jednotkovych krychli. Dvé jednotkové krychle tvofi
souvislou ¢ast, pokud lezi u jedné hrany ptvodni krychle 2 x 2, zbyvaji-
cich 6 krychli pak také tvofi souvislou ¢ast. JelikoZz ma krychle 12 hran,
takovych déleni existuje pravé 12.

i

¢) Jedna souvisla ¢ast obsahuje tii krychle, druha 5 krychli. Souvisla
¢ast krychle slozena ze t¥i jednotkovych krychli lezi v jedné sténé ptvodni
krychle, tvoi{ pismeno ,L“ a je jednozna¢né urcena jednotkovou krychli
ve ,zlomu* pismena ,,L.“. Zbyvajicich p&t krychli pak nutné tvori také sou-
vislou ¢ast. Krychle ma 6 stén, kazda sténa ma 6 vrchol, proto souvislou
¢ast obsahujici 3 jednotkové krychle muzeme vybrat pravé 6 x 4 = 24

zpusoby.

d) KaZzda ze souvislych ¢asti obsahuje pravé 4 krychle. Nasledujici ahahy
déle rozdélime podle toho, jak k souvislé ¢asti slozené ze t¥i jednotkovych
krychli (podle pFedchazejiciho bodu tvoii ,L“ lezici v jedné sténé) piidame
¢tvrtou jednotkovou krychli.

(1) Ctvrtou jednotkovou krychli pridame ke koncové krychli ,L“ tak, Ze
vSechny ¢tyti krychle tvori sténu puvodni krychle 2 x 2. Potom zby-
vajici jednotkové krychle tvori také souvislou sténu pivodni krychle.
Tato souvisla ¢ast je jednozna¢né urcena sténou krychle. Krychle ma
6 stén, ovSem obé souvislé ¢asti jsou nerozliSitelné, proto existuji
celkem 6 : 2 = 3 takova rozdéleni krychle.

(i) Ctvrtou jednotkovou krychli pridame ke koncové krychli ,L¢ tak,
ze v8echny ¢tyti krychle tvori ,,prostorového hada‘“. Zbyvajici ¢tyfti
krychle tvor{ také souvislého ,hada“. Kazdy takovy ,had“ je jedno-
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znacné urcen prvni a posledni dvojici krychli, tyto dvojice urc¢uji mi-
mobézné hrany krychle. Krychle méa 12 hran, ke kazdé hrané existuji
pravé 4 mimobézné hrany (dale 4 riznobé&Zné a 3 rovnobézné), dvo-
jice mimobé&Zznych hran urc¢ujicich ,,hada“ jsou nerozlisitelné a vznikli
souvisli ,,prostorovi hadi“ jsou také nerozliSitelni, existuje tak celkem
(12-4) : (2-2) = 12 takovych rozdéleni krychle.

- =

(iii) Ctvrtou jednotkovou krychli pFidame ke stiedni krychle ,L¢. Zby-
vajici ¢tyfi krychle také tvori stejnou souvislou ¢ast. Kazda takova
¢tverice krychli je jednozna¢né uréena krychli ,,uprostied®, ktera svou
sténou souvisi s kazdou ze zbyvajicich t¥i krychli. Tato prostfedni
krychle je jednozna¢né urcena jednim vrcholem ptvodni krychle.
Krychle ma 8 vrcholid, dvé vzniklé ¢asti o 4 vrcholech jsou neroz-
lisitelné, existuji tak 8 : 2 = 4 takova déleni krychle.

P4

Pocet déleni krychle na souvislé ¢asti o ¢tyfech krychlich je tak roven
3+12+4=19.

Celkem proto existuje
8+12+24+19 =63

déleni krychle na dvé souvislé ¢asti.

Spravna feSeni zaslal Karol Gajdo§ z Trnavy. Netuplné feSeni zaslali
Anton Hndth z Moravan a Jozef Mészdros z Jelky.

Po uzavérce minulého ¢isla jesté redakce obdrzela spravna reSeni uloh
257 a 258 od Jozefa Mészdarose z Jelky.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Rezonanc¢ni kiivka — portrét
oscilatoru

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

U¢ivo o mechanickém kmitani a vlnéni ma v ucéebnicich zpravidla tra-
di¢ni uspotradani, pii kterém vyklad postupuje od volného kmitani os-
cilatoru bez tlumeni, pres tlumené kmitani k nucenému kmitéani, kdy na
oscilator piisobi vnéjsi sila s harmonickym pribéhem. Vyklad tohoto uciva
na stfedni 8kole se soustfedi hlavné na netlumeny oscilator s cilem, popsat
¢asovy prib&h harmonického kmitani a urcit klicové veli¢iny kmitavého
pohybu, predevs§im zavislost periody, popf. frekvence kmitani na para-
metrech oscilatoru. Nejméné pozornosti je obvykle vénovano nucenému

Poznatky o nuceném mechanickém kmitani mizeme povazovat za pre-
koncept uciva o elektromagnetickém kmitani, jehoz struktura je odlisné.
Jednim z nejdilezitéjsich témat uciva elektromagnetismu jsou totiz po-
znatky o stf¥idavych proudech, které jsou vlastné nucenym kmitanim elek-
trickych obvodi s riznymi parametry. Teprve v zavéru uciva elektromag-
netismu se dospivé k oscilaénimu obvodu jako objektu, ktery volné kmita
s thlovou frekvenci ur¢enou jeho parametry. Tato koncepce uéiva o elek-
tromagnetickém kmitadni ma moznéa historické koteny, kdy se poznatky
o stfidavych proudech vztahovaly predevsim k fyzikalnim zakladim ener-
getiky, a oscilaéni obvod se dostal ,na potrad dne“ pozdéji v souvislosti
s vyvojem radiotechniky. V kazdém piipadé je v tomto uéivu zcela klico-
vym poznatkem jev rezonance, ktery méa vyznamny piesah i do dalSich
oblasti fyziky.
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Vyklad rezonance ve stfedoskolskych ucebnicich je prevazné kvalita-
tivni, kdy se jen konstatuje, Ze rezonance, ¢ili nucené kmitani s maximalni
amplitudou vzniké p¥i shodé thlové frekvence w nucenych kmitt s vlastni
thlovou frekvenci oscilatoru wg. Tento poznatek je dokumentovan rezo-
nancni krivkou, coz je amplitudovd frekvencni charakteristika oscildtoru.
Je zobrazena jako zavislost amplitudy vychylky v, oscilatoru na dhlové
frekvenci nuceného kmitani: y,, = f(w). Graf rezonanc¢ni kiivky nema
trivialni prabsh a v uebnich textech (nejen stfedoskolskych, jak se lze
presvédéit na webu) se setkdvame s rezonan¢énimi kiivkami nakreslenymi
,od ruky*, takze ¢asto ani neodpovidaji realité, popf. se autofi u¢ebniho
textu zobrazeni rezonan¢ni kiivky radéji vyhnou.

Nastup ,,po¢itacové éry* vyrazné napomohl k feSeni tohoto problému
a tak prvni, zcela korektni vyobrazeni v naSich stfedoskolskych ucebnicich
najdeme a7 v 3. piepracovaném vydani ucebnice [1] (obr. 1), kde vyob-
razeni vytvoril programem METAPOST P. Sedivy. Text uebnice je také
prvnim krokem ke kvantitativnimu popisu rezonance mechanického osci-
latoru na stfedoskolské arovni. Pro jednoduchost je v u€ebnici [1] feSena
jen rezonance idealniho mechanického oscilatoru bez tlumeni. V tomto pfi-
spévku ukazeme dalsi moznosti podrobnéjsitho sezndmeni s rezonanci na
stfedoskolské tirovni, tzn. s pouzitim matematického aparatu dostupného
zakovi stfedni Skoly.

0 05 i 15 2 o
wQ
Obr. 1 Rezonanéni kfivka mechanického oscilatoru

Rezonance mechanického oscilatoru

Dalsim krokem ke kvantitativnimu vykladu kmitavého pohybu mecha-
nického oscilatoru je posledni vydani uéebnice Mechanické kmitani a vl-
néni [2]. V rozsifujicim ucivu na CD je vyloZena pohybova rovnice tlume-
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ného kmitan{ pruzinového oscilatoru, v niz b je konstanta odporu prostiedi,
tzn. zavislosti odporové sily na rychlosti kmitavého pohybu (Stokesiiv za-
kon),

ma = —ky — bv,

a pohybova rovnice nuceného kmitani netlumeného oscilatoru
ma = —ky + Fp, sinwt.
Tyto rovnice upravime jako rovnici nuceného kmitdni tlumeného oscildtoru

k

FII’I .
a+ —v+ —y=—sinwt.
m m m

Tlumené kmitani charakterizuje soucinitel tlument &, pro ktery plati
b
=5

a podil parametra oscilatoru k a m urcuje vlastni whlovou frekvenci wq

oscilatoru
|k
W = —.
m

Fun
a+ 260+ wiy = — sinwt (1)
m

Rovnici upravime

a do upravené rovnice dosadime za jednotlivé kinematické veli¢iny jejich
Casoveé zavislosti (viz [2, s. 23, tab. 1-3]). Doplnime pfedpoklad, ze v zavis-
losti na frekvenci nuceného kmiténi se bude ménit také faze ¢ téchto veli¢in
vzhledem k sile, ktera kmitani oscilatoru vynucuje. Dostaneme rovnici

F,
—w2ym sin(wt + @) + 20wy cos(Wt + ) + waym sin(wt + @) = —= sin wt.
m

Tato rovnice plati pro v8echna t, takze ji miZeme zjednodusit feSenim pro
dva konkrétni ¢asové okamziky t1 a to, které zvolime tak, ze plati:

a) (wty +¢) =0 = wt; = —g,

b) (wio +¢) =T =wty =5 —¢.
Dosazenim hodnot okamzitych fazi wt, a wty do rovnice nuceného kmiténi
ziskdme pro zvolené ¢asové okamziky rovnice:

F,
pro ti: 20wy, = —— sin g,
m

F
pro t2:  — W Ym + WoYm = Hm cos .

Matematika — fyzika — informatika 29 (3) 2020 203



Sec¢teme druhé mocniny téchto rovnic a po tpravé ziskame vztah pro am-
plitudu vijchylky nucengch kmitid v zavislosti na thlové frekvenci nuceného
kmitéani: r )

- 2 2)2 2 (2)
m /(g —w?)? + (20w)

Veli¢ina Fy, je velikost sily, jejimz ptisobenim se téleso oscilatoru pfi w = 0
(oscilator nekmité) vychyli z rovnovazné polohy do vzdalenosti Y. V pii-
padé pruZinového oscilatoru, jehoZ pruzina se deformuje podle Hookeova
zékona, plati

Ym =

F F,
Ymo k
Délenim rovnic pro t; a to najdeme také vztah pro zéavislost faze (tgy)

veli¢in nuceného kmitani na frekvenci (fdzovd frekvenéni charakteristika):

20w
tg‘p’cﬂ—wg' (3)
Na zakladé vztahu (2) byl vytvoren model M4.2 na CD k ucebnici [2], ktery
pomoci tabulkového procesoru MS Office Excel, popt. LibreOffice Calc
umoziuje podrobnéji se seznamit s pribéhem rezonancénich kfivek t¥{ me-
chanickych oscilatort a vlivu tlumeni na tvar rezonanéni k¥ivky (obr. 2).")

V tomto prispévku ukazeme, jaké dalsi informace o oscilatoru lze z re-
zonan¢ni kiivky vy¢ist a jak v praxi slouzi k jeho celkové charakteristice.
K tomu si zavedeme vedle jiz zminénych veli¢in dalsi, souhrnnou veli¢inu —
cinitel jakosti oscildtoru (. Hodnota ¢initele jakosti vyplyvé z tvah o pfe-
ménéch energie v oscilatoru s tlumenim a zahrnuje v jedné fyzikalni veli-
¢iné jak thlovou frekvenci vlastniho kmitani wy, tak soudinitel tlumeni §.
Cinitel jakosti je tésné spjat s tvarem rezonanéni kiivky: 1. s vyskou rezo-
nanc¢ni kfivky, 2. se §itkou rezonané¢ni kfivky. Dalsi tivahy se budou tykat
oscilatoru s malym tlumenim (6 < wp).

1. Vyska rezonanéni kiivky odpovida maximélni amplitudé ymye, pii
thlové frekvenci w = wp a ¢initel jakosti je definovan jako pomér této
amplitudy a vychylky oscilatoru y,o pii thlové frekvenci w = 0. Dosazenim
do vztahu (2) urc¢ime ¢initel jakosti @

Fy 1

mrez m Wi k ]‘
Q= Y 26wo wo (4)

Ymo B FT’" N EQ(SMQ N 27(5

DV popisu modelu na CD se vyskytla tiskova chyba, kterou je tieba opravit podle
vztahu (2).
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Rezonancni kFivka
EA
5
£ /\
=4
(1]
t 3
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£
m 2
=
=
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Obr. 2 Rezonanéni kiivky oscilatort s riznym tlumenim

Cinitel jakosti je tedy v podstaté zesilovaci ¢initel oscilatoru. Urcéuje, ko-
likrat vétsi je amplituda kmitt pfi rezonanci, nez vychylka ymo: Ymrez =
= QYmo-

2. Cinitel jakosti charakterizuje ztraty energie oscilatoru zpusobené tlu-
menim. Pro definici ¢initele jakosti je zvoleno zmengeni maximalni energie
FE.e,, kterou ma oscilator pii rezonané¢ni frekvenci wg, na poloviéni hod-
notu E = Ey¢,/2. Vzhledem ke tvaru rezonanéni kiivky muZze mit oscilator
polovi¢ni energii pfi dvou thlovych frekvencich wy < wp a ws > wy. Pro
maximalni energii oscilatoru pii rezonanc¢ni frekvenci plati

1 1
_ 2 _ 2,2
Erez - Emvmrez - imwoymrez'
Pfi malém tlumeni je rezonan¢ni kiivka v okoli rezonan¢ni frekvence wy
pomérné strmé a thlové frekvence wy a wsy, pfi nichz je energie oscilatoru
poloviéni, se od rezonanéni frekvence pfili§ nelisi: wy 2 = w1 = we =~ wp.
Pro polovi¢n{ energii tedy plati
1 2 Ymrez

11 .
imw1,2y12nl,2 = §§mw(2)y3nrcz = Ymi1,2 = \@ = 0a7ymrcz~

Hodnotu soucinitele tlumeni § uré¢ime tpravou vyrazu pod odmocninou ve
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vztahu (2) pro pfipad, ze w2 = wy:

\/(wg - w%,Z)Q + (25(*)1,2)2 == \/i . 2(5&}1727
(wh — wi2)2 + (26w1 2)? = 8520.;%27

(LUO + UJ172)2(W0 — OJ172)2 = 452(4}%2.

KdyZ prihlédneme k blizkosti hodnot thlovych frekvenci, dostaneme pro

rozdil frekvenci
Aw

27

kde Aw = wy — w1 = 20 je $ifka rezonancni kiivky na trovni amplitudy
Ym = 0,7Ymres- Soucinitel tlumeni oscilatoru je tedy roven poloviné sitky
rezonan¢ni k¥ivky. Srovnanim se vztahem (2) upravime vztah pro ¢initele
jakosti

wo +W172 =4§=

wo Wo
@= 20 Aw’

Pro ovéreni charakteristik oscilatort na zakladé tvaru rezonanéni kiivky
jsou k piispévku priloZzeny jednoduché modely vytvorené programem
MS Excel, kterymi jsou rozsifeny modely na CD k ucebnici [2]. Model rezo-
nance mechanického oscilatoru (RezM) tvofi s navazujicim modelem rezo-
nance elektromagnetického oscilatoru RLC (RezE) spolefny seSit
dostupny z http://www.mfi.upol.cz/files/29/2903/rezonance.xlsx.
Zpétné lze nékteré ziskané poznatky ovérit modely na CD.

Tvar rezonan¢ni kfivky je v modelu RezM ménitelny nastavenim hod-
noty soucinitele tlumeni pomoci posuvniku. Model je v8ak otevieny a za-
jemece si mize ménit i dalsi vstupni veli¢iny modelu. Pomoci tohoto modelu
byla ziskana rezonanéni kiivka na obr. 3a (na ose x je thlova frekvence w,
kdezto na dalsich grafech je na ose z relativni hodnota w/wy).

Pro srovnani je v grafu také rezonan¢ni kiivka amplitudy rychlosti kmi-
tani oscilatoru (zobrazeny jsou hodnoty 0,1v,). Graf odpovida vztahu
Um = Ymw, ktery upravime na tvar

1 _ Fa (5)

Fin
Um = YmW = — .
" o) var om0

Odtud vyplyva celkem samoziejmy poznatek patrny z grafu. Na rozdil od
vychylky je pii w = 0, kdy oscilator nekmita, rychlost vzdy nulova.
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Pozornost vénujeme také rezonanéni thlové frekvenci oscilatoru. Z obr. 3a
bychom soudili, Ze rezonan¢ni k¥ivky vychylky i rychlosti maji maximum
pri stejné rezonan¢ni frekvenci. Z teorie v8ak vyplyva, Ze rezonance vy-
chylky nuceného kmiténi nastéava pii ahlové frekvenci

— /2
Wrezy — wy — 2527

kdezto k rezonanci rychlosti dochazi vzdy pii vlastni tihlové frekvenci ne-
tlumeného kmitani: wye,y = wo.?) To je ovSem patrné teprve pii vétSim
tlumeni oscilatoru (obr. 3b). V technické praxi, zejména u elektromagne-
tickych oscilatort se vSak vesmés fesi kmitani s malym tlumenim, kdy je
rozdil mezi rezonan¢nimi frekvencemi analogickych veli¢in zanedbatelny.

Ym (m) S L e Ym (m)
0,17,y (m/3) kivki oru 0,1v, (m/s)
600 140

| =
RETZacEux aRtIaEy b A NG

: /\ SR \
TN - —

————

=Ty

00 5.0 100 150 200 00 02 04 0 08 10 12 14 16 18 20

a —— amplituda vichylky  ———amplituda rychlosti  — 07ym @ (rad/s) b D amplituda rychlosti  —— 0,7ym @@

Obr. 3 Rezonanéni kiivky pifi hodnoté Q: a) 10, b) 2,4

Obdobné ziskame pomoci vztahu (3) fazovou frekvenéni charakteristiku.
Musime si vSak uvédomit, ze pfi dosazeni rezonance se zméni znaménko
vyrazu ve jmenovateli a nejvétsi zaporna hodnota tg ¢ se skokem zméni
v nejvétsi kladnou hodnou. To neodpovida realité spojité probihajictho
déje pifi zménach frekvence. Souladu se skute¢nymi zménami faze dosah-
neme, kdyz v modelu RezM k prvni kladné hodnoté ¢ pfi¢teme (—n). Na
obr. 4 jsou fazové frekvenéni charakteristiky pro oscilatory se stejnymi ¢i-
niteli jakosti jako na obr. 3 (pro nézornost je faze vyjadiena ve stupnich).
Vidime, Ze faze ¢ méa pii rezonanci hodnotu —n/2 (—90°) a p¥i nizsich,
popf. vyssich frekvencich se tento tthel zmensuje, popf. zvétsuje.

2)Vyraz pod odmocninou v rovnici (2) mé& nejmensi hodnotu, kdyZz jeho derivace

d/dw je rovna nule:
w(w2 70.13 +262) =0 = Wrez = \/wg + 262,

Z derivace obdobného vyrazu v rovnici (5) plyne: wre; = wo.
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Dobre je to patrné na ¢asovych diagramech nuceného kmitéani, vytvore-
nych pomoci modelu M4.1 na CD k uéebnici [2]. Tento model v podstaté
predstavuje prechodny dé&j, kdy na oscilator v pocate¢nim okamziku zacne
plsobit harmonicky proménné sfla. Ptisobenim vnéjsi sily dochézi ke sko-
kové zméné stavu oscilatoru, coZ se projevi tim, Ze vznikne slozené kmitéani,
které je superpozici vlastniho tlumeného kmitani s frekvenci uréenou pa-
rametry oscilatoru a nuceného kmitani s frekvenci budici sily s konstantni
amplitudou. Fazovy posun sily a vychylky odpovidajici teorii pozorujeme
az po utlumeni vlastnfho kmitani oscilatoru. Proto ¢asové diagramy na
obr. 5 neza¢inaji v pocateénim ¢asovém okamziku.

Fézova frekvenéni charakteristika Fézova frekventni charakteristika

o o5 1 15 @@, 20 o . 1o 15 @@, 2o
30 E

\ N\
-20
-120 \ -120 \

-180

Obr. 4 Fazové frekvenéni charakteristiky pfi hodnoté @Q: a) 10, b) 2,4

Fézovy posun sily F, a okamiité vychylky y Fazovy posun sily F a okamiité vyehylkyy Fézovy posun sily F, a okamiité vychylky y
2 5 2
By Ey Ey
14 R L1 | 4 R PVl P o W -
N 4NN VY A I
o 01 o
7 f & 1 1 1 A k A 9 A A 57
14— A\ 2 1 V
T A - 4 M=V 2V Y SV =
t(s) tls)
=2 - =
a —F —y b —F —y [o} —F —y

Obr. 5 Casové diagramy nucencho kmitani pri: a) w < wo; b) w = wo; €) w > wo

Obdobny pribéh mé fazova frekvencéni charakteristika pro vzajemny
fazovy posun vychylky a rychlosti, Jeji prubéh je dan vzhledem k fazovému
rozdilu vychylky a rychlosti (Ap = 1/2) reciprokou hodnotou vztahu (3):

1 22 mw-Ek
w? —w§ o (©)

tep 20w b

tgy =

Tato charakteristika mé obraceny priibéh nez charakteristiky na obr. 4.
Jejim pocateénim bodem je faze —1/2 a pfi rezonanci mé vychylka i rych-
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lost oscilatoru stejnou fazi. K tomuto poznatku se vratime u elektromag-
netického oscilatoru, kde je nazornéji patrny jeho fyzikdlni vyznam.

K ukézce uziti rezonanéni kifivky jako portrétu oscilatoru, ze kterého lze
vy¢ist vSechny jeho charakteristické vlastnosti, vyuzijeme obr. 3a. Hodnoty
veli¢in v modelu RezM jsou pro nazornost ponékud idealizované, takze
prakticka realizace pruzinového oscilatoru s témito parametry by asi ne-
byla jednoducha. Vyjdeme z predpokladu, ze znadme hmotnost oscilatoru:
m = 0,2 kg. To umoziiuje uréit z rezonanéni kfivky nésledujici charakte-
ristické veli¢iny — wy, k, Fy, Q, 0, b:

a) wo = 10rad -s~1,
b) k =mw?2 =20N-m~1,
¢) Ymo = 0,5 m = Fjy = kymo = 10N,

[oW)

) Ymrez = Sm = Q = ymrez/ymo = 10;
§=42 =5 =05s"",
b

e) 2 20
f) b=26m =0,2kg-s L.

Elektromagneticky oscilator

Rezonanéni kiivka mechanického oscildtoru nas nazorné seznamuje s cha-
rakteristikami, které jsou obdobné u oscilatori z jinych oblasti fyziky. Pro
technickou praxi je dilezita zejména znalost rezonanéni k¥ivky elektromag-
netického oscilatoru. V udivu fyziky je zdkladnim reprezentantem tohoto
typu oscilatort obvod stfidavého proudu s obvodovymi prvky R, L, C spo-
jenymi v sérii (obr. 6a), ktery je pfipojen ke zdroji harmonického napéti
u = Upo sin wt.

U, A
Up L
__________ U
|
u I
ur 0 d S
I Ug
ucy
uc
_____ y b

Obr. 6 Obvod s RLC v sérii
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Rovnici nuceného kmitani obvodu s RLC' v sérii je 2. Kirchhoffuv zakon
pro tento elektricky obvod, pii jehoz zapisu uplatnime fazorovy diagram
na obr. 6b:

U+ Ur+Uz=U

Ai
L—Z + Ri + g _ mo Sin wt.

At C
Rovnici upravime do tvaru
A R 1
St — =29 sin wt

a srovname ji s rovnici (1). VyuZijeme znamé analogie mezi mechanic-
kymi a elektromagnetickymi oscilatory (vi_z rozgifujici uéivo na CD k uceb-
nici [3, ¢l. R7.2, Tab. R7-1]), kde a ~ %, v ~ i (v diferencidlnim tvaru

2 . 2
a= % ~ % = %, v = %’ ~7= %). Ziskame rovnici
Ai Umo
— 4200+ wiqg = == sinwt,
A RO =
ve které R .
d=— a wi=—.
2L °T e

Nyni uz snadno napiSeme vztah pro zmény amplitudy naboje na kon-
denzatoru, popf. napéti na kondenzatoru a proudu v obvodu p#i riznych
hodnotach dhlové frekvence napéti zdroje nuceného kmiténi:

Umo 1

"L P+ e
U. — qu _ Umo 1 - UJ%
"TO T LO Bt (20w (W - et (200)F
Im = W = U, 0 w

m
L =P + @0w)

Vztah pro amplitudu proudu dale upravime tak, ze veli¢iny w a L pfe-
vedeme do vyrazu pod odmocninou a po upravéich ziskime znamy vztah,
ktery vyjadfuje Ohmuiv zékon pro obvod s RLC' v sérii:

I _ UmO _ UmO
m — 5 - VA .
VwL— ) + R
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Pro zavislost impedance Z na frekvenci budiciho napéti tedy plati

1\2
Z=1/(wl - — 2,
(w C) + R

w

Zbyvé jesté nalézt vztah pro fazovou frekvenéni charakteristiku. Ziskdme
ji bud standardnim postupem z fazorového diagramu na obr. 6b, nebo
jednoduse na zakladé analogii s mechanickym oscilatorem ,pfekladem*
vztahu (6):

tgp = R

Frekven¢ni charakteristiky v8ech uvedenych veli¢in jsou na obr. 7. Rezo-
nanéni kiivka napéti (obr. 7a) je grafem amplitudy napéti na konden-
zatoru. V klidovém stavu (w = 0) se kondenzator nabije na napéti Uy,
obvodem neprotéka proud, rezonané¢ni kiivka proudu (obr. 7b) za¢ina u nu-
lové hodnoty. Impedance obvodu Z — oo, takze pocatecni bod frekvenéni
charakteristiky impedance (obr. 7¢) nelze zobrazit.

Rezonanéni kfivka oscilatoru RLC Rezonantni kfivka oscilatoru RLC

Un(v) (amplituda napéti) o) (amplituda proudu)

N 005
10 / // \\\
o T 000 =amul
00 02 04 06 08 10 12 14 1§ 18 20
o 100 200 300 400 s00 600
a  (radfs) b o/
Z(Q) Frekvenénizavislostimpedance Z scilatoru RLC o0 cl istikafazovéhop Ual
1000 120
00
w] = p—
\ y

)
c oo 050 100 150 2,00

wa, 290 d 0

Obr. 7 Frekven¢ni charakteristiky oscilatoru RLC
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Z frekvenéni fazové charakteristiky (obr. 7d) je zfejmé, Ze v pocate¢nim
okamziku mé napéti na kondenzatoru fazi ¢ = —n/2. Dobfe je to pa-
trné z fazorového diagramu obvodu RLC pro p¥ipad, kdy proud v obvodu
I =0atedy Ur =0, takze Uco = U. Pfi postupném zvétsovani frekvence
se napéti za proudem zpoZduje a faze se nejprve zvolna, ale v blizkosti
rezonan¢ni frekvence rychle zmensuje. Pfi rezonanci maji fazory Uc a Up,
opacnou fazi, impedance Z = R a fazovy rozdil napéti a proudu je nulovy.
Pii vyssich frekvencich napéti proud pfedbiha (viz obr. 6b) a jeho faze
= —n/2.

Cinitel jakosti @ elektromagnetického oscilatoru uréime stejnym zpuso-
bem jako u mechanického oscilatoru z rezonanéni kiivky napéti (obr. 7a):

Q = Umrez/UmO~

Ponévadz Upye, = ImLwg a Uy = I R, bude

o L(.UO o \/L/C - ZO

@= R R R’
Veli¢ina Zy je charakteristickd impedance elektromagnetického oscilatoru.
Jeji fyzikalni vyznam spoc¢iva v tom, ze predstavuje ,zésobu‘ energie v os-
cilatoru, kdezto rezistance R urcuje, jaka Cast této energie se v pribéhu
periody kmitu pFeméni na jinou formu energie (disipace energie) a pied-
stavuje ztratu energie. PonévadZ soucinitel tlumeni § = R/2L, dosp&jeme
ke stejnému vyrazu pro Cinitele jakosti jako u mechanického oscilatoru

Wo wWo

@= 20 Aw’
Pro hodnoceni vlastnosti elektromagnetického oscilatoru je dilezita zejména
siika rezonanéni kiivky Aw na drovni U,/ V2, popt. I, / V2. V elektro-
technice, v teorii prenosu signalt se tento pokles oznacuje jako utlum a.
Vyjadiuje se v logaritmické mitfe v jednotkach dB. Uréime ho jako pomér
vykonu pfi rezonanci P, = U Iy a jeho poklesu na hodnotu P, /2:

PI‘GZ
=101 = 3dB.
ap 0log (Prez/2> 3

Siika rezonanéni kfivky predstavuje vybérovost, ¢ili selektivnost oscilatoru.

Tim je dana schopnost oscilatoru z kmitani dvou blizkych frekvenci jedno
zesilit a druhé potlacit.
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Zavér

V prispévku jsme ukézali, jak miZzeme vyuzit standardni programové
vybaveni pocitace v podobé programu MS Excel k praktickému sezna-
meni s vlastnostmi rezonancnich kiivek, které jsou vyznamnym portrétem
mechanickych a elektromagnetickych oscilatorti. Uréeni parametrii elek-
tromagnetického oscilatoru z konkrétni rezonanéni kfivky na obr. 7a po-
nechame na ¢tenaii (vychozi hodnotou je indukénost civky L = 1,1 H). Pro
zéjemce o podrobnéjsi seznameni s problematikou nuceného kmitani elek-
tromagnetickych oscilatora v SirSich souvislostech lze doporuéit studijni
text FO [4] s mnoZstvim skvélych vyobrazeni frekven¢nich charakteristik,
ktera vytvoril autor publikace.
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Odvozeni 1. kosmické rychlosti

JIRI KADANKA

Stiedni §kola informatiky, elektrotechniky a femesel, Roznov pod Radho$tém

Definice prvni kosmické rychlosti je jednozna¢na a znamé. Jedné se
o rychlost, kterou mé obéZnice Zemé (nebo jakéhokoli velkého vesmirného
télesa tvaru koule) na kruhové ob&zné draze v zanedbatelné vysce nad jejim
povrchem. V uéebnicich stFedoskolské fyziky je pro Zemi nej¢astéji uvadéna
zaokrouhlena hodnota v; = 7,9km-s~! (viz napt. [1]). V nésledujicim textu

je uvedeno 5 rtznych odvozeni této rychlosti.
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1. Pomoci dostiedivé sily

Jde o klasické stredoskolské odvozeni vztahu pro prvni kosmickou rych-
lost. Obecné je pri¢inou rovnomérného pohybu po kruznici tzv. dostredivéa
sila F4o. Tato sila je v pripadé obéznic planety gravita¢ni silou, kterou
Zemé piusobi na obéznici pii jejim pohybu. Pro velikost gravitacni sily
plati Newtoniiv gravita¢ni zdkon ve znamém tvaru:

mM
F=Ch

kde m je hmotnost obéznice, M hmotnost Zemé, R polomér Zemé a G
gravitaéni konstanta.

!

Protoze je tato sila silou dostfedivou, lze ji vyjadfit i z obecného vzorce
pro velikost dostiedivé sily:

mv2

F= R
Porovnanim obou vztahti dostavame pro velikost 1. kosmické rychlosti
znamy vztah:
GM

v = h——

R

2. Pomoci Pythagorovy véty

Let kolem planety si lze v pribéhu velmi kratkého ¢asového okamziku
T predstavit jako zvlastni pfipad vodorovného vrhu. Zemé v prubéhu letu
obéznice diky své kulatosti jakoby ,,uhyba“ pod letici obéznici. Svislou
slozkou vodorovného vrhu je volny pad. Jde o to, aby draha h volného
padu béhem doby T piesné odpovidala ,,uhybani“ Zemé, ke kterému dojde
na draze L uraZené obé&Znici za tuto dobu T'.
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Draha L ve vodorovném sméru je vlastné draha urazena 1. kosmickou
rychlosti:

L:vlT
L
=
B

A
=
I
- >

V pravotuhlém trojthelniku ASB plati Pythagorova véta ve tvaru:
L? +(R—h)? = R?

Po dosazeni za h (volny pad) a L dostéavame:

2 L o2 2

(nT)*+ (R— EgT =R
1
v3T? + R? — RgT? + 1gT4 = R?

V limitnim piipadé T — 0 lze ¢len se 4. mocninou ¢asu T zanedbat a
vychézi:

v3T? — RgT? =0

T?(vi — Rg) =0
Tato rovnost plati v piipadé, ze v1 = /Rg. Po dosazeni vztahu

M
grRa; =G Vo2
(viz napf. [1, s. 134]) a upravé pak dostavame pro velikost rychlosti v; opét
znamy vztah:

GM
v = —_—

R
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3. Pomoci goniometrickych funkci

Tento zptuisob je variantou pfedchoziho odvozeni. Po dosazeni za h (dréha
volného padu za dobu T') vychazi v pravouhlém trojthelniku ASB pro ko-
sinus uhlu ¢:

R—h R-—1igT? gT?
YT TR R T 9R
L
< \

B
A
=
|
Qw
e

Pro sinus thlu ¢ plati znamy vzorec sinp = /1 — cos? p. Dosadime-li

za cos p, dostavame:
T2\?
singo:\/l— (1—92]%)

Po umocnéni zavorky a zanedbani ¢lenu s T4 (v limitnim p¥ipads T — 0)

vychazi:
. g
—71./Z
singp =1

ProT — 0 platii ¢ — 0 a déle singp — . Pro délku L oblouku (draha
obé&znice za dobu T') vychazi:

LzRgszT,/%:T\/Rg

Pro velikost rychlosti pak po dosazeni za gravitaéni zrychleni (viz pfedchozi

odvozeni) vyjde:
L GM
=g = VI
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4. Pomoci volného padu do stfedu Zemé

Je-li v télese tvaru koule soustifedna kulova dutina, je vysledna gra-
vita¢ni sila kdekoli uvnit¥ této dutiny nulova. Totéz plati i pro gravitaéni
zrychleni uvnitf této dutiny. Urcujeme-li gravita¢ni zrychleni v misté vzda-
leném x od stfedu planety, nemusime vrstvu nad uvazovanym mistem (ja-
kousi ,,slupku”) uvazovat a gravita¢ni zrychleni pak pocitame jako zrych-
leni na povrchu koule o poloméru x soustiedné se Zemi. Pro hmotnost m
takové koule lze odvodit vztah:

33
"= (R) M,
kde R je polomér Zemé a M jeji hmotnost.

Pro velikost gravitaéniho zrychleni g v misté vzdaleném z od stfedu
Zemé pak po tpravé dostavame:

m M

Padé-li téleso hypotetickou Sachtou prorazenou Zemi pres jeji stied,
je zrychleni tohoto padu rovno pravé tomuto gravitaénimu zrychleni. Veli-
kost tohoto zrychleni je pfimo-umérné vzdélenosti x. Zrychleni je souc¢asné
rovno druhé derivaci vzdélenosti x podle ¢asu. Plati tedy:

M
a po upraveé
M

Jde o diferencialni rovnici harmonického pohybu s tthlovou frekvenci w.
Téleso se tedy pii pohybu Sachtou pohybuje harmonickym pohybem s am-
plitudou R a uhlovou frekvenci w, pro kterou plati:

M

R3

Pro maximalni velikost v rychlosti harmonického pohybu (v tomto p¥ipadé
jde o rychlost ve stfedu Zeme) pak plati:

w=1/G

M
v =wR = G—

R

coz je opét zndmy vztah pro prvni kosmickou rychlost.
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5. Pomoci zdkona zachovani mechanické energie

Toto odvozen{ je variantou pfedchoziho postupu — volného padu z po-
vrchu Zemé do hypotetické Sachty pies zemsky stfed. Nulovou hladinu
potencidlni energie umistime do stfedu Zemé. Téleso na povrchu Zemé ma
nulovou kinetickou energii. Potencialni energii na povrchu Zemé uréime
jako mechanickou préaci potfebnou k ,,vyneseni“ télesa ze stfedu Zemé na
jeji povrch. Protoze se v prubéhu tohoto déje méni hodnota gravita¢niho
zrychleni, po¢itame potencialni energii integralem.

Pro diferencial potencidlni energie plati:
dE, = dW = Fydz = mgdzx = mG%
Vztah pro gravitaéni zrychleni ¢ = G %m ve vzdélenosti z od stfedu Zemé
byl odvozen vyse.

Potencialni energii na zemském povrchu pak uréime pomoci ur¢itého

integralu:
R R
M GmM
E, = dE, = mG—rdr = ———
=], B0 = [ megeds = S5
Kineticka energie télesa padajiciho Sachtou je ve stfedu Zemé Fy = %va.
Celkova energie padajiciho télesa je na povrchu Zemé urcena jen jeho po-
tencialni energii (kinetickd je nulova) a celkova energie ve stfedu Zemé je
zase urcena jen energii kinetickou — zde je nulova energie potencialni. Ze
zékona zachovani mechanické energie potom vyplyva:
s GmM

1
Ek—Ep:>§m'U —W

7 této rovnosti pak vyjadiime rychlost ve stfedu Zemé:

rdx

GM
R i

coz je opét vztah pro prvni kosmickou rychlost.

V=01 =

Pozndmka: VSechna odvozeni plati beze zmény pro jakkoliv velké vesmirné
téleso, které ma kulovy tvar.

Reference
[1] Swoboda, E. a kol.: Fyzika pro gymnazia. Mechanika. Prometheus, Praha,

2013.
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Pocitacové simulace PhET
ve vyuce fyziky na gymnéaziu

ZDENEK PUCHOLT
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Projekt PhET

V roce 2002 byl pod vedenim laureita Nobelovy ceny Carla Wiemana na
University of Colorado Boulder zalozen celosvétové znamy projekt PhET
— Physics Education Technology [1]. Toto oznafeni neni v soucasné dobé
prilis pfesné, jelikoz soubor vice nez stovky simulaci pro rtizné vékové kate-
gorie zahrnuje kromé fyzikalni tematiky i experimenty z chemie, biologie,
piipadné simulace vhodné pro integrované vyucovany piedmét Science [2].

Projekt ziskal od doby svého vzniku celou fadu ocenéni, napt. MER-
LOT Editor’s Choice Award (2006), NSF & Science Magazine’s Internati-
onal Science & Engineering Visual Challenge Award (2007), Tech Award
and Microsoft Education Award (2011), SIGOL Ounline Learning Award
(2012, 2. misto), WISE Awards (2017), APS Excellence in Physics Edu-
cation Award (2018), Open Education Award for Excellence: Open Simu-
lation (2019) a mnoha dalsi [1].

Tym autort simulaci ptivodné vedl samotny Carl Wieman, ktery predal
r. 2008 pomyslné zZezlo Kathy Perkins. V soucasné dobé tvori vyvojaisky
tym vice nez dvacitka odborniku z fyziky, chemie, biologie, informatiky ¢
psychologie. Diky pravidelnym setkdvanim ¢leni tymu a zpétnym vazbam
od uditelt z praxe, je mozné velmi rychle reagovat na problémy, které se
mohou pfi praci se simulacemi objevit. Vzniklo tak velmi flexibilni pro-
stfedi pro ucitele a akademické pracovniky, ktefi se diky projektu mohou
zaméFovat na celou fadu (vyzkumnych) témat z oblasti vyuky piirodoved-
nych obort.

Jak ukazuje obr. 1, prototypy simulaci jsou hloubkové a opakované tes-
tovany, je téz kladen diraz na zpétnou vazbu od zaku, prip. studentt
(napf. v podobé metodicky vedeného rozhovoru), a to vSe v ramci obec-
ného zvysSeni kvality a dostupnosti interaktivnich zdroji pro vzdélavani
(viz koncept STEM [1]).
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simulace
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(zpelna vazba

Obr. 1 Diagram popisujici standardni vyvojovy cyklus kazdé simulace vyvijené
v projektu PhET [1]

Cilem simulaci je také podporovat myslenku konstruktivismu, tj. kdy je
zék aktivnim prvkem ve vyuce, ktery objevuje a téz ¢ini zavéry. Simulace
mayji za cil taktéz rozvijet konceptuélni predstavy o dané problematice jako
celku a efektivné odstraniovat pripadné miskoncepty. Realizované simu-
lace jsou navic interaktivni — umoznuji uzivatelsky vstup a moznost zmén
vstupnich parametri a feSit napfiklad i takové situace, které je mozné
v realné laboratofi jen stézi navodit.

Cel4 rada redlnych objekti z bézného zivota je v simulacich zjednodu-
Sena do podoby modeli. Tyto modely jsou ve shodé s bé&zné vyuzivanymi
modely ve vyuce, napt¥. modely struktury latek [1]. Kromé bé&zné vizu-
alni stranky simulace nabizeji i dalsi grafické vystupy, nejcastéji grafy,
diagramy, pripadné i datové vystupy. JelikoZ jsou prace s grafy a zpra-
covavani dat pro zaky velmi problematické [3], ukazuji se simulace jako
vhodny néstroj pro procvi¢ovani [1]. Navic ¢asté propojeni simulace s re-
alnymi objekty navozuje prijemné a hravé prostiedi.

Na podporu interaktivity a atraktivnosti jsou do PhET simulaci zacle-
novany rizné ovladaci prvky (tlacitka, zaskrtavaci pole, pFepinade, posuv-
niky ¢i vstupni textova pole). Oblibena je v soucasné dobé taktéz metoda
tzv. drag & drop, ktera je v PhET simulacich hojné pro svou intuitivnost
vyuzivana. Pro podporu realnosti méfeni jsou v simulacich implemento-
vany bé&zné méfici pristroje (svinovaci metr, multimetr, manometr,. .. ).

V neposledni fadé je zapotifebi pfipomenout jistou variabilitu nejenom
PhET simulaci. Neni nutné je striktné vyuZzivat pouze jako demonstra¢ni
néstroj, ale mohou nalézt uplatnéni napiiklad v laboratornich cvi¢enich
(v kombinaci s pracovnimi listy) a stat se doplitkem k tradi¢nim p¥istuptim,
piipadné byti dostupnou uéebni pomickou v ramci domaci pfipravy [1].

Jelikoz je v souc¢asné dobé vyvoj webovych stranek a pfidruzenych tech-
nologii zna¢né progresivni, je nezbytné tento vyvoj kopirovat i v oblasti
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simulaci. Vybrané PhET simulace jsou spustitelné pfimo z webového pro-
hlizece, vét8ina z nich se da v souCasnosti taktéz stdhnout a spoustét offline,
tedy bez pristupu k internetu. Nicméné doposud fungujici applety mimo
PhET (implementované zejména v jazyce Java) zaméfené pievazné na fy-
zikélni tématiku jsou dnes zastaralou technologii a neni predpokladéano, ze
by se jejich vyvoj nadéle podporoval. Na internetu lze nalézt celou rfadu
odkazii na applety, které ale jiz bohuZel nejsou funkéni — to je ditkazem ne-
zvratného progresu webovych technologii. Otézkou vsak zustava, co bude
v budoucnu tim ,,idealnim feSenim®.

Jak ukazuji vyvojari projektu PhET a dalsi autofi webovych aplikaci,
budoucnost lze hledat v novéem HTML 5% (finaln specifikace znackovaciho
jazyka byla vydana 28. ¥ijna 2014). HTML 5 navic obsahuje jeden z vy-
znamnych prvka — tzv. canvas (z angl. pldtno). Tento prvek nabizi pro
uzivatele maximélni moznou miru interakce, grafické vystupy a zejména
propojeni s JavaScriptem a jeho perspektivni knihovnou jQuery podporu-
jici technologii AJAX?). V porovnani s applety ma tato novéa technologie
obrovskou vyhodu — neni nutné spoustét zadny dalsi software, kromé ak-
tualizovaného webového prohlizece.

Zdrojové kdédy PhET simulaci jsou vefejné pristupné. Kazdy uzivatel
mé moznost si kod simulace stdhnout a modifikovat jej. Samotny projekt
PhET je neziskovy, nicméné je mozné piispét libovolnou ¢astkou na jeho
¢innost. Kromé technickych aspektt je zapotiebi zminit i dostupnost jazy-
kovych mutaci. Kazdé ze simulaci jich nabizi v sou¢asnosti nékolik, véetné
¢estiny. Doplitujici informace k projektu je moZzné nalézt také v publiko-
vanych ¢lancich samotného zakladatele C. Wiemana [4].

Pocitacové simulace vs. redlné méreni
Casto si nejenom vyucujici fyziky, ale obecné vyucujici pfirodnich véd
a matematiky kladou otazku, do jaké miry jsou pocitacové simulace pii-
nosné ve vzdélavacim procesu a jakym zpusobem je mozné jejich efek-
tivnost mérit. Nejenom autori PhET simulaci Celili a stale ¢eli ¢etnym
otazkam, z nichz napiiklad uvedme tyto:
e Mohou simulace nahradit méreni v bézZnych laboratofich (hands-on labs)?
Na zakladé studii provedenych PhET tymem bylo zjisténo, ze efek-

DHTML (Hypertext Markup Language). Verze znackovaciho jazyka slouzictho pro
tvorbu webovych stranek.

2)AJAX (Asynchronous JavaScript and XML). Obecné oznadeni pro technologie in-
teraktivnich webovych aplikaci, které méni obsah svych stranek bez nutnosti jejich
kompletniho znovunacitani.
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tivnéjsi v ziskavani konceptuélnich znalosti jsou simulace v porovnani
s tradinim piistupem (tj. méfenim v realné laboratofi). Nicméné je
nutné upozornit, ze simulace nedokazou zéka naucit specifické labora-
torni ¢innosti, napf. praci s konkrétnimi piistroji a jejich nastavenim,
obratnost pfi sestavovani laboratorni aparatury, atp. Je tedy vzdy nutné
dusledné specifikovat vzdélavaci cile pro danou aktivitu [1].

e Jak nejlépe zaclenit PhET simulace do mé vijuky? Zptsob zaclenéni
simulaci mtze byt velmi variabilni — od prosté demonstrace simulace,
resp. vybraného jevu, pres doméci tlohu, projekty, seminare, workshopy
az k laboratornim tloham. Napiiklad v ramci laboratorni tlohy maji
zaci moznost se simulaci aktivné pracovat a sami objevovat. Jak autori
uvadéji, cilem bylo vytvorit intuitivni simulace s jednoduchym ovlada-
nim a minimem textu. Soucasti projektu nejsou zddné rozséhlé manu-
aly, jak konkrétni simulaci ovladat, pouze lze na strankach projektu
u kazdé simulace nalézt vytvorené pracovni listy a naméty na labora-
torni tlohy od uéitelt z praxe, které se lisf v nékolika aspektech — obecné
kvalitou (materialy lze na strankach hodnotit), ¢asovym rozsahem, na-
ro¢nosti, veékovym zamérenim ¢i stylem vedeni Zzéka. Vétsina materiali
je bohuzel dostupna vyhradné v angli¢ting [1].

e Jsou Zdci schopni se néco naucit, kdyz jim jenom teknete, at jdou domi
a hraji si sami se simulacemi? Podle zkuSenosti PhET nelze u v8ech
zéku vzbudit zdjem a nadSeni v simulacich, byt jsou ¢asto motivovéni
znadmkou, piipadné jinym evaluaénim néstrojem. Jak sami autofi do-
slovné uvadi: ,,Simulations. .. they’re fun, but not that fun®).“ Pro vyté-
zeni maximalntho potencialu simulaci je proto nutné co nejvhodnéjsim
zpusobem simulace do doméci p¥ipravy zaclenit [1].

Pokud bychom se podivali na dosavadni vyzkumy tykajici se méfeni
efektivnosti pocitacovych simulaci v porovnéni s tradi¢nim pristupem, na-
lezneme pomérné mnoho védeckych ¢lanka (napf. na Web of Science).
Obecné vSak tyto studie podévaji rozporuplné informace o efektivnosti
simulaci. Neni pravdou, ze by kazd4 studie prokizala pozitivni piinos si-
mulaci. Nékteré prokazaly srovnatelnou efektivnost simulaci, jiné simulace
zhodnotily nadmiru pozitivné, nékteré i negativné. Proto je nezbytné neci-
nit rychlé zavéry a na jednotlivé studie se bliZze podivat. Lze tak zjistit, ze
v jednotlivych p¥ipadech byly stanoveny zcela rozdilné podminky — ¢asova
dotace prace se simulaci, pomér doby stravené tradi¢ni vyukou a vyukou

3)Simulace. .. jsou zdbavné, ale nenf to ta ,pravid® zabava.
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se simulaci, metody vyhodnoceni studii (kvalita zavisi i na po¢tu respon-
dentt vyzkumu), zptsoby zaclenéni simulaci do vyuky (typ pracovniho
listu, resp. styl vedeni pii vyuce) a dalsi. MuZeme tak nalézt celou fadu
dalsich parametri, které mohou vysledky studii ovlivnit.

Jeden ze zdroji [5] pfedevdim pojednava o moZnostech pre-testovani
u laboratornich cvic¢eni. Autor ukazuje, ze kromé tradi¢ni moznosti, tj. tes-
tovani pomoci pre-testu, lze pouzivat i jiny zptisob — studentiv pisemny
popis zpusobu méfeni tlohy, kterou budou v praktiku mé¥it. Hodnoceni je
poté tiistupniové, tj. zadna znalost zptisobu méfeni tlohy, ¢asteéna a vyni-
kajici. Tento zpiisob hodnoceni je v ¢lanku porovnavan s moznostmi pii-
pravy s vyuZitim pocitacovych online simulaci a testovani. Autor provedl
detailni vyzkum, ktery prokéizal pozitivni vliv simulaci na pfipravenost
studentt univerzity pied zaCatkem meéfeni v bézné laboratori. Aktuélni
problematika je doplnéna vlastnimi animacemi, které jsou bezplatné on-
line dostupné.

Dalsi studie [6] je zaméFena na analyzu a reSersi praci zabyvajicich se
pocitacovymi simulacemi v pfirodovédnych predmétech. V tvodu autor
klade otazky ,Jak lze obohatit klasické vyucovani vyuzitim pocitac¢ovych
simulaci?“, ,Jak lze pocitacové simulace co nejlépe vyuzit ve vyuce?“ a
definuje pojem pocitacovd simulace jako program znazoriujici model real-
ného systému nebo procesu. Zdrojem ¢lanki pro reSersi byly tii databaze
— ERIC, Scopus a ISI Web of Knowledge, které byly vyuzivany od r. 2009
do r. 2011. Vybirany byly studie zaméfené na zaky od 12 do 20 let.

Kromé tradi¢nich simulaci 1ze zapojit dalsi smysly a vytvorit tzv. hap-
tické pocitacové simulace [7]. Uzivatel v ramci tohoto typu simulaci za-
sahuje do jejiho pribéhu s vyuZitim vhodné pocitacové periferie, napf.
joysticku. Simulace tak dostava dalsi ,,rozmér“. Ziejmou nevyhodou tako-
vého typu simulaci je bezesporu cena téchto periferii.

Vhodné sestavenym didaktickym experimentem lze efektivnost mérit
v deldim ¢asovém obdobi. Tento zptisob méfeni je popsan napfiklad v dalsi
publikaci [8], kde autor poukazuje na zna¢nou ispésnost v feseni koncep-
tualnich otazek s dirazem na vysvétlovani a argumentaci u experimentalni
skupiny vyuzivajici pocitacové simulace v porovnani se skupinou vzdéla-
vanou tradi¢nim zpiisobem, tj. bez simulaci. Dalsi provedeny vyzkum [9]
napiiklad ukazal jiz zminénou nejednoznacnost v efektivnosti poc¢itac¢ovych
simulaci ve vyuce.

To, do jaké miry mohou byt simulace efektivni, muze ovlivnit styl pra-
covniho listu (pokud je vyuZzivan) [10]. Jak je ukdzano, je mozné vytvaret
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tzv. ,,cook-book®, tedy jakési kucharky s pfesnym postupem, co provadét,
nebo vytvaret takové pracovni listy, které podporuji konstruktivisticky p¥i-
stup a vybizeji zaka k aktivité a vlastnimu zkoumani daného jevu [11].

Aplikace simulaci na skolach v CR

V nasich podminkach nejsou simulace p¥ili§ vyuzivany. Vyucujici piirod-
nich véd si mohou sami sobé polozit otazku, jak ¢asto a jakym zpusobem je
vyuzivaji. Pokud ano, nej¢asté&ji se jedné pouze o demonstra¢ni funkei, mi-
nimum nasich vyucujicich simulace vyuziva jako propracované laboratorni
tlohy.

Zkusme proto na konkrétni ukizce popsat, mozné i jako motivaci pro
¢tenare, jak lze simulace do vyuky zaclenit v ramci laboratorni ulohy. Pre-
suiime se do hodin hydromechaniky a vyuZzijme jiz zminénou PhET simu-
laci Fluid Pressure and Flow [1]. Pojmy jako objemovy pritok ¢i rychlost
proudéni tekutiny jsou pomérné intuitivni a lze je proto bez vétsich obtizi
objasnit. Naopak rovnice kontinuity, Bernoulliho rovnice ¢ hydrodyna-
micky paradox jsou na vysvétleni zna¢né komplikovanéjsi.

Nejcastéji mame na gymnaziu dvé moznosti — celd t¥ida je vyucovana
v poditactové ufebné (idealné ma kazdy z zaka k dispozici pocitac), pii-
padné vyuka probiha v nékolika oddélenych skupinach (nejc¢astéji dvé sku-
piny v ramci cviceni z fyziky).

Abychom mohli pozorovat pokrok zaki v dané tematické oblasti, je
vhodné sestavit dvojici testii — pre-test a post-test. Pre-test ovéruje miru
dosavadnich védomosti a miskonceptt, se kterymi zaci pred vyukou daného
tematického celku p¥ichazeji. Typicky a Casty miskoncept v hydromecha-
nice lze napfiklad nalézt u hydrostatického (hydrodynamického) paradoxu.
Naopak post-test ovéifuje ziskané védomosti, at uz konceptualniho razu,
pripadné z typizovanych tloh probiranych ve vyuce. Idealné shodnou na-
ro¢nosti obou testii (napf. lze pozménit zadani dloh, ¢iselné udaje, poradi
distraktort a jiné) mtzeme méfit progres u kazdého zaka a pokud mame
dvojice odpovidajicich si iloh z pre-testu a post-testu, miizeme dokonce
zjistovat, zda doSlo k odstranéni miskonceptu ¢ nikoliv.

Dalsi alternativou muze byt porovnéni dvou rozdilnych pristupi ve vy-
uce — jednu ¢ast tiidy je mozné vyucovat bé&Zznym postupem (kontrolni sku-
pina) a se zbyvajicimi zaky vyuZivat simulace (experimentdlni skupina).
Pti dodrzeni zakladnich pravidel, mezi které patii napiiklad shodné ca-
sova dotace vyuky pro obé& skupiny, je mozné métit tispésnost jednotlivych
piistupt.
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Zvolme napiiklad posledni uvedenou moznost a popiSme si, jak miize
probihat prace v jednotlivych skupinich (vychazime ze skuteéného pri-
bé&hu vyufovani na gymnéaziu). Cilem samotné vyucovaci hodiny bude zo-
pakovat vlastnosti kapalného skupenstvi; vybrané pojmy (idealni tekutina,
redlnd tekutina, viskozita tekutin); definovat objemovy prutok a odvodit
jeho jednotku; odvodit rovnici kontinuity a diskutovat jeji vyznam; vysvét-
lit hydrodynamicky paradox a jeho dusledky v praxi.

V pre-testu, jehoz vysledky Zaci nesmi znat diive, nez po ukonceni vy-
uky celého tematického celku, odpovidaji nejcastéji na tlohy s uzavienymi
odpovédmi s cca 4-6 distraktory. Pre-test absolvuji v bézné hodiné fyziky,
tj. pfed vyukou v oddélenych skupinach. Jako mozné otazky k pre-testu
(post-testu) uvedme napiiklad:

e Na obr. 2 je zakreslena ¢ast vodorovného potrubi (pohled shora), kte-
rym protékd idealni kapalina. Rozhodnéte, ve kterém misté (oznaceno
Cislem) je velikost tlaku kapaliny v potrubi nejvyssi [12].

e Na obr. 2 je zakreslena ¢ast vodorovného potrubi (pohled shora), kte-
rym protékd idedlni kapalina. Rozhodnéte, ve kterém misté (oznaceno
¢islem) je rychlost prutoku kapaliny nejvyssi [12].

Obr. 2 Tustrace ulohy pro evalua¢ni testy z hydromechaniky (1) [12]

e Na obr. 3 je znazornéno vodorovné rozvétvené potrubi (pohled shora).
gipkami je znacen smér toku idealn{ kapaliny v jednotlivych vétvich a
¢isla udavaji mnozstvi kapaliny, které témito vétvemi protece. U jedné
vétve oba tudaje (Sipka a hodnota) chybi, dopliite je [12].

e g =
-
ﬁﬂ i =4

Obr. 3 Tlustrace ulohy pro evalua¢ni testy z hydromechaniky (2) [12]

5
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Obé skupiny budou postupné oddélené vyucovany 45 minut stejnym
vyucujicim. Kontrolni skupina mé ve t¥idé k dispozici bézné vybaveni —
tabuli s kifdami, Zaci maji seSity, psaci potfeby a kalkulac¢ky, uc¢ebnice a
sbirku dloh. Na zac¢atku vyuky jsou idealné formou brainstormingu zopa-
kovany vysSe uvedené poznatky o tekutinach a uCinény zavéry. Na zakladé
zkuSenosti z pozorovani v bézném zivoté lze formou indukce, tj. z dil¢ich
pripadi a situaci, definovat objemovy pritok a odvodit i jeho jednotku
(pozorovani proudéni vody v TFece, zuZovani koryta). S tim souvisejici i
rovnice kontinuity miize byt odvozena obdobnym zpusobem (laicky Fe-
geno: ,,Co pritece, i odtece.”). Odtud lze ziskat znama vyjadreni rovnice
kontinuity. Aerodynamicky paradox mtuZzeme v hodiné demonstrovat napii-
klad pomoci Venturiho trubice (viz obr. 4), pfipadné sklenénou aparatu-
rou, kterou protéka voda (hydrodynamicky paradox) a Zéci sleduji vystup
vody v jednotlivych kapilarach a posléze stanovuji zavéry z pozorovani.

Obr. 4 Venturiho trubice s U-trubicemi pro méfeni tlaku protékajici tekutiny

Jak je patrné z obr. 4, ziskdvame ne prili§ uspokojivy vysledek u pravé
U-trubice, ktery je zpiisoben poklesem tlaku vlivem pfed¢asného ukonéeni
Venturiho trubice a tiniku tekutiny do volného prostoru. Tento jev je mozné
s zaky taktéz diskutovat. Demonstraci paradoxu lze docilit i se dvéma volné
svéSenymi listy papiru, kdy fouknutim mezi né pozorujeme jejich priblizeni.
Na zakladé realizovanych experimentti poté dochéazi k formulaci zavéru a
specifikaci hydrodynamického (aerodynamického) paradoxu.

Clenové experimentalni skupiny pracuji s poc¢itaci a zminénou simulaci.
Bud mohou pracovat s pracovnimi listy, které je simulaci provadi nebo je

226 Matematika — fyzika — informatika 29 (3) 2020



simulace zéky prubézné vyuzivana. Zvolme tentokrat druhou moznost. Na
zafatku hodiny jsou stejné jako u kontrolni skupiny formou brainstormingu
zopakovany poznatky o tekutinach. Nasleduje kratké sezndmenti se simulaci
a jejim ovladanim.

Prossurs [ Fow "\ Water Towsr

Obr. 5 Prostfedi simulace Fluid Pressure and Flow [1]

Takto by méli byt Zzaci schopni popsat vyznam funkci na karté Flow
(viz obr. 5): Na karté je potrubi, kterym protéka kapalina. V horni ¢asti
simulace jsou ovladaci prvky, jako Flow Rate (objemovy pritok; nutno
vyuzit slovnik), méfidla rychlosti prittoku (Speed) a tlaku kapaliny (Pres-
sure), vCetné volby jednotek a aktivace funkce Flux meter. Kliknutim na
velké ¢ervené tlac¢itko u levého okraje potrubi dojde ke vpusténi ,,proudnic*
(funkce Dots), kterymi lze znazornit tok kapaliny potrubim — bud idealni
nebo realné (nutna je aktivace funkce Friction). VyuZitim uchyti podél
potrubi lze vytvofit jeho zcela libovolny tvar (viz obr. 6).

I Friction |

41 Flux meter
0ots
Prashure

e 109,635 kPa =)
oA =

Flow Rate: 54309 L/s
Area: 28 m°

Flw: 19171 L1 (m’s)

Obr. 6 Aktivace funkei Flux meter, Speed, Pressure a Dots [1]
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Jak je patrné, uz pii popisu prvki simulace se zaci seznami s veli¢i-
nou objemovy priitok. Ten je zde uveden v jednotkach litr/s. Nastrojem
Flux meter 1ze pozorovat, Ze je objemovy pritok ve v8ech mistech stejny.
Modifikaci tvaru potrubi Zéci zjistuji, Ze je opét prutok staly a dochézi
k zavéru, ze bez ohledu na tvar potrubi je objemovy priutok v celém po-
trubi konstantni, coz je v podstaté slovni formulace rovnice kontinuity.
Na zékladé poznatki zaku je zformulovana rovnice kontinuity a vyjadiena
v odpovidajicich tvarech jako u kontrolni skupiny.

Zaci zpravidla se simulaci pracuji velmi rychle a zkousi sami nové prvky,
které doposud nevyuzili. Zfejmé vyucujictho pfedstihnou a sami vyuziji na-
stroje pro méteni rychlosti prutoku a tlaku kapaliny. KdyZz vyucujici polozi
otazky typu ,,V jakych ¢astech potrubi je rychlost protékajici kapaliny nej-
vyS8i?“ nebo ,,V jakych ¢astech potrubi je tlak kapaliny nejvyssi?“, zaci
zpravidla odpovéd znaji, nicméné si neuvédomuji, Ze tyto odpovédi jsou
zeela v rozporu s jejich ptivodnimi pFedpoklady (to lze ovéFit v ramei pre-
testu). Poté, co vyucujici upozorni na tento paradox, zaci dale se simulaci
pracuji a uvedomuji si jej; zjistuji napriklad tyto zavéry:

e pritok kapaliny je ve vSech mistech potrubi stejny;

e se zmenSujicim se prufezem potrubi se zvySuje rychlost proudici kapa-
liny;

e se zmenSujicim se prifezem potrubi se tlak kapaliny snizuje;

e se zvySujicim se ponofenim manometru do potrubi, se zvysuje vysledna
velikost tlaku (zapo@itanim hydrostatického tlaku).

Pfi praci se simulaci je zapotiebi zakim nechat jistou volnost — nechat
je objevovat a prozkoumaéavat. To je i jedna z mySlenek tvirci projektu
PLET. Zak je tim, kdo sam objevuje. Bez slozitého ovladani se tak da
velmi efektné ukazat cela fada jevi, nejenom z oblasti hydromechaniky.

Zaveér

Pocéitacové simulace nabizeji vyucujicim piirodovédnych obort nepfe-
berné mnozstvi funkci. Je na zvazeni kazdého vyucujiciho, do jaké miry
simulace do vyuky zacleni. S rostouci oblibou vypocetni techniky je tak
mozné, ne piili§ oblibené pFfedméty o néco vice zatraktivnit. V zddném pii-
padé simulace nenahrazuji bézné skolni experimenty, ale lze je napriklad i
vyuzivat tam, kde neni mozné z jakychkoliv davodu klasické experimenty
realizovat (finan¢ni stranka, ¢asové moZnosti, ... ).
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INFORMATIKA

Juniorni centra excelence
pro informacni bezpecnost

JIRI SEDLACEKY2? — TOMAS PITNER?

INetwork Security Monitoring Cluster
2Narodni centrum kompetence pro kyberbezpeénost MU, Brno

V predchozim ¢isle jsem se vénovali divodim, proc¢ systematicky vzdé-
lavat v kyberbezpecnosti a informacni bezpecnosti. Nyni se podivime na
nejvyssi stupeii této specializované vyuky, tedy na Juniorni centra exce-
lence (JCE). PopiSeme si cestu, jak se JCE da vybudovat, jak m4 vypadat
vybaveni Centra, jaké vzdélani potiebuji jeho pedagogové a co to pii-
nese vedle rozsiteni vyukovych programii také pro bezpeény provoz skoly.
Seznamime také se sluzbami, které lze od Juniornich center excelence
v kyberbezpecnosti o¢ekavat pro ostatni skoly v ramci daného regionu.

Juniorni centra excelence

Excelentni centra by méla byt vyjimecéna, progresivni v pistupu k vyuce
a evangelizaci informaé¢ni bezpe¢nosti, s ohledem na implementaci bezpec-
nostnich opatieni v organizaci typu stfedni kola i s ohledem na technické
vybaveni. Jako optimalni lze uvazovat krajsky model, z divodu rovnomeér-
ného pokryti celého tizemi CR témito specializovanymi Skolami.

7 povahy véci nemiize byt centrem excelence kazda Skola; kazdé skola
ov8em muze s pomoci center zavést ¢i zlepSovat vyuku s ohledem na kyber-
bezpecnost. Excelentni centra potiebuji pro plnéni své funkce kvalifikovany
pedagogicky sbor a potfebné technické prostfedky. Cile vzniku center je
dosédhnout, aby:

e stfedoskolska centra excelence byla prikopniky pro zajisténi vyuky 1B
ve vSech RVP;
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e vyuka IB/KB pomohla zajistit podminky pro hladce fungujici infor-
macni spole¢nost, obané ziskaji potfebné navyky pro zodpovédné cho-
vani v kyberprostoru, ¢imz bude vyznamné redukovana tspésnost ky-
bernetickych atoku prostiednictvim lidského faktoru a ob&antm bude
diky nabytym znalostem umoznén piistup k elektronickym sluzbam roz-
vinuté informacni spole¢nosti;

e zajisténi potfebné expertni zakladny umoznilo 1épe &elit nejnovéjsim
kyberhrozbam,;

o Ceské republika udrzela dosavadni vyznamné postaveni v oblasti KB
v celosvétovém méritku, coz prispéje k udrzeni jeji konkurenceschop-
nosti;

e kriticka informacni infrastruktura, s tizkou vazbou na industridlni sys-
témy, byla efektivnéji chranéna, kyberprostor CR byl 1épe zabezpecen
a socialni a ekonomické zajmy byly lépe zajistény.

Kandidati s ambici na ziskani statutu JCE

Ve spolupréaci se sdruzenim Network Security Monitoring Cluster (NS-
MC, https://www.nsmcluster.com/), jenZ je autorem osnovy vzdélava-
ciho programu Kyberbezpe¢nost na Sé, probiha vyuka ve studijnim oboru
Kyberbezpecnost na téchto gkolach usilujicich o statut Juniorniho centra
excelence pro kyberbezpecnost a informacni bezpe¢nost:

SS IPF Cichnova Brno (od roku 2017), viz [2, 3, 4],

SPS Smichovska Praha (od roku 2017), viz [3]

SS IS Dvir Krélové nad Labem (od roku 2018), viz [6].

V oblasti technickych opatfeni a vybaveni laboratofi nejsou tyto skoly
na stejné drovni. Spojujicim elementem je vSak ambice a schopnost vyu-
¢ovat informad¢ni a kybernetickou bezpec¢nost a byt lidrem v této oblasti
v regionu, véetné budovani JCE.

Predpoklady a postup vzniku JCE

NeZz se pustime do budovdani JCE

Koncepce JCE se opird o podporu narodni autority pro kyberbezpec-
nost, tedy Ndrodniho uiadu pro kybernetickou a informacni bezpecnost
(NUKIB, https://www.nukib. cz), ktery vznik center podporuje. Nezbyt-
nou podminkou realizovatelnosti Centra je modernizované ¢i revitalizované
vybaveni ICT technikou v¢. laboratofi pro studenty, aby nebyli odtrzeni od
aktualni praxe, coZ nelze bez finanéni angaZovanosti zfizovatele a schop-
nosti vedeni 8koly aktivné se zajimat o projektové financovani, nejlépe
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v sou¢innosti s odbornym zézemim partneri, jako byl v pripadé JCE Cich-
nova Network Security Monitoring Cluster. Nezbytnosti je dalsi vzdélavani
odbornymi kurzy akreditovanymi ministerstvem v ramci DVPP.

Kroky budovdni JCE

Postup je béh na delsi trat a vyzaduje koncepéni planovani:

Na krajské urovni vytipovat kandidatni skolu pro ztizeni JCE
Progkoleni personalu a vedeni skoly

Stanoveni sméri rozvoje Skoly (studijni obory, vybaveni skoly)
Vypracovani studie proveditelnosti

Vypracovani projektové dokumentace

Zajisténi financi ze zdroju Skoly, zFizovatele a typicky i projektovych
prostiedku

7. Realizace projektu

8. Certifikace

Kazdy krok znamené specifické tkoly na ruznych drovnich rozhodovani
a TeSeni.

Krok 1: Asociace kraju CR prislibila podporu a vzala si za své plan
vytipovat vhodné skoly ve vSech krajich — samoziejmé s tim, aby se zo-
hlednil zajem samotné Skoly. Dalsim krokem (2) je proskoleni vedeni a
zaméstnanci, alespon uvedeni do problematiky informad¢ni bezpecnosti a
kyberbezpecnosti. V pripadé JCE Cichnova probéhlo vzdélavani na bazi
akreditovaného kurzu Kyberbezpeénost a informacni bezpecnost pro pedago-
gické pracovniky a management stiednich Skol vyvinutého NSMC. Sméry
rozvoje $koly (3) znamenaji stanovit si, TODO. Na zékladé identifikova-
nych sméru je vypracovana studie proveditelnosti, vétSinou za pomoci zku-
Seného vnéjstho subjektu, jako byl v pripadé JCE Cichnova cluster NSMC.
Studie proveditelnosti (4) zejména mapuje potfebné opatfeni v organiza¢ni
rovinég, jak z pohledu rozvoje vyuky kyberbezpecnosti, technického vyba-
veni laboratore, posouzeni bezpec¢nostnich opatifeni 8koly s prihlédnutim
k Vyhlasce o kybernetické bezpeénosti (organizace typu stiedni skola neni
povinnou osobou podle ZoKB — Vyhlaska je brana pouze jako metodické
voditko!) a analyzy rizik spojenych s kli¢ovymi informa¢nimi systémy skoly
z pohledu pozadavki na JCE. Projektovd dokumentace (5) uz musi popiso-
vat do detailu, jak bude vypadat vybaveni laboratore, vybudovani, posileni
¢ modernizace infrastruktury (siti, serverti, IS) skoly v¢. vykazi vymér.
Zde se gkola opét neobejde bez odborné pomoci. Projektova dokumen-
tace je kliCovym praktickym nastrojem pro vypisovani vybérovych fizeni a

RN
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projektovych Zddosti o financovdni (6). Ve fazi realizace (7) je podana ob-
vykle projektova zadost na ziskani financi a uspéje-li, pak jsou vypisovana
potiebna vibérovd Tizeni na dodavatele. Na zavér podstoupi JCE certifi-
kaci (8), jejiz model je nyni pFipravovan ve spolupraci NSMC, NUKIB a
Masarykovy univerzity.

Technické zazemi JCE

Pomérné zasadnim momentem je vniméni nékolika rovin fungovani JCE;
nejen jako vyukového pracovisté s laboratofi kyberbezpeénosti a pripadné
studijnim oborem Kyberbezpecnost, ale i jako vzorového pracovisté se
schopnosti zajistit si na piikladné arovni vlastni provozni zalezitosti souvi-
sejici s IT infrastrukturou a kyberbezpecénosti. Budované zazemi by mélo
pokryvat:

o Sitovou infrastrukturu skoly;

e ZvySeni urovné fyzické bezpecnosti;

e Vypodletni vykon (servery) pro provozni systémy Skoly;

e Servery a bezpecnostni technologie pro provoz laboratore kyberbezpec-
nosti;

o Komunikacni infrastruktura (videokonferen¢ni zafizeni) pro vnitini a
vnéjsi komunikaci;

e Specidlni ndstroje na posileni kyberbezpecnosti vé. sledovani sitového
provozu.

Pii posilovani technického zédzemi JCE je mozné vyuzit Bezpecnostni
doporucenit NUKIB pro administrdtory, viz [7].

Sitovd infrastruktura

Sit je patefi celého ICT skoly, JCE a laboratote Kyberbezpe¢nosti. Ob-
nasi to spolehlivou i dostate¢né dimenzovanou lokalni sit s oddélenymi
segmenty kyberbezpecnostni laboratore a provoznich systému + ¢ast vidi-
telnou navenek. Pfedpokladem jsou spolehlivé a nechybujici metalické ka-
belové rozvody, dostateéna propustnost pripojeni k vefejnému internetu —
nejen kvuli provoznim systémum Skoly (IS, webovy portal), ale i komu-
nikacim (videokonferencing) a vzdalenému piistupu umozitujicim sdileni
technologii laboratofe z vnéjsku jinym Skolam v regionu. K tomu patii
rovnéZ oddéleni skupin uzivateli a jejich autentizace (vngjsi/vnitini uzi-
vatelé, privilegovani uzivatelé, experimentalni ¢ty pro laborator a ky-
bercviceni) plus technologie segmentace provozniho prost¥edi skoly. Sou-
¢asné zvladnuti provoznich a experimentalnich/vyukovych/tréninkovych
prostiedi v jedné skole neni viibec trivialni zélezitosti.
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Architektura reseni
Komplexni feseni kyberbezpecnostni laboratore pro vyuku a sdileni sou-

¢asné s vyfreSenim provoznich zélezitosti Skoly zahrnuje:

e Fyzickou bezpecénost — zajisténi fyzické bezpe¢nosti na drovni peri-
metru Skoly, zajisténi fyzické bezpecénosti serverovny.

e Servery — sitova infrastruktura provozniho prostiedi gkoly ve formé
konvergované infrastruktury umoziujici konfiguraci dle potieb Skoly
s moZnosti pristupu do provozniho prostiedi $koly pomoci VPN z inter-
netu, zajisténi optimalnich provoznich podminek, kyberbezpeénosti a
fyzické bezpeénosti, zajisténi odpovidajici serverové infrastruktury pro-
vozniho prostredi 8koly formou virtualniho prost¥edi a bezpe¢nostnich
technologii zajistujicich ,,business continuity*.

e Prostory — zajisténi vhodnych prostor pro umisténi technologii pro
provozni prostiedi skoly, zajistén{ prostor pro laborator — jelikoz p¥i ky-
bercvi¢enich typu ,,capture the flag* potifebujeme minimalné t¥i az ctyti
tymy — modry (obranci), erveny (ato¢nici) a bily (zajisténi provozu,
rozhod¢i, technické asistence, vyhodnoceni), musime pro né zajistit pro-
story v¢. komunika¢niho videokonferenéniho systému.

e Zajisténi kontinuity zahrnuje v optimélni varianté zalohovani dat
metodou disk2disk2tape (D2D2T) s moznosti archivace, zajisténi zalo-
hovani dulezitych technickych aktiv.

¢ Redundance v navrhu reSeni a zajisténi nahradnich technickych
aktiv v uréeném case, zajisténi spolehlivé a dostatecné zélohy napéa-
jeni technologii v serverovné véetné viceokruhového napajeni, zajisténi
optimalnich provoznich podminek v serverovné (chlazeni).

e Zajisténi provoznich systémi Skoly — fizeni pfistupu do sité, moni-
toring datovych toku, antivirové prostiedky, audit privilegovanych uzi-
vatell, zajisténi log managementu, zajisténi oddéleni provozniho pro-
stfedi Skoly od internetu, kyberlaboratofe a technologickych tidicich
systémi, zajisténi moznosti odpojeni kompromitovaného zafizeni od
sité.

Propojeni na systémy kraje
Etalon v duchu této koncepce — JCE Cichnova v Brné — ma nezanedba-

telnou vyhodu v napojeni na Security Operations Center — Kybernetické

Operacéni Centrum Jihomoravského kraje (KOC). S timto napojenim zis-

kala JCE Cichnova technické Fegenf Log Management a monitoring stavu

kyberbezpecnosti ze strany KOC v redlném ¢ase prostiednictvim Security

234 Matematika — fyzika — informatika 29 (3) 2020



Information and Event Management (SIEM), navaznych procest a vy-
Skolenych pracovniki KOC. Prinasi to vyhodu z tspory zdroji, kdy neni
nutné mit interné ¢i externé zajistovany management kyberbezpecnosti v¢.
SOC, a navic je kontakt s profesionaly z realného provozu pfinosny i po
pripravu studentu.

Kyberbezpecénostni laboratof

Kyberbezpeénostni laboratofe je ze své podstaty uréena k vyuce a expe-
rimentovani véetné vzdéaleného piistupu. Z logiky véci musi byt oddélena
od provoznich systému s ostrymi daty, informacnich systémi skoly, webo-
vého portalu atd.

Infrastruktura laboratote

Sitova infrastruktura laboratofe s vyuzitim konvergované infrastruktury
by méla umoziovat variabilni konfigurace sité dovolujici provadét kyber-
bezpectnostni cviceni s moznosti pristupu do ni pomoci VPN z provozniho
prostiedi skoly a internetu. Mély by zde byt k dispozici tii zvukové a tech-
nicky oddélené mistnosti pro zajisténi vhodnych podminek pro realizaci
vyuky formou kybercvifeni tii tymu (Cerveni — Gtocnici, mod¥i — obranci,
bili — podptirny tym), pficem? prostory pro obrance a uto¢niky by mély
byt dimenzovany kazda pro min 10 osob a mistnost pro podpirny tym
pro aspon dvé osoby. Je tfeba pamatovat na zajisténi tepelné pohody jak
v zimnim, tak i v letnim obdobi pfi plném osazeni — vzhledem k mnoz-
stvi vypocetni techniky to neni samoziejmost. Osvédcily se dalsi prak-
tické véci jako variabilni nabytek umoznujici operativni zménu dispozice
podle probfhajici aktivity a zajisténi koncovych bezdiskovych stanic pro
pripojeni hrac¢u a podpurného tymu k tréninkové infrastruktute labora-
tofe, k ¢emuz patii serverova infrastruktura laboratore formou virtualniho
prostiedi a bezpec¢nostnich technologii k zajisténi cvi¢ebnich bezpec¢nost-
nich scénairt. Vzdalend komunikace by méla byt podpofena komunikaéni
(videokonferenéni) infrastrukturou s dobrou konektivitou a HW zafizenimi
podporujicimi pouZivané protokoly (H.323, SIP, Skype) umoziujici aspon
1+ 3 spojeni.

Sdileni mezi centry
Pro sdileni znalosti, zkuSenosti a know-how mezi JCE je nutné pama-
tovat na:
e zachovani co nejvyssi miry kompatibility technologii v laboratotich,
e totéz u videokonferencénich technologit;
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e sdileni znalosti a zkuSenosti na pravidelnych workshopech (optimalné
Gtvrtletné),

e spolupraci na konfiguracich v laboratofi, hernich scéndiich, vyukovych
a metodickych materidlech.
Ridici roli zde ma Masarykova univerzita s infrastrukturou KYPO (Ky-

berneticky polygon) jakoZto metodik a koordinator.

Zkusenosti z JCE Cichnova
Pri budovani JCE Cichnova se ukézalo, ze JCE lze pri peclivém plano-

vani a aktivn{ a¢asti zainteresovanych stran (8kola, z¥izovatel, spolupracu-

jici subjekty) zFidit s minimalnimi dodate¢nymi naroky:

o Minimdlni investice — bezpecnostni technologie navrzené pro provozni
prostiedi 8koly jsou pouze nezbytné a potfebné pro zajisténi nejnutnéjsi
elementarni drovné informacni bezpecnosti a jsou pofizeny v minimal-
nim rozsahu dle moZnosti regionu (s pfihlédnutim k napojeni skoly do
KOC JmK — Security Operations Center JmK).

o Minimdlni ndroky na persondl — duraz na efektivni administraci navr-
zenych provoznich technologii a technologii laboratofe z divodu vyuziti
pouze pracovnikt $koly bez nutnosti vzniku novych pracovnich pozic,
pro néz skola nedisponuje dostateénymi finanénimi prostiedky.

e Vzdaleny pristup — po ukonceni projektu budou technologie laboratore
skoly vzdélené zpfistupnény i ostatnim SS v ramci JmK.

e FEtalon pro ostatni — projekt JCE Cichnova je etalonem pro vznik JCE
na krajské trovni v CR v souladu s Koncepci Juniornich center exce-
lence v oblasti informacni bezpecnosti v CR, viz [1].

e Eliminace vlastnich problému s bezpec¢nosti a ochranou dat — po ukon-
¢eni projektu JCE Cichnova budou minimalizovany mozné p¥ipadné bu-
douci sankce gkole za (byt netmyslné) poruseni zakonnych povinnosti
pii ochrané informaci napf. za poruSeni povinnosti spravce z pohledu
ochrany osobnich udaji — GDPR.

e Vladni CERT (Computer Emergency and Responce Team, www . govcert.
cz) podpoii zFizovani Juniornich CERT tymi.

Co nabizi JCE Cichnova

Konkrétni sdilené aktivity dle prikladu JCE Cichnova zahrnuji:

e Zpracovani metodiky vyuky IB/KB pro SS;

o Vyuka uziti standardnich bezpecnostnich technologii, umisténych v la-
boratofi skoly — jak v ramci Skoly, tak i pro ostatni skoly v ramci kraje
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vzdalené — vSechny Skoly tak jako tak z mnoha divodi nelze dokonale
a udrzitelné vybavit kvalitni technikou;

e Udrzeni souladu s praxi diky pouzivani soudobych nezastaralych tech-
nologii — v rdmce jednoho JCE v kraji jde 1épe nez rozptylené na mnoha
gkolach;

e Vytvofeni fiktivni organizace a implementace IB a KB v této organizaci
v souladu se zakonnymi pozadavky a standardy v¢. napiiklad ochrany
osobnich udajua a dat obecné.

e Kyberbezpecnostni cvicent, tabletop cviceni a soutéZe.

e Forenzni analyza, tzn. hloubkové zkoumani pfi¢in, procest a nasledkt
kyberincidenti a kyberutoki;

e Sdileni znalosti a zkugenosti s ostatnimi SS a s akademickou sférou;

e FEdukace a evangelizace IB/KB pro studenty a vefejnost;

e Vybudovani Junior SOC centra — modelové vyukové Bezpecnostni ope-
rafni centrum (Security Operations Centre);

e Ustaveni Junior CSIRT tymu napodobujiciho praci skute¢ného Compu-
ter Security Incident Response Team.

Juniorni centra excelence jsou pokrocilym konceptem, jak zrychlit za-
vadéni dnes velice aktualni pfipravy v kyberbezpecnosti. Podstatny je
multiplikativni efekt smérem k ostatnim Skolam, pri¢emz koncentraci pro-
stfedki na pomérné nékladné vybaveni i vzdélanost uciteli do krajskych
Juniornich center lze naklady podstatné redukovat a vyuzit sdruzené a
projektové financovani z vice zdroju. Dulezitym aspektem je i vazba na
silné partnery v akademické a priamyslové sféfe, coz umoziiuje prubézné
dopliovat vzdélavani uCitela v Centru, koncipovat névazné projekty na
modernizaci vybaveni dle novych trendi, realizovat praxe studenti ve fir-
mach a nabizet absolventim Skoly pokracovani ve studiu na spolupracuji-
cich vysokych skolach.
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ZPRAVY

Celostatni kolo FO 2020

Ve skolnim roce 2019/2020 vstou-
pila Fyzikalni olympidda svym 61. roc-
nikem do sedmého desetileti. Celo-
statni kolo kategorie A, které nastésti
probéhlo pred opatfenimi spojenymi
s epidemii koronaviru, hostil Stiedo-
cesky kraj a predevsim Gymndzium
Viclava Benese Trebizského ve Sla-
ném (www.gymnaziumslany.cz). Sou-
t&Z probéhla pod zastitou hejtmanky
Stredoceského kraje Ing. Jaroslavy Po-
korné Jermanové a starosty krélov-
ského mésta Slany Mgr. Martina Hra-
bdnka. Na zékladé vysledka krajskych
kol soutéze, jez probéhla 22. 1. 2020,
prijelo zméfit své sily celkem 40 souté-
Zicich (z toho 2 divky). Hostem slav-
nostniho zahdjeni vecer 25. 2. 2020
v Méstském divadle ve Slaném byla i
predsedkyns JCMF doc. RNDr. Alena
Solcovd, Ph.D., virtualné na déalku
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z Austrélie ucastniky pozdravil byvaly
student sldanského gymnéazia i ucastnik
olympidd a dnes tspésny hudebnik Jan
Pokorny ,,Pokac*.

Ve stfedu 26. 2. dopoledne cekaly
soutézici v prostordch méstského cen-
tra Grand ¢tyfi teoretické ulohy, s ni-
miz se museli vypofddat béhem péti
hodin. Autorem tloh byl RNDr. Jan
Thomas (Prvni ¢eské gymnazium Kar-
lovy Vary). Prvni tloha s nazvem
Cocka a stinitko se zabyvala zobraze-
nim spojnou ¢oc¢kou a plochou osvét-
leného kruhu na stinftku. Resitelé za
ni ziskali v primeéru 5,6 bodu z deseti
moznych a podle nazoru poroty nejo-
riginalnéjsi feSeni vypracoval Jan Obo-
7l (G Brno-Bystrc). Druhéa tloha s na-
zvem SupertéZkd voda kombinovala ra-
dioaktivni rozpad tritia a ohfev i vy-
pafovani tézké vody diky teplu uvol-
nénému pii rozpadu. Pfi primérném
zisku 8,9 bodu porota ocenila zejména
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postup Martina Vavitka (G éumperk).
Tteti, nejobtiznéjsi tloha Mdssbaueriv
jev obsahovala motivaci zpétného razu
pfi vystfelu z pusky i problematiku
emise y-fotonu jadrem idiria. Soutézici
dosahli v praméru nejméné, 3,3 bodu,
a nejvice zaujalo feSeni Viktora Fukaly
(G J. Keplera Praha). Ctvrta tloha
s ndzvem Pohyb kosoctverce, které na-
vazovala na studijni text [1], byla vé-
novana vypoc¢tu rychlosti boda vaza-
nych ve vrcholech kosoétverce. Souté-
7ici ziskali v priméru 6,4 bodu a po-
rota ocenila jako nejzdarilej§i pristup
Davida Klementa (G Praha Nad Aleji).
Zavéretnou redakci zadéani i autorského
feSeni tuloh provedl RNDr. Jan glégr,
Ph.D. (Pfirodovédecka fakulta UHK).

Regent teoretickych tloh v méstském
centru Grand

Ve ¢&tvrtek 27. 2. dopoledne souté-
7ici ve dvou skupinéach resili praktickou
ulohu, jejimz autory byli RNDr. Filip
Studnicka, Ph.D. a RNDr. Jan Slégr,
Ph.D. (Pfirodovédecka fakulta UHK)
a ve které zkoumali zévislosti odpu-
divé sily mezi dvéma magnety na je-
jich vzdalenosti. Soutézici ziskali v pri-
meéru 13,7 bodu a nejlepsim experimen-
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tatorem porota vyhlésila Hynka Jakese
(Slovanské G Olomouc).

Reseni experimentalni tlohy v budové
Gymnéazia Vaclava Benese Ttebizského

K celostatnimu kolu tradi¢né patii
i bohaty navazujici program, jenz za-
hrnoval prednasky v aule gymnézia
i experimenty. Ve stiedu 26. 2. od-
poledne ucitel gymnazia Mgr. Pavel
Rubik predstavil fluorescenéni mik-
roskop, predseda vzdélavaciho spolku
Kosmos-news Milan Halousek zau-
jal posluchace prednaskou na téma
»Projekt Apollo — opravdu jsme byli
na Msésici?* Do ¢tvrteéniho programu
27. 2. pak pfispéla predsedkyné Stat-
niho dstavu pro jadernou bezpeénost
Ing. Dana Drdbovd, Ph.D. prednas-
kou o aktualnich problémech vyvoje ja-
derné energetiky. Néktefi ucastnici fy-
zikdlni olympiady si rovnéz v ramci
tematické exkurze prohlédli vyznamné
architektonické paméatky mésta a po
celou dobu mohli ucastnici sledovat
mnoho zajimavych pokust gymnazial-
niho talentcentra Laborky.cz, jez si bé-
hem své desetileté existence ziskalo po-
pularitu piipravou experimenti pro te-
levizni pofad Zazraky pfirody.
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Posledni den, v patek 28. 2. do-
poledne, probéhlo v kapli Zasnoubeni
Panny Marie byvalé piaristické koleje
(dnes vlastivédného muzea) slavnostni
vyhlaSeni vysledki, kterého se zicast-
nila i predsedkyns JCMF doc. RNDr.
Alena Solcovd, Ph.D., starosta mésta
Mgr. Martin Hrabdnek a Martin Dra-
zler, radni Stfedoceského kraje pro ob-
last regionalniho rozvoje, cestovniho
ruchu a sportu. Uvedme zékladni sta-
tistické udaje: osm ucastnika se stalo
vitézi, dvacet sedm usp&Snymi Fesi-
teli a ¢tyfi ucastniky soutéze. Celkové
prumérné hodnoceni vSech tloh bylo
38,0 bodu, tj. 63,3 % z moznych 60.
Pomyslnou zlatou medaili vybojoval
Hynek Jakes (Slovanské G Olomouc),
stiibrnou Viktor Fukala (G J.Keplera
Praha) a bronzovou David Klement
(G Praha Nad Aleji). Problémtam spo-
jenym s epidemiologickou situaci (3i-
fen{ koronaviru) se bohuzel nevyhnula
ani FO, o terminu Mezinarodni fyzi-
kalni olympiddy, kterd méla probéh-
nout 18.-26. 7. 2020 v litevském Vil-
niusu (viz www.ipho2020.1t) se roz-
hodne podle situace, MSMT ale s &es-
kou ucasti nepocita.

Usporadani celostatniho kola je ne-
myslitelné bez podpory a pomoci fady
organizaci a spolec¢nosti. Vécnymi i fi-
nanénimi dary akci podpoftili: Minis-
terstvo Skolstvi, mlddeZe a télovyjchovy,
Stredocesky kraj, mésto Slany, skupina
CEZ a Jednota C’esky’ch matematiki a
fyziki. Zejména je vSak tfeba podéko-
vat ob&tavym organizitorim z poré-
dajiciho gymnézia — pfedsedovi kraj-
ské komise FO, zastupci Feditele a ¢le-
novi slanské méstské rady RNDr. Via-
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dimiru Kulichovi a Fediteli gymnézia
RNDr. Milanu Dundrovi, CSc., ktefi se
rozhodujici mérou zaslouzili o hladky
prubéh soutéze a prijemnou pracovni i
slavnostni atmosféru.

; ”

Vitéz celostatniho kola Hynek Jakes
(Slovanské G Olomouc) pii feSeni ex-
perimentalni tlohy

Pro pristi skolni rok v 62. roé-
niku fyzikalni olympiady pfebird orga-
nizatorskou Stafetu Plzenisky kraj, kam
ucastniky pozvala predsedkyné kraj-
ské komise FO PhDr. Zdetika Kiel-
busovd. Zajemci a priznivci soutéze
najdou vSechny potfebné aktuélni in-
formace vCetné zadéni i FeSeni tloh
na Ctendfum MFI jisté dobfe zné-
mych internetovych strankach UKFO
www.fyzikalniolympiada.cz.
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