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MATEMATIKA

Nerovnosti pro délky téznic
v trojuhelniku

SEFKET ARSLANAGIC - DANIELA ZUBOVIC
Sarajevo, BOSNA A HERCEGOVINA

Cilem tohoto prispévku je seznamit ¢tenafe s jednou zajimavou ne-
rovnost{ pro délky téznic v libovolném trojihelniku a s nékterymi jejimi
aplikacemi. Budeme zde vyuZzivat standardniho oznaceni pro pouzité za-
kladni prvky v trojihelniku ABC, tj. a, b a ¢ znaéi délky jeho stran po
fadé BC, CA a AB, déle t,, t, t. znac¢i délky jeho téZnic po fadé z vrchola
A, B, C ar, resp. p polomér kruznice tomuto trojuhelniku opsané, resp.
polomér kruznice jemu vepsané.

Véta
V libovolném trojihelniku ABC' (pii zohlednéni vyse uvedeného ozna-
eni) plati nerovnosti

2, 2 2, 2 2, p2
b+c7 chJra’ tc2a+b.

4r 4r 4r
Drikaz provedeme pouze pro prvni ze tii uvedenych nerovnosti, zbylé dvé
pak ziskdme uzitim principu cyklické zamény. Ozna¢me D stied strany BC'
uvazovaného trojthelniku a E (E # A) prisecik pfimky AD s kruZnici
opsanou tomuto trojihelniku, viz obr. 1.

Uzitim mocnosti bodu D ke kruznici opsané trojuhelniku ABC méame

|AD|-|DE| = |BD| - |CD],

lg 2

.
to-|DE| = 2a2 dtud  |DE| = a* (1)
a = 4a a odtu =0

a
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S ohledem na (1) dale plati

a? 42 + a?
AFE| = |AD DE| =t a
‘ | | | ‘ ‘ a 4ta 4ta

(2)

Vyuzitim zndmého vztahu ¢2 = 1(20? + 2¢2 — a?) pro vyjadreni druhé
mocniny délky téZnice t, pomoci délek stran trojuhelniku ABC obdrzime
po dosazeni za t2 v &itateli na pravé strané (2) po snadné tprave

b2 2
AR = 2
2t,
Protoze |AE| < 2r, dostaneme déle
b2 +02 b2 + 02
<2 ted to > .
o, — 0 Y =

Tim je dikaz prvni nerovnosti uzavien.

Rovnost zde nastane, pravé kdyz b = ¢, tedy v pfipadé rovnoramenného
trojtihelniku se zakladnou BC', nebo v piipadé pravouhlého trojuhelniku
s preponou BC.

Disledek 1
Pro délky téznic t,, tp, t. v libovolném trojihelniku ABC plati nerov-
nost
a? +b% 42
2r ’
pri¢emz rovnost nastane, je-li trojuhelnik ABC rovnostranny.

to +ty+te > (3)
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Diikaz nerovnosti (3) obdrzime sou¢tem vSech t¥i nerovnosti z véty 1. Rov-
nost v ni vak nastane, pravé kdyz je trojihelnik rovnostranny.

Nyni uvedeme dalsi disledky dokézaného tvrzeni. Vyuzijeme-li k dal-
simu odhadu pravé strany (3) znamou Weitzenbokovu nerovnost, viz napf.
[2], [3] nebo [4, s. 18], ve tvaru a® + b? + ¢ > 4P+/3, kde P je obsah
trojuhelniku ABC, resp. silngjsi, tzv. Finslerovu—Hadwigerovu nerovnost
ve tvaru a? + b + 2 > 4PV3 + Q, kde Q = (a — b)%2 + (b—¢)?> + (c — a)?,
viz [3], [4, s. 19] nebo [5, s. 151|, dostaneme néasledujici odhady. V obou
z nich pfitom nastane rovnost, pravé kdyz trojihelnik ABC je rovno-
stranny.

Dusledek 2
Pro délky t&znic t,, tp, t. v libovolném trojiuhelniku ABC plati nerov-
nosti

2P+/3 4P+/3
to +1p+1tc 2 \[, resp. to +tp+t.> #
r r

Dalsi duasledky nerovnosti (3) se opiraji o identitu
a? + b2+ =2(s - p* —4rp), (4)

kde 2s = a + b + ¢, kterou lze nalézt nap¥. v [3] nebo [5, s. 123]. Plati tak

Dusledek 3
Pro délky téZnic t,, tp, t. v libovolném trojuhelniku ABC plati nerov-

nost ) )
5% —p°—A4r
bty +t,> P TP

(5)

Na zdkladé nerovnosti s2 > p(16r — 5p), viz napt. [3, 5.8, s. 50], plyne
ze vztahu (5)

r

224 16rp —5p% — p* — 4
bty it > S P e 16rp =5yt —p7 —drp

r r

12rp — 6p?
:M:6p<2_8). (6)
T T

Uzitim Eulerovy nerovnosti r > 2p, viz napt. [4, s. 45|, dostaneme

P

- <
r

)

N
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takZe pravou stranu (6) lze dale odhadnout
1
6,0(2—3) 26,0(2—) — 9p.
r 2
Disledek 4

Pro délky téZnic t,, tp, t. v libovolném trojuhelniku ABC plati nerov-
nost
ta'i’tb"‘tc 2 9[),
pri¢emz rovnost zde nastane, pravé kdyz trojihelnik ABC je rovnostranny.

Pozndmka. Lze dokdzat také nerovnost t, + t, + t. < %7“, viz napf. [5,
s. 144].

Posledni dusledek nerovnosti (3), ktery zde uvedeme, vyuZivd nerov-
nost mezi kvadratickym a aritmetickym primérem pro délky stran a, b, ¢
uvazovaného trojihelniku ABC' a nerovnost s > 27p?, viz napf |3, 5.11,
s. 52].

Dasledek 5
Pro délky t&Znic t,, tp, t. v libovolném trojiuhelniku ABC plati nerov-

nost
18p?
ta + tb + tc > r 5

pri¢emz rovnost zde nastane, pravé kdyz trojuhelnik ABC je rovnostranny.
Podrobné provedeni dikazu této nerovnosti prenechédvame laskavému

Ctenari.

(Z némeckého originalu zaslaného redakci Casopisu Matematika—{yzika—in-

formatika ptrelozil a upravil Jaroslav Svrcek.)
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O mincich a invariantech

LUDEK SPICHAL
Ustav matematiky a statistiky MU, Brno

Dobra matematické tloha je néco jako dobré hra. Snad nebudeme da-
leko od pravdy, kdyz fekneme, Ze dobré hra by méla spliiovat urc¢ité pod-
minky, které ji ¢ini pro hrace atraktivni. AniZ bychom si délali naroky
na dplnost vyc¢tu takovych podminek, ¢i tvrdili, Ze kazda dobra hra je
musi bezpodmineéné a v plném vyc¢tu naplnit, zmihime alespoi nékteré:
relativné jednoducha nebo alespon snadno srozumitelna pravidla, moz-
nost planovani a tvorby strategii, Sirokd paleta hernich variant, presah do
ruznych oblasti ne nutné pouze matematiky apod. Dostupné popularné-
naucné literatura nabizi bezpocet pfikladt takovych tloh. Dobré priklady
lze nalézt rovnéz na tématicky zaméfenych internetovych strankach.

Zamérem c¢lanku je poukazat na jeden takovy zajimavy zdroj a uvést
priklad ulohy, kterd méa na jedné strané velmi jednoduchou formulaci a
snadno srozumitelny zpusob hledéani feSeni, na strané druhé pro nékteré
TeSitele mozna ponékud prekvapivy vysledek a zejména velmi zajimavy
matematicky kontext.

Jiz nékolik let je kazdé druhé pondéli na webu britského deniku The Gu-
ardian uvefejnéna tloha souvisejici s matematikou & logikou.!) Autorem
prispévki je britsky novinar a spisovatel Alex Bellos (Alex Bellos’s Monday
puzzle). Jméno autora piispévki nemusi byt ¢tenafam majicim v oblibé
popularné-nau¢nou literaturu z oblasti matematiky zcela neznamé. V ne-
déavné dobé vysly v ¢estiné hned dvé populariza¢ni publikace, ve kterych
Alex Bellos prokazuje schopnost poutavé a ¢tivé popsat problémy aktuélni
i historické povahy z riiznych oblasti matematiky.?)

Nyni jiz k nasi uloze, ktera byla na strankich The Guardian uvefejnéna
7. ¥ijna 2019. Uloha nese v originale nazev Getting coins out of the bank,
coz miizeme volné prelozit napt. jako Dostarite mince z banky [r)]‘f‘>

Dhttps://www.theguardian. com/science/mathematics

2)Bellos, A.: Alexova dobrodruzstvi v zemi &isel. DokoFan, Praha, 2015.
Bellos, A.: Alex za zrcadlem. Jak se ¢isla odrazeji v zivoté a zivot v Cislech. Dokoran,
Praha, 2016.

3) Autorem tulohy je Carlos Sarraute, https://www.researchgate.net/profile/
Carlos_Sarraute.

Matematika — fyzika — informatika 29 (4) 2020 245


https://www.theguardian.com/science/mathematics
https://www.researchgate.net/profile/Carlos_Sarraute
https://www.researchgate.net/profile/Carlos_Sarraute

1. Dostante mince z banky

NaSe tloha zac¢ind jako hra na mfiZce, kterou tvoiri nekoneény pocet
sloupcti a fadki. V pocatecéni pozici jsou na miizce v jejim levém hornim
rohu umistény tii mince, které spolu s jednim volnym polem tvoii ¢tverco-
vou banku (obr. 1). Cilem hry je dostat mince ven z banky, pfi¢emz hrac

musi postupovat podle nésledujicich pravidel.

Obr. 1 Umisténi minci v bance na po¢atku hry

(i) Pokud hra¢ hodla odstranit z libovolného pole minci, pak ji musi
nahradit dvéma mincemi. Jednu z minci polozi na pole vpravo od
odstranéné mince, druhou na pole pod odstranénou minci (obr. 2).

(ii) Podminkou pro provedeni kroku z bodu (i) je, Ze obé potfebna pole
jsou pred odstranénim mince prazdna (obr. 2).

Obr. 2 Pravidla pro posun minci v m¥izce

Pripomenme jesté jednou cil, kterym je dostat podle vyse uvedenych
pravidel mince z banky. Vezméme tedy nékolik minci a hledejme cestu,
jak vyvést mince z banky. Pokud navazeme na obr. 2, pak nékolik dalsich
kroki muze vypadat napt. tak, jak je ukdzano na obr. 3.
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Obr. 3 Neékolik moznych prvnich kroka pfi posunu minci v mfizce

Pokud budeme pokracovat a sledovat stav napf. po kazdych tfech kro-
cich, pak miiZe rozestaveni minci vypadat jako na obr. 4. Dale jiz po

nékolika prvnich krocich zjistime, Ze minci v miiZzce rychle pribyva (kaz-
dym krokem o jednu).

Obr. 4 Dalsi posun minci v mfizce (vzdy po tfech krocich)

4 Velmi jednoduse si lze vyzkouSet riizné varianty posouvani minci na adrese https:
//scratch.mit.edu/projects/334378520.
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Jestlize jste pojali podezfeni, Ze v8echny mince z banky vyvést nelze,
pak jste na spravné cesté. Jakykoliv pokus kon¢i situaci, kdy mince uviznou
v né&jakeé poloze, kterd miize odpovidat napt. stavu podobnému jako na obr.
4. Zkusme tedy pracovat s hypotézou, ze mince podle pravidel, ktera jsme
si stanovili, z banky dostat nelze. Vytvorenim hypotézy opoustime sféru
pouhé hry a posouvame se do sféry matematiky, ktera, jak bude ukazano
déle, nabizi velmi davtipny zpiisob diikkazu stanovené hypotézy.

2. Dikaz hypotézy

V dalsi ¢asti nahradime v miiZce mince ¢isly podle schématu, jehoz
smysl bude zahy ziejmy. Cisla, kterymi nahradime mince, budou pfed-
stavovat vdhu dané buiiky. Do levé horni buiikky umistime é&islo (vahu) 1.
Bunky bezprostifedné vpravo a pod buiikou s vahou 1 budou mit vahu %
Buiiky umisténé ve sméru vpravo nebo ve sméru doli od dané buiiky bu-
dou mit vahu, ktera bude vzdy polovinou vdhy buniky, které je v miizce
bezprostfedné vyse nebo vice vlevo. Pohledem do miizky napt. okamzité
zjistujeme, Ze buiiky lezici ve stejné thlopfi¢ce maji stejnou vahu (obr. 5).

T S O
1 2 4 8 16 32 64 128
1 1 1 1 1 1 1 s
2 4 8 16 32 64 128 256
1 1 1 1 1 1 1 1
4 3 16 32 64 128 256 512
1 1 1 1 1 1 1 1
8 16 32 64 128 256 512 1024
1 1 1 1 1 s 1
16 32 64 128 256 512 1024 2048

Obr. 5 Vahy jednotlivych bunék v miizce
Jestlize postupujeme pii posouvani minci podle vyse stanovenych pra-

videl, pak sice v kazdém kroku v mfiZzce pfibyva jedna mince, vaha bunék
obsazenych mincemi se vSak zachovava. Na pocatku je soucet vah bunék
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obsazenych mincemi roven 2 (obr. 6 vlevo). V jakémkoliv dalsim kroku zii-
stava vaha obsazenych bunék zachovana, napf. na obr. 6 vpravo je soucet
vah bunék roven hodnoté:

1 1 1 1 1 1 1 1 512
2.2 4= L2420 44— 42— =9
2+4+3 8+ 16+5 32+ 64+3 128Jr 256 256

1
2

1 1

2 32
1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 64

! ! S S

8 16 32 64 128
1 1 1 1 1
8 32 64 128 256

1 1 1

32 64 128 256

Obr. 6 Porovnani vah bunék ve dvou stavech ulohy

Pokud by tedy tloha méla feSeni a mince bylo mozné z banky vyvést,
pak by soucet vah bunék lezicich mimo banku musel byt minimélné roven
sou¢tu vah bunék obsazenych mincemi na pocatku tlohy.
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Je zfejmé, ze musime urcit soucet vah bunék celé nekonecéné mriizky.
Kazdy fadek (sloupec) miizky tvofi nekonefnd geometrickd posloupnost
s kvocientem 3. Pokud se¢teme vahy bungk v 1. sloupci (Fadku)

TR I I
2 4 8 16 7 1-1 7

2. sloupci (Fadku)
U R : =1
2 4 8 16 32 7 1-1 7

3. sloupci (Fadku)
LA S SO N I 11
48 16 32 64 T 1-1 2

atd. sloupci (nebo Fadku) miizky, ziskdme dalsi nekone¢nou geometrickou
posloupnost

2+1+1+1+1+1+
2 4 8 16 7
jejiz soucet je roven hodnoté
2+1+1+1+1+1+ _ 2 =4
2 4 8 16 7 1-1 7

ktera predstavuje vahu vSech bunék celé nekonecné miizky. Nyni je jiz

ditkkaz témér hotov. Staci jiz pouze uvazit, ze rozdil sou¢tu vah bunék
tvoricich celou mfizku a bunék tvoricich banku je 4 — % = %. Cislo %,
predstavujici vahu bunék lezicich mimo banku, je mensi nez je soucet vah
bunék obsazenych mincemi na pocatku (1—1—%—&—% = 2). Mince tedy skutecné
nelze podle vySe stanovenych pravidel z prostoru banky vyvést.

3. Invarianty

Cilem této ¢asti je poukizat na zajimavy matematicky kontext metody
pouzité k dikazu v pfedchozi ¢asti, ktery souvisi s praktickou aplikaci
pojmu tzv. invariantu. Uvedme nejprve definici samotného pojmu invari-
antu.

Invariantem rozumime vlastnost nebo méritelnou velicinu, kterd se pi jisté
transformaci, resp. pFi opakovdni néjakého postupu nemeéni [1].
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Invarianty lze nalézt v fadé oblasti nejen matematiky, ale také fyziky ¢i
chemie. Pro lepsi pochopeni uvedme nékolik konkrétnich prikladd invari-
antd [1]:

e Lze snadno ukézat, ze pfictenim libovolné konstanty ke vSem ¢lent
aritmetické posloupnosti ziskdme opét aritmetickou posloupnost, kte-
r4d ma stejnou diferenci. Invariantem je zachovani aritmetické po-
sloupnosti i diference.

e Plnéni nadrze o daném objemu ¢erpadly o stejném vykonu zavisi na
poctu Eerpadel a ¢ase, po ktery pracuji. Invariantem je celkové prace,
ktera odpovida soucinu poctu ¢erpadel a celkového Gasu.

e Dulezité invarianty predstavuji zakony zachovani znamé z fyziky a
chemie.

Zajimavy piiklad invariantu lze nalézt v oblasti tzv. Benfordova zakonu.
Benfordav zakon vychazi z empirickych pozorovéni, ze kterych vyplyva, ze
v mnoha pfirozené se vyskytujicich souborech ¢iselnych dat nemaji prvni
¢islice stejné zastoupendi, ale fidi se uréitym typem logaritmické distribuce.
Malé ¢islice 1, 2 nebo 3 tak maji vétsi Cetnost zastoupeni na prvni ¢iselné
pozici nez &islice velké (obr. 7). Tato nerovnomérnost v zastoupeni navic
nezavisi na méfitku, které je invariantem, vice napt. [2].

35,0

30,1

30,0

25,0

20,0

15,0

Relativni ¢etnost (%)

10,0

50

0,0

m 1. Cislice @ 2. Cislice

Obr. 7 Relativni Cetnost &islic na prvni, resp. druhé pozici podle Benfordova
zéakona
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Zminénou nezévislost na méfitku miZzeme demonstrovat na pirikladu
&isel tvoticich Lucasovu posloupnost (L,).”) Rekurentni vzorec této po-
sloupnosti je

Ln = Ln—l + Ln—27 Ll = 27 L2 =1.
Lucasovu posloupnost tedy tvori ¢isla
2,1, 3,4, 7, 11, 18, ...

V tabulce 1 je uvedena relativni éetnost prvnich éislic v L,, 8L, a
20L,, ve srovnani s ¢etnosti ¢islic podle Benfortova zékona. Je ziejmé, Ze
relativni Cetnosti jsou blizké Benfortovu zdkonu a skuteéné nezavisi na
zménd méfitka.")

Cislice 1 2 3 4 5 6 7 8 9

B. zé¢kon 30,1 17,6 125 97 79 6,7 58 51 4,6
L, 31 17 14 10 8 5 7 4 4
8Ly, 29 18 13 9 8 7 4 7 5
20Ly, 28 18 13 10 7 8 6 ) 5

Tab. 1 Relativni ¢etnost prvnich ¢&islic podle Benfortova zakona a v L,,, 8L, a
20L,,

Obdobnou nezavislost na méfitku muZzeme zaznamenat také v pripadé
tzv. Zipfova zékonu, ktery popisuje pomérné casto se vyskytujici vztah
mezi pofadim a ¢etnosti prvkd v raznych statistickych souborech (vice
napft. [3]).

Pro posledni zde zminény piiklad vyskytu invariantt vyuZzijeme Ru-
bikovu kostku, ktera je jednim z nejznaméjsich hlavolami svéta [4]. Ru-
bikova kostka je mechanicky hlavolam tvofeny krychli sloZzenou z dil¢ich
barevnych krychli¢ek. Ukolem je otacenim pFeuspofadat jednotlivé diléi
krychlicky tak, aby kazdé strana celého télesa byla obarvena jen jednou

barvou.”

5)Lucas, F. E. A. (1842-1891) byl francouzsky matematik.

6)Potvrzeni uvedeného pozorovani by bylo mozné provést napt. x kvadrat testem
dobré shody.

7)Erné Rubik (nar. 1944) je madarsky vynalezce, sochaf a profesor architektury.
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Pokud bychom mohli promichat barvy vSech kosti¢ek kostky naprosto
bez jakéhokoliv omezeni, pak bude celkovy podet barevnych konfiguraci®

519024 039293 878 272 000.

Toto obrovské ¢islo oviem nevyjadiuje pocet realné nastavitelnych uspo-
radani kostky, nebot je mozné pootéacet pouze sténami kostek. Skuteéna
hodnota moznych uspofadéani kosti¢ek na Rubikové kostce je tak zlomkem
uvedené hodnoty a lze ukazat, ze jde presné o dvanactinu vyse uvedeného
po¢tu konfiguraci, tj.

43252003 274 489 856 000.

Kazdé otaceni ovliviiuje soucasné polohu nékolika kostic¢ek, pri¢emz né-
které charakteristiky (invarianty) celé kostky nelze zménit.

(i) Parita. Vyména poloh kostidek se déje presunem sudého poctu dvo-
jic objektt, jedné se tedy o sudou permutaci. Takovych permutaci je
presné polovina celkového poétu moZznych permutaci (druhou polo-
vinu tvofi liché permutace) a rotacemi lze uskute¢nit pouze polovinu
moznych usporadani kostky.

(ii) Parita hran stén. Podobné jako v predchozim bodu i zde podminka
piili celkovy podet moznych stavii, nebot také v p¥ipadé posloupnosti
rotaci jde o sudou permutaci.

(iii) Trojcetnost rohi. Pfi kazdé rotaci se otaci cela sténa kostky. Pokud
o¢islujeme jednotlivé stény rohovych kosticek ¢isly 0, 1 a 2, a to
vzdy po sméru hodinovych rucicek, pak soucet v8ech téchto ¢&isel
modulo 3 se nezméni pfi libovolné rotaci. Podminka tedy snizuje
pocet moznych usporadani na tfetinu.

8)Uvedenou hodnotu uréime pomoci kombinatorickych pravidel. Osm rohi kostky
miiZzeme obsadit 8! zptsoby, navic kazda rohova kosticka miZe byt pootodena a orien-
tovana t¥emi riznymi zpisoby. Celkem tedy pro rohové kosticky existuje 3% - 8! moz-
nych konfiguraci. Analogicky ur¢ime po&et moznych usporadani 12 krychli¢ek uprostred
hran, ktery je roven hodnot& 212.12!, nebot pro kazdou kosti¢ku existuji vzdy dva riizné
zplsoby pootoceni. Pouzitim kombinatorického pravidla sou¢inu dale plati, ze

38.81.212. 121 = 519024 039 293 878 272 000.
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Pokud shrneme vySe uvedené poznamky o invariantech na Rubikové
kostce, zjistime, ze skute¢ny pocet moznych usporadani je 2-2-3 = 12, tj.
dvanactkrat mensi:

38.81.212. 191

B = 43252003 274 489 856 000.

V nasi tloze byl invariantem soucet vah bunék obsazenych mincemi.
Zachovavajici se soucet vah bunék na jedné strané a mensi nez minimalni
hodnota sou¢tu vah bunék mimo banku na strané druhé jsou praktickou

aplikaci pojmu invariantu k FeSeni nasi talohy.

Zavér

Radu zajimavych tloh vyuzivajicich pojmu invariantu lze nalézt v [1].
Zajemci mohou samoziejmé zvazovat dalsf varianty rozlozen{ minci v bance
a moznosti, jak je v konetném poctu krokt podle vyse stanovenych (popf.
upravenych) pravidel vyvést z banky.
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Didaktika matematiky
v 21. stoleti a realita vyuky

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd ZCU v Plzni

Didaktika matematiky v 21. stoleti kontinudlné navazuje na predchozi
vyvoj a zejména intenzivni rozvoj v 2. poloviné 20. stoleti. Obdobné jako
dalsi oborové didaktiky v teoretické i empirické vyzkumné ¢innosti se
soustfeduje predevsim na didaktické oblasti zaméFené na obsah vzdélani
a jeho didaktickou transformaci, na psychodidaktické procesy poznévani
a metody vyuky, na organizacni formy vyuky a na efektivni vyuziti digital-
nich technologii ve vyuce. Ugelem téchto vyzkumii v didaktice matematiky
je nalézéni co nejefektivnéjsich zptisobt a postupt vedoucich ke zlepseni
kvality vyuky matematiky. Pfitom se vychézi ze stanoveni jejich hlavnich
cili v souladu s pozadavky technologického i socialniho rozvoje spole¢nosti
v 21. stoleti.

Zaméreni didaktiky na obsah vzdélavani a jeho didaktickou trans-
formaci

S pozoruhodnym obsahovym zaméfenim didaktiky a s promyslenym
systematickym tsilim o prizpusobeni obsahu vzdélavani poznévacim schop-
nostem zaku se lze setkat jiz v didaktickych spisech vyznacného ceského
pedagoga 17. stoleti Jana Amose Komenského a poté i v dilech fady dal-
§ich vyznamnych svétovych pedagogi a oborovych didaktiki. Dilezitost
studia a empirického vyzkumu obsahové naplné vzdélavani a modernéjsiho
pojeti 8kolniho kurikula se velmi vyrazné zvétsila zejména ve 2. poloviné
20. stoleti a v 21. stoleti v souvislosti s exponencidlnim naristem védomosti
a informaci ve v&dé i spole¢nosti, nazyvané proto védomostni spolecnost ¢i
informacni spolecnost.

V' Evropé, zvldsté v Némecku od 50. let 20. stoleti vzniklo mnoZstvi
podnétnych studii vénovanych problematice zprostiedkovani vzdélavacich
obsahti ve $kolni praxi. Z nich se stala Siroce znamou koncepce, kterou
predlozil némecky pedagog Wolfgang Klafki z Univerzity v Magdeburgu
(SRN) ve své studii ,Didaktickd analyza jako jadro piipravy na vyuco-
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vani* publikované v némciné roku 1958. V ¢eském piekladu vysla pod na-
zvem ,,Studie k teorii vzdélavani a didaktice* (SPN, Praha, 1967). V této
koncepéni studii W. Klafki nejen ukazuje vyznam vhodného vybéru vzdé-
lavacich obsaht s ohledem na jejich srozumitelnost pro zaky, ale téz zdu-
raziiuje jeho pfimy vliv na rozvoj osobnosti zéki. Svoji koncepci didaktic-
kého zprostiedkovani uc¢iva Klafki zalozil predevsim na didaktické analyze
uciva, jez byla ve 2. poloviné 20. stoleti povazovana mnoha pedagogy za
jediny vychozi model vybéru uéiva. PFiblizné v téZze dobé jako Klafki re-
agoval némecky didaktik Dietrich Hering na obrovsky nartst védeckych
poznatkil a s nim spojené zvétSovani rozsahu uciva na vsSech typech skol
po 2. svétové valce. Ve svych publikacich z let 1958-1959 jako prvni za-
vedl a pouzil pojem didaktické zjednodusen védeckych poznatkt pro jejich
zprostiedkovani a pochopeni zaky vzhledem k jejich véku.

V USA se problematikou vzdélavacich obsaht zacal systematicky a v Sir-
§ich souvislostech zabyvat az v 80. letech 20. stoleti pedagogicky psy-
cholog Lee S. Shulman ze Stanfordovy univerzity v Kalifornii. Z pozice
prezidenta Americké asociace pedagogického vyzkumu v letech 1984-1985
ostfe kritizoval pedagogicky vyzkum v USA za to, ze v ném dlouhodobé&
chybi empiricky pedagogicky vyzkum vztahujici se k obsahu vyucovani a
jeho profesnimu vyznamu. Za vychodisko z této situace L. S. Shulman
a jeho spolupracovnici zvolili srovnavaci vyzkumy mysleni a ¢innosti jed-
nak ucitelt zacatecénikd, jednak zkuSenych a tuspésSnych uéitelu. Zaroven
téz sledovali, jak probihaji procesy uméni vyucovat u studentu uéitelstvi.
Za cil téchto empirickych vyzkumua L. S. Shulman povazoval zodpovédét
otéazky, jaké jsou zakladni predpoklady tspésného pedagogického mysleni
a jednani, z jakych zdroju se utvari profesionalni poznatkova béze uci-
teld, jez jim umozni kvalitni a efektivni vyuku, co je zékladem &innosti
uciteld jako profesionalii, ptsobicich ve vzdélavani a odlisujicich je od ji-
nych odborniki. Na zékladé ¢etnych vyzkumt pak L. S. Shulman ve studii
»,Knowledge and teaching: Foundations of the new reform“ (,Znalosti a
vyuovani: Zaklady nové reformy*), publikované v ¢asopise Harvard Edu-
cational Review (ro¢. 57/1987, ¢. 1, s. 1-22), formuluje piesvéddeni, Ze
poznatkovd bdze ucitelstvi ma sestavat ze sedmi kategorii znalosti (s nazvy
preloZzenymi do Cestiny pedagogy Jirim Kotdskem a Tomdsem Janikem):

znalosti obsahu uciva (subject matter content knowledge),
obecné pedagogické znalosti (general pedagogical knowledge),
znalosti kurikula (curriculum knowledge),

didaktické znalosti obsahu (pedagogical content knowledge),
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e znalosti o Zdcich a jejich charakteristikich (knowledge of learners
and their charakteristics),

e znalosti o kontextu vzdéldvdni (knowledge of educational context),

e znalosti o cilech, smyslu a hodnotdch vzdéldvini (knowledge of edu-
cational ends, purposes and values).

7 téchto sedmi kategorii znalosti ucitelt, jez tvoii poznatkovou bazi uci-
telstvi, jsou t¥i kategorie vazany na obsah (znalosti obsahu uciva, znalosti
kurikula a didaktické znalosti obsahu), jez podle L. S. Shulmana piedsta-
vuji jeji jaddro. Z teoretického i praktického hlediska pro tspésnou ¢innost
ucitele za zakladni povazuje zejména didaktické znalosti obsahu, jimiz se
rozumi didakticky transformované obsahové (védni ¢i jiné odborné) zna-
losti, které jsou specifickou formou profesionality ucitele. Ptitom didaktickd
transformace védeckych ¢ jinych odbornych poznatka spociva v jejich vy-
béru a zpracovani na uc¢ivo, jez obsahem a formou zpracovéani je pfimérené
vékovym i individualnim schopnostem zékt.

Pozndmka. Paralelné se Shulmanovou teorii didaktickych znalosti, jeho em-
pirickymi vyzkumy a studiemi o poznatkové bazi ucitelstvi vznikla v Evropé
(zejména v Némecku, Francii a skandinavskych zemich) fada koncepénich stu-
dif v pedagogice i oborovych didaktikich o obdobné didaktické problematice.
Vesmés vSak byly zameéreny vice teoreticky nez empiricky v duchu tradi¢ni di-
daktiky v zemich Evropy a se zvyraznénym akcentem na psychologickou stranku
poznévacich procest pfi u€eni. Tak napf. ve Francii se setkdvame s piagetovsky
kognitivné orientovanou koncepci tzv. transpozicni didaktiky v pracich francouz-
ského didaktika matematiky Ywvese Chevallarda z Marseillské univerzity. Jeho
koncepce je zalozena na pouziti didaktické transpozice védeckych poznatkt a
predstavuje jistou formu jejich psychodidaktické transformace.

V devadesatych letech 20. stoleti Shulmanovy didaktické teorie (zaméfené
na didaktickou transformaci obsahu vzdélavani ve skolské praxi) vesly Siroce
ve znamost v mnoha zemich svéta véetné Velké Britanie a zemi kontinentalni
Evropy. Pro stfedoevropské i vychodoevropské zemé, v nichz didaktika matema-
tiky i dalsi oborové didaktiky se dlouhodobé zabyvaji didaktickym zpracovanim
uciva, nebyly Shulmanovy ideje Zadnou pFevratnou novinkou, ale zna¢né pii-
spély k §irsimu pochopeni vyznamu oborovych didaktik a duleZzitosti teoretické i
empirické vyzkumné ¢innosti v nich zamérené na obsah uciva. Didaktickou trans-
formaci vzdélavacich obsahi se zabyvaji nejen jednotlivi ucitelé, ale zejména téz
autofi ucebnic a didaktické literatury. Specialné didaktickou analyzou vzdélava-
cich obsaht ve vyuce matematiky se souhrnné vénuje ¢ast didaktiky matematiky
nazyvana Konkrétni didaktika matematiky (viz [1]).
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Zaméreni didaktiky na kognitivni procesy a koncepéni pojeti
vyuky

Ve 20. stoleti a zejména v jeho 2. poloviné bylo dosazeno zna¢ného
pokroku ve védnim oboru kognitivni psychologie (psychologie pozndvdni),
coz mélo pfimy vliv na pedagogiku, jehoz vyznamnym diisledkem byl vznik
novych teorif uéeni a vyucovani. Primarni zasluhu na tomto vyvoji mél svy-
carsky vyvojovy psycholog Jean Piaget (1896-1980), ktery za piusobeni na
Univerzité v Zenevé soustavnym empirickym zkouménim se tspésné po-
kusil objasnit, jak se v détstvi vytvareji zakladni struktury a predpoklady
pro celozivotni poznévani. Podle Piagetovy teorie kognitivniho vijvoje mé
kognitivni vyvoj ¢lovéka pét zivotnich poznéavacich etap se specifickymi
charakteristickymi poznavacimi procesy a zptsoby mysleni (etapa senzo-
motorickd od narozeni do 2 let Zivota, etapa pfedpojmového mysleni od 2
do 4 roki, etapa nazorného mysleni od 4 do 7 roki, etapa konkrétniho lo-
gického mysleni od 7 do 12 roki, etapa formalniho logického a abstraktniho
mysleni od 12 roki). Piagetovo pojeti kognitivniho vyvoje rozsifil americky
univerzitni psycholog Jerome Seymour Bruner (1915-2016) o vyzkumy
vyznamu interakci dité s okolim pro poznavani svéta v prvni etapé (do
dvou let), kdy dité jesté nemluvi a o studium, jak jsou kognitivni procesy
v jednotlivych etapach vyvoje ovlivnény tfemi zakladnimi zptisoby pozna-
vani (zaloZenymi na motorickych ¢innostech, vyuZiti nazornych zrakovych
a dusevnich pfedstav, uziti jazyka). Na zakladé svych studii kognitivniho
vyvoje J. Piaget a J. S. Bruner se stali v pedagogice spoluzakladateli a
propagatory tzv. konstruktivistické teorie uceni a vyucovani:

o Konstruktivistickd teorie uceni (Constructivist theory of learning), za-
lozena na teorii kognitivniho vyvoje, pojimé uceni jako aktivni pozna-
vaci proces, v némz si ucici se (zak, student) sam vytvari (konstruuje)
poznatky na zékladé svych predchozich védomosti a novych informaci
¢i podnétii (FeSeni uloh apod.) zpravidla pod pfimym nebo nepfimym
vedenim ucitele.

o Konstruktivistickd teorie vyucovdni (Constructivist theory of teaching)
je takové pojeti vyucovani (koncepce vyuky), kde uceni zaka ¢i studentd
spociva v jejich aktivnim vytvafeni (konstruovani) novych poznatka
jimi samotnymi s pfipadnym doplikovym Fizenim, resp. s pomoci udi-
tele. V tomto smyslu je konstruktivistické pojeti vyucovdni zésadné od-
lisné od tradi¢niho transmisivniho pojeti vyucovdnd spocivajiciho v pre-
davani (transmisi) hotovych poznatki zakim ucitelem.
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Tradicni i inovativni metody vyudovdni (vjukové metody) lze klasifiko-
vat a analyzovat z riznych didaktickych hledisek, ¢emuz se podrobné vé-
nuje ¢ast didaktiky matematiky zvana Obecnd didaktika matematiky (viz
[2, s. 43-46 a s. 127-132]). Z inovativnich vyukovych metod se soucasna
matematickd didakticka literatura nejvice soustieduje na konkrétni typy
(metody) konstruktivistického pojeti vyudovdni matematiky, jejichZ nazvy
a strucné charakteristiky uvedeme v nésledujicim prehledu:

e Problémové vyucovdni, vijuka zaloZend na Feseni problémai (Problem te-
aching, problem-based teaching, problem-solving method in teaching) je
vyucovani soustfedéné na uceni zaku (studentit) prostiednictvim jejich
feSeni problémi. Prakticky se realizuje ve vyuce predkladanim, resp.
vytvarenim problémouvijch situact, tj. didaktickych situaci spoc¢ivajicich
ve formulovani problému ucitelem, popf¥. samotnymi zaky, poskytovani
jim nezbytné pomoci pii feSeni téchto problémi, ovérovani vysledku
TeSeni a zejména téz pii systematizaci takto ziskanych poznatki i jejich
upeviovani.

Pozndmka. Pojem problém v didaktice matematiky (i v ostatnich oborovych
didaktikdch) ma obecné dva vyznamy: V irsim smyslu je termin problém sy-
nonymem terminu %loha. V uZsim smyslu uZivaném v problémovém vyucovani
terminem problém se rozumi specidlné wloha, jez neni standardni (typova) a
jejiz feSeni je naro¢né, protoze pfi ném Zzéaci musi hledat pro né predem ne-
znamy postup feSeni. Urcité prvky problémové vyuky byly pouzivany jiz ve
vyuce v starovékém Recku (filozof Sokrates aj.) a poté prakticky v celych
dé&jinach skolstvi. AvSak uceleny a teoreticky podloZeny systém problémového
vyudovani zformuloval aZ na konci 19. a zac¢atku 20. stoleti americky filozof,
psycholog a pedagog John Dewey (1859-1952) za svého ptisobeni na Uni-
verzité v Chicagu a na Kolumbijské univerzité v New Yorku. Je povazovan
za zakladatele tzv. pragmatické pedagogiky, v niz je odmitan tradi¢ni sys-
tém vzdélavani zaloZeny na pouhém piedavani hotovych poznatki a jejich
soubort zakim ucitelem, ale podle niz ma byt vyucovani zaloZzeno na ak-
tivni ¢innosti zakd a rozvijeni jejich dovednosti (mj. téz formou pracovniho
vyucovdni a projektového vyucovdni).

o Heuristické (objevitelské) vyucovdini (Heuristic teaching, discovery tea-
ching) je vyuovani zaloZzené na systematickém hledani a uziti vhodnych
heuristickych postupi (strategii) pro efektivni FeSeni matematickych
(resp. jinych) uloh ¢ problému. Z logického hlediska jde zpravidla pri-
marné o uziti neuplné indukce (napf. pouZiti metody pokus—omyl), jez
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vede k vysloveni hypotézy o FeSeni ulohy (problému) a poté je pouZita
deduktivni metoda k dikazu, resp. vyvraceni této hypotézy.

Pozndmka. Poéatky vzniku heuristiky jako nauky o postupech (metodach),
matematiky. Zaklady novodobé heuristiky polozili az francouzsky matematik
a filozof René Descartes (1596-1650), némecky matematik a filozof Wilhelm
Gotfried Leibniz (1646-1716) a Cesky matematik a filozof Bernard Bolzano
(1781-1848). Za zakladatele moderniho a didaktického pojeti heuristiky je
povazovan madarsky matematik George Pdlya (1881-1985) pisobici pFevazné
v USA na Stanfordské univerzité. Svétoznamou je zejména jeho kniha ,,How
to Solve It — A New Aspect of Mathematical Method“, jejiz 2. rozsifené
vydani vyslo v ¢eském piekladu pod nézvem ,Jak to fesit? — Prekvapivé
aspekty (nejen) matematickych metod“ (Matfyzpress, Praha, 2016). S velkym
zajmem se setkaly i jeho dalsi prace o heuristickych metodach (viz [2, s. 87]).

o Realistické matematické vzdéldvini — RMV (Realistic mathematics edu-
cation — RMFE) je originalni metoda vyufovani matematiky vytvorené
v Nizozemsku, jejiz zakladni ideou je, Ze vyuka matematiky se ma stéat
prirozenou soucasti reality Zivota Zdki (skutecného Zivota nebo vhodné
vytvofenych didaktickych situaci). Je zaloZena na dvou kli¢ovych di-
daktickych principech:

1. princip RMV vyjadtuje didakticky pozadavek, Ze vyuka matema-
tiky ma byt piistupna mysleni zaka (piislusného véku) a mit blizko
k jejich sou¢asnému i budoucimu kazdodennimu Zzivotu.

2. princip RMV vyjadifuje didakticky pozadavek, aby vyuka mate-
matiky byla soustavné spojena s aktivni ¢innosti zaka jako Tize-
nym procesem objevovani, resp. znovuobjevovani matematickych
poznatkt zaky (jenz je soucasti tzv. genetického stylu vyucovdnt).

Pozndmka. Uvedené didaktické principy RMV zformuloval nizozemsky mate-

matik a vyznacny didaktik matematiky némeckého pivodu Hans Freudenthal

(1905-1990), autor etnych matematickych didaktickych ¢lanka a kniznich

publikaci, z nichZ nejvyznamnéjsi jsou knihy ,Mathematics as an Educatio-

nal Task®“ (,Matematika jako pedagogickd uloha*) v prvnim anglickém vy-
dani z roku 1973 a ,Revising Mathematics Education — China Lectures

(,Revidovani matematického vzdélavani — Prednasky v éiné“) vydana po-

prvé az posmrtné v roce 1991. V téchto publikacich polozil zéklady RMV,

jez podle ného predstavuje matematiku jako lidskou aktivitu. Spolu se svymi
spolupracovniky zaloZil institut pfi nizozemské Univerzité v Utrechtu, ktery
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byl po jeho smrti nazvan Freudenthaliv institut a jehoz zakladnim poslanim
je rozvoj RMV a jeho vyuziti ve skolské praxi.

o Teorie didaktickych situaci — TDS, teorie didaktickych situaci v mate-
matické vzdeldvani ( Theory of didactical situations, theory of didactical
situations in mathematics education) je strukturalisticko-konstruktivis-
ticka teorie vyucovani zaloZena na vytvareni a pouziti didaktickych si-
tuact, jimiz se rozumi situace ve vyuce (napf. problémové situace & di-
daktickeé hry), které umoziiuji uciteli za aktivniho zapojeni zaka piivést
je zajimavou formou k uréitym (specidlné matematickym) znalostem.

Pozndmka. TDS postupné vytvoril a publikoval od konce 60. let 20. stoleti
francouzsky didaktik matematiky Guy Brousseau (nar. 1933), piisobici na
Univerzité v Bordeaux. Se svymi spolupracovniky ji pomérné obséhle roz-
pracoval a na tyto prace navazala téz fada zahrani¢nich didaktiki, zejména
ze Spanélska, Italie a Kanady. V CR se vénovala pedagogickému vyzkumu
TDS a jejimu uziti ve 8kolské praxi predevsim didakticka matematiky Jar-
mila Novotnd, jeZ je téz spolupiekladatelkou z francouzstiny do ¢estiny knihy
G. Broussaua: ,,Uvod do teorie didaktickych situaci v matematice (PedF
UK, Praha, 2012).

e Badatelsky orientované vyucovini — BOV, badatelsky orientované vzdeé-
ldvdni v matematice — BOVM (Inquiry-based teaching, inquiry-based
mathematics education) je vyutovani spocivajici v badani (badatelské
¢innosti) zakd, jeZ pouziva podobné postupy a metody prace jako vé-
decké badani. V tomto smyslu BOV je vyucovani inspirované védec-
kym badanim. Pfitom védeckym bdaddnim se rozumi védecko-vyzkumna
prace a dalsi formy ¢innosti ve védé. Bdddnim (badatelskou ¢innosti)
zakl se rozumi v jistém smyslu obdobné ¢innosti: pozorovani, kladeni
si otazek, vyhledavani informaci v knihéch a dalsich zdrojich, plano-
vani a navrhovani postuptu feSeni problému, sbirani dat, jejich analy-
zovani a interpretace, formulovani predpovédi i ziskanych vysledkt a
jejich vysvétleni, vyvozovani a sdélovani zavéru. Tyto ¢innosti zédkl ve
vyuce, prizptisobené jejich véku a moznostem, nemaji ovSem za cil zis-
kéni novych védeckych poznatki, ale znovuobjevovanim ziskat potfebné
znalosti a dovednosti (v&etné schopnosti Fesit jednoduché problémové
situace z bé&zného Zivota).

Poznamka. Koncepce BOV méa pivod v USA v 90. letech 20. stoleti v p¥i-
rodovédném vzdélavani. V severoamerickém prostiedi pretrvavid do soucas-
nosti omezeni BOV na pfirodovédecké predméty. V Evropé se vSak zacatkem
21. stoleti BOV rozsitilo i do vyuky matematiky. V CR se BOVM vénuje myj.
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zejména didakticka matematiky LibuSe Samkovd, podle niz za pedagogicky
zdklad BOV je povazovano badani v pojeti Johna Deweye (1938), za psy-
chologicky zaklad pak udeni se objevovanim J. S. Brunera (1965). V ¢lanku
L. Samkové: ,,Uplatnéni otevieného pristupu k matematice. ..* (Studia pe-
dagogica, ro¢ 23/2018, €. 3, s. 49-67) se v souladu s Deweyovym vymezenim
badani zdtraziuje, Ze v BOVM by mély byt FeSeny matematické ulohy, jez
obsahuji néco neurcitého, co je FeSitelem vnimano jako podnétné nebo za-
jimavé. Jednu z moznosti, jak takové tdlohy vybirat ¢i vytvaret a zkoumat,
predstavuje tzv. otevFeny piistup k matematice (open approach to mathema-
tics), v jehoz ramci se pristupuje k vyuce matematiky prostfednictvim ote-
vFengch matematickyjch iloh (open mathematics tasks), které splhuji alespoil
jednu z téchto charakteristik:

— maji otevienou vstupni situaci, tj. proménné vstupni udaje,
— maji otevifeny postup feSeni, tj. existuje vice zplisobu FeSeni,
— maji otevienou vyslednou situaci, tj. existuje vice vysledku feSenti,

— maji otevienou moznost tlohu modifikovat, tj. nabizi se vice zptisobt, jak
ji upravit ¢i rozsifit ve vhodnou novou tlohu.

Zaméreni didaktiky na organizaéni formy vyucovani

V obecné didaktice matematiky se rozlisuji a analyzuji na zakladé néko-
lika kriterialnich hledisek rtizné druhy organizaénich forem vyucovdni (or-
ganizational forms of teaching) (viz [2, s. 53-55]). V 21. stoleti jsou a stéle
vice budou ovliviiovany mnohostrannym pouzivanim digitalnich technolo-
gif, av8ak zakladnim kriteridlnim hlediskem ztstéva jejich rozdéleni podle
zpusobl Tizentd ucebni cinnost Zdkii:

e frontdlni (hromadné) vyucovdni (frontal teaching. whole-class teaching),
v ném?z jediny ucitel pracuje soucasné se viemi zaky ve tfidé, se stejnymi
obsahy i metodami vyuky, v ¢asové vymezenych vyucovacich hodinach,

o skupinové vyucovdni (group teaching), pfi némz je vyukovy proces or-
ganizovan jako spole¢na prace zakt v mensSich skupinich (t¥{ az Sesti
zaki), které samostatné zpracovavaji zadané tkoly,

~x2

e kooperativni vyucovdni (cooperative teaching), jez je vyssi formou sku-
pinového vyucovani, v némz kazdy zak ve skupiné pracuje samostatné
a pouze se radi s ostatnimi zaky skupiny,

o individualizované vyucovdni (individualized teaching), kdy kazdy z zaka
pracuje na zadanych tkolech zcela samostatné vlastnim tempem a popf.
jen s dil¢i pomoci ucitele.
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Pozndmka. Pfi frontalnim vyucovani je pouzivan tfidné hodinovy systém vyuky,
ktery zavedl jiz Jan Amos Komensky. V nasich Skolach je stale nejcastéji uziva-
nou formou organizace vyuky, avSak uz v pribéhu 20. stoleti jsme se mohli setkat
u nas i se skupinovym, popfr. kooperativnim vyucovanim. Jejich zasadni mys-
lenky formuloval téz Jan Amos Komensky. Teprve vSak ameri¢ti psychologové a
reformni pedagogové J. Dewey a J. S. Bruner vyzvedli skupinové a kooperativni
uceni jako zakladni modely pro socialni uc¢eni v demokratické spole¢nosti. V sou-
Casnosti se v projektech integrace vyucovacich predmétii setkdvame s pojmem
tymové vyudovdni (team teaching), ve kterém s t¥idou zaki pracuji spole¢né dva
nebo vice uéiteli za u¢elem integrace poznatkt z nékolika predméti.

Orientace didaktiky na efektivni vyuziti didaktickych technolgii
ve vyuce

Digitdlng technologie (Digital Technologies) v kontextu vzdélavani jsou
synonymem k pojmu Informacni a komunikacni technologie, zkr. IKT (In-
formation and Communication Technologies, zkr. ICT, jeZ je uzivana ¢asto
i v ¢eském textu); viz publikace ,Strategie digitalniho vzdélavani do roku
2020% (MSMT, Praha, 2014). Predstavuji siroky soubor elektronickych
prostiedku (pfistroja, zafizeni), nastroji, systémi a postupi, jez slouzi
k digitalnimu zpracovani vstupnich dat a prenosu informaci.

Pozndmka. Pojem digitélni technologie zpravidla dosud mimo oblast vzdélavani
je pouzivan v uz$im vyznamu pro hardware, tj. technické vybaveni, zatimco do
pojmu ICT je zahrnut i software, tj. programové vybaveni.

Vyuziti ICT ve skolské matematice je prehledné zpracovano v publikaci
[2, s. 135—144] a podrobnéji napt. v publikacich [10], [11]. Pro vyuku mate-
matiky na 7S a SS muize byt téz velmi uzite¢na metodicka publikace S’drky
Gergelitsové: ,Pocita¢ ve vyuce nejen geometrie — Privodce Geogebrou®.
Zduraznéme, ze digitalni technologie se mohou vyznamné uplatnit ve vy-
uce matematiky v 21. stoleti jako efektivni vypocetni prostifedky, kogni-
tivni prostiedky (programy dynamické geometrie, aj.), zdroje informaci a
inspiraci, zpétnovazebni vyukové prostiedky, komunika¢éni prostfedky mezi
ucitelem a zaky, audiovizualni vyukové prostiedky.

V celosvétovém spolecenském vyvoji v 21. stoleti se v nésledujicich le-
tech podle realnych prognéz velmi vyrazné prosadi dva prevratné vyvojové
fenomény: uméla inteligence a robotizace. Uplatni se pfedevSim v pramys-
lové vyrobé (automatizaci vyrobnich prostifedki), ale téZ v ¢etnych dalsich
oblastech lidské ¢innosti véetné oblasti vzdélavani. Umeéld inteligence, zkr.
UI (Artifical Intelligence, zkr. Al jeZ je pouZivana Casto i v ¢eskych tex-
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tech) je oblast védy, ktera studuje lidskou inteligenci a vytvai{ programy
nebo umélé entity schopné plnit zadané tkoly podobné jako lidé. Taktéz
se ji rozumi schopnost stroje napodobit inteligentni lidskou ¢innost, prede-
v8im usuzovani a uceni se z chyb. Tyto stroje (pocitace) se nazyvaji ucici
se stroje (Learning Machines). Mohou byt zpétné uZity k programovanému
uceni zaku, jez se pak nazyva strojové uéeni (Machine Learning) a stroji
(pocitaci) s umdlou inteligenci, ktery je urfen k uceni, se fika ucici stroj
(Learning Machine). Strojové ufeni muZe byt vhodné pro individuélni ¢i
individualizovanou vyuku matematiky (i jinych pfedmétii) a v nékterych
zemich, napf. v Cing se v souasnosti vyuziva jiz ve velkém rozsahu. Je
ovSem tieba dodat, Ze v fadé zapadnich zemi se tento systém vyuky se-
tkava s kritikou, nebot ma sice vysledky, ale jeho jednostranné uzivani vede
vyuku ve sméru standardizovaného mechanického vzdélavéani.

Pozndmka. Velmi perspektivni uziti umélé inteligence v 21. stoleti predstavuji
roboti riznych typt. Roboti (Robots) jsou stroje s umeélou inteligenci, jez pra-
cuji s jistou mirou samostatnosti a vykonévaji predepsanym zplisobem dané
ikoly. Mohou pomoci senzortt vnimat své okoli, reagovat na néj a zasahovat
do ného, pricemz dovedou i vyhodnocovat tento svij vliv a vyuzivat zpétnou
vazbu. Zajimavé pro nas jisté je, Ze nézev robot pro stroj s umélou inteligenci
byl poprvé pouzit v divadelni hie R.U.R. vyznamného ¢eského spisovatele Karla
C’apka (1890-1938) a poté se rozsifil celosvétové zejména diky proniknuti do
angli¢tiny. Odtud jsou dale odvozeny nazvy: robotika (Robotics) pro védu o ro-
botech, jejich designu, vyrobé i aplikacich a robotizace (Robotization) pro procesy
zavadéni priumyslovych i neprimyslovych roboti, véetné studia technologickych
a socialnich disledkt. Ve vzdélavani na nékterych 7S a SS je zafazen samostatny
pfedmeét (popf. seminaf) Robotika. Ve vyuce matematiky 1ze téZ vhodné vyuZit
dostupnych eduka¢né robotickych sad.

Matematické vzdélavani v 21. stoleti a kurikularni reformy

V 2. poloviné 20 stoleti se uskutecnila v mnoha vyspélych statech svéta
véetns Ceskoslovenska reforma vyuky matematiky nazyvana modernizace
Skolské matematiky spocivajici v jejim strukturdlné-mnozZinovém pojett.
Smyslem této reformy vyuky matematiky mélo byt jeji priblizeni soudobé
matematice jako védé, avSsak z mnoha divodi se ve Skolské praxi tato
,iova, koncepce vyuky matematiky* celosvétové neosvédéila, a proto byla
postupné i u nas opusténa.

Od konce 20. stoleti do souCasnosti vznikla celosvétové Fada teoretic-

kych ramcu i praktickych projektu $ifeji pojatych reforem vzdéldavdni pro
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21. stoleti, jejichz smyslem a cilem méa byt pfizptusobeni vzdélavani lidi
viestrannym (ekonomickym i dalsim) potifebam globalizované spole¢nosti.
Toto reformni vzdélavaci tsili je koordinovano institucionalné na mezi-
statni urovni mj. v ramci agendy Organizace pro hospoddiskou spoluprdci
a rozvoj (zkr. OECD z angl. Organization for Economic Co-operation and
Development). OECD ma v soucasnosti 37 ¢lend, jimiZz jsou ekonomicky
rozvinuté staty svéta, které prijaly principy demokracie a trzni ekonomiky.

Vzdéldvand v Evropé patii k prioritnim oblastem mezistatni spoluprace
a spolufinancovani ¢lenskych statt Evropské unie (EU). V zavérech Rady
EU z jejitho zasedani v Lisabonu 23.—24. 3. 2000 bylo potvrzeno a zdtraz-
néno, ze investice do vzdélavani a odborné piipravy osob zaujimaji v ramci
evropské znalostni politiky nezastupitelné misto. Konkretizaci této vzdéla-
vaci politiky EU obsahuji ,,Doporuceni Evropského parlamentu a Rady EU
ze dne 18. 12. 2006 o kli¢ovych schopnostech pro celozivotni uéeni* (Utedni
véstnik EU 2006/962/ES), ,,Zavéry Rady EU a zastupct vlad ¢lenskych
statu zasedajicich v Radé ze dne 21. 11. 2008 — Piiprava mladych lidi na
21. stoleti: agenda pro evropskou spolupraci v oblasti kolstvi® (Ufedni
véstnik EU 2008,/C 319/08) a aktualizované ,,Doporuceni Rady EU ze dne
22. 5. 2018 o kli¢ovych kompetencich pro celozivotni uéeni — Text s vyzna-
mem pro EHP“ (Ufedni véstnik EU 2018/C 189/01). , Evropsky referenéni
ramec” v jeho priloze obsahuje formulace hlavnich cilt celoZivotniho uceni
a definice pojmu kompetence a kli¢ové kompetence:

Kompetence jsou definovany jako kombinace znalosti, dovednosti a po-
stoju. Klicové kompetence zahrnuji 8 kompetenci:

e kompetence v oblasti gramotnosti,

e kompetence v oblasti mnohojazy¢nosti,

e matematickd kompetence a kompetence v oblasti pfirodnich véd, tech-
nologii a inzenyrstvi,

digitalni kompetence,

personélni a socidlni kompetence a kompetence k uceni,

obcanska kompetence,

podnikatelska kompetence,

kompetence v oblasti kulturniho povédomi a vyjadfovani.

Matematickd kompetence je schopnost rozvijet a pouzivat matematické
mysleni a ndhled k feSeni rtiznych problémi v kazdodennich situacich. Vy-
chodiskem je spolehlivé zvladnuti zakladnich pocetnich tkont a diraz je
kladen na proces a ¢innost, jakoZ i na znalosti. Matematick4 kompetence
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zahrnuje, a to v rizné mife, schopnost a ochotu pouzivat matematické zpu-
soby mysleni a vyjadfovani (vzorce, modely, obrazce, grafy a diagramy).
sejici s touto kompetenci.

Z iniciativy Evropské komise byla zpracovana a vydana publikace ,,Ma-
tematické vzdélavani v Evropé: Spoleéna tuskali a politiky jednotlivych
zemi“ (Eurydice, Pafiz, 2011, ¢es. pfeklad: Praha, 2012). V této publikaci
i v uvedenych dokumentech orgéni EU se uzivaji pojmy kompetence a
matematickd kompetence (jako jedna z kli¢ovych kompetenci), aviak po-
jem gramotnost je v nich pouzivan jen v tradi¢nim v8eobecném smyslu,
nesetkame se zde vS8ak s pojmem matematicka gramotnost. Ten byl spolu
s dalsimi oborovymi gramotnostmi zaveden a pouzivan v mezinirodnich
Setfenich PISA (viz [2, s. 65 as. 150]). Podle definice v projektu PISA 2003:
Matematickd gramotnost (Mathematical literacy) je schopnost jedince po-
znat a pochopit roli, kterou hraje matematika ve svété, délat dobfe podlo-
zené tsudky a proniknout do matematiky tak, aby splhiovala jeho Zivotni
potieby jako tvorivého, zainteresovaného a premyslivého ob¢ana.

V CR byly do skolského systému implementovany nékteré prvky vzdé-
lanostni politiky EU v prvni dekadé 21. stoleti, kdy se realizovala zasadni
kurikuldrnd reforma (viz 2, s. 145-152]). Pevné a zavazné celostatni os-
novy Skolnich pfedméti ZS a SS s rozpisem povinného uciva do jednot-
livych roéniki byly nahrazeny pouze doporucujicimi centralné vytvore-
nymi a schvalenymi Ramcovygmi vzdéldvacimi programy (RVP) pro oblasti
zdkladniho vzdéldvani (ZV), gymndzit (G) a stiedniho odborného vzdéld-
vdni (SOV), na jejichz zakladé si jednotlivé skoly vypracovaly autonomné
vlastni Skolni vzdéldvact programy. Zakladni nosnou ideou RVP se stal
pozadavek, aby namisto pouhého probirani predepsaného uciva byly vy-
tvareny a péstovany klicové kompetence Zdki. Symptomatické ovsem je, Ze
na rozdil od 8 klicovych kompetenci v doporucenich Rady EU se v na-
gich RVP uvadi pouze 6 kli¢ovych kompetenci, pficemz zde neuvedené
matematickd kompetence je v obdobném smyslu nahrazena uzitim pojmu
matematickd gramotnost. Po letech realizace kurikularni reformy je vSak
ziejmé, Ze se Gplné€ nenaplnily jeji vize a o¢ekivané kurikularni vysledky.
Na tom se vcelku shoduji jak tviarci reformy, tak i jeji kritici, lisi se jen
v nazorech na pfi¢iny (dtvody), pro¢ tomu tak je a tim také v nazoru na
provedeni revize systému RVP/ SVP. Piitom napf. jiz v roce 2013 o v8ech
téchto problémech oteviené a konstruktivné psal v ¢asopise Pedagogické
orientace Stanislav Stech v lanku [12].
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P1i posuzovani vyvoje a sou¢asného stavu kurikularni reformy v CR je
ziejmé uzitecné jeji porovnani s obdobnymi Skolskymi reformami v jinych
statech. Pfes v8echna specifika (kulturni, socialni aj.) mohou byt zvlasté
poucné reformy Skolstvi a vyuky matematiky ve Spojengjch stdatech americ-
kijch, nebot mnohé jejich myslenky a podnéty pronikly do Evropy i dalsich
zemi, kde ovlivnily tamni kurikularni reformy. Jako vyznamny piiklad pii-
pomenme situaci po roce 1957. V fijnu tohoto roku byla v Sovétském svazu
vypusténa do vesmiru prvni uméla druzice Zemé Sputnik 1 a tim zapocala
kosmicka éra lidstva.

Uspéch sovétskych védet a inzenyri vzbudil v USA velky Sok a vy-
volal mnohé davahy o jeho pri¢indch. Jejich vSestranné analyzy vedly ke
dvéma zasadnim kroktim. Prvnim krokem bylo rozhodnuti prezidenta USA
Duwighta D. Eisenhowera v roce 1958 o zalozeni americké narodni agentury
pro kosmicky vyzkum NASA. Druhym dilezitym krokem bylo zahajeni dis-
kusi o nutnosti zvySeni arovné vzdélavani a zejména vyuky matematiky
v USA, protoze se jednozna¢né konstatovalo, Ze pravé kvality sovétskych
védci a inZzenyru v oblasti matematiky a jejich aplikaci byly jednou z hlav-
nich p¥icin jejich tspéchu. Tyto diskuse vyustily v 60.—70. letech 20. stoleti
v USA (a také ve Francii, Italii aj.) ve vytvoFeni nové koncepce vyuky ma-
tematiky, jez spocivala v jejim strukturalné-mnozinovém pojeti. V USA se
pro ni ujal ndzev Novd matematika (New Mathematics, zkr. New Math).
Ve skolské praxi se vSak zaCalo pomérné brzy ukazovat, Ze toto pojeti vy-
uky matematiky je pro vétSinu zaku prilis abstraktni, a proto se postupné
zaCalo opoustét. Pro nas je jisté€ pozoruhodné, ze v Ceskoslovensku byla
novd koncepce vijuky matematiky zavidéna do skol v dobé, kdy ve Skolach
USA i ostatnich zemi pivodu se od ni jiz ustupovalo.

Z hlediska dalsiho vyvoje vyuky matematiky byla pak v USA jeji re-
forma z roku 1989, jejimz iniciatorem byla Ndrodni rada uciteld matema-
tiky (National Council of Teachers of Mathematics, zkr. NCTM), ktera
predstavuje mohutnou profesni organizaci americkych ucitelid matematiky
z USA a Kanady. V roce 1989 NCTM pfipravila zakladni reformni doku-
ment o standardech kurikula matematiky a hodnoceni studentt: Curicu-
lum and Evaluation Standards for School Mathematics. Tyto standardy
prijalo mnoho skol v USA, zaroven byly zpracoviany nové ucebnice i po-
miucky pro vyuku a byl zahajen vyzkum déinnosti reformy. Vysledky vy-
zkumu v8ak nebyly jednozna¢né a byly vystaveny z mmnoha stran silné
kritice. Deset let ovérovani a diskusi o standardech z roku 1989 vedlo k je-
jich revizi a vzniku nového zasadniho dokumentu NCTM v roce 2000:
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Principles and Standards of School Mathematics. Knizni publikace ma 402
stran a s jejim obsahem (rozdélenym do 8 kapitol) se lze stru¢né seznamit
v ¢lanku Jana Hendla: ,Reforma vyuky matematiky podle NTCM* (U¢i-
tel matematiky, ro¢. 11/2002, ¢. 1 (45), s. 23-33). Standardy z let 1989
a 2000 prosazovaly ve vyuce matematiky zejména ruzné formy konstruk-
tivistického pfistupu a situativni epistemologii. To vyvolalo silnou kritiku
zastanci tradiéni vyuky matematiky a jejich koncepéni spory se zastanci
kurikularni reformy se staly tak vyhrocené, Ze byly nazyvany matematické
vdlky (Math wars). V roce 2002 se navic vlada USA rozhodla reformovat
celé federalni skolstvi. Prezident George W. Bush podepsal kli¢ovy zakon
No Child Left Behind (Zddné dité nesmi zistat pozadu), jehoZ cilem bylo
podstatné snizeni negramotnosti a zavedlo se plosné testovani zakiu vSech
statnich skol.

V roce 2006 vydala NCTM ponékud kompromisni stanovisko ke kuri-
kularni reformé z roku 2000 v dokumentu nazvaném ,,Curriculum Focal
Points“. Téhoz roku prezident George W. Bush jmenoval Ndrodni matema-
ticky poradni tym (National Mathematics Advisory Panel), jehoZ dkolem
bylo objektivné posoudit viechny provedené reformy vyuky matematiky.
Ve své zavérecné zpravé v roce 2008 tento poradni organ konstatoval, ze
na zakladé provedenych vyzkumi se ukazuje stejna dilezitost jak matema-
tickych znalosti a vypocetnich i vyjadfovacich schopnosti zaki, tak jejich
dovednost Fesit matematické problémy. Diskuse o samostatném vyznamu
kazdé z téchto slozek vyuky matematiky povazuje za zavadéjici, a proto vy-
zyvé k ukonceni ,,matematickych valek“. Pfes tento relativné smiflivy tén
se vSak jeji zavéry nesetkaly s jednoznacéné pozitivni odezvou. Zejména se
zvedl velmi Siroky odpor vici plosnému standardizovanému testovani zakt
zavedenému v roce 2002, jehoz dusledky se ukazaly pro vyuku matematiky
jako velmi negativni. Aktualné o tom nyni soustavné piSe a prednasi ame-
rickd vysokoskolské historicka vzdélavani a poradkyné vlady prezidenta
George W. Bushe ve skolskych otazkach Diane S. Rawvitch. V knize ,,The
Death and Life of the Great American School System: How Testing and
Choice Are Undermining Education (,,Smrt a Zivot skvélého amerického
systému: Jak testovani a Skolni vybér niéi vzdélavani®), jez vysla v roce
2010 a v upraveném vydani v roce 2016, D. Ravitch ukazuje, jak standardi-
zované plosné testovani ponicilo americké skolni vzdélavani a omlouva se,
Ze udélala fatalni chybu, kdyZ ptivodné prosazovala jeho zavedeni. Piesto
v8ak mnoho americkych Skol v tomto testovani pokracuje, mj. protoze
se jiz v letech od roku 1985 zapojily do projektu Univerzity v Chicagu
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pro predskolni a primarni matematické vzdélavani pod nazvem Fveryday
Mathematics (KaZdodenni matematika). V hodindch matematiky podle
tohoto projektu se déti uci tak, ze je jim predkladana néjaka situace z kaz-
dodenniho Zivota, po jejiz matematizaci maji feSit ziskany matematicky
problém. Ze v8ech moznych zptisobt si mohou vybrat ten, ktery je nejvice
bavi. OvSem tento zptsob vyuky matematiky zpravidla vede k tomu, ze
se déti neudi nacvik pocitani, ale u¢i se to, co je testovano ve statnich
srovnavacich testech.

Znac¢nou pozornost nejen v USA, ale i v zahrani¢i vyvolala také esej
amerického matematika Paula Lockharta: ,,A Mathematician’s Lament®
(,Matematiktiv nafek”) z roku 2002, jejiZ rozsifend verze vysla knizné
(Bellevue Literary Press, New York, 2009) a téz ve slovenském piekladu
pod nazvem ,Matematikov Zalospev® (Nakl. Raabe, Bratislava, 2016).
Autor v ni ostfe kritizuje kurikulum matematiky na 2. stupni zakladnich
skol v USA. V jeho pojeti matematika je uméni (obdobné jako hudba
¢i malifstvi) a tomu by se méla pFizpiisobit jeji vyuka jako objevitelska
¢innost pri feSeni vhodnych matematickych tloh, jejichz priklady uvadi.
P. Lockhart byl vysokoskolskym matematikem, ale od roku 2000 se vé-
nuje realizaci své koncepce vyuky matematiky na 2. stupni zakladni skoly
v New Yorku. V duchu této koncepce napsal téz dvé knihy ,,Measurement*
(,Méfeni“) (Belknap Press, Cambridge, 2012) a ,Arithmetics® (,,Arit-
metika“) (Belknap Press, Cambridge, 2017). Obsahuji nékteré zajimavé
ilohy, ale jsou to popularizaéni matematické publikace, nikoliv uéebnice
pro 7S. Pfedmluvu ke kniznimu vydéni kritické eseje P. Lockharta napsal
s jejim doporucenim znamy americky vysokoskolsky matematik a autor
fady popularizac¢nich i dalsich matematickych publikaci Keith Devlin. Jeho
ponékud prekvapivy jednozna¢ény souhlas s Lockhartovou kritikou tradiéni
vyuky matematiky asi ¢astecné souvisi s tim, Ze se v poslednich letech in-
tenzivné vénuje vytvafeni a uziti videoher pro vyucovani a vydal knihu
,2Mathematics Education for a New Era: Video Games as a Medium for
Learning® (A. K. Peters Ltd, Natick — Massachusetts, 2011).

I v fadé evropskych zemi, napt. ve Velké Britdnii se setkavaji s jistym
netspéchem a kritikou provedené kurikulédrni vyuky matematiky. Proto
se navrhuje pfevzit osnovy a ucebnice uspésné singapurské skolské mate-
matiky. AvSak, jak upozornil jiz v roce 2011 Frantisek Kutina v ¢lanku
[15], jeji pfebirani v jinych zemich neni jednoduché, protoze mj. vzdéla-
vaci systém v Singapuru je centralné fizen, mé jednotné osnovy, ucebnice
a hodnoceni.
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Na pfelomu 20. a 21. stoleti v USA vznikla nova specificka forma vzdeé-
lavani nazvand STEM Education (STEM vzdéldvdnt), jehoz zakladni ideou
je kooperace, propojovani a uvadéni do souladu ¢tyr aplikacné velmi vy-
znamnych védnich oblasti: Science (pfirodni védy), Technology (techno-
logie), Engineering (inZenyrstvi, technika), Mathematics (matematika).
Vznik konceptu STEM vzdélavani byl vyvolan rostoucimi potiebami in-
terdisciplinarniho a aplikovaného pristupu ve vzdélavani v téchto védnich
oborech, ale téz skute¢nosti, Ze se velmi prohlubuje nedostatek zajemct
o jejich studium. Na skolach vSech stupnia (zakladnich, stfednich, vyso-
kych) STEM vzdélavani muze byt realizovano bud v jednotlivych pied-
métech prirodovédnych, technickych a v matematice, anebo ve vhodné
integrovaném predmétu. Od zacatku 21. stoleti se STEM vzdélavani roz-
sifilo na Skolach nejen v USA, ale také v Evropé i v dalsich zemich svéta.
V USA vznikly (i za vladni podpory) skoly specialné zaméfené na STEM
vzdélavani.

Cile vyuky matematiky v 21. stoleti

7 pribéhu a vysledku v8ech kurikularnich reforem vyuky matematiky
je zfejmé, ze pro jeji redlné zlepSeni a prizplisobeni pozadavkim v 21. sto-
leti se ukazuje jako provoradé nutné soustavné a presvéd¢ivé seznamovat
nejen zéky, ale i vefejnost o aktudlnim praktickém vyznamu matematiky
jako védy a téz o hlavnich cilech kvalitni vyuky matematiky. V tomto
sméru lze doporucit napf. velmi fundovanou a podnétnou esej védeckého
pracovnika v matematice Martina Markla: ,Obrana matematiky* (Vesmir,
ro¢. 98/2019, ¢. 9, s. 530-531).

Ve smyslu zavaznych Doporuceni Rady EU a nasich platnych RVP po-
vazuji za hlavni cile vyuky matematiky v 21. stoleti zejména:

1. Rozvoj matematického a logického mysleni zaka (viz ¢lanek [16]).

2. Ziskani zakladnich (kurikularné stanovenych) matematickych poznat-
kii a znalosti s nalezitym porozuménim, v€etné schopnosti matematic-
kého vyjadfovani (uziti jazyka matematiky).

3. Vytvoreni matematickych dovednosti zaku a jejich schopnosti kreativ-
niho pouziti (aplikaci).

4. Vychovné ptisobeni na zaky prostfednictvim vyucovani matematice.

Pfitom za primarné vyznamné pokladam vzdélavaci cile vyuky matema-
tiky (tj. vytvareni Zakovy matematické kompetence), zatimco jeji vychovné
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cile (tj. vytvareni dalsich klicovych kompetenci) jsou spoleéné s ostatnimi
vyukovymi pfedméty.

Realita vyuky matematiky v CR v soucasnosti

Po vice nez deseti letech realizace nasi kurikuldrni reformy (zavedeni
systému RVP/,SVv VP) je velmi aktualni objektivni zhodnoceni vSech jejich
aspektl a soucésti, a tedy i vyuky matematiky. Pfitom je zfejmé nutné
vychéazet z posouzeni jejiho soucasného stavu a moznosti zlepSeni, véetné
pfizpisobeni pozadavkam 21. stoleti.

V diskusich o povinné maturité z matematiky jsme se setkavali zejména
z fad nékterych politiki, novinaii a studentt s nazorem, zZe by neméla byt
povinné, protoze

matematika se uci Spatné.

Toto obecné tvrzeni ovSem neni pravdivé. Pokud by bylo zcela pravdivé,
znamenalo by to aplné selhani kurikularni reformy v této oblasti a nei-
spésnou ¢innost nejen uciteli, ale i nadfizenych Skolskych organi. Proc
s tfmto nézorem jsme se nesetkavali pred lety v piipadé jedenéactiletych
stfednich 8kol, kde povinnd maturita z matematiky byla samoziejmosti?
(Ackoliv byla naro¢né a pro ¢ast studentti obtizna, az na naprosté vyjimky
ji tspésné absolvovali.)
Negaci uvedeného obecného vyroku ovSem neni, ze

matematika se uci dobre.

Také toto obecné tvrzeni nemusi byt ziejmé pravdivé. Mj. o tom svédéi
klesajici arovenh matematickych znalosti a dovednosti mnoha zaki a stu-
dent zékladnich, stfednich i vysokych gkol. [Napf. citujme z tvodu ¢lanku
Jana Janika a kol.: ,Meze matematického myslent. . . « (Cs cas. fyz., roc.
62/2012, ¢. 5-6, s. 428-431): , Matematické znalosti, Grovenn matematického
mysleni a dokonce i logického uvazovani zdkt a studenti stfednich i vy-
sokych 8kol rok od roku klesaji. Tato zkuSenost je bohuzel obecna a tyka
se celé soucasné populace (snad az na vyjimky vcelku stabilnich $picek,
uspésné prokazujicich svou troven v prirodovédeckych soutézich rtznych
typt).“] Ucitelé zakladnich a st¥ednich skol vidi divody hlavné v nasta-
veni systému RVP/ éVP, ve kterém se vétSinou snizil pocet vyucovacich
hodin matematiky, takze latku nelze dostatecné procvicovat, zopakovat a
motivovat zédky k jejimu zvladnuti. Nejen ucitelé, ale i feditelé skol, s ni-
miz jsem v uplynulém desetileti hovortil, zastavali vesmés nézor, ze pevné
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stanovené ucebni osnovy (s jistou, napt. 30% skolam povolenou volnosti)
byly podstatné vhodnéjsi a uc¢innéjsi nez kurikularni reformou nastaveny
systém RVP/ SVP. Stejné se vyslovila petice k revizi RVP, kterou iniciovala
gymnazialni ucitelka matematiky Ywvetta Jirovskd v roce 2018 a podepsalo
ji spontanné 608 uciteli matematiky kol vSech stupiiii.

Zavedenim autonomnich SVP jednotlivych zakladnich a stiednich skol
doslo k vyrazné diverzité vijuky matematiky. Nejen se velmi rozriznil roz-
sah a obsah vyuky na 8kolach téhoz typu, ale nejednotnou a ¢asto znacné
problematickou je i jeji metodickd stranka. Uvedu nékolik takovych pii-
padi, s nimiz jsem se setkal ve vyuce stfedoskolské matematiky, ale dou-
fam, Ze nejsou pro ni uplné typické. Jednim z nich je feSeni matematickych
iloh redukované na pouhé dosazovani do vzorct, jez byly zékam sdéleny
transmisivné-instruktivnim zptsobem (bez jakékoliv motivace, resp. odvo-
zeni). Takto napf. v analytické geometrii byli studenti seznédmeni s geo-
metrickymi (syntetickymi) definicemi kuZelosedek a pak nezavisle na nich
(bez odvozeni) dostali prehled jejich analytickych vyjadieni (rovnic), do
nichz pfi feSeni uloh dosazovali. Vétsina tloh, jez se fesi ve stredoskolské
matematice, jsou zpravidla alohy urcovaci, jen vyjimecéné jsou FeSeny tlohy
dukazové a velmi malo slovni (aplika¢ni) tlohy. Nelze se proto prili§ divit
tomu, kdyZ FeSeni téchto typu tiloh a matematizace redlnych situaci byvaji
obvykle pro mnoho studenti spojeny se zna¢nymi obtizemi. Na SOS jsem
se taktéz setkal se situaci, Ze v SVP neni téelnd provedena koordinace
mezipfedmétovych vztahii. Napf. v 1. ro¢niku jsou v predmétu Mechanika
potfebné geometrické vektory a goniometrické funkce (nyni nezarazené do
uciva ZS), ale v pfedmétu Matematika se v této dobé vyucuje zcela jina
latka (FeSeni rovnic a nerovnic s absolutnimi hodnotami aj.).

S rozdilnosti SVP kol téhoz typu také souvisi, Ze byvaji odlisné i jejich
skolni zkusebni Fady (uvedené v priloze SVP). AvSak spolecné jim je v na-
prosté vétsing omezeni ustniho zkouSeni na minimum (zpravidla jednou za
pololeti, popf¥. za ¢tvrtleti). V matematice je nahrazeno psanim vétsiho
podtu pisemnych praci rizného rozsahu (kratsi jsou zpravidla nazgvané
testy) i obtiZznosti. Dusledkem je skutecnost, Ze Zaci se obvykle nep¥ipra-
vuji soustavné, ale az pred pisemkou a vyuka se pro né stava ,,vyukovym
bé&hem od pisemky k pisemce*. Tyto pisemky obvykle nejsou soucésti for-
mativniho hodnoceni zéki, nebot z ¢asovych divodi neni s nimi provadén
individualni rozbor chyb a ve vyuce je pokracovano bez jejich odstranéni.
Zaroven tento systém zkouSeni méa za nasledek pokles matematickych vy-
jadfovacich schopnosti zakd (nejen ustnich, ale i pisemnych).
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Kazdy ucitel matematiky si postupné vytvari uréity svuj styl vyuco-
vdni, ve kterém zpravidla pfevazuji bud tradi¢ni, anebo inovativni (ak-
tiviza¢ni) vyukové metody. Pfitom pouziva jistou zvolenou sadu ucebnic
matematiky pro pfislusny stupen a druh gkoly. Na ZS maji obvykle i zaci
k dispozici tyto uebnice. Na SS je viak mnohdy nemusi povinné mit a
uéi se pak témér vyhradné ze svych seSiti, tj. z pisemnych poznamek ve
vyucovani, jez byvaji ¢asto neuplné ¢i nepresné. Avsak vzhledem k poza-
davkim dalsiho studia a celozivotniho uceni by mélo byt samoziejmosti
vedeni stfedoskolskych studentti k pouzivani ucebnic a dalsich ucebnich
zdroju (tisténych i elektronickych).

Perspektivy vyvoje vyuky matematiky v 21. stoleti

7 empirickych didaktickych vyzkumi i Skolni praxe u nas i ve svété se
ukazuje, ze perspektivni model vyuky matematiky pro 21. stoleti spociva
v kombinaci vykladu uéitele (tedy tradi¢ni formy vyuky) a inovativnich
(aktivizacnich) forem vjuky zalozenych na jejim konstruktivistickém pojett,
pri¢emz v obou téch pojetich vyuky je samoziejmosti v8estranné vyuzivani
digitdlnich technologii. Vyklady ucitele a jeho komunikace se zaky i jejich
konstruktivisticka ¢innost mé byt zamérena na odpovédi nejen na otazky
JAK?, ale téz PROC? Pritom objevovdni (znovuobjevovdni) ¢ baddng zaka
by meélo byt vzdy odpovidajici smyslu téchto pojmii, a ne pouze formalni
¢i predstirané. Tomu mj. musi odpovidat zadéni problémovych uloh. Ci-
lem je rozvoj matematického a logického mysleni i kreativniho (tvoiivého)
myslend. Jsou téz vybornou piilezitosti rozvoje kritického myslend charak-
terizovaného tspé&snou snahou dobrat se pravdy. Z vlastni zkuSenosti zaka
také vim, jak velmi pfinosné muze byt promyslené organizovana skupinovd
vyuka a cilevédoma projektovd vyuka. Pro efektivni vyuziti digitalnich tech-
nologii v celém procesu vyuky je nutné nejen jejich finanéni zajisténi, ale
téz pouzivani profesiondlnich programi a metodickych materidli, jeZ mo-
hou velmi usnadnit a zefektivnit préaci ucitele. Hodnoceni Zdki by mélo byt
nejen sumativni, ale i formativni. Pfitom uziti standardizovangch testi se
ukazuje obvykle jako ,,dobry sluha, ale Spatny pan‘.

Zavérem zduraznéme, ze v 21. stoleti pro uspéSnou a prinosnou vyuku
matematiky je nutné, aby byla pro zaky zajimavd a uZitecnd. Toho lze
docilit pfedevsim vhodnou volbou FeSenych uloh, specialné téz aplikacnich
tloh. V této souvislosti je ovem potiebné si uvédomit didaktickou zasadu,
kterou pfipominal nas vyznamny didaktik matematiky Jan Vysin v ¢lanku
,»Co délat, aby vyucovani matematice bylo uzite¢né“ (PMFA, ro¢. 26,/1981,
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¢. 5, s. 285-288): ,, Ve vSeobecné vzdélavaci skole neméame uéit aplikacim
matematiky, ale matematice, ktera se da aplikovat.“ To vSak neznamené,
Ze neni tfeba na vhodnych aplika¢nich prikladech (se skuteénym porozumé-
nim) ukazovat, jak je matematika velmi dulezita v praktickych aplikacich.
V soucasnosti je velice aktudlni vyznam matematického modelovani pro
vyzkum vyvoje koronavirové pandemie (epidemie COVID-19) a ve stiedo-
skolské matematice je vhodné objasnit nyni medialné ¢asto uzivané pojmy
exponencidlni pribeh (rist), reprodukéni ¢islo R a logistickd kFivka.

V poslednich letech se v medialnich diskusich o naSem 8kolstvi obje-
voval i pozadavek nékterych novinafi a studentti, aby vijuka matematiky
byla zdbavnd. Tento silné nadsazeny pozadavek lze ¢asteéné splnit v mate-
matice na 1. stupni ZS zafazenim v jistém smyslu ,,zabavnych tloh* a her,
avSak jiz na 2. stupni 7S a zejména na SS je neopodstatnény a nerealny
(snad s vyjimkou mozného n&jakého zarazeni vhodné vyukové videohry).
Na téchto stupnich gkol je vyuka matematiky pro zaky postupné naro¢néjsi
a 18781, nebot je pFirozend abstraktnéjsi a namisto induktivniho usuzovéni
(netplné indukee) se prechézi také k deduktivnimu usuzovani. V konku-
renci mnoha v soucasnosti atraktivnéjSich a zabavnéjsich ¢innosti mléadeze
(hrani pocitacovych her, sledovani mnoha televiznich poradi, sportovani
aj.) je tak velmi zasluzna a ¢asto nedocehovana préace uditeld, ktef{ dove-
dou probudit zajem zaku a studenti o matematiku, motivovat je k jejimu
studiu a téz ke studiu jejich aplikaci. V 21. stoleti je zvlasté dulezitou kom-
petenci ucitele uméni ukazovat, ze matematika je krdsnd sama o sobé i ve
svém mnohostranném praktickém vyuZiti.

Literatura

[1] Poldk, J.: Didaktika matematiky — Jak uéit matematiku zajimavé a uzi-
te¢né. I. ¢ast. Konkrétni didaktika matematiky. Nakladatelstvi Fraus, Plzen,
2014.

[2] Poldk, J.: Didaktika matematiky — Jak ucit matematiku zajimavé a uzi-
te¢né. II. ¢ast. Obecna didaktika matematiky. Fraus, Plzen, 2016.

[3] Poldk, J.: Didaktika matematiky — Jak ucit matematiku zajimavé a uzi-
te¢né. III. ¢ast. Historie matematiky pro ucitele. Fraus, Plzen, 2016.

[4] Janik, T.: Didaktické znalosti obsahu a jejich vyznam pro oborové didaktiky,
tvorbu kurikula a udéitelské vzdélavani. Paido, Brno, 2009.

[5] Hejny, M., Kufina, F.: Konstruktivni pfistupy k vyucovani matematice.
MFTI, ro¢. 7 (1997/8), &. 7, 5. 385-395.

Matematika — fyzika — informatika 29 (4) 2020 275



[6]
7]
(8]
9
[10]
[11]
[12]
(13]
[14]
[15]
[16]

[17]

Stehlikovvd, N., Cachovd, J.: Konstruktivistické pristupy k vyucovani a
praxe. JCMF, Praha, 2006.

Rendl, M.: O konstruktivismu ve vyu¢ovani matematiky. Pedagogika, ro¢.
58 (2008), ¢. 2, s. 167-203.

Dostdl, J.: Badatelsky orientovana vyuka — Pojeti, podstata, vyznam a pfi-
nosy. PdF UP, Olomouc, 2015.

Samkovd a kol.: Badatelsky orientované vyucovani matematice. Scientia in
educatione, ro¢. 6 (2015), ¢. 1, s. 91-122.

Robovd, J.: Integrace informacnich a komunika¢nich technologii jako pro-
stfedek aktivniho pfistupu zakd k matematice. PedF UK, Praha, 2012.
Jancaik, A.: Vybrané teorie uceni a jejich projekce do vyuzivani ICT ve
vyuce matematiky. PedF UK, Praha, 2013.

Stech, S.: Kdyz je kurikularni reforma evidence-less. Pedagogicka orientace,
ro¢. 23 (2013), €. 5, s. 615-633.

Dvordk, D. a kol.: Kurikulum 8kolniho vzdélavani — Zahrani¢ni reformy
v 21. stoleti. PedF UK, Praha, 2018.

Kolektiv autord EU: Matematické vzdélavani v Evropé — Spole¢na uskali a
politiky jednotlivych zemi. Eurydice, Brusel, 2011 (&esky preklad 2012).
Kufina, F.: Tfi pokusy Fesit nefesitelné. Pedagogika, ro¢. 61 (2011), ¢&. 1,
s. 5-12 .

Poldk, J.: Rozvoj logického mysleni zaki ve vyuce matematiky. Ucitel ma-
tematiky, ro¢. 27 (2019), ¢. 2 (111), s. 74-88.

Joson, A.: Mathematics and the “real world” — Moving toward 21st Century

Math Learning. SOWISO (Learning Math and Science), Kempton (SRN),
27. 11. 2017.

Zajimavé matematické tlohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dalsi dvojice uloh. Regenf novych tloh 265 a 266 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
viak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.
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Uloha 265
V pravothlém trojuhelniku ABC s pieponou BC' ozna¢me [ stied kruz-
nice jemu vepsané. UrCete obvod tohoto trojihelniku, jestlize je dano

|AT| = /72 a |BI| = v/232.
Josef Tkadlec

Uloha 266
Urcete vSechny dvojice (m,n) pfirozenych ¢isel, pro néz plati
m+ s(n) =n+ s(m) = 2020,
kde s(a) znagi ciferny soucet pfirozeného ¢isla a. 5
Jaroslav Svrcek

Nyni uvadime feSeni tloh 261 a 262, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém ¢isle aktualniho (29.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 261
Dokazte, ze desitkovy zapis nékteré prirozené mocniny ¢isla 2021 za¢ina

Resend. Uvazujme (aspoil ¢tyfmistné) ¢islo a, poCet ¢islic a je roven 1 +
+ |log a], kde log je dekadicky logaritmus a |z cela ¢ast realného &isla .
Toto ¢islo bude zacinat ¢tyic¢islim 2020, pravé kdyz

2020 - 10823 < ¢ < 2021 - 10082 =3

tedy prave kdyz log 2,020 < {loga} < log2,021, kde {z} =z — |z] € (0;1)
je tzv. desetinnd cdst Cisla x.
Ozna¢me

1
_ 1 (= 4653
" Log 2,021 — log 2,020J 1 )

z vlastnosti celé ¢asti pak plyne

2020

1
— < 1og2,021 —log 2,020 = — log ——.
n< 0g 2,0 0g 2,020 0g2021

Podle Dirichletova principu existuji mezi n + 1 &isly {log2021'} =
= {i-log2021} pro i € {1,2,...,n + 1}, dv& ¢isla k, m, kK > m, pro

né&z absolutni hodnota rozdilu je mensi nez 1/n. (Zfejmé pro rizna cela
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k, m z iracionality &isla log2021 plyne {log2021%} # {log2021™}.) Bez
Gjmy na obecnosti dale predpokladejme

1
—— < {klog2021} — {mlog 2021} = {(k —m)log2021} <0
n

(jinak budeme uvazovat &isla k = n+2—m, m = n+ 2 — k). Pfi oznaceni
L = |(k—m)log2021] > |log2021| = 3 proto déale uzitim nerovnosti plati
2020 1

< L+ {(k—m)log2021} = (k — m)log2021 < L + 1.
Uzitim rostouci exponencialni funkce se zédkladem 10 dostaneme

2020

5001 105+t < 2021%—™ < 101+

a odkud vynasobenim 2021 mame
2020 - 10Xt < 2021 ™+ < 2021 - 105+,

z ¢eho plyne, Ze &islo 2021F~™+1 zagina étyicislim 2020.

Pozndmka. Pomoci poé¢itate muZeme ovérit, Zze pét nejmensich mocnin
¢isla 2021, zaginajicich Gtyicislim 2020, je 20212570, 20217744, 202110313
202115484 202118056 Dale kromé jiz vyjadieného &isla n = 4653 miizeme
experimentovanim s pocitacem zjistit, ze feSeni vyhovuji napiiklad k& =
2570, m = 1 (resp. vSechny dvojice k a m ligici se o 2569) a L = 8491.
Cislo 20212570 je tedy zapsano pomoci 8496 &slic.

Spravné feseni zaslali Jozef Mészdaros z Jelky, Adam BlazZek z G v Plzni,
Mikulagské nam., a Karel Stehlik z GChD v Praze 5, Zborovska 45.

Uloha 262
Je dan tétivovy c¢tyrtuhelnik ABCD. Kruznice, ktera prochéazi vrcholy
A a B daného ¢tytuhelniku, protiné jeho uhlopricky AC, BD po fadé ve
vnitfnich bodech K, L. Polopfimky AL a BK protinaji kruZnici opsanou
¢tyFahelniku ABCD po fadé v bodech P (P # A) a Q (P # Q # B).
Dokazte, ze pfimky C'D a PQ jsou rovnobézky.
Jaroslav Svrcek
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Reseni. Nejdfive si uvédomme, ze pokud priisecik S thlopiicek ¢tyiahel-
niku lezi vné kruZnice kap prochéazejici body A, B, potom body K a L
jsou vnitinimi body stran trojihelniku ASB a tedy body P a @ lezi po
fadé uvniti oblouki BC a DA kruZnice k opsané ¢tyiuhelniku ABCD
neobsahujicich jeho jiné vrcholy. V piipadé, Ze bod S lezi na kruznici kxp
plati @ = D a C' = P, tedy tvrzeni tlohy zfejmé plati. Kone¢né, pokud
bod S lezi uvnitt kruznice kp, potom body P a @ lezi na oblouku C'D
kruZnice k neobsahujicim body A, B.

K tomu, aby pfimka PQ byla rovnobéZna s piimkou CD tedy staci
ukazat, ze |CP| = |QD|. Tétivovy ¢tyfahelnik s vrcholy Q, P, C, D je pak
(rovnoramenny) lichobéZnik se zdkladnami CD a PQ, nebo pravoihelnik.
Aby platila rovnost |CP| = |@QD], staci dokazat, ze uhly PAC a DBQ
jsou shodné. To v8ak plati, nebot uhly LAK a LBK se s nimi po fadé
shoduji, a sou¢asné jsou shodnymi obvodovymi thly na kruznici kap.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Jozef Mészdaros z Jelky, Amdlie Dostalikovd, Anna Pechdckovd, Ven-
dula Onderkovd a Adam Zemdnek, vSichni z GJS v Prerové, David Ka-
mensky z GalJS v Breclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci, Adam Mendl
z GPdC v Tébote, Zdenék Pezlar z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, gtépa’n
Postava z GMK v Bilovci a Michal Vosyka z BG ve Zd'aru nad Sézavou,

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Fazovy portrét oscilatoru

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V uéebnicich fyziky jsou zékladnim prostfedkem pro seznameni s peri-
odickymi, mechanickymi nebo elektromagnetickymi dé&ji casové diagramy
veli¢in, kterymi tyto dé&je popisujeme. V pFispévku [1] jsme se zabyvali dal-
§fm pohledem na oscilatory prostfednictvim rezonanéni kiivky jako jejich
souhrnné charakteristiky. V tomto piispévku nahlédneme na kmitajici ob-
jekty ve fazovém prostoru, coz je prostor, v némz je kazdy stav dynamic-
kého systému zobrazen jedineénym bodem. Pozornost vénujeme nejprve
oscilatorim s jednim stupném volnosti, jejichz pohyb je popsén Casovou
zavislosti jedné soutfadnice. Pohybovy stav objektu urcuje jeho poloha a
hybnost p = mwv. Okamzitou hodnotu téchto veli¢in zobrazime jako bod ve
fazové roviné. Protoze se budeme zabyvat objekty s konstantni hmotnosti,
postadi k vyjadreni pohybového stavu jen rychlost v. Bod, ktery systém
ve fazové roviné reprezentuje, se pohybuje po fdzové trajektorii. Soubor
téchto kiivek pro riizné pocateéni podminky kmitani oscilatoru tvofi gra-
fické zobrazeni — fazovyj portrét oscildtoru.

Uvedené pojmy objasnime na piikladech ruznych typu oscilatora. Aby-
chom soucasné s textem prispévku mohli ndzorné sledovat fazové portréty
vybranych oscilatora v proménnych podminkach, je k pfispévku pfilozen
soubor jednoduchych modeli vytvorenych programem MS Excel, ktery je
dostupny ZDE. Modely navazuji jednak na modely uvedené v prispévku
[1], jednak na modely na CD, které je soucésti posledniho vydani uéeb-
nice [2].

Pruzinovy oscilator

Nejjednodussi priklad pfedstavuje kmitani netlumeného, popt. tlume-
ného pruzinového oscilatoru (model OSC), ktery tvofi pruZina s tuhosti &
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a téleso o hmotnosti m. Netlumeny pruzinovy oscilator povazujeme za
dynamicky systém, pro ktery plati pohybova rovnice®)

i+ wiy =0,

kde w? = k/m. Tato rovnice pfedstavuje obecny model harmonicky kmi-
tajictho oscilatoru, jehoz kmitani{ je zptisobeno silou, linedrné zavislou na
vychylce oscilatoru. Pokud tato podminka neni splnéna, je pohyb oscila-
toru slozitéjsi, dynamicky systém je nelinedrni a kmitani je anharmonické.

Netlumeny pruzinovy oscilator je konzervativni dynamicky systém, je-
hoz celkova mechanicka energie se neméni, takze jak amplituda vychylky
Ym, tak amplituda rychlosti vy, = w3y, jsou konstantni. Kinematické ve-
li¢iny netlumeného oscilatoru, jeho okamzitou vychylku a okamzitou rych-
lost popisuji rovnice

Y = Ym SiDwot, UV = WoYm COSwWot.

Mocniny téchto rovnic se¢teme a po tGpravé ziskame vztah

2 v 2
() + (@) =
Ym WoYm

coz je rovnice elipsy s poloosami a = Y, b = woym- V modelu je zvolena
thlova frekvence wg = 1 rad/s, takze fazovy portrét ma podobu kruznice o
poloméru yy, (obr. 1). Pro srovnani je zobrazen také ¢asovy diagram osci-
latoru. Okamzity stav oscilatoru uréuje bod, ktery se pti kmitani pohybuje
na fazové trajektorii rovnomérnym pohybem.

Fazovy portrét netlumenych kmitd y.v(m mfs)  Netlumené kmity oscilitoru

WS BN 10 0w
[ AN TR

010 aps oo 005 ¥(m)oho K 0
0,05 |
\ / -0,10

el 1 ——vichylka —— rychlost

Obr. 1 Netlumeny harmonicky oscilator

DPro jednodussi zapis rovnic opustime stiedoskolsky matematicky aparat pouZity
v piispévku [1] a pouZzijeme standardni oznadeni pro derivaci veli¢iny podle ¢asu teckami
nad znackou veli¢iny.
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Netlumeny oscilator je ovSem realné neexistujici abstrakce a na kazdy
skute¢ny oscilator ptisobi tlumici sila, ktera zpisobuje ztratu mechanické
energie (disipace energie). Tlumeny pohyb oscilatoru charakterizuje sou-
¢initel tlumeni § a tlumené kmitani popisuji rovnice

1)

Y = yme Ofsinwt, v=wyme ! coswt,

kde w = \Jwg — &2
V tomto pfipadé urcuje tvar fazové trajektorie rovnice logaritmické spi-

raly (obr. 2):
2 2
@) () -
Ym WYm

Fazovy portrét tlumenych kmit(

y, v (m, mfs) Tlumené kmity oscilatoru

0,10

v(m/s)

M
) LA s
i |l Lkt

S/

\
N

)

AN

./
\

=——vyjchylka ==—rychlost

Obr. 2 Tlumeny oscilator

Oscilator postupné sméfuje do rovnovazného stavu, kterému odpovida
koncovy bod spiraly. Systém je v ustaleném stavu a jeho obrazem je na
fazovém portrétu bod. Tlumeny oscilator je disipativni systém, ktery je
k ustalenému stavu jakoby pritahovan (anglicky attracted). Podle toho je
cil, k némuz systém p¥i pohybu sméfuje, oznacovan jako atraktor systému.

V prispévku [1] jsme definovali ¢initel jakosti oscilatoru

wo I
=%~
Na obr. 2 vidime, Ze fazova trajektorie po kaZzdé periodé T protne osu
vychylek v bodg, ktery odpovida okamzité hodnoté velikosti amplitudy
vychylky. Tlumené kmitani pruzinového oscilatoru tedy pfedstavuje peri-
odicky, nikoliv v8ak harmonicky pohyb.

Jestlize v poc¢ateénim okamziku ma oscilator amplitudu y.,, pak o pe-

riodu pozdéji fazova trajektorie protne osu vychylek v bodé

Y1 = yme_éT .
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Nyni ukdzeme, jak lze Cinitele jakosti oscilatoru urcit piimo z fazového
portrétu. Uréime rozdil obou vychylek

Ym — Y1 = Ym (1 — e_‘sT) = Um (1 — e*%)

Pti vétsich hodnotéch Cinitele jakosti, s nimiz se v praxi nejcastéji setka-
vame, mizeme vztah zjednodusit

a pro vypocet Cinitele jakosti ziskdme vztah
Q =

T

1— -
Ym

To umoznuje urcit ¢initele jakosti na zékladé poméru velikosti amplitud,
aniz bychom znali jejich absolutni hodnoty.

V piipadé nucenych kmitid ptisobi na oscildtor vnéjsi sila, kterd na-
hrazuje ztraty oscilatoru vznikajici tlumenim pohybu. Obecné plati, Ze pfi
vzniku nucenych kmitt dochazi k superpozici vlastniho tlumeného kmitani
a kmitani vynuceného vnéjsi harmonickou silou, kterda muze mit odlisnou
frekvenci, nez je vlastni frekvence oscilatoru. Podrobnéji je to demonstro-
vano modelem M4.1 na CD k udebnici [2]. V tomto pfispévku se budeme
zabyvat nucenymi kmity pfi rezonanci oscilatoru, kdy je frekvence sily
vynucujici kmitani shodné s vlastni frekvenci oscilatoru (model NUC).

V idealnim pfipadé netlumeného oscilatoru amplituda kmitd rovno-
mérné a bez omezeni roste. To je dobfe vidét na obr. 3, kde je jednak
fazovy portrét odpovidajici tomuto piipadu, jednak ¢asovy diagram. Na
ném si povsSimneme, ze vnéjsi sila i rychlost maji stejnou fazi. To zna-
mené, ze piikon energie do oscilatoru P = Fuv je stale kladny, celkova
energie oscilatoru se zvétsuje a amplituda stale roste. Fazovy portrét ma
tvar rozvijejici se spiraly, ktera se nepretrzité vzdaluje od pocatecniho
stavu oscilatoru, aniz by byl dosazen ustaleny stav.

V piipadé realného tlumeného oscildtoru v8ak s rostouci rychlosti na-
rusta také odporova sila, kterd mé v kazdém okamZiku opacnou fazi nez
vnéjsi sila. Amplituda kmiti sice roste, ale pFirtistek energie a tedy i am-
plitudy se exponencialné zmensuje, az pfi dosazeni shody amplitud vné;jsi
sily a odporové sily se cely proces rustu amplitudy kmitt zastavi a nastane

ustaleny stav, kterému odpovida stabilni koncovy tvar fazového portrétu
(obr. 4).
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Fazovy portrét é kmity net ah ilatoru
netlumenych nucenych kmitl

50 |

v

| “ “'“'“l
M
AN T
w11

t(s)

=—silaF =———vychylkay =———rychlostv

Obr. 3 Nucené kmity netlumeného oscilatoru

Fazovy portrét
tlumenych nucenych kmiti

Fazovy posun sily F a odporové sily F,

SRR

——F(N) ——Fo(N)

Obr. 4 Nucené kmity tlumeného oscilatoru

Kyvadlo s velkou pocatec¢ni vychylkou — rotator

V ucebnicich fyziky kyvadlo zpravidla pfedstavuje jednoduchy model
harmonického oscilatoru, pficemz je uvedena podminka pro vznik harmo-
nickych kmitt tim, Ze poc¢ate¢ni thlova vychylka ¢ kyvadla musi byt malé.
Vétsinou byva uvadéna podminka ¢y < 5°. Pak muzeme kmitani kyvadla
délky I povaZovat za harmonické s vlastni thlovou frekvenci wy = 1/g/I
a tato frekvence nezavisi na velikosti pocateéni vychylky. Perioda kmi-
tani se sice ponékud lisi od hodnoty teoretické, ale odchylka je pfiblizné
0,05 %. Staci vsak zvétsit po¢ateéni vychylku na 10° a odchylka vzroste na
0,2 %. Periodu kmitani kyvadla pak neurcuje jen jeho délka, ale i velikost
pocatecni vychylky.

Kmitani kyvadla bez tlumeni je popsédno rovnici

¢+ wising = 0. (1)
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Pouzitim prvnich dvou ¢lent Taylorova rozvoje?) funkce sinus ziskame rov-

nici 5

a po apravé
2
“o 3

KQO (2)

Vyraz na pravé strané rovnice miazeme povaZovat za opravny ¢len. Pokud
bude jeho hodnota zanedbatelna, bude se ménit okamzita vychylka kyvadla
podle rovnice

b+ wip =

© = o sin wot.

V piipadé vétsich vychylek vztah pro okamzitou vychylku doplnime
opravnym ¢lenem ¢;(t) a zapiSeme rovnici pro okamzitou vychylku ve
tvaru

© = o sinwgt + 1 ().
Dosazenim do rovnice (2) dostaneme

2
. W .
$1+wior = %(@0 sin wot + ¢1)°.
Predpokladejme, ze vychylka ¢ je jesté pomérné mala, takze pii vypoctu
tfet{ mocniny vyrazu v zavorce budeme povazovat vSechny ¢leny rovnice
obsahujici 1 za zanedbatelné a po tpravé dostaneme

- 2 Wi 3. 3 Wi 3l . :
$1 +wypr = 5 Posin wot = ?@01(3 sin wpt — sin 3wot).

7Z vysledku je patrné, Ze pii vétSich pocate¢nich vychylkach kyvadla je
vysledné kmitani superpozici kmitani s vlastni frekvenci a kmitani s na-
sobky vlastni frekvence. Kmitani kyvadla pii vétsich vychylkich popisuje
rovnice
® = @ sinwt + g sin Jwt.

kde ¢ je bezrozmérova konstanta, kterd pro ¢y < 1 ma hodnotu ¢ < 1
(podrobngéji viz napt. [3]).

Tento poznatek muZzeme zobecnit tak, Ze kazdy periodicky dé&j, jehoz
pohybovéa rovnice obsahuje vys$i mocniny vychylky, popf. jiné veli¢iny to-
hoto déje, je anharmonicky a Fourierovou analyzou ho mtzeme rozlozit na

. 3 5 7
2>51n$:x—§—!+€—!—%+...
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harmonické slozky. Existence harmonickych slozek je nejvyznamnéjsim po-
znatkem o kmitani nelinedrnich dynamickych systémai. V podstaté to plati
i pro pruzinovy oscilator, pokud by vlastnosti pruziny pfesné neodpovidaly
Hookeovu zékonu. Pruzinovy oscilator tak predstavuje jen teoreticky mo-
del harmonicky kmitajiciho dynamického systému.

Kmitani kyvadla pti velké vychylce ilustruje model KY'V, ktery navazuje
na obdobny model na CD k ucebnici [2]. Vychazi z rovnice kyvadla (1) a
fesi ji numericky Eulerovou metodou:

€= —%singa

it1 =i tw; - dt
Wi+1 = W + [ dt
tiy1 =t; +dt

Model tesi pohyb kyvadla, jehoz pocateéni vychylka ¢y — 180°. Ta-
kovy pohyb ovSem nemuze konat klasické kyvadlo s télesem zavésenym na
vlakné. Nahradime ho tzv. rotdtorem, ktery je tvoren kulickou o hmot-
nosti m, upevnénou na konci lehké tycky o délce [, jejiz hmotnost ne-
budeme uvazovat. Druhym koncem tycky prochazi osa O, kolem které se
miize rotator otacet (obr. 5a). Okamzitou vychylku rotatoru vyjadiime
ihlem ¢, ktery tycka svird s osou y. Druhou veli¢inou charakterizujici
pohyb rotatoru bude jeho okamzita tthlova rychlost ¢.

Obr. 5 Rotator

Modelem KYV jsou zobrazeny soucasné tfi rotatory, pfri¢emz u prv-
ntho z nich mtZeme posuvnikem ménit pocateéni vychylku v intervalu

286 Matematika — fyzika — informatika 29 (4) 2020



(10° < g < 120°). Pro kazdé nastaveni po¢atetni vychylky je vypocitana
také odchylka periody od teoretické hodnoty Ty = 211\/_ Dalsi dva ro-
tatory maji pevné nastavené pocateéni vychylky 60° a 179°. Casové di-
agramy kmitani rotatorii jsou na obr. 6 (rotator s ménitelnou pocateéni
vychylkou je nastaven na tihel 120°).

q)}rad) Kyvadlo - Ghlova vychylka @(rad/s) Kyvadlo - ihlova rychlost

) LN\ f A
N\RVANNY \ do A\ A AR TR
ANEAMVATEAWIA ) B IN/ANVAA NI
YN N NZ W oW AR R eV TR fe
.\ JI NS AN VA M VLV AN
. \_/ Qv VOV

Obr. 6 Casové diagramy vychylky a rychlosti rotatoru

7Z graft je patrné, ze s rostouci poc¢ateéni vychylkou se ¢asové diagramy
stale vice odliduji od harmonického kmitani popsaného rovnici (1). Méni
se jednak tvar kfivky ¢asového diagramu, jednak perioda kmitt. Dobfe je
patrny podil harmonickych slozek na ¢asovém diagramu kmitt pro poca-
te¢ni vychylku 120°, ktery ma vyrazny charakter kmitu s trojihelnikovym
pribéhem.

Féazové portréty pohybovych stavii rotatori ziskané modelem KYV jsou
na obr. 7. Vidime, Ze pii maximéln{ amplitudé poc¢éatecni vychylky se fazova
trajektorie v podobé elipsy, popt. kruznice méni v oblouk, jehoZ pocatec-
nim bodim odpovida maximalni vychylka a nulovéa thlova rychlost.

Fazovy portrét kyvadla

@ (rad/s)
fd

K

AN
N

AN
/

-'\\
™ AN

1

PARN
N/

(rad)

/AT

- //
L

= mode| =——60" =——179°

Obr. 7 Fazové trajektorie rotatoru pro 60°, 120° a 179°
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Model nefesi pripad pocateéni vychylky ¢g = 180° = n. V tomto pfi-
padé je rotator ve svislé, nestabilni poloze (obr. 5b), takZe neni zfejmé,
kterym smérem bude jeho pohyb pokracovat. Na rotator miize pisobit také
(bod nestability) a podle okolnosti miZze pokracovat v pohybu obéma moz-
nymi sméry. Dostatecné velky pocateéni impuls muze vyvolat otaceni stale
jednim smérem. Zménu sméru pohybu by pak mohlo zptsobit tlumeni sys-
tému. Oscilator by nedosahl k nejvyssimu bodu trajektorie a zacal by se
pohybovat opaénym smérem. Kdyby vSak na rotator ptisobila periodicka

Obr. 8 Fazové portréty rotatoru

Fazovym portrétem rotatoru pii ruznych pocatecnich vychylkich je sou-
stava fazovych trajektorii na obr. 8. Ki¥ivky prochézejici bodem A odpovi-
daji situaci, kdy se systém nachézi v nestabilnim stavu (rotator je v labilni
poloze a ma nulovou rychlost). O dalsim pohybu pak rozhoduji i nepatrné
fluktuace silového piisobeni na rotator. Rozvétveni fazovych trajektorii
v bodé A doklada dvé mozZnosti dalsiho pohybu — otaeni ve stejném nebo
v opa¢ném sméru. K¥ivky bliZe k po¢atku soufadnicové soustavy (bod O)
reprezentuji stacionarni stav oscildtoru. Vnéjsi zvlnéné kiivky charakteri-
zuji otaceni rotatoru vétsi rychlosti, nez je rychlost potifebna k dosazeni
nestabilniho stavu. Rotator méa dostatek energie, aby se z maximéalni po-
lohy nevracel zpét, ale konal plynuly otac¢ivy pohyb. Fazova trajektorie
prochéazejici bodem A a dalSimi soumérné umisténymi body na ose vychy-
lek se nazyva separatriz a oddéluje dvé oblasti stavii dynamického systému:
oblast uzavienych fazovych trajektorii (kmitani) a oblast otevienych fazo-
vych trajektorii plynulého rota¢niho pohybu.
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Ukazeme, ze rovnice fazovych trajektorii vyplyvaji pfimo ze zakona za-
chovani energie a fazovy portrét konzervativniho systému muzeme vytvorit
bez FeSeni diferencidlni rovnice popisujici pohyb systému. Jestlize kyvadlo
vychylime z rovnovazné polohy o thel ¢, zvedne se v tthovém poli téleso
kyvadla do vysky h (viz obr. 5) a pro potencialni energii plati

Ey () = mgh = mgl(1 — cos p).

Graf na obr. 10 vyjadfuje tato zavislost pro cely rozsah vychylek od mi-
nima pii dhlové vychylce ¢ = 0, az pro maximalni hodnotu pfi ¢ = +mu:
E, = 2mgl. Pribéh ,potencialové jamy“ se lidf od grafu potencialni energie
harmonicky kmitajiciho oscilatoru (Cerveny graf na obr. 9), jehoZ perioda
na amplitudé vychylky nezavisi. V blizkosti minima obé kfivky splyvaji,
coz znamena shodu periody kmitani linearniho a nelinearniho oscilatoru.

Potencialni energie kyvadla

~ ﬁ rotace
1 kmitani

@(rad)
27w

Obr. 9 Potenciélni energie kyvadla

U konzervativniho systému neuvazujeme odpor prostiedi a jeho celkova
energie I je dana sou¢tem potencialni energie E}, a kinetické energie Ey
(Ex = 1/2J¢?), ktery je konstantni®)

1
§J¢2 + mgl(1 — cos¢) = E = konst. (3)

(J je moment setrva¢nosti rotatoru: J = mi?). Pro kyvadlo plati mgl/J =
= g/l = w? a v rovnici (3) nahradime cos p ~ 1 — p?/2. Po tpravé dosta-

3)V mechanice se pro thlovou rychlost rotaéniho pohybu obvykle pouZiva znacka w.
Zde je dana prednost oznadeni ¢, vyjadfujicimu derivaci de/dt. Oznaleni w je v textu
pouzito pro thlovou frekvenci, coz je skalarni veli¢ina charakterizujici periodicky déj a
je definovana vztahem k periodé T, popt. frekvenci f.
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neme pro fazovou trajektorii rovnici elipsy

»)
@ 2E

P =
wg  mgl

Kyvadlo (rotator) muZze maximalné vystoupit do vysky h = 2 a ziska
potencidlni energii Fpmax = mgh = 2mgl. V piipadé, Ze je v pocatetnim
okamziku rychlost rotatoru nulové, predstavuje tato energie také celkovou
energii E. Pokud je E < 2mgl, rotator kmita anharmonicky mezi hodno-
tami oy, a —@p,. Jestlize E > 2mgl, kona rotator otacivy pohyb s tthlovou
rychlosti, jejiz maximalni hodnota @max & /2FE/mi?. P¥i malé vychylce
(E < 2mgl) je kmitani harmonické s thlovou frekvenci wg = /g/I.

Zvlastni pozornost vénujeme situaci, kdy je kyvadlo (rotator) v nesta-
bilnim vrcholu trajektorie (¢ = %x). Pro limitni fazovou trajektorii (sepa-
ratrix) najdeme z rovnice (3) vztah

1
§m12¢2 + mgl(1 — cos ) = 2myl,

/1
» = F2wy % ~ +2wq cos %

Jeji grafické zobrazeni (obr. 10a) se shoduje s vysledkem ziskanym feSenim
rovnice kyvadla numerickou metodou (obr. 7). Casova zavislost thlové
vychylky a rychlosti pfi pohybu po separatrixe je na obr. 10b.

Separatrix Pohyb po separatixe
dirad/s) 2.9
eI \
N N SN
/ N 788 AN
TN T e | FEE TR ttl
N L 7T /
~_1
a b ——ujchylka =—=rychlost

Obr. 10 Separatrix

Cim vet je energie oscilatoru, tim vice se kmitani odlisuje od harmo-
nického pohybu a fazova trajektorie se lisi od elipsy. V blizkosti hodnoty
Epmax se fazova trajektorie protahuje vodorovnym smérem (sklon potenci-
alnf jAmy nenf tak strmy jako u parabolického tvaru kfivky pro harmonicky
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oscilator). Pfi velké amplitudé rotator v tomto stavu setrvava déle (ploché
maximum vychylky) a rychlost ma ostré maximum v nejniz$im bodé tra-
jektorie. Casovy pribéh rychlosti ma charakter impulsu, kterym rotétor
ziska potiebnou energii k vystupu do maximalni polohy (obr. 11).

Rotator s uhlovou vychylkou 0,997

2, @

8

i \

N Y

) \ 1/ \
. %/ \
— \ -

= thlova vychylka = ihlova rychlost

Obr. 11 Casovy diagram kmitan{ rotatoru s po¢ateéni ahlovou vychylkou 0,997

Pro pohyb kyvadla s extrémni vychylkou je charakteristické vyrazné
prodlouzeni periody T pohybu. Pro vypocet periody mizeme pouzit vztah
(4) odvozeny v [4]. Pro amplitudu vychylky ¢, = 0,997 = 178,2° dosta-
neme

2
T~ ETO In = 7,075s. (4)

T— ©m
V modelu KYV je pohyb kyvadla feSen jednoduchou, ale méné piesnou
Eulerovou metodou a timto postupem najdeme, Ze kyvadlo délky 1 m
(To = 2,006 s) kmita p¥i vychylce 0,99 s periodou T 7,08 s (T =~ 3,5Tp),
coz je v dobré shodé s teorii. To je dobfe patrné i z ¢asového diagramu na
obr 11. Pii zvétSeni pocatecni vychylky o 1° na 179,2° = 0,9956n vzroste
perioda o vice nez sekundu na 8,12 s a T ~ 4,07 (podrobnéji viz [4]).

* % %

Mizeme shrnout: Kmitani nelinearnfho dynamického systému neni cha-
rakterizovano jedinou frekvenci. Jde o periodicky pohyb, ktery je super-
pozici harmonickych kmitani s rtznou frekvenci. Periodu kmitani vSak
lze urcit na zakladé numerického Feseni odpovidajici pohybové rovnice.
Témito poznatky o oscilatorech se zabyva teorie dynamickych systému a
miZeme je na zakladé ziskanych fazovych portrétt zobecnit. Fazové por-
tréty oscilatort na obr. 1 az 3 odpovidaji tfem moznym staviim systému.
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Na obr. 1 je fazovy portrét stabilniho stavu, kterému na obr. 8 odpovida
bod O (stabilni stred), obr. 2 pfedstavuje tzv. stabilni ohnisko (rovnovaZny
stav, ke kterému sméfuje disipativni systém) a na obr. 3 je nestabilni oh-
nisko (systém sméfuje mimo rovnovazny stav). Okoli bodu A na obr. 8 se
oznacuje jako nestabilni sedlo, kdy nelze jednozna¢né rozhodnou o dalsim
pohybu systému, ktery mohou ovlivnit i nepatrné fluktuace pisobicich sil
nebo parametra systému.

Fluktuace v dynamickych systémech mohou mit ndhodny, stochasticky
raz, avsak déj, ktery zptisobi, oznacujeme jako deterministicky déj: pohyb
dynamického systému se 1idi piislusnou fyzikalni zékonitosti. Tim se de-
terministicky déj lisi od déje se stochastickym prubéhem, kdy jeho zakoni-
tosti neni mozné vyjadfit soustavou pohybovych rovnic a chovani systému
muzeme popsat jen na zakladé jeho empirického studia. Fazové portréty
deterministickych dé&ji tvori atraktory, jejichz pribéh lze pfesné popsat.

Pruzinové kyvadlo

Netlumeny rotator byl interpretovan jako konzervativni systém a popis
jeho pohybovych stavii byl jednoduchy — deterministicky. Existuji vSak
byt pric¢inou jejich chaotického pohybu. Jako priklad uvedeme pruzinové
kyvadlo (obr. 12). P experimentovani se svisle zavéSenym pruZinovym
oscilatorem pfedpokladame, ze bude kmitat podél svislé primky. Casto se
v8ak stava, ze pii nepatrné pocateéni odchylce od svislého sméru zacne
oscilator kmitat s ménici se amplitudou také ve vodorovném sméru jako
kyvadlo.

mg

Obr. 12 Pruzinové kyvadlo

I kdyZ se nam pruzinové kyvadlo jevi jako jednoduchy dynamicky systém,
analyza jeho pohybu neni trivialni a teoreti¢ti fyzikové se jim zabyvali jiz
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od 30. let minulého stoleti. Novym impulsem zajmu o tento oscilator se
stala moznost fesit jeho pohybové rovnice numerickymi metodami pomoci
pocitace. Proto najdeme na webu fadu aktualnich publikaci, které se touto
problematikou zabyvaji (z ¢eskych zdroju napf. [5] a [6]).Y) Pohyb pruzi-
nového kyvadla v roviné vztazné soustavy Oxy budeme zkoumat zjedno-
dusenym modelem PRU. Ten fesi pohybové rovnice obou moda kmiténi:
pri¢ného — kyvy a podélného — kmity (viz také [7, modely 2.3, s. 36 a
10.2.3, s. 147)).

Na kyvadlo piisob{ tihové sila Fg a sila pruZnosti Fp a pohybovou rovnici
kyvadla napiseme ve tvaru

ma= Fg + Fp = —mg—k(r — )7,

kde k je tuhost pruziny a [ je délka pruziny v nezatizeném stavu. Svisle
zavésSené pruzinové kyvadlo v klidu se ptisobenim tfhové sily prodlouzi na
delku r a plati mg = k(r — ). V obecné poloze uréuje smér sily pruznosti
jednotkovy vektor 2 = r/r, kde r je polohovy vektor uréujici polohu t&lesa
vzhledem ke vztaznému bodu O. Budeme uvazovat pohyb kyvadla v roviné
2y, takZe soufadnice polohy télesa z = rsing, y = rcosp ar = \/x2 + y2.
Vychodiskem dynamického modelu jsou slozky piisobicich sil:

ma, = —k(r — Z)E, may = —mg — k(r — l)y
r T

Program modelu PRU tvofi posloupnost vypocti (dt je ¢asovy krok):

N

az(:}/) (T*D%
o =9 (%) -1

VUgitl = Ugi + Qg - dt
Vyi+1 = Uy + Gy + dt
Tig1 = Ty + Vgpyr - dt
Yitl = Yi + Uyy1 - dt
tigr =t; +di

AN

4V geskych publikacich je ¢ast&jsi termin pruné kyvadlo, co? je ekvivalent anglického
terminu elastic pendulum. Vzhledem k terminu prufinovy oscildtor v u&ebnici [2], je
dana prednost terminu pruzinové kyvadlo.
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Ponechédme na ¢tenafi, aby si vlastnosti pruzinového kyvadla s riznymi
parametry a pocateénimi podminkami ovéfil na modelu PRU. Podrobnéji
si vSimneme jen zvlastniho piipadu, kdy dochazi k rezonanci obou modu
kmitani. V tomto pfipadé muzeme nahlizet na pruzinové kyvadlo jako na
soustavu dvou sprazenych oscilatort, kdy se energie podélného kmitavého
pohybu kyvadla ve sméru osy y prenési na jeho pfi¢né kyvy ve sméru
osy = a naopak. To se projevuje periodickymi zménami amplitud pohybu

v navzajem kolmych smérech (pfi¢né kmitani oznacime jako kyvy, podélné
kmitani jako kmity). Zaméiime se na piipad, kdy plati

2
mg _ Yy _ L Tigvy

=2.
Kl Wiy 4 Tty

Rezonanci nastavime na zékladé poznatkt o kmitani vazanych oscila-
tori (v programu PRU jsou hodnoty period obou modii kmitani spoéteny).
Pfi rezonanci prejde veskera energie z oscilatoru na rezonator, amplituda
oscilatoru je minimalni (pfi pfesném nastaveni nulova) a amplituda kmita
rezonatoru je maximalni (viz obr. 13b).

Trajektorie kmiti Casovy diagramxay

02 o1 Yl ot Xop

Fazovy portrét x

pe iy
s e

|~/

=i

()
A YF

15

(=

Obr. 13 Kmitani pruzinového kyvadla
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V naSem pripadé tento stav nastal pfi nastaveni parametri: m = 0,16 kg,
k = 26,1 N/m, ! = 0,24 m a poatetni vychylce 2o = 0,001 m, yo = —0,4 m.
Tomu odpovidaji hodnoty periody pfi¢nych kyvi Tiyvy, = 0,98 s a peri-
ody podélnych kmit@ Timity = 0,49 s. Program PRU umoziuje piiblizné
zobrazeni rezonanc¢niho stavu i pii jiném nastaveni parametrt, napiiklad:
m = 0,35 kg, k = 26,6 N/m, [ = 0,51 m. AvSak jiZz mala zména uvedenych
parametru vede k chaotickému pohybu pruzinového kyvadla.

Dosud jsme se zabyvali pruzinovym kyvadlem teoreticky. Mtzeme si
polozit otazku, zda lze ziskané poznatky o rezonanci dvou modu kmitani
pruzinového kyvadla ovérit také praktickym experimentem. Ukazeme po-
stup, ktery muze byt inspirativni i pro samostatné zékovské prace. Pohyb
kyvadla budeme sledovat pomoci tzv. videoanalyzy (viz [8]), ktera slouzi
k analyze obrazového zaznamu pohybu pofizeného digitalni kamerou, popft.
i mobilem nebo tabletem. Diilezité je, aby téleso kyvadla bylo opatfeno ba-
revnou znackou, ktera je kontrastni vzhledem pozadi (obr. 14a). Pro ucely
videoanalyzy existuje nékolik programi, z nichz nejlepsi vysledky lze ziskat
programem Tracker [9].

Moznosti tpravy pruzinového kyvadla tak, aby byly splnény podminky
pro vznik rezonanénich kmiti, jsou omezené. U bézné pouzivanych pruzin
nemame totiz moznost podle potfeby nastavovat jejich délku a ménit tu-
host pruziny. Jako ¢aste¢né ménitelny tak zistéava jediny parametr, tzn.
hmotnost kmitajictho télesa. V naSem piipadé byla hmotnost upravovana
pridavanim feritovych magnett k ocelovému vélecku, ktery tvoril téleso
kyvadla. Timto zptisobem bylo mozné nastavit podminky rezonance jen
piiblizné. Doba trvani obrazového zaznamu je pfiblizné 25 s (snimaci frek-
vence 25 snimki/s, tzn. perioda 40 ms). Pro piehlednost je k zobrazeni
trajektorie vyuzito 100 snimki (obr. 14b) z celkovych 625 snimki.

L

%
N

%

Obr. 14 Videoanalyza kmitani pruzinového kyvadla
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Okamzité hodnoty kinematickych veli¢in pohybu kyvadla jsou progra-
mem zaznamenany do tabulky, kterou lze exportovat do programu MS Ex-
cel. Vysledek videoanalyzy pruzinového kyvadla je na obr. 15. Z ¢asovych
diagramt pFi¢nych kyvi a podélnych kmiti jsou patrné charakteristické
razy spfazenych oscilatori, ale soucasné je ziejmé, Ze piesné rezonance
nebylo dosazeno.

XV (mm)\fideoanah}za kmitani pruZinového kyvadla
100

g
A VATV WY V)

—kywy =——kmity

Obr. 15 éasovy diagram kmitani pruzinového kyvadla

Program Tracker umoziuje i dalsi analyzu ziskanych dat. Napf. 1ze ur-
¢it Fourierovou analyzou zakladni frekvenci periodickych pohybu. Tak bylo
zjisténo, ze zakladni frekvence pricnych kyvl fiyvy = 2,38 Hz a podélnych
kmit@ fumity = 1,43 Hz (obr. 16). To znamena, ze pomér frekvenci obou
modu kmitani je 5 : 3. Muzeme si vS8ak pov8imnout, Ze ve spektru po-
délnych kmiti (obr. 16b) se objevuje také frekvence odpovidajici presné
dvojnasobku frekvence pfi¢nych kyvi, ¢ili rezonanénimu stavu.

x10° hmotaA [t, x] hmeotaA [t, y]

a0 I
0 _ ][]

a 130 135 140 145 150 155 b 22 24 26 28 3,0
freguency frequency

Obr. 16 Fourierova analyza kmitani pruzinového kyvadla
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Zaveér

Ukézali jsme, Ze i souasné fyzika muze mit zajem o studium zdanlivé
jednoduchych dynamickych systémi, které vykazuji neobvyklé chovani.
U fady nelinearnich dynamickych systémi je fazovy portrét téchto oscila-
torit oznacovan jako podivng atraktor. Jejich studiem se zabyva relativné
nova disciplina — deterministicky chaos. Zékladni informaci o tomto zaji-
mavém oboru fyziky lze ziskat napf. v publikaci [10, s. 154-176].
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INFORMATIKA

Optimalni zptusob placeni
(Ulohy z MO kategorie P, 40. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V naSem serialu ¢lanki o tlohach z Matematické olympiady kategorie P
(programovéni) se tentokrat sezndmime s FeSenim jedné pomérné snadné
tilohy z doméciho kola 69. roéniku MO (8kolni rok 2019/20). Uloha pojed-
nava o znamém problému, jak zaplatit danou ¢astku pomoci nejmensiho
mozného poc¢tu bankovek ¢ minci. Ukazeme si, kdy lze pfi feSeni pouzit
jednoduchy hladovy algoritmus a co lze délat, pokud tento postup po-
uzit nemizeme. Jako obvykle se nejprve seznamime s presnym zadanim
soutézni tlohy.

* ok % ok k Kk ok ¥ k% k % k

Soutézni tloha

V Kocourkové maji systém platidel velmi podobny nasemu. Nejmensi
nominalni hodnotou je 1 tolar. Existuji mince a bankovky s nasledujicimi
péknymi, systematicky zvolenymi nominalnimi hodnotami: 1, 2, 5, 10, 20,
50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 20000 a 50 000 tolart.

Kocourkovské centralni banka se rozhodla, Zze vyda jesté jednu no-
vou bankovku v hodnoté z tolarti. Obyvatelé Kocourkova si nyni kladou
fadu otézek tohoto typu: Kdyz budu chtit zaplatit pfesné ¢; tolart, kolik
nejméné kusu platidel staci pouzit?

Format vstupu a vystupu

Na prvnim Fadku vstupu je ¢islo x: nominalni hodnota nové bankovky.
Na druhém tadku je ¢islo ¢: pocet otézek, které maji obyvatelé Kocourkova.
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Na tfetim fadku vstupu jsou mezerami oddélena ¢isla tq,. .., ¢,: sumy pro
jednotlivé otazky. Na vystup vypiste ¢ fadkt: postupné pro kazdou otazku
jeden Fadek s prislusnou spravnou odpoveédi.

Omezeni a hodnoceni

Vage feSeni bude testovano na péti sadach vstupnich dat, za spréavné
vyfeSeni kazdé z nich dostanete dva body. V kazdé sadé plati ¢ < 50 a
je zaruceno, ze x bude rizné od nominalnich hodnot existujicich platidel.
V jednotlivych sadach plati nasledujici dalsi omezeni:

vstup ¢islo1l x <20 vSechna t; < 20
vstup ¢islo 2 & = 100000 v8echna t; < 105
vstup ¢islo 3 x < 105 v8echna t; < 105
vstup ¢islo 4  x < 107 vSechna t; < 107
vstup ¢islo 5  x < 2.109 vSechna ¢; < 2.109
Priklad

Vstup: Vystup:

4700 3

4 2

53 9400 9401 30000 3

2

Nové bankovka mé hodnotu 4700 tolaru.
— Nejlepsim zptisobem, jak zaplatit 53 tolari, je pouzit platidla s hod-
notami 50 4+ 2 + 1.

— Nejlepsim zptsobem, jak zaplatit 9400 tolard, je pouzit dvé nové
bankovky.

— Nejlepsim zptsobem, jak zaplatit 9401 tolari, je pouzit dvé nové
bankovky a jednu jednotolarovou minci.

— Nejlepsim zpusobem, jak zaplatit 30000 tolart, je 10000 + 20000.
KOk Ok K K K K ok ok K K %

Ulohu nejprve vyfesime pro ptivodni pravidelnou sadu platidel bez nové
pridané bankovky s hodnotou z. Pro optimalni zaplaceni jakékoliv ¢astky
muzeme pouzit jednoduchy hladovy algoritmus. Dokud neni cela ¢astka
zaplacena, opakujeme tento postup: vzdy pouzijeme nejvétsi platidlo, jehoz
hodnota nepfevysi tu ¢astku, kterou je jesté tfeba zaplatit. Jedna se o zcela
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prirozeny intuitivni postup, ktery funguje i pro ¢eské koruny nebo tieba
pro eura. Jeho spravnost ale musime porddné zdivodnit.

K ditkazu spravnosti uvedeného postupu pristoupime odzadu. Pfi pla-
ceni ¢astky mensi nez 10 tolard jisté muzeme pouzit pouze mince s hodno-
tami 1, 2 a 5 tolart. Snadno ovéfime rozborem vsech piipadi, Ze hladovy
algoritmus najde optimaln{ zptisob zaplaceni kazdé takové ¢astky. Chceme-
-li zaplatit ¢astku 10 tolarta nebo vyssi, v jakékoliv optimalni platbé budou
mince 1, 2 a 5 pfedstavovat celkovou sumu nejvyse 9 tolart. Jinak by totiz
bylo mozné nahradit ¢ast z nich desetitolarovou minci a tim pocet kust
platidel snizit (piipadné platbu typu 542+ 2+ 2 nahradime pomoci 10+1,
coZ je také snizeni po¢tu kusi platidel). To znamené, Ze p¥i optimélnim pla-
ceni jakékoliv ¢astky pouzijeme mince 1, 2 a 5 pouze k zaplaceni , posledni
cifry*“ této ¢astky. Jiz vime, ze to udéla hladovy algoritmus spravné. Nyni
muzeme zrusit mince 1, 2 a 5 a také smazat posledni cifru placené ¢astky
a celou uvahu zopakovat pro dalsi fad a platidla 10, 20 a 50. Situace je
tam naprosto stejna. Postupné muzeme takto zpracovat odzadu vSechny
dekadické fady placené ¢astky a dostavame tak, ze hladovy algoritmus fun-
guje i pro desitky, stovky, tisice a desetitisice tolari. Zbyva doplnit, co se
stane, kdyz placené ¢astka prevysi sto tisic tolart. Nejvyssi bankovka ma
hodnotu 50000, takze optimélni zaplaceni kazdych 100000 tolard obsa-
zenych ve vysledné sumé jisté ziskdme pomoci dvou takovych nejvyssich
bankovek. Pfesné to déla nas hladovy algoritmus.

Vsimnéte si, ze popsany hladovy algoritmus nemiizeme automaticky po-
uzit pro jakoukoliv sadu platidel. O tom se snadno piesvédéime pomoci
dvou konkrétnich piikladti. Uvazujme nejprve jednoduchou sadu platidel
tvofenou pouze mincemi 1, 3 a 4 tolary, chceme zaplatit ¢astku 6 to-
lari. VySe uvedeny hladovy algoritmus pouzije nejprve minci s hodno-
tou 4 tolary a pak dvé po 1 tolaru, celkem tedy tfi kusy. Toto feSeni
zjevné neni optimalni, lepsi je pouzit dvé mince po 3 tolarech. Druhy
piiklad vychézi pfimo z na$i feSené ulohy. Pfedpokladejme situaci v Ko-
courkové popsanou v zadani tlohy, nova bankovka ma hodnotu 444 to-
lart, chceme zaplatit ¢astku 888 tolart. Hladovy algoritmus najde feSeni
500 4 200 4 100 4+ 50 + 20 + 10 + 5 + 2 + 1 tvofené deviti platidly, zatimco
optimalni platbu dostaneme pouzitim pouze dvou novych 444tolarovych
bankovek.

Vratme se nyni k na$i tloze. Bylo pomérné snadné vyfesit prvni dvé
testovaci sady vstupnich dat a ziskat tak v soutézi za tuto tlohu alespon
¢ast bodu. Prvni sada obsahuje pouze velmi malé hodnoty a muzeme ji
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proto vytesit hrubou silou tak, ze vyzkousime v8echny moznosti placeni.
Ve druhé sadé nova bankovka s hodnotou x pouze prodluzuje pravidelnou
sadu platidel, pro kterou je mozné pouzit jednoduchy hladovy algoritmus,
ktery jsme popsali vyge.

Ukazeme si, jak vypada obecné feSeni tlohy po piridani nové bankovky
s hodnotou z. Dilezité je uvédomit si, Zze nepracujeme s né&jakou zcela ne-
pravidelnou sadou platidel, ale s nasi péknou pravidelnou sadou, do niz je
pouze pridana jedna ,,cizi“ hodnota navic. Kdybychom pfi placeni ¢astky ¢
védéli, kolik kusii bankovky & mame pouzit, bylo by feSeni snadné. Zbyva-
jici ¢astku chceme totiz zaplatit optimélnim zptisobem pomoci pravidelné
sady platidel, pro kterou jiz miZeme pouzit hladovy algoritmus. My sice
nevime, kolik kust bankovky z je tfeba pouzit, ale mtizeme snadno vy-
zkouSet v8echny mozZnosti (tzn. 0, 1, 2, 3, ...) a vybrat z nich tu nejlepsi.

Méme navic jistotu, ze pocet zkoumanych moznosti nebude p¥ili§ velky.
Bankovku s hodnotou x pouZijeme urcité méné nez 50000krat. Pokud
x < 50000, nemuZe se vyplatit pouzit 50000 kust bankovky x, nebot
misto nich je vyhodnéjsi pouzit « kust bankovky s hodnotou 50 000. Pokud
x > 50000, uréité nepouzijeme 50000 kusii bankovky x, nebot 50000% >
> 2-10? a ze zadani tlohy vime, Ze viechny zkoumané ¢astky jsou shora
omezeny &islem 2 - 10°.

Implementace popsaného algoritmu je velmi jednoduché — vyzkousime
v8echny moznosti pro pocet pouzitych kusi bankovky s hodnotou x a
pro kazdou z nich uré¢ime hladovym algoritmem, jak lze optimalné zaplatit
zbyvajici ¢astku. Z takto ziskanych moznosti vybereme to nejlepsi. Vhodné
pfitom omezime pocet zkoumanych moznosti: pfi placeni ¢astky t nemé
smysl zkousSet vétsi pocet bankovek s hodnotou x, nez kolika kusy platidel
zaplatime ¢astku ¢ hladové bez pouziti této piridané bankovky. Bylo by
pochopitelné také zbyteéné zkouset vétsi pocet bankovek x, nez kolik ¢ini
podil ¢/x.

program Placeni;
var x: longint; {hodnota nové bankovky}

q: integer; {po&et dotazu}
t: longint; {placend &astkal}

pocetx: longint; {poéet novjch bankovek}
r: integer; {dalsi moZné reSeni}
reseni: integer; {vysledek}

i: integer;
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function Hladove(t: longint): word;
const platidla: array[l..15] of word
= (1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,
1000, 2000, 5000, 10000, 20000, 50000);
var pocet, i: integer;

begin
pocet = 0;
for i:= 15 downto 1 do
begin
pocet := pocet + t div platidla[i];
t := t mod platidla[i]
end;
Hladove := pocet

end; {function Hladovel}

begin
readln (x);
readln(q);
for i := 1 to q do
begin
read (t);
reseni := Hladove(t);
pocetx := 1;
while (pocetx < reseni) and (pocetx * x <= t) do
begin
r := pocetx + Hladove(t — pocetx * x);
if r < reseni then reseni := r;
pocetx := pocetx + 1
end;
writeln (reseni)
end
end.
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Optimalizacni problémy
a aproximacni algoritmy

PETR OSICKA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Mnoho lidi jiz feSilo problém nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma misty.
Velmi ¢asto, kdyz navstivime néjaké nové misto, a chceme se dostat k né-
jaké jeho zajimavé Casti, napiiklad néjaké pamétce, spustime na mobilnim
telefonu aplikaci s mapou a nechame ji najit nejkratsi cestu z mista, kde
stojime, do cilového mista. V ¢lanku si ukdzeme abstraktni problém hledéni
nejkratsich cest v grafu, ktery zachycuje podstatu problému feseného mo-
bilni aplikaci hledajici cestu na mapé. Uvidime, Ze tento problém ma jasné
definovanou strukturu: zZada se v ném, abychom nagli objekt s nejmensi
cenou z piesné definované mnoziny objekti. Takovou strukturu ma velka
skupina algoritmickych problémi, takzvané optimalizacni problémy.

Budeme se vénovat také algoritmim pro optimaliza¢ni problémy. Uvi-
dime, Ze existuji optimalizacni problémy, které jsou snadné v tom smyslu,
7e existuje efektivni algoritmus, ktery vzdy najde optimalni FeSeni. Piikla-
dem takového problému je pravé problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu.
Existuji ov8em i optimalizaéni problémy, které snadné nejsou. U takovych
problému se musime smifit s tim, ze efektivni algoritmus nemiize vzdy
nalézt optimalni feSeni. Mtuzeme se ovSem snazit se optimalnimu feSeni co
nejvice priblizit. Takovému efektivnimu, ale pfitom neoptimélnimu algo-
ritmu fikdme aproximacni algoritmus.

1. Optimaliza¢ni problémy

V abstraktni verzi problému vyhledévani nejkratsi cesty na mapé hle-
déame nejkratsi cestu mezi dvéma uzly v grafu. Graf je matematicky ob-
jekt, ktery je tvofen mnozinou wvrcholi V' a mnozinou hran H, pritom
kazda z hran je dvojice vrcholi z V. Mizeme jej jednoduSe zobrazit tak,
ze vrcholy namalujeme jako mala kolecka a hrany jako tsecky spojujici
vzdy dvojici kolecek, kterd dané hrané odpovidaji. Napiiklad graf s vr-
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choly V = {a,b,c,d,e, f} a hranami')

H = {{a7 b}7 {a’7 C}? {b7 C}’ {b’ d}? {b7 e}’ {C7 6}3 {d’ 6}7 {e? f}’ {d7 f}} (]‘)

je na obr. 1 (a).
Cesta z vrcholu u do vrcholu v v grafu je posloupnost vzajemné ruznych
vrchola

U=UL,U2y..., UL, =V

takovych, ze pro ¢ = 1,2,...,k — 1 jsou vzdy vrcholy u; a u;11 spojeny
hranou. O takové hrané pak fekneme, Ze na cesté lezi. V naSem piikladeé je
tedy posloupnost a, b, c,e, f cestou z vrcholu a do vrcholu f, ale posloup-
nost a, ¢, d, f cestou neni, protoze mezi vrcholy ¢ a d neni hrana. Pro danou
dvojici u,v miZe byt v grafu cest z u do v vice, pfipadné nemusi existo-
vat zadna. Ve zbytku textu budeme predpokladat, ze pro kazdou dvojici
vrchold existuje v grafu existuje alesponi jedna cesta. Cest z vrcholu a do
vrcholu f je v grafu na obr. 1 (a) celkem 13. MiZeme si je prohlédnout na
obr. 1 (b).

Jaky je vztah mapy mésta a grafu? Vrcholy grafu muzeme povazovat
za mista na mapé mésta. Hrana mezi dvéma vrcholy grafu pak rika, ze
mezi misty, kterd spojuje, mizeme prejit bez projiti nékterym z ostatnich
mist. Vhodnymi kandidaty pro vrcholy pak jsou naptiklad k¥izovatky ulic,
vyznamna mista ve mésté a podobné, hrany v takovém piipadé mohou
predstavovat ulice nebo chodni¢ky v parku. Kazdé cesté v grafu tedy od-
povida jedna cesta méstem. Z mapy lze obvykle vyéist vzdalenosti mezi
jednotlivymi misty na mapé. Do grafu tyto vzdélenosti prirozené zaradime
tak, ze tuto vzdalenost pfifadime k hranam. Udélame to tak, ze zavedeme
funkci §, budeme ji fikat ohodnoceni hran, ktera hrané prifadi kladné raci-
onalni ¢islo. Délku cesty wuq, uo, ..., ur pak spoéitame jako soucet ohodno-
ceni hran, které na této cesté lezi. Nejkratsi cesta na mapé tak odpovidéa
nejkratsi cesté v grafu.

Problém nalezeni nejkratsi cesty je svou formou podobny velké mno-
zin€ jinych problémi, kterym souhrné rikdme optimalizacni problémy. Jsou
charakteristické tim, Ze kazdy z nich miiZeme tplné popsat pomoci nasle-
dujicich ¢tyt polozek.

DFormalng je pro nas hrana dvojprvkovad mnoZina vrcholi. Hrana {a,b} je tedy
stejnad jako hrana {b,a}. Hovofime-li tedy o hrané z vrcholu a do vrcholu b, myslime
tim i hranu jdouci z vrcholu b do vrcholu a. Hrany tedy nemaji smér (orientaci). Grafy,
kde na orientaci hran zalezi, existuji, nebudeme si jimi ale zabyvat.
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(b)

Obr. 1 (a) Graf s ohodnocenim hran. (b) VSechny cesty z vrcholu a do vrcholu
f v grafu (a) spolu s jejich délkami. Hrany lezici na cesté jsou vyznaceny tu¢né.
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e Mnozina vstupnich instanci®. Popiseme, jaké objekty povazu-
jeme za platné instance problému.

e Pripustna reSeni. Kazdé konkrétni instanci pfifadime mnozinu tzv.
pripustnych feSeni. Pripustné feSeni povazujeme za korektni vysle-
dek.

e Cena pripustného reSeni. Uréime, jak ocenit jednotliva pfipustna
feSeni. Cenou je vzdy racionélni &islo.

e Cil. Uréime, zda-li chceme nalézt pripustné feSeni s maximalni ce-
nou nebo to s miniméalni cenou. O takovych feSenich fikdme, Ze jsou
optimdlnd.

Pro problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je vstupni instance tvofena
grafem s ohodnocenim hran a poc¢ateénim a cilovym vrcholem (napiiklad
grafem na obrazku 1 (a) a vrcholy a a f tohoto grafu). MnoZina pii-
pustnych FeSeni je pro konkrétni takovou instanci tvofena vSemi cestami
z pocatecéniho do cilového vrcholu v daném grafu. Za cenu jedné cesty
povazujeme jeji délku. (Mnozinu p¥ipustnych feSeni a jejich cen pro nas
priklad vidime na obrazku 1 (b).) Zajima nés nejkratsi cesta, tudiz cilem
je najit pripustné feSeni s minimélni cenou.

Nabizi se nasledujici naivni algoritmus. Pro vstup tvoreny grafem G, po-
¢ate¢nim vrcholem u a cilovym vrcholem v, nejdfive vygenerujeme vSechny
cesty v G, které vedou z u do v. Potom spocitame jejich délky a vybereme
tu nejkratsi. Napiiklad nejkratsi cestu z a do f v grafu na obr. 1 (a) nalez-
neme tak, Ze namalujeme obr. 1 (b) a na ném najdeme cestu s minimalni
cenou. Po kratkém zamySleni ovSem zjistime, Ze pocet cest mezi dvéma
uzly v grafu muze s poctem uzla grafu rist vice nez polynomialné a naivni
algoritmus ma proto piili§ velkou ¢asovou slozitost, a to i presto, ze veli-
kost jedné cesty (tj. poCet vrcholt na cesté) je vzhledem k velikosti grafu
(tj. po¢tu vrcholu grafu) mala.

Podobné tvaha plati pro mnoho praktickych a pfirozenych optimalizac-
nich problémt kombinatorické povahy. Na takové problémy se ve zbytku
textu omezime. Uvedme si proto jesté jednou explicitng, Ze se zajimame
o problémy, u kterych

e piipustna feSeni maji vzhledem k velikosti vstupni instance nejvyse
polynomickou velikost,

2)Slovem instance oznacujeme konkrétni vstup algoritmického problému.
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e umime v polynomickém ¢ase (op&t vzhledem k velikosti vstupni in-
stance) spocitat cenu pripustného FeSeni,

e samotnych piipustnych Feseni mtze byt mnoho a v tom spociva ob-
tiZnost daného problému.

2. Dijkstrav algoritmus

V této kapitole si ukdzeme algoritmus, ktery v polynomickém ¢ase na-
lezne nejkratsi cestu v grafu z poc¢ateéniho do cilového vrcholu. Vstupem
algoritmu je graf G s mnozinou vrchola V', mnoZinou hran H, ohodnoceni
hran §, poc¢atecni vrchol s a cilovy vrchol ¢.

Algoritmus postupné hleda nejkratsi cesty z s k ostatnim vrcholim
v grafu, a tedy specialné i k vrcholu . Za¢ina s prazdnou mnozinou vr-
cholti, ke kterym je zndma nejkratsi cesta, a v kazdém kroku do této mno-
ziny jeden vrchol prida. Ke kazdému vrcholu w si algoritmus uchovava dvé
polozky. Jsou to

e [(u): délka doposud nejkratsi nalezené cesty z s do u. Pokud al-
goritmus jesté zadnou takovou cestu nenalezl, je hodnota rovna oo.
Pripomenme, Ze x+00 = oo pro kazdé realné ¢islo x a ze co+00 = 0.

e p(u): vrchol, ktery je na doposud nejkratsi nalezené cesté z s do
u t&sné pred vrcholem u. Pokud takovy vrchol neexistuje (protoze
algoritmus dosud Zadnou cestu nenaSel, nebo protoze je u prvnim
vrcholem na cesté), je p(u) rovna —.

Mnozinu vrcholi, ke kterym jiz algoritmus nasSel nejkratsi cestu, ozna-
¢ime @ a vrchol, ke kterému algoritmus nasel nejkratsi cestu v aktuilnim
kroku oznacime v. Béh algoritmu na grafu z obrazku 1 (a) je znazornén
na obrazku 2.

DIJKSTRUV ALGORITMUS

Vstupem je graf G s ohodnocenim hran §, vrcholy s a t.
Vystupem je nejkratsi cesta v G z s do t

1. Nastav I(s) < 0 a p(s) < —. Pro vSechny vrcholy u nerovnajici se s
nastav [(u) < 0o a p(u) + —.

2. Nastav Q < 0 a v « s.
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3. Pokud je v vrcholem ¢, pak pomoci polozek p() vrcholi sestav nej-
krat$i cestu z s do v a tu vrat jako vysledek. Vracené cesta vznikne
obracenim posloupnosti

t,p(t),p(p(t)), p(p(p(t))), - - ., s

4. Pokud v neni vrcholem ¢, pak pro kazdy vrchol u ¢ @, do kterého
vede hrana z vrcholu v, zkontroluj jestli

() + (v, u) < l(u).

Pokud tomu tak je, nastav

5. Pridej vrchol v do mnoziny Q.

6. Nastav v na vrchol, ktery nepatii do ) a ktery mé mezi vrcholy
nepatficimi do @ nejmensi polozku I().

7. Ptejdi k bodu 3.

O Dijkstrové algoritmu muzeme ukézat, Zze ma polynomickou slozitost
vzhledem k poctu vrchola grafu, ten ozna¢me n. Kli¢em je pozorovani, Ze
po kazdém provedeni kroku 5 se mnozina @ zvétsi o 1 uzel. Tim vidime,
ze kroky 3 az 6 se provedou nejvyse n-krat. Déle si vSimneme, Ze kazdy
z krokil 3 az 6 zabere konstantni nasobek n operaci, protoze v nich pro-
chazime v8echny uzly a pro kazdy z nich provadime pevny pocet operaci.
Celkové je tedy slozitost algoritmu piiblizné n?.

Lze také dokazat, ze Dijkstriv algoritmus vzdy vrati cestu s nejmensi
cenou, tedy tu nejkratsi. Diukaz je pro tucely tohoto textu piilis kompliko-
vany a proto ho vynechame. Pro zdjemce ale uvedme alespoii jeho nastin.
Klicovym pozorovanim je to, ze kdykoliv pfifadime proménné v néjaky
vrchol, nalezli jsme nejkratsf cestu z s do tohoto vrcholu. Toto pozorovani
lze dokazat matematickou indukei pfes velikost mnoziny @, vyuZije se pii
tom faktu, Zze ohodnoceni hran grafu jsou nezaporna.

Dijkstrav algoritmus je tedy korektni, tj. vzdy vraci pfipustné feseni, a
optimdlini, tj. vzdy vraci optimalni feSeni. Pojem korektniho a optimélniho
algoritmu je obecny a mutzeme jej piirozené pouzivat i pro jiné algoritmy
a jiné optimaliza¢ni problémy.
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Obr. 2 Pribéh Dijkstrova algoritmu na grafu z obrazku 1 (a). U vrchola jsou
zachyceny polozky [(u) a p(u), polozky s hodnotou [(u) rovnou co jsou vyne-
chany. Graf je zachycen vzdy po provedeni bodu 4 algoritmu. Aktuélni vrchol v,
polozky, které se béhem tohoto kroku zménily, a nejkratsi cesta z pocateéniho
vrcholu do v jsou zvyraznény cervené. Vrcholy patfici do mnoziny @) jsou zvy-
raznény modfie. Pro jednoduchost jsou vynechana ohodnoceni hran.
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3. Obtizné problémy a aproximacni algoritmy

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze pro problém nalezeni nejkratsi cesty
v grafu existuje algoritmus s polynomickou sloZitosti, ktery najde opti-
malni FeSeni. Problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je z tohoto pohledu
snadny. V této kapitole si ukazeme, Ze existuji i optimaliza¢ni problémy,
pro které takovy algoritmus zatim neznadme a dokonce véfime, Ze neexis-
tuje. Takové problémy povaZzujeme za vypocetné obtizné. Nejdiive defi-
nujme rozhodovaci problém pridruzeny optimalizaénimu problému.

Definice 1. Rozhodovaci problém Il4e. pfidruzeny minimaliza¢nimu pro-
blému®) II je problém, jehoz vstupem je instance I problému IT a racionalni
¢islo k. Ukolem je rozhodnout, jestli existuje piipustné feSeni instance I
s cenou mensi nebo rovnou k.

Napftiklad rozhodovaci verze problému hledani nejkratsi cesty je nasle-
dujici problém: Pro graf G, vrcholu s a t, a ¢islo k rozhodni, zda-li v G
existuje cesta z s do t s cenou nejvyse k.

Algoritmus A, ktery v polynomickém ¢ase najde optimélni feSeni opti-
maliza¢niho problému II, mtizeme pouzit k vyfeSeni jeho pridruzeného roz-
hodovaciho problému Ige.. Pro instanci (I, k) nejdiive spoéitdme pomoci
algoritmu A optiméalni feSen{ instance I (pFipomehme, Ze to je instance
optimaliza¢niho problému IT), poté spoéitame jeho cenu, porovname ji s k
a na zakladé toho odpovime. Kazdy z predchozich krokid miizeme provést
v polynomickém ¢ase, a proto cely postup miizeme povazovat za algoritmus
pro Ilgee pracujici v polynomickém case. Pokud napfiklad chceme vyfesit
rozhodovaci verzi problému hledani nejkratsi cesty v grafu, stac¢i pomoci
Dijkstrova algoritmu nalézt nejkratsi cestu, spocitat jeji délku d a porov-
nat ji s k. Pokud je d < k, odpovime ano, v opa¢ném pfipadé odpovime
ne. Vidime tedy, ze plati nasledujici véta.

Véta 1. Pokud pro optimalizacni problém 11 existuje optimdiIni algorit-
mus s polynomickou sloZitosti, pak existuje algoritmus s polynomickou slo-
zZitosti i pro problém 1lgec.

Ddlezitym dtsledkem pfedchozi véty je nasledujici tvrzeni.

Dasledek 1. Pokud pro problém Ilge. neexistuje algoritmus s polynomic-
kou sloZitosti, neexistuje ani optimdlng algoritmus s polynomickou sloZitosti
pro problém 1II.

3)Pro maximaliza¢ni problém je definice analogicka.
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Pro mnoho pfirozenych optimaliza¢nich problému plati, Ze jejich roz-
hodovaci verze je NP-tiplnd. Pokud pfijmeme za pravdivou domnénku
P # NP, pak miZeme usoudit, Ze pro takové problémy neexistuje po-
lynomicky algoritmus, ktery vraci optimalni feSeni pro kazdy svilj vstup.
Nemuzeme ovSem vyloucit existenci algoritmu s polynomickou sloZitosti,
ktery sice pro nékteré vstupy optimélni feSeni nevrati, ale cena jim vrace-
ného feSeni je cené optimalniho FeSeni rozumné blizko. Jak uvidime nize,
takové algoritmy skute¢né existuji. Rikame jim aprozimacni algoritmy® .

Jako ptiklad obtizného optimalizaéniho problému si uvedme problém
nalezeni minimdliniho vrcholového pokryti grafu, jehoz nazev budeme zkra-
covat jako Min-VC.” Vstupem problému je neorientovany graf G's mnozi-
nou vrchold V' a mnozinou hran H. Pro mnoZzinu vrcholi C' C V a hranu
h € H ftekneme, Ze h je pokrytd C (pfipadnéd ze C pokryva h), pokud
alespoii jeden z vrcholt h (pfipomefime, Ze hranu chapeme jako mnoZzinu
dvou vrcholi) patii do C. O mnozing C fekneme, Ze je vrcholovym pokry-
tim grafu, pokud pokryva kazdou hranu v H. Mnozinou piipustnych feSeni
grafu G je mnozina vSech jeho vrcholovych pokryti. Cenou pokryti C je
pocet vrcholi, které obsahuje. Cilem je, jak napovid& nazev problému, na-
lézt pokryti s nejmensi cenou (tedy s nejmensim poc¢tem vrcholit). Priklad
grafu, nékolika jeho vrcholovych pokryti a nékolika mnozin vrcholi, ktera
vrcholovym pokrytim nejsou, znazornuje obr. 3.

Problém Min-VC ma mnoho praktickych aplikaci v riznych oblastech
(napf. vypocetni biologie, chemie, metalurgické inZenyrstvi). Abychom vi-
déli jednoduchy ptiklad, predstavme si, ze chceme pokryt vnitini prostory
budovy kamerami tak, abychom mohli sledovat vSechny chodby na bu-
dové. Pritom chceme pouzit kamer co nejméné. Prirozenym mistem pro
kamery jsou kfizeni chodeb. Pokud tedy v grafu, kde vrcholy odpovidaji
kfizeni chodeb a hrany chodbam samotnym, najdeme optiméalni vrcholové
pokryti, nalezli jsme optimalni rozmisténi kamer.

Uvedme aproximaé¢ni algoritmus pro Min-VC. Piiklad béhu tohoto al-
goritmu je znazornén na obrazku 3 (c).

MIN-VC-APPROX
Vstupem je graf G = (V, H).
Vystupem je vrcholové pokryti G.

4) Jméno je pievzato z anglického vyrazu approximation algorithms.
5)Zkratka anglického minimal vertex cover.
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Obr. 3 (a) Vrcholova pokryti grafu. Vrcholy patiici do pokryti jsou zvyraz-
nény Cervené. Obrazek nezachycuje v8echna vrcholova pokryti grafu, pouze né-
ktera. (b) Mnoziny vrcholi, které netvori vrcholova pokryti. Nepokryté hrany
(tj. hrany, které nemaji zadny ¢erveny vrchol) jsou zvyraznény modre. (c) Pri-
béh algoritmu Min-VC-approx. Cervend je zobrazena hrana h a jeji uzly vybrané
v kroku 2. Modfe jsou zvyraznény hrany, které jsou v kroku 4 odstranény spolu
s hranou h. (d) Vrcholové pokryti, které vysledkem.
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1. Nastav C < (0 a F < H.

2. Pokud je mnozina E prazdna, vrat C jako vysledek algoritmu a
skonci.

3. Vyber hranu h € E a pridej jeji vrcholy do C.

4. 7 mnoziny E odstrai hranu h a v8echny hrany, které s h sdileji
vrchol.

5. Pfrejdi na krok 2.

Algoritmus béhem svého béhu udrzuje mnozinu C' vrcholi, o kterych uz
vime, Ze patf{ do pokryti (na zacatku je tato mnoZina prazdna), a mno-
zinu E hran, které nejsou pomoci C' pokryty (na zacatku to jsou vSechny
hrany). V kroku 3 vZdy vybere néjakou dosud nepokrytou hranu h. Tu po-
kryje tak, ze do mnoziny C pfida jeji vrcholy. Tim padem C pokryva jak
h, tak vSechny hrany, které s h sdileji vrchol. Proto takové hrany v kroku 4
odstranime z E. Opakovani kroka 2 aZz 4 kon¢i v momenté, kdy je mnoZzina
nepokrytych hran prazdna (to testujeme v kroku 2), a C' je tak vrcholovym
pokrytim. Vidime také, ze kroky 2 az 4 se zopakuji nejvyse tolikrat, kolik
je v grafu hran. Protoze pocet hran v grafu s n uzly je mensi nez n? a
protoze jedno opakovani kroki 2 aZ 4 lze provést v ¢ase polynomickém®
vzhledem k n, je slozitost tohoto algoritmu polynomicka. Vidime tedy, Ze
MIN-VC-APPROX je korektni algoritmus pro problém Min-VC s polyno-
mickou sloZitosti.

Vratme se jesté ke kroku 3 algoritmu. Neni v ném piesné urceno, kterou
hranu z mnoziny E mame vybrat. Mohlo by se zdét, Ze zde neni algorit-
mus popsany dostate¢né pfesné. Je tomu skutecné tak. Pro jednoduchost
jsme vynechali to, jak konkrétné v algoritmu reprezentujeme mnoziny F
a C, a diky tomu jsme v kroku 3 vybér hrany neupfesnili. Pro konkrétni
implementaci to ovSem udélat musime. Pokud napfiklad mnozinu E ucho-
vavame jako linearn{ seznam, zvolime jako h v kroku 3 prvni prvek tohoto
seznamu. V dalsich iivahach o algoritmu se s touto nepiesnosti vyporadame
tak, ze pro vybér h v kroku 3 pfipustime jakoukoliv moznost™ .

Na obr. 3 je vidét, Ze algoritmus nevrétil optimalni feSeni. Mizeme
se zabyvat velmi pfirozenou otazkou: Jak moc se cena feSeni vréaceného

6) Presna slozitost zalezi na konkrétni implementaci mnozin E a H a algoritmech pro
pridavani a odebirani prvka téchto mnozin.

7)MizZeme se velmi rychle piesvédéit o tom, e pokud v kroku 3 zvolime jiné hrany,
nez které jsme zvolili na obrazku 3 (c), miZe algoritmus vratit zcela jiné vrcholové
pokryti.
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MIN-VC-APPROX miiZe ligit od ceny optiméalniho feSeni? Odpovéd na tuto
otézku dava nasledujici véta.

Véta 2. Vrcholové pokryti, které vrdati algoritmus MIN-VC-APPROX, 0b-
sahuje nejuyse dvakrdt vice vrcholi neZ optimdlni pokryti.

Diikaz. Ozna¢me A mnozinu v8ech hran, které jsme v kroku 3 algoritmu
prifadili do h. Protoze algoritmus dava do pokryti vzdy oba vrcholy hrany h,
plati |C] < 2-]A]. Soucasné ale diky kroku 4 nemiiZze mnoZzina A obsahovat
dvé hrany, které spolu sdili n&jaky vrchol. Plati tedy

[Cl=2-]A]. (2)

Libovolné vrcholové pokryti, a specialné i to optimalni vrcholové pokryti,
musi urc¢ité pokryt hrany z mnoziny A, kazdou z nich alespoii jednim
vrcholem. Odtud

4] < OPT, (3)

kde OPT je pocet vrchola v optiméalnim vrcholovém pokryti. Pokud dosa-
dime nerovnici (3) do rovnice (2) dostaneme

|C| <2-0OPT
a vidime, ze véta plati. O

Predchozi véta ukazuje na algoritmu MIN-VC-APPROX obecnou vlast-
nost aproximacnich algoritmii, které fikAme aprozimacni faktor. Zavedme
si tento pojem presnéji. PFedpokladejme, Ze mame algoritmus A pro mi-
nimaliza¢ni® problém II. Aproximaéni faktor algoritmu A pro instanci I
ozna¢ime f4(I) a definujeme jako

cost (A(I))

kde cost (A(I)) je cena feSeni, které vrati algoritmus A pro instanci I, a
OPT(I) je cena optimalniho feSeni pro instanci I.

Definice 2. Aprozimacni faktor algoritmu A je funkce Ry : N — RT
definovana Ra(n) = max{fa(I) | |I| =n}.

8)Pro maximaliza¢ni problémy je definice analogicka.
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Abychom ukazali, Ze algoritmus MIN-VC-APPROX mé4 aproximad¢ni fak-
tor R(n) = 2, musime najit instanci, pro kterou algoritmus MIN-VC-
APPROX vrati pokryti s dvakrat vice vrcholy nez pokryti optiméalni. Z véty
2 totiz jeji existence neplyne. Nastésti neni pro MIN-VC-APPROX obtizné
takové instance najit. Jsou to uplné bipartitni grafy.

Uplny bipartitni graf s 2n vrcholy (n = 1,2,...), oznaéme ho K,, je
takovy graf, jehoZz uzly mazeme rozdélit do dvou disjunktnich mnozin, V;
a Va, tak, ze kazda z nich ma n vrcholid, kazdy vrchol z mnoziny V; je
spojen hranou s kazdym vrcholem z mnoziny V5, a graf zadné jiné hrany
neobsahuje (graf K5 vidime na obr. 4).

(a) (b)

Obr. 4 (a) Pribéh algoritmu MIN-VC-APPROX pro graf K3. Aktuilné vybrana
hrana je zobrazena &ervens, hrany, které s ni sdileji uzel modie. (b) Vlevo je
vrcholové pokryti spo¢tené algoritmem MIN-VC-APPROX, vpravo optimélni po-
kryti. Vrcholy zafazené do pokryti jsou zobrazeny Cervené.

Prozkoumame-li béh algoritmu pro K, zjistime, Ze po prvnim prove-
deni krokidl 3 a 4 ndm nutné zistane, uvazime-li hrany z mnoziny F a
vrcholy, které nejsou v C, graf K,,_;. Po dalsim provedeni téchto kroku
graf K, _o, a tak déle. Celkem tedy kroky 3 a 4 provedeme n-krat. Pri-
tom vzdy priddme do C dva vrcholy, algoritmus proto vrati pokryti s 2n
vrcholy, tedy mnozinu vSech vrcholi v grafu. Optimalni vrcholové pokryti
pritom mé& pouze n vrchold, tvoii jej totiz libovolna z mnozin V; a V.
Po kratké avaze zjistime, Ze pokryti s mensim poctem vrcholu v grafu
neexistuje. Pro graf K3 situaci ilustruje obr. 4.
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ZPRAVY

Ustfedni kolo 69. ro¢niku MO
(kategorie P)

Usttedni kolo 69. ro¢niku Matema-
tické olympiddy kategorie P se mélo
konat v Teplicich ve dnech 25.-27.
brezna 2020, jako obvykle v pfimé né-
vaznosti na ustiedni kolo MO katego-
rie A. Ochranna vladni opatfeni vyhla-
Send v souvislosti s epidemii korona-
viru ovSem neumoznila jiz p¥ipravené
astfedni kolo uskuteénit. Organizatofi
MO kategorie P se proto rozhodli na-
hradit ho letos mimotradné on-line sou-
t&zi, kterd probéhla v ptivodné stano-
veném terminu, s puvodné pfiprave-
nymi soutéznimi dlohami a podle stej-
nych pravidel, jakymi se podle Organi-
zacniho fadu MO fidi i fadné astiedni
kolo MO-P.

Soutéz jsme usporadali v tzké ko-
ordinaci s naSimi slovenskymi kolegy
z Fakulty matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bra-
tislavé, takze stejné on-line soutéZ na-
hrazujici ustfedni kolo olympiady se
konala zaroveni i na Slovensku. Nasi
spolupracovnici z Bratislavy pfipravili
spole¢né soutézni tlohy pro cely le-
tosni roénik MO kategorie P, v této ¢in-
nosti se s nimi pravidelné st¥idame. Na
pripravé a zajisténi soutéze se podileli
pracovnici a studenti z Matematicko-
fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze, ktefi se postarali o Ceské pre-
klady soutéznich tuloh, opravovéni a vy-
hodnoceni odevzdanych feSeni a pii-
pravu soutézniho prostiedi pro praktic-
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kou ¢ast soutéze. V praktické ¢asti jsme
vyuzili soutézni systém CMS, ktery se
pouZiva i pfi mezinarodnich informa-
tickych olympiadéach. Soutézici s timto
systémem komunikuji prostfednictvim
webového rozhrani, mohou klast do-
tazy k uloham, odevzdavat sva vypra-
covana Feseni soutéznich uloh a zpétné
se také dozvidaji, jak byla jejich ode-
vzdana feSeni ohodnocena.

V 69. ro¢niku Matematické olympi-
ady kategorie P jsme pozvali do tstfed-
niho kola pfesné 30 nejlepsich tspés-
nych fteSiteli krajskych kol. Nejvétsi
zastoupeni meéla Praha s deviti sou-
tézicimi a Jihomoravsky kraj s osmi
ucastniky, z nichz dokonce sedm stu-
duje na stejné skole — na gymnéziu
na t¥. Kpt. Jarose v Brné. Postup do
ustfedniho kola si vybojovali studenti
celkem z osmi kraji. Leto$ni zajima-
vosti bylo, Ze plnych 23 ze 30 postu-
pujicich byli studenti z nematuritnich
ro¢niki, pouze sedm soutézicich bylo
maturantid. V minulych letech tvorili
maturanti obvykle asi polovinu vSech
soutézicich. Potésilo nas, ze vSech 30
studentit postupujicich do tustfedniho
kola MO-P prijalo ucast v on-line sou-
tézi.

V prvnim soutéznim dnu studenti
resili ve vymezeném case 5 hodiny tii
teoretické ulohy. Tato Cast soutéze ma
podobny charakter jako krajské kolo,
zadané soutézni tlohy jsou zaméreny
na navrh efektivnich algoritmua. Jedna
z uloh jiz tradi¢né vyuziva néjaky ne-
obvykly vypocetni model, ktery je za-
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veden pro cely ro¢nik soutéze jiz v do-
macim kole a kazdy rok je jiny. Leto$ni
model byl vénovan problematice efek-
tivity algoritmi s exponencidlni ¢aso-
vou slozitosti. Soutézici mohli napsat
feSeni uloh pfimo na pocitac¢i a ode-
vzdat je jako soubory ve formatu pdf,
nebo mohli feSeni napsat rukou na pa-
pir a odeslat potom jejich scany ¢i fo-
tografie pofizené mobilni telefonem.
Druhy soutézni den byva vzdy prak-
ticky a probih& obdobné, jako jsou or-
ganizovany i mezinarodni stfedoskolské
olympiady v informatice. I ve druhém
soutéZznim dnu méli studenti 5 hodin
Casu na vyfeSen{ t¥i zadanych dloh. Re-
Seni praktickych tloh je treba dovést
az do podoby odladénych, plné funké-
nich programi, letos bylo mozné pouzi-
vat programovaci jazyky C, C++, Pas-
cal, Python nebo Java. Odevzdané pro-
gramy jsou prubézné testovany pomoci
pfipravenych vstupnich dat. Hodnoti
se nejen spravnost, ale vzhledem k na-
stavenym Casovym limittim také rych-
lost vypoc¢tu. V bodovém hodnoceni lze
diky tomu odlisit kvalitu rdznych fe-
Seni z hlediska Casové slozitosti pou-
zitého algoritmu. Resitelé se hned po
odevzdani dozvidaji ohodnoceni svych
feSeni, maji moznost FeSeni opravit a
odevzdat je opakované vicekrat.
Kazda soutézni uloha je hodnocena
nejvyse 10 body, celkem tedy mohli
soutézici ziskat maximalné 60 bodu.
Podle sou¢tu dosazenych boda z obou
soutéznich dnti dohromady se stanovi
vysledné pofadi. Pomocna pravidla
slouzi k uréeni vzajemného poradi téch
soutézicich, kteri ziskali stejny pocet
bodt. V souladu s Organiza¢nim fa-
dem Matematické olympiddy se stali
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aspéSnymi Tesiteli ti studenti, ktefi se
umistili na prvnich ¢trnacti mistech
celkového poradi. Sest nejlepsich z nich
bylo vyhlageno vitézi.

Vysledky online soutéze nahrazujici
ustfedni kolo 69. roéniku Matematické
olympiady kategorie P:

Vitézové:
1. Jiti Kalvoda, 7/8, G, t¥. Kpt. Ja-
roSe, Brno, 52 bodu
2. Jonas Havelka, 8/8, G, Jirovcova,
Ceské Budéjovice, 48 bodu
3. Ondrej Sladky, 7/8, G, Mikulasské
nam., Plzen, 47 bodu
4. Karel Chwistek, 3/4, Mendelovo
gymnéazium, Opava, 45 bodi
5. Adam Blazek, 7/8, G, Mikulasské
nam., Plzen, 43 bodu
6. Vaclav Janacek, 7/8, G, t¥. Kpt.
JaroSe, Brno, 43 bodu
Uspésni Fesitelé:
7. Viktor Fukala, 7/8, G Jana Keple-
ra, Praha 6, 40 bodu
8. Jan Kaifer, 4/4, G Jana Keplera,
Praha 6, 40 bodu
9. Michal Pacal, 8/8, G Jiftho z Po-
débrad, Podébrady, 34 bodu
10. Jan Adamek, 7/8, G Jana Keplera,
Praha 6, 33 bodu
11. Magdaléna Misinova, 7/8, G Jana
Keplera, Praha 6, 32 bodu
12. Vladimir Chudy, 3/4, G J. Ressela,
Chrudim, 26 bodu
13. Petr Chotéborsky, 7/8, G Vacla-
va BeneSe Ttebizského, Slany, 22
bodi
14. Dominik Farhan, 7/8, G, Mikulas-
ské nam., Plzen, 22 bodu
Ostatni u¢astnici: Simon Brecher, 7/8,
G Jana Keplera, Praha 6, 20 b.,
Katefina Matulova, 7/8, G, Brno-
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Reckovice, 20 b., Michal Kodad, 4/4,
Smichovské SPS, Praha 5, 18 b., Jin-
dfich Matuska, 7/8, G, t¥. Kpt. Ja-
roSe, Brno, 18 b., Klara Pernicovi,
7/8, G, tf. Kpt. Jarose, Brno, 17 b.,
Adéla Heroudkova, 6/8, G, t¥. Kpt. Ja-
rose, Brno, 14 b., Jiri Kvapil, 6/8, G,
Olomouc-Hejé¢in, 14 b., Zden&k Pezlar,
6/8, G, tf. Kpt. Jarose, Brno, 14 b., Ro-
bert Gemrot, 7/8, G, Komenského, Ha~
vifov, 13 b., Jakub Ambroz, 8/8, G, Ji-
rovcova, Ceské Budsgjovice, 12 b., Jana
Busova, 6/8, G, t¥. Kpt. Jarose, Brno,
12 b., Frantisek Kmje¢, 8/8, G, J. S.
Machara, Brandys nad Labem, 12 b.,
Stepan Konsel, 3/4, G, Arabska, Praha
6, 7 b., Darian Poljak, 7/8, G J. Skody,
Prerov, 7 b., Lucie Vomelova, 8/8, G,
Spitélska, Praha 9, 7 b., Jakub Kucera,
3/4, G, Arabska, Praha 6, 5 b.

Podrobné informace o celém 69. ro¢-
niku MO kategorie P, kompletni vy-
sledkova listina, texty soutéznich tloh
a jejich vzorova feSeni jsou k dispo-
zici na adrese http://mo.mff.cuni.
cz/. Na stejném misté se mizete sezna-
mit i se star§imi ro¢niky této soutéze a
také se vSemi aktualnimi informacemi
tykajicimi se kategorie P Matematické
olympiédy.

Pavel Topfer

9. evropska divéi matematicka
olympiada

Devéaty ro¢nik Evropské divéi ma-
tematické olympiady (EGMO) se
uskute¢nil ve dnech 15.-21. dubna
2020. Vzhledem k probihajici pande-
mii covid-19 nizozems$ti organizatori
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zvazovali nékolik moZnosti, nakonec
soutéz usporadali v pivodnim terminu
virtuélné. Podle moznosti jednotlivych
zemi se bud tymy ve své zemi sesly na
jednom misté, kde soutéz feSily pod
dohledem vedoucich, nebo (jako v pri-
padé Ceské republiky) Géastnice Fesily
soutéz doma pod dohledem dospélého
dohlizitele. Soutéze se zucastnilo 203
zékyn z 53 zemi péti kontinentl, mezi
nimi bylo 39 evropskych statu.

Ceské reprezenta¢ni druZstvo stie-
doskolacek bylo sestaveno na zékladé
vysledki krajského kola kategorie A
69. ro¢niku po centralni koordinaci.
Vzhledem k lonské situaci, kdy se kvuli
terminu maturit nemohly soutéze zu-
Castnit zakyné maturitnich roénikq,
nebylo velkym pfekvapenim, Ze Ctve-
fice ucastnic letoSniho ro¢niku byla
stejnd jako loni. Mista v reprezen-
taci si vybojovaly: Adéla Heroudkovd
(6/8, G Brno, tf. Kpt. Jaroge), Mag-
daléna Misinovd (7/8, G J. Keplera,
Praha 6), Michaela Svatosovd (8/8,
G M. Kopernika, Bilovec) a Adéla Ka-
rolina Zdackovd (6/8, G Ch. Dopplera,
Praha 5). Vedoucim ¢eské delegace
byli doc. RNDr. Tomds Bdrta, Ph.D.,
z MFF UK v Praze a RNDr. Pavel Ca-
labek, Ph.D., z PTF UP v Olomouci.

Absolutni vitézkou soutéze se stala
Amina Abu Shanab z Rumunska. Na-
§im reprezentantkdim se podafilo zo-
pakovat velmi dobré lonské vysledky.
Magdaléna Misinovd obhajila v této
prestizni soutézi lonskou zlatou me-
daili, coz v celkovém poradi znamenalo
(délené) 7. misto absolutné a (d&lené)
6. misto mezi evropskymi tcastnicemi
(vloni 8. resp. 7.). Zbylé reprezen-
tantky stejné jako vloni obsadily mista
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tésné pod hranici bronzové medaile.
Nejlepsi z nich byla Michaela Svato-
Sovd, kterd ziskala délené 113. misto
absolutné, 83. v Evropé, a navic ob-
drzela ¢estné uznani za uplné fFeSeni
alespoii jedné tulohy (vloni 130 resp.
94. a CU), stejné misto obsadila také
Adéla Karolina Zdckovd, oviem jiz bez
Gestného uznani (vloni 137. resp. 99.
a CU). Obéma chybél k zisku bron-
zové medaile jediny bod stejné jako
vloni Adéle Heroudkové, ktera se le-
tos umistila na 146. misté absolutné
a 105. mezi Evropankami (vloni 113.
resp. 81. a CU). V oficialnim poradi
zem{ tak Ceska republika ziskala 19.
misto absolutné, coZ znamenalo 14.
misto mezi evropskymi zemémi, a ne-
patrné tak vylepsila lonské umisténi
(22. resp. 16.). Vitézkami v poradi zemi
se letos staly ruské zakyné. Podrob-
néjsi informace o vysledcich soutéze
najdete v oficidlni vysledkové listiné
(https://www.egmo.org/egmos/egmo9
/scoreboard/).

Vzhledem k pandemii pfipravili ni-
zozemsti organizatori pro soutézici bo-
haty virtualni program, kterého se
v8ichni mohli zti¢astnit pomoci aplikaci
na socialnich sitich. Nechybél v ném
ani tradi¢ni tradi¢ni néstup zemi, ani
zavéreény ceremonial, mimo to obsa-
hoval spoustu diskusnich mist, her a
prohlidek vyznamnych nizozemskych
atrakei.

Na zavér uvadime zadani vSech Sesti
soutéznich tloh, jejichz oficidlni FeSeni
(v angli¢ting) najdete na:

https://www.egmo.org/egmos/
egmo9/solutions.pdf.
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Prvni soutézni den

1. Pfirozena ¢&isla ao, a1, az,...
splhuji

, 43030

2an+2 = Qn+1 + 4an

pro n = 0,1,2,...,3028. Dokazte, ze

aspon jedno z ¢isel ao, a1, az, ..., @330
je délitelné 22020,
2. Najdéte vSechny posloupnosti

(z1,22,...,T2020) nezapornych real-
nych ¢&isel splnujici sou¢asné nasledujici
tfi podminky:

(1) T S T2 S e S 220205

(ii) @2020 < z1 + 1,

(iii) existuje takové permutace
(y1,92,--.,Y2020) posloupnosti
(231,1'2, Ceey een ,232020), ze

2020 2020

> (i D+ 1)* =83l
i=1 =1
Permutace posloupnosti je posloupnost
téze délky se steynymi cleny, které vsak
mohou byt v libovolném potadi. Na-
priklad (2,1,2) je permutaci (1,2,2)
a obé jsou permutacemi posloupnosti
(2,2,1). Specidlné, kaZdd posloupnost
je permutact sebe sama.
3. Necht ABCDEF je konvexni Sesti-
thelnik spliujici
|XFAB|=|XBCD|=|XDEF|,
|[XABC| = |[XCDE| = | EFA|
a ve kterém osy vnitinich dhla u vr-
cholt A, C' a E prochézeji tymz bo-
dem. Dokazte, Zze také osy vnitinich

ahld u vrcholi B, D a F prochazeji
spoleénym bodem.

Zde |X FAB| znaci velikost whlu FAB.
Podobné jsou znaceny velikosti ostat-
nich vnitinich uhli Sestivhelnika.
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Druhy soutézni den

4. Permutace celych ¢&isel 1, 2,...,m
se nazgyvéi svézi, pravé kdyz neexistuje
zaddné pfirozené Cislo k < m takové, ze
prvnich k ¢lenid permutace je 1, 2, ...,k
v néjakém poradi.

Necht f,, je pocet svézich permutaci
celych ¢isel 1, 2, ..., m. Dokazte, Ze pro
vS8echna n > 3 plati nerovnost

fn >n- fn71~

Naptiklad pro m = 4 je permuta-
e (3,1,4,2) svéZi, zatimco permutace
(2,3,1,4) svéZi neni.

5. Uvazujme trojuhelnik ABC' v némz
|[XBCA| > 90°. Kruznice I' opsana
trojuhelniku  ABC' méa polomér R.
Uvnitf asecky AB lezi takovy bod P,
7e |PB| = |PC| a délka tsetky PA
je R. Osa usecky PB protina I' v bo-
dech D a FE. Dokazte, ze bod P je

R

(
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stfedem kruznice vepsané trojahelniku
CDE.

6. Bud m > 1 pfirozené &islo. Posloup-
nost ai,az,as, ... je definovana takto:
a1 = a2 = 1, a3 = 4 a pro vSechna
n > 4 plati

an = m(an-1+ an—2) — an-3.

Urcete vSechna pfirozena ¢isla m, pro

ktera jsou vSechny ¢leny posloupnosti

druhymi mocninami pfirozenych &isel.
Vice informaci najdete na oficial-

nich strankich soutéze
https://wuw.egmo.org/

a na strankach letosniho roéniku
https://egmo2020.nl/.

Pristi ro¢nik soutéZe se bude konat
v gruzinském mésté Kutaisi.

Pavel Caldbek

Netherlands | 2020

European Girls’ Mathematical Olympiad
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MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA

éasopis pro vyuku na zékladnich a stfednich skolach
Roé¢nik XXIX (2020)

MATEMATIKA

T. Riemel, J. Suréek: Polynomicko-exponencialni diofantovské rovnice (s. 1) —
J. Stanék: Ulohy diskrétni pravdépodobnosti (s. 7) — C. Kodejska: Priblizna tri-
sekce thlu uzitim geometrické posloupnosti (s. 18) — S. Arslanagi¢: Tri dukazy
jedné trigonometrické nerovnosti (s. 81) — L. Beldik, J. Pfibyl: Ulohy inspirované
origami (s. 87) — P. Leischner: Jednoduchy planimetr (s. 99) — M. Chodorovd,
L. Juklovd: Pravidelny sedmnéctitthelnik (s. 161) — L. Spichal: Reprodukéni po-
tencial aneb kdyZ se hrabos pfemnozi (s. 171) — S. Lukd¢: Hodnotiace prostriedky
na formativne hodnotenie vo vyucovani matematiky (s. 181) — S. Arslangic,
D. Zubovié: Nerovnosti pro délky téZnic v trojuhelniku (s. 241) — L. Spichal:
O mincich a invariantech (s. 245) — J. Poldk: Didaktika matematiky v 21. stoleti
a realita vyuky (s. 256) — Zajimavé matematické ulohy (s. 21, 109, 197, 276)

FYZIKA

E. Svoboda, O. Lepil, B. Rothanzl: Pfehled PLUS: Elektronicky doplnék k Pte-
hledu stfedoskolské fyziky (s. 25) — B. Vybiral: Ohlédnuti za obdobim heuris-
tického poznéavani ve fyzice (s. 32) — J. Vidlek: VPython/GlowScript Trinket ve
vyuce fyziky (s. 44) — A. Veseld, M. KiiZovd: Historické pokusy v soucasné Skole
(s. 112) — J. Touskovd, J. Tousek: Slunetni energie a fotovoltaika (s. 121) —
O. Lepil: Rezonané¢ni k¥ivka — portrét oscilatoru (s. 201) — J. Kadarika: Odvo-
zeni 1. kosmické rychlosti (s. 213) — Z. Pucholt: Pocita¢ové simulace PhET ve
vyuce fyziky na gymnéziu (s. 219) — O. Lepil: Fazovy portrét oscilatoru (s. 280)

INFORMATIKA

L. Spichal: Superelipsa a superformule (s. 54) — P. Tépfer: Nejlevngjsi vareni
(Ulohy z MO kategorie P, 39. ¢ast) (s. 69) — E. Bartl: Po&itacova grafika, 1. Gast
(s. 138) — J. Sedldcek, T. Pitner: Kyberbezpe¢nost a informaéni bezpetnost na
stfednich skolach (s. 149) — J. Sedldcek, T. Pitner: Juniorni centra excelence pro
informaéni bezpecnost (s. 230) — P. Tépfer: Optimalni zpisob placeni (Ulohy
z MO kategorie P, 40. ¢ast) (s. 298) — P. Osicka: Optimalizaéni problémy a
aproximaé¢ni algoritmy (s. 303)
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ZPRAVY

J. Svréek: 13. stFfedoevropska matematicka olympiada (s. 78) — B. Vybiral, J. KTiZ:
Preemium Bohemiz 2019 mladym p¥irodovédctim (s. 154) — L. Richterek: Celo-
statni kolo FO 2020 (s. 238) — P. Tdpfer: Ustiedni kolo 69. ro¢niku MO (kate-
gorie P) (s. 316) — P. Caldbek: 9. evropské divéi matematicka olympiada (s. 318)
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