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UVODNIK

Casopis MFI vychazi jiz 30 let

Zahajujeme 30. ro¢nik casopisu Matematika — fyzika — informatika, ktery
se po zaniku ¢asopisu Matematika a fyzika ve skole podaiilo v roce 1991 uvést
do zivota. Novy ¢asopis tim navazal na dvacetiletou tradici svého predchidce.
Oba casopisy tak slouzi odborné verejnosti a ucitelim zdkladnich a stiednich
skol jiz celou polovinu stoleti.

Pri vzniku MFI se ukazala aktualni potieba rozsirit obsahovou skladbu ca-
sopisu jesté o novou vzdélavaci oblast — informatiku. Je samoziejmé, ze pro
konstituovani nového periodika by jenom usili redaktoru a redakéni rady ca-
sopisu zdaleka nestacilo. Proto je treba pfipomenout, ze rozhodujici podil na
vzniku casopisu MFI méla tehdejsi redakce matematiky a fyziky SPN, ze které
se v roce 1993 konstituovalo dnesni tspésné nakladatelstvi Prometheus, spol.
s 1. 0., zamérené predevsim na vydavani ucebnicové literatury pro vyuku ma-
tematiky a fyziky. Pravé podpora nakladatelstvi Prometheus, jeho vedeni a
redaktort je stale zadkladem tricet let budované tradice MFT.

Pocatky casopisu byly velmi skromné. V prvnim roéniku MFT (1991/92)
vyslo jen pét ¢isel po 48 tiskovych stranach. Postupné se vsak podafilo rozsah
casopisu zvétsovat az na 10 ¢isel s 64 tiskovymi stranami. Je samoziejmé, ze
koncepci ¢asopisu ovlivnily i sou¢asné publikac¢ni technologie a od 22. ro¢niku
(2013) se Casopis preménil na internetové periodikum volné piistupné vsem
zdjemcum. | kdyz v soucasnosti casopis vychdzi jako ctvrtletnik o celkovém
rozsahu 320 tiskovych stran, webové stranky MFI jsou doplioviny o razné
prilohy a dalsi informace uzitecné pro ucitele. Diky umisténi casopisu na web
muzeme konstatovat i vétsi zdjem o ¢asopis v zahranici, o ¢emz svédéi nékolik
tisic pristupt na stranky casopisu.

Jubileum casopisu je také prilezitosti pripomenout podil kolegi, kteri
stali u zrodu casopisu, ale bohuzel nas jiz opustili. Podobu c¢asopisu od
1. roéniku pomadhali vytvorit predevsim jeho redaktori, redaktor pro ma-
tematiku RNDr. Stanislav Zidek (1934-2001) a redaktor pro informatiku
doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSec. (1935-2017).

Casopis ma pomérné stabilni okruh autort, kteif zajistuji pestrost a vyva-
zenost obsahu s ohledem na aktualni problémy vzdélavani v titulnich oblastech
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MFTI. Vzhledem k tomu, ze Rada pro vyzkum, vyvoj a inovace zaradila casopis
na seznam recenzovanych periodik vydavanych v Ceské republice, 1ze pFispévky
v MFI uplatnit jako soucast vysledkti vyzkumu a vyvoje podporovaného z ve-
fejnych prostiedkia. Trva spoluprace s Jednotou ¢eskych matematiki a fyzika
a MFTI pln{ funkei alternativniho ¢lenského ¢asopisu sekei JCMF — Spoleénosti
ucitelt matematiky a Fyzikalni pedagogické spolecnosti.

I kdyz tradi¢nim casopistim stale vice konkuruji nejriiznéjsi elektronické in-
formacni zdroje, je redakce MFI a jeho redakéni rada presvédcena, ze Casopis
budou ucitelé i nadale povazovat za uzitecného pomocnika a Ze s ¢asopisem
budou spolupracovat nejen jako jeho ¢tenari, ale i jako autori, kter{ svymi pri-
spévky napomohou k plnéni cildi, pro néz byl ¢asopis pred tticeti lety vytvoren.

Oldrich Lepil, predseda redakéni rady MFT
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MATEMATIKA

Peer instruction
a vyuka podobnosti

TOMAS ZADRAZIL
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Cesta k peer instruction

Roku 1984 zacal Eric Mazur vyucovat na Harvardu avodni kurzy fyziky
pro mediky. Pred prvni pfednéskou jej ani nenapadlo zabyvat se otézkou,
jakym zptisobem bude vyucovat. Bylo mu jasné, zZe bude prednéset. Jediné,
co jej trapilo, byla volba textu, okolo kterého bude soustiedit svij vyklad.

K zamysleni: Zkusme si vzpomenout, jakymi otdzkami jsme se zabyvali my,
nez jsme poprvé vkrocili do t¥idy se zamérem vyucovat. Zabyvali jsme se spiSe
obsahem, nebo formou?

Hloubégji premitat nad kvalitou vyuky jej pfimélo az sdéleni v pii-
spévku [2]: ,,Vysokoskolské kurzy fyziky nemaji takika zadny dopad na
vstupni (ne)porozumeéni student.* Poselstvi ¢lanku se opiralo o tisice dat,
a tak nad nim Mazur, coby védec, nemohl jen tak mavnout rukou.

Nastésti byl k ¢lanku pfipojen i test FCI (Force Concept Inventory)
uzity autory pro sbér dat.

Tézko slovy popsat, jak se profesor Mazur citil kratce poté, co obdrzel
vysledky svych studentt. Vétsina dopadla stézi 1épe ,,nez gorila ndhodné
stlacujici klavesy na klavesnici“ [3]. Nabizela se pouze dvé moznéa vycho-
diska. Vinit test a nepfiznivé zjisténi ignorovat, nebo kompletné pirehod-
notit svaj pfistup k vyuce. Eric Mazur se rozhodl pro druhou variantu,
a zanedlouho poté vytvoril vlastni vyukovou metodu peer instruction.

K zamysleni: Jak bychom v podobné situaci, tj. tvafi tvar zjisténi, ze jsme
své zaky dovedli pouze ke stavu, kdy jsou schopni uzivat formule a postupy, aniz
by doopravdy rozuméli jejich podstaté, reagovali my?
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Metoda peer instruction

Samotny nazev metody, peer instruction (volné pieloZeno jako vrstev-
nické vyudovéni), reflektuje skutecnost, Ze neni zcela spravné o peer in-
struction (dale jen PI) hovofit jako o vyucovaci technice, ale spiSe jako
o metodé aktivniho uceni. Pro PI je pfizna¢ny diiraz na proces uceni se
zékt, nebo studentt (dale jen zaki). Veskeré aspekty procesu vyucovani
podle PI pak lze vyjadfit pomoci nasledujictho schématu jednoho vyuco-
vaciho bloku [3], viz obr. 1.

A ® (o o

PEER INSTRUCTION

(5)

Obr. 1 Schéma jednoho bloku PI

Ucitel nejprve zvoli, jakému konceptu (nosnému pojmu, principu, mys-
lence) se bude tfida v ramci bloku vénovat. Blok poté zahaji (1) kratkym
vykladem nebo prezentaci, pfi¢emz se snazi vyhnout vzorciim, pocéetnim
postuptim nebo jinym mnemotechnickym berlickdm odvéadéjicich pozor-
nost od ryzitho porozuméni. Po piedstaveni konceptu nasleduje (2) po-
loZeni otazky cilené na testovani ¢i prohloubeni porozuméni probiranému
konceptu s nékolika nabizenymi odpovédmi (tento typ otézek budeme déle
zvat KoncepTesty). Zaci (3) si nejprve samostatné promysli své odpovédi,
a poté je uciteli sdéli prostiednictvim hlasovacich karet, chytrych telefoni,
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nebo jinych zafizeni uzpusobenych pro hlasovani. Na zakladé rozlozeni
odpovédi zaka (4) vyucujici voli dalsi krok. P¥i vysokém poc¢tu hlast pro
spravnou variantu (nad 70 %) miize tfida rovnou piejit k (7) vysvétleni fe-
Senf ucitelem nebo nékterym zakem. V opa¢ném piipadé, kdy je spravnych
odpovédi nedostatek (pod 35 %), bude zfejmé nutné opakované koncept
vysvétlit, studentim napovédét, nebo zadat snazsi KoncepTest. Posledni
variantu (spravnych odpovédi 35-70 %) predstavuji skupinové diskuze,
kdy vyucujici zaky vyzve, aby nalezli (idealng) jinak odpovidajici spo-
luzéky a snazili se je presvédCit o spravnosti svého stanoviska. Diskuze
jsou zakonceny vyzvou k opétovnému hlasovani (6), ve kterém Zaci re-
viduji své odpovédi. Druhé hlasovani obvykle pfinasi signifikantni narast
hlast ve prospéch spravné varianty [6]. Dany KoncepTest je poté uzavien
struénym vysvétlenim FeSeni dlohy (7). Vyzkumy [6] ukazuji, Ze vyuka re-
alizovana pomoci PI vede ke znatelné vyssim ucebnim zisktim nez klasicky
vyklad (tj. zaci vice vyuziji sviij potencial pro zlepSeni svého pocéateéniho
(ne)porozumeéni).

K zamysleni: Z fady studii [6] vyplyva, Ze se od sebe navzajem timto zptiso-
bem Zzaci dokazi uéit efektivnéji, nez by se ucili z vykladu ucitele. Jaké pro to
mohou byt davody?

Tuto otazku si mimoradné zodpovime i spoleéné. Konecné, odpoveéd
neni vibec slozitd. Pfedstavme si modelovou situaci, kdy se spravné od-
povidajici Ctibor pokousi sviij nazor obhéjit nespravné uvazujicimu spo-
luzaku Borisovi. Oba chlapci jsou k sobé otevienéjsi, nez by byli vuci
vyu¢ujicimu a navic hovoii velmi podobnym jazykem. Boris ma (z po-
chopitelnych davodil) problém uvést padné argumenty pro svou mylnou
predstavu. Naproti tomu Ctiborovo porozuméni danému problému je Cer-
stvé, a proto si zZivé pamatuje, jaké prekazky musel prekonat, nez se tohoto
stavu dobral. Ctibor je tedy nejen schopny Borise dovést k porozuméni,
ale je schopen toho dosahnout snaze nez sam ucitel. Pro vykresleni sdéleni
tohoto odstavce uvedme dva doslovné piepisy zakovskych sdéleni (ziskano
v ramci vlastniho vyzkumu implementace PI):

,Ono to bavent v té skupiné.. jakoZe ten, co se to snaZi vysvétlit, takZe my
jako nevime, jestli to md dobre nebo ne, takZe se nad tim snaZime vice
premyslet, nez kdyz ndm to ukazujete vy (ucitel), protoZe my vime, Ze vy,
jakoZe vy, to mdte dobie.. a tak nad tim, jakoZe, tolik nepiFemyslime. “

,, Vona (spoluzacka) mi to.. Vona jak mluvila, tak to kreslila. A jak jsem se
na to jako koukala, a pak jsem to jako slysela, tak jsem prisla na to, pro¢
to tak je.“
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Poznamenejme, ze béhem skupinovych diskuzi ucitel muze korzovat
mezi diskutujicimi skupinami a ,,naslouchat myslenkam svych zaki“. Muze
se tak dozvédét, co jim déla problémy, ¢emu jak (ne)rozumi a pro¢. Ucitel
rovnéz muze, v piipadé potieby, do nékterych diskuzi vstoupit, katalyzovat
je ¢i usmérnit spravnym smérem vhodnymi dopliujicimi dotazy.

K zamysleni: Jak ¢asto se ndm v na8i praxi stava, ze se podivujeme, kdyz
nasi zaci nechapou néco ,tak oc¢ividného“ i kdyz to ,,vysvétlime snad po sto-
padesaté”“? Pravé pro tento stav mysli existuje v zahrani¢i termin ,curse of
knowledge® (kletba védomosti).

Po t¥ech letech vlastni (vyzkumné) praxe

Pomoci PI jiz tfetim rokem vyucuji matematiku na niz§im gymna-
ziu (ekvivalent druhému stupni Zg). Novou latku takika vzdy predstavuji
pravé ve smyslu schématu na obr. 1. Z mych zdznama vyplyva, ze PI vénuji
v pruméru kazdou t¥eti az ¢tvrtou vyucovaci hodinu. Soubézné s vyukou
realizuji, v ramci své disertace, akéni vyzkum (projekt GA UK ¢. 680119),
v ramci kterého se snazim rozhodnout, zda je mozné uspokojit predpoklady
pro implementaci PI ve vyuce matematiky na trovni druhého stupné za-
kladni 8koly (uspokojivé socialni dovednosti pro vedeni plodné skupinové
diskuze, atd.) a zda je moZno dosdhnout podobnych vysledki, jaké pfisli-
buji studie PI ve vyuce fyziky nebo na tirovni vysoké skoly (prohloubeni
konceptualniho porozuméni, zlepseni postoji vici pfedmétu, navyseni ar-
gumentacnich dovednosti, atd.). Metodu PI se snazim pravidelné popula-
rizovat v ramci tuzemskych i zahrani¢nich konferenci. Postfehy a vysledky,
které budou zminény v této sekci, tedy stoji na nékolika letech vyzkumné,
popularizaéni a Skolské praxe.

Nejprve si uvedeme nékolik struénych pozndmek k popsanému vyuco-
vacimu bloku PI jako celku.

e Casova naro¢nost prezentace nového konceptu (1) se odviji od volby
aktivity, kterou pro tyto tcely zvolime. Zadani Koncep Testu s navazu-
jicim hlasovanim a diskuzi trva pfiblizné 8-15 minut, podle naro¢nosti
konkrétni otazky a nasi ochoty nechat zaky nad problémem diskutovat.

e Neni dobry napad ukazovat zaktm vysledky prvniho hlasovani, nez se
prikro¢i ke skupinovym diskuzim. Obzvlasté ,tvarnéjsi zaci“ mohou
nabyt mylného presvédceni, Ze spravna je odpovéd s nejvyssi cetnosti,
a béhem diskuze pak tito pozbudou snahy své stanovisko zdivodnit
(tato zkuSenost je v souladu se zahranié¢nimi studiemi [6]).
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e Vyzkumy obsaZené v reSer8ni praci [6] ukazuji, Ze vypusténi kterého-
koliv z krokii (1)—(7), & jeho zasadni modifikace, obvykle vede ke sni-
zeni efektivity PI (Na zdkladé série provedenych experimenti, jako
vypusténi prvniho, druhého, nebo obou hlasovani, se plné piiklanim
k pravdivosti tohoto stanoviska.)

Nyni jiz komentaie k jednotlivym krokam bloku (1)—(7):

e Je-li to mozZné, nové koncepty piedstavujme skrze skupinové aktivity
v duchu (fizeného) objevitelského piistupu. (Pt klasickém vykladu je
vzorcum a pouckam. ZkuSenost navic ukazuje, ze béhem klasického vy-
kladu fada zakt nad sdélenim dostate¢né nepiemysli.)

e Zpocatku neni snadné vymyslet vlastni Koncep Testy. (Tomuto tématu
je vénovan konferen¢ni piispévek [8].)

e Na rozdil od fyziky, kde se Zaci bézné setkavaji s jevy, o kterych jiz maji
predstavu z bé&zného zivota (takzvanou prekoncepci), je pro né v ma-
tematice Fada konceptd zcela nova. Zahraniéni studie [1, 5] provedené
na poli matematické analyzy na vysoké Skole proto doporucuji zada-
vat sérii Koncep Testi se stuphiovanou obtiznosti, aby bylo porozuméni
zakt budovano postupné. Tento pristup se mi rovnéz osvédcil ve vlastni
vyuce.

e Zasadnimu vyznamu hlasovani je vénovan piispévek [9]. Uvedme ve
stru¢nosti nékteré obsazené vysledky:

— ,Pro nékteré Ziky hlasovdni predstavuje prijemné zpestieni a moz-
nost vyjadrit se. Pro jiné Zaky pak ztélestiuje nepiijemny diskomfort a
nutnost zaujmout néjaké stanovisko. Hlasovdni také mizZeme chdpat
jako negationi ¢i pozitivni motivaci pro premyslens béhem ostatnich
PI aktivit, ale i jako aktivitu, pFi které premyslent probihd, tedy jako
¢innost kogitace i jeji hnact pohon (napéti).“

— ,,Je-li hlasovdni vytazeno, vede to k celkovému sniZend efektivity tech-
niky PI.“

— ,Druhé hlasovdni pro Zdiky pTedstavuje moznost opravy, pokud se
v pFipadé pruniho hlasovdni spletou, a s vidinou této mozZnosti pak
pro né proni hlasovdni nent tolik stresujici. Dalsim faktorem zmir-
nujicim negationi sloZku napéti je zabezpeceni anonymity jak béhem
hlasovdng, tak i v pribéhu skupinovych diskuzi. V pripadé skupino-
vych diskuzi chdpeme anonymitu tak, Ze je Zakim umoznéno skupiny
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tvorit zcela svobodné, tedy na zdkladé jejich osobnich preferenci. Zdci
st tak logicky vybiraji pouze komunikacéni partnery, jejichZ kritice jsou
ochotni podrobit svij ndzor a ne Zdky, jejichZ pripadného posméchu se
obavaji. Anonymitu hlasovdni pak zajistuje prdavé vhodnd volba pro-
stiredku hlasovdni, a sice chytré telefony, nebo alespoti vhodné upra-
vené hlasovact karty. “

e Socialni dovednosti zaka mohou byt nedostatecné rozvinuty z hlediska
jejich zapojeni v skupinové diskuzi [7]. RovnéZ mohou existovat Zéici
(a pravdépodobné i existovat budou), kteff za sebe béhem diskuzi ne-
chaji pracovat ostatni a ,takiikajic se vezou® [1], [4]. Oba uvedené jevy
osobné vnimam jako nejvétsi uskali efektivni implementace PI v pro-
stiedi ZS-SS. Urovei socidlnich dovednosti je vSak mozné navysit tré-
ninkem, jehoz se, jak naznac¢uji déale ptilozené vyroky, po ¢ase dozaduji
sami Zaci (ziskano v ramci vlastniho vyzkumu implementace PI):

»No tak jako md to smysl, alespon se jako utvrdim v tom, Ze to madam
dobre, Ze to jako chdpu, nebo Ze to chdpeme jako celek. .. “
»No, treba si to jako procvicit jakoZe méco jednoduchgho, abysme pak

byli pripraveny na ty téZsi. Ze jako. Tak jako sportovec se taky nejdiiv
rozcvici neZ jako pujde béhat néjakou dalku.

,Jd nevim tim pddem jestli miZu. JakoZe né vidycky na to prijdem
tim zpisobem, jakym bychom meli. Ale myslime si, Ze je to néjak jinak
nebo.. eem.. to zkouSime néjakym jinym zpiusobem, ale vyjde ndm to
stejné, tak jak by to melo, ale je to $patné udélany, jakozZe to ndhodou
vyjde jakoZe sprduvné, nebo je Spatnej postup, ale sprdavnej visledek.“

Pravé z divodu tréninku socialnich dovednosti nechme zaky diskutovat
i nad ,snazs$imi“ dlohami.

e Ucebni zisk jednotlivych zakt se odviji od typické role, kterou b&hem
skupinovych diskuzi zaujimaji [10]. V ramci vyzkumu se podafilo iden-
tifikovat tyto zakladni role [10]:

Statistici/Pasazéii: Do této skupiny pat¥i zaci, ktef{ nemaji ani pot¥ebu
dominovat skupinovym diskuzim ani potfebu dobrat se spravného fe-
Seni daného Koncep Testu. Diskuzi se obvykle ucastni tak, ze mlcky pre-
jimaji nazor od dominantniho fe¢nika nebo od poradce ve své skupiné.
Rovnéz je pro né typické praktika bezmyslenkovitého ,,zkopirovani* od-
povédi s nejvyssi etnosti po prvnim hlasovani.
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Dominantni Tecnici: Tito zaci se zpravidla jako prvni ujimaji slova a
zpravidla maji i slovo posledni. Je pro né tedy typickd vysokd potieba
dominovat diskuzi, ale rovnéz i snaha dobrat se spravnému feSeni tlohy.
Obvykle jde o matematicky schopnéjsi zéky (z pohledu tfidy).
Poradci: Pro poradce je pfiznac¢na vysoka snaha dobrat se spravného
feSeni problému. Na rozdil od dominantnich fe¢nikt tito zaci nemaji
potifebu ur¢ovat smér diskuze. Pro poradce jsou daleko typic¢té&jsi do-
pliiujici otézky a zpfesnéni stanovisek spoluzaki. Rovnéz jde obvykle

o matematicky schopnéjsi zaky (z pohledu t¥idy).

Standardni diskutéii: Do této skupiny patii zéaci, ktefi se ucastni diskuzi

kyZzenym zpusobem. Tedy pozorné naslouchaji druhym a do diskuze

rovnéz sami prispivaji. Z hlediska dominance a snahy dobrat se feSeni
tlohy se pohybuji nékde mezi dominantnimi fecniky a poradci.

e V uplynulém kalendainim roce (2019) se podafilo ukazat, Ze ucebni
zisk jednotlivce tizce souvisi s jeho typickou roli, kterou zaujima béhem
skupinové diskuze [10]. Nikoho tak ziejmé nepiekvapi, ze nizky udebni
zisk je typicky pro pasaZéry, sttedni pro standardni diskutéry a vysoky
pro poradce a dominantni iecniky.

e Vsouladu s [1] a [4] povazuji za nutné b&zné schéma PI doplnit o chytry
zpusob formovani skupin. V ramci vyuky podobnosti jsme se tfidou
zkouSeli nasledujici mechanismus: Zaci jsou po prvnim hlasovani vy-
zvani, aby nad KoncepTestem diskutovali nejprve ve dvojici se souse-
dem, a teprve poté je necham utvofit vétsi diskuzni skupiny, jako je
tomu pfi standardnim pribéhu PI. Na zakladé zpétné vazby zaki lze
tvrdit, Ze tento model i nadéale zachovava princip anonymity diskuzi
(spolusediciho si kazdy obvykle voli svobodng) a Ze jim tento model
vyhovuje vice nez klasicky (mohou problém pfeddiskutovat a do ,,velké
diskuze® vstupuji lépe pfipraveni.) Pfedbézné mezivysledky rovnéz uka-
zuji, ze predstaveny model pfinasi navySeni pramérného ué¢ebniho zisku
a lehké uhlazeni rozdild mezi jednotlivymi diskuznimi rolemi (co do
ucebniho zisku).

K zamysleni: Jak pozname, Ze na$i zaci pouze bezduse nekopiruji nazory svych
matematicky zdatnéjsich kolegt?

Tuto otazku slychdm pomérné ¢asto v ramci didaktickych konferenci.
Jedna moznost, jak se dobrat odpovédi jiz byla zminéna — sta¢{ pozorné na-
slouchat myslenkdm zakt b&hem skupinovych diskuzi. Dalsi zptisob pted-
stavuje zafazeni Koncep Testi do prubéznych testt po bok klasickym otéz-
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kam. Posledni variantu skyta posloupnost po sobé jdoucich KoncepTesti
s narustajici obtiznosti cilenych na tentyz koncept.

Na obr. 2 je schematicky znézornén proces odpovidani (z hlediska dobte/
Spatné) v posloupnosti dvou navazujicich otézek o stupiiované obtiZnosti
(tj. na stejny koncept.) Pricemz Q1 predstavuje odpovéd na prvni otazku
v prvnim hlasovani, Q1’ odpovéd na prvni otazku v revidovaném hlasovani
a Q2 pak odpovéd v prvnim hlasovani navazujictho KoncepTestu. Zelené
je zvyraznéna zajimava situace. Ze 17 pivodné nespravné odpovidajicich
zakt (na prvni otazku) jich 10 vlivem diskuze prehodnotilo svou odpoved
na spravnou, a z téchto 10 pak 7 odpovédélo spravné i pfi prvnim hlasovani

N

u téz81 navazujici otazky.

Kruhy (Q1) / Obvod lichobézniku (Q2)

! 100% (25)
| dobre épalné\
i
R RO e SRUD_ .
1
I: dobfe $patné ldobre $patné
ot BT R0 %00 anw__
i
E ldobfe épa(né] ldobr‘e épatnél dobre spatns ldobfe épamél
_Q__z_:n_____l_ogo/_“(]l ______ 0%(0) __ 100%Q) ____ 0%(0) __ 70%(1)______30%B)__43%@)______57%().

Obr. 2 Schéma procesu odpovidani pro dvé navazujici ulohy I

Obdobnou situaci znézornuje i schéma na obr. 3, které se vSak tyka
téz8ich KoncepTestii zaméfenych na vztah mezi koeficientem podobnosti
a obsahem podobnych utvari.

Obsah lichobézniku (Q1) / Povrch krychle (Q2)

h 100 % (25)
\ dobre spatné
Q1!
: 52%(13) 48% (12)
\
| ldob?e épamé\ 'dobl‘e épatnél
|
'|
_Q_:] SRR 100%@3) ________. 0%0) S8%(D__ R%O) .
1
' ldobr‘e épamél ldobfe épalnél 'dobi‘e §pa(né\ ldobfe épalnél
1
|
_Q__Z_:_ 2% 8%() __0%©) ______{ 0%(0) __ T1%((6)______14%0) __40%2)______ 60%(3) _

Obr. 3 Schéma procesu odpovidani pro dvé navazujici ulohy 1T
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Z obr. 2 a 3 je patrné, ze v obou pfipadech priblizné 70 % zaki, kteri
u prvni otazky opravili svou odpovéd ze §patné na spravnou, dokazalo své
poznatky ziskané v diskuzi vyuzit i pro spravné urceni odpovédi otazky
navazujici. Lze rovnéZz konstatovat, ze vétSina zaku, ktefi zachovavaji svou
spravnou odpovéd i po skupinové diskuzi, odpovida spravné i v pripadé
navazujici tlohy. (Koncep Testy Kruhy, Obvod lichob&zniku, Obsah lichobéz-
niku, Povrch krychle, zminéné na obr. 2 a 3, miZzeme nahlédnou v navazujici
sekei.)

Podobnost v pojeti peer instruction

V této sekei si ukdZeme mozné uchopeni konceptu (matematické) podob-
nosti pomoci metody PI. Zvlastni diraz bude pfitom kladen na vyznam
koeficientu podobnosti k. (ObsaZené tlohy pochézeji od autora pfispévku
a v8echny byly opakované vyzkouSeny v ramci vyuky v tercii viceletého
gymnéazia, tj. v 8. roéniku ZS.)

K zamysleni: Casto mame pocit, ze téma, které zakim predstavujeme, respek-
tive otazky, které jim pokladame, jsou trividlni. Pfed prohlédnutim ptilozenych
grafii znézornujicich dynamiku Zakovskych odpovédi se vidy zamysleme, jaké
procento spravnych odpovédi bychom v prvnim hlasovani ocekavali.

Obvykle se nejprve zakt dotazuji na (matematickou) shodnost, se kte-
rou se jiz setkali. Kratkou diskuzi se snazim nasmeérovat k formulaci nasle-
dujici definice: Rekneme, Ze dva ttvary jsou (matematicky) shodné, pokud
se daji poloZit jeden na druhy tak, Ze se dokonale kryji.

Osobné povazuji za dilezité zpoc¢atku doplhovat, pro nékoho snad nad-
byte¢né, slovo ,,matematicky® a to pravé kvili podobnosti, jiz je vénovana
navazujici diskuze.

K zamysleni: Jak zni véta: ,,VSechny obdélniky jsou si podobné?* Pusobi jako
nesmysl, nebo na ni néco pravdivého bude?

Rekneme, ze dva atvary jsou (matematicky) podobné, pokud by bylo mozné
jeden z nich zmensit/zvétsit beze zmény proporci tak, ze by byl (matematicky)
shodny s tim druhym.

V tomto okamziku jiz Zéaci disponuji potiebnymi definicemi pro prvni
trio Koncep Testi (spravna odpovéd je vzdy zvyraznéna zelené):
Podobnost 01

Mezi nasledujicimi tvrzenimi zvol pravdivé.

(A) Jsou-li si atvary podobné, pak jsou i shodné.

(B) Jsou-li utvary shodné, pak jsou si i podobné.
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(C) Utvary jsou si podobné jediné a pouze tehdy, jsou-li navzajem
shodné.
(D) Ani jedno z tvrzeni (A)—(D) neni pravdivé.

Béhem diive realizované diskuze mnohdy zaznivaji terminy jako ,,obraz‘
¢ ,fotografie”, a je tedy ziejmé, Ze nékteri zaci si uvédomuji, ze lze uva-
zovat i zvétSeni v poméru 1 : 1. Diky tloze Podobnost 01 k této predstaveé
dospéji i ostatni zaci. Muzeme proto definici doplnit o odpovidajici po-
zndmku a pokracovat k navazujici tloze.

Podobnost 02

Adolf tvrdi, Ze jsou si v8echny obdélniky podobné. Boris hléasé, ze jsou
si podobné vSechny pravothlé trojihelniky. Ctibor se musi rozhodnout,
komu ma dat za pravdu.

(A) Pouze Adolfovi.

(B) Pouze Borisovi.

(C) Adolfovi i Borisovi.

(D) Ani Adolfovi ani Borisovi.

Pravé uloha Podobnost 02 ukazuje vyhodu pocatec¢niho dirazu na zmi-
nény piidomek ,matematicky“. Z prilozeného grafu na obr. 4a je zfejmé,
7e vice nez polovina zaka zpocCatku nespravné povazovala vSechny ob-
délniky /pravothlé trojthelniky za (matematicky) podobné (Pro oblasti
grafi na obr. 4-8 plati: oblast Dobfe-Dobie zastupuje zéky, ktefi odpo-
védéli spravné v prvnim i ve druhém hlasovani; oblast Dobfefépatné pak
zaky, ktef{ ze spravné zménili svou odpovéd na nespravnou; oblast Spatnéf
épatné zéky, ktefi se dvakrat mylili; kone¢né oblast gpatnéfDobfe zaky,
ktefi se z nespravné odpovédi opravili na spravnou).

Stin a vyska pyramidy

Uvazme, Ze pyramida je pravidelny ¢tyfboky jehlan o délce podstavné
hrany 230 metri. V okamzik, kdy délka naseho stinu odpovida nasi vysce,
sahé stin pyramidy do vzdalenosti 31 metrta od zakladny pyramidy. Roz-
hodnéte, jak vysoka je pyramida?

(A) 31 metru.

(B) 146 metru.

(C) 261 metru.

(D) > 261 metru.
(E) Na zakladé téchto udaji nelze rozhodnout.
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Podobnost 02 Stin a vyska pyramidy
Dguie—Spa‘né o

Spamé-Spatné

Dobfe-Dobfe
Dobfe-Dobfe

Spatné-Dobfe 15

Spatné-Dobfe
37.0%

(a) Podobnsot02 (b) Obvod lichobé&zniku
Obr. 4 Dynamika hlasovani pro prvni dvojici uloh

Po této tloze pokladam za vhodné diskutovat s zaky, zda bychom mohli
povaZovat podobnost za zobrazeni (s funkci obvykle pracuji na obecné&jsi
drovni, nez je na ZS zvykem). Néasleduje spoleéna formulace definice po-
dobnosti zohlediiujici koeficient podobnosti.

Podobnost je zobrazeni, ve kterém je vzorem geometricky utvar a jeho obra-
zem pak jeho pfesnd, ¢ zmensend/zvétsena kopie.

Uvedenou definici je vhodné doplnit o nazornou ilustraci a amluvu, ze
vzor bude ozna¢ovan necarkované a obraz ¢arkované (tj. ve smyslu ABC'D
a A’B'C'D’). Poté je jiz na fadé definice koeficientu podobnosti.

Vzdéulenostv kazdych dvou bodt obrazu odpovidd k-nasobku jejich puvodni
vzdéalenosti. Cislo k zveme koeficient podobnosti.

(Skute¢nost, Ze je k kladné je implicitné obsaZena v textu, nebot vét-
Sina zaku si je obvykle vé@doma faktu, Ze obé diskutované vzdélenosti jsou
kladné, a tedy i zmihované ¢&islo k& musi byt kladné.)

Jakmile zéci disponuji zékladni predstavou o koeficientu podobnosti,
prichazi fada na sérii tiloh vénovanych jejimu rozsifeni.

Kruhy

Uvazme dva kruhy K(A;m) a K'(B;n), pficemZ m > n. Co plati pro

koeficient jejich podobnosti?

(A)k=m+n
(B) k= |m —n]
(C) k= n—ml
(D) k=mn
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Obvod lichobézniku
Lichobéznik ABC'D méa obvod 240 cm. Jaky obvod ma jeho obraz
A'B'C'D’ v podobnosti s koeficientem k = 37
(A) mensi nez 160 cm
(B) 160 cm
(C) mezi 160 cm a 360 cm
(D) 360 cm
(E) veétsi nez 360 cm
(F)

F) nelze rozhodnout

Kruhy Obvod lichobézniku

Dobfe-Spatné

Dobfe-Spatné
40%

Dobre-Dobie

Spainé-Spatné

Spatné-Dobie
240%

Spatné-Dobie

(a) Podobnsot02 (b) Obvod lichobé&zniku

Obr. 5 Dynamika hlasovani pro druhou dvojici dloh

Po vysvétleni feSeni této tlohy pfichazi na fadu diskuze, pro které hod-
noty k jde o zvétSeni, pro které o shodnost a pro které jde o zmenSeni.

Nasleduje KoncepTest pracujici se Spatnou pfedstavou: obraz je k-krét
zvét8eny /zmenseny vzor, a tedy i jeho obsah musi byt k-krat zvétsen /zmen-
Sen.

Obsah lichobézniku

Lichob&znik ABCD mé obsah 240 cm?. Jaky obsah méa jeho obraz
A'B’C'D’ v podobnosti s koeficientem k = 47

(A) 480 cm?

(B) 960 cm?
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(C) 1920 cm?

(D) 3840 cm?

Rada spravné uvazujicich zaku svou odpovéd zdivodnila pomoci ne-
presné kresby lichobézniku, v némz bylo naskladanych 16 ptvodnich li-
chobézniki a snad jen dva zéci dospéli ke spravnému feSeni pres tvahu vy-
chéazejici z definice koeficientu podobnosti za dosazeni do obecného vztahu
pro obsah lichobézniku, tj.

S"=12(a' + ') = 12(4a + 4b)4v = 1612(a + b)v = 168S.

Poznamenejme, ze zaci se pii praci s podobnosti obvykle omezuji pouze
na hranici atvaru a fada z nich si mysli, Ze koeficient podobnosti udéava,
kolikrat se obraz vejde do vzoru. (U oblych atvart tato pfedstava naprosto
ztroskotava. )

Zakovské porozumeéni vyznamu koeficientu podobnosti miazeme proveérit
i ve vy8si nez druhé dimenzi a to pomoci dvojice nasledujicich dloh.
Povrch krychle

Jaky je povrch obrazu krychle v podobnosti s k = 2 vzhledem k jejimu
vzoru?

dvakrat mensi
B) ¢étytikrat mensi

)
)
C) mensi s jinou nasobnosti
) dvakrat vetsi

(A

(

(
(D
(E) ctyrikrat vetsi

(F) vétsi s jinou nasobnosti

Obsah lichobéziku Povrch krychle

Spatné-Spainé
20,0%

Dobie-Dobfe

Dobfe-Dobie

Spainé-Dovie

Spatné Dobe

(a) Podobnsot02 (b) Obvod lichobé&zniku

Obr. 6 Dynamika hlasovani pro tieti dvojici tuloh
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Objem krychle

Jaky je objem obrazu krychle v podobnosti s k = % vzhledem k jejimu
vzoru?

(A) dvakrat mensi
(B) ¢tyrikrat mensi
(C) mensi s jinou nasobnosti
(D) dvakrat vetsi
(E) étytikrat vetsi
(F) vétsi s jinou nasobnosti

Pro zajimavost uvedme je$té avodni tlohu do problematiky podobnosti
trojahelniki (véty o podobnosti trojthelniki) a tvodni aplikaéni tlohu do
problematiky podobnosti ¢tyFahelnikii (Kozderkovo pole).

Véty o podobnosti trojahelnika

Rozhodni, které z tvrzeni (A)—(C) neni pravdivé. Pripadné zvol nékte-
rou z moznosti (D)—(E).

(A) Dva trojuhelniky jsou podobné, maji-li tyz pomeér délek dvou paru
odpovidajicich si stran.

(B) Dva trojthelniky jsou podobné, rovnaji-li se poméry délek kazdych
dvou odpovidajicich si stran.

(C) Dva trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se ve dvou vnit¥nich
thlech.

(D) Vsechna t#i tvrzeni (A)—(C) jsou pravdiva, tvrzeni (B) je v8ak pou-
hym prepisem definice podobnosti geometrickych utvara pro trojuhelniky.

(E) Nepravdivé je vice nez jedno tvrzeni (A)—(C).

Objem krychle Véty o podobnosti trojihelnika

Dobfe-Dobre
318%

Dobfe-Dobre

Epatné-Dobie

Spatné-Dobre

(a) Podobnsot02 (b) Obvod lichobé&zniku
Obr. 7 Dynamika hlasovani pro ¢tvrtou dvojici uloh
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Kozderkovo pole

Pan Kozderka se chystéa prodat své pole ¢tyrihelnikového tvaru. Do kaz-
dého ze ¢ty roht proto zarazil kolik, mezi koliky napnul provazy, a timto
zpusobem zjistil, Ze:

(A) Mezi prvnim a druhym kolikem je 148 metri.

(B) Mezi druhym a t¥etim kolikem je 154 metrii.

(C) Mezi tfetim a ¢tvrtym kolikem je 115 metri.

(D) Mezi ¢tvrtym a prvnim kolikem je 89 metrii.

Kozderkovo pole

Dobfe-Spatng

Dabie-Dobie

$patné-Dobfe 13

Obr. 8 Dynamika hlasovani pro Kozderkovo pole

(Poznamenejme, Ze koliky pan Kozderka ¢isloval ve smyslu poradi vr-
cholu ¢tyfahelniku.)

Je mozné na zakladé namérenych tdaju urcit s pfesnosti na ¢tvereéni
metry vyméru Kozderkova pole?

(A) Ano, pan Kozderka zméFil v8e potfebné.

(B) Ne, pan Kozderka musi zméfit jesté vzdalenost mezi prvnim a tfetim
kilem, nebo vzdalenost mezi druhym a ¢tvrtym kiilem.

(C) Ne, pan Kozderka musi zméfit jesté vzdalenost mezi prvnim a tfetim
kilem i vzdalenost mezi druhym a ¢tvrtym kilem.

(D) Ne, pomoci popsanych vzdalenosti (véetné (B) a (C)) pan Kozderka
nikdy vyméru pole zjistit nemiize.

K zamysleni

Casto se setkdvam s nézorem, 7e ackoli metoda PI vypada libivé, jisté
by nebylo snadné ji vyuzit na zakladni ¢i stfedni skole (dotazy ucastniki
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konferenci). Tento nazor je obvykle ramovan odkazy na zjevnou ¢asovou
naroc¢nost pro uditele a prfipadnou neochotu, ba dokonce neschopnost, zaka
dlouhodobé produkovat plodné skupinové diskuze nad zadanymi Koncep-
Testy. Mé dosavadni zkuSenosti v kostce prezentované v tomto c¢lanku
ukazuji, ze PI je mozné efektivné a smysluplné vyuzit ve vyuce Skolské
matematiky.

Alespon zpocatku je v8ak nutné pocitat se zvySenou ¢asovou naroc-
nosti na pfipravu. Neni vzdy snadné vymyslet opravdu dobré a zaroven
vhodné KoncepTesty. Pevné v8ak véfim, ze Casem se objevi dostatek nad-
Sencti pro PI, nasledkem ¢ehoz bude existovat i dostate¢né bohaté zésoba
KoncepTestii pripravenych rovnou k pouziti. Rovnéz pripoustim, Ze pro
zaky neni vzdy snadné zaujmout viibec néjaky nazor, vstoupit do diskuze
a posléze sviij nazor obhajit ostatnim. Neni ale pravé nasim tkolem po-
moci jim rust? Tedy pomoci jim kriticky myslet, hloubat, argumentovat,
prijimat i poskytovat zpétnou vazbu a diskutovat s ostatnimi? Neni praveé
toto jednim ze smysla vyuky? Jak jinak mohou Zaci tyto dovednosti ziskat
a natrénovat, nez praxi? Pro néco takového skyta PI perfektni ptilezitost.

Rad bych vsak zavérem jesté jednou zduraznil stézejni vyznam principu
anonymity a bezpedi. Pfi nevhodné volbé prostifedku a formy hlasovani
vystavujme 7zaky zbyte¢nému diskomfortu a stresu. Ne kazdy dobie snési
védomi, Ze ostatni Zaci znaji a hodnoti jeho nazor, obzvlasté neni-li si ,,jisty
v kramflecich“. Z tohoto divodu upfednostnéme hlasovani skrze telefony,
piipadné vhodné uzptsobené (neprihledné) hlasovaci karty. Princip ano-
nymity a bezpedi je vSak nutné zachovat i v ramci skupinovych diskuzi.
Nenutme proto zaky formovat skupiny podle ,jakkoli promysleného kli¢e
za Géelem vyzdimat z diskuze maximum®. Pfedstavme si situaci, ze pochy-
bujeme o své odpovédi na obtiznou otézku a jsme nuceni své stanovisko
obhajovat spoluzakovi, kterého se z jakéhokoli davodu obavame (napiiklad
proto, Ze se ndm posmiva). Dopliime proto PI pouze o zminéné preddisku-
tovani uloh ve dvojici se sousedem a do nasledného formovani diskusnich
skupin nijak nezasahujme.

Podé&kovani

Piispévek byl podpofen Grantovou agenturou Univerzity Karlovy (pro-
jekt ¢. 680119). Déle dékuji svym zakim, obzvlasté pak ¢lenim reflexni
skupiny, bez jejichz pfimé ucasti, ndzort a komentaia by nebylo vysledki
vhodnych k publikaci.
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Ctyti dukazy Heronova vzorce

JIRI BLAZEK
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice

P1i vyuce geometrie se Zaci na stfednich skol setkavaji s tzv. Heronovym
vzorcem, ktery udava vypocet obsahu S trojuhelniku ABC pomoci délek
jeho stran. Jeho znéni je nasledujici:

S=/s(s —a)(s —b)(s — o), (1)

kde a,b,c jsou délky jeho stran a 2s = a + b + c.

V tomto &lanku uvedeme &tyfi zpusoby, pomoci nichz lze Heroniv')
vzorec odvodit.

Nejprve uvedeme pomérné znamé algebraické odvozeni vzorce (1). Dale
uvedeme t¥i geometrickd odvozeni, pfi¢emz prvni z nich je pfipisované
pravé Heronovi.

1. zptsob odvozeni

Pii obvyklém oznaceni hlavnich prvka v trojihelniku ABC plati pro
jeho obsah

1
S = —absin~.
B Y
Tento vztah upravime do tvaru
45% = a2b? sin? . (2)
7 kosinové véty plyne

a? +b% — 2

2ab ’ (3)

cosy =

kde 7 je velikost dhlu, ktery sviraji strany a a b trojihelnika.

DHéron z Alexandrie (10-75) pracoval v Musaionu v Alexandrii, coz byla jakasi
starovéka analogie dnesni Akademie véd. V tehdejsi dobé to byla nejprestiznéjsi instituce
svého druhu na svété. Dodnes neni jasné, zda Hérén vzorec skuteéné objevil nebo zda
ho pouze prevzal od Archiméda, ktery zil zhruba dvé stoleti pred nim [3].
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Vztah (2) postupné upravime uzitim (3):

45% = a®b? sin® v = a?b*(1 — cos® y) =

2—|—b2—622
a2 (T -
ab( < 2ab )

(2ab+ a? 4+ b — 02)(2ab —a? =+ 02) =

(4a®b* — (a® + b — c2)2) =

==

((a +b)?2 — 02)(62 —(a— b)2) =

s

= i(a+b+c)(a+b—c)(aberc)(faerJrc).

Tedy

2 (@a+b+c) (a+b—c) (a—b+c) (-a+b+c)
B 2 2 2 2 ’

coz po snadné tupravé dava vzorec (1).

2. zptsob odvozeni (Heronav)

UvaZzujme trojihelnik ABC'. Necht se jemu vepsana kruZnice se stfe-
dem I dotyka stran AB, BC, CA po fadé v bodech Z, X, Y (obr. 1).
Plati |AZ| = |AY| =s—a, |BZ|=|BX|=s—b, |CX|=|CY|=s5—c.

Obr. 1 KruZnice vepsana a délky tsecek
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Klicovou fazi dukazu je vyjadreni poloméru p kruznice vepsané trojua-
helniku ABC pomoci délek jeho stran. Plati

1
S:§(a+b+c)p:sp.

Za timto ucCelem sestrojime dvé kolmice: pfimku kolmou k tuseéce AB
v bodé A a pfimku kolmou k tsec¢ce I B v bodé& I. Tyto kolmice se protnou
v bodé E. Dale ozna¢me F' prisecik piimky I E s piimkou AB (obr. 2).

C
s—¢C

y SR\ s

Obr. 2 Heronovo odvozeni
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Plati

o a B o (@ B v\, o
| | =180 5~ 5 = 180 (2+2+2>+2 90° +

2

2 )

z tehoz plyne, ze |[XAIE| = %. Ctyfihelnik EAIB je tétivovy, nebot
body A a I lezi na Thaletové kruznici s primérem EB (kruZnice opsané
¢tyfahelniku na obrazku v zajmu prehlednosti chybi). Podle véty o obvo-
dovych thlech je |[XABE| = [ AIE| = . Disledkem této skutecnosti je
podobnost trojihelnikit AEB a YIC (véta uu). Plati tedy

|AE| : |AB| = V1| : |YC,

¢i jinak zapsano
AB[ _ »
c  s—c
Pokud jsou si dva zlomky rovny, pak zlomek vytvoreny podilem souctu
jejich Citateld a souctu jejich jmenovatelt je jim téz roven, proto

p__|AEI+p

s§—C S

(4)
Déle, v souladu s oznac¢enim na obr. 2 plati

FZ| _|FZ) _|FI) _ |1Z) __ p
s—a |AZ| _|EI| _ |AE|+[1Z] ~ JAE[+p

(5)

Vynésobenim levych a pravych stran rovnosti (4) a (5) obdrzime

_p EZL _p

s—c s—a s
Odtud ( \( )

s—a)(s—c
Fz)= =99 (6)
Podle Eukleidovy véty o vysce v pravothlém trojuhelniku F'BI plati
0 = |12 = |FZ|-|ZB| = |FZ]- (s - ),

coz po dosazeni za |F'Z| ze vztahu (6) dava po apravé

FIEDCEUICEY:) -

Naslednym vyuZitim vzorce S = ps obdrzime vztah (1).
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3. zpusob odvozeni

V tomto odvozeni budeme, kromé kruznice vepsané s jejimi dotykovymi
body X, Y, Z, uvazovat i kruznici pfipsanou, naptiklad strané a trojahel-
niku. Jeji st¥ed necht je 14, dotykové body s pfimkami AB, AC oznacme
po fadé Z 4, Y4 a dotykovy bod se stranou BCozna¢me X 4 (obr. 3).

Obr. 3 Tfeti odvozeni Heronova vzorce

Nejdrive uvedeme jeden znamy fakt a jedno pozorovani. Je znamo, Ze
|AZ4| = s a tedy |BZa| = |AZ4| — |AB| = s — c. Dale, trojthelniky
1ZB a BZ AI4 jsou podobné (podle véty uu), nebot jsou oba pravoihlé a
XIBZ| =8, |X1aBZa| = 90° - 5.

Nyni pfistoupime k vlastnimu dikazu. Z podobnosti trojuhelnika AIZ
a AloZ 4 plyne

17 IaZ a —
d :| ‘:|AA‘:p—, resp.ﬁzs a, (8)
s—a |AZ|  |AZ4| s Pa s
kde p, je polomér kruznice pfipsané strané a.
7 podobnosti trojuhelnika BIZ a [4BZ 4 plyne
p _ [Z| |BZal s-—c
s—b |ZB| |ZAIA| PA '
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Obdrzime

ppa = (5~ )(s — ) ©)
Vynasobenim rovnic (8) a (9) dostaneme

s (s a)(s—h)(s—0)

P = )
S

coz stejné jako v predeslém piipadu vede na Herontv vzorec.

4. zpusob odvozeni

Tentokrat budeme uvazovat vSechny tfi kruznice pfipsané stranam troj-
thelniku ABC'. Znaceni bodi z predchoziho dikazu konzistentné rozsifime
ve shodé s obr. 4.

Nejprve dokazeme identitu

|AB| - |AC| = |AI| - [ALL]. (10)

Jelikoz C'I a C'I4 jsou osy vedlejsich ahla, sviraji pravy thel. K analogic-
kému poznatku dospé&jeme v piipadé os BI a Bly. étyfﬁhelnik BIACI je
tedy tétivovy a I41 je primér kruznice k jemu opsané. Nyni uvazme osové
soumérny obraz C’ bodu C podle osy I4I (na obr. 4 zakreslen neni). Tento
bod lezi na kruznici k opsané ¢tyfuhelniku a navic lezi na pfimce AB. Po-
kud |AC| # |AB|, pak C' # B a mocnost m(A) bodu A ke kruznici k je
rovna

m(A) = |AI| - |AL| = |AC'|- |AB| = |AC| - |AB|.
V piipadé |AC| = |AB| neni obtizné dokazat, ze kruznice k se dotyka stran
AB a AC a vztah (10) zustava v platnosti.
Z obr. 4 plyne dale identita
|AC| - |AB| = |Alc| - |Al]|. (11)

(Dokazeme ji detailné v tloze 1 na str. 25.)
Herontiv vzorec pak ziskdme postupnou upravou vztahu

1
S:§-|AC|-|AB|~sina. (12)
Jelikoz sina = 2sin § cos §, pfepiSeme (12) do tvaru

S =|AC|-|AB| 'Sin% . cos%.
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Obr. 4 Ctvrté odvozeni Heronova vzorce

S prihlédnutim ke vztahtm (10) a (11) vySe uvedeny vztah upravime:

S = \/|AC -|AB| - |AC| - |AB| - sin? %COSQ %

- \/|AI| ALy -|Alc| - |Alp| - sin? %cosz % -

a o .« .
= \/|AI|COS2 . |AIA|COS§ . \AIC|sm§ . |AIB|sm§ =

= /s(s —a)(s —b)(s — c).
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Pozndmka. Posledni rovnost vyplyva z nasledujicich identit, viz obr. 4:
‘AI|COS%Z|AZ|ZS*Q, |AIA|COS%:|AZA|:S,
A sing = |Alc| cos (900 - %) = |AYe| = |CYe| - |AC| = s — b,
Al sin% = |Alg]cos (9o° - %) = |AZp| = |BZp| - |AB| = s —c.

Uloha 1

Dokazte identitu (11) (obr. 4).
Reseni. Ctyfahelnik IgCBI¢ je tétivovy (obr. 5), primérem kruznice k
jemu opsané je tsetka Igls. Uvazme osové soumérny obraz B’ bodu B
podle pfimky Iglc. Protoze piimka Iplo je vnéjsi osou thlu CAB, lezi
tento bod na kruznici k a také lezi na pfimce AC. Identita

|Alc| - |Alp| = |AB'| - |AC| = |AB| - |AC]|

vyplyva z riznych vyjadFeni mocnosti bodu A ke kruznici k.

N
,r—“//‘

e

Obr. 5 Regenf tlohy 1
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Uloha 2
Dokazte platnost vztahu

S = V P Pa Pb Pe;

kde pq, py, pc jsou poloméry kruznic pfipsanych strandm a, b, ¢ trojiahel-
niku ABC' atd.

Resend. Vyjdeme ze vzorce, ktery jsme pouzili pfi ¢tvrtém odvozeni Hero-
nova vzorce a upravime ho nasledovné:

S = \/|AI| )ALyl - |AIg| - |Al| - sin? % - cos? % -

.« .« « «
= \/|AIsm2 . \AIA\sm§ . \AIB|COS§ - |Al¢| cos Px

pri¢emz (viz obr. 4):
o
All|sin - =
|Allsin 5 = p,

e
|AL4| Sin 5 = pa,

o
|Alg| cos 5 = Py,

|Alq| cos% = pe.

Literatura

[1] Svrcek, J. Vanzura, J.: Geometrie trojihelnika. Polytechnicka kniZnice,
SNTL, Praha, 1988.
[2] Poldk, J.: Piehled stfedoskolské matematiky. Prometheus, Praha, 2008.
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Uzitecna dvojice kruznic

LENKA JUKLOVA — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V tomto pfispévku se budeme zabyvat konstrukcemi tiseéek, jejichz
délky jsou iracionalni &isla tvaru /n, kde n je prirozené ¢islo, které nenf
druhou mocninou jiného pfirozeného ¢isla. Cilem ¢lanku je poukazat na
jednu uzite¢nou konfiguraci dvojice jednotkovych kruznic, v niz 1ze snadno
objevit usecky, jejichz délky jsou rovny nékterym vyse uvedenym iracio-
nalnim ¢islim, a to bud p¥imo, nebo doplnénim vhodného bodu(i) v této
konfiguraci. Uvedeny postup je méné obvykly, avSak zejména diky snadné
konstrukci a dikazim zaloZzenych na Pythagorové vété a Eukleidovych
vétach mohou jej vyuzit ucitelé pfimo v hodinach planimetrie vénovanych
vySe zminénému ucivu.

Uvazujme dvé jednotkové kruznice ki, ko po fadé se stiedy Sp, Ss,
z nichz kazda prochazi stfedem druhé z nich. Ozna¢me P, @) pruseiky
kruznic ki, ko a B prisecik piimek PQ a 5152, viz obr. 1. Je ziejmé, ze
kruznice k1, ko jsou soumérné sdruzené podle piimky PQ (jejich chordaly).

A

Obr. 1

Matematika — fyzika — informatika 30 (1) 2021 27



Ozna¢me déle A, D priiseciky tecny ke kruznici k; sestrojené v bodé So
s kruznici ks, viz obr. 1, R druhy z prusec¢iki pfimky S7.52 s kruznici ke a C
bod kruznice k; stfedové soumérny s bodem A ve stFfedové soumeérnosti se
stfedem B.
Nejprve ukdzeme, Ze plati
(i) [S14] = V2,
(i) |PQ|= V3,
(iii) |AC| = /5.
Jednotliva tvrzeni lze snadno dokdzat pouze s vyuzitim Pythagorovy
véty a vét Eukleidovych.
ad (i) Tvrzeni plyne pfimo z Pythagorovy véty. Trojuhelnik S155A je
pravouhly rovnoramenny s pravym thlem pfi vrcholu S; a odvésnami
délky 1. Z¥ejmé tedy plati |S;A| = /12 + 12 = /2 (obr. 1).
ad (ii) Z Thaletovy véty plyne, Ze trojihelnik S; RP je pravouhly trojt-
helnik s pravym thlem pfi vrcholu P, use¢ka PB je jeho vyska z vrcholu P
(obr. 1). Ze vzajemné polohy obou kruZnic plyne

1 3
18| = |BS:| =5, [|$iR|=2 a [BR|=:.

Podle Eukleidovy véty o vySce v pravouhlém trojuhelniku S;RP tak
plati

1 3 \/g
PB| = ./ Bl-|1BR| = /= -2 - )

Vzhledem k tomu, Ze B je stied usecky PQ, plati |PQ| = 2|PB| = v/3.

ad (iii) K dikazu tvrzeni vyuzijeme opé&t Pythagorovu vétu. Bod C' € ky
je obrazem bodu A ve stfedové soumérnosti se stfedem B a soudasné je
soumérné sdruzeny s bodem D vzhledem k ose P(Q. Te¢na ke kruznici ko
sestrojend v bodé D je tedy totozné s te¢nou ke kruznici ki sestrojenou
v jejim bodé C a je kolma k PQ, a tedy i k AD. Trojihelnik ACD je
pravouhly s pravym thlem pi#i vrcholu D, v némz |[CD| = 1, |AD| = 2.
Plati tedy (obr. 1)

|AC| = \/|AD|2 +|CD|?2 = v/22 4+ 12 = /5.

Usecky délek v/2, v/3, V/5 je tedy v uvedené konfiguraci kruznic mozno
objevit pfimo. Doplnénim dal§tho vhodného bodu muzZzeme ziskat postupné
usecky délek \/6, \ﬁ, \/g, atd.
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Uvazujme otoceni R(S1;+45°), v némz se bod A zobrazi na bod A’
(obr. 2). Trojtuhelnik A’S; R je pravothly s pravym thlem pii vrcholu Sj.
Pro délku jeho piepony A’R plati

|A'R| = /JASIP TSR =/ (V2)° + 22 = V6.

Ad

Q!
Obr. 2

Nasledujici konstrukee tsecky délky v/7, ktera vychazi rovnéz z prezen-
tované konfigurace, vyuziva doplnéni trojice bodu P, S7, R na rovnobéznik
PS{RT (obr. 3), pficemz pro délky jeho stran plati

|PSi|=|TR|=1 a |SiR|=|PT|=2.
Vzhledem k tomu, Zze PS; | TR a PQ L SiR, je také PQ L PT. Troj-

thelnik PQT je tedy pravouhly s pravym thlem pfi vrcholu P a podle
Pythagorovy véty plati

|PT| = /[PQP + [PT? = \/ (V3)* + 22 = V7.
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Obr. 3

Otoceni lze vyuzit také pii konstrukei tsecky délky /8. Uvazujme oto-
¢eni R(R; —90°), obraz bodu S; v tomto otoleni ozna¢me S| (obr. 4).
Trojuhelnik S;RS] je pravouhly rovnoramenny s pravym thlem p¥i vr-
cholu R a shodnymi odvésnami |RS;| = |RS]| = 2. Plati tak

1511 = \/IS1R|? + |RS;|? = V22 + 22 = V8 = 2V2.

Konstrukei (nékterych v poradi dalsich) tisecek iracionalnich délek, tj.
usecek délek /10, v/11, v/12, v/13, v/ 14 atd., ponechame zajemcim o tuto
problematiku k samostatnému procvi¢eni (se snadnymi navody). Plati
napr.

V10 = /32 + 12, \/ﬁ:\/32+(\/§)2; V12 = 2V/3;
VI3=1/32 122, V1d=/324 (V5)”.

Snadno také vidime, Ze uvedenou konfiguraci lze vyuzit ke konstrukci
usecek délek r - y/n, kde r je dané kladné racionalni ¢islo a n prirozené
¢islo, které neni druhou mocninou jiného piirozeného &isla, napi. 3+/13

1
apod.
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Obr. 4

Popsanou konfiguraci dvou shodnych jednotkovych kruznic lze vyuzit
naznadenym zpusobem k rychlé konstrukei tisecek délek y/m, kde n neni
druhou mocninou jiného pfirozeného ¢&isla. Vychazime z jediného gene-
rického obrazku. Tyto konstrukce jsou efektivni pfedevsim pro n mala
prirozena (n < 20). Jde pfitom o tzv. stavebnicovou metodu, pfi niz vy-
chazime z jedné a téze konfigurace. Je vSak nutné konstatovat, ze popsanou
metodou se htfe konstruuji tsecky délek y/n pro velkd n. PFi konstrukei
takovych tsecek je zapotiebi sestrojit pomérné velké mnozstvi tisecek s ra-
cionalnimi ¢ iracionalnimi délkami v/d, kde d je pFirozené ¢islo mensi nez n.

Literatura
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Zajimavé matematické ulohy

Uvefejnhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadani dalsi dvojice uloh. Regenf novych tloh 267 a 268 miuzete
zaslat nejpozdéji do 30. 6. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@Qupol.cz.

Uloha 267
V pravouhlém trojuhelniku ABC' s odvésnami délek |BC| = a a |AC| =
= b, a < b, protnou osy jeho vnitiniho a vnéjsiho thlu pii vrcholu C
pfimku AB po Fadé v bodech E a F. Urcete obsah trojiuhelniku FFC.
Jaroslav Zhouf

Uloha 268
V oboru redlnych ¢isel najdéte feSeni soustavy rovnic
px+ 2y =2,
z+(p* -3)y=p-1

s redlnym parametrem p.
Pavel Caldabek

Déle uvadime feseni uloh 263 a 264, jejichz zadéani jsme zvetejnili ve 3. &isle
loniského (29.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 263
Najdéte vSechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé pfirozené
¢islo m nasledujici vlastnost: pokud oznac¢ime di,ds,...,d, vSechny dé-

litele ¢isla m, plati

fldy) + f(da) + ...+ f(dn) = m.
Pavel Caldbek

Regeni. Cislo 1 mé jediného délitele 1. Plati tak f(1) = 1. Necht p je
libovolné prvocislo, to mé pravé dva délitele 1 a p, podle zadani plati

p=f)+ flp) =1+ f(p),
proto f(p) = p — 1. Pro &islo p? se tfemi déliteli 1, p a p? plati

pPP=r)+fp)+fP)=1+@-1)+ f(p*).
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Odtud f(p?) = p* — p. Necht p a ¢ jsou riizna prvocisla. Cislo pg mé &tyfi
délitele 1, p, g a pqg. Podle zadani mame

pe=f()+f)+ fl@)+flpg) =1+ (p—-1)+(¢—1) + f(pa),

odtud f(pq) = (p—1)(g — 1).
Necht pfirozené ¢islo m ma néasledujici rozklad na soucin prvodisel

kv, k
m = py'py’ .. .p’;S.
Uzitim principu matematické indukce vzhledem k souctu n = ki + ko +
+...+ ks (ktery nazveme vgiskou m) dokdZeme, Ze pro vSechna pfirozena
¢isla s vyskou n € Ny

Fm) = (o —p0 @5 =P (8 — ). (1)

Pron =0,1,2 to bylo dokdzano v predeslém odstavci. Pfedpokladejme, ze
tvrzeni plati pro pfirozené &isla s vyskou nejvyse n > 2, dokdZzeme Ze plati
i pro pfirozena ¢isla s vyskou n+ 1. Necht p je nékteré prvocislo, které déli
¢islo m s vyskou n + 1. Rozlisime dva piipady.

(i) Necht m = p"*!. Potom dle zadan{ plati

P =14 fp)+.. M)+ M) =
=1+(p-D+...+@" —p" )+ ")

Odtud f(p™*t!) = pm*! — p™, coz v tomto p¥ipadé dokazuje (1).

(ii) Necht k (1 < k < n) je nejvyssi mocnina prvodisla p, ktera déli m
a plati

m=pipy.ppt =aph,

kde 1 < k < n a vyska ¢isla m je n + 1. VSechny délitele ¢isla m mu-
zeme rozdélit na dvé diskunktni skupiny. V prvni jsou vSichni délitelé ¢isla
m/p = a-p*! vygky n, ve druhé jsou délitelé &isla m, ktefi jsou na-
sobkem p*. Kdyz pro kazdé ¢&islo z prvni skupiny uvazujeme jeho funkéni
hodnotu funkce f, pak soucet té&chto funkénich hodnot je dle zadani a-pF=1.
Oznac¢ime-li dy, ..., d, = a vSechny délitele ¢isla a, potom ve druhé skupiné
jsou ¢isla tvaru d; - p¥, kde 1 < i < r. Pro i < r maji tato éisla vysku nej-
vyse n. Podle indukéniho predpokladu plati f(d; - p*) = f(d;)(p* — p*~1),
soucet funkénich hodnot ¢isel ze druhé skupiny tak podle zadani je

" =" ) (f(d)+. . +F(dror))+f(ap®) = (0" =" 1) (a—f(a))+ f(a-p").
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Spojenim obou predchozich vysledku zjistime, Ze soucet funkénich hodnot
v8ech délitela ¢isla m je

a-p* (" =p" ) (= f(@)) + fa-p®) = a-p* = f(a) " =" 1)+ fla-p").
Podle zadani je oviem tento soucet roven a - p¥, odtud jiz dostaneme

fla-p*) = f(@)(@* —p* ),

coz dokazuje (1) i ve druhém piipadé.
UZitim principu matematické indukce tak (1) plati pro v8echna pfiro-
zend ¢isla m.

Pozndmka. Funkce f, kterou jsme nasli je jedina, a je to tzv. Eulerova
funkce .

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Adam Mendl z GPAC
v Téabofe.
Netuplné feSeni zaslal Adam BlaZek z G v Plzni, Mikulagské nam.

Uloha 264

T¥i bohatyti bojuji s drakem Gorynyc¢em. Ilja Muromec kazdym svym
tiderem mece setne drakovi polovinu jeho hlav a k tomu jesté jednu. Dob-
ryna Nikiti¢ kazdym svym tuderem odetne drakovi t¥etinu jeho hlav a
k tomu jesté dvé. Aljosa Popovié¢ utne kazdym svym tderem drakovi ¢tvr-
tinu jeho hlav a k tomu jesté t¥i. Bohatyti bojuji s drakem v poradi, které
si sami zvoli. Pokud Zzadny z bohatyrt nemuZe utit drakovi hlavy (nebot
podet hlav by nebyl celoé¢iselny), Goryny¢ tii bohatyry sezere. Rozhod-
néte, zda bohatyii mohou stit vSechny hlavy draku Gorynicovi, ktery ma

|
29! hlav. prevzato ze soutéZe Turnaj mést, jaro 2020

Reseni. Necht k je pFirozené &islo. Pokud ma drak 2k hlav a zatutoci na ndj
Ilja Muromec, zbude mu k—1 hlav. Pokud ma Goryny¢ 3k hlav, potom mu
jich po utoku Dobryni Nikiti¢e zbude 2k —2 = 2(k —1), kone¢né pokud ma
drak 4k hlav, zbude mu po utoku Aljosi Popovice 3k — 3 = 3(k — 1) hlav.
Protoze k—1 je celé nezaporné ¢islo, plyne odtud, Ze po utoku libovolného
bohatyra na draka s kladnym po¢tem hlav mu jich zbude cely nezéaporny
pocet.

Cislo 29! je sudé. Ukdzeme, Ze pokud bohatyfi za¢nou atocit na draka
se sudym poc¢tem hlav, po nékolika (jednom nebo dvéma) vhodné zvole-
nych tderech bude mit Goryny¢ pocet hlav, ktery je opét délitelny dvéma.
Bohatyti budou své tatoky volit nasledujicim zptisobem:
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e Pokud je pocet hlav délitelny 4, tedy je roven 4k pro vhodné pfirozené
¢islo k, zaato¢i AljoSsa Popovi¢. Po jeho zasahu bude mit drak 3k — 3
hlav. JestliZe je toto &islo liché (a tedy k > 2), zautoGi dale Dobryna
Nikiti¢, drak pak bude mit 2k — 4 = 2(k — 2) hlav, tedy pocet délitelny
dvéma.

e Pokud je pocet Gorynyc¢ovych hlav sudy ale neni délitelny ¢tyimi, tedy
4k+2 pro vhodné celé nezaporné celé ¢islo k, napadne jej [lja Muromec,
po jeho zasahu bude mit drak 2k hlav.

Protoze po kazdém tutoku se pocet Gorynyc¢ovych hlav zmensi, opako-
vanim téchto tahti mu bohatyti nakonec vSechny hlavy setnou.

Jiné teseni. Pokud méa drak O hlav, bohatyti vyhrali. Pokud ma 1 nebo
5 hlav, tak zaddny bohatyr nemize zattocit a budou vSichni sezrani. Ko-
ne¢né, pokud méa Goryny¢ 2, 3 nebo 4 hlavy, potom je mohou bohatyii
jednim tderem vedenym po fadé Iljou Muromcen, Dobryiiou Nikiti¢em
nebo Aljosou Popovi¢em vsechny stit.

Uzitim principu matematické indukce ukdzeme, ze pokud méa drak pocet
hlav z mnoziny Ay = {6k, 6k +2, 6k + 3,6k +4} pro celé nezaporné ¢islo k,
potom bohatyti mohou drakovi né&jakou posloupnosti tdertii stit vSechny
hlavy. Pro k = 0 to bylo dokdzéno v predchéazejicim odstavci.

Predpokladejme, Ze dané tvrzeni plati pro vSechna cela nezaporna cisla
mensi nez k a pocet GorynycCovych hlav je z mnoziny Aj. UkaZzeme, Ze
néktery z bohatyri nyni mutze drakovi stit hlavy tak, ze pocet jeho hlav
bude z nékteré mnoziny A; pro 0 <! < k a bohaty¥i tak maji posloupnost
seki, ktera vede k zabiti draka.

e Pokud ma drak 6k hlav, potom po tderu Dobryni Nikiti¢e jich bude
mit 4k — 2 > 2. JelikoZ je to ¢islo sudé a mensi nez 6k, patii do n&jakeé
mnoziny A; pro ! < k.

e Pokud ma Goryny¢ 6k+3 hlav, bude jich mit po ideru Dobryni Nikitic¢e
4k > 4, coz je ¢islo sudé a mensi nez 6k, proto opét patii do né&jakeé
mnoziny A; pro [ < k.

e Necht mé drak 6k + 2 hlav, potom jich po téti Ilji Muronce bude mit
3k, protoze 3 < 3k < 6k a jedna se o ¢islo délitelné 3, patii opét do
nékteré z mnozin A;.

e Konec¢né, necht ma Goryny¢ 6k + 4 hlav.

o Pokud je ¢islo 3k + 1 sudé (tedy k liché), udefi Ilja Muromec, po

jeho seku bude mit drak 3k + 1 hlav, stejné jako v pfechozim lehce
nahlédneme, Ze toto sudé ¢islo patii do nékteré z mnozin A;.
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o V opacném pripadé udefi Aljosa Popovié, potom bude mit Gory-
ny¢ %k hlav, coz je ¢islo délitelné tfemi, tedy patiici do vhodné mno-
Zil’ly Al.

Uzitim principu matematické indukce tak tvrzeni plati pro vSechna
nezaporna cela Cisla k. Protoze ¢islo 29! je (nejmensim) prvkem mno-
ziny Asgi/6, maji bohatyii posloupnost tdert, kterymi setnou Gorynycovi
vSechny hlavy.

Pozndmka. Zvolené posloupnosti tahit v obou feSenich jsou jednozna¢né
a urcuji nam potradi, ve kterém jisté bohatyii Gorynyc¢ovi utnou vSechny
hlavy. OvSem nemusi to byt jediné (natoZ nejkratsi) posloupnosti uder,
kterymi lze drakovi v8echny hlavy stit. Ozna¢me bohatyry I, D, A podle
prvniho pismene jejich jména. VypiSme posloupnosti, jak lze drakovi se
20 hlavami vSechny utnout. Pouzijme zapis, kde napf. 14 znamena, Ze
drakovi po zasahu Ilji zbudou 4 hlavy. Algoritmus z prvniho feSeni d&
nasledujici posloupnost 4 zasaht

Al12 A6 1210,
algoritmus ze druhého posloupnost 3 utoki
19 N4 A0.
Draka lze ovSem zabit i nasledujicimi posloupnostmi 4 zasaht
A12 A6 N210, Al12N61210, Al12N6N2I0.

Uzitim poéitace zjistime, ze podle prvniho algoritmu bohatyti Gorynyce
zabiji po 175 atocich (Ilja 36, Dobryha 43, Aljosa 96), podle druhého
algoritmu po 136 uderech (Ilja 64, Dobryiia 36, Aljosa 36). Pfitom nejkratsi
posloupnost vedouci k zabiti draka se sklada ze 116 a nejdelsi ze 192 uderii.

Sprévna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Amdlie Dostalikovd, Ven-
dula Onderkovd obé z GJS v Prerové a Karel Stehlik z GChD v Praze 5,
Zborovska 45.

Nedopatfenim se nam do seznamu spravnych Fesitelt tlohy 262 v minu-
lém ¢&isle nedostal Lubomir Hajdanka z Michalovei, za coZ se mu omlou-
vame a dodate¢né jej do seznamu zafazujeme.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Vysledky ceskych zaku
ve vyzkumu TIMSS 2019

DANA MANDIKOVA — VLADISLAV TOMASEK
MFF UK, Praha — Ceska gkolni inspekce, Praha

TIMSS (zkratka pro Trends in International Mathematics and Science
Study) je mezinarodni projekt, ktery zjistuje védomosti a dovednosti zaka
v matematice a prirodnich védach. Organizuje ho Mezinarodni asociace pro
hodnoceni vysledkii vzdélavani (IEA). TIMSS se zaméfuje na devitileté a
tFinactileté zaky (obvykle jde o zaky 4. roéniki zakladnich kol a 8. ro¢nikt
zékladnich skol a odpovidajicich ro¢niki viceletych gymnazii) a probiha ve
¢tytletych cyklech. Ceské republika se zapojila jiz do prvniho Setfeni, které
probéhlo v roce 1995, a ti¢astnila se vSech cykla kromé roku 2003. V letech
2011, 2015 a 2019 byli u nas testovani jen zaci 4. ro¢nikt zékladnich skol.

V roce 2019 zacal prechod na elektronickou formu testovani na poci-
tacich nebo tabletech. Tuto moznost vyuzila polovina zucastnénych zemi
véetns Ceské republiky. Z divodu moznosti porovnani s diivéjsimi pisem-
nymi testy probé&hlo v zemich s elektronickym testovanim také samostatné
testovani tzv. trendovych tloh (tlohy, které jsou v neménné formé souc¢asti
v8ech Setfeni) v pisemné formé. Elektronické testovani umoznilo inovovat
tlohy a zaradit do nich nové prvky jako napf¥. presouvani ¢i otéceni ob-
jektd. Vytvoreny byly i dlohy oznacované jako PSI (Problem Solving and
Inquiry tasks), ve kterych zéci Fesi problémy a badaji. Vysledky téchto tloh
budou zvefejnény samostatné v pribéhu roku 2021. Souéasti vyzkumu je
vzdy i rozsédhlé dotaznikové Setfeni mezi fediteli, uciteli, zdky a jejich ro-
di¢i, které zjistuje informace o podminkach vzddlavani, pribéhu vyuky,
rodinném zazemi zakiu. Ty se pak vyuzivaji pfi vysvétlovani rozdila ve
vysledcich zakt. Poéty respondentii v CR zachycuje tabulka 1.
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Tabulka 1 Poéty respondenti TIMSS 2019 v CR

Forma testu Zaci | Reditelé | Utitelée | Rodice
Elektronicka — eTIMSS | 4 494 151 334 3970
Pisemna — paperTIMSS | 2 029 57 118 1 620
Celkem 6 523 208 452 5 590

Clanek podéavé zakladni informaci o celkovych vysledcich ¢eskych zaku
v Setfeni TIMSS 2019 a o jejich ¢asovém vyvoji. Pfipojeny jsou i nékteré
postiehy z dotaznikového Setfeni.

Koncepce Setifeni TIMSS 2019

Vysledky zakt jsou v matematice i v piirodnich védach hodnoceny ze
dvou pohledt oznac¢ovanych jako obsah a operace. Obsah je vymezen uci-
vem, jehoz zvladnuti je testovano. Operace jsou vymezeny dovednostmi,
které maji zaci pti praci s u¢ivem prokazat.

V tab. 2 jsou uvedeny sledované oblasti u¢iva a dovednosti s podilem
jejich zastoupenti.

Tabulka 2 Oblasti u¢iva a dovednosti

Oblasti uciva .
Dovednosti
Matematika Piirodovéda
Cisla 50% | Ziva priroda 45% | Prokazovani znalosti | 40 %
Méfeni a geometrie | 30% | Neziva piiroda | 35% | Pouzivani znalosti 40%
Data 20% | Nauka o Zemi | 20% | Uvazovani 20%

Prezentace vysledki

Vysledky zemi jsou ve vyzkumu TIMSS prezentoviny dvéma zpisoby.
Prvnim je prezentace pomoci skore (po¢tu bodii), které vyjadiuji tispés-
nost zaki na gkalach vysledki. Pro matematiku i pfirodovédu byly zkon-
struovany jednak skaly celkové, jednak skaly diléi odpovidajici jednotlivym
obsahovym a opera¢nim kategoriim. ékaly byly vytvoreny tak, aby umoz-
fovaly srovnavat vysledky zakt v prubéhu ¢asu.

Zakladem druhého zptisobu prezentace vysledkt zaki jsou ¢tyti védo-
mostn{ trovné (jejich vymezeni lze nalézt v [3, s. 86-90], ukazky nékolika
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uloh pro rizné trovné jsou na konci tohoto ¢lanku). Kazda tato troven je
ur¢ena minimalnim poc¢tem bodi, kterého musi zdk dosahnout. Vysledky
zemi jsou pak vyjadfeny procentualnim zastoupenim jejich zakt na jed-
notlivych védomostnich trovnich.

Celkové vysledky a jejich vyvoj

Setfeni TIMSS 2019 se ve ¢tvrtych rocénicich zicastnilo 58 zemi a 6 sa-
mospravnych celkii. S ohledem na velky pocet a rtznorodost zapojenych
zemi jsou jak v narodni zpravé [3], tak v tomto ¢lanku uvadény pouze vy-
sledky zemi EU a OECD doplnéné o Rusko. Kompletni vysledky lze nalézt
v mezinarodni zpravé [2].

Matematika

Pramérny vysledek ¢eskych zaka 4. ro¢niku v matematice (533 bodi)
byl nad pramérem gkaly TIMSS (500 bodi) i nad priamérem ¢&lenskych
v ramci naSeho vybéru zaci 9 zemi (Korea, Japonsko, Rusko, Severni Ir-
sko, Anglie, Irsko, Lotyssko, Norsko a Litva). Nejlepsi vysledky celkové
méli jiz tradiéng zaci asijskych zemi (Singapur, Hongkong, Korea, Tchaj-
wan a Japonsko) nasledovani zaky Severniho Irska a Ruska. Vysledky zakt
Rakouska, Nizozemska, USA, Belgie (vlamsk4), Kypru a Finska byly srov-
natelné s ¢eskymi zaky.

Ze 13 zemi, které se zucastnily Setfeni v roce 1995 i 2019, jen Ceska,
republika a Nizozemsko dosahly horsitho primérného vysledku, piic¢emz
v pripadé CR nenf rozdil statisticky vyznamny (=8 bodii). Mad'arsko mélo
vysledek srovnatelny a ostatni zemé se vyznamné zlepgily (nejvice Portu-
galsko o 83 bodu). Cesti zaci se od roku 1995 do roku 2007 v matematice
zhorsili nejvice ze vSech zemi, které se zapojily do obou Set¥eni ([1, 6]).
Od roku 2007 se vysledek ceskych zakt vyznamné zlepsil jak v Setfeni
2011 ([5]), tak 2015 ([4]). Do roku 2019 doslo k nevyznamnému zlepSeni
o 5 bodu. Vysledek stale nedosahuje hodnotu z roku 1995, ale je s ni jiz
srovnatelny.

Vyvoj prumérnych vysledkt ¢eskych divek a chlapci ukazuje graf na
obr. 1. Chlapci byli ve v8ech Setfenich vyznamné lepsi nez divky.

Vyvoj zastoupeni ¢eskych zaki na jednotlivych védomostnich trovnich
zachycuje graf na obr. 2. Podil zakt na nizké védomostni drovni a pod ni
se od roku 2007 do roku 2015 snizoval az na hodnoty z roku 1995. Soucasné
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se zvySoval podil zakt na dvou nejvyssich drovnich. Od roku 2015 se pak
podil zéki se slabymi vysledky nezménil, podil zédka s dobrymi vysledky
se mirné zvysil. Pfesto je ale podil zaki ve velmi vysoké tirovni vyznamné

nizsi nez v roce 1995.
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Obr. 1 Vyvoj vysledki ¢eskych chlapct a divek — matematika
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Obr. 2 Vyvoj zastoupeni ¢eskych zakia na védomostnich arovnich — matematika
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Vysledky na dilé¢ich skalach

Cesti zaci méli v porovnani s celkovym vysledkem v matematice lepsi
vysledky v tematickém okruhu ¢isla a v geometrii, naopak horsiho vysledku
dosahli v okruhu data. Zmény ve vysledcich na dil¢ich skilach se daji
sledovat od roku 2007, kdy doslo ke snizeni po¢tu tematickych okruhu.
Vyvoj vysledki pro CR v tematickych okruzich zachycuje graf na obr. 3.
Cesti Zaci se oproti roku 2007 zlepsili ve v8ech tfech okruzich uciva, a to
nejvice z 16 zemi z naSeho vybéru, které se do obou téchto Setfeni zapojily.
Porovname-li rok 2015 a 2019, nasi zaci se vyznamné zlepsili v okruzich
¢isla a geometrie. V okruhu data se zhorsili, ale nikoliv vyznamné.

Priimé&rny
vysledek e (jSla  e—geometrie e data
550 -

540 -+
530 -+
520 A
510 +
500 -+
490 ~

480 +

470

2007 2011 2015 2019
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Obr. 3 Zmény ve vysledcich v tematickych okruzich od roku 2007 — matematika

Co se sledovanych dovednosti tyce, vedli si ¢esti zaci ve srovnani s cel-
kovym vysledkem v matematice hiife v prokazovani znalosti, naopak lépe
v uvazovani, v pouzivani znalosti byl pak vysledek srovnatelny. Podobné
dovednostech nejvice z 16 zucastnénych zemi. Od roku 2015 se vyznamné
zlepsili pouze v prokazovani znalosti, v pouzivani znalosti a uvazovéani byl
vysledek srovnatelny. Vyvoj vysledkt pro CR v dovednostech zachycuje
graf na obr. 4.
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Obr. 4 Zmény ve vysledcich v dovednostech od roku 2007 — matematika

Cesti chlapci byli lepsi nez divky ve vSech tematickych okruzich i do-
vednostech. Podobné to bylo i s primérnym vysledkem chlapci a divek
¢lenskych zemi EU. Zachyceno je to v grafu na obr. 5.

CR-Ch R D EU_Ch EU_D

Matematika celkem
550

540

UvaZovani

PouZivani znalosti Geometrie

Prokazovani znalosti Data

Obr. 5 Primérné vysledky chlapcit a divek CR a EU na diléich skalach — mate-
matika
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Prirodovéda

Priamérny vysledek ¢eskych zaki 4. ro¢niku v piirodovédé (534 bodu)
byl také nad prameérem skaly TIMSS (500 bodt) i nad priamérem ¢lenskych
v ramci naSeho vybéru zaci 5 zemi (Korea, Rusko, Japonsko, Finsko a
Lotyssko). Nejlepsi vysledky celkové méli zaci Singapuru. Srovnatelného
vysledku s Geskymi zaky doséhli napf¥. zaci v Polsku, Madarsku, Anglii,
Irsku, Svédsku, Norsku a USA.

Ze 13 zemi, které se zucastnily Setfeni v roce 1995 i 2019, mélo Nizo-
zemsko a Rakousko vyznamné horsi prumérny vysledek, Ceské republika,
USA a Novy Zéland doséhly srovnatelného vysledku a ostatni zemé se
vyznamné zlepsily (nejvice Kypr o 61 bodd a Portugalsko o 52 bodi).
Mezi roky 1995 a 2007 se priamérny vysledek ceskych zaki v prirodovédé
statisticky vyznamné snizil (o 17 boda). Do roku 2011 se pak vyznamné
zvy§il a od té doby jsou hodnoty pramérného vysledku srovnatelné. Vyvoj
prumeérnych vysledki ¢eskych dévéat a chlapci ukazuje graf na obr. 6.
Chlapci byli ve vSech Setfenich vyznamné lepsi nez divky.
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Obr. 6 Vyvoj vysledki ¢eskych chlapca a divek — pfirodovéda

Vyvoj zastoupeni ¢eskych zaka na jednotlivych védomostnich trovnich
zachycuje graf na obr. 7. Podil zaki na nizké védomostni trovni a pod
ni v porovnani s rokem 1995 poklesl. Statisticky vyznamné nizsi je ale
podil zakt na velmi vysoké trovni. Od roku 2011 doslo v zastoupeni zakt
v jednotlivych védomostnich tirovnich jen k nepatrnym zméném.
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Obr. 7 Vyvoj zastoupeni éeskych Zaki na védomostnich drovnich — pfirodovéda

Vysledky na diléich skalach

Cesti zaci si relativng hife vedli v tlohach z okruhu nezivé prirody,
v tlohach z zivé pfirody a nauky o Zemi byl vysledek srovnatelny s celko-
vym vysledkem v prirodovédé. Zmény ve vysledcich na dil¢ich skalach se
daji sledovat od roku 2007, kdy doslo ke sniZeni po¢tu tematickych okruhii.
Vyvoj vysledkii pro CR v tematickych okruzich zachycuje graf na obr. 8.
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Obr. 8 Zmény ve vysledcich v tematickych okruzich od roku 2007 — pfirodovéda

Vysledek ¢eskych zakt v roce 2019 byl oproti roku 2007 vyznamneé lepsi
ve vSech tfech okruzich uciva. Ve srovnéani s rokem 2015 jsou vysledky ve
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v8ech okruzich srovnatelné. V okruhu ziva pfiroda dochazi od roku 2011
k zhorSovani primérného vysledku, které je za téchto 8 let jiz vyznamné.

Co se sledovanych dovednosti tyce, vedli si ¢esti zaci ve srovnani s cel-
kovym vysledkem v piirodovédé vyrazné lépe v prokazovani znalosti a
naopak huie v jejich pouZivani, co se tyce uvazovéani, byl vysledek srovna-
telny. Cesti Z4ci se v obdobi od roku 2007 do roku 2019 vyznamné zlep-
sili ve v8ech tfech okruzich dovednosti. Od roku 2015 se pak vyznamné
zlepsili jen v uvazovani. V prokazovani a pouzivani znalosti byl vysledek
srovnatelny. V obou téchto okruzich vSak dochazi od roku 2011 k poklesu
vysledku a rozdily za poslednich osm let jsou jiz statisticky vyznamné.
Vyvoj vysledkt pro CR v dovednostech zachycuje graf na obr. 9.

Primérny = prokazovani znalosti
vysledek

e nouZivani znalosti
560

e VaZOVANI
550
540
530
520

510

500

2007 2011 2015 2019
Roky

Obr. 9 Zmény ve vysledcich v dovednostech od roku 2007 — pf¥irodovéda

Cesti chlapci byli vyznamné lepsi nez divky v okruhu neziva pfiroda a
nauka o Zemi, v okruhu ziva pfiroda se jejich vysledky vyznamné nelisily.
v pouzivani znalosti a v uvazovani byly jejich vysledky s divkami srov-
natelné. Pramérné vysledky chlapct a divek ¢lenskych zemi EU se nelisi
v pouzivani znalosti, divky mély lepsi vysledek v uvazovini a v okruhu
neziva pfiroda a nauka o Zemi. Prumérné vysledky chlapct a divek v CR
a EU na dil¢ich skalach zachycuje graf na obr. 10.
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Obr. 10 Primérné vysledky chlapcii a divek CR a EU na diléich $kélach —
pfirodovéda

Postrehy z dotaznikovych Set¥eni

Soucésti Setfeni TIMSS 2019 bylo dotaznikové Setfeni mezi fediteli skol,
uciteli testovanych zaki, samotnymi zaky a jejich rodi¢i. Dotazniky po-
skytuji cenné dopliujici informace a poméhaji pii interpretacich vysledk.
V dotaznicich se obvykle vztahuje vice polozek k danému tématu a z od-

povédi na né se pak vytvaii obecnéjsi ukazatele (indexy). Déle uvadime
nékterd vybrané zjisténi z dotaznikovych Setfeni.

Podminky vyuky

Podle vyjadreni Fediteli §kol vice nez polovina 7kt v Ceské republice
navstévuje 8koly, kde se nachazeji spiSe dobfe situovani zaci, coz je v ramci
EU nadprimérny podil. Tato skupina zakt dosahuje lepsich vysledki.

7 odpovédi rodic¢u testovanych zaka vyplyva, ze v Ceské republice je
pri nastupu do zakladni Skoly nizsi podil zéka zvladajicich velmi dobie
vybrané pocetni a ¢tenafské ¢innosti, nez je primér ¢lenskych zemi EU.
Tito zaci dosahli vyrazné lepsich vysledkt nez ostatni zaci.

Ptiblizné 70 % ceskych zaki 4. ro¢éniku se nachazi ve gkolach, kde ma
podle feditelti nedostatek ¢i nevhodnost materidlniho vybaveni a personal-
niho zajisténi urcity vliv na vyuku. Tento podil odpovidad mezinadrodnimu
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prumeéru. Pfiblizné jedna ¢tvrtina ¢eskych zaka navstévuje skoly, kde po-
¢et dostupnych pocitaci prevysuje pocet zaki; u poloviny zaku pripadaji
na jeden pocitac jeden az dva zaci.

Ceska republika patii na zakladé odpovédi fediteli Skol k zemim s nej-
niz8im darazem na studijni aspéch zaka. V poslednich 12 letech se podle
vypovédi uciteli pravidelné zvysuje podil ¢eskych zakt vyucovanych udi-
teli, ktefi hodnoti miru pochopeni cila SVP a miru realizace SVP jako
vysokou.

Ptiblizné dvé tfetiny ¢eskych zaki se nesetkavaji se Sikanou téméfr nikdy,
naopak asi jednou tydné se s ni setkava 6 % zaki. Pravé u této nejpro-
blematic¢téjsi skupiny zaka, ktefi také dosahuji vyrazné horsich vysledk,
bylo v porovnani s rokem 2015 zaznamenano snizeni podilu zaku.

Rodite zékt v Ceské republice vyjadrili nejmensi spokojenost se skolou,
do které jejich dité chodi, ze vSech ¢lenskych zemi EU. Podil ¢eskych zakt
velmi spokojenych rodi¢t se Skolou jen o malo pievySuje jednu tfetinu.
Nizs§i miru spokojenosti se 8kolou vyjadiuji rodice s vys$sim dosaZenym
vzdélanim.

Pribéh vyuky

Ceska republika pati{ v EU k zemim s podprimérnym celkovym po-
¢tem vyucovacich hodin zaki 4. ro¢niku a s podprimérnym poctem hodin
matematiky i pfirodovédy.

Do dalsiho vzdélavani se uéitelé zapojili ve vétsi mife v matematice nez
v prirodovédé. V obou predmétech byl v porovnéni s rokem 2015 zazname-
nan ve vétsiné oblasti nartst intenzity dalsiho vzdélavani ¢eskych uditelt,
naopak prekvapivé doslo k poklesu dalstho vzdélavani zaméreného na vyu-
zivani informacnich technologii. Pravé v této oblasti vyjadrili ¢esti ucitelé
nejvétsi potiebu vzdélavani v budoucnosti.

Utitelé v Ceské republice pocituji ze viech lenskych zemi EU nejnizst
miru omezeni vyuky ze strany zaki.

Cesti zaci se v hodinach matematiky setkavaji s nevhodnym chovanim
priblizné ve stejné mife jako v primeéru zaci ¢lenskych zemi EU. Zaci s vySsi
mirou nevhodného chovani v hodinach dosahuji horsich vysledki.

Ceska republika se fadi v EU k zemfm s nejnizsf podporou badatelskych
aktivit ze strany ucitele v hodinéch pfirodovédy (viz obr. 11).

Cesti ucitelé patfi k nejméné spokojenym se svym povolanim (viz obr. 12).
Velmi spokojeni ¢esti ucitelé uci 35 % zaki, zatimco v zemich EU je to
primérné 50 % zakda.
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Obr. 11 Podil zéka podporovanych uéiteli v badatelské ¢innosti alesponn v po-
loviné hodin — pfirodovéda
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Obr. 12 Podil zakt vyucovanych velmi spokojenymi uéiteli v krajich CR
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7 30az50%
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Zaci

Ceska republika patii k zemim s nejvyssim podilem zaki, jejichz pred-
gkolni dochazka trvala tii roky a vice a ktefi ¢asto provadéli pocateéni
Ctenaiské a podetni aktivity. Skupiny zéka s kratsi predskolni dochézkou
a s méné Castymi pocateénimi aktivitami dosahuji v priméru horsich vy-
sledkd.
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Vztah ¢eskych zaki ke skole nelze povazovat za dobry, mira jejich souna-
lezitosti se 8kolou byla jedna z nejnizsich. Skupina zaka pocitujicich vy-
sokou sounalezitost se §kolou dosahuje pramérné vyssich vysledkt v ma-
tematice a v piirodovédé nez skupina zakt s nizkou soundleZitosti. Zaci
v Ceské republice chodi do Skoly nejméné radi v porovnani s jejich vrstev-
niky z ostatnich zemi EU.

Obliba matematiky je v CR podprumérna a rfadime se k zemim s nej-
niz8i oblibou prirodovédy mezi zaky 4. ro¢niki. Zéei, ktefi se velmi radi
u¢i matematiku nebo prirodovédu, dosahuji primérné vyrazné lepsich vy-
sledkti v testu TIMSS neZ Zaci, ktefi se matematiku nebo piirodovédu
neudi radi.

Sebeduvéra eskych zakia v matematice je mezi zemémi EU jedna z nej-
niz8ich. V pfirodovédé cesti zaci prokizali nejniz$i miru sebeduvéry ze
viech zemi EU. Zaci s nizsi sebedivérou v nékterém z predmétt v ném
dosahuji v priméru horsiho vysledku.

Témeér vsichni zaci 4. ro¢nika uvedli, Ze se jim velmi libilo, pfipadné
docela libilo provadéni testu na pocitaci. Vice nez 90 % ceskych zaku
souhlasilo s tvrzenimi, Ze poc¢ita¢ umi dobfe pouzivat a ze psani na pocitaci
jim jde dobfe.

Zaveér

Cesti zaci 4. roéniku dosahli v Setieni TIMSS 2019 nadprimérného vy-
sledku v matematice i v pfirodovédé. Tti ¢lenské zemé EU mély v matema-
tice lepsi vysledek a dalsich pét vysledek srovnatelny s Ceskou republikou.
V prirodovédé byly lepsi dvé ¢lenské zemé EU a pét jich mélo vysledek
srovnatelny s ¢eskymi zaky.

V matematice doslo od roku 1995 do roku 2007 u éeskych zaki k vel-
kému poklesu vysledku, ktery se v nasledujicich cyklech postupné zlepSo-
val. Po mirném zlepSeni od roku 2015 je primérny vysledek ¢eskych zaki
poprvé po 24 letech srovnatelny s vysledkem zakt v prvnim cyklu TIMSS
1995. Vysledek ¢eskych zaki v pfirodovédé byl v roce 2007 také nizsi, ale
jiz v nasledujicim cyklu TIMSS 2011 byl srovnatelny s rokem 1995 a nadéale
zistava priblizné na stejné trovni.

V Ceské republice je v obou sledovanych pfedmétech v porovnani s pru-
mérem EU o mélo vyssi podil zaki ve vysoké a ve velmi vysoké védomostni
drovni, a naopak o néco nizsi podil zakid v nizké drovni a pod ni. V mate-
matice se od roku 2015 mirné€ zvysil podil éeskych zaki ve dvou nejvyssich
drovnich.
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V roce 2019 si v matematice zaci CR vedli relativné lépe v okruzich &sla,
geometrie a uvazovani, naopak relativné hire pak v prokazovani znalosti
a pri praci s daty. V pfirodovédé byli Gspésnéjsi pii prokazovani znalosti,
a naopak htfe se jim vedlo pfi pouzivani znalosti a v okruhu neziva piiroda.

Cesti chlapci byli tsp&snéjsi nez divky ve vSech tematickych i doved-
nostnich okruzich v matematice a ve tech prirodovédnych okruzich (neziva
piiroda, nauka o Zemi a prokazovani znalosti).

Ceska republika bohuzel stale patii k zemim s nejnizsi oblibou mate-
matiky a pfirodovédy a nedobrym vztahem zaku ke Skole. Nizka je i jejich
sebedtivéra v matematice a pfirodovédé. VétsSinu zakad udéi ucitelé, kteii
nejsou spokojeni se svym povolanim. Vysoka je také nespokojenost rodic¢i
se Skolou. Je proto tfeba hledat cesty, jak motivovat nejen zéky, ale i uci-
tele a vytvaret pro né ve Skole pratelské a bezpeéné prostiedi, ve kterém se
jim bude vzajemné dobfe pracovat. Protoze nespokojeny ucitel jen tézko
prispé&je k dobrému vztahu zéka k predmétu i skole.
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Dalsi informace a materialy k projektu TIMSS lze nalézt na adreséch:
Mezinarodni stranky: http://timssandpirls.bc.edu/
Narodni stranky: www.csicr.cz/Prave-menu/Mezinarodni-setreni/TIMSS
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Priklady tloh pro rtzné védomostni Grovné
Matematika

Nizkd vroven

Tabulka udava hmotnosti tyi medvédd.

m':;:; da Hmotnost (kg)
Malajsky 150
Panda 200
Baribal 250
Hnédy 500

Pouzij informace z tabulky a dokon(i sloupcovy diagram.
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Malajsky Panda Baribal Hnédy

Druh medvéda

Stredni urover

Doplii obrazec tak, aby ¢arkovana ¢ara byla osou soumérnosti.

Oznat Ctverecky v siti.
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Vysokd droveri

V nadrzi bylo 12 litrd vody.
Radek pak pfilil do nadrZe 3 litry vody a Ivana piilila do nadrZe dali 3 litry vody.

Kterym vypottem miiZes zjistit mnoZstvi vody v nadrzi?

AY12+(2+3) B)Y(12+3)+(12+3) O(12+2)-3 D)12+{2-3)

Velms vysokd drovert

Utitel chee rozdélit 30 Zaka do skupin tak, aby

» kaZda skupina méla stejny podet Zakd a zarover

» kazda skupina méla lichy podet Zaka.

Napi§ dva rizné zpasoby, jak by uéitel mohl skupiny vytvofit.
Zpusob 1

Podet skupin:

Poget Zakt v kazdé skuping:

Zpusob 2

Podet skupin:

Podet 24kl v kazdé skuping:
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Prirodovéda

Nizkd drovert

Ktery zivodich mé patei?

motyl

Stiredni uroveri

Na obrazku je Zelva a meduza, které plavou v ocednu. Vedle nich se vznasi plastova taska.

Zdavodni, pro jsou plastové predméty v oceanu nebezpe&né pro Zivodichy, jako jsou tfeba Zelvy.
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Vysokd droveri

Jarda rozsvitil baterlu

W baterce se jeden druh energie ménina jiny.
Flteré tvrzeni popisuje tuto zmeénu?

&) Eleltricka energle se méni na svételnou energii.
B Pohiybova energle se méni na svételnou energii.
) Bvételna energie se ménina eleltrickou energi.

D) 3vételna energie se ménina pohybovou energil.

Velmi vysokd droveri

Rodni obdobi na Zemi jsou zplsobena naklonem zemské osy.
Vermeésté A je léto. V jaké poloze je Zemé, kdyZ je ve mésté A léto?
Pretahni Zemi do polohy, kterd ukazuje, Ze je ve mésté A léto,

&

O

/"’
\»

e
e
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INFORMATIKA

Vyuka v dobé koronavirovych
restrikei

RADIM BELOHLAVEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Koronavirus SARS-CoV-2 a vladni reakce na Sifeni tohoto viru plos-
nym omezenim nebo zakazem fady aktivit, které jsou pro normalni zivot
stéZejni, tvrdym zpisobem zasahly vSechny slozky naSi spole¢nosti. Mezi
vazné postizené oblasti patii Skolstvi, a to jak Skolstvi zakladni a stfedni,
tak skolstvi vysoké. V ¢lanku popisuji, jak na katedfe informatiky Fesime
problémy, které uzavieni §kol zptisobuje.

Rozhodnuti, ktera jako vedouci katedry v soucinnosti s garanty nasich
studijnich programt ¢infm, maji spole¢ného jmenovatele — dilema, jak na
jedné strané vyjit vst¥ic studenttim, jejichz situace je obtizné, a na druhé
strané udrzet kvalitu studijnich programi, které pro vice nez 500 stu-
dentd zabezpecujeme. Mnozi studenti se totiz potykaji nejen s primarnim
problémem, tedy s absenci prezenéni vyuky, ale i s riznorodymi sekundér-
nimi problémy, které soucasna spolecenska situace prinasi. Udrzet kvalitu
vzdélavani v naSich programech v souladu s akredita¢nimi standardy je
na druhé strané naSe zakladni povinnost. Toto dilema nem4 za vladou
nastavovanych, ¢asto se ménicich podminek, jednoduché reseni.

,Pred zavorku“ bych rad vytknul dvé skute¢nosti. Za prvé, tradi¢ni
zpusob vzdélavani se od vzdélavani bez osobniho kontaktu student-uditel
a bez osobnich kontaktt mezi studenty, na ktery vSechny typy skol musely
prejit, radikalné lisi. Lisi se nejen pouZitelnymi metodami vyuky (zejména

Clanek byl piivodné napsadn pro Magazin Katedry informatiky a vySel v jeho 14.
¢éisle http://www.inf .upol.cz/magazin/magazin-14.pdf.
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o nich se hovoff), ale i samotnym konceptem a jeho moZnostmi (o tom, byt
nosti s vyukou v obdobi koronaviru na zakladnich skolach. Pouhé pfepnuti
tradi¢ni vyuky do distancni podoby nefunguje. Vysledek je nesmirné na-
ro¢ny pro ucitele, pro zaky i pro rodice. O tom, Ze takové distan¢ni vyuka
na zékladnich skol4ach do uspokojivé miry nahrazuje tradi¢ni vyuku ve sko-
lach, nelze vibec hovorit. Podobné, i kdyz v konkrétnich vécech odlisné,
je to s vyukou na vysokych Skolach. Zékaz piitomnosti studentti na vy-
sokych gkolach napiiklad znemoziuje piistup studenti k pristrojovému a
technickému vybaveni, coz vzdélavani studentti poskozuje.

Za druhé, situace nas, vysokoskolskych uciteld, je v dobé& uzavieni kol
jednodussi nez situace ucitelt zakladnich 8kol, zejména na prvnim stupni,
ktefi — tak jako my — chté&ji své zédky naucit pokud mozno to samé co za
normalnich podminek. My — na rozdil od nich — u¢ime dospélé lidi.

Zakaz prezenéni vyuky nés zastihl v rozbéhnutém letnim semestru roku
2020. Protoze jsme na to — stejné jako ostatni vysoké Skoly — nebyli pfipra-
veni a predpokladali jsme, Ze zdkaz bude trvat kratce, improvizovali jsme
a pouzivali rizné ad hoc metody — vyuku na dalku pomoci nastroji Zoom,
MS Teams a dalsich, nahravani pfednasek nebo jsme poskytovali studijni
materialy s doprovodnymi informacemi. V tomto reZimu probéhl semestr
az do konce vyukového obdobi. Zkouskové obdobi véetné statnich zavé-
reénych zkouSek nastésti mohlo probéhnout normalné, tedy s prezenénim
zkouSenim.

Novy akademicky rok zacal v zari 2020. Pro nas byl vyznamny tim, ze
v ném v prvnich ro¢nicich bakalaiFské i magisterské etapy nabihaly nové
akreditované studijni programy se specializacemi, o kterych jsme infor-
movali v ¢isle 12 Magazinu katedry informatiky. V bakaléiské etapé slo
o programy Informatika a Informacni technologie, v magisterské etapé
o specializace Obecna informatika, Uméla inteligence, Vyvoj software a
Pocitacové systémy a technologie.

V z&fi zaéinalo byt ziejmé, Ze k néjakému uzavirani skol opét dojde.
Préli jsme si, aby bylo zejména studentim prvnich roéniki umoznéno ab-
solvovat alespoii nékolik tydnti prezenc¢ni vyuky — pfechod ze stfedni na vy-
sokou 8kolu neni jednoduchy ani za norméalnich okolnosti, natoz distanc¢né.
To nakonec vy$lo — na rozdil od studenti nékterych jinych vysokych skol,
ktefi nastoupili do prvniho roéniku uz v distanénim rezimu, mohli stu-
denti v8ech na8ich ro¢nika diky epidemické situaci v Olomouckém kraji a
vladnim podminkadm absolvovat prvni tfi tydny prezencné. S garanty stu-
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dijnich programu jsme mezitim pfipravili pravidla — minimalni standardy,
které vyucujici museli zajistit — pro vyuku v distanénim rezimu. VSechny
prednasky pro prvni a druhé roéniky byly natac¢eny, v dobé stanovené roz-
vrhem byly vysilany formou streamu na youtube s moznosti student klast
dotazy, poté byly zédznamy studentim zpfistupnény. Pfednasky pro prvni
ro¢niky probihaly kvili zachovani autenti¢nosti v aule. Vyuka cviceni a
predméti ve vyssich ro¢nicich probihala také v dobé stanovené rozvrhem,
zpravidla prostfednictvim Zoom nebo MS Teams. Zabezpeceni tohoto re-
zimu se ukazalo byt znacné naro¢nym na lidské zdroje katedry a nebyt
vyznamné pomoci doktorandi katedry pfi nataceni prednések, piesdhlo
by naSe moznosti. V tomto rezimu bylo vyukové obdobi semestru dokon-
¢eno.

Samostatnou kapitolu predstavuje skladani zkousek. Az na nékolik vy-
jimek (tzv. pfedterminy) zacalo s novym rokem 2021. Horké téma, ke kte-
rému pristupuji rizné katedry riznymi zptsoby, pfedstavuje za soucasné
situace forma zkouSeni. VIadni nafizeni umoznuje prezen¢ni zkousSeni, a to
v po¢tu nejvySe 10 pritomnych v jedné mistnosti. Toto omezeni — vzhle-
dem k jinym omezenim vyjimeéné volné — odrazi vyznam prezen¢ni formy
zkouSeni pro udrzeni kvality studijnich programt. To plati i pro naSe pro-
gramy. Zkousky v nich proto probihaji prezen¢ni formou; distan¢ni forma
je povolena, jen pokud o ni student pozada a schvali ji vedouci katedry.")
Studentiim nabizime vzhledem k okolnostem nadstandardné vysoky pocet
zkouskovych termint. Informovali jsme je také o tom, ze zkousky z pred-
métli za zimni semestr budou vypisovany i po probihajicim zkouskovém
obdobi, a to jak v priibéhu nadchéazejiciho letnfho semestru, tak po jeho
ukondcenti.

Skladani zkousky je podstatnou ¢asti studia. V soucasné situaci je na-
vic zkouska vétsinou jedinou moznosti osobniho kontaktu student-ucitel.
Zkouska nemé spocivat jen v tom, Ze se zadaji otazky, vyhodnoti odpovédi
a rozdaji znamky. Na spravné provedené zkouSce — v soucasné situaci je
to obzvlast dulezité u studentt prvnich ro¢nikt — jde o to ovérit studen-
tovy znalosti v rozhovoru (typicky nad kratkou pisemnou pi¥ipravou, ve
které student napiSe hlavni body své odpovédi, popiSe algoritmus, napiSe
zdrojovy kod, definice, matematicka tvrzeni, pfipadné dikazy nebo Teseni
prikladu). Béhem tohoto rozhovoru se spole¢né piSe na papir nebo tabuli

1 Ocetiuji, ze vedeni univerzity a vedeni nasi fakulty svéfuje v této véci kompetenci
katedram a neklade jiné podminky nez dodrzet vladni nafizeni. Véc je oboroveé specificka
mé o ni rozhodovat katedra.
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FAlt

(piSe student i ucitel), ucitel studentovi nejen sdéluje ,,dobie a ,Spatnd“,
ale — a to zejména — sdéluje mu pripominky, vysvétluje, v ¢em je jeho
odpovéd nespravné nebo jak ji lze vylepsit. K namitkam uditele miize mit
student své namitky, na né ucitel opét reaguje atd. Zpétna vazba, kterou
student timto zpisobem od ucitele ziskd, ma velky vyznam.

Distanc¢ni zkouSenti je pro tyto potfeby nedostate¢né a nevhodné. Uvedu
dva dtvody. Prvni je technicky. Spole¢né psani na papir (nebo elektronické
médium) je velmi komplikované, ¢asto nemozné, protoze student napf¥. ne-
naro¢néjsi vybaveni nez sdileny papir. Druhy divod je nasledujici. U kazdé
zkousky musi byt zaruc¢eno, Ze znalosti, které zkouseny piedvadi, jsou jeho
(neopisuje, nikdo mu nenapovida apod.). To je u prezenéniho zkouSeni
snadné a takika automaticky zaru¢ené. U distanéniho zkouSeni to je ob-
tizné.?) To je reflektovano v riznych manualech pro distanéni zkougeni
(cituji z jednoho takového manudlu: ,,Zkousejici poudi studenta, Ze mimo
standardni okolnosti ve véci podvoda, musi byt student po dobu trvajici
zkousky v mistnosti sdm a zkousejici mize pozadovat prohlidku mistnosti
pomoci webkamery a pripadné jeji nasledné uzamceni nebo prohlidku stolu
a pozadovat odstranéni vSech véci z néj.“; nebo: ,,béhem ustni zkousky
musi se zkouSejicim udrzovat oéni kontakt. Na jeho nedodrzeni bude zkou-
Sejicim nebo ¢lenem komise, opakované (nejvyse dvakrat) upozornén, pii
tfetim upozornéni zkousejici vyhodnoti, zda se ve zkouSce nepokracuje a
pokus zkousky byl anulovan; podobnych citati bych mohl uvést vice). At
uz bude zkouSejici vychézet z manualu nebo to udéla jinak, popisovany
problém vzdy povede k tomu, Ze zkouska bude probihat v atmosfére expli-
citné vyjevené apriorni nediivéry ucitele v poctivost studenta, coz je pro
obé strany nediistojné. Zadny zézraény manual uvedeny problém nevyresi.
Studenti i ucitelé védi, ze podvadét pii distanénim zkouSeni je snadné. Ke
kazdému opatfeni zabranit mu bude objevena metoda, jak ho obejit.

Jaké budou vysledky, tedy kolik se toho studenti v uplynulém semestru
oproti minulym roktim naudcili, teprve uvidime. Zda se ale, Ze nasi studenti
i za nepfiznivych okolnosti na studium nerezignovali a usilovné pracuji.
Tomu nasvédcoval pritbéh cviceni béhem semestru. Na zakladé vysledku
u prvnich provedenych zkou$ek mych predméti i na zékladé zkuSenosti
svych kolegi se mi zd4, ze velmi dob¥i studenti se s distan¢ni vyukou vy-
poradali dobfe. O poznani hufe, zd4 se, se s distanéni vyukou vyporadavaji

2)Tim nevyslovuji podezfeni, Ze nasi studenti podvadéji. Popisuji podminky, které
musi byt zaruceny.
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prumeérné dobii studenti. Velmi obtizné je stavajici situace pro studenty
kombinovaného studia. Tito studenti, vétsinou zaméstnani lidé, sice i za
normalnich okolnosti studuji z¢asti distanéné, vyrazné na né ale dopadaji
sekundarni problémy soucasného uzavieni: maji rodiny a doma déti, které
nemohou chodit do skoly.

V obtiznych dobach mame byt optimisty. Mj optimismus vychazi z na-
déje, Ze TeSeni soucasné situace plosnym uzavieni spole¢nosti bude opus-
téno, 8koly — zékladni, stfedni i vysoké — budou opét otevieny a spole¢nost
se i v jinych ohledech dostane do normalnéjsiho stavu.

Knuthovy vanoc¢ni stromky

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Zajemcum o informatiku je patrné dobfe znamé jméno amerického infor-
matika, drzitele Turingovy ceny, Donalda Ervina Knutha. Tento skromné
vystupujici védec s jedine¢nym smyslem pro humor a renesanénim zdbérem
(Knuth je mimo jiné zdatnym varhanikem) je tvircem typografického sys-
tému TEX, v ném# je vysazen i ¢asopis MFLY a autorem fady védeckych
¢lanki a knih. Pozoruhodna je naptiklad knizka [3], ve které Knuth formou
rozhovoru vysvétluje konstrukei takzvanych surrealnych ¢isel. Bezpochyby
nejvyznamnéj$im Knuthovym dilem je vSak mnohosvazkova monografie
The Art of Computer Programming, kterou zacal psat béhem svych dok-
torskych studif na Kalifornském technologickém institutu®) a na které ve
svych vice nez 80 letech, jakozto emeritni profesor, stale pracuje.

The Art of Computer Programming je nepifebernou studnici algoritmui
z mnoha oblasti informatiky vybavenych nazornymi obrazky vypracova-

DR4d bych vyuzil této prilezitosti a podkoval RNDr. Miloslavu Zavodnému, ktery
se mnoho let o sazbu Casopisu ve zminéném typografickém systému stara.

2)Kalifornsky technologicky institut (také zvany Caltech) je soukroma univerzita,
ktera se nachéazi v Pasadené v USA. Absolventy jsou naptiklad Walter Bright, ame-
ricky informatik, tvirce programovaciho jazyka D, Stephen Wolfram, britsky fyzik a
matematik, tvirce pocitac¢ového programu Mathematica, nebo John McCarthy, ame-
ricky informatik, jeden ze zakladatelii umélé inteligence (jako prvni zacal tento termin
pouZivat) a tviirce programovaciho jazyka Lisp.
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nymi s peclivosti, ktera je Knuthovi vlastni. Tuto skutecnost jsem si ne-
déavno opét uvédomil, kdyZz jsem hledal zptisoby generovani a uspofadani
vSech bitovych Fetézci®) konetné délky. Ve &tvrtém svazku The Art of
Computer Programming [4] jsem narazil na jednu vskutku zajimavou me-
todu, ktera usporadava bitové fetézce do schématu Knuthem pojmenova-
ného jako Christmas tree pattern.

Duvodem pro tento ponékud neobvykly nazev je zejména fakt, ze schéma
pro vétsi délky fetézci skuteéné pripomina vanoéni stromek. Knuth déle
uvadi, ze tento nazev zvolil také proto, ze zminénou problematiku uspora-
dani vSech bitovych fetézcii prednesl na tradiéni vanocéni prednasce ,,Christ-
mas Tree Lecture® [7] pofadané v prosinci 2002 na Stanfordové univerzité.

Donald Ervin Knuth (zdroj: Wikipedia)

1. Jak vypada Knuthiv stromek

Jak bylo feceno, jde ndm o problém generovani vSech bitovych fetézct
kone¢né délky; tuto délku si oznacime jako n. Chceme tedy ziskat a vhodné
usporadat celkem 2" bitovych fetézcta. Vyfesit tento problém je snadné;
staci vzit prirozena ¢isla od 0 do 2™ —1, prevést je do binarni soustavy a vy-
psat je v potradi, které je dano usporadanim pfirozenych ¢isel 0,...,2" —1
podle jejich velikosti. Naptiklad pro n = 3 ziskdme 8 t¥iprvkovych bitovych
fetézcl

000 001 010 011 100 101 110 111

Knuthovy stromky na to ovSem jdou mnohem chytfeji. Ukazme si nej-
prve, jak vypada nejjednodussi Knuthuv stromek, ktery usporadava vsechny
bitové Fetézce délky 1; fikame, Ze se jedna o Knuthiv stromek fadu 1. Jde
o prosty radek

01

3)Bitovymi Fetézci mame na mysli Fetézce slozené z nul a jednicek. Tento nazev
(v angli¢ting bit strings) pouZiva pravé Donald Knuth v [4].
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Knuthiv stromek fadu 2 usporadava vSechny fetézce délky 2 do dvou
radki, jejichz sloupce jsou specificky zarovnané:
10
00 01 11
Obecny pfipad, tedy Knuthiv stromek fadu n + 1, je pak definovany tak,
7e prepiseme kazdy Fadek Knuthova stromku ¥adu n do jednoho, nebo
dvou Fadki podle nasledujiciho pravidla:

(i) pokud ma fadek pouze jeden prvek (tento prvek si oznaéime jako o1),
pak ho prepiseme do jediného radku ve tvaru

0'10 011

(ii) pokud ma Fadek vice nez jeden prvek (tyto prvky si oznacime jako

01,...,0s, kde s > 1), pak ho pfepiSeme do dvou Fadki v tomto tvaru
020 ... 040
010 011 ... 05_11 o041

Knuthtav stromek fadu 3, ktery fesi vyse uvedeny piiklad s usporada-
nim v8ech bitovych fetézca délky 3, je tedy vytvoren ze stromku fadu 2
nasledujicim zptisobem. Prvni fadek stromku fadu 2 mé pouze jeden pr-
vek o1 = 10; podle ¢asti (i) zminéného pravidla pfepiSeme tento fadek
do jediného fadku o dvou prvcich (Gervené je zvyraznéna nula a jednicka,
ktera byla podle pravidla pfipojena k bitovému Fetézci o ):

100 101

Druhy radek stromku fadu 2 méa t¥i prvky o1 = 00, 0o = 01 a o3 =
= 11. Tento Fadek tedy prepiSeme podle ¢asti (ii) pravidla do dvou Fadka
(CGervené jsou opét zvyraznény nuly a jedni¢ky pfipojené k o1, o2 a o3):

010 110
000 001 011 111

Cely Knuthiiv stromek fadu 3 tudiz vypada nasledovné:

100 101
010 110
000 001 011 111
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Knuthtv stromek fadu 4 méa tuto podobu:

1010
1000 1001 1011
1100
0100 0101 1101
0010 0110 1110
0000 0001 0011 0111 1111

Analogickym zptisobem pak mutzeme konstruovat stromky vyssich fadu.
Pro ilustraci si jesté pfedvedme Knuthiiv stromek fadu 8 (zobrazen je na
konci ¢lanku). Tento stromek ukazuje uspotradani vSech bitovych Fetézcti
délky 8 a mizeme tedy na néj nahlizet jako na schéma zachycujici vSechny
bajty.

Vidime, Ze definice Knuthova stromku fadu n je rekurzivn{ a v§imnéme
si dale, Ze nezalezi pouze na usporadani fetézcu v jednotlivych fadcich,
ale také Ze roli hraje uspotradani celych rfadka a zarovnani jednotlivych
sloupcti. Z uvedenych obrazkt je také patrna jista estetika — Knuthovy
stromky vys8ich fadi mohou svym tvarem vzdalené pripominat fraktaly.
To, co je vSak skutetné zajimavé, neni jejich vzhled, nybrz vlastnosti uka-
zujici, jak se v téchto schématech potkivaji klasické vysledky z rtznych
oblasti informatiky a matematiky.

Podivejme se nejprve na tii zdkladni vliastnosti, které se daji snadno do-
kézat pfimo z definice Knuthovych stromki uzitim matematické indukce:

(a) Kazdy bitovy Fetézec délky n se v Knuthové stromku fadu n vyskytuje
pravé jednou. Stromek Ffadu n ma tedy 2" bitovych fetézci délky n.

(b) Jestlize odislujeme sloupce Knuthova stromku zleva doprava, pficemz
¢islovat budeme od nuly,”) pak k-ty sloupec obsahuje viechny bitové
Fetézce s k jednickami.

(¢) Pro kazdy fadek Knuthova stromku plati, Ze bitovy fetézec v (k + 1)-
-tém sloupci vznikne z bitového Fetézce v k-tém sloupci prepsanim
jedné nuly na jednicku.

V Knuthovych stromcich se toho ovSem skryva mnohem vice. Podivejme
se tedy na né podrobnéji.

4 Toto &islovani sloupctt budeme pouzivat i ve zbytku ¢lanku.
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2. Sperneriv teorém

Jedna z nejzajimavéjsich vlastnosti je ukryta v prostFednim sloupci,”
ktery tvori, miazeme ¥ict, kmen Knuthova stromku. Nez se dostaneme k po-
pisu zminéné vlastnosti, udélame pomérné podrobnou, zdanlivé nesouvi-
sejici odbocku k jednomu klasickému problému takzvané extremélni teorie
mnozin.

Budeme uvazovat n prvkovou mnozinu U; dejme tomu, Ze tato mnozina
obsahuje ¢isla 1,2, ..., n jako svoje prvky. Symbolem P(U) budeme ozna-
¢ovat jeji potencni mnoZinu, tedy mnozinu vSech podmnozin mnoziny U,
symbolem |A| pak oznacime pocet prvki néjaké mnoziny A. Zajimat nas
budou mnoziny podmnozin F C P(U), které tvoii takzvany antiretézec.
V antifetézci jsou libovolné dvé riizné mnoziny neporovnatelné vzhledem
k mnozinové inkluzi C; to znamena, plati-li A, B € Fa A # B, pak A ¢ B.
Prikladem antifetézce na mnoziné U = {1,2,3,4,5} je tato mnoZina

{1}, {2,3}}

K tomuto antifetézci vSak muzeme pfidat jesté dalsi prvky tak, aby ne-
byla podminka neporovnatelnosti porusena; nasledujici mnozina je také

antiretézcem:
{{1}.{2,3},{3,4},{2,4,5}}. (1)

Zajimat nas bude, kolik prvka budeme jesté schopni pridat tak, aby nové
vznikla mnozina byla stéle antifetézcem. Jinymi slovy, pokusime se odpo-
védét na otazku, kolik prvka mé nejvétsi antifetézec.

Abychom byli schopni odpovédét na tuto otazku, podivame se nejprve
na jeden jednoduchy zptisob, jak systematicky vytvaret antifetézce urci-
tého typu: je totiz jasné, Ze staéi vzit vSechny (nebo jen nékteré) pod-
mnoziny se stejnym poctem prvku. Napiiklad mnozina sloZené ze vSech
jednoprvkovych podmnozin

{1323, {3}, {4}, {51}

5

1) = 5 prvki. Mnozina dvouprvkovych

je zjevné antifetézcem obsahujicim (
podmnozin

{25 {133, {1, 43, {1,5},{2, 3}, {2,4},{2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}}

5)P¥ipadng v prostiednich dvou sloupcich. Z p¥ikladi v predchozi sekci jsme totiz
mohli vypozorovat, Ze pro sudé n je uprostfed jeden sloupec, pro liché n jsou vsSak
uprostied sloupce dva.
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je taktéz antifetézec, ktery je vétsi nez predchazejici antifetézec; ma cel-
kem (g) = 10 prvki. Obecné tedy mnozina slozen4 ze vSech k prvkovych
Z
jak funguji kombinacni ¢isla (Z), zéhy zjistime, Ze nejvétsi antifetézec zis-
kany timto zptisobem bude sloZen ze v8ech podmnozin o k = | 5 | prvcich,
kde |-] znadi operaci odfezavajici desetinnou ¢ast daného &isla. Velikost
tohoto antifetézce je proto rovna Cislu

(LZJ)' @

Je pomérné prekvapujicim zjisténim, ze neni mozné zkonstruovat an-
tifetézec, ktery by mél v&tsi pocet prvki nez (2) a to ani v piipadg, ze
se budeme snazit antifetézec sestavit tak, zZe bude obsahovat podmnoziny
riiznych velikosti.”) Plati tedy tvrzeni, Ze je-li mnozina F C P(U) antife-
tézcem, pak |F| < (ng). Tomuto tvrzeni se fika Spernertiv teorém; pub-
likoval ho roku 1928 némecky matematik Emanuel Sperner (1905-1980).
Cislu (2) se pak ¢asto Fika Spernerovo ¢islo.

Nahlédneme-li do piivodniho Spernerova ¢lanku [6], zjistime, Ze toto jed-
noduse vypadajici tvrzeni ma dosti slozity a dlouhy dikaz. Casem se viak
objevilo nékolik praci, které ke Spernerovu teorému pristupuji zcela odlisné
a dokazuji ho vyrazné kratsim zpisobem. Ukazeme si jeden takovy dikaz,
ktery byl publikovan roku 1966 pod pfizna¢nym nazvem ,,A short proof of
Sperner’s lemma® [5] americkym matematikem Davidem Lubellem. Tento
dikaz je zaloZen na jednoduchych tvahach, ke kterym vyuzijeme kombina-
toriku ze stfedni skoly. Poté se podivame na to, jak souvisi s Knuthovymi
stromky (méné trpélivy ¢tenar tedy muze dikaz preskocit).

Pro Lubelliv dikaz jsou kli¢ové posloupnosti podmnozin Cy,...,C,
mnoziny U, pro které plati tyto dvé podminky:

0=CocCic---CcCp1CC,=U,
|Ci|=iproi=0,...,n.

podmnozZin je antifetézcem o velikosti ( ).6> Zamyslime-li se nyni nad tim,

Posloupnost tedy za¢ind prazdnou mnoZinou, mnozina C; obsahuje pravé
jeden prvek z U, C5 vznikne z C; pridanim dalsiho prvku z U a stej-
nym zpisobem pokrac¢ujeme az k mnoziné C,,, ktera proto musi obsahovat

k
je pocet moznosti, kterymi lze vybrat k£ prvki z n prvki, pficemz nezalezi na pofadi
vybranych prvki; jinymi slovy, je to pocet k prvkovych podmnozin n prvkové mnoziny.

7)Podobng, jako jsme to ucinili na zadatku této sekce v prikladu s antifetézcem (1).

6) P¥ipomenime, 7e (Z) je takzvané kombinacni &islo, které je rovno #'—k)' W)
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v8echny prvky z U. Tuto posloupnost podmnozin proto muZzeme nazvat
Fetézcem.®) Polozme si otazku, kolik existuje takovych riznych Fetézci.
Odpovéd je jednoducha: fetézce se ligi tim, v jakém pofadi pridavame
prvky z U; takovych pofadi je presné tolik, kolik je permutaci n prvkové
mnoziny U. Ruznych Fetézcu je tedy n!.

Uvazujme nyni libovolny antifetézec F C P(U) a libovolnou k prv-
kovou mnozinu A € F tohoto antifetézce. Zkusme vypocitat, kolik vyse
definovanych fetézca Cy, . . ., C,, obsahuje A jako sviij prvek. Opét se jedna
o0 jednoduchou kombinatorickou tivahu: jestlize je A jednim z prvku fetézce
Cy,...,Cy, pak musi byt na k-tém misté tohoto fetézce (protoze A ma k
prvkd), neboli A = Cj. Navic tento Fetézec musel vzniknout tak, Ze se
nejprve postupné k préazdné mnoziné pridalo v néjakém poradi vSech k
prvki z A a teprve poté se k mnoziné A pfidalo v n&jakém poradi viech
zbyvajicich n — k prvka z U. Takovych moZnosti je celkem k!- (n — k)!;
pocet fetézct obsahujicich A je tedy roven pravé tomuto &islu.

Posledni uvaha Lubellova dikazu, kterou je potieba uéinit, je nasledu-
jici. Ozna¢me si symbolem my, pocet k prvkovych mnozin antifetézce F.%)
Je jasné, ze pocCet vSech prvkia antifetézce F je mozné zapsat pomoci ¢isel
my, takto:

F1 = my. (3)
k=0

Vime, Ze kaZzd4 z k prvkovych mnozin antifetézce je obsazena v k!- (n—k)!
fetézcich; téchto k prvkovych mnozin je my, takZze pocet vSech Tetézci,
které obsahuji tyto k prvkové mnoziny je my-k!- (n—k)!. Viechny mnoZiny
antifetézce F jsou tak obsazeny celkem v Y ;_,my - k! (n — k)! navzajem
riznych fetézcich.'?) Celkovy pocet fetézci, jak jsme ukazali vyse, je n!,
takZe pravé uvedeny soucet nemiize presahnout tento faktorial; plati tedy

8)Jedna se o Fetézec v tom smyslu, ze je kazdy prvek posloupnosti porovnatelny
s libovolnym jinym prvkem této posloupnosti. Retézec podmnoZin je proto jistym opa-
kem antifetézce podmnozin. Pro jistotu dodejme, Ze termin ,fetézec podmnozin® nijak
nesouvisi s terminem ,bitovy fetézec*. Anglicky psané texty jsou v tomto ohledu uvazli-
véjsi, pro fetézec podmnozin se pouziva slovo ,chain®“ pro bitovy retézec slovo ,string*.

9) Ve vyse uvedeném piikladu antifetézce (1) je mg = 0 (antifetézec neobsahuje prazd-
nou mnozinu), my = 1 (antifetézec obsahuje jednu jednoprvkovou mnozinu) a dale pak
mo =2, m3=1amyg =0.

10)Bude dobré si uvédomit, e neexistuje Fetézec, ktery by obsahoval dvé riizné mno-
ziny A, B € F daného antifetézce. Divod je nasnadé; A a B jsou neporovnatelné mno-
ziny (jelikoZ to jsou prvky antifetézce) a fetézce z definice obsahuji pouze porovnatelné
mnoziny.
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Sh_omk k! (n—k)! < nl. Uvedenou nerovnost miizeme vydélit n! a dale
provést nékolik jednoduchych tuprav, ¢imz dostaneme

n 1. (n — k)

n!

ULS? (4)

o
—
>3
~—

k=
Jak jsme si jiz Tekli, nejvétsi hodnoty dosahuji kombinacéni &isla (Z) pro
k = [%]; levou stranu nerovnosti (4) tak mizeme zdola omezit:
n\ = n - n .
(&) (z) (%)

k=0 k=0

Z tohoto omezeni a nerovnosti (4) plyne:

Do Mk <1.
(15))

Vyuzitim vztahu (3) kone¢né dostavame

7] <1

(a) ~

1= (LnJ)

coz je presné nerovnost, o které mluvi Spernertiv teorém.

neboli

Jak to v8echno souvisi s Knuthovymi stromky? Souvislost neni obtizné.
Na jednotlivé prvky Knuthova stromku fadu n se totiz mazeme divat jako
na charakteristické vektory podmnozin n prvkové mnoziny. Napiiklad ve
vySe uvedeném pifkladu Knuthova stromku fadu 4 je prvek 0000 charakte-
ristickym vektorem prazdné mnoziny @), prvek 0010 charakteristickym vek-
torem mnoziny {3}, prvek 0101 charakteristickym vektorem mnoziny {2,4}
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a podobné. Knuthiv stromek nam pfi tomto mnozinovém pohledu po-
skytuje velmi jednoduchy diukaz Spernerova teorému; stac¢i pouze vhodné
uchopit zakladni vlastnosti stromkt uvedenych v predchozi sekci.

Nejprve si uvédomime, e diky zakladni vlastnosti (a) jsou v Knuthové
stromku fadu n vSechny mozné podmnoziny n prvkové mnoziny, jsme proto
schopni najit v ném vsechny antifetézce, o jejichz délky se zajimé Sperne-
riv teorém. Ze zakladni vlastnosti (¢) dale plyne, Ze pro dva bezprostFedné
sousedici prvky oy a ory1 na stejném Ffadku plati o, C op41. Kazdy fadek
tak tvoii Fetézec podmnozin.'") Pokud budeme chtit vytvoFit antifetézec,
tak to muzeme udélat pouze tak, ze z daného fadku Knuthova stromku vy-
bereme nejvyse jeden prvek; vice nez jeden prvek vybrat nemuzeme prosté
proto, ze kazdy radek je fetézcem, obsahuje tedy vzajemné porovnatelné
prvky, které vSak v antifetézci nemohou byt. Timto zptisobem tedy bu-
deme schopni vytvofit antifetézec, ktery bude mit nejvyse tolik prvk,
kolik je radkd v Knuthové stromku, pri¢emz pocet fadkt odpovida vysce
sloupce (piipadné sloupct pro n liché), které jsou uprostred. Ze zakladni
vlastnosti (b) ovSem vime, Ze k-ty sloupec obsahuje vSechny podmnoziny
s k prvky; pocet prvku k-tého sloupce je tedy (Z) Prostredni sloupec ma
tedy vysku rovnou Spernerovu ¢&islu, tedy (Lg J)' Kazdy antifetézec (ktery
jsme vytvorili vybérem nejvyse jednoho prvku z kazdého fadku Knuthova
stromku) proto miZze mit maximalné (Lg j) prvka.

Vyse prezentovany Lubelliv dikaz je velmi elegantni a zpravidla je
uvadén jako nejjednodussi ze vSech prozatim objevenych dikazi Sper-
nerova teorému. Vidime vSak, Ze jedine¢ny zpusob, jakym jsou v Knu-
thové stromku usporadany vsechny podmnoziny n prvkové mnoziny, umoz-
fiuje nerovnost uvedenou ve Spernerové teorému takika odecist z obrazku
stromku — neni tfeba zadnych slozitych tvah a zadného slozitého odvozo-
vani.

3. Systémy zavorek

V této sekci se podivame na vztah Knuthova stromku a takzvanych
systémai zdvorek. Vime, Ze libovolny prvek na fadku vznikne tak, Ze se
jedna nula z predchazejictho prvku pfepiSe na jednicku; kazdy rfadek tak
tvoii Fetézec podmnozin. Prepisovani nul na jedni¢ky samozfejmé neni na-
hodilé. Podrobnéjsi pohled ukazuje, ze se toto prepisovani ¥di jistym pra-

IV tomto Fetézci se navic sousedici mnoziny lisi pouze v jednom prvku; to ovSem
neni pro dukaz Spernerova teorému podstatné. Tuto skutecnost vak vyuzijeme pozdé&ji.
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vidlem, které je dobfe popsatelné pravé prostifednictvim souvislosti Knu-
thova stromku se systémy zavorek.

Témito systémy mame na mysli libovolné (tedy i prazdné) posloupnosti
levych a pravych kulatych zavorek.'? Nasleduje nékolik prikladi systémi
zavorek: (0)), (O), (; OO, N (Ca (OQO). Tyto systémy mohou byt
korektné uzdvorkované nebo nekorekiné uzdvorkované. Pro korektné uzé-
vorkované systémy plati, volné feceno, ze kazda zavorka je v paru s pravé
jednou opacénou zavorkou, pFi¢emz jako prvni je uvedena leva zavorka, jako
druhé je potom uvedena prava zavorka (prazdny systém také povazujeme
za korektné uzévorkovany). Pokud né&jaka zavorka nema svého ,,partnera®
do paru, pak fikame, Ze je volnd. Uvedené systémy (), (O O) a OO
jsou proto korektné uzavorkované,'®) naproti tomu systémy ())), (a)) ((
jsou nekorektné uzévorkované (v prvnim piipadé jsou posledni dvé pravé
zavorky volné, ve druhém a t¥etim p¥ipadé jsou volné vSechny zavorky).

Obecné plati, ze libovolny systém zavorek (at uz je korektné uzavorko-
vany nebo nenf) je mozné napsat ve formé nasledujici posloupnosti:

ap) ... op_1) oy (apy ... (ag, (5)

kde 0 < p < q a ap,...,q, jsou korektné uzdvorkované systémy zavorek.
Vidime, ze v tomto obecném tvaru je p volnych pravych zavorek a ¢ — p
volnych levych zavorek. Uvedme si dva piiklady: korektné uzavorkovany
systém () ()) se ve tvaru (5) zapiSe tak, Ze p a ¢ nastavime na nulu, plati
tedy

ap = (0O 0);
pro nekorektné uzavorkovany systém )) (())) (() plati
010)041)042)043(044 = )) (())) ((),

to znamena, ze p = 3, ¢ = 4, systémy zavorek g, a1 a a3 jsou prazdné a
pro zbyvajici systémy plati ag = (0), ag = .19

vSak vyhnuli pouZiti slova ,Fetéze* v dalsim (jiz tfetim) vyznamu.

13)Korektné uzavorkované systémy jsou nam dobfe znamy z programovacich jazyki.
Napriklad programy napsané ve funkcionalnich jazycich obsahuji korektné uzavorkované
systémy (stejnd tak b&Zné psané texty (jako je kupiikladu tento) by mély obsahovat
korektné uzavorkované systémy)).

1) Vsimnéme si, ze viechny systémy aq az ay jsou korektné uzavorkované.
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Dale plati, ze libovolny systém zavorek je prvkem nésledujici posloup-
nosti systému:
060) CIEaE aq—l)aq—l)aq7
p) ... ag—1) ag—1(ay,

ag) ... og—1 (g1 (g, (6)

040( S Qg1 (Oéq_l (Oéq.

Na prvni pohled to vypada komplikované, jde vSak pouze o to, Ze prvni
prvek posloupnosti (6) je systémem, ktery obsahuje pouze pravé volné
zévorky, druhy prvek vznikne z prvniho tak, Ze posledni pravou volnou
zéavorku pfepiSeme na levou zavorku (ta je proto také volna) a stejnym
zpisobem pokracujeme i nadale. Posledni prvek posloupnosti (6) je pak
systémem, ktery obsahuje pouze levé volné zavorky. Libovolny systém, at
uz korektné ¢ nekorektné uzavorkovany, tak musi byt ¢lenem posloup-
nosti (6).

Vratme se nyni ke Knuthovym stromkim a podivejme se na to, jak
souvisi se systémy zavorek. Spojitost se vyjevi v okamziku, kdyz prepiSeme
v Knuthové stromku kazdou nulu na pravou zavorku a kazdou jednicku
na levou zavorku. Stromky jsou pak kolekci systému zavorek. Napiiklad
Knuthiv stromek fadu 3 bude vypadat takto:

0) O«

YO (O
2)) )) () (C (((

Prepsany Knuthtuv stromek fadu 4 vypadé néasledovné:

00
0 OO
O
YO HOCCOC
)0 ) O (O
2))) )2 ) () CCC

Mizeme tedy vidét, ze kazdy fadek zacina systémem, ve kterém jsou volné
pouze pravé zavorky a kazdy dalsf systém zavorek na tomto fadku vznikne
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z predchoziho systému prepsanim posledni volné pravé zavorky na levou
(tato vlastnost se da opét dokazat matematickou indukef). Radky stromku
jsou tedy pfesné ve tvaru posloupnosti systému zavorek (6).

7 uvedeného je pak zfejmé, jak vypadéd na zacatku zminéné pravidlo
popisujici prepisovani nul na jednicky v libovolném radku: postupné se
prepisuji zprava doleva nuly na jednicky, preskakuji se vSak takové nuly,
ke kterym existuje jednicka do paru (ve smyslu korektné uzavorkovanych
systémil). Demonstrujeme to na rfadku

0100 0101 1101

Knuthova stromku fadu 4, jehoz celou podobu jsme si ukazali v pfedchozi
sekci. Druhy prvek vznikne z prvniho tak, Ze nula zcela napravo v tomto
prvonim prvku je prepsdna na jednicku:

0100 ~ 0101.

Tteti prvek z druhého vSak nevznikne pfepsanim pfedposledni nuly, pro-
toze tato nula je v paru s jednic¢kou, prepisuje se tedy prvni nula:

0101 — 1101.

Tento Fadek jiz nebude mit zaddny dalsi prvek jednoduse proto, Ze neméame
dalsi nuly k prepisovani.

Toto zjisténi pak vede k dalsi zajimavé vlastnosti Knuthovych stromkii,
ke které se dostaneme snadnou tvahou o jednoprvkovych fadcich. Pokud
se totiz na jednoprvkové fadky podivame z pohledu pravé uvedeného pre-
pisovani nul, ke kterym neexistuji jednicky do paru, ihned zjistime, Ze tyto
radky jsou jednoprvkové proto, Ze jiz neni co prepisovat. Jednoprvkové
radky proto musi predstavovat korektné uzévorkované systémy! Ukazeme
si to opét na pfikladu Knuthova stromku fadu 4. Ten obsahuje pouze dva
jednoprvkové radky:

1010
1000 1001 1011
1100
0100 0101 1101

0010 0110 1110
0000 0001 0011 0111 1111
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Tyto Fadky odpovidaji zavorkovym systémim () () a (()), které jsou, jak
vidno, korektné uzavorkované. Zadné dalsf korektnd uzavorkované systémy
slozené ze 4 zavorek neexistuji. Z obrazku Knuthova stromku fadu 8 (na
s. 73) tak muze vy¢ist, Ze existuje celkem 14 korektné uzavorkovanych
systému.

Tim vSak problematika zavorkovych systému kodovanych pomoci Knu-
thovych stromkt nekonéi. Da se naptiklad ukizat, Ze prvky, které jsou na
konci Fadki, jsou lezikograficky usporddané.'” Knuthiv stromek proto ve
svém kmenu obsahuje korektné uzévorkované systémy v lexikografickém
uspofadani.

4. Heslovité dalsi souvislosti

Spektrum souvislosti Knuthovych stromki s riznymi informatickymi a
matematickymi vysledky nebylo v predchozich sekcich zdaleka vycerpéno.
V Knuthovych stromcich je také zajimavym zptsobem kédovan Catala-
nuv trojiuhelnik zavedeny Svycarskym matematikem Leonhardem Eulerem
(1707-1783),'9) ktery ma rozliéné aplikace zejména v kombinatorice. Déle
se pomoci Knuthovych stromkt fadu n a pomoci takzvané Hanselovy vlast-
nosti [2] daji velmi elegantnim zptsobem vy¢islovat monotonni booleovské
funkce o n proménnych.

Podrobny popis téchto témat by vSak ¢inil ¢lanek p#ilis dlouhym. Zvi-
davého ¢tenare tedy odkazuji na pfislusnou kapitolu ¢tvrtého svazku The
Art of Computer Programming [4]. Zaroven s tim vyjadiuji zavazek vra-
tit se nékdy v budoucnosti ke zminénym tématim ve volném pokracovani
tohoto textu.

Zaveér

Ctenafi dluzim jedno vysvétleni. Autorem popsaného usporadéani viech
bitovych Tfetézcti konecné délky neni Donald Knuth, ale nizozemsti mate-
matici N. G. de Bruijn, C. van Ebbenhorst Tengbergen a D. Kruyswijk.

15) Definici lexikografického uspofadani uvadét nebudeme. Pouze poznamename, Ze je
pouzito napftiklad pro usporadéani slov ve slovnicich. Prvky, které jsou nejvice napravo
v jednotlivych fadcich Knuthova stromku fadu 4, to znamena 1010, 1011, 1100, 1101,
1110, 1111, jsou proto uspofadané stejné jako by byly ve slovniku uspofadana slova
BABA, BABB, BBAA, BBAB, BBBA, BBBB (nulu jsme nahradili pismenem A, jed-
ni¢ku pismenem B).

16) A¢ definovany Eulerem, je Catalantv trojihelnik pojmenovany po belgickém ma-
tematikovi Eug?novi Catalanovi (1814-1894).
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Kdyz se v8ak podivame do jejich kratkeé, t¥istrankové publikace [1], ze které
Knuth vychéazi, zjistime, Ze v ni neni fe¢ o vSech bitovych fetézcich, nybrz
o vSech délitelich daného pfirozeného éisla. Vztah mezi bitovymi Fetézci
a déliteli je celkem zjevny, byl to ovSsem az Knuth, ktery si ho uvédomil.
Také usporadani do schématu podobného vano¢nimu stromku je Knutho-
vym napadem (i kdyZ také do urc¢ité miry vychéazi z prace de Bruijna a jeho
dvou kolegti). Knuth sam, jak jsme jiz uvedli v ivodu, nazyva tato sché-
mata Christmas tree patterns. Pojmenovani , Knuthovy stromky® jsem
zvolil pravé kvili pfinosu Donalda Knutha do této oblasti informatiky.

Rychlé ¢tenf tohoto textu by mohlo v leckterém ¢étenati navodit pred-
stavu, Ze je ¢lanek pouze strohym (misty moZna i ponskud nudnym) po-
pisem Knuthovych stromki a jeho vlastnosti. Moji motivaci v8ak bylo
predevsim ukéizat provazanost Knuthovych stromki s nékolika klasickymi
vysledky z pomérné vzdalenych oblasti informatiky a matematiky. Praveé
provazanost riznych oblast{ — mnohdy zcela necekana, a proto i prekva-
pivad — je pro zminéné védni obory pfizna¢na a ¢ni tak jejich studium
neoby¢ejné poutavym.
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ZPRAVY

Megzinarodni olympiady
v informatice v roce 2020

Nejlepsi uspésni fFesitelé Matema-
tické olympiady kategorie P (progra-
movani) dostévaji pravidelng prilezi-
tost zucastnit se dvou mezinarodnich
soutézi stredoskoldkd v informatice a
programovani. étyfi nejlepsi vybrani
reprezentanti soutézi na celosvétové
Mezinarodni olympiadé v informatice
I0I (International Olympiad in Infor-
matics), zatimco Ctyfi uspéSni souté-
7ici z nematuritnich ro¢nikd maji moz-
nost jet na Stfedoevropskou olympiddu
v informatice CEOI (Central European
Olympiad in Informatics). V letosnim
roce se uskutecnil jiz 32. ro¢nik 101 a
27. ro¢nik CEOL.

Rok 2020 byl ovsem velmi mimo-
fadny, svétovd pandemie koronaviru
hodné véci zménila a silné se do-
tkla také poradéani v8ech predmétovych
olympiad a jinych sout&zi. Ustiedni
kolo 69. ro¢niku Matematické olym-
piady kategorie P se mélo konat na
konci brezna v Teplicich, v planované
podobé ovSem muselo byt zruSeno a
bylo nahrazeno online soutézi. Ta pro-
béhla v pavodné pldnovaném terminu
26.—27. 3. 2020, s ptuvodné pfiprave-
nymi soutéznimi tlohami a za stopro-
centni ucasti vSech tficeti soutézicich
vybranych na zakladé vysledku kraj-
skych kol.

V poslednich letech byvalo zvykem
pozvat vSechny tspésné fesitele ustied-

niho kola MO kategorie P na kratké vy-
bérové soustfedéni, na kterém se urci
slozeni reprezentaCnich druZstev pro
obé& mezinarodni olympiady v informa-
tice. Letos se ovem nemohlo uskuteé-
nit ani dubnové vybérové soustiedéni,
takZe vybér reprezentanti pro IOI a
CEOI jsme provedli pouze na zakladé
vysledki online tstfedniho kola. Zru-
geno bylo také tradi¢ni ¢ervnové cesko-
polsko-slovenské pfipravné soustiedéni
vybranych reprezentant.

* ok ok K
_* Stredoevropska
olympiadda v in-

formatice CEOI
2020 se méla ko-
nat v madarském
mésté  Nagyka-
nizsa ve dnech
29. 6.—5. 7. 2020.
Kvuli probihajici

2020

NRGYKRANIZSR -cpidemii byl ter-
min konéani o dva
I mcsice odloZen

na 23.-29. 8. 2020, zachovin ovSem
zustal tradiéni formét prezenéni sou-
téZze i misto konani. Soutéz probéhla
v prostorach gymnazia Lajose Batthy-
adny. VSichni soutézici byli ubytovani
v nedalekém hotelu Oézis, zatimco ve-
douci bydleli v druhém hotelu Cent-
ral. Celkem soutézilo 55 studenti ze
t¥indcti zemi. Vedle osmi tradi¢nich
castnickych stredoevropskych stati
(Ceské republika, Chorvatsko, Mad ar-
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sko, Némecko, Polsko, Rumunsko, Slo-
vensko, Slovinsko) se navic prihlasili
jako hosté soutézici z Italie, Litvy, Ni-
zozemi, Rakouska a Svjrcarska. Tyto
zemé se tcastni CEOI pomérné casto,
ale protoze se nepodileji na stiidavém
poradéni olympiady, musi si svoji ucast
sami vzdy uhradit. Jako obvykle se zi-
Castnilo také druhé druzstvo z porada-
telské zemé.

Letosni ro¢énik CEOI byl mimo-
fadny tim, Ze organizatofi umoz-
nili tcast distancni formou soutézicim
z téch zemi, odkud kvtli epidemii ne-
mohli nebo nechtéli cestovat do Ma-
d'arska. Tuto online formu tcasti zvo-
lili soutézici z Chorvatska, Italie, Litvy,
Rakouska, Rumunska a Slovinska. Stu-
denti v téchto Sesti zemich se shro-
mézdili na dobu konani vlastni sou-
téze vzdy na jednom misté, kde fe-
§ili zadané soutézni tlohy pod dohle-
dem mistnich organizatord narodni in-
formatické olympiady. Podobnym zpi-
sobem byla pozdé&ji v zafi usporddana
celd Mezinarodni olympidda v informa-
tice 10T 2020.

Ceské reprezenta¢ni druzstvo na
CEOI 2020 bylo tvofeno témito zaky:
Jifi Kalvoda, zdk Gymnazia na tf.
Kpt. Jarose v Brné, Vaclav Jana-
cek, zak Gymnazia na t¥. Kpt. Jarose
v Brné, Adam Blazek, zdk Gymna-
zia na Mikulasském nam. v Plzni, On-
dfej Sladky, zak Gymnézia na Miku-
lasském néam. v Plzni. Vedoucimi ceské
delegace na CEOI 2020 byli jmenovéni
doc. RNDr. Tomas Pitner, Ph.D. z Fa-
kulty informatiky Masarykovy univer-
zity v Brné a doc. RNDr. Pavel T6-
pfer, CSc. z Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz se jako vzdy odehra-
vala v pribéhu dvou soutéznich dnii.
V kazdém dni soutézici fesili t¥i na-
ro¢né algoritmické dlohy, na jejichz vy-
feSeni méli pét hodin ¢asu. Vecer pfed
soutézi vedouci v8ech delegaci spoleéné
schvalili soutézni tlohy navrzené po-
fadatelskou zemi, upravili podle po-
tfeby jejich formulace a prelozili je pak
do matefského jazyka svych studenti.
Cesti studenti tedy dostali jak anglic-
kou, tak i ¢eskou verzi zadani aloh.

Kazdy soutézici pracuje na pfidé-
leném osobnim poéitaci s nainstalo-
vanym soutéznim prostfedim, které
umoznuje vyvijet a testovat programy
a odesilat je k vyhodnoceni. Sprav-
nost vypracovanych programi organi-
zatofi testuji v prubéhu soutéze po-
moci predem pripravené sady testova-
cich dat, kazdy test je navic omezen ¢a-
sovym limitem. Tim je zajiSténa nejen
kontrola spravnosti vysledki, ale po-
moci ¢asovych limitt se také odlisi kva-
lita pouzitého algoritmu. P¥i testovani
kazdé tulohy se pouzivaji sady testova-
cich dat ruzné velikosti, takze teore-
ticky spravné fesSeni zalozené na nee-
fektivnim algoritmu zvladne dokonéit
vCas vypocet pouze pro nékteré testy —
pro ty mensi a jednodussi. Takové te-
Seni je potom ohodnoceno Castecnym
poc¢tem bodu. Kratce po odevzdéni vy-
pracovaného programu do vyhodnoco-
vactho systému se soutézici dozvi hod-
noceni svého feSeni a ma pak jeSté
moznost opravit ho a odevzdat znovu.
Jedn4 se o podobny systém, jaky pou-
zivame v poslednich letech u nas v Ma-
tematické olympiadé kategorie P pro
praktické tlohy domaciho a tstfedniho
kola.
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Mistni  organizatofi  zpiijemnili
v8em ucastnikim olympiady pobyt
v Madarsku nékolika zajimavymi do-
provodnymi akcemi. Hned v prvnim
dnu pobytu probéhlo seznameni s po-
¢itadi a se soutéznim prostiedim a slav-
nostni zahajeni. Vsichni Gc¢astnici také
absolvovali prohlidku mésta Nagyka-
nizsa.

Odpoledne po prvnim soutéznim
dnu jsme navstivili mistni rekrea¢ni ob-
last s jezerem Boating Lake.

Mezi obéma soutéznimi dny byl po-
nechan jeden volny den, ve kterém
se vSichni ucastnici olympiady vypra-
vili do nové budovaného vyzkumného
a technologického centra Zala nedaleko
mésta Zalaegerszeg. Toto centrum se
vénuje vyvoji a testovani autonomné
fizenych vozidel a pocitacové simulaci.
Odpoledne jsme se premistili do neda-
lekého mésta Keszthely na prohlidku
zéamku a na vyjizdku lodi po jezere Ba-
laton.

Po druhém soutéznim dnu jsme od-
poledne navstivili mistni tovarnu Tun-
gsram na vyrobu svitidel LED, stu-
denti pak je$té univerzitu Pannon a ve-
douci delegaci misto toho arboretum
Budafa. Na zavér pobytu v Madarsku
jesté stravili soutézici jeden den v za-
bavnim parku Zobor, zatimco vedouci
se jeli podivat na jezero Kis-Balaton
(Maly Balaton) a do jeho okoli.

g LuLy

TUNGSRAM

Posledni den probéhlo slavnostni
zakonceni soutéze s vyhlaSenim vy-
sledkt. Kazda ze soutéznich tuloh byla
hodnocena maximalné 100 body, takze
celkové bylo teoreticky mozné ziskat
az 600 bodu. To se letos nikomu ne-
podafilo, tlohy byly pomérné narocné,
takze i celkovy vitéz Tomasz Nowak
z Polska ziskal pouze 466 boda. Jednu
ze soutéznich dloh dokonce nikdo ne-
polovina soutéZicich dostéava na CEOI
medaili, pfi¢emz zlaté, stfibrné a bron-
zové medaile se rozdéluji v pfiblizném
poméru 1 : 2 : 3. Na CEOI 2020 byly
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udéleny celkem 4 zlaté, 10 st¥ibrnych
a 14 bronzovych medaili. StFfedoevrop-
skd olympidda v informatice je sou-
tézi jednotlivci, zadné poradi zicast-
nénych zemi v ni neni vyhlasovéano.

Nasi reprezentujici dosahli nasledu-
jicich vysledki:

3. Jirf Kalvoda, 437 bodi, zlata me-
daile,

32. Ondrej Sladky, 198 bodi,

33. Vaclav Janacek, 188 bodi,

46. Adam Blazek, 118 bodi.

Zisk zlaté medaile je pro nas velkym
uspéchem, zlatou medaili ziskal nas re-
prezentant na CEOI naposledy v roce
1995, tedy pred 25 lety. Slovenské druz-
stvo letos ziskalo dvé& bronzové medaile.
di¢né Polsko se dvéma zlatymi a dvéma
stFibrnymi medailemi.

Jifi Kalvoda, zlaty medailista

Veskeré informace o soutézi, texty
soutéznich tloh i podrobné vysledky
vSech soutézicich lze nalézt na Inter-
netu na adrese http://ce0i2020.inf.
elte.hu/.

Nasledujici 28. ro¢nik Stfedoevrop-
ské olympiady v informatice CEOI

2021 se bude konat v chorvatském
hlavnim mésté Zahiebu.

% K 3k ok ok

32"P INTERNATIONAL
OLYMPIAD IN INFORMATICS

SINGAPORE

Mezinarodni olympiada v informa-
tice IOl 2020 se méla puvodné konat
v Singapuru ve dnech 19.-26. 7. 2020.
Organizatori dlouho véhali, zda vibec
a jakym zpusobem ji maji usporadat
— diskutovala se mozZznost odlozeni ter-
minu, uplného zruSeni nebo uspofra-
déni formou online soutéze. Vyvoj celo-
svétové pandemie koronaviru nakonec
neumoznil usporadat soutéZ prezend-
nim zpasobem ani v pozdé&j$im terminu
tak, aby se ji mohli ztcastnit studenti
ze vSech zemi. Mezinarodni vybor 101
proto rozhodl, Ze soutéz I0OI 2020 pro-
béhne online formou v obdobi 13.-19.
zari 2020. Soutézici ovSem nesméli sou-
tézit z domova u svych pocitaci, ale
predstavitelé narodnich vybort olym-
piady z kazdé zucastnéné zemé je mu-
seli soustfedit na spole¢ném misté a
stalym dohledem zajistit regulérnost
soutéze.

Letosni mezinarodni olympiady
v informatice se ztc¢astnilo celkem 343
soutézicich z 87 zemi celého svéta,
mimo soutéz navic TeSilo tlohy jesté
druhé druzstvo pofadajici zemé. Pocet
zaCastnénych zemi tak zustal stejny
jako v lonském roce, poclet soutézi-
cich dokonce mirné vzrostl. Nase ceské
druzstvo mélo nésledujici sloZeni:

Jiff Kalvoda, zdk Gymnéazia na tf.
Kpt. Jarose v Brn€, Jonas Havelka, ab-
solvent Gymnaézia Jirovcova, Ceské Bu-
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déjovice, Ondrej Sladky, zak Gymna-
zia na Mikulasském nam. v Plzni, Ka-
rel Chwistek, zdk Mendelova gymnézia
v Opavé. Vedoucimi Ceské delegace na
IO0T 2020 byli doc. Mgr. Zdenék Dvo-
fak, Ph.D. a doc. RNDr. Pavel Tépfer,
CSc., oba z Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy.

Studenti z Ceské republiky se sesli
na Matematicko-fyzikalni fakulté Uni-
verzity Karlovy v Praze. Informaticka
sekce MFF UK poskytla olympiadé na
soutdZ vhodné prostory, pocitace i sito-
vou infrastrukturu, oba vedouci i dalsi
ochotni pracovnici fakulty se posta-
rali o potfebné organiza¢ni a technické
zabezpeceni. Soutézici méli zajiSténo
ubytovani a stravovani v Praze po cely
tyden, kdy se olympiada konala.

Vlastni soutéz probéhla jako ob-
vykle ve dvou soutéznich dnech, a to ve
stfedu 16. 9. a v sobotu 19. 9. Jiz v ne-
déli 13. 9. ovSem predchazelo cviéné ne-
soutézni kolo urcené na seznameni stu-
denti s pocitac¢i a se soutéZnim pro-
stfedim (tzv. practice session), druhé
kratsi tréninkové kolo se pro zajemce
uskutecnilo jesté v dtery 15. 9. Zave-
re¢né vyhlaseni vysledkt probé&hlo on-
line formou ve stfedu 23. 9., to ale uz
sledoval kazdy soutézici z domova. Pri-
béh soutéze i zptisob hodnoceni tloh je
na IOI témér stejny, jako na CEOI, nic
se na tom nezmeénilo ani pfi leto$ni mi-
motadné online formé soutéze.

Kazda ze Sesti soutéznich iloh byla
hodnocena maximéalné 100 body, takze
celkem bylo mozné ziskat az 600 bodii.
To se letos podafilo jedinému studen-
tovi, absolutnim vitézem soutéze s pl-
nym poc¢tem bodu se stal William Lin
z USA. Na zakladé presné stanovenych

pravidel se na IOI podle dosazenych
bodi rozdéluji medaile. Nékterou z me-
daili obdrzi nejvyse polovina ucastniki
soutéze, pficemz zlaté, stiibrné a bron-
zové medaile se rozdéluji v poméru
1 : 2 : 3 s ohledem na to, aby sou-
tézici se stejnym bodovym ziskem zis-
kali stejnou medaili. Zptsob rozdéleni
medaili je na IOI stanoven striktnimi
pravidly, na rozdil od CEOI ho nemo-
hou ¢lenové mezindrodniho vyboru ani
vedouci narodnich delegaci nijak ovliv-
nit. Na letosni IOI bylo udéleno celkem
171 medaili, z toho 29 zlatych, 57 stii-
brnych a 85 bronzovych.

Vysledky nasich soutézicich:

32. Jirf Kalvoda, 466,62 bodu, stii-
brna medaile,

149. Jonas Havelka, 261,71 bodu,
bronzova medaile,

155. Ondrej Sladky, 249,43 bodu,
bronzova medaile,

254. Karel Chwistek, 132,00 bodu.

Jedna stfibrna a dvé bronzové me-
daile predstavuji pro Ceskou repub-
liku velmi dobry vysledek. Nejuspés-
néjsi zemi se Ctyfmi zlatymi medai-
lemi se tentokrat stala éina, dalsimi
velmi tspésnymi zemémi byly Rusko,
USA a Iran — viechny se tiemi zla-
tymi a jednou st¥ibrnou medaili. Me-
zinarodni olympidda v informatice je
vyhradné soutézi jednotlived a ofici-
alni poradi zucastnénych zemi v ni
neni vyhlasovano. Neni tedy ani sta-
noveno, zda by se mélo uréovat podle
po¢tu medaili, podle celkového poctu
bodu ziskanych soutézicimi dané zemé
nebo tifeba podle souctu jejich dosaze-
nych umisténi. Nase vysledky nés kaz-
dopadné radi pfiblizné do jedné tre-
tiny v celkovém pofadi zacastnénych
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zemi, tzn. kolem 25.—30. mista. Sloven-
ské druzstvo letos ziskalo dvé st¥ibrné
medaile.

Vsechny podrobnosti o soutézi i
texty soutéznich tloh lze nalézt na In-
ternetu na adrese https://i0i2020.
sg/, kompletni vysledkova listina je
k dispozici na webové strance se statis-
tikami http://stats.ioinformatics.
org/results/2020.

Dalsi ro¢niky Mezinarodni olympi-
4dy v informatice se puvodné mély
konat postupné v Egypté (2021), In-
donésii (2022) a Madarsku (2023).
Vzhledem ke zruSeni leto$ni olympi-
4dy v Singapuru se pfedstavitelé po-
radatelskych zemi dohodli, Ze Singapur
misto toho usporada pristi roénik a po-
fadatelstvi Egypta se odsune az na rok
2024. Pristi 33. mezinarodni olympiada
v informatice IOI 2021 se tedy bude ko-
nat v Singapuru ve dnech 20.-27. 6.
2021.

Pavel Téopfer

39. mezinarodni konference
Historie matematiky

Ve dnech 21.-25. srpna 2020 se
v prostorach Ustavu jazykové a od-
borné piipravy Univerzity Karlovy
(UJOP UK) v Podébradech uskutec-
nila 39. mezindrodni konference His-
torie matematiky, ktera byla vénovana
vyvoji matematiky a jejich aplikaci
v obdobi mezi svétovymi valkami. Kon-
ferenci, jiz se zucastnilo témé&r 40 ucast-
nikd, pripravil mezindrodni progra-
movy vybor, jehoz ¢leny byli M. Beé-
vafova (FD CVUT), J. Becvar, 1. Ne-

tuka, A. Slavik, J. Vesely (vSichni MFF
UK), V. Balint (Zilinskd univerzita,
Slovensko), S. Domoradzki (Univerzita
Rzeszow, Polsko), R. Duda (Univer-
zita Wroclaw) a M. Stawiska-Friedland
(Mathematical Reviews, Ann Arbor,
Michigan). Hlavnimi organizatory byli
J. Bec¢var, M. Becvarova, Z. Halas
(MFF UK), M. Melcer (UJOP UK) a
M. Otavové (VSE).

Program konference byl tzce spojen
s tématem projektu Dopad proni své-
tové vdlky na utvdteni a promény vé-
deckého Zivota matematické komunity
(GACR 18-00449S), s jehoz podporou
se akce konala. Vyzvané prednasky a
dalsi konferen¢ni vystoupeni se proto
soustfedily zejména na mezivale¢né ob-
dobi, popfipadé hlavni téma vhodnym
zpusobem doplnily a ukézaly Sirsi sou-
vislosti. Celkem tak v aule podébrad-
ského zamku vystoupili: V. Bélint
(Zdroje rozvoja madarskej matematiky
v medzivojnovom obdob7), J. Belvar
(Matematika v proni tietiné 20. sto-
let?), M. Be¢varova (Doktorky matema-
tiky na prazskych univerzitich v letech
1900 aZ 1945), S. Dani§ (Mezi kvan-
tem a jddrem), S. Domoradzki (Te-
aching Activities of Members of the
Lwow Mathematical School in the In-
terwar Period), R. Duda (Theory of
Sets — A Vehicle to Modern Mathema-
tics in Poland), Z. Halas (Max Dehn
a treti Hilbertidv problém), J. Hora
(Faktorizace polynomi s celoc¢iselnymi
koeficienty — cesky a slovensky piispeé-
vek), M. HykSova (Teorie pravdépo-
dobnosti v mezivdlecném Ceskosloven-
sku), M. Otavova a I. Sykorova (Bolza-
nova funkce a jeji dal$i osudy), A. Sla-
vik (Hassler Whitney a pocdtky teo-

Matematika — fyzika — informatika 30 (1) 2021 79


https://ioi2020.sg/
https://ioi2020.sg/
http://stats.ioinformatics.org/results/2020
http://stats.ioinformatics.org/results/2020

rie matroidi), M. Stawiska-Friedland
(Mathematical Community of the Ge-
neral Faculty at the Lwdéw Polytech-
nics (1927-1934)), M. Solc (Pét kapitol
o astronomech a matematice v Cesko-
slovensku v dobé pred vznikem Astro-
nomického tstavu CSAV v roce 1952),
J. Valenta (Vgvoj Jednoty ceskoslo-
venskiych matematikd o fyziki v me-
zivdlecném obdobi se zvldstnim ziete-
lem k hospoddrské cinnosti), J. Vesely
(Moskevskd skola teorie funkci, Luzi-
tanie a Andrej Nikolajevié Kolmogo-
rov (1903-1987); Mezi matematikou a
historii matematiky. Otto Neugebauer
(1899-1990)) a J. Zhouf (Témer 100
let Rozhledi matematicko-fyzikdlnich).

Odborny program konference byl
doplnén komentovanou prochéazkou po
Podébradech, pii niz se role privodce
ujal M. Melcer, a spolecenskym vece-
rem v zahradé podébradského zamku,
kde byla mj. pfipomenuta Zivotni jubi-
lea ¢tyt pravidelnych ucastnikt konfe-
rence: Romana Dudy (85), Jifiho Ve-
selého (80), Martina Melcera (50) a
Antonina Slavika (40). Vsichni acast-
nici obdrZeli pfi prezentaci néasledu-
jici publikace: Jarnik’s Note of the
Lecture Course Allgeneine Idealtheo-
rie by B. L. van der Waerden (Git-
tingen 1927/1928) (J. Bec¢var, M. Bec-
varova, 2020), Dopady pruvni svétové
vdlky na mezindrodni spoluprdci ma-
tematikiy (M. Beévafova, I. Netuka,
2019), Doktorky matematiky na univer-
zitdch v Praze 1900-1945 (M. Beéva-
fova, 2019), Forgotten Mathematician
Henry Lowig (1904-1995) (M. Beé-

varova et al., 2012), Mathematics in
the Austrian-Hungarian Empire. Pro-
ceedings of a Symposium held in Buda-
pest on August 1, 2009 during the
XXIT ICHST (M. Be¢varova, Ch. Bin-
der (eds.), 2019), Bolzano and the
Foundation of Mathematical Analysis:
on the Occation of the Bicentennial of
Bernard Bolzano (V. Jarnik, 1981), a
déle jeden sbornik z nékteré z predcho-
zich mezinarodnich konferenci.

Akce by se jen stézi mohla usku-
teénit bez obétavého usili M. Mel-
cera, feditele UJOP UK, manzeli Be¢-
varovych, Z. Halase, V. Melcerové a
M. Otavové, jimz proto patii velké
podékovani. Podékovat je tireba také
v8em dal$im organizatorim a ucéastni-
kim konference. Jubilejni 40. mezind-
rodni konference Historie matematiky
se uskuteéni v Podébradech v srpnu
roku 2022. Ve dnech 16. az 19. srpna
2021 se bude na stejném misté ko-
nat 15. semindi z historie matema-
tiky pro wyuclujici na stiednich Sko-
lach. Podrobné informace o minulych
i pfipravovanych konferencich a semi-
nafich véetné prihlasek jsou dostupné
na webovych strankach:

http://www.fd.cvut.cz/personal/
becvamar/konference

http://www.fd.cvut.cz/personal/
becvamar/seminar_ss

Dalsi informace podéd M. Bedvé-
fova ([jstav aplikované matematiky,
FD CVUT v Praze, Na Florenci 25,
110 00 Praha 1, e-mail: becvamar@fd.
cvut.cz).

Magdalena HykSovd
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