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MATEMATIKA

O exponencialnich
diofantovskych rovnicich

TOMAS RIEMEL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Exponencialnimi diofantovskymi rovnicemi rozumime takové rovnice,
v nichZ celo¢iselné neznamé maji charakter exponenti danych exponen-
cialnich funkei se zéklady, jimiZ jsou pfirozena ¢isla vétsi nez 1. V tomto

¢lanku, ktery navazuje na [4], se zaméfime na nékteré typy exponencialnich
diofantovskych rovnic o dvou neznamych ve tvaru

a® -t =c, (1)

kde x, y jsou neznamé z oboru pfirozenych ¢isel, a, b jsou dana pfirozené
¢isla vétsi nez 1 a c je dané celé &islo (¢ # 0).

Pro ¢ = 1 vyslovil jiz v roce 1844 belgicky matematik Fugene Charles
Catalan zajimavou hypotézu, kterou dokézal az v roce 2002 rumunsky
matematik Preda Mihdilescu.

Véta 1 (Catalanova)
Diofantovska rovnice ve tvaru

a® —bv =1,

kde a, b, x, y jsou hledana prirozena ¢isla vétsi nez 1, ma pravé jedno
FeSeni, a to (a,b,z,y) = (3,2,2,3).

Problematikou téchto rovnic a rovnic jim podobnych se zabyvalo mnoho
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dalsich matematiki, zejména S. S. Pillai") a M. A. Bennett® . Nejdiile-

VVVVVV

v [5] a[7].

Véta 2

Necht a, b jsou dané prirozené Cisla vétsi neZ 1, pak diofantovské rov-
nice (1), kde z, y jsou nezndmé z oboru pfirozenych &isel a ¢ je dané celé
nenulové ¢islo, méa nejvyse dvé feSeni.

Specialné pak pro a = b+ 1 plati nasledujici véta.

Véta 3 (M. A. Bennett, 2003, viz [2])
Necht b, ¢ jsou dané pfirozena ¢isla, b > 2, pak diofantovska rovnice

[(b+1)" = b =c, (2)
ma v oboru prirozenych ¢&isel nejvyse jedno feSeni s vyjimkou
(b,0) €{(2,1),(2,5),(2,7),(2,13),(2,23),(3,13)}.

V prvnich dvou pfipadech ma rovnice (2) pravé 3 feSeni, v poslednich
¢tyfech pripadech ma pravé 2 feSeni. Dikaz této véty je mozno nalézt
v [2].

Dale v piispévku uvedeme elementdrni metody feSeni nékterych special-
nich exponencialnich diofantovskych rovnic ve tvaru 3% — 2¥ = ¢, resp.
2Y — 3% = ¢, kde z,y jsou neznamé z oboru pfirozenych Cisel a ¢ je dané
prirozené ¢islo. Tyto rovnice lze zapsat souhrnné ve tvaru (2) pro b = 2,
tj.

3% —2Y] = c.

Pri feSeni této a nasledujicich uloh se vyuziva predevsim metody fakto-

rizace (sou¢inového tvaru rovnice) a ¢iselnych kongruenci.

Priklad 1
V oboru pfirozenych ¢isel feSte rovnici

37 —2v = 1.

D Subbayya Siwvasankaranarayana Pillai (1901-1950) indicky matematik, zamé&fujici
se na teorii ¢isel. Jeho pFispévek k Waringovu problému popsal v roce 1950 K. S. Chan-
drasekharan jako témér jisté jeho nejlepsi dilo a jeden z nejlepSich aspécht v indické
matematice od doby Ramanujana.

2) Michael A. Bennett (1965-dosud), kanadsky matematik zabyvajici se diofantov-
skymi aproximacemi a teorii ¢isel
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Resendt. Danou rovnici prepiSeme do tvaru
3% —1=2Y. (3)

Pro x = 1 dostavame y = 1. Je-li * > 2, pak y > 3. Levou stranu
rovnice (3) dale upravime podle znadmého vzorce

A" —B"=(A—B)(A" ' + A" ?B ...+ AB" 2 4 B"71)

pro libovolna realné ¢isla A, B (zde A = 3, B = 1) a libovolné pfirozené
¢islo n.
B-1)B" ' +3" 2+ .. +32+3+1)=2Y,
tj.
37 4372 4324341 =2v (4)

Vzhledem k tomu, Ze vyraz na pravé strané (4) je délitelny dvéma, musi
byt délitelna dvéma i leva strana. To nastane, pokud je na levé strané (4)
sudy pocet s¢itanct. Nutné plati x = 2k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo.
Rovnici (3) lze pak upravit do tvaru

320 1 =34 1)(3% - 1) =2v.

Ziejmé 3 +1 = 2™ a 3F — 1 = 27, kde m, n jsou cela nezdporna &isla,
m > n, m+n = y. Zaroven ale plati (3*+1)— (3 —1) = 2. Takze 3k +1 = 4
a3 —1=2,tj. k=1, neboli z = 2 a z rovnice (3) ziskime y = 3. Zkouskou
(je zde soucasti feSeni) se presvédéime o spravnosti ziskaného FeSeni.
Zavér. Dané rovnice, jejiz feSeni jsme hledali v oboru pfirozenych ¢isel,
mé pravé dvé feseni, tj. (x,y) € {(1,1),(2,3)}. Nalezeny vysledek je tedy
ve shodé s vétou 2.

Podobné lze fesit také nésledujici tlohu.
Priklad 2

V oboru pfirozenych ¢&isel feste rovnici

2y — 37 =1.
Resent. Nejprve danou rovnici upravime do tvaru
3*=2Y —1. (5)

Pro y = 1 nem4 dana tloha TeSeni v oboru pfirozenych cisel. Jestlize
y > 2, pak z > 1.
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Po apravé pravé strany rovnice (5) dostaneme
3r=0vlpov2 4 4224241,

Tedy 3| (2v714+2Y=24...4224+2+1), z ¢ehoZ (podobné jako v pitkladu 1)
nutné y = 2k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo. S ohledem na tuto podminku
pfepiSeme rovnici (5) do tvaru

37 =2% _1=02F+1)2F -1).

Dale postupujeme analogicky jako v prikladu 1. Cisla 28 + 1 a2F -1
jsou tedy mocninami ¢isla 3 a zaroven je jejich rozdil roven 2. Plati tudiz
2k 41 =3a2%—1 = 1. Zkouskou se opét pfesvédéime, Ze nalezena dvojice
(1,2) je feSenim tulohy.

Zavér. Dana rovnice ma pravé jedno FeSeni v oboru pfirozenych ¢&isel, a to
ve tvaru (x,y) = (1,2).

Prvni dva priklady lze souhrnné povazovat za rovnici
|3w - 2y| =1,
pro niz jsme v oboru prirozenych ¢isel nalezli pravé 3 reSeni dané rovnice,
ato (z,y) € {(1,1),(1,2),(2,3)}, coz je ve shodé s tvrzenim véty 3.

Nasledujici priklad nédzorné ukazuje, ze zkoumané exponencialni diofan-
tovské rovnice tvaru (2) nemaji feSeni v oboru pfirozenych &isel pfi volbé
nékterych hodnot celého &isla ¢ na jeji pravé strané.

Priklad 3

V oboru pfirozenych ¢isel feSte rovnici
3% —2Y =2. (6)

Resent. Danou rovnici upravime nejprve do tvaru 3% = 2Y 4 2. Jelikoz
y > 1, lze rovnici prepsat do tvaru

37 =202 1),

avSak 2 1 3% pro kazdé pfirozené x, coz znamena, ze rovnice (6) nema Feseni
v oboru pfirozenych ¢éisel.

Poznamka. Vysledek prikladu 3 miizeme zobecnit, zvolime-li v rovnici
|37 — 2Y| = ¢ ¢islo ¢ = 2k, kde k je dané pfirozené &islo. Analogicky
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lze postupovat i pro ¢ = 3k. Ve vSech téchto pripadech neméa dané rovnice
feSeni v oboru prirozenych ¢isel.

Dale se budeme zabyvat diofantovskymi rovnicemi 3* — 2¥ = 5 a
2¥ — 3% = 5, tj. rovnici |3” —2¥| = 5. Podrobné feseni diofantovské rovnice
3% — 2¥ = 5 je moZno nalézt v [4, pfiklad 7]. Tato iloha ma pravé jedno
FeSeni (x,y) = (2,2) v oboru pfirozenych &isel.

Zabyvejme se nyni rovnici 2¥ — 3% = 5. P1i jejim TeSeni a také pii feSeni
nésledujicich dvou tloh vyuZijeme metodu ¢iselnych kongruenci.

Priklad 4
V oboru pfirozenych Cisel feste rovnici

2Y — 3% =5.
Resend. Danou rovnici nejprve prevedeme do tvaru
3* =2Y — 5. (7)

Vyraz 3% na levé strané (7) nabyva kladnych hodnot, tudiz 2¥ —5 > 0, a
tedy y > 3. Nyni upravime rovnici (7) do tvaru

3" _3=2V_8. (8)

Protoze y > 3, plati
3 —3=2(2"%-1).

Je tedy 23 | (37 — 3), tj. 2% | 3(37~! — 1). Jelikoz 23 1 3, je 23 | (37~1 — 1).
Je-li = 1, z rovnice (8) ziskdme FeSeni (z,y) = (1,3). V piipadech, kdy
x > 2 atedy y > 4, dostavame v rovnici (8) na obou stranach pfirozené
¢islo. Necht 23 = 3271 —1, tedy z = 3. Z rovnice (7) ziskdme y = 5. Dostali
jsme tak dalsi FeSeni ve tvaru (x,y) = (3,5). Konecné, jestlize z > 4, pak
rovnici (7) upravime do tvaru

3% —81=2Y—86. 9)
Dale rovnici (9) upravime
81(3""*—1) =2 —86.

Tedy 81 | (2¥ — 86) = 2(2v~! — 43). Jelikoz 81 1 2, je 81 | (2¢~1 — 43).
Nejmensi mocnina ¢isla 2, kterd vyhovuje posledni podmince o délitelnosti
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¢islem 81, je y—1 = 22. Dale pak vyhovuji ¢isla 76, 130, 184 atd. Plati tedy
y = 23+ 54k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢islo. Zaroven lze rovnici (9)
upravit do tvaru

3" —81=2(2v"" —43).
Cislo 2 delf 3% — 81 = 81(3*~* — 1). Protoze 2 { 81, plati 2 | (3*~* — 1).
Nejmensi vyhovujici mocnina ¢&isla 3 je x — 4 = 0. Dale pak 2, 4, 6 atd.
Pak tedy x = 4 + 2[, kde [ je vhodné celé nezédporné ¢islo. Rovnici
2Y—-3*=5
prepiseme do tvaru

223""54]6 _ 34+2l — 223 . 254k _ 81 . 32l — 223 . (254)k _ 81 . 9l — 5 (10)

Z kongruenci

223 = 3 (mod 5),
2%4 = —1  (mod 5),
81 = 1 (mod 5),

9=-1 (mod5)

a jejich vyuzitim v (10) plyne kongruenéni exponencialni rovnice

3-(—1)*

Il
-
—
|
—
N}
<

(mod 5). (11)

JelikoZ pro vSechna cela nezaporna ¢isla n plati, ze (—1)™ nabyva pouze
hodnot 1 a —1, nemé kongruenéni rovnice (11), a tedy ani rovnice (10)
v oboru pfirozenych ¢isel, feSeni. Dané tloha ma v oboru pfirozenych ¢éisel
pravé 2 feseni, coz je v souladu s vétou 2.

Zavér. Dané tloha méa pravé dvé feSeni v oboru pfirozenych ¢&isel, a to
(z,y) € {(1,3),(3,5)}.
Rovnice |37 — 2Y| mé tedy v oboru pfirozenych ¢isel celkem t¥i

feSeni (z,y) € {(1,3), (2, ) (3,5)}, coz je opét v souladu s vétou 3.

Priklad 5
V oboru pfirozenych ¢&isel feste rovnici

3T =7
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Resend. Ze zadani je patrné, ze x > 2, a tedy y > 1. Danou rovnici upra-
vime do tvaru

3°—9=2V_2 (12)

Pokud z = 2, pak snadno ziskadme FeSeni, kterym je dvojice (z,y) = (2,1).
V pripadech, kdy « > 3, lze rovnici (12) pfepsat do tvaru

3% — 27 = 2¥ — 20. (13)
Z rovnice (13) plyne, Ze y > 5. Déle tuto rovnici upravime do tvaru
27 (3773 — 1) = 2¥ — 20.

Tedy 27 | (29 — 20) = 4(2v~2 — 5). Jelikoz 27 t 4, pak 27 | (2¥=2 — 5).
Nejmensi mocnina ¢isla 2 vyhovujici této podmince je y — 2 = 5. Déale pak
23, 41, 59 atd. Proto y = 7 + 18k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢islo.
Rovnici (13) lze upravit do tvaru

3 —27T=4(2v"%-5).

Cislo 4 d&li 3% — 27 = 27(3°73 — 1). Protoze 4 1 27, je 4 | (3*73 — 1).
Nejmensi vyhovujici mocnina ¢isla 3 je zde  —3 = 0. Dale pak 2, 4, 6 atd.
Odtud =z = 3 + 2I, kde [ je vhodné celé nezéporné ¢islo. Rovnici

3T =7
lze nyni prepsat do tvaru
33420 _gTHI8k —97. 320 _198.218F —97.9! —128.262144F = 7. (14)

Z kongruenci

27 = -1 (mod 7),
9= 2 (mod7),
128 = (mod 7),

262144 = 1 (mod 7)
a jejich vyuzitim v (14) plyne kongruenéni exponencialni rovnice
(=1)-2'=2-1"=0 (mod 7). (15)

Podminkou pro feSeni kongruenéni rovnice (15) je splnéni kongruence
2! = 5 (mod 7). Jelikoz v3ak pro viechna celd nezdporna Cisla n davaji
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Cisla 2™ pii déleni 7 pouze zbytky 1, 2, 4, neméa kongruenéni rovnice (15),
ani rovnice (14), FeSeni v oboru pfirozenych isel.
Zdvér. Resenim dané tlohy je tedy jedina dvojice (z,y) = (2,1).
Priklad 6

V oboru pfirozenych ¢isel feSte rovnici

W 3" =17

Resent. Ziejmé y > 3, pfitom pro y = 3 nemé rovnice feSeni v oboru
pfirozenych ¢isel. Pro y > 4 lze danou rovnici upravit do tvaru
2Y —16 =3 —-09. (16)
Leva strana rovnice (16) je evidentnd vétsi nebo rovna 0, a tudiz x > 2.
Pro y = 4 obdrzime feSeni (x,y) = (2,4).
Jestlize y > 5, pak ze zadani plyne z > 3. Pro x = 3 vSak neexistuje
piirozené ¢islo y spliwujici rovnici 2¥ — 3% = 7. Je-li > 4, lze rovnici (16)

upravit do tvaru
2Y — 88 = 3% — 81. (17)

Dale rovnici (17) upravime
2V —88=81(3"""-1).

Tedy 81 | (2¥ — 88) = 8(2v=3 — 11). Jelikoz 81 ¢ 8, je 81 | (2¢=3 — 11).
Nejmensi vyhovujici mocnina &isla 2 je y — 3 = 13. Dale pak 67, 121, 178
atd. Nutné tedy y = 16 + 541, kde [ je dané celé nezaporné ¢&islo. Zaroven
1ze rovnici (17) upravit do tvaru

8(2¢7° —11) = 3" — 81.

Tedy 8 | (3% —81) = 81(3*~*—1). Protoze 8 { 81, je 8 | (3*~* —1). Nejmensi
vyhovujici mocnina ¢isla 3 je x — 4 = 0. Dals${ mozné mocniny jsou pak 2,
4, 6, 8 atd. Proto x = 44 2k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢&islo. Rovnici
2Y — 3" =7 prepiSeme do tvaru

216+54l _ 34+2k — 48+27l _ 92+k — (28+27l _ 32+k) (28+27l + 32+k) — 7

Jelikoz 284271 132+ je prirozené &islo (vétsi nez 2), je take 287270 —32+k
pfirozené ¢islo. Vzhledem k tomu, Ze 7 je prvocislo, musi platit

28+27l + 32+k — 7 a 28+27l _ 32+k =1.
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Odeétenim téchto dvou rovnic obdrzime rovnici 32T* = 3. Tedy pro expo-
nent 2 4+ k plati 2 + k = 1. ProtoZe zaroven x = 4 + 2k = 2(2 + k), pak
r = 2, coz je vSak ve sporu s predpokladem x > 4.

Zdveér. ReSenfm dané tlohy v oboru pfirozenych ¢&isel je jedind usporadané
dvojice (z,y) = (2,4).

Rovnice [3* — 2Y| = 7 mé& pravé 2 feSeni v oboru pfirozenych &isel, tj.
FeSeni ve tvaru (z,y) € {(2,1),(2,4)}, coz je opét v souladu s vétou 3.

V zéavérecné ¢asti prispévku uvadime piiklady exponencidlnich diofan-
tovskych rovnic (ptfiklady 7-9) tvofici tzv. gradovany tetézec iloh (viz
napf. [6]), které byly vyuZity v 62. ro¢niku (v roce 2013) MO v kate-
gorii B. Ukazuje se tak, Ze uvedenad problematika je vhodna pro praci
s matematicky nadanymi zaky a jejich pfipravu na matematické soutéze.

Priklad 7 (62. MO, B-1-1)
Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) pFirozenych ¢isel, pro néz plati
2¢ + 4% =8°.
[}?es’em’: (a,b,c) = (6n —4,3n — 2,2n — 1), kde n je libovolné pfirozené
gislo.]
Priklad 8 (62. MO, B-S-1)
Dokazte, ze zadna z rovnic
3% 4 6Y = 2013,
|32 — 6Y| = 2013
nema feSeni v oboru pfirozenych &isel.
Priklad 9 (62. MO, B-11-3)
Urcete vSechny trojice (a,b, ¢) pfirozenych ¢isel, pro néz plati
2a+2b+1 4 40, 4 16b — 46'
[Resent: (a,b,c) = (2b,b,2b+ 1), kde b je libovolné prirozené &slo.|
Podobné tlohy se vyskytuji v poslednich letech i v zahrani¢nich mate-
matickych soutézich. Dokladem toho jsou mj. nasledujici dvé tlohy, k je-
jichz feSeni lze vyuzit elementarnich metod popsanych v predeslych ¢as-

tech tohoto prispévku. Obé tyto tlohy jiz ponechavame k samostatnému
rozmysleni zadjemctim o uvedenou problematiku.
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Ptiklad 10 (Srbska MO, 2019)
Urcete vSechny dvojice (x,y) nezapornych celych &isel splitujici rovnici

2% =5Y + 3.

[Re§em’: (z,y) € {(2,0),(3,1),(7,3)}.]

Priklad 11 (Vietnamska MO, 2019)
Urcete vechny trojice (x,y, z) pfirozenych &isel splijici rovnici

2"+ 1 =7+ 2%

[Re§enz’: (xz,y,2) € {(3,1,1),(6,2,4)}.]
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Prekvapiva Teseni jedné tulohy

RADOMIR HALAS - MARIE CHODOROVA — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Poslucha¢im zavére¢ného roéniku navazujiciho studia (ucitelstvi kom-
binace s matematikou), ktefi na po¢atku leto§niho roku vypracovavali na
PiF UP v Olomouci pisemnou ¢ast ke statni zavéreéné zkousce z didaktiky
matematiky, byla predlozena mj. nasledujici skolska tloha.

Necht ABC' je pravouhly trojihelnik s odvésnami |BC| = a, |AC| =b a
s délkou v vijsky z vrcholu C. Dokazte, Ze plati rovnost
1 1 1
ZTE T (1)
P1i zadani tlohy jsme ocekavali od student nasledujici feSeni, které
povazujeme i pro za¢inajici ucitele matematiky za nejsnazsi.

Reseni 1
Vyjdeme ze znamych vzorcti pro vypocet obsahu S pravouhlého troj-
thelniku ABC. Pfi bé&Zzném oznaceni délek jeho stran plati

1 1
S = iab = 501)'

Odtud plyne
1 b2 1 a® 1 c?

a® 452 B 45%

v2 482

Sectenim prvnich dvou vztahii a naslednym vyuzitim Pythagorovy véty
v pravouhlém trojihelniku ABC bezprostiedné obdrzime

L1 b +a2 _at+nr 21
a2 b2 452 452 452 452 o2’

Tim je dikaz ukoncen.

Pti opravé studentskych feSeni nas prekvapila pomérné velka rozmani-
tost pouzitych postupi. Cilem tohoto piispévku je seznamit ¢tenéfe s né-
kterymi zajimavymi postupy nasich posluchact pfi feSeni této tlohy. Jejich
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modifikace dale uvadime. Tyto pristupy lze uplatnit pfimo ve vyuce pla-
nimetrie na SS i ZS, zejména pii procvi¢ovani problematiky Eukleidovych
vét a Pythagorovy véty.

Reseni 2 (pomoci Eukleidovy véty o vysce)
Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C. Nejprve vyuZijeme Pythagorovu
vétu v trojihelnicich BCD a ACD, viz obr. 1. Plati tedy

a® =v? + 2 b =v? 4 ci.

A Cy D Ca B
Obr. 1

Po dosazeni za 1/a? a 1/b? z téchto vztahii do levé strany dokazované
identity dostaneme

N D B
N R

Dale uplatnime Eukleidovu vétu o vysce ve tvaru v? = c,c,. Postupné tak
po tpravéich obdrzime

[ S SN N
a2 b2 w2+ 2+
1 1 1 1

+ - +
CaCh + 2 cocpt+c (catap)ea  (catp)en

_ 1 1 n 1y Ccat+Cp 11
oty \ca )  (catcp)cacy  cacy V2
Tim je dikaz ukoncen.
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Reseni 3 (pomoci Eukleidovych vét)
V tomto feSeni byla vyuzita Pythagorova véta a déle Eukleidovy véty

o odvésnach ve tvaru a? = ccq, b® = ccp, z nichz plyne
a’b? = Peyep.
Dosazenim za
1 1 1
= 8 @ — =
a?  cceq b2 ceop

do levé strany dokazované rovnosti a uzitim Eukleidovy véty o vySce do-
staneme

1 1 a® 4+ b2 2 c? c? 1

a2 b2 a2 ab? (acqa)(bcy)  cacpc®  cqcp 02’
coz jsme chtéli dokéazat.

Reseni 4 (pomoci Eukleidovych vét — jiny zpisob)

V tomto studentském FeSeni byly opét pouzity Eukleidovy véty o od-
vésnach a o vysce, avSak autor postupoval jinym zptsobem.

Za a? a b? dosadime do souétu zlomki 1/a? a 1/b2 z Eukleidovych vét
o odvésnéach ve tvaru a’ = cc,, b®> = ccp. Plati tak s vyuzitim Eukleidovy
véty o vysce

1 1 1 1 1 (cq+cp c 1 1
—_ 4= = — + — = = = —.
a? b2 ce, cop ¢\ cuCp CCaCh  CaCh U

Tim je ditkaz ukonden.
Reseni 5 (pomoci Eukleidovych vét — dalsi zpisob)
Uzitim Eukleidovych v&t a déle rovnosti ¢, 4+ ¢, = ¢ postupné obdrzime
a®b? = (ccq)(cep) = cPeqcy =
= c(cq + p)cach = ccep + ccaci= (ccq)(cacs) + (ccp)(cacy) =
= a*v? + b*0? = (a® + b2
Odtud jiz dostavame pozadovanou rovnost

1 1 1

a2+b2_v2'
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ReSeni 6 (uzitim podobnosti trojuhelniki)
Z podobnosti trojuhelnikic ABC a ACD (obr. 1) plyne

a v
c b

Naslednymi tpravami obdrzime ab = cv, a tedy a?b? = cv?. Uzitim Py-
thagorovy véty na pravé strané posledni rovnosti dale mame

a’b? = (a® + b2)v2.

Plati tak
11 a*+b0* 1

a? +172_ a2b? 2’
coz jsme chtéli dokéizat.

Uvedena studentska reseni dané ditkazové tlohy se opiraji vesmés o vy-
uziti znamych tvrzeni platnych pro libovolny pravouhly trojahelnik — Py-
thagorovy véty a Eukleidovych vét. Rozdily mezi nimi predstavuji prede-
v§fm odlisné technické postupy pii jejich vyuziti v konkrétnich Fesenich.

Zavérem uvedeme (naopak) ocekévané zobecnéni vztahu (1), které pred-
stavuje jeho prostorovou analogii. Difve nez k nému pfistoupime, pfipo-
menme zobecnéni Pythagorovy véty v prostoru, kterym je tzv. Faulhabe-
rova véta. Jeji dikazy lze najit napf. v ¢lancich [1] a [2] publikovanych
v Casopise MFT.

Véta 1 (Faulhaberova)
V libovolném pravouhlém ¢tyisténu ABCD s pravymi thly ve sténach
pti vrcholu D, plati
Si+ Sk +S¢ = 5%,

kde S4, Sp, Sc a Sp jsou po fadé obsahy jeho stén proti vrcholim A, B,
CalD.

Véta 2

Necht ABCD je pravouhly ¢tyfstén s pravymi thly ve sténéch pii vr-
cholu D, v ném? |AD| = a, |[BD| = b, |CD| = ¢ a v znadi velikost jeho
vysky z vrcholu D. Pak plati

1 1 1 1
2Tt aT e @
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(Vyskou z vrcholu D v uvazovaném ¢&tyisténu ABCD rozumime tsecku,
jejimiz krajnimi body jsou vrchol D a pata P kolmice z vrcholu D k roviné
ABC, viz. obr. 2.)

B

Obr. 2
Diikaz. Pro objem V uvazovaného pravotuhlého ¢tyfsténu ABC D plati

1 1 1 1
V = gSAa— gSBb— gSCC— gSD”U, (3)

kde S4a, Sp, Sc, Sp jsou po fadé obsahy jeho stén BCD, CDA, DAB a
ABC. Ze vztahu (3) plyne

1S3 1 Sy 1 Sz 1 S} (4)
a2 9V B2 9V’ 2 9y2T 2 gV’
Se¢tenim prvnich tif rovnosti (4) a vyuzitim véty 1 dostavame
L1 S S 8 Sese 5
a2 b2 2 9V2 9V 9y2 9V2 C9V2 g2’

coz jsme chtéli dokéizat.
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Z historie vyuky
infiniteziméalniho poctu

DAG HRUBY
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Lze Fici, Ze otazka zavedeni diferencialniho a integralniho poc¢tu do vy-
uky matematiky na stfednich Skolach je stale aktualni. Jsou zde jak piiz-
nivci, tak odptrci této vyuky. Zejména ze strany uéitelit vysokych kol vsak
Casto zazniva nazor, Ze je zbytecné zabyvat se na stfedni sSkole ve vyuce
matematiky derivacemi a integraly, kterym vétSina zakt plné nerozumi, a
ze by bylo uzite¢néjsi vénovat se napf. lomenym vyrazum. Otazka porozu-
mén{ infiniteziméalnimu poctu je slozitéjsi — v této souvislosti lze upozornit
na ¢lanek [1]. Mezi uditeli matematiky mam fadu piatel a vim, Ze né-
ktefi z nich zacali studovat matematiku pravé proto, Ze se jiz na stfedni
Skole seznamili se zéklady infinitezimalniho poc¢tu. V soufasném ramco-
vém vzdélavacim programu pro gymnéazia (RVP G) neni diferenciélni a
integralni pocet uveden, to vSak neznamené, Ze by nebyl na soucasnych
gymnaziich vyucovan, vétsinou je ale zarfazen do volitelné vyuky.

Zarazeni diferencidlniho a integralni po¢tu do vyuky matematiky na
gymnaziich souvisi s tzv. Marchetovou reformou stfedniho skolstvi v roce
1908. Nové ucebni osnovy a plany pro gymnazia a realky byly vyhlaSeny
v roce 1909. Jedna se o posledni tipravy uéebnich osnov gymnazii a realek
v rdmci Rakousko-Uherska. Nafizeni ministra kultu a vyucovani bylo vy-
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dano 20. bfezna 1909. Pted tim vSak vyslo 8. srpna 1908 nafizeni ministra
kultu a vyucovéani o zfizeni osmitFidnich redlnych gymnaziich a reilnych
reformovanych gymnézii. U¢ebni osnovu osmitfidniho realného gymnézia
lze nalézt v publikaci [2]. V téchto osnovach je ve IV. tiidé, v ramci vie-
obecné aritmetiky, zafazeno grafické zndzornéni linedrnich funkci. Jedna
se ziejmeé o historicky prvni vyskyt pojmu funkce v osnovach matematiky
pro gymnézia. V ramci analytické geometrie je v téchto osnovach v VII.
t¥idé uvedeno: Zobrazeni koeficientid sméru zejména pii vyucovdni probi-
ranych krivek pomoci quotientu differencialniho. Na konci téchto osnov
jsou uvedeny poznamky uvadéjici ¢eho ma byto touto osnovou dosazeno.
Bod 4. téchto poznamek zni: Pochopeni vztahii funkciondlnich, ze zacdtku
pii vSech zvldstnich prileZitostech uvniti mathematického vyucovani, a po
jeho dovrsent pochopent pojmu funkce véetné aZ k pochopeni miry zmény
néjaké funkce pomoci quotientu differencidlniho.

Nabizi se pfirozené otazka, kdo a kdy poprvé pojem funkce pouzil. Jako
prvni tak ucinil G. W. Leibniz v roce 1673 ve svém rukopise Methodus tan-
gentium inversa, seu de functionibus (Inverzni metoda tecen neboli o funk-
cich). Zajemctim o fylogenezi pojmu funkce mohu doporucit ¢lanek [3].
Uplynulo tedy pres 200 let, nez se pojem funkce stal sou¢asti vyuky ma-
tematiky na gymnéziu.

Drive, nez budeme sledovat jak se rozvijela vyuka diferencidlniho a
integralniho poc¢tu na gymnaziich od roku 1908 do soucasnosti, vratime
se do druhé poloviny 18. stoleti, kdy se v Cechach objevuji prvni syste-
matické vyklady diferencidlniho a integralniho poétu. Jejich autory jsou
Josef Stepling (1716-1778) a Jan Tesdnek (1728-1788). Josef Stepling
byl ¢esko-némecky jezuitsky knéz, fyzik, astronom, matematik a meteo-
rolog. Byl jednim z prvnich matematikt u nas, ktery se vénoval diferen-
cidlnimu a integralnimu poc¢tu, ptsobil na prazské filosofické fakulté. Pro
potieby studentt vydal v roce 1751 ucebnici integralniho po¢tu Exercitati-
ones geometrico-analyticae de ungulis aliisque frustis cylindrorum, v roce
1765 ucebnici diferencialniho pocétu Differentiarum minimarum, quanti-
tatum variantium calculus directus, vulgo differentialis. Obé Steplingovy
knihy jsou dostupné na internetu. Zajemctum o zivot a dilo Josefa Steplinga
a Jana Tesdnka doporucuji pro prvni ¢teni ¢lanek [4]. Do uéebnice dife-
rencidlniho poctu prevzal Stepling hlavni vysledky deset let starého spisu
L. Eulera Institutiones calculi differentialis. Nekone¢né malou veli¢inu de-
finoval Stepling jako vysledek nekonecného déleni koneéné veliciny. Pfitom
vyslovné podotkl, Ze nekone¢né mala veli¢na je vétsi nez nula. V dalSich
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uvahach urcuje Stepling jeSté nekonec¢né veli¢iny vyssich rada. Z dméry
1:00=00:x, kde co znac¢i nekoneéné velkou veli¢inu, vyvozuje & = 0o0?.

Pomoci nekoneéné malych veli¢in dochazi k diferencidlu a pise

dx:i, ddxz%.
00 00

Pro vypocet diferencidlu funkce se inspiruje dilem L’Hospitala. Nejprve
urdi rozdil f(z + dz) — f(x), v némz zanedbéava diferencialy vysich radi.
Napf. pise

d(zyz) = (v +da)(y+ dy)(z + dz) —zyz = ... = zydz + zzdy + yzdz.

Pro Steplinguv postup je charakteristicky priklad

af(ty- -+ _t___dz _ dz
r) z+dr =z w(z+dr) 22’

Vidime, Ze Stepling nejprve rozlisoval z + dz a z, ale pak ve vhodném
okamziku pouzil rovnost x + dx = x k ziskdni potfebného vysledku.

Jan Tesanek, ¢esky jezuita, fyzik, matematik a astronom postupoval ji-
nak. Prejal zdkladni myslenku eulerovské definice derivace. Zamyslel se nad
tim, jak vymezit podil Ay : Ax pro Ax blizici se nule. Vyuzival pfitom po-
znatkil o limité&, ke kterym dospéli d’Alembert, Késtner a Cousin. Tesanek
vymezil pojem limity [5] takto: Velidina A je limitou veliciny B, jestliZe ve-
licina B se bliZi k veliciné A vice neZ je libovolnd dand diference, aniz vsak
veli¢inu A prekroci. Tesankovy nézory byly vyjadfeny velmi stru¢né, neza-
byval se ani vypo¢tem derivaci elementarnich funkci. StéZejnim Tesanko-
vym dilem je komentované prazské latinské vydani klasického Newtonova
dila Philosophiae naturalis principia mathematica. Prvni dva dily vySly
v letech 1780, 1785 a byly vysoce ocehovany, mimo jinych také Lagran-
gem. TTeti dil ziistal v rupopise, ale z jeho pozustalosti se ztratil. Vyznam
prazského vydani Newtonovych principif je v tom, Ze je zde poprvé uéinén
pokus v komentéafrich ukizat na vyuziti infinitezimalniho pocétu k celko-
vému vykladu newtonovské mechaniky. Proto také Tesanka jeho domaci
soucasnici nazyvali ,, komentatorem velkého Newtona®. Mimo jiné je auto-
rem publikace Pertractatio elementorum calculi integralis (1771). Tesanek
mél kontakty v zahrani¢i, stykal se zejména s J. L. Lagrangem a J. Ber-
noullim.
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ELEMENTA
CALCULI INTEGRALIS.

1. me I. Datam fra&ionem, cujus
denominator compofitus fit ¢ duobus fa-
&oribus complexis , eandem varigbilem
fimplicem continentibus, refolvere induas,
quarum denominatores habeant facores,
quorum non nifi unus in quovis denomi-
natore variabilem illam fimplicem come
Pprehendat,

Detur fra&io: il it fixe
(rk2e)(xkd)
hﬁ = —— 1
c s *sbx* 7 faa redudione,
erit ¢ = Ax %k Abk Bx % 2 aB; hine
AxkBr =0; 8 ABR24B =¢; feu

ik B=o; :‘—B;—E&*:aﬂ).‘:v;
¢ o )

B—-;:;, A = 5“2‘; ngtur
c ¢

(xk2a) (xkd) = (#k24) (b~24) R
c

kb azd) Ex confideratione ha-
Az rum

147, Summa quantitatis differentiolis
eomplexa obtinetur, {i, dum fieri poteft,
finguli termini integrentur, Etenim, cum
d.igeurentiale fumme fit fumma differens
tialium partium ; etiam Integrale fumntae
differentialium, eft fomma integralium

differentiglium partium. IaS. (x’i x-)d.r

v
X

”m »
( =S il o z x’——‘k)) = S.x"-ra‘!r
x* X
f - w_rdt
kS x dezmx * x

merEl | a—rEI
18. Si exponens quantitatis x fit—12,

s—rd1

" formula non eft glgebraice integrabilis.;
L]

5 -—T — 1l
efttenim S, » dr=r 2

— = —

D] Q o

=r =5

= os,
In hoe cafu ad feriem infinitam rew

curri pote(t; nempe : {i detur formula:
dr .
- reddatur denominator complexus,

ponendo x = 7§ 5 ; eritque ‘%’:

d
= —5; & hanc fra@ionem reducendo
.

Obr. 1 Ukazka textu z Tesankovy knihy Pertractatio elementorum calculi inte-
gralis

Po smrti Tesankové (1788) se stal profesorem matematiky Frantisek Jo-
sef Gerstner (1756-1832). Gerstner studoval na univerzité v Praze mate-
matiku u Stanislava Vydry (elementrani matematika) a u Jana Tesanka
(vyssi matematika). Od Sedesatych let 18. stoleti az do skolniho roku
1848/49 existovaly na prazské univerzité dvé stolice matematiky. Stolice
nizsi matematiky a stolice vyssi matematiky [6]. Rédnym profesorem vyssi
matematiky na univerzité byl jmenovan Gerstner 4. prosince 1789. Uz
v ramci konkurzu na toto misto navrhoval Gerstner, aby se v prvnim roce
t¥iletého kuzu matematiky prednasel diferenciélni a integralni pocet podle
u¢ebnic Eulerovych [5]. Prednasky z analyzy, které navrhl se uskutecnily
jiz v roce 1788/1789, kdy vyuku vy3si matematiky suploval ze nemocného
Tesanka. Ve svych pfednéskach se pfitom neomezoval pouze na vyssi ana-
lyzu a astronomii, ale vénoval se i mechanice a hydraulice. Matematiku na
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univerzité prednasel az do roku 1823. V roce 1803 byl jmenovan feditelem
Ceského stavovského polytechnického tstavu (v provozu od 10. 11. 1806,
od roku 1920 Ceské vysoké uceni technické v Praze), zaloZeném dekretem
cisafe Frantiska Josefa I. 14. bfezna 1803. V roce 1807 se mu podafilo pro
Skolu ziskat prvni Watttv parni stroj v Rakousku. Navrhl také vystavbu
konésprezné zeleznice z Cesky'(:h Budégjovic do Lince. Gerstner sam zadné
matematické prace nenapsal. Tehdejsi matematiku pokladal za dostacujici
prostiedek k feSeni technickych a fyzikalnich problémi.

Roku 1772 byl jmenovén profesorem elementarni matematiky na univer-
7it& Stanislav Vydra (1741-1804), ¢esky katolicky knéz, jezuita a narodni
buditel. Patfil nejvyznamnéjsim zakam Steplinga a Tesanka. Prednésel a
psal latinsky, ale kdyZ v roce 1784 bylo nafizeno aby se od Skolniho roku
1784-1785 vyucovalo matematice a fyzice jazykem némeckym, misto ja-
zyka latinského, dokazal Vydra tomuto nafizeni maximélné vyhovét. Pro
kurz matematiky ve druhém roéniku, ktery se nazyval mathesis mixta, na-
psal Vydra v roce 1774 ucebnici Prime calculi differencialis et integralis
notiones, ktera byla vydéana jesté v roce 1783 pod nazvem Elementa calculi
differencialis et integralis.

28. Differentiare quantitatem X*,
Formula d (x*) = a xdx.
DEMONST. x? = x x ; igitur d (x?)

= xdx + xdx, a&u addendo = 2 xdx,
Q E, D.

Pari ratione d(x*) = 3x% d x. Nam
xt=xxx, Sdd(xxx)=xxdx+xxdx
+xxdr=3xxdx, =;3x%dx,

Sic etiath d (x*) = 4 2% dx.

Habemus igitur Regulam generalem, varia-
biles exponente affectas differentiandi, nempe :
Exponens wvariabilis fiat coefficiens ; ipfa wvero wvariabilis
expomentem umitate minorem acquivens per differestiale
varfabilis multiplicetuy,

Ergo in genere d(xm) = mam—1 dx,

Et d (amy) = myram—3 dx +
namyi—1 dy,

Obr. 2 Ukézka textu z Vydrovy knihy Elementa calculi differencialis et integralis
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Vydra mél problémy se zrakem, v Cervenci 1799 oslepl na levé oko a
22. ledna 1803 néhle, béhem prednasky u tabule, oslepl i na druhé [7].
Presto dokazal svym dvéma zékam, Josefu Zieglerovi a Janu Dostélovi,
diktovat prvni Ceskou vysokoskolskou ucebnici elementarni matematiky.
Knihu vydal po Vydrové smrti v roce 1806 Josef Ladislav Jandera pod né-
zvem Pocdtkové aritmetyky (1806). Nazvy kapitol jesté vypovidaji o tom,
ze nebyla zavedena Ceskd odbornéd matematickd terminologie. Prvni kapi-
tola se jmenuje o vécech, kteréZ museji byt vysvétleny, abychom uméli jak
s urcitymi, tak s neurcitymi pocty naklddati. Zacal pracovat jesté na Al-
gebre, kterou vSak nedokonéil. Jako zajimavost uvadim, ze v prvnim d&isle
Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky, ktery zacal vychazet v roce
1872, je prvni ¢lanek vénovan pravé Stanislavu Vydrovi. Mezi jeho zaky
patfil vedle F. J. Gerstnera také B. Bolzano.

Za nemocného Vydru se stal suplentem Vydriv zak Josef Stanislav Jan-
dera. Na Vydrovo misto byl vypsan konkurs, do kterého se vedle Jandery
prihlasil také B. Bolzano. I kdyZ Bolzana podporoval profesor polytech-
niky F. J. Gerstner a prazska studijni komise, byl profesorem jmenovan
Jandera. F. J. Studnicka [8] se k této zalezitosti vyjadiuje takto: Dopo-
drobna se snad nedozvime, pro¢ ve Vidni profesura mathematiky udélena
Janderovi a ne Bolzanowvi, kdezto opak bylo na misté. Toliko vsak jisto, Ze
ndhodnou snad touto mnehodou bylo studium mathematické skoro na celé
piilstoleti u nds paralyzovdino. A nemensi ujmu spisobilo osudné toto qui-
proquo, mdme-li na zveteli i rozvoj mathematické literatury nasi. Ackoli
totiz slibil Jandera v predmluvé uvedené jiZ arithmetice Vydrove, Ze v ni
bude pokracovati a vydd cesky dalsi vgklady se nesouct, neucinil tak ani
Fadkem, nybrzr vydal pouze Beitrdge zur Arithmetik, z néhoZ je patrno,
jak vysoko nad nim stoji Bolzano.

Roku 1805 se stal fadnym profesorem matematiky (na stolici elemen-
tarni matematiky) J. S. Jandera (1776-1857). Texty tykajici se diferen-
cidlniho a integralntho poctu jsou ve vlastnich rukopisech Janderovych
prednéasek z let 1850-1853. Tyto rukopisy jsou ulozeny v Kralovské kano-
nii premonstrati na Strahové. Zadnou publikaci z inifiniteziméalniho podtu
vSak nevydal. Jandera nebyl tviréim matematikem, byl pry vSak svédo-
mitym ucitelem a pfisnym examindtorem. Penzionovan byl v roce 1837,
ale vyucoval dalsich dvacet let. Chtél byt ,,odvezen z katedry rovnou do
hrobu“. Dne 8. ¢ervence 1857 byl cestou na prednasku v Karlové ulici sra-
zen povozem, pfednésku sice jesté proslovil, ale 27. Gervence 1857 svym
zranénim podlehl.
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Po Janderovi prednasel na univerzité diferencidlni a integralni pocet
jeho nastupce, némecky matematik Wilhelm Matzka (1798-1891), ktery
priSel na univerzitu z prazské polytechniky v roce 1850 a ptisobil zde do
roku 1871. Zivot a dilo W. Matzky je podrobné a peclivé popsano v publi-
kaci [9]. Zde se muzeme docist, ze Matzka ovlivnil pfipravu st¥edoskolskych
uciteli matematiky. Nerozvijel skute¢nou védeckou praci, byl predevsim
ucitelem. Po roce 1848 /1849 byla piiprava stifedoskolskych profesort hlav-
nim poslanim filosofickych fakult. Na tuto pfipravu budoucich uditela se
Matzka vyrazné soustiedil. Byl ¢lenem zkuSebni komise gymnazialniho uci-
telského aradu pro pfedmét matematika. Vychoval fadu vyte¢nych st¥edo-
Skolskych profesorii a vyznamné ovlivnil vyuku matematiky na stfednich
skolach v ¢eskych zemich.

V roce 1826 byl profesorem vyssi matematiky na univerzité jmenovan
Jakub Filip Kulik (1793-1863). Kulik je znamy vytvofenim tabulek dé&li-
telti a tabulky prvoéisel od ¢&isla 3033 001 do ¢&isla 100 330 201. Toto dilo,
nedokonceny osmisvazkovy rukopis, nebylo pro svoji rozsahlost vydéno.
Kulik prednésel diferencialni a integralni pocet nejdiive podle ucéebnice
Ettingshausenovy ( Vorlesungen tber die hohere Matematik, Wien, 1827).
Protoze nebyl s touto uéebnici spokojen, vydal v roce 1831 prvni vydéani
své ucebnice Lehrbuch der héheren Analysis. Druhé, rozsifené vydani vyslo
v roce 1843. Jak uvadi L. Moravec [10], jednalo se o pomérné rozsifenou
a mezi studenty oblibenou knihu. Kulik patfil ke vstficnym a oblibenym
uéiteltim, na néz studenti radi vzpominali.

K ¢innosti Jandery, Kulika a Matzky se vyjadiuje ve své praci [8] F. J.
Studnicka. Jeho hodnoceni neni, s vyjimkou Kulika, p¥ili§ pfiznivé. V sou-
vislosti s Janderou piSe o smutné dobé Janderovské, chvali Kulikovy spisy,
které vsak byly némecké a ¢eStina pry z nich neméla zadnych vyhod. Po-
dobné pry neprospél ¢estiné sterilni Matzka.

Nejvyznamnéjsim matematikem, ktery ptsobil v Cechéch v prvni po-
loving 19. stoleti je Bernard Bolzano (1781-1848), ¢esky, némecky hovo-
fici matematik, filozof, estetik a knéz. Po netspé&sném konkurzu na misto
profesora matematiky po Stanislavu Vydrovi pfijal Bolzano misto univer-
zitniho profesora filosofie nabozenstvi. V roce 1819, na étédry den, mu
bylo znemoznéno dekretem cisafe Frantiska I. ucit a tfi tydny poté byl
z ucitelského aradu pro své reformatorské nazory nakonec suspendovan a
byla mu pfif¢ena penze ve vysi 300 zlatych na rok. Pivodni plat byl 800
zlatych rocné. V matematice se vénoval geometrii, diferencidlnimu a in-
tegralnimu poctu, logice, otazkdm souvisejicim s teorii mnozin a filosofii
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matematiky [6]. V matematické analyze zkoumal pojmy jako jsou funkce,
limita funkce, spojitost funkce, derivace funkce, konvergence posloupnosti,
redlné C¢isla. Za jeho zivota vySly jen dvé prace tykajici se matematické
analyzy [11]. BohuZel, mnohé jeho vysledky, a¢ mély svétovou troveii, zii-
staly v rukopisech a vyvoj matematiky neovlivnily. Vysledky Bolzanovy
prace v matematice byly zhodnoceny az v roce 1881 (Otto Stolz). Jeden
z nejznaméjsich vysledki Bolzanovy prace v matematické analyze je véta,
kterou dokazal v roce 1817 a ktera je nazyvana jako Bolzanova véta nebo
Bolzano—Cauchyova véta nebo Cauchyova véta. Je zajimavé, ze v ucebni-
cich diferencialniho po¢tu Vojtécha Jarnika oznaceni Bolzanova véta neni
pouzito. Soucasny zapis této véty je:

Necht [ je spojitd funkce na intervalu {(a,b), kde f(a)- f(b) < 0. Pak
existuje ¢ € (a,b) tak, Ze f(c) =0.

Bolzano uvadi tuto vétu ve tvaru [11]:
Jsou-li f, g funkce spojité v uzavieném intervalu {a,b) a je-li f(a) < g(a),
f(b) > g(b), existuje uvnitr tohoto intervalu aspoti jedno cislo x tak, Ze

f(x) = g().

Podle [11] jiz pouhé vysloveni této krajné dilezité véty, v némz mé Bolzano
prioritu pfed Cauchym, svédéi o pronikavosti jeho pohledu na zakladni
otazky analyzy. Martin JaSek, profesor matematiky a fyziky na divéim
gymnéziu v Plzni, se ke konci prvni svétové valky vydal do Vidné patrat
v Bolzanové pozustalosti. Zde objevil spis Functionenlehre, ve kterém byl
uveden historicky prvni pfiklad funkce (od té doby oznacovanou terminem
Bolzanova funkce), ktera je na celém svém intervalu spojité, ale v zadném
bodé diferencovatelna. K vydani Functionenlehre [12] doslo az v roce 1930,
zejména zasluhou profesora Karla Rychlika, ktery knihu doplnil poznam-
kami.

V roce 1871 byl na prazské univerzité jmenovan profesorem matema-
tiky Frantisek Josef Studnicka (1836-1903) [13], ktery pFedtim pusobil na
prazské technice. Hlavnim piinosem Studnic¢ky bylo zavedeni ¢eskych ma-
tematickych prednasek [5]. Po letech, kdy byl pfednéagen diferencialni a
integralni pocet zprvu latinsky a poté némecky, mohli poprvé ¢esti uni-
verzitni studenti sledovat prednasky z analyzy v Ceské Feci. Studnicka je
autorem prvni ¢esky psané vysokoskolské u¢ebnice z matematické analyzy.
U¢ebnice Zdkladové vyssi mathematiky byla napsana v dobé, kdy byl Stud-
nicka jesté na prazské technice. Ucebnice, kterou vydal Studnicka nakla-
dem vlastnim, se sklada ze ti{ dila (I. O poctu differencidlnim, II. O poctu
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integrdlnim, III. O integrovdni rovnic differencidlnich a poctu variacnim).
Podrobnym rozborem a hodnocenim této publikace se zabyva prace [13].
V tomto hodnoceni, které neni pfili§ pro Studnicku piiznivé, se mizeme
docist, Ze se Studnicka pFi psani této knihy potykal s fadou problémn.
Jednim z nich byl problém terminologie, protoze v té dobé jesté neexis-
tovala Ceskd matematickd terminologie. Na odbornou trovenn knihy méla
vliv skuteCnost, ze kniha nebyla psédna pro univerzitni studenty, ale pro
budouci techniky, pfi jejichz vyuce byly upfednostiovany zakladni mate-
matické metody a feSeni praktickych problémi. Kniha vSak byla pouzivana
na univerzité az do pocatku 20. stoleti.

Dra F. ). STUDNICKY

Dra F. J. Studnicky Dra F. J. STUDNICKY

Lakladove

X Lakladoveé Takladove

vyssi mathematiky. ;
¥ = vyssi mathemati vyssi mathematiky.

Dil prvy. Dil aruny

© postu aifferenciainim. Postu integrainim.

S Betnymi dfevotisky.
S Gotnymi dicvotisky. 3 S comymi drevotisky.

oot

oo pEHd L Tisken drs ¥4,
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Tikem dr B, Grégra. — Nékladem spisoratclovin
1505,

Obr. 3 Titulky t¥{ dila Studni¢kovy ucebnice Zdkladové vyssi mathematiky

V ucebnici nejsou pouzity kvantifikatory, latka neni rozdélena na defi-
nice, véty a diikazy, neni pouzivan jazyk (e, )-analyzy. Na ukazku uvadim
¢ast textu z kapitoly Jak se urcuje prond differencidlni pomér funkci jed-
noduchgch (Kniha I. O differencovani a differencidlnich pomérech vibec,
s. 18-21):

Jest-li y = sinx, bude podle zndmého pravidla d—z = lim

sin(z4a)—sinx
d o4
dy

aneb
L . 1, .. L, . sin & o .
podlé goniometrické stejniny zndmé % = lim —2 cos (x—l— %), ponévadz
2

. sin & . . . .
lim —2 =1, jest % = lim cos (x + %) = cosx aneb dsinz = cosxz dz. Znajice

2
dsinx, obdrzime d cos z, piSeme-li § — x misto = a tedy —dx misto dz, z cehoz
jde dcosz = —sindx.
Predlozena-li ngjaka funkce y = ¢(x) a jest-li jeji funkce obracena = = ¥ (y),
tu obdrzime differencovanim této g—z = 1'(y), a differencovanim oné g—g = ¢'(z),
1

aneb ¢'(z) = TN

z kterychzto poslednich dvou rovnic jde ¢'(z) = w/l(y)
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Ucebnice Studnickovy byly ¢asteéné nahrazeny az v roce 1902, kdy vy-
sla nakladem JCM (Jednota ceskjch mathematiki) ucebnice Pocet diffe-
rencidlny, kterou napsal na objednavku JCM Eduard Weyr (1852-1903).
Na rozdil od JCM, ktera knihu vysoce hodnotila, Weyrovu knihu velmi
zkritizoval J. V. Pexider (1874-1914). Vyvolal tak velky spor nejen mezi
matematiky. V dobovém tisku vyslo ke sporu nékolik ¢lanki. Podrobné
informace o této zélezitosti lze nalézt v publikaci [14].
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsf dvojice tloh. Resenf novych dloh 269 a 270 mtzete
zaslat nejpozdéji do 30. 9. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 269
Je dan pravoihly rovnoramenny trojuhelnik ABC, v némz K je stfed
jeho prepony AB. UvaZzujme pravouhlé trojtihelniky K LM s pravym thlem
pfi vrcholu M, kde vrcholy L, M lezi po fadé uvnitf odvésen BC, AC.
Sestrojte bod L tak, aby tsecka BL méla co nejmensi délku.
Jaroslav Svrcek

Uloha 270
Uvazujme ¢isla ¢ = 2cos (7/7), b = 2cos(37/7) a ¢ = 2cos (5w /7).
Dokazte, Ze t¥i vyrazy a+b+c¢, 1/a+1/b+1/c, abe nabyvaji celo¢iselnych
hodnot.
Pavel Caldbek

Déle uvadime TfeSeni uloh 265 a 266, jejichz zadani jsme zvefejnili v za-
véretném ¢isle minulého (29.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 265
V pravothlém trojuhelniku ABC' s pfeponou BC' ozna¢me I stied kruz-
nice jemu vepsané. Urcete obvod tohoto trojihelniku, je-li dano |AI| =
= /72 a |BI| = v/232.
Josef Tkadlec

Reseni. Oznatme K , L, M body dotyku kruznice vepsané trojihelniku
ABC po tadé se stranami BC, C'A, AB. Ze soumérnosti kruznice podle
pifmky prochazejici jejim stfedem plyne |AL| = |AM]|, |BK| = |BM],
|CK| = |CM]| a tyto vzdalenosti ozna¢me po fadé k, [, m.
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7 pravych uhli u vrcholi A, L a M ve ¢tyfauhelniku ALIM plyne, Ze
jde o ¢tverec se stranou délky k. Podle zadani je délka jeho thlopticky Al
rovna /72, proto je délka jeho strany k = v/72/v/2 = 6. Uzitim Pythago-
rovy véty v trojihelniku BIM mame

l=|BM|=/|BI]? = [IM? = /232 — 62 = 14.
Konec¢né, podle Pythagorovy véty v trojuhelniku ABC plati
(144+m)? =1 +m)? = (k+m)*+ (k+1)* = (6 + m)? + 20°.
Gpravou této rovnice dostaneme
16m = 20% + 62 — 142 = 240,
tedy m = 15. Obvod trojihelniku ABC je tedy
2(k+1+m)=2(6+ 14+ 15) = 70.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jachim z Vo-
lyné&, Petr Vach z Jablonce nad Nisou, Adam Blazek z G v Plzni, Miku-
1asské nam., Amdlie Dostalikovd, Anna Pechdckovd, obé z GJS v Prerové,
David Kamenskyj z GaJS v Bieclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Pol-
sko), Adam Mendl z GPAC v Tabore, S'tépa’n Postava z GMK v Bilovci
a Karel Stehlik z GChD v Praze 5, Zborovska.

Netplné feseni zaslal Michal Vosyka z BG ve Zdaru nad Sazavou.

Uloha 266
Uréete vSechny dvojice (m,n) pfirozenych &isel, pro néz plati

m+ s(n) =n+ s(m) = 2020,

kde s(a) znagi ciferny soucet pfirozeného ¢isla a.
Jaroslav Svrcek
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Resend. Ze zadani je patrné, Ze ¢isla m, n jsou mensi nez 2020, jsou tudiz
obé& nejvyse ¢tyimistna. Necht m = anbpncmdm a n = a,bye,d,, kde a;,
b;, ¢; a d; jsou ¢islice. Rovnici

m+ s(n) =n+ s(m)
upravime do tvaru
999(am — an) = 99(bn, — bim) + 9(cn — cm)- (1)

Pro cislice b; a ¢; ziejmeé plati —9 < b, — b, <9a -9 <¢, —cpn <9,
proto

—972=—99-9—9-9 < 99(by, — by) + (¢ — Cm) < 99-9+9-9 =972,

Z podminky (1) tak plyne, Ze a,, = a,, oznafme tuto ¢islici jako a. Rov-
nici (1) mizeme déle prepsat do tvaru

99(by, — by) = 9(cpn, — Cm)-

Jelikoz —81 < 9(c,, — ¢m) < 81, plati by, = b, a ¢y = c,. Oznaéme
b=b,, =b, ac=c, =c,. Cisla m an mizeme tedy zapsat ve tvaru

m = abed,y,, n = abcd,,.

Rovnici n + s(m) = 2020, resp. m + s(n) = 2020, nyni upravime do
tvaru

1001a 4 1016 + 11¢ + (dy, + dy) = 2020. (2)

Pro ¢islice b, ¢, d,,, d,, plati
0<101b+1lc+ (dpy +dp) <101-9411-94(9+9) = 1026,

odkud je patrné, ze a € {1,2}. Oba pfipady posoudime jednotlivé.
e V piipadé ¢ = 1 ma rovnice (2) tvar

1016 + 11¢ + (dy, + dy,) = 1019.

Z odhadu 0 < 11lc+ (dy, +dp) < 11-9 4 (9+9) = 117 plyne b = 9.
Plati tak 11c+ (d,, + d,) = 110. Jelikoz 0 < d,,, + d,, < 18, plyne odtud
c=9, tedy d,, + d,, = 11, odkud dostavame

(dim,dn) € {(2;9),(3;8), (4;7),(5;6), (6;5), (7;4), (8;3), (9;2)}.
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e V piipadé a = 2 ma rovnice (2) tvar
1016+ 11c + (dp, + dp) = 18.

Odtud jiz nutn& b = 0, plati tak 11c + (dm + dn) = 18. Jelikoz je
0 <dy, +d, < 18, plyne odtud ¢ € {0, 1}.

Pokud ¢ =0, plati d,,, + d,, = 18, tedy d,, = d,, = 9.
Pokud ¢ =1, plati d,,, + d,, = 7, tedy

(dm,dn) € {(0;7),(156),(2;5), (3;4), (4;3), (5;2), (6; 1), (7;0)}.

Existuje tak 17 hledanych dvojic ¢isel (m,n), viz nasledujici tabulka.

m n m n m n m n

1992 1999 | 1996 1995 | 2010 2017 | 2014 2013
1993 1998 | 1997 1994 | 2011 2016 | 2015 2012
1994 1997 | 1998 1993 | 2012 2015 | 2016 2011
1995 1996 | 1999 1992 | 2013 2014 | 2017 2010
2009 2009

Pozndmka. Protoze m,n < 2020, jsou ciferné soucty s(m) a s(n) nej-
vySe rovny 1 + 9 + 9 + 9 = 28. Odtud plyne, Ze ¢isla m a n jsou obé
vétsi nebo rovna 1992. Ulohu lze také vyfesit otestovanim viech 28 &isel
m € {1992,1993, ...,2019}, pro kterd uréime n = 2020 — s(m) a ovéfime,
zda pro né plati m + s(n) = 2020.

Spravna tfeseni zaslali Karol Gajdo§ z Trnavy, Petr Vach z Jablonce nad
Nisou, Amdlie Dostalikovd, Anna Pechdckovd, obs z GJS v Prerovs, David
Kamensky z GaJS v Bieclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci, Adam
Mendl z GPdC v Tabotre, Karel Stehlik z GChD v Praze 5, Zborovska
a Michal Vosyka z BG ve Zdaru nad Sazavou.

Netuplné teseni zaslali FrantiSek Jdchim z Volyné a Adam Blazek z G
v Plzni, Mikulagské nam.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Ohmiiv zakon a vyuka tyziky
na zakladni skole

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V lednu 2021 zvefejnilo MSMT CR upravenou verzi Ramcového vzdéla-
vactho programu pro zakladni vzdélavani (RVP ZV), ktery bude platit od
1. za¥ff 2021 [1]. Nejrozsahlejsi zménou je rozsifeni vzdélavaciho programu
informatiky a to si vyzadalo apravy v jinych oblastech vzdélavani. Vyrazné
jsou tyto zasahy do vzdélavaciho oboru fyziky, coz vyvolalo fadu kritickych
ohlast. Vyhrady k apravé RVP ZV vyjadrila také Jednota ¢eskych mate-
matiki a fyzikt otevienym dopisem ministru Skolstvi, k némuz se pfipojila
Fada osobnosti pfevazné akademické sféry [2]. Nesouhlasny postoj v dopisu
poukazuje na dva Skrty v RVP ZV, které se tykaji Newtonovych zakont
a premén ruznych forem energie. Stranou vSak zustal jiny kli¢ovy pozna-
tek, ktery patii k tradi¢nimu uéivu jiz na zékladni Skole a v piuvodni verzi
RVP ZV je oznacen jako o¢ekdvany vystup: F-9-6-04 vyuZivda Ohmiv zdkon
pro ¢dst obvodu pii TeSent praktickijch problémi. Tento vystup je nahrazen
jinym, jehoZ obsah se v8ak tykd magnetického pole a elektromagnetické
indukce. Z uéiva o elektrickém proudu tak ztstavaji v RVP ZV jen ty
nejtrivialngjsi kvalitativni poznatky, vyjadiené hesly: elektricky obvod —
zdroj napéti, spotiebic, spinac. Znovu se ukazuje, ze RVP ve své struc¢nosti
a obecnosti jsou nedostatecnym podkladem pro tvorbu Skolnich vzdélé-
vacich programi (SVP) vytvafenych samotnymi uciteli a odpovédnost za
droven vzdélani se tak prenési ze Skolskych organi na konkrétni uditele.

Stézi si lze dnes predstavit uditele fyziky, ktery by se s takto deklaro-
vanym u¢ivem spokojil a nevyuzil bohatych a rozmanitych moznosti, jak
avodni poznatky o elektrickém proudu v soucasnych podminkach nézorné
a srozumitelné vylozit. Experimentélni ovéfeni vztahu mezi elektrickym
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napétim a proudem je také nesrovnatelné jednodussi, nez ovérit platnost
Newtonovych zédkoni, na néz se otevieny dopis J CMF prednostné zaméfil.
Pfipomenime v té souvislosti jistou obtiZznost objasnéni pomérné abstrakt-
niho pojmu setrvacnost nebo znamé problémy s formulaci 2. Newtonova
zdkona pii absenci pojmu zrychleni v u¢ivu zékladni skoly, pop¥. problémy
s vyjadfenim gravita¢ni sily pomoci vagné definované konstanty g.

Ohmiv zékon, ktery Georg Simon Ohm objevil a v roce 1827 publikoval,
muzeme povazovat za jeden z klicovych milnikt vyvoje lidského poznani
a kultury. Cesta Ohmova zdkona do ucebnic fyziky vSak nebyla jedno-
duché a rychlé, jak jsme tomu byli svédky tfeba u rentgenového zareni,
které se jako paprsky X stalo uCivem kratce po objevu. V ucivu elektiiny
mnoho let dominovaly pfedevsim jevy elektrostatiky a poznatky o magne-
tech, které postupné obohacovanym poznatktm tzv. galvanické elektriny
obvykle predchézely.

Dobre je to patrné z vyvoje osnov pro stiedni Skoly, v nichz lze identifi-
kovat nékolik vyvojovych etap. Aniz bychom se vraceli do pfili§ vzdalené
minulosti, uvedeme jen, ze ve 20. stoleti se vyuka fyziky po dlouhé obdobi
odvijela od osnov z roku 1908. V malé mife do nich po vzniku Cesko-
slovenska zaséhla jen reforma z roku 1919. V osnovach pro nizsi st¥edni
skoly bychom vsak v tomto obdobi Ohmuv zékona hledali marné. Ué¢ivo se
vénovalo prakticky jen kvalitativnim poznatkim o tepelnych, svételnych,
elektrolytickych a magnetickych déincich elektrického proudu. I tak je to
mnohem vic, nez po sto letech pozaduje soucasny RVP ZV.

Tento stav vyvoje osnov fyziky se v té dobé stal rovnéZz pifedmétem
kritiky ze strany Jednoty Ceskych matematika a fyzika. Pti J CMF vznikla
komise, ktera vytvofila a v roce 1920 publikovala navrh novych ucebnich
osnov fyziky pro stfedni kolu. Vyuka fyziky zac¢inala v III. ro¢niku nizstho
stupné stiedni skoly (Zaci ve véku 13 aZz 14 let) dvéma tydennimi hodinami
(pozdéji byl rozsah vyuky v tomto ro¢niku rozsifen o jednu dalsi hodinu).
Jiz do tohoto tvodniho ro¢niku fyzikalniho vzdélavani byla v pomérné
velkém rozsahu zafazena vyuka elektfiny a poprvé se zde v textu névrhu
JCMF objevuje heslo osnov Ohmiiv zdkon.

Neni bez zajimavosti, ze také v tomto, modernégji pojatém néavrhu stale
jesteé pretrvava diraz na ucivo elektrostatiky, jak je to patrné z ¢asti osnov,
které uvedeme ve zkraceném znéni (pievzato z [3]):

Elektiina. FElektrovdani trenim, zdkladni zjevy a pojmy (druhy ndboje,
vzdjemny ucinek mechanicky); vodivost latek. Elektroskop. Elektrostatickd
indukce, pole elektrické. Sidlo ndboje na vodici, hustota povrchovd. Ucinek
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hrotd na vodivost vzduchu. Z pristroji: elektrika trect, elektrofor, Frankli-
nova deska, leydenskd ldhev.

Ze zdroju elektrochemickych uvedou se jen tyto druhy clankid: Voltiv,
Leclanchéiv, Danieliv, akumuldtor.

Elektricky proud ustdleny. Intensita proudu definuje se elektrochemic-
kym rozkladem ziedené kyseliny sirové, odtud stanovi se vimér ampéru.
Zdkon Ohmaiv. Odpor vodice. Jednotka ohm. Zdvislost odporu na geomet-
rickém tvaru vodice. . ..

K definitivnimu vélenéni Ohmova zakona do osnov fyziky na nizsim
stupni stfedni Skoly vSak doSlo az v novych, podstatné prepracovanych
osnovéich z roku 1933 a na zakladé téchto osnov se Ohmuv zékon az do
soucCasnosti stal jiz tradi¢ni souc¢asti ucebnic fyziky pro tento typ skoly.
K nejuzivanéj$im ucebnicim odpovidajicim osnovam z 30. let patii uceb-
nice [4], ktera vysla v roce 1934. Ohmilv zékon je v nf vyloZen s pfipome-
nutim analogie s proudénim vody zpiisobem, ktery je patrny z obr. 1.

Az ve druhé poloving 40. let 20. stoleti doslo k dalsim zménam ucebnich
osnov fyziky, které vzesly z diskuse odborné vefejnosti iniciované Vyzkum-
nym ustavem pedagogickym a ze srovnani obsahu Sesti u¢ebnic, pouziva-
nych tehdy na méstanskych skolach [5]. Zatim co napf. Newtonovy zakony
navrh uéiva pro Skoly tzv. II. cyklu v té dobé jesté neobsahuje, Ohmuv
zékon je jiz jeho pevnou soucésti.

Podle vyjadieni Ndrodniho pedagogického institutu [6] byla aplikace
Ohmova zékona (vystup F-9-6-04) vyfazena z toho diivodu, Ze Zaci vnimaji
Ohmuv zékon forméalné a k feSeni praktickych problémi je vhodngjsi Sirsi
znalost jevil v elektrickém obvodu v pojeti odpovidajicim vyuce na stfedni
skole. MiiZzeme pfipustit, ze prvni u¢ebnicové zpracovani Ohmova zékona
je pomérné strohé a mohlo by vést k predstavé o formalnim piistupu zaka
k jeho kvantitativnimu vyjadieni. Od pocatku se vS8ak predpokladal vy-
klad zalozeny na experimentu, i kdyZz to s pouzitim dnes uz prakticky
neznamych galvanometri ve srovnani se soucasnymi digitalnimi multi-
metry nebylo az tak jednoduché. Na tomto experimentalnim piistupu je
také zalozen vyklad Ohmova zékona prakticky ve vSech sou¢asnych uceb-
nicich fyziky. Je to jedna z nemmnoha moznosti, jak klicovy fyzikilni za-
kon, zaklad tak vyznamného technického oboru, jakym je elektrotechnika,
zpristupnit zdktim jednoduchym a snadno realizovatelnym experimentél-
nim postupem. Ten pak miize byt exemplarnim piikladem zpracovani dat
ziskanych z realného déje matematicky, tabelarné a graficky s pouzitim
prostiedku IT.
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: 72. Zakon Ohmiv. Sila vodniho proudu zévisi na pietlaku v potrubi
a tim na rozdilu vySek hladin. Podobn§ lze ofekévati, Ze proud elektricky
zévisi na napéti.

Zapojime-li do vedeni od akumuldtoru urdity odpor, ukize galvano-
metr jisty proud. Spojime-li 2 akumuldtory za sebou (2krit vétsi na-
péti), je pfi témZ odporu proud 2krat vétsi; pii 3 akumuldtorech za sebou
jest proud 3krat vétsi, atd.

Totéz se opakuje i pfi jiném stalém odporu.

Proud je p¥i stdlém odporu primo dmérny napéti.

Pr papstil i o e I'V:: 6V'8V EV
jde odporem ............. 1@ 197430 RQ
Proud . e st et 1A 6 A 6A:3=2A I=FE:R.

Odtud vyplyvé zékon Ohmuv: :
Proud v ampérech se vypodte, jestlize napgti ve vol
tech délime odporem v ohmech. W ~

T o
R
Z pravidel o délenci a o déliteli vyplyvaji hned véty dalsi:
E = IR, R = 2L :
I

Napéti rovna se souéinu z proudu a z‘odporu.

Odpor rovné se napéti délenému proudem.

2. Jde-li proud z odporu do odporu, pravime, Ze jsou odpory
spojeny za sebou (obr. 126). P¥i vypodtu proudu je tieba kldsti

0

Lth+n

Obr. 126. Spojeni odpori. za sebou (seriové). Obr. 127.

za B v Ohmové zakon& odpor celého vedeni, ktery se rovni soudtu
viech odport, &itaje v to i odpor elektrolytu &lankt (t. zv. vnit¥ni
odpor), odpor galvanometru atd.

Ulohy: 1. Jaky proud dévé baterie 2 akumuldtori (po 2 V) spojenych
za sebou, je-li vepjat odpor 1,1 2, ampérmetr s odporem 0,8 2 a je-li vnitini
odpor jednoho &lanku 0,05 Q2 (2 A.) — 2. Z baterie jde proud 2 A odporem
3,6 Q. Jaké jest napdti baterie, ma-li ampérmetr odpor 0,4 22 (8 V.) — 3. Jaky
odpor mé v uréitém pripads lidské télo, kdy¥ jim protéka pii 20 V proud
0,0005 A? (40.000 L2.)

Obr. 1 Prvni uebnicové zpracovani Ohmova zékona v [4]
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At uz tedy bude formulace o¢ekévanych vystupti nebo uéiva v RVP ZV
jakakoliv, nelze pochybovat o tom, Ze ve §kolské praxi, v jednotlivych SVP
vytvorenych uciteli bude Ohmuv zakon zachovan tak, jak to jiz pred sto
lety J CMF pozadovala.
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Upravy RVP ZV pohledem
ucitele zakladni skoly

FRANTISEK JACHIM
Zakladni gkola Strakonice, Dukelska

V lednu tohoto roku byl publikovan Rdmcovy vzdéldvaci program pro
zdkladni vzdéldvdnd [1] se zapracovanymi zménami motivovanymi potie-
bou posileni obsahu a rozsahu vyuky informatiky. Tato zména spociva ve
vloZzeni Vzdélavaci oblasti 5.3 Informatika se vzdélavacim oborem Infor-
matika 5.3.1 ([1, str. 38-43]). Soucasné je v u¢ebnim planu definovana jeji
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minim&lni ¢asova dotace, a to 2 hodiny tydné na 1. stupni a 4 hodiny na

2. stupni Zé, tedy celkové posileni o 4 hodiny. Chapeme, Ze navysSeni ¢asové

dotace bylo nutno kompenzovat v jinych vzdélavacich oblastech, pokud

pro vyuku informatiky nemély byt pouZity disponibilni hodiny. Minimalni

¢asova dotace byla tedy zredukovéina o jednu hodinu ve vzdélavacich oblas-

tech Clovek a jeho svét (1. stupen), Clovek a spole¢nost, Clovek a priroda

a Uméni a kultura (2. stupeil). Soucasné doslo k tpravam — presnéji fe-

¢eno ke skrtim — v Odcekdvangch vystupech vzdélavacich obora. Ty byly

odiivodnény sdélenim Narodniho pedagogického institutu takto [2]:
,,Skrty ve vzdélavacim obsahu jednotlivych vzdélavacich obort probéhly

na zakladé stanovenych kritéri:

— odstranéni duplicit v ruznych vzdélavacich oborech;

— vyfazeni obsahu zaloZeného na encyklopedickych znalostech;

— vyfrazeni obsahu povazovaného za piilis obtizny;

— vyfazeni obsahu néarokujiciho pouze dil¢i znalosti nebo dovednosti;

— vyfTazeni obsahu, ktery neni pfiméfeny véku a Zivotnim zkuSenostem
zaki;

— zjednoduseni obsahu k podpore hledani souvislosti.* (1)
Dale se budu vénovat tipravé oéekavanych vystupi vzdélavaciho oboru

fyzika.

1. Vzdélavaci obsah Pohyb téles; sily
Ve vzdélavacim obsahu Pohyb téles; sily byly vyfazeny vystupy

F-9-2-03 ,,zméri velikost piusobici sily*

Znamena to, Ze zak uz nebude brat do ruky silomér (mechanicky nebo
napf. ,vernierovsky“) a nebude zjistovat tihu zavazi, velikost tieci sily
sunutim télesa po podlozZce, velikost sily vypocitanou z jejiho momentu
(viz dale), nebude méFit velikost vyslednice sil a podobné? Nepresveddi se,
7e existuje néjaka vztlakova sila pfi nofeni télesa do kapaliny? ZkuSenost
ukazuje, Ze toto vSechno témér v8ichni Zaci dobie a radi zvladali. Nejlepsi
predstavu o velikosti jednotky sily zak ziska pravé vytazenim siloméru. Do-
drzeni této redukce by vyrazné omezilo rejstiik frontalnich pokust, které
mj. vedou i k rozvijeni zru¢nosti a spoluprace mezi zaky. Autofi redukce
si zfejmé nepovsimli, Ze vypusténi tohoto vystupu neodpovida zadnému
z vyse uvedenych kritérii (obr. 1).
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Obr. 1 (a) Prekvapuje mé, jak je 1 N velmi mala sila; (b) Sila magnetu je v jeho
stfedu nejslabsi

F-9-2-05 ,,vyuzivd Newtonovy zdkony pro objastiovdni ¢i predviddni zmén
pohybu téles pri pusobent stdlé vysledné sily v jednoduchgch situacich®

Zak tedy nema védst, pro¢ je nekdy téleso v klidu a jindy v pohybu (pri-
mocarém, kiivo¢arém, rovnomérném, nerovnomérném) a co je toho prici-
nou? Pro¢ napf. pfi volném padu téleso zrychluje? Vzdy jsem uéil zéky
rozumét viem tfem zakonim (2. pouze kvalitativng), opét bez problémii.
U¢ivo poskytuje velmi mnoho situaci z bézného zivota a je vybornym pro-
stfedkem k tomu, aby se Zéci ucili zdavodhovat jim pfedloZené jevy a
nalézat jejich souvislosti. U¢ivo o pohybu je jednou ze zakladnich ¢asti fy-
zikalniho uciva, je pro zéky zajimavé a je tizce spojeno s jejich zkuSenostmi
v bézném zivoté. Nejen proto zcela souhlasim se sdélenim: ,,Newtonovy po-
hybové zakony vysvétluji veskery pohyb téles, ktery pozorujeme v bézném
zivoté. Proto patii do vyuky na vSech stupnich vzdélavani, kde se fyzika
vyucuje...* ([4, str. 132]).

F-9-2-06 ,,aplikuje poznatky o otdcivych tucincich sily pri TeSent praktic-
kijch problémaui*

Jinak fe¢eno, ma to jit bez pak a kladek, nebot nebudou-li uvedeny
aplikace, pijde jen o suchou teorii. Rada frontalnich (nebo skupinovych)
pokust nejen, ze zdky dovede pfedevsim k porozuméni jevu, ale opét pii
pouzivani jednoduchych pomticek se rozvijeji jejich manipulativni doved-
nosti. Vybornou aplikaci je nap¥. frontalni zakovsky pokus stithani plechu.
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Uvedeny vystup je také jednim z téch, které ve vyuce umoznuji uziti
matematiky. Vezméme v revidovaném RVP vyjmutou momentovou vétu:
V matematice se zaci uéi resit linearn{ rovnice. Pravé momentova véta
je prilezitosti, jak zakam ukazat praktické vyuZziti matematiky. Vzdyt jde
vlastné o linearni rovnici ve tvaru a -« = b - ¢ (pfi rovnovaze), v niz se ne-
zndma r muze objevit v raznych polohéch, podle toho, jaké rameno nebo
silu reprezentuje. A ta vynikajici zpétna vazba, které se zakovi dostane,
kdyZ po vypoctu pouzije ve skuteéné situaci silomér, a ten ukéize velikost
sily, jakou vypocital. Mam dojem, Ze autofi redukce chtéli, aby se ve vy-
uce fyziky vibec nepocitalo. Potla¢eni mezipfedmétovych vztaht je z této
tpravy ziejmé (obr. 2).

(b)

Obr. 2 To se nam to povedlo, kdyZ jsme si to pfedem vypocitali

2. Vzdé&lavaci obsah Mechanické vlastnosti tekutin

Ve vzdélavacim obsahu Mechanické vlastnosti tekutin je vyfazen vystup

F-9-3-02 ,,predpovi z analyzy sil pusobicich na téleso v klidné tekutinée
chovdnt télesa v ni*

Zde si autofi uprav nerozuméli s tim, co ponechali o kousek dale, totiz
v u¢ivu, mj. ,,Archimediv zakon — vztlakova sila, vznaSeni se a plovani
téles v klidnych tekutinach®. Ze by tady zapomnéli skrtat? Pokud ne,
tak z mého pohledu v pohodé.!) V tom piipadé je zde opét velmi dobra
prilezitost k vyuziti matematiky — tprava vyrazu, vypocet podle vztahu,
FeSeni rovnic (obr. 3).

DProtoze ofekavany vystup je nadfazen ucivu, obavam se, ze Skrtnuti Archimedova
zakona opomnéli a upfimné toho lituji.
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Obr. 3 Proc¢ pravé tolik zavazi vor unese?

3. Vzdélavaci obsah Energie

Ve vzdélavacim obsahu Energie jsou vyfazeny vystupy

F-9-4-01 ,,urci v jednoduchgch p¥ipadech prdci vykonanou silow a z ni
urci zmeénu energie télesa®

F-9-4-03 ,vyuZivd poznatky o vzdjemngch premeéndch ruzngch forem
energie a jejich pirenosu pri TeSeni konkrétnich problémd a wuloh*
F-9-4-04 ,,urci v jednoduchijch pripadech teplo prijaté ¢i odevzdané téle-

sem*

Podle uvedeného zcela z vyuky fyziky mizi jeden ze zakladnich pojmu —
energie. P¥itom zék podle zachovaného vystupu nové ozna¢eného F-9-04-
-02 ,,zhodnoti vyhody a nevyhody vyuzivani riznych energetickych zdroji
z hlediska vlivu na Zivotni prostiedi“. Doslova vzato: zak nebude védét, co
energetické zdroje vlastné produkuji a jak, a ma o nich hovofit. Nagtésti
(nebo opét omylem) opét v ucivu dochéazi k negaci vystupu, jsou tam
uvedeny nejen vSechny druhy mechanické energie, ale i energie elektricka
a jaderna. Jako fyzikalné destruktivni vniméam, ze z fyziky zmizel pojem
wteplo“. Jsem presvédéen, ze kalorimetrickd rovnice v pfiméfeném tvaru
popisujici kombinaci pFiméfené volenych teplotnich stavi latek je velmi
dobrym mezipfedmétovym prvkem. Neni diivod zakiim napi. zamlcet, proc
se opafi vodni parou a stejné teplou vodou nikoli.
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4. Vzdélavaci obsah Elektromagnetické a svételné dé&je

Ve vzdélavacim obsahu Elektromagnetické a svételné déje jsou vyrazeny
vystupy

F-9-6-04 ,,vyuziva Ohmiv zdkon pro ¢éist obvodu pri TeSent praktickijch
problémai*

Jestlize zak poznava fyzikalni veli¢iny napéti, proud, odpor a prakticky
je méfi, je jen krok k tomu, aby pochopil jejich souvislost. Pro¢ mu v tom
branit? Meéfeni ve skuteéném obvodu a pirimé sledovani zmény veli¢in
(pfimé a nepfima tmérnost) mu vytvaii asociaci na uivo z matematiky.
Ohmuv zékon je idealnim piikladem vedoucim k rozvoji funkéniho mys-
leni. Pfenesenim konkrétnich méreni do graft 1ze naopak podporovat vyu-
7it{ poznatki z informatiky (napf. MS Excel). Opét je zde vidst usilovna
snaha autori redukce — nepouzivat matematiku.

F-9-6-06 ,,zapoji sprdavné polovodicovou diodu‘

Tady jde o detail, ktery nemusi byt v RVP vibec uveden. Jestlize vSak
podle vystupu F-9-6-03 ma z&k byt informovan i o polovodi¢i, zaktim diodu
do ruky urcité dame, se zdjmem si s ni ,,vyhraji“. Zapojovani nékolika diod
(paralelné ¢i sériové) do obvodu Zaky v mych hodinach velice zaujimalo.

5. Vzdélavaci obsah Vesmir

Ve vzdélavacim obsahu Vesmir je vyrazen vystup

F-9-7-02 ,,0dlisi hvézdu od planety na zdkladé jejich vlastnosti

U¢ivo o vesmiru je obecné pro zaky docela zajimavé. Ziji v dobé lett
sond k planetdm a hledani exoplanet s otazniky mozného mimozemského
zivota. Cas od ¢asu pozoruji zatméni, popf. tranzit, tyto jevy vznikaji
fyzikalni odlignosti hvézd (Slunce) a jinych vesmirnych téles. Pro¢ jim tyto
odlignosti nesdélit? Propojeni se zemépisem se pfimo nabizi.

Zavérem

Publikace zmén RVP byla piekvapiva. Neptredchazelo jim z4dné avizo,
zaddné odborné diskuze. V tivodu RVP je uvedena mnozina pracovnika
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(21 z Narodniho pedagogického institutu + 10 externich), kteff se na zmé-
nach podileli. Marné jsem mezi nimi hledal nékoho z oblasti fyziky a jeji
didaktiky. Proto neptekvapuje, ze s podivem na redukci RVP ZV zareago-
valo pohotové vedeni JCMF svym dopisem MSMT [3].

Ke zménam piipojil Narodni pedagogicky institut rozsahly komentar [2].
Ma byt odavodnénim zmén, piedevsim vypusténych vystupa. Zdtavodho-
vani zmén ve fyzice zde témér nekoresponduje s kritérii (1). Autori ko-
mentaie se ve svych sdélenich neciti jisti a piisobi zmatecné, zejména kdyz
tvrdi, Ze nékteré vyrazené vystupy vlastné nemizi a lze jejich obsah vyuzi-
vat ve vystupech zachovanych. V komentaii najdeme i sdéleni, ktera jeho
ostatni ¢asti neguji:

V tvodu:

~Pokud se ucitelé chtéji se svymi zaky redukovanym obsahtim i nadéle
vénovat, tak mohou.*

V zavéru:

,Redukce obsahu na trovni RVP ZV ov8em neznamené, %e na trovni
Skolniho kurikula a vyuky nemtize byt vzdélavaci obsah rozsifen o dalsi
a nadstandardni obsah a tviréi ¢innosti. Naopak rozsifeni a specifikaci
obsahu na trovni Skoly a na zakladé ucitelova pojeti vyuky velmi doporu-
¢ujeme.”

Alespon néjaka pozitivni sdéleni.
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Virtualni laboratorni cviceni
s vyuzitim 3D modelt Corinth

CENEK KODEJSKA — JAKUB SANA - ONDREJ VALASEK
Gymnézium, SOS a VOS, Komenského 77, Novy Bydzov

Distanc¢ni vyuka klade v dnes$ni dobé, ovlivnéné epidemickou situaci a
Sifenim covidu-19, zvySené naroky na ucitele i zaky. NaSe prace se zabyva
virtualnimi experimenty s 3D modely, které nabizi aplikace Corinth 3D [1].

Desktopova verze nabizi pies 1500 modelt z oblasti biologie, fyziky,
chemie, matematiky, astrofyziky a dokonce i historie. Fyzikalni knihovna
¢ita na 250 modeld, z nichz nékteré lze vyuzit k uskuteénéni virtualniho
laboratorniho méfeni.

Lze také vyuzit online verzi aplikace pojmenovanou Lifelige [2], ktera
obsahuje mensi pocet modelt, ktery je postupné rozsifovan do plného
poctu desktopové aplikace. Funkcionalitou je on-line verze plnohodnotné
k desktopové. V obou vyse uvedenych piipadech mohou skoly po vyplnéni
online formulafe na webovych strankach [1, 2] ziskat pro své zaky ro¢ni
multilicenci, ktera je omezena pouze poctem Skolnich pocitacl, na které
lze desktopovou aplikaci nainstalovat. V pfipadé on-line verze lze ziskat
dohodnuty pocet licen¢nich kodi.

Cilem této prace bylo ovéfit, zda lze interaktivni 3D modely pouzit pii
realizaci virtudlni laboratorni prace namisto realnych pomtcek. Jako za-
kladni model jsme vyzkouSeli interaktivni kyvadlo (viz obr. 1), u kterého
1ze ménit nejen délku zavésu a hmotnost zavazi, ale i hodnotu gravita¢niho
zrychleni, kterou pii redlném zakovském experimentu nelze ménit. Model
kyvadla byl zvolen také proto, Ze je to v souCasné dobé zatim jediny in-
teraktivni model, ktery je zcela hotov.

Mezi dalsi pfipravované interaktivni modely patii napf. model interak-
tivni pruziny, sériového a paralelniho zapojeni rezistort, uréeni VA charak-
teristiky elektrolytu, model transformatoru nebo ovéfeni Ohmova zakona.
Na jejich pifipravé se podili prvni autor ¢lanku.

Pro doplnéni uvedme, Ze ur¢itou interaktivitu nabizi i nékteré jiné
webové aplikace, napt. znamé 2D animace RNDr. Vladimira Vascaka [3]
nebo interaktivni simulace PhET z University of Colorado [4].
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Obr. 1 Interaktivni kyvadlo Corinth 3D

Pro vyhodnoceni pohybu kyvadla jsme pouzili freeware aplikaci Trac-
ker [5], ktera umoziuje provést detailni video analyzu jakéhokoliv pohybu,
vcetné sofistikovaného proloZeni regresni funkce experimentilné namére-
nymi body [6].

Virtualni laboratorni cvifeni bylo realizovano na Gymnéziu, SOS a
VOS v Novém Bydzové se zéky tfettho ro¢niku vyssitho gymnazia béhem
distanéni vyuky v listopadu 2020. Praktické zkuSenosti jsou popsany nize
v textu.

Ovéreni zavislosti periody na gravitaénim zrychleni 3D modelu
interaktivniho kyvadla

oo

Pomoci rozsifené reality (augmented reality) vytvorime v programu Co-
rinth u modelu interaktivntho kyvadla zaznamy o délce cca 10s asi 10 az
12 videf pohybu kyvadla pro rtizné hodnoty gravita¢niho zrychleni v roz-
mezi 1 m-s™2 az 100 m-s~2 (viz obr. 2). Délka kyvadla byla nastavena
vzdy L =1 m.

Ziskana videa ve forméatu MP4 postupné podrobime videoanalyze v pro-
gramu Tracker, pomoci kterého uréime periodu kmitt pro danou hodnotu
gravita¢ntho zrychleni (viz obr. 3). Detailni postup provedeni videoanalyzy
je uveden napt. v [7].

122 Matematika — fyzika — informatika 30 (2) 2021



Soubor Upravy Video Sledovani Souradnicovy Systém Zobrazit Napovéda
SH| S B8 v | kwoit m B | Quan | [N A A|Z 4| A /-n@8¢C
v tmaan nf30005g] ok 40 xo327m] szs5Ezm] rm [i726 ] Nynije K isposic verze 1.5 vyuDipamit 4SMEB 2 478

i i o[ © nmotan|+] -

hmota A (t, %)

U7

0

bzﬁﬁ‘ls #=-0,327 m] t(s)

M Tabuka | © nmotaa|~| 2

1) x(m) [ yim)

< ;
wasroow [ w > ‘....a
1A_kyvadlotrk

Obr. 3 Videoanalyza v programu Tracker

Pro danou hodnotu gravita¢niho zrychleni byla videoanalyza provedena
vzdy tfikrat. Z téchto hodnot jsme pak vypocitali primérnou hodnotu
periody. Vysledné pruméry hodnot period pro danou hodnotu gravita¢niho
zrychleni a délku kyvadla 1 m jsou uvedeny v tabulce 1.
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Tabulka 1 Hodnoty periody T kyvadla v zavislosti na gravita¢nim zrych-
leni ag pii délce kyvadla L =1 m

¢ méfen! | ag/m-s=2 | T/s
1 1,32 5,47
2 2,55 3,93
3 3.20 354
4 437 | 3,01
5 575 | 2,62
6 9,81 2,01
7 17.63 | 1,49
8 2337 | 1,28
9 4577 | 0,93
10 68,95 0,76
11 100,00 | 0,62

Zpracovani vysledkd v MS Excel

Hodnoty z tabulky 1 byly zpracovany do grafu (viz obr. 4). Pomoci
spojnice trendu byla urcena regresni funkce probihajici naméfenymi body.
Z grafu vyplyva, Ze regresni funkce prolozena naméfenymi body méa

vyjadieni
y = 6,2883 27199 (1)

ze kterého lze ur¢it hodnotu exponentu n = —0,5. Nalezen4a zavislost pe-
riody na gravita¢nim zrychleni je dana tedy jako

1
T~ —.

Vag

Pokud Zaci z predchoziho laboratorniho cviceni vi, Ze perioda T je piimo
imérna druhé odmocniné délky kyvadla L

T ~ VI,
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mohou nyni spojit ob& nalezené zéavislosti do jednoho vztahu

T= k\/a? 2)

kde k je konstanta amérnosti. Pokud zvolime délku kyvadla L = 1 m, ma
rovnost (2) tvar

T=——.
Vg
Z nalezeného tvaru regresni funkce (1) plyne, Ze hodnota této konstanty je
k = 6,29 = 27. Pomoci virtualniho interaktivniho kyvadla muZeme tedy
zcela vyvodit znamy vztah pro periodu matematického kyvadla

L
T =2 —.
Qg
T (s)
6
T y = 6,2883x %%
5 g 3
4 %«
3 5\’
2 ,\‘
3
"ﬁ(—-——-—__._)(
4 a(m-s™)
0 20 40 60 80 100 120

Obr. 4 Graf zavislosti periody kyvadla na gravita¢nim zrychleni

Praktické zkuSenosti s virtualni laboratorni praci

Virtualni laboratorni cvi¢eni bylo zrealizovano ve dvou tfidach s para-
lelni vyukou s celkem 40 zaky tretiho ro¢niho vyssiho gymnézia. Jedna
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tfida pfitom uz méla predchozi zkuSenosti s videoanalyzou pohybu, druha
nikoliv.

Béhem vlastni experimentalni ¢innosti zaka ucitel neméa pfili§ moznost
sledovat praci zaki, protoze kazdy zak si volil jinou dobu pro provedeni
experimentu. Ani v pfipadé frontalni prace by ale sledovani ¢innosti zaki
dle naseho néazoru neptineslo zadné podstatné informace.

Pri realizaci této virtualni laboratorni prace je také tfeba vzit v avahu
vétsi Casovou néarocnost. Zaci, ktefi méli jiz zkuSenosti z jinych cviceni
s videoanalyzou v programu Tracker, zvladli tuto laboratorni préci vypra-
covat priblizné za 2 az 3 hodiny v¢etné vyhotoveni protokolu. Ti, kteff se
teprve s videoanalyzou seznamovali dle navodného videa, uvadéli ¢as vy-
pracovani 6 az 10 hodin, pficemz velky vyznam hréla také kvalita videi se
zdznamy pohybi kyvadla. Cim nizsf rozligent videa, tim horsi byla dle slov
zaku videoanalyza pohybu kyvadla. Nékdy museli videoanalyzu se stejnym
kyvadlem provadét opakované, protoZze bylo obtiZzné spravné definovat ob-
razovy pixel, ktery sleduje pii pohybu program Tracker. Je tedy vhodnéjsi
zadat tuto praci napf. v ramci projektového dne nebo tydne, aby zaci
meéli dostatek ¢asu na vypracovini a piipadné feSeni problému. Pii bézné
vyuce lze snizit pocet videosouborii, které podrobujeme videoanalyze, na
polovinu, a tim zajistit zvladnuti laboratorni prace béhem obvyklych dvou
vyucovacich hodin.

V mezipfedmétovych vztazich 1ze z pohledu IVT vyuzit videoanalyzu
v u¢ivu o analytickych aplikacich pro zpracovani dat nebo pfi préci s pro-
gramy pro zpracovani a upravu videi a jejich export do riaznych forméatia
a rozliSeni.

Zaveér

V na8i praci jsme se zabyvali realizaci virtualni laboratorni préce s vy-
uzitim interaktivniho modelu kyvadla v programu Corinth 3D.

Provedena videoanalyza v programu Tracker ukézala, Ze interaktivni
model kyvadla nen{ jen 3D modelem, ktery mé& u zaku vyvolat , wow*
efekt, ale Ze muze téméf plnohodnotné nahradit realné kyvadlo. Hlavni
vyhodou modelu kyvadla je navic moZnost zmény gravita¢niho zrychleni,
kterou realny experiment nabidnout nemuze.

Realny experiment s realnymi pomitickami vSak zistava pfi prezenéni
i dalkové vyuce nezastupitelny, protoze umoziuje pozorovat i odchylky
méfené veli¢iny zpusobené riznymi faktory a nuti zdky k vétsimu zamys-
leni nad pozorovanymi jevy nez velmi pfesné simulace.
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Zavérem lze konstatovat, Ze za predpokladu predchozi dikladné pii-
pravy, zahrnujici zejména znalosti video analyzy v programu Tracker, lze
interaktivni 3D modely Corinth vyuZit pfi realizaci virtualni laboratorni
prace nebo projektového dne. Tyto aktivity mohou v dobé distanéni vyuky
¢astecné nahradit realné experimenty provadéné v ramci prezen¢nich labo-
ratornich cviceni s redlnymi pomtckami. P¥i bé&zné vyuce pak mohou byt
pro zaky zajimavym zpestfenim ¢i motiva¢nim prvkem pii studiu fyziky.
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Hermann von Helmholtz
(k dvoustému vyroci narozeni)

JITKA HOSKOVA PROKSOVA

Fakulta pedagogicka Zapadoceské univerzity v Plzni

V 19. stoleti patiil Hermann Ludwig Fer-
dinand von Helmholtz k nejugznamnéjsim né-
meckym prirodovédcim. Jeho zdjem o fyziku
byl od mlddi tak silny, Ze pretrval i béhem
studia lékatstvi, ke kterému ho donutil otec.
Prdave propojent poznatki z fyziky a fyziolo-
gie zpusobilo, Ze se uZ za svého Zivota pro-
slavil vijzkumy a pozd€éjsi podrobnou analyjzou
funkce nejdilezitéjsich smyslovijch orgdni —
oka a ucha.

Hermann se narodil 31. srpna 1821 v né-
mecké Postupimi, kde jeho otec August Fer-
dinand Julius Helmholtz piisobil jako ucitel
filozofie a literatury na gymnéaziu. Rodinné
prostiedi umoznilo Hermannovi bilingvni dét-  opr. 1 Hermann von Helm-
stvi nejen proto, Ze jeho matka Caroline Penne holtz (zdroj: Pinterest)
byla Angli¢anka, ale hlavné kvili pédi otce,
ktery svého syna cilené vzdélaval v lating, fe¢ting, francouzsting, italsting,
hebrejsting a arabstiné. Jako ucitel filozofie také poskytl Hermannovi vhled
do dila osviceného Immanuela Kanta a seznamil ho s ateistickymi tvahami
Johanna Gottlieba Fichteho, ktery pocatkem 19. stoleti vzbudil v Berliné
rozruch svymi prednaskami vyzyvajicimi k mravni obrodé.

Hermann byl zvidavé dité a tak neni divu, Ze ho zaujala tajemstvi pti-
rody. Zajem o fyziku ale nedoSel ve vysokoskolském studiu naplnéni, pro-
toZze rodina neméla dostatek financi. V té dobé vsak vlada podporovala
program pro nadané studenty lékarskych oborii, a tak otec nasméroval
syna ke studiu na Kralovském medicinsko-chirurgickém institutu Bedfi-
cha Viléma v Berliné. Doufal pfitom v syntv lepsi finanéni vyhled do
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budoucna i ve vé€hlas institutu, na kterém pracoval vyznamny fyziolog
Johann Miiller. Uspésné absolvovani viak zavazovalo Hermanna k sedmi
letim sluzby v oblasti vojenské chirurgie, a proto byl roku 1843 pfidé-
len k postupimskému pluku. I béhem téchto sedmi let se mlady Hermann
mohl vénovat dalsimu fyziologickému vyzkumu, ktery d¥ive provadél praveé
pod Miillerovym vedenim — ziidil si v kasarnach laboratot. Ve volném case
hral na klavir a dal prohluboval své znalosti matematiky (pfedevsim nee-
ukleidovské geometrie), diky kterym pozdéji vZdy exaktné formuloval své
fyzikalni a fyziologické poznatky.

V poloviné 19. stoleti se fada védct zabyvala hledanim co nepresnéjsi
formulace zdkona zachovani energie. Také Helmholtz prispél do diskuze
uvahami, které vychazely z jeho vyzkumu svalové ¢innosti. Tvrdil, Ze sva-
lové sila je odvozena z chemickych a fyzikalnich principa. V roce 1847 pu-
blikoval své myslenky v pojednani O zachovdni sily (Uber die Erhaltung
der Kraft) [1], kde vylozil matematické principy zachovani energie pii sva-
lové ¢innosti. V jednotlivych kapitolach formuloval silové ekvivalenty tepla,
elektrickych procesii, magnetismu a elektromagnetismu, vychézeje pfitom
z podnétii a praci Benoita Paula Emile Clapeyrona, Humphryho Davyho
a Carla Holtzmanna. Na pfikladech ruznych déja v plynech a situaci, pfi
kterych se zda, ze dochézi ke ztraté energie, ukazal, Zze ve skute¢nosti jde
o pfeménu energie na teplo. Zminéné pojednéani se zabyvalo Sirokou fa-
dou aplikaci véetné elektrostatik, galvanickych jevi a elektrodynamiky.
Sviij néazor, Ze soucet kinetické a potencidlni energie zustava v izolova-
ném systému staly, prednesl také v berlinské fyzikalni spole¢nosti, kterou
23. Cervence 1847 seznamil se zdkladnimi mySlenkami zvefejnénymi pravé
ve stati O zachovdni sily [1].

V nasledujicim roce se stal odbornym asistentem na Akademii spole-
Censkych véd v Berlin€. Z centra védeckého déni byl vSak o rok pozdéji
odvolan, aby presidlil a zacal prednaset na Fyziologickém institutu uni-
verzity v Konigsbergu (Gesky Kralovec, dnesni Kaliningrad). V tomto nej-
vychodnéj$im baltském piistavu tehdejsitho Pruska Helmholtzova kariéra
rychle poskocila vpied. Rok 1849 byl pro néj vyznamny také soukromé —
26. srpna se oZenil s Olgou von Velten (1827-1859), dcerou vojenského
chirurga.

Béhem pobytu v Konigsbergu, kde jako docent fyziologie pifednasel fy-
ziologii a patologii, se vydaval i na cesty po némeckych univerzitidch a
uskutecnil prvni navstévu Anglie. Navézal pfi ni spolupraci s nékolika ang-
lickymi fyziky, pratelska pouta si vytvofil hlavné s Williamem Thomsonem.
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V té dobé prinasela vyzkumna prace Helmholtzovi znac¢né uspokojeni — mé-
til rychlost pfenosu nervového impulsu a zabyval se pozorovanim sitnice a
akomodaci oka. Diisledkem jeho studia optického systému lidského oka bylo
v roce 1851 sestaveni o¢niho zrcatka (oftalmoskopu) a spisek Popis ocniho
zredtka ke zkoumdni sitnice v Zivoucim oku (Beschreibung eines Augenspie-
gels zur Untersuchung der Netzhaut im lebenden Auge) [2]. Pravé vynalez
oftalmoskopu mu ziskal mezinarodni véhlas. Pozdéji se vénoval vyzkumu
zaktiveni rohovky a jako prvni sestrojil laboratorni pfistroj na proméreni
parametrii rohovky — oftalmometr (keratometr) [3]. Nicméné, experimenty
s aditivnim a subtraktivnim michanim barev, které v roce 1852 provadél,
ho vedly k odmitnuti Newtonovy teorie barev. Zavéry, ke kterym dosel,
byly tehdy kritizovany Hermannem Giintherem Grassmannem a Jamesem
Clerkem Maxwellem [6]. Helmholtz uznal své chyby a o tii roky pozdéji
uverejnil nové experimentalni vysledky, které se staly zakladem pro jeho
teorii prostorového vnimani a barevného vidéni v nékolikasvazkovém dile
Rukovét fyziologické optiky (Handbuch der Physiologischen Optik)" [4].

Ptes uznani, které se jeho vyzkumu ve Fyziologickém institutu univer-
zity v Konigsbergu dostalo, ho taméjsi chladné pocasi pfimélo — prede-
v8§im s ohledem na kiehké zdravi jeho Zeny — pozadat o pfesun a s pomoci
Alexandera von Humboldta nové misto ziskal. V letech 18551858 tedy
pusobil jako profesor anatomie a fyziologie na univerzité v Bonnu, kde ho
v8ak ¢ekaly ponékud nemilé chvile. PfestozZe si ve svété jiz vybudoval po-
vést vyznamného piirodovédce, byly na néj v tomto obdobi podany minis-
trovi Skolstvi stiznosti tykajici se jeho idajné nekompetentnich prednasek
z anatomie. StiZnosti i kritiky se ho silné dotykaly, protoze byl presvédcéeny
o spravnosti svého mechanisticko-fyziologického podani, a tak se roku 1858
rozhodl pfejit na univerzitu do Heidelbergu. Nepfizen tohoto obdobi se od-
razila i v jeho soukromém zivoté. V roce 1858 mu zemfel otec a na konci
roku 1859 jeho manzelka. Skutecnost, ze osamél s dvéma malymi détmi, ho
mozna vedla i k nasledujicimu, pomérné rychlému rozhodnuti — 16. kvétna
1861 se jeho druhou manzelkou stala Anna von Mohl (1834-1899), dcera
Roberta von Mohla, jednoho z heidelberskych profesorii. Z jejich svazku
pozdéji vzesly tii déti.

Helmholtzova védecka éra v Heidelbergu byva hodnocené jako nejpro-
duktivnéjsi roky jeho kariéry — hluboky a trvaly zajem o smyslové vnimani
vytstil v dalsi nové poznatky, které umoznily pochopit hraniéni problémy
fyziologie sluchového orgéanu a psychologie — napiiklad zptusob, jakym ¢lo-

DPrvni az tieti svazek vysly v rozpéti let 1855-1867.
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vek slysi kombinované tony [6]. Ziejmé jeho laska k hudbé mu pomohla
pfi zkoumaéani lidského ucha i pfi analyze pohybu houslovych strun a byla
podnétem pro hlubsi studium fyziologie vniméani a miseni téni — v roce
1863 vydal Nauku o vnimdni toni jako fyziologickém zdkladu teorie hudby
(Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grundlage fiir die
Theorie der Musik) [5], ve které polozil zaklady akustiky. V této dobé& se
také zabyval akustickou rezonanci, coz ho pfivedlo k zhotoveni rezonatoru,
ktery dodnes nese jeho jméno.

Od roku 1866 se zac¢al Helmholtz fyziologii vzdalovat a vice se pfiblizovat
k fyzice. Vyznamné piispél k rozvoji fyzikilni chemie statémi o termody-
namice chemickych reakci. Kladl diraz na rozliSeni vazané a volné energie
soustavy, pri¢emz rozsiril fenomenologickou termodynamiku o pojem volné
energie soustavy jako termodynamického potencialu®). V mechanice se za-
byval teorii vifivého pohybu kapalin, mechanismem §ifeni mofskych vin a
polozil i zaklady teorie Sifeni balistické viny.

Siroky védecky véhlas mu v roce 1871 pfinesl nabidku profesury fy-
ziky na berlinské univerzité. Dostal ji i Gustav Robert Kirchhoff, jeho
kolega z Heidelbergu, kterého vedeni univerzity uptrednostiiovalo kviili vy-
nikajicim pedagogickym schopnostem. Kirchhoff v8ak post odmitl, a tak
nominace presla na Helmholtze. O 12 let pozdéji, v roce 1883, byl profesor
Helmholtz povysen do 8lechtického stavu.

Mnohostrannost zajmu je patrné z celého jeho profesniho Zivota — na-
psal pres 220 praci z fyziologie, optiky, akustiky, termodynamiky, hydro-
dynamiky, elektrodynamiky a elektromagnetismu. Proto jisté neptekvapi,
ze se na konci osmdesatych let 19. stoleti stal zakladajicim prezidentem
Fyzikalné-technického Figského tstavu (PTR, Physikalisch-Technischen Re-
ichsanstalt) v Berling-Charlottenburgu. Cinnost tohoto institutu (dnes:
PTB, Physikalisch Technische Bundesanstalt) se tykala piesahti mezi p¥i-
rodnimi a technickymi védami; v soucasné dobé se PTB soustfedi na me-
zindrodni spolupraci s fadou vyzkumnych tdstavi ve svété predevsim v ob-
lasti pfesného méfeni — metrologie [6, 7).

V roce 1894, kratce po prednaskovém turné v USA, utrpél Hermann von
Helmholtz otfes mozku, ze kterého se tGplné nezotavil a pozdé&jsi kompli-
kace vedly k jeho tmrti. Jeden z nejvétsich prirodovédcu 19. stoleti, ktery

2)Za vazanou energii povazuje Helmholtz tu &ast energie, ktera je v souladu s definici
entropie dosaZzitelna jen jako teplo, volnou energii pak predstavuje ta ¢ast vnitini ener-
gie systému, ktera je ,volna“ a lze ji pfeménit na praci. Ubytek volné energie béhem
izotermického dé&je tedy odpovida praci vykonané soustavou [6].
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svymi poznatky propojil fyziku, lékafstvi a chemii, tak zemfel v Charlot-
tenburgu nékolik dni po svych 73. narozeninach, 8. zafi 1894. Je po ném
pojmenovéano sdruzeni védeckych tstavi v Némecku.
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INFORMATIKA

Strojové uceni a deep learning

PETR OSICKA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Deep learning je soubor metod z diilezité oblasti umélé inteligence s mno-
ha aplikacemi — strojového uceni. Metody strojového uceni umoznuji poci-
tac¢ovym programum zlepSovat se ve své ¢innosti s tim, jak ziskavaji zku-
Senosti. To se hodi zejména v situacich, kdy je obtizné pro danou tulohu
najit presny algoritmus, ktery by spolehlivé fungoval. Takto obtizné jsou
napiiklad tlohy, které lidé Tesi intuitivné spravné: rozpoznavani objektt
na obrazcich, rozpoznéni nélady ¢lovéka podle obli¢eje apod. Metody deep
learning jsou specifické tim, Ze doménu tulohy, kterou resi, reprezentuji jako
hierarchii koncepti, ve které jsou komplikované koncepty tvofeny jako
kombinace jednodussich, a abstraktnéj$i koncepty jako kombinace téch
méné abstraktnich. Jméno deep learning se odvozuje od toho, ze tato hi-
erarchie ma mnoho vrstev. Deep learning zazil v nékolika minulych letech
velky boom, diky novym algoritmiim, specializovanému hardwaru i moz-
nosti provadét vypocty na grafickych kartach. Mezi vyznamné aplikace,
které se dostaly do povédomi vefejnosti, patii zejména ty zabyvajici se
analyzou obrazovych dat: automatické Fizeni automobilu, pfipadné auto-
matické apravy obrazku a videa, napiiklad takzvané deepfakes.

V ¢lanku se budeme nejdfive zabyvat strojovym ucenim obecné. Uve-
deme, jaké typy tloh lze pomoci strojového uceni fesit, a na jaké problémy
pritom muzeme narazit. Kratce predstavime i dva konkrétni priklady me-
tod strojového uceni — linearni regresi a rozhodovaci stromy. Nakonec po-
piSeme jednu metodu strojového uceni, kterou mizeme zafadit do deep
learning a na ni ukdZeme, v ¢em je deep learning v ramci strojového uéeni
specificky.
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1. Strojové uceni

Nejdrive se pokusime definovat, co to znamené, Ze se pocitacovy pro-
gram u¢i ze zkuSenosti. Definice to bude velmi obecna, nicméné vSechny
jeji ¢asti ve zbytku ¢lanku upfesnime.

Rekneme, Ze se pocitacovy program fesict né€jakou ulohu uct
ze zkuSenosti, pokud se vijkon tohoto programu méreny pomoci
néjaké metriky P zlepSuje s tim, jak program ziskdvd zkuSenosti.

Nejdiive si ujasnime, jaky typ tloh mutzZe program schopny se ucit resit.

Klasifikace Programu predlozime néjaky objekt a program rozhodne,
do které z konecného poc¢tu kategorii dany objekt patfi. Program tak
vétsinou podita funkei f: R™ — {1,2,3,...,k}. Objekt na vstupu je po-
psan pomoci vektoru n realnych &isel a kategorie jsou ocislovany pomoci
1,2, ..., k. Pfikladem klasifika¢ni tlohy je urceni, ktery z k predméti se
nachézi na fotografii, ¢i zda se dany pfedmét na fotografii nachazi nebo
ne (v tomto p¥ipadé méme pouze dvé kategorie — ano a ne). V tomto
konkrétnim piikladé jsou vstupem algoritmu hodnoty barevnych slozek
jednotlivych pixela fotografie. Dalgim piikladem je filtrovani spamu, kdy
je vstupem text mailu a program podle néj rozhodne, jestli je mail spam.
Variantou klasifikace je klasifikace s chybé&jicimi hodnotami, kdy vstupni
objekt neni popsan uplnym vektorem realnych hodnot, ale nékteré hod-
noty chybi. Takova tloha se mize vyskytnout naptiklad ve zdravotnictvi.
Chtéli bychom, aby program pro predikci diagnoézy pacienta na zakladé
vysledkt jeho testii byl schopen fungovat, i kdyZ vysledky nékterych testi
nema k dispozici.

Regrese Uloha regrese je velmi podobna klasifikaci. Lisi se pouze v tom,
ze vysledek programu nemusi byt jedno z pfedem urcené kone¢né mnoziny
¢isel, ale libovolné realné ¢islo. Program tedy realizuje funkci f: R™ — R.
Piikladem regresni tlohy je predikce budouci ceny né&jaké komodity (re-
grese je vyuzivana napiiklad v algoritmickém obchodovani) nebo predikce
toho, kolik klient pFfinese bance nebo pojistovné zisku.

Strukturovany vystup Program prevadi vstupni objekt na jiny ob-
jekt, ktery neni ¢islem, ale mé& komplikovanéjsi strukturu. Mezi tdlohy se
strukturovanym vystupem patii napiiklad transkripce, pfi niz prevadime
vstupni objekt do textové podoby. Piikladem jsou strojové rozpoznavani
znaki (OCR), rozpoznavani SPZ na fotografiich automobild, rozpoznévani
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popisnych &isel z fotografii domid (provadéno napiiklad v programu Goo-
gle Street View), pfevod mluveného slova na text ¢i do jiné srozumitelné
podoby. Zajimavé jsou i tlohy, kdy prevadime textova data opét na text,
napiiklad automaticky pfeklad mezi riznymi pfirozenymi jazyky (pfikla-
dem je Google Translate). Poditacové zpracovani pfirozeného jazyka je
jednou z oblasti, kde metody strojového uceni nachézi nejvice uplatnéni.

Detekce anomalii Program prochazi sekvenci objektu a oznac¢i objekty,
které jsou pro danou sekvenci netypické. Pokud se napfiklad program na-
uéi rozpoznévat obvyklé chovani majitele kreditni karty, maze pii jejim
zneuzit{ upozornit banku na nezvyklé chovani. Banka pak mtze kartu za-
blokovat, kontaktovat majitele apod.

Syntéza a vzorkovani Programu pifedlozime mnozinu dat a pak chceme,
aby generoval (ndhodna) data podobna tém, kterd jsme mu piedlozili. Ta-
kovy program se potom hodi v situacich, kdy potfebujeme generovat velké
mnozstvi dat, jejichz ruéni vytvofeni by bylo nakladné nebo zdlouhavé.
Napiiklad pro generovani textur velkych objektt v poc¢itacovych hréch, ge-
nerovani ndhodnych obrazki apod. Do této kategorie mtizeme také zaradit
feCovou syntézu, kdy pocita¢ podle predloZzeného textu vytvaii mluvenou
podobu daného textu.

Doplnéni chybéjicich hodnot Programu piedlozime data, ve kterych
nékteré hodnoty chybi, a chceme, aby program chybé&jici hodnoty doplnil.
Na rozdil od tlohy klasifikace neni pevné dano, co mé program prediko-
vat. Dopliovani chybéjicich hodnot 1ze vyuzit napiiklad v doporucovacich
systémech. Napfiklad pfi doporucovani knih bychom chtéli uzivateli do-
porucit knihu, kterd se mu bude libit, ale kterou jesté necetl. V datech
zachycujicich hodnoceni knih uzivateli je to, jak se mu dosud nepfecténa
knihu bude libit, jisté chybé&jici hodnota.

Ve zbytku ¢lanku se pro jednoduchost zaméfime jenom na tulohy klasi-
fikace a regrese.

2. Uceni, model

Pocitacovy program miiZze ziskat zkuSenosti (tedy néco se naucit) po-
moci uciciho algoritmu z pfedlozenych trénovacich dat — mnoziny pfikladi,
ze kterych chceme, aby se program ucil. Budeme pfedpokladat, ze kazdy
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priklad je vyjadien jako vektor realnych ¢isel
z e R"

Jednotlivym polozkdm @ Fikdme vlastnosti ¢ atributy (anglicky features,
attributes). V konkrétnich aplikacich je nutné je néjakym zpusobem ziskat
ze skute¢nych objektli, kterymi se zabyvame. Pokud se napiiklad jedné
o lékarska data, kde jsou skuteénymi objekty pacienti, muze byt v tré-
novacich datech pacient reprezentovan jako vektor slozeny z pacientova
tlaku, teploty apod., tedy z Cisel, ktera jsme schopni ziskat pomoci lékar-
skych testi. V ulohéch klasifikace a regrese je potom kazdy ptiklad doplnén
spravnym vysledkem. Pfipomenme, Ze v p¥ipadé klasifikace je vysledkem
jedno z kone¢ného poctu ¢isel, ktera odpovidaji t¥idam, do kterych objekty
klasifikujeme. V piipadé regrese je spravnym vysledkem libovolné realné
¢islo. Ukolem uéiciho algoritmu je piedist trénovaci data a néjakym zptiso-
bem odvodit a zapamatovat si spravny vztah mezi piiklady a spravnymi
vysledky. Uceni, které pracuje takovym zptsobem, fikdme uceni s ucitelem
(anglicky supervised learning). Existuji i jiné druhy uceni, které jsou po-
tfeba pro jiné tlohy nez klasifikace a regrese. Uceni bez ucitele zpracovava
data, kterd neobsahuji spravné vysledky (pojem spravny vysledek v da-
ném kontextu nedava vibec smysl). Cilem algoritmu je naucit se vnitini
strukturu dané tréninkové mnoziny, ktera se poté dé vyuzit; napfiklad pii
syntéze objekt podobnych tém z trénovaci mnoziny, pri hledani anomalii
apod. Poslednim vyzna¢nym typem uceni je tzv. reinforcement learning.
Pfi ném ucicimu algoritmu nestaéi pouze precist trénovaci data, ale navic
neustale komunikuje se svym okolim a z této komunikace se déle uc¢i. Na-
priklad program pro hrani deskové hry Go, ktery nedavno porazil nejlepsi
lidské hrace, se Go naucil hrat tim, ze hral sdm se sebou. Pro uéeni vyuzil
informace o tom, které strategie byly v téchto partiich tspésné.

Protoze se ve zbytku ¢lanku chceme zabyvat klasifikaci a regresi, zamé-
fime se pouze na uceni s ucitelem.

Soubor informaci o tom, jakym zpusobem si program pamatuje to, co
se naucil, a jakym zpiisobem to pak vyuZije ke klasifikaci ¢i regresi (tedy
jakym zpisobem program provede vypocet, kdy pro dany vstup spocita
vystup: klasifika¢ni t¥idu nebo realné &islo) oznadujeme jako model. Obecné
muzeme model definovat jako funkci

y = f(0,x),

kde 0 jsou tzv. parametry modelu. Pomoci hodnoty parametri si model
pamatuje, co se naucil. Obecné o 8 a f vice fict nemuzeme. U konkrétniho
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modelu ovSem oboji musime presné specifikovat: musime fici, jaké para-
metry model ma, a musime Fici, jak f pro dané 0 a x spocita y. Ulohou
ucictho algoritmu pak je na zakladé trénovacich dat vhodné @ nalézt.

Jaké 0 chceme, aby udici algoritmus vratil? Pro zacatek se spokojime
s tim, aby model spravné klasifikoval (¢i pocital regresi pro) piiklady z tré-
novacich dat. Samotné uceni vétsinou probiha tak, Ze zavedeme tzv. chy-
bovou funkeci zachycujici jak dobie (resp. $patné) model pro konkrétni 6 na
trénovacich datech funguje. Hodnoty parametrii poté upravujeme s cilem
chybovou funkci minimalizovat.

3. Linearni regrese
Linearni regrese je model pro tlohu regrese. Model je dan jako
y=w-x,

kde jsou parametry modelu dany vektorem w € R™, € R" je vstup, a
y € R je pak vysledek. Pomoci - zna¢ime skaldrni souc¢in vektori. Jed-
notlivé slozky vektoru w mizeme interpretovat jako vahy, jaké prikladame
jednotlivym slozkam ax. Pokud je vaha nékteré slozky w vysoki, mé zména
piislusné slozky « velky vliv na hodnotu y. Pfiklad modelu miizeme nalézt
na obr. 1.

Piesnost modelu mé&fime pomoci stfedni kvadratické chyby (anglicky
mean squared error, zkratka MSE). Predpokladejme, Ze trénovaci mnozina
je slozena z m dvojic ve tvaru (x,y), kde € R" je trénovaci priklad
a y € R je oekdvana spravna odpovéd. Technicky se ndm bude hodit,
kdyz priklady uspofadame do matice X o rozmérech m x n tak, ze fadky
X odpovidaji jednotlivym piikladiim. Jim odpovidajici spravné odpovédi
uspordadame do vektoru y. Vysledky, které model spocita pro jednotlivé
priklady, pak shroméazdime do vektoru ¥y, tak Ze i-ta slozka ¥y je vysledek,
ktery da model pro i-ty priklad. Hodnotu MSE potom spoé¢itame jako

1 &
MSE(w) = — > (5 - ).
i=1
(indexem i tu oznacujeme i-tou slozku vektoru g —y). Vidime, Ze ¢im vice
se slozky vektoru vy, tedy vysledky spocitané modelem, 1isi od p¥islusnych
slozek vektoru y, tedy od spravnych vysledkd, tim je MSE(w) vétsi. Také
si v8imnéme, ze MSE uvazujeme jako funkci zévislou na vektoru vah a na
obsahu trénovaci mnoziny. Pfi uceni je ovSem trénovaci mnozina fixni.
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Trénovaci mnozina

Y
x Yy

8 4
1 1.1 71
1.5 1.2

6 4
2 2.6
3 29 51
6 6.2 47
8 79 37

2 4

Model a jeho presnost 14
0

Model: y =1.0129 -2 — 0.181

x
MSE:  0.086 01 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 1 Nauceny model linearni regrese. Piiklady z trénovaci mnoZziny jsou realna
¢isla. Model i trénovaci mnozina je zachycena pomoci grafu vpravo. Symboly x
znadi jednotlivé ptiklady z trénovaci mnoziny, Cervend piimka odpovid4d nau-
Genému modelu. Pfesnéji, je to mnoZina bodi (z,y), pro které plati rovnost
y =1.0129 - x — 0.181.

Utici algoritmus pro linearni regresi mé za cil najit takovy vektor w,
ktery minimalizuje MSE(w). Za timto u¢elem hledame takovy vektor, pro
ktery je gradient MSE nulovy. Matematicky zru¢ny ¢tenaf by jisté po chvili
pocCitani prisel na to, ze v takovém pripadé musi platit

w=(XTX)"1XxTy.

Do posledniho fadku dosadime za X a y (tedy dosadime data z tréno-
vaci mnoZiny) a spo¢itame vzniklé normalové rovnice (jak rovnice vyfFesit
z prostorovych davodi vynechame).

Nakonec poznamenejme, Ze linearni regrese je ve skutecnosti dana

y=w- -x+b,

kde b € R je dals{ parametr, kterému fikdme bias. Model pofad pocita
linearni funkci, jenom nyni nemusi prochézet po¢atkem. Pro nulovy vektor
model spocita hodnotu b, nikoliv 0.
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Obr. 2 Piiklad rozhodovaciho stromu. Trénovaci mnozina, jejiz priklady jsou
tvoFeny body z R?, je zobrazena vlevo. Body klasifikujeme do tif t¥id oznacenych
symboly X,V a o. P¥islusny rozhodovaci strom je zobrazen vpravo. Z obrazki
lze vy¢ist intuici na pozadi tohoto pfikladu. Kazdému délicimu uzlu ve stromu
odpovida jeden z obdélnikii na obrazku vlevo a tusecka, kterd tento obdélnik
rozdéluje na dva podobdélniky. Kazdy z podobdélniki odpovida jedné hrané
vedouci z uzlu do jeho potomki. Pii klasifikaci za¢indme s celym obdélnikem.
P1i pfechodu do potomka aktuélniho uzlu si pak vybirdme obdélnik, pro ktery
je podminka na pfislu§né hrané ve stromu pravdiva. Na§ rozhodovaci strom je
binarni, to obecné nemusi platit.

4. Rozhodovaci stromy

Rozhodovaci strom je model uréeny pro klasifikaci. Je schopen zpraco-
vat jak numerické tak kategorické atributy. Kategoricky atribut je takovy
atribut, ktery muze nabyvat pouze kone¢ného poc¢tu riznych hodnot. Roz-
hodovaci strom je kofenovy strom, ktery obsahuje dva typy uzli. Prvnim
typem uzlu je list. Kazdy list v rozhodovacim stromu mé pfifazenu jednu
klasifika¢ni tfidu, pficemz ale mize mit vice listi pFifazenu stejnou t¥idu.
Zbyvajici uzly stromu, tj. vnitini uzly a kofen, nazyvame délici uzly. Kazdy
z nich m4 prifazen jeden atribut z trénovaci mnoziny. Kazdé z hran ve-
douci z délictho uzlu do jeho potomkii je prifazena jedna logicka podminka,
jejiz pravdivost zavisi na hodnoté atributu, ktery je délicimu uzlu piifa-
zen. Pritom pro kazdou hodnotu tohoto atributu musi byt pravdiva pravé
jedna z podminek. Pfi klasifikaci prochézime strom od kotene do listu, vy-
sledkem je pak trida, ktera je cilovému listu pfifazena. Pfitom v kazdém
délicim uzlu vyhodnotime podminky pfifazené hranam vedoucim do jeho
potomki a prejdeme do potomka, ktery odpovida hrané, jejiz podminka je
pro klasifikovany vektor pravdiva. Vime, Ze takovy potomek je vzdy pravé
jeden a priichod stromem je tedy jednoznaény.
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Kvalitu rozhodovaciho stromu miizeme ur¢it pomoci dvou kritérii. Sa-
mozFejmé cheeme, aby strom co nejlépe klasifikoval (tedy vracel co nejvice
spravnych vysledkil). Chceme ale také, aby strom nebyl pfilis velky.

U¢ici algoritmy, které na zékladé trénovaci mnoziny rozhodovaci strom
sestavi, vychéazeji z nasledujici myslenky. Strom je konstruovian postupné
od kofene k listim pomoci procedury SPLIT. Vstupem této procedury
je trénovaci mnozina, jejim vysledkem je rozhodovaci strom. Procedura
nejdiive vytvofi novy uzel a rozhodne, jestli bude listovym uzlem. Pokud
ano, prifadi mu piisluSnou tfidu a vrati ho jako vysledek. Pokud neni
uzel listovym, nalezne vhodny atribut, ktery vytvofenému uzlu piiradi,
uréi pocet potomkii a navrhne vhodné podminky pro hrany do téchto po-
tomkt vedoucich. Pro kazdou z téchto podminek rekurzivné zavola SPLIT
s argumentem rovnym té ¢asti tréninkové mnoziny, pro niz je podminka
pravdiva. Kofen stromu, ktery toto rekurzivni voldni vrati, pak p¥ipoji
jako potomka aktualniho uzlu.

Konkrétni ucici algoritmy se 1isi pfedevsim ve zpisobu nalezeni vhod-
ného déliciho atributu, po¢tu potomk a jim odpovidajicich podminek. Vy-
svétleni konkrétniho algoritmu je mimo rozsah ¢lanku, uvedeme tedy ale-
spoil jména nejznadméjsich algoritmii. Jsou to ID3, C4.5, CART, CHAID,
MARS. Pokrocilé algoritmy béhem konstrukce stromu provadéji rizné op-
timalizace, vypousStéji ¢asti stromu, které ptilis nezhorsi klasifikaéni chybu
apod.

5. Pfeucdeni a nedoudeni

V predchozich kapitolach jsme presnost nauc¢eného modelu testovali na
datech z trénovaci mnoziny. Ve skute¢nosti oviem model ué¢ime kvili tomu,
abychom umeéli klasifikovat ptiklady, které se v tréninkové mnoziné nevy-
skytuji, tedy kvuli jeho schopnosti generalizovat. Pro dalsi uvahy tedy
musime rozliSovat trénovaci chybu a testovaci chybu. Trénovaci chyba je
chybou, kterou méfime na prikladech z trénovaci mnoziny, kdezto testo-
vaci chybu méfime na datech, které do trénovaci mnoziny nepatii. Vztah
mezi obéma typy chyb je pfedmétem badani v oblasti nazyvané statistickd
teorie udeni (anglicky statistical learning theory). Abychom byli schopni
néco rozumného fici, musime zavést predpoklady o trénovacich a testova-
cich datech. Pfedpokladame, Ze trénovaci i testovaci ptriklady vzorkujeme
se stejnym pravdépodobnostnim rozlozenim, a Ze jednotlivé priklady jsou
na sobé nezévislé. Po chvilce uvazovani zjistime, ze o¢ekavana tréninkova
chyba by méla byt mensi nez océekdvané testovaci chyba. Po rozumném
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u€icim algoritmu tedy chceme, aby mél malou trénovaci chybu a soucasné
maly rozdil mezi trénovaci a testovaci chybou. Pokud ma model po nauceni
velkou trénovaci chybu, fikdme o ném Ze je nedouceny (anglicky underfit-
ted). Pokud méa malou trénovaci chybu, ale velky rozdil mezi tréninkovou
a testovaci chybou, je model pfeudeny (anglicky overfitted).

Nedoucenost a preucenost souvisi s kapacitou modelu, mirou toho jak
slozita data je schopen se model naucit. Hlavni slozku kapacity tvori ve-
likost mnoziny funkci, které je model pro rozsah hodnot svych parametra
schopen pocitat — tzv. prostor hypotéz. Naptiklad u linearni regrese tvori
prostor hypotéz linearni funkce. Pokud bychom vSak uvazili polynomicky
model stupné s jako

y=b+w; ' +wy x> +... +w, x*

(index w nyni &sluje vektory, nikoli slozky vektort, polozky vektoru x©
jsou c¢-té mocniny poloZek vektoru x), vidime, Ze se zvySujicim se s ostfe
roste i prostor hypotéz. Kapacita modelu by méla odpovidat slozitosti dat.
Pokud je kapacita modelu mensi, nez je potfeba, dojde k nedouceni — model
se nenf schopen naucit ani tréninkovou mnozinu. Pokud je naopak kapacita
modelu pfilis vysoka, muze dojit k preuceni. Priklad tohoto fenoménu je na
obr. 3. Podotknéme také, ze kapacita modelu zalezi nejenom na prostoru
hypotéz, ale i na schopnosti uciciho algoritmu nalézt v tomto prostoru tu
spravnou funkci.

Obr. 3 Kapacita, pfeuceni a nedouceni. Trénovaci priklady jsou vybrany tak, aby
lezely priblizné na kvadrice. Linearni regrese na obrazku vpravo neni schopna se
naucit s malou trénovaci chybou. Kvadraticka funkce uprostfed odpovidéa slozi-
tosti tlohy, ma malou trénovaci i testovaci chybu. Polynom vysokého stupné na
obréazku vpravo je schopen se naucit s malou trénovaci chybou, testovaci chybu
mé ovSem velkou.

Na zavér kapitoly jesté uvedeme dva vyznacné vysledky, které statis-
tické teorie ueni prinesla. Prvni lze bez technickych podrobnosti formulo-
vat nésledovné: Rozdil mezi trénovact a testovaci chybou lze seshora ome-
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zit kvantitou, kterd roste s kapacitou modelu. Tato kvantita nicméné klesd
s poc¢tem prikladi v tréninkové mnoZiné. Pokud tedy dochézi k pretréno-
vani, mtizeme se situaci pokusit vyfesit rozsifenim tréninkové mnoziny.
Druhy vysledek je tzv. No free lunch theorem, ktery ¥ika, Ze pokud wvd-
Zime pramér pres vSechna pravdépodobnostni rozdéleni dat, pak vSechny
ucict algoritmy vedou ke stejné testovacti chybé. Tedy v jistém smyslu ne-
existuje zadny nejlepsi uCici algoritmus. Nastésti v praxi vzdy pracujeme
s daty, kterd odpovidaji konkrétnimu pravdépodobnostnimu rozdéleni a
tomuto rozdéleni mtizeme ucici algoritmy prizplisobit.

6. Deep learning

Pfipomenme, Ze deep learning je kolekce metod, které komplexni data
reprezentuji jako hierarchii koncepti, v niz slozitéjsi, abstraktnéjsi kon-
cepty tvorime z jednodussich, méné abstraktnich koncepti. V této kapitole
popiSeme nejpopularnéjsi model z této kategorie — dopfednou vicevrstvou
neuronovou sit, nékdy také nazyvanou wvicevrstvy perceptron.

Neuronova sit se sklada z (umélych) neuronti, malych jednotek poci-
tajicich jednoduchou funkci. Tato funkce pfifazuje vektoru & € R"™ ¢islo

y € R. Je definovana (uvazime-li ji jako model)
fw,z) =g(w-x+D).

Vektor w € R™ a ¢&islo b € R jsou parametry modelu, w ozna¢ujeme
jako vektor vah a b je bias. Pfipomehme, Ze operace - je skalarni sou-
¢in dvou vektort. Funkce g: R — R je tzv. aktivacni funkce, vysledné
hodnoté Fikame aktivace neuronu. Mezi ¢asto pouzivané aktivacni funkce
pat¥i identita g(x) = = (pak je neuron v podstaté linearni regresi), RLU
(zkratka anglického rectifier linear unit) g(z) = max(0,z), a logisticka
funkce g(x) = 1/(1 + e*). Grafické znazornéni jednoho neuronu lze nalézt
na obr. 4.

Umeély neuron je inspirovéan tim, jak funguje biologicky neuron v lidském
mozku. Biologicky neuron je bunka, kterd je schopna po synapsich, tj.
spojenich s ostatnimi neurony, piijimat elektrické signaly. Tyto signaly
potom agregovat, spocitat z nich svoji aktivaci a jako elektricky signél ji
po synapsich poslat dalsim neurontim.

Ve vicevrstvém perceptronu jsou neurony rozdéleny do linedrné uspofa-
dané sekvence vrstev, kde vrstvou myslime mnozinu neuront. Pfedpokla-
dejme, Ze mame vrstvy o¢islovany ¢&isly 1, 2, ..., d. Neurony z jednotlivych
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vrstev jsou propojeny tak, aby vektor aktivaci neuront z vrstvy i slouzil
jako vstup neuronti ve vrstvé ¢ + 1. V posledni vrstvé se nachézi pouze je-
den vektor. VSechny vrstvy mimo posledni oznacujeme jako skryté. Piiklad
vicevrstvého perceptronu je na obr. 4 dole.

)
" i/
0
- O O,
AN\~
b D

Ln,

Obr. 4 Grafickd reprezentace jednoho neuronu (nahoie) a dopfedné vicevrstvé
perceptronové sité (dole). Vahy a nékteré synapse jsou pro prehlednost vyne-
chany.

Pii vypoctu vicevrstvy perceptron nejdiive pouzije vstup celé sité jako
vstup pro vSechny neurony prvni skryté vrstvy, které spocitaji svoje akti-
vace. Ty poté slouzi jako vstup pro neurony druhé vrstvy, jejichz aktivace
slouzi jako vstup neuront tieti vrstvy. Takto vypocet pokracuje dale az
k posledni vrstvé. Aktivace jejiho jediného neuronu je pak vystupem celé
sité.

Pro¢ muzeme vicevrstvy perceptron pocitat mezi metody deep learning?
Pro jednoduchost uvazme situaci, kdy neuron pouzijeme ke klasifikaci do
dvou tiid. To mizeme zaiidit tak, Ze budeme aktivaci neuronu porovnévat
s néjakou prahovou hodnotou. Pokud bude aktivace vétsi, vratime prvni
t¥idu, pokud bude mensi, vratime druhou t¥idu. Jeden neuron je scho-
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pen spravné klasifikovat pouze linearné oddélitelné mnoziny vstupt, tj.
mnoziny, ve kterych mizeme vSechny priklady patfici do jedné klasifikac¢ni
t¥idy oddélit od piiklada patfici do druhé t¥idy pomoci hyperroviny (pfi-
pomeiime, Ze vstupy sité jsou body v n-rozmérném prostoru). V piipadé
dvourozmérného prostoru, tedy plochy, je hyperrovinou piimka. Z tohoto
pohledu muze v datech jeden neuron rozpoznavat jenom velmi jednoduché
koncepty. Vicevrstvy perceptron toto omezeni prekonava. Neurony v prvni
vrstvé sice rozpoznévaji jednoduché koncepty z trénovacich dat, ale neu-
rony v druhé vrstvé rozpoznavaji jednoduché koncepty z aktivaci neuront
z prvni vrstvy a to uz nejsou jednoduché koncepty z tréninkové mnoziny,
ale jejich kombinace! P¥iklad tohoto fenoménu vidime na obr. 5, ktery
zachycuje dvouvrstvy perceptron, ktery pocita logickou funkci XOR; je-
den neuron to pfitom nedokaze. Obecné mizeme ¥ici, Ze ¢im hlubsi vrstva

spocitan z téch nejslozitéjsich.
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Obr. 5 Dopredné vicevrstva perceptronova sit poéitajici fukci XOR (nahote).
Jako aktiva¢ni funkce je pouzita RLU. Na dolnim grafu zleva vidime zobrazeni
funkce XOR ve dvourozmérném prostoru. Snadno vypozorujeme, Ze nelze na-
lézt primku tak, aby v tomto prostoru oddélovala hodnoty 0 od hodnot 1. Na
vedlej$im grafu jsou jednotlivé polozky zobrazeny po prichodu skrytou vrstvou
sité. Osa x1 zachycuje aktivaci horniho neuronu, osa z2 dolniho neuronu skryté
vrstvy. Vidime, ze nyni 1ze 0 a 1 oddélit pfimkou.
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Utici algoritmus pro vicevrstvy perceptron je zalozen na gradientni me-
tode. Pokud model vyjadiime jako f(6, ), kde 6 jsou parametry modelu a
chybova funkce L, kterou uvazujeme jako zéavislou na 6, je diferencovatelna
(piikladem chybové funkce je napiiklad MSE z kapitoly o linearni regresi),
pak miZzeme spodcitat jeji gradient VL(0). Ten ukazuje smérem, kterym
chybova funkce nejvice roste, opaénym smérem tedy nejvice klesa. Pro-
toze chceme L minimalizovat, ,posuneme® 8 timto smérem. V algoritmu
tedy nejdfive vygenerujeme pocatecni parametry 61, pak s pomoci tréno-
vaci mnoziny (pouZijeme bud jeden pifiklad nebo vice priklada v zavislosti
na konkrétnim modelu a algoritmu) spocteme gradient chybové funkce a
s jeho pomoci upravime parametry modelu vztahem

0i+1 = 92 - /LVL(az)

(w je ucici konstanta uréujici velikost ,,posunuti). V pfipadé vicevrstvého
perceptronu lze gradient spocitat metodou, na kterou se lze divat jako na
zpétny vypodcet sité, kterym se vznikla chyba §iti od nejhlubgich vrstev az
k prvni skryté vrstvé. Odtud také nazev algoritmu — backpropagation.

Velkou vyhodou vicevrstvého percepronu je, ze jeho dopredny vypo-
¢et i ucici algoritmus jdou snadno paralelizovat. Vypocty aktivaci vSech
neurond z jedné vrstvy muzeme totiz pocitat v riznych vldknech a neni
je potfeba synchronizovat. Pouze je nutné pomoci bariéry synchronizovat
vypocet mezi sousednim vrstvami. V minulych letech se také objevilo né-
kolik novych, vypocetné velmi efektivnich ucicich algoritmu. Pro feSeni
konkrétni tlohy tak lze pouzit sit s dostate¢nym poctem skrytych vrstev,
kterou lze efektivné ucit i pouzivat.

Zajemctm o hlubgi informace o deep learning doporucuji knihu [1], ktera
je zdarma pfistupna na adrese http://www.deeplearningbook.org/.

Literatura

[1] Goodfellow, I., Bengio, Y., Courville, A.: Deep Learning. MIT Press, 2016.
Dostupné z: http://www.deeplearningbook.org/.
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Vybalancovany tsek
(Ulohy z MO kategorie P, 41. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnesnim pokracovani naseho dlouhodobého serialu vénovaného zaji-
mavym problémim z Matematické olympiady kategorie P (programovani)
se budeme vénovat jedné pomérné snadné tloze z celostatniho kola 43. ro¢-
niku MO (8kolni rok 1993/94). Patii do velmi oblibené a ¢asto vyuZivané
kategorie uloh typu ,,prace s posloupnostmi ¢isel. Ukazeme si, ze i takto
jednoduchy problém lze feSit riznymi zplisoby a s rtznou ¢asovou slozi-
tosti. Nejprve se jako obvykle seznamime s pfesnym zadanim tlohy.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Souvisly tsek v posloupnosti celych ¢isel nazveme vybalancovanym ise-
kem, jestlize pocet kladnych a pocet zapornych ¢isel v tomto tdseku se sobé
rovnaji.

Je dano celé ¢islo N (1 < N < 1000000) a posloupnost N celych éisel.
Napiste program, ktery urc¢i délku maximalniho vybalancovaného tuseku
v zadané posloupnosti ¢isel. Pfi navrhu programu se zaméite na dosazeni
co nejvetsi rychlosti vypoctu.

Priklad: Pro N = 10 a posloupnost ¢isel 8 6 4 7 —5 —3 2 0 —1 9 bude
vysledkem ¢&islo 7, nebot nejdelsi vybalancovany tusek 4 7 —5 —3 2 0 —1
(pfipadné jiny stejné dlouhy vybalancovany tsek 7 —5 —3 2 0 —1 9) je
tvofen sedmi &isly.

Kok ok K K Kk ok ok K K X%

Prvky zadané posloupnosti si oznac¢ime aq,as,...,an. Pro snazsi po-
pis algoritmi si zavedeme pojem balance tseku. Balance tseku ay, ..., a;
udava, o kolik vice je v tomto tseku posloupnosti kladnych ¢isel nez za-
pornych. Je-li v néjakém tseku posloupnosti zapornych ¢isel vice nez klad-
nych, potom balance tohoto tseku méa zapornou hodnotu. Vsimnéte si, ze
pfipadné nulové prvky posloupnosti se do balance nijak nezapocitavaji,
ovliviwuji ovsem délku tseku. Vybalancovanym tsekem tedy rozumime ta-
kovy tusek, ktery ma nulovou balanci.
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Pokud si celou posloupnost ¢isel ulozime do pole, abychom se mohli
k jejim prvkam opakované vracet, iloha mé primitivni FeSeni spocivajici
v otestovani v8ech souvislych tsekt dané posloupnosti. Takovych tsekt
existuje O(N?), nebot N zplisoby miizeme zvolit zacatek tiseku i a pro
kazdou volbu zadatku mizeme O(N) zptusoby zvolit konec useku j. Pro-
jit asek a;,...,a; a spocitat jeho balanci pfedstavuje praci O(N), takze

celkova Gasové sloZitost tohoto trividlniho algoritmu je O(N?).

program Vybalancovany Usek 1;
{kubickd &asova sloZitost}

const MaxN = 1000000;

var N: integer; {polet &isel v posloupnostil
A: array|[l..MaxN| of integer; {zadana posloupnost}
b: integer; {balance idseku i..j}
Max: integer; {délka max. vybalancovaného useku}

i, j, k: integer;

begin
Max:=0;
read (N);
for i:=1 to N do
read (A[i]);
for i:=1 to N do {zacatek useku}
for j:=i to N do {konec useku}
begin
b:=0;
for k:=i to j do
if Alk] > 0 then

b:=b-+1
else if A[k] < 0 then
b:=b—1;
if (b =0) and (j—i+1 > Max) then
Max:=j i1

end;

if Max = 0 then

writeln (’Vybalancovany usek neexistuje!’)
else

writeln (’Delka maximalniho vybalancovaneho useku:

end.
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Vypocet muzeme urychlit lepsi organizaci prace. V pfedchozim feSeni
jsme ovéfovali balanci kazdého tseku zvlast. Zname-li vSak balanci néja-
kého tseku ay, ..., a; a chceme urcit balanci tseku o jeden prvek delsiho
ai,...,a;41, je zbytetné prochazet tento novy tsek cely od zacatku. Jed-
nodussi a rychlejsi je vyuzit pfedchozi znamou hodnotu balance a pouze ji
v konstantnim ¢ase upravit podle znaménka pfidaného posledniho prvku
aj4+1. V programu tedy budeme postupné N zptsoby volit zacatek tseku 4
a pro kazdou volbu zacatku zvolime O(N) zptisoby konec useku j. Vypo-
¢et balance tiseku ay, ..., a; providdime pribézné vidy s vyuzitim znamé
balance predchoziho tseku, jak je popséano vyse. Celkova ¢asova slozitost
takto upraveného algoritmu se tim snizi na O(N?).

program Vybalancovany Usek 2;
{kvadratickd &asovd sloZitost}

const MaxN = 1000000;

var N: integer; {pocet &isel v posloupnostil
A: array[l..MaxN| of integer; {zadana posloupnost}
b: integer; {balance idseku i..j}
Max: integer; {délka max. vybalancovaného udseku}

i, j, k: integer;

begin
Max:=0;
read (N);
for i:=1 to N do
read (A[i]);
for i:=1 to N do {zalatek usekul}
begin
b:=0;
for j:=i to N do {konec idseku}
begin
if A[j] > 0 then
b:=b+1
else if A[j] < 0 then
b:=b—1;
if (b= 10) and (j—i+1 > Max) then
Max:=j—i+1
end
end;
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if Max = 0 then

writeln (’Vybalancovany usek neexistuje!’)
else

writeln (’Delka maximalniho vybalancovaneho useku: ’, Max)
end.

To oviem stale jesté neni asové optimalni feseni. Ulohu dokaZeme vy-
feSit s linearni ¢asovou slozitosti vzhledem k délce posloupnosti IV, postup
prace nyni ale bude ponékud odlisny a lisit se bude také zptisob ulozeni

dat. Pro kazdé ¢islo a; si nejprve spocitame balanci pocateéniho tseku

posloupnosti délky 4, tzn. tseku aq,ao,...,a;. Tento idaj oznacime e; a
dodefinujeme hodnotu ey = 0 (pocate¢ni tsek nulové délky ma balanci 0).
Vgechny hodnoty eq, es, ..., en dokdZeme snadno spocitat pfi jednom pru-

chodu posloupnosti v ¢ase O(N), postup jsme si ukéazali v predchozim Fe-
Seni tlohy. Pro kazdé poradové ¢islo prvku posloupnosti ¢ od 1 do N bude
jisté platit nerovnost —i < e; < 1.

Vsimnéte si, Ze tsek posloupnosti a;,...,a; je vybalancovany prave
tehdy, kdyZ prvky a;—1, a; maji stejnou e-hodnotu, tj. kdyz plati rovnost
e;—1 = €;. Hleddme-li maximalni vybalancovany tsek v posloupnosti, sta¢i
tedy nalézt mezi e-hodnotami dvé stejna ¢islae;_1 =e; (1 <i<j < N)co
nejvice od sebe vzdalena. Jejich vzajemné vzdalenost v posloupnosti pak
pfimo udéava délku maximalniho vybalancovaného tiseku. Jestlize neexis-
tuje Zaddnéa dvojice stejnych hodnot e;_; = e;, jsou viechna ¢isla v posloup-
nosti kladna nebo v8echna zaporna. Takova posloupnost tudiz neobsahuje
zadny vybalancovany usek.

Bylo by jisté mozné ulozit si v8echna ¢isla e; do pole a v tomto poli
nasledné vyhledévat dvojice stejnych hodnot. Takovy postup je ale zby-
te¢né pomaly. Vyhledavani dvojic stejnych ¢isel v poli ma kvadratickou
asymptotickou ¢asovou slozitost, bylo by to vlastné jenom jinak realizo-
vané predchazejici feSeni tlohy. Vyhodnéjsi bude uklddat si informace
o jednotlivych e-hodnotach ,inverzné“. Vytvorime si pomocné pole F,
pro v8echna ¢ od 1 do N budeme postupné pocitat ¢isla e; a pro kaz-
dou nové ziskanou e-hodnotu si ulozime do pole F pfislusny index i, tzn.
polozime Fle;] = i. Udaj F[m] nam tedy ¥ika, kde jsme se setkali poprvé
s e-hodnotou m (na kterém indexu posloupnosti). Vzhledem k podmince
—i < e; < ¢ musi byt pole F indexovano od —NN do N. Vyuzivat z néj
budeme pouze jisty souvisly tsek s indexy od X do Y. Béhem zpracova-
vani prvki posloupnosti se velikost tohoto tiseku miize zvétsovat. V kaz-
dém okamziku zpracovani posloupnosti plati, Ze vSechna cela ¢isla z in-
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tervalu (X,Y") prestavuji pravé viechny e-hodnoty, s nimiZ jsme se dosud
setkali.

Na zacatku vypo¢tu polozime X = 0, Y = 0 a F[0] = 0, coZ odpo-
vida pocate¢nimu prazdnému tseku posloupnosti s balanci 0. Postupné
budeme ¢ist ¢isla tvorici zadanou posloupnost a zpracovavat je. Po pre-
¢teni Cisla a; nejprve spocitdme hodnotu e; vySe uvedenym zptsobem na
zékladé zaznamenané predchozi hodnoty e; 1. Jestlize e; < X, musi byt
nutné e; = X — 1. Zmensime tedy X o 1 a zaznamendme vyskyt nové
e-hodnoty F[X] = i. Podobné pro e; > Y zvét§ime Y o 1 a uloZime hod-
notu F[Y] = 4. Je-li &slo e; z intervalu (X,Y'), pak stejna e-hodnota byla
jiz nalezena nékdy dfive, a sice poprvé pii zpracovani prvku s indexem
Fle;]. To ale znamena, Ze nejdelsi vybalancovany tsek koncici prvkem a;
mé délku i — Fle;]. Nyni uz jenom zbyva porovnat tuto délku s pribézné
ukladanym maximem z délek nalezenych vybalancovanych tseki.

Popsany algoritmus je jisté kone¢ny, jediny jeho cyklus se opakuje pro
kazdé ¢islo zadané posloupnosti, tedy N-krat. Zpracovani kazdého ¢isla vy-
zaduje vykonat jen konstantni pocet operaci, takze celé feseni ma linearni
¢asovou slozitost vzhledem k N. Oproti obéma pomalej$im FeSenim zde
navic potfebujeme pomocné pole F. Na druhou stranu ale zase uSetiime
pamét tim, Ze posloupnost ¢isel miZeme zpracovavat pribézné pii ¢teni
dat ze vstupu a nemusime si ji vibec ukladat do paméti. Spravnost al-
goritmu vyplyva ze skutecnosti, Ze systematicky prozkoumame maximalni
vybalancované tseky kondéici kazdym z prvka posloupnosti a z jejich délek
vybereme maximum.

program Vybalancovany Usek 3;
{linearni &asova sloZitost}

const MaxN = 1000000;

var N: integer; {polet &isel v posloupnostil}
a: integer; {pravé zpracovavané <&islo}
i: integer; {pofadi zpracovavaného ¢&isla}
e: integer; {e-hodnota zpracovavaného ¢&isla}
X, Y: integer; {meze rozsahu nalezenjch e-hodnot}
F: array[—MaxN..MaxN] of integer;
{indexy prvnich vyskytt jednotlivjch e-hodnot}
Max: integer; {délka max. vybalancovaného useku}
begin
X:=0; Y:=0;
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F[0]:=0;

e:=0;
Max:=0;
read (N);
for i:=1 to N do
begin
read(a);
if a > 0 then
e:=e+1
else if a < 0 then
e:=e—1;

if e < X then

{nova nejmen8i e-hodnota}

begin X:=X—1; F[X]:=1i end

else if e > Y then

{nova nejvét3i e-hodnota}

begin Y:=Y+1; F[Y]:=1i end

else
if i—F[e] > Max then
Max:=i—F|e]
end;

if Max = 0 then

{dalsi vyskyt stejné e-hodnotyl}

writeln (’Vybalancovany usek neexistuje!’)

else

writeln ( ’Delka maximalniho vybalancovaneho useku: ’, Max)

end.
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ZPRAVY A INFORMACE

Ustfedni kolo 70. roéniku MO
kategorie A

Jubilejni, 70. ro¢nik Matematické
olympiady (MO) byl poznamenan,
stejné jako cely vzdélavaci systém, epi-
demii covid-19. Presto se jej podafilo
ustfedni komisi matematické olympi-
4dy za pomoci krajskych a okresnich
komisi usporadat. Zde bychom chtéli
podékovat hlavné vSem ucitelim ma-
tematiky zakladnich a stfednich skol,
bez jejichz snahy a usili by to v ob-
dobfi online vyuky viibec nebylo mozné.
Vsechna kola MO byla usporadana
distanéni formou, kdy Zzéci fesili tlohy
samostatné doma.

Usttedni kolo 70. roéniku MO se
konalo ve dnech 21.-24. bfezna 2021
a celé probéhlo, stejné jako vSechna
predchézejici soutézni kola, v distanéni
formé. Z 318 fesitela krajskych kol ka-
tegorie A bylo k ucasti pozvano 42 nej-
lepsich fesitel, ktefi v krajském kole
ziskali (po celostatni koordinaci) ale-
spofi 18 bodt. Tito Gcastnici reprezen-
tovali 23 raznych kol z 8 kraji Ceské
republiky.

Soutéz zahajili v nedéli 21. bfezna
predseda ustfedni komise MO doc.
RNDr. Tomds Bdrta, Ph.D., spolu
s predsedkyni Jednoty Ceskych ma-
tematika a fyzikd doc. RNDr. Ale-
nou Solcovou, Ph.D., a dékanem
Matematicko-fyzikalni fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze doc. RNDr.

152

Mirko Rokytou, CSc. Jejich online pro-
jevy nejen uvitaly ucastniky tustfed-
niho kola, ale také otestovaly webové
prostiedi, ve kterém ucastnici doma
pod dohledem kamer nésledujici dny
soutézili. Pondéli a utery jiz byly vé-
novany vlastni soutézi, kdy kazdy den
feSitelé pét minut pred zacatkem sou-
téZe obdrzeli zadani, poté méli 4,5 ho-
diny ¢asu na FeSeni tuloh a dalsich
20 minut na nahrani svych feSeni do
nové vzniklého systému pro odevzda-
vani aloh MO (OSMO). Zatimco acast-
nici mohli spolu komunikovat v on-
line prostiedi, na jejich FeSenich za-
¢ali pracovat opravovatelé, vétsinou vi-
tézové predchazejicich roénikia MO. Ve
stfedu 24. bfezna byly opravy ukon-
Geny a vecer se konalo (opét online)
slavnostni vyhlaSeni vysledkt ustied-
niho kola, kde vitéze mimo predsedy
MO ocenil také zastupce skupiny CEZ
Mgr. Martin Mdca.

Dle organizacniho fadu MO bylo
vyhldSeno sedm vitézi ustfedniho
kola, z mnichz dva, Samuel Rosiar
a Matous Safrdnek, oba z G Jana

Keplera v Praze 6, ziskali plny po-
cet 42 bodu. Dale bylo ocenéno
dvanact uspésnych fesiteld. Podrob-

néjsi vysledky najdete na strankach
http://www.matematickaolympiada.cz
/cs/olympiada-pro-stredni-skoly /70-ro
cnik-20-21 70. ro¢niku Matematické
olympiaddy. Tam také najdete vzorova
reSeni soutéznich tuloh, jejichz zadani
uvadime nize.
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Prvni soutézni den
(22. bfezna 2021)

1. Zlomek s 1010 policky v citateli a
1011 policky ve jmenovateli slouzi jako
hraci plan pro hru dvou hraca.

O+0+...+0
O+0+...+0+0

Hréci se stfidaji v tazich. V kazdém
tahu hrac¢ vybere jedno z ¢isel 1, 2, ...,
2021 a vlozi ho do libovolného prazd-
ného policka. Kazdé ¢islo pritom miize
byt pouzito jen jednou. Zacinajici hrac
vyhrava, jestlize se hodnota zlomku po
zaplnéni vSech policek lisi od ¢isla 1
0 méné nez 1076, V opaéném pFipads
vyhrava druhy hra¢. Rozhodnéte, ktery
z hrac¢l ma vitéznou strategii.

2. Oznaéme [ stfed kruznice ve-
psané pravouhlému trojihelniku ABC
s pravym uhlem p¥i vrcholu A. Dale
ozna¢me jako M a N stiedy usetek AB
a BI. Dokazte, ze ptimka C1 je te¢nou
kruZnice opsané trojuhelniku BMN.

3. Navzijem rizna nenulova realné
¢isla a, b, ¢ spliiuji mnozinovou rovnost

{a+b,b+c,c+a} ={ab,bc,ca}.
Dokazte, ze plati rovnéz rovnost

{a,b,c} = {a2 —2,0*—2.¢ —2}.

Druhy soutézni den
(22. bfezna 2021)
4. Najdéte vSechna pfirozena Cisla n,
pro které plati rovnost
n+d(n) +d(d(n)) + ... = 2021,

kde d(0) = d(1) =0 apro k > 1 je d(k)
superdélitel ¢isla k (tj. jeho nejvétsi dé-
litel d s vlastnosti d < k).
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5. Retézec znakd nazveme uhledngm,
ma-li sudou délku a jeho prvni po-
lovina je shodné s druhou polovinou
(napf. abab). Retézec nazveme pék-
nym, pokud ho lze rozdélit na nékolik
uhlednych Fetézcu (jako abcabededeff
na abcabe, dede a ff). Redukci fetézce
nazveme operaci, pri které z fetdézce
smazeme dva stejné sousedni znaky
(napf. fetézec abbac lze zredukovat na
aac a ten dale na c¢). Dokazte, ze li-
bovolny fetézec obsahujici kazdy svij
znak v sudém poctu lze ziskat sérii re-
dukci z vhodného pékného fetézce.

6. Je dan ostrouhly trojahelnik ABC.
Pro kazdy jeho vnitini bod X oznac¢me
Xa, Xp, Xc jeho obrazy v osovych sou-
meérnostech po fadé podle pfimek BC),
CA, AB. Dokazte, 7ze vSechny trojuhel-
niky X, XX maji spoleény bod.
Pavel Caldbek

10. evropska divéi MO (EGMO)

LN
EGMO 2021
AKAKITSERETELI STATE UNIVERSITY
GEORGIA

Organizace jubilejniho 10. ro¢niku
Evropské divéi MO (EGMO), ktery se
tradi¢né konal v poloviné dubna letos-
niho roku, se ujala Gruzie. Vlastni sou-
t6z se konala (stejné jako v lonském
roce) distan¢éni formou, kdy vsechny
soutézici TeSily zadané tlohy ze svych
domovi. Organizatoii soutéze v gru-
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zinském Kutaisi se snazili zajistit pro
online soutéZ co nejregulérnéjsi pod-
minky, kdy vSechny soutézici praco-
valy pod dozorem kamer. Soutéznimi
dny byly nedéle 11. dubna a pon-
déli 12. dubna 2021. Po oba souté&zni
dny byly reprezentantkdm jednotlivych
zemi predlozeny vzdy tii naro¢né sou-
tézni ulohy. Za bezchybné vyfeSeni
kazdé z nich mohly soutézici ziskat
7 bodut.

Desatého roéniku soutéze se zucast-
nil dosud rekordni pocet soutézicich —
celkové 213 z 55 zemi vSech kontinentt
(z toho 37 evropskych zemi). Nechy-
béla mezi nimi tradi¢né i silnd mimoev-
ropska druzstva USA, Kanady, Austra-
lie, Japonska, Brazilie, Mexika a dalsi.

Ceské reprezenta¢ni druZstvo stie-
doskolacek se této soutéze zucastnilo
jiz posesté. Reprezenta¢ni étvefice di-
vek byla definitivné vybrana na za-
kladé vysledkta v krajském kole kate-
gorie A (v 70. ro¢niku MO), a to bez-
prostiedné po ukonéeni centralni koor-
dinace tloh v ramci celé Ceské repub-
liky. Oproti predeslym dvéma letim,
kdy jsme se museli obejit bez maturan-
tek, kumulace maturitnich pisemek a
10. EGMO letos odpadla. Tim vznikla
moznost ucasti v této mezinarodni sou-
t&Zi i pro nase maturantky. Mista v re-
prezentaci si nakonec vybojovala nasle-
dujici ¢tvefice divek: Adéla Heroudkovd
(7/8, G Brno, ti. Kpt. Jarose), Vendula
Onderkovd (7/8, G Jakuba Skody, Pre-
rov), Kldra Pernicovd (8/8, G Brno, tf.
Kpt. Jarose) a Adéla Karolina Zickovd
(8/8, G Ch. Dopplera, Praha 5). Ve-
doucimi ceské delegace byli Mgr. Pavel
Salom a byval4 tspésna olympionicka
Lenka Kopfovd.
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Ceské druzstvo si vedlo v silné
mezindrodni konkurenci soutézi velmi
dobfe. Poprvé se tak stalo, ze vSechny
Ctyfi nase divky vybojovaly na EGMO
medaili, kdyZ svorné ziskaly bronzové
medaile. To svédéi o vyrovnanosti ¢es-
kého vybéru pro tuto soutéz. Nejlepsi
z nasich divek — Klafe Pernicové unikla
pfitom st¥ibrna medaile o jediny bod,
kdyz ziskala celkové 13 bodi. Ostatni
t¥i divky se veSly do bodového inter-
valu pro zisk bronzové medaile (letos
to bylo 8-13 bodit) nasledovné: Adéla
Heroudkova (10 b.), Adéla Karolina
Zackova (9 b.) a Vendula Onderkové
(8 b.). Kazda z divek pfitom vyfesila
bezchybné pravé jednu soutézni tlohu
(prvni t¥i jmenované divky tdlohu é. 1
a posledni z nich tlohu ¢&. 4). Podrob-
ngjsi informace o 10. roéniku EGMO
najdou zijemci na strankach https:
//www.egmo.org/.

Pristi 11. roénik EGMO se bude ko-
nat od 6. do 12. dubna 2022 v madar-
ském Egeru. Pevné véfime, ze i v Ma-
darsku si naSe divky povedou stejné
dobre jako v letognim ro¢niku.

Dale uvadime texty vSech soutéz-
nich dloh zadanych na 10. EGMO.

1. souté&Zni den
(11. 4. 2021)

Ulqha 1
Cislo 2021 je bombastické. Pokud je
libovolné ¢islo z mnoziny

{m,2m +1,3m}

bombastické pro néjaké prirozené ¢islo
m, potom jsou vSechna ¢&isla z této
mnoziny bombasticka. Plyne z toho, ze
gislo 2021%2°%1 je bombastické?
(Austrdlie)
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Uloha 2
Najdéte vSechny funkce f: Q — Q
takové, Ze rovnice

flaf(2) +y) = f(y) +2°
plati pro vSechna racionalni ¢isla z a y.

Symbol Q zde znaci mnozinu viech ra-
ciondlnich cisel.
(Slovensko)

Uloha 3

Je dén trojuhelnik ABC s tupym
thlem pii vrcholu A. Necht F a F
jsou v tomto poradi priseciky osy vnéj-
§tho dhlu pf#i vrcholu A s vyskami
v trojahelniku ABC' z vrchola B a C.
Na tuseckich EC a FB zvolme po
fadé body M a N tak, aby platilo
[XEMA| = |XBCA| a |[XANF| =
= |XABC|. Dokazte, ze body E, F,

N, M lezi na téze kruznici.
(Ukrajina)

2. soutézni den

(12. 4. 2021)

Uloha 4
V trojahelniku ABC oznafme I
stfed kruznice jemu vepsané a zvolme
libovolny bod D na strané BC.
Oznaéme E prisecik kolmice k BI pro-
chézejici bodem D s pfimkou C'I. Dale
ozna¢me F' prusecik kolmice k CT pro-
chazejici bodem D s pfimkou BI. Do-
kazte, ze obraz bodu A v osové sou-
mérnosti podle primky FEF lezi na
pfimce BC.
(Austrdlie)

Uloha 5

V roviné zvolme bod O, ktery na-
zveme pocatek. Necht P je mnoZina
2021 bodi v této roviné takovych, Ze
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(i) zadné tii body z mnoZiny P nelezi
na jedné piimce a

zadné dva body z mnoZziny P nelezi
na piimce prochazejici po¢atkem.

(i)

Trojuhelnik s vrcholy v mnoziné P na-
zveme tlusty. Urcete maximalni pocet
tlustych trojuhelniki.

(Rakousko)

Uloha 6
Existuje celé nezaporné ¢islo a, pro
které mé rovnice

2] 3 J+l5 )+l e

vice nez milion riznych Feseni (m,n),
kde m, n jsou pfirozena ¢isla?

Viraz |x| oznacuje dolni celou st re-
diného cisla x. Tedy |V2] =1, |x] =
=3, (22/7) =3, ]42] =42 a |0] = 0.

(Rakousko)

Jaroslav Svréek

Celostatni kolo 62. ro¢niku FO

Ve skolnim roce 2020/2021 pro-
béhl 62. ro¢nik Fyzikilni olympiady
on-line v souvislosti s protiepidemic-
kymi opatfenimi a omezenimi kvuli §i-
feni koronaviru COVID-19. Nevyhnulo
se tomu ani celostatni kolo (naplano-
vané ptvodng do Plzng). Z krajskych
kol, ktera probéhla ve stfedu 20. 1.
2021 postoupilo 50 soutézicich, z nichz
47 se nakonec do on-line soutéze za-
pojilo (z toho 3 divky). Celostatni
kolo probé&hlo bez jakéhokoli doprovod-
ného programu, v obvyklém rozsahu se
vzdalené realizovala ,,pouze” soutéz sa-
motna.
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Ve stfedu 10. 3. dopoledne od 8.30
do 13.30 cekaly na soutézici ¢tyfi te-
oretické tulohy. Autorem prvni, nej-
téz81 z nich, s nazvem étyfstén s civ-
kami byl RNDr. Jan Thomas (Prvni
Geské gymnézium Karlovy Vary). Za-
byvala se zapojenim civek a prechod-
nych déjem, ktery v obvodu nastane
po pfipojeni ke zdroji stejnosmérného
napéti a rezistor. Resitelé za ni zis-
kali v priméru 2,4 bodu z deseti moz-
nych a podle nazoru poroty nejorigi-
nélnéjsi feseni vypracoval Marek Fiirst
(G Christiana Dopplera Praha). Druha
uloha s nazvem Méreni rychlosti ra-
darem, kterou navrhl doc. RNDr. Jo-
sef Blazek, CSc. (Pedagogicka fakulta
Jihoceské univerzity v Ceskych Buds-
jovicich,) kombinovala Doppleriv jev
s méfenim rychlosti vozidel znamym
z bézného silni¢niho provozu. P¥i pri-
mérném zisku 4,1 bodu porota oce-
nila zejména postup Tomdse Vitka
(G a Jazykova skola Bfeclav). Treti
uloha Rozpousténi soli, v niz byli fesi-
jené s rozpousténim soli ve vodé, od-
povidajici zvySeni teploty varu vody
i zavislost teploty varu na koncent-
raci soli. Soutézici dosahli v praméru
4,6 bodu a nejvice zaujalo feSeni Ro-
berta Gemrota (G Havifov-Mésto, Ko-
menského). Ctvrta iloha s nazvem Rd-
mecek taZeny magnetickym polem na-
vazovala na studijni text [1], byla vé-
novana magnetické indukci, proudu a
proslému elektrickému naboji pifi po-
hybu ¢étvercového ramecku v magne-
tickém poli; autorem byl RNDr. Josef
Jiri, (Gymnazium a obchodni akade-
mie Pelhfimov). Soutézici ziskali v pri-
méru 4,2 bodu a porota ocenila jako
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nejzdafrilejsi pristup Jana Cerveriana
(G Jana Pivecky a SOS Slavicin).
Zavéretnou redakci zadani i autor-
ského feSeni dloh provedl RNDr. Jan
Slégr, Ph.D. (PiF UHK).

Ve ctvrtek 11. 3. Cekala soutézici
experimentalni tloha FElektrickd cernd
skrinka, ktera musela byt pojata netra-
diéné — studenti méfili vzdéilené pro-
stfednictvim webové aplikace (https:
//exp62.fyzikalniolympiada.cz)
(viz obr. 1). K dispozici méli vir-
tualni digitdlni multimetr a méli
za tukol odkryt obsah cerné skiinky
se tfemi zdifkami. Namét byl pre-
vzat Nordicko-Baltické FO (NBPhO,
https://nbpho.ee), plvodni tulohu
autorské dvojice Jaan Kalda a Mih-
kel Heidelberg pro potfeby FO upra-
vil pfedseda ustfedni komise FO
doc. RNDr. Jan Kiiz, Ph.D. (PiF
UHK), simulator vytvofil a napro-
gramoval RNDr. Jan Prachat. 7 Te-
(G J. Keplera Praha), ktery jako jediny
ziskal plny pocet 20 bodl, prumérny
bodovy vysledek byl 12,4 bodu.

Experimentalni Uloha 62. Gstiedniho kola FO

Obr. 1 Rozhrani on-line experimen-
talni tlohy

Uvedme zékladni statistické udaje
celostatniho kola: jedenact ucastniki
se stalo vitézi, dvacet dva tspésnymi
feSiteli a CGtrnact ucastniky soutéze.
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Celkové primérné hodnoceni vSech
uloh bylo 27,7 bodu, tj. 69,2 % z moz-
nych 60. Prvni t¥i mista obsadili sou-
tézici z hlavniho mésta — pomysl-
nou zlatou medaili vybojoval s de-
setibodovym naskokem Viktor Fukala
(G J.Keplera Praha), st¥ibrnou Marek
Fiirst (G Christiana Dopplera Praha)
a bronzovou Matéj Dvordk (G Jana
Keplera Praha). Stejny pocet bodi zis-
kal 1 &tvrty v pofadi Adam Mendl
(G Pierra de Coubertina Tabor), o po-
fadi na 3. a 4. misté musely rozhodnout
modifikované body. Epidemicka situ-
ace ovliviiuje i Mezinarodni fyzikalni
olympiadu, kterd by méla po odkladu
z loniského roku probéhnout od 17. do
25. Cervence 2021 v litevském Vilniusu
(viz https://www.ipho2021.1t), orga-
nizatori jsou letos pripraveni v p¥ipadé
nouze usporadat ji také on-line.

Mnohem vice nez v minulych le-
tech byl uplynuly ro¢nik zavisly na
pravidelné aktualizaci internetovych
stranek a predev8im na zprovoz-
néni systému OSMO (https://osmo.
fyzikalniolympiada.cz/org/) k za-
davani a odevzdavani tloh on-line (byl
vyuzit také pro krajska a okresni kola
kategorii B-F v bfeznu a dubnu). Je
tfeba podékovat kolegim z MO, ktefi
umoznili vyuzit jimi vyvinuty systém
a adaptovat jej pro potfeby FO. Zpro-
voznéni, v8echny upravy a nastaveni
systému, vytvoreni navodu i zkuseb-
niho ,,h¥isté“, na némz si mohli souté-
zici i opravujici dopfedu vyzkouset fun-
govani celého prostiedi, se ujal RNDr.
Jan Prachat, ktery ma obrovskou za-
sluhu na tom, Ze se soutéZ poda-
filo zvladnout i za nepfiznivych a pro
v8echny novych podminek.
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Jak vsichni doufiame, v piFistim
gkolnim roce a v 63. ro¢niku FO
by celostatni kolo mohlo prob&hnout
obvyklym zpisobem v misté urce-
ném pro rok leto$ni, tedy v Plzen-
ském kraji. Zajemci a pfiznivei sou-
téze najdou vSechny potfebné aktu-
alni informace véetné zadéani i FeSeni
iloh na d&tendfum MFI jisté dobte
znamych  internetovych  strankach
UKFO www.fyzikalniolympiada.cz.
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Vysledkova listina

Vitézové
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48b), 3. Mat&j Dvorak (G Jana
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Mendl (G Pierra de Coubertina, Téa-
bor, 47b), 5. Jifi Kohl (Biskupské
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Dej (Wichterlovo G Ostrava, 33,5b),
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14. Jan Cervenan (G Jana Pivecky a
SOS Slavicin, 33,5b), 15. Vaclay Mas-
tera (G Pierra de Coubertina, Tabor,
33,5b), 16. Vaclav Janafek (G Brno,
t¥ida Kapitana Jarose, 33,5b), 17. To-
mas Cajan (G Frantiska Palackého,

téch Kuchai (Wichterlovo G Ostrava,
32b), 19. Krystof Boura (G Jaroslava
Vrchlického, Klatovy, 32b), 20. Pa-
vel Provaznik (G Pardubice, Dagicka,
28b), 21. Stépan Hortlik (G Pardu-
bice, Dasgicka, 27b), 22. Martin Benes
(G Jihlava, 26,5b), 23. Jindfich Ma-
tuska (G Brno, tfida Kapitdna Jaroge,
26,5b), 24. Jakub Kislinger (G Ja-
roslava Vrchlického, Klatovy, 24,5b),
25. Ondfej Sladky (G Plzen, Miku-
lagské nam., 23,5b), 26. Jan Carvag
(G Praha 6, Nad Aleji, 22,5b), 27. On-
diej Marek (G Christiana Dopplera,
Praha 5, 22,5b), 28. Filip Gregora
(G Langkroun, 22b), 29. David Po-
drapsky (G Teplice, 21b), 30. Michal
Zacek (G Lovosice, 20,5b), 31. Anto-
nin Hejny (G Praha 9, Litoméficka,
20b), 32. Magdaléna MiSinova (G Jana
Keplera, Praha 6, 19,5b), 33. To-
mas Vesely (G Jaroslava Heyrovského,
Praha 5, 19,5b).

Lukds Richterek

Fontes Scientize

aneb dila velikani

(alespon Castecné) v Cesting
Na Masarykové univerzité byl do-

konéen mezioborovy projekt, ktery ces-

kym ¢tenadfim zpristupnil pét prelo-

movych dél novovéké védy. V naklada-

telstvi Togga (https://www.togga.cz)
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tak mohla vyjit ojedinéld knizni edice
Fontes Scientiae tvorena nasledujicimi
tituly: Matematické principy pfirodni
filozofie Isaaca Newtona [1], Nova ast-
ronomie Johannese Keplera [2], Prubif
Galilea Galileiho [3], Uméni odhadu
Jacoba Bernoulliho [4] a Rozhovory
o mnohosti svéta Bernarda de Fonte-
nella [5]. Vybér zahrnuje klasické texty
obdobi védecké revoluce 17. a 18. sto-
leti; dila Galileiho a Fontenella jsou
kompletnimi preklady, svazky New-
tona, Keplera a Bernoulliho pfedsta-
vuji vybory zajimavych pasazi. Kaz-
dou z vydanych knih navic doprova-
zeji obsahlé predmluvy, které se zaby-
vaji pivodem, kontextem, cili a meto-
dami jednotlivych praci. Po nékolika
stéZejnich pracich z historie astrono-
mie [6, 7, 8] vydanych v minulych péti
letech se tak v ¢eském piekladu obje-
vuji dalsi cenné dila z historie pfirod-
nich véd doplnéna komentaii s infor-
macemi o jejich vyznamu, vzniku i je-
jich soucasném chapéni a porozuméni.

e Fontenelle
;aac Newto:

Galileo (

cob Bernou

Zdroj: Nakladatelstvi Togga

Podle vedouciho projektu Da-
niela Speldy z Filozofické fakulty MU
»vSechna dila spojuje predevs§im to,
7e jsou ve svych oborech povazovana
za pifelomova, a spolené tak davaji
pomérné sugestivni obraz toho, jak
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vypadaly poc¢atky moderni védy.“ Pu-
blikace pfipominaji, Ze empirické a ex-
perimentalni zkouméni, matematicky
popis, kolektivni spoluprace, institu-
cionalizace védy jako profese & statni
podpora nebyly vidy samoziejmé a
musely byt obhajeny. ,Nékdy se dé-
jiny védy li¢i tak, ze hlavni prekazkou
rozvoje byla cirkev, ktera potlacovala
nové objevy. Ve skute¢nosti byl ale
mnohem vétsi problém presvédéit hu-
manitné vzdélané intelektuély, politiky
a Slechtu, ze Aristotelés se mohl mylit
a ze Cist jeho a dalsi antické klasiky
k vysvétleni piirody nestaci.“ Cilem
edice je rovnéz ,ukazat, ze evropska
véda se neutvarela jednoduSe a pri-
mocare, ale méla mnoho necéekanych
zakrut a zahybu* [9].

Samotnou praci na prekladech cha-
rakterizuji jejich autofi jako kolek-
tivni usili. Naro¢nost prekladu spoci-
vala predevSsim v tom, Ze se jednalo
o texty psané latinsky & baroknimi
formami ital$tiny nebo francouzstiny a
snoubily se v nich matematické, filozo-
fické i teologické pasaze. Na prekladu
kazdého titulu pracoval tym zahrnujici
filology, ptirodovédce i filozofy z filozo-
fické, prirodovédecké i pedagogické fa-
kulty MU.

Cesti Ctenari tak dostavaji do ru-
kou publikace, jejichZz nézev a pfiblizny
obsah sice mnozi znaji, ale — ruku na
srdce — mélokdo je skuteéné cetl, at uz
v originale nebo v pozdéjsich komen-
tovanych anglickych, ruskych ¢i jinych
prekladech. Muzeme tak byt mozna
prekvapeni, Ze tfeba v Newtonovych
Principiich se kromé vykladu pohybo-
vych zakonu a gravitace nachézeji i te-
ologické spekulace o tloze Boha pfi
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stvofeni vesmiru. Na druhou stranu
predevsim pravé Newtonovo a Keple-
rovo stéZejni prace jsou stéile zdrojem
komentafi a snahy o jejich co nej-
presnéjsi pochopeni i srovnani tehdej-
sich pfistupid s nasim dneSnim zpuso-
bem uvazovani; namatkou pfipomenime
napf. pfispévky [10, 11, 12, 13]. Za-
jimava je otazka pfesného znéni prv-
niho Newtonova zakona oteviena pro-
fesorem Martinem Cernohorskym [14];
Newton zménil jeho formulaci mezi
prvnim (1687) a t¥etim vydanim Prin-
cipii (1727, poslednim za jeho Zivota),
pricemz pozdéjsi formulace by mohla
byt spojena nejen se setrva¢nosti rov-
nomérného primocarého pohybu, ny-
brz i rota¢niho.

Prestoze se na prvni pohled muze
zdat, Ze zévéry téchto dél zname ze
gkoly, pokud se do nich skute¢né za-
Steme, zjistujeme, Ze zptisob vykladu je
diametralné odlisny od dne$niho. Ne-
najdeme v nich znamé ,,vzorecky*, ar-
gumentace je slovni a geometricka, ne-
pochybné i proto, aby oslovila tehdejsi
publikum (pfikladem miZze byt geome-
trické zavedeni Keplerovy rovnice v 60.
kapitole Nové astronomie). A nékdy
nés postiehy opravdu prekvapi a radi si
je sami odvodime ,,dnesSnim zptisobem*
— Newton nap¥. uvadi, ze ,,Geometrim
je totiz dobfe znaméa propozice, ktera
fika, ze rychlost kyvadla v nejniz§im
bodé je tmérna tétivé oblouku, ktery
paddem urazi.“ Dnes takto pohyb ky-
vadla nepopisujeme, ale ovéfeni tohoto
tvrzeni je docela péknym a nikoli obtiz-
nym cvi¢enim i v ramci stfedoskolské
fyziky.

Knihy z edice Fontes Scientize tak
ilustruji pro dobu svého vzniku cha-
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rakteristické a svym zpusobem pfiro-
zené propojeni empirické védy s filo-
zofii, které p¥i dnesni hluboké specia-
lizaci neni zdaleka samoziejmé. Napft.
podle Keplera ,,Kosmos nelze poznat,
aniz bychom véfili v moudrost Stvofi-
tele, znali filozofické principy, pocitali
rovnice a provadéli pozorovani. Nebyl
tedy modernim védcem v dneSnim po-
jeti, ale u zrodu moderni védy stél a
v pripadé Nové astronomie kréacely dé-
jiny svétové védy v jeho osobé nasim
tzemim, predevsim rudolfinskou Pra-
hou.

Knihy nabizeji plasticky obraz a do-
kumenty z doby svého vzniku. Diky do-
provodnym komentaitim a prekladu do
soudobého jazyka ziskidva ¢tenaf jedi-
ne¢nou prilezitost nahlédnout do zpiu-
sobu mysleni a vyjadfovani klasikd no-
voveké védy, coz muZe byt nesporné
obohacujici napfiklad pro studenty a
ucitele prirodovédnych i humanitnich
obori. Stale aktuélni vyzvou je i za-
vér Newtonovy predmluvy ke jeho mo-
numentalnimu dilu: ,,Upfimné zZadam,
Ctéte vSe s otevienou mysli a nedo-
statky v tak obtizné latce neodsuzujte;
necht tyto spiSe ¢tenafi novym usilim

prozkoumayji a zdarné doplni.*
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