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MATEMATIKA

O exponenciÆlních
diofantovských rovnicích
TOM`� RIEMEL

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

ExponenciÆlními diofantovskými rovnicemi rozumíme takovØ rovnice,
v nich” celo£íselnØ neznÆmØ mají charakter exponent• daných exponen-
ciÆlních funkcí se zÆklady, jimi” jsou p°irozenÆ £ísla v¥t†í ne”1. V tomto
£lÆnku, který navazuje na [4], se zam¥°íme na n¥kterØ typy exponenciÆlních
diofantovských rovnic o dvou neznÆmých ve tvaru

ax � by = c; (1)

kde x, y jsou neznÆmØ z oboru p°irozených £ísel,a, b jsou danÆ p°irozenÆ
£ísla v¥t†í ne” 1 ac je danØ celØ £íslo (c 6= 0 ).

Pro c = 1 vyslovil ji” v roce 1844belgický matematik Eugene Charles
Catalan zajímavou hypotØzu, kterou dokÆzal a” v roce2002 rumunský
matematik Preda Mih ilescu .

V¥ta 1 (Catalanova)
DiofantovskÆ rovnice ve tvaru

ax � by = 1 ;

kde a, b, x, y jsou hledanÆ p°irozenÆ £ísla v¥t†í ne”1, mÆ prÆv¥ jedno
°e†ení, a to (a; b; x; y) = (3 ; 2; 2; 3).

Problematikou t¥chto rovnic a rovnic jim podobných se zabývalo mnoho
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dal†ích matematik•, zejmØnaS. S. Pillai 1) a M. A. Bennett 2) . Nejd•le-
”it¥j†ím výsledkem je nÆsledující v¥ta publikovanÆ v [1] a zmín¥nÆ nap°.
v [5] a [7].

V¥ta 2
Nech· a, b jsou danÆ p°irozenÆ £ísla v¥t†í ne”1, pak diofantovskÆ rov-

nice (1), kde x, y jsou neznÆmØ z oboru p°irozených £ísel ac je danØ celØ
nenulovØ £íslo, mÆ nejvý†e dv¥ °e†ení.

SpeciÆln¥ pak proa = b+ 1 platí nÆsledující v¥ta.

V¥ta 3 (M. A. Bennett, 2003, viz [2])
Nech· b, c jsou danÆ p°irozenÆ £ísla,b � 2, pak diofantovskÆ rovnice

j(b+ 1) x � by j = c; (2)

mÆ v oboru p°irozených £ísel nejvý†e jedno °e†ení s výjimkou

(b; c) 2 f (2; 1); (2; 5); (2; 7); (2; 13); (2; 23); (3; 13)g:

V prvních dvou p°ípadech mÆ rovnice (2) prÆv¥3 °e†ení, v posledních
£ty°ech p°ípadech mÆ prÆv¥ 2 °e†ení. D•kaz tØto v¥ty je mo”no nalØzt
v [2].

DÆle v p°ísp¥vku uvedemeelementÆrní metody°e†ení n¥kterých speciÆl-
ních exponenciÆlních diofantovských rovnic ve tvaru3x � 2y = c, resp.
2y � 3x = c, kde x; y jsou neznÆmØ z oboru p°irozených £ísel ac je danØ
p°irozenØ £íslo. Tyto rovnice lze zapsat souhrnn¥ ve tvaru (2) prob = 2 ,
tj.

j3x � 2y j = c:

P°i °e†ení tØto a nÆsledujících œloh se vyu”ívÆ p°edev†ím metody fakto-
rizace (sou£inovØho tvaru rovnice) a £íselných kongruencí.

P°íklad 1
V oboru p°irozených £ísel °e†te rovnici

3x � 2y = 1 :
1) Subbayya Sivasankaranarayana Pillai (1901�1950) indický matematik, zam¥°ující

se na teorii £ísel. Jeho p°ísp¥vek k Waringovu problØmu popsal v roce 1950 K. S. Chan-
drasekharan jako tØm¥° jist¥ jeho nejlep†í dílo a jeden z nejlep†ích œsp¥ch• v indickØ
matematice od doby Ramanujana.

2) Michael A. Bennett (1965�dosud), kanadský matematik zabývající se diofantov-
skými aproximacemi a teorií £ísel
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�e†ení. Danou rovnici p°epí†eme do tvaru

3x � 1 = 2y : (3)

Pro x = 1 dostÆvÆmey = 1 . Je-li x � 2, pak y � 3. Levou stranu
rovnice (3) dÆle upravíme podle znÆmØho vzorce

An � B n = ( A � B )(An � 1 + An � 2B + : : : + AB n � 2 + B n � 1)

pro libovolnÆ reÆlnÆ £íslaA, B (zde A = 3 , B = 1 ) a libovolnØ p°irozenØ
£íslo n.

(3 � 1)(3x � 1 + 3 x � 2 + : : : + 3 2 + 3 + 1) = 2 y ;

tj.
3x � 1 + 3 x � 2 + : : : + 3 2 + 3 + 1 = 2 y � 1: (4)

Vzhledem k tomu, ”e výraz na pravØ stran¥ (4) je d¥litelný dv¥ma, musí
být d¥litelnÆ dv¥ma i levÆ strana. To nastane, pokud je na levØ stran¥ (4)
sudý po£et s£ítanc•. Nutn¥ platí x = 2k, kde k je vhodnØ p°irozenØ £íslo.
Rovnici (3) lze pak upravit do tvaru

32k � 1 = (3 k + 1)(3 k � 1) = 2 y :

Z°ejm¥ 3k + 1 = 2 m a 3k � 1 = 2n , kde m, n jsou celÆ nezÆpornÆ £ísla,
m > n , m+ n = y. ZÆrove‹ ale platí(3k +1) � (3k � 1) = 2 . Tak”e 3k +1 = 4
a 3k � 1 = 2, tj. k = 1 , neboli x = 2 a z rovnice (3) získÆmey = 3 . Zkou†kou
(je zde sou£Æstí °e†ení) se p°esv¥d£íme o sprÆvnosti získanØho °e†ení.
ZÆv¥r.DanÆ rovnice, její” °e†ení jsme hledali v oboru p°irozených £ísel,
mÆ prÆv¥ dv¥ °e†ení, tj.(x; y) 2 f (1; 1); (2; 3)g. Nalezený výsledek je tedy
ve shod¥ s v¥tou 2.

Podobn¥ lze °e†it takØ nÆsledující œlohu.

P°íklad 2
V oboru p°irozených £ísel °e†te rovnici

2y � 3x = 1 :

�e†ení. Nejprve danou rovnici upravíme do tvaru

3x = 2 y � 1: (5)

Pro y = 1 nemÆ danÆ œloha °e†ení v oboru p°irozených £ísel. Jestli”e
y � 2, pak x � 1.
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Po œprav¥ pravØ strany rovnice (5) dostaneme

3x = 2 y � 1 + 2 y � 2 + : : : + 2 2 + 2 + 1 :

Tedy 3 j (2y � 1 +2 y � 2 + : : :+2 2 +2+1) , z £eho” (podobn¥ jako v p°íkladu 1)
nutn¥ y = 2k, kde k je vhodnØ p°irozenØ £íslo. S ohledem na tuto podmínku
p°epí†eme rovnici (5) do tvaru

3x = 2 2k � 1 = (2 k + 1)(2 k � 1):

DÆle postupujeme analogicky jako v p°íkladu 1. �ísla2k + 1 a 2k � 1
jsou tedy mocninami £ísla3 a zÆrove‹ je jejich rozdíl roven 2. Platí tudí”
2k +1 = 3 a 2k � 1 = 1. Zkou†kou se op¥t p°esv¥d£íme, ”e nalezenÆ dvojice
(1; 2) je °e†ením œlohy.
ZÆv¥r.DanÆ rovnice mÆ prÆv¥ jedno °e†ení v oboru p°irozených £ísel, a to
ve tvaru (x; y) = (1 ; 2).

První dva p°íklady lze souhrnn¥ pova”ovat za rovnici

j3x � 2y j = 1 ;

pro ni” jsme v oboru p°irozených £ísel nalezli prÆv¥ 3 °e†ení danØ rovnice,
a to (x; y) 2 f (1; 1); (1; 2); (2; 3)g, co” je ve shod¥ s tvrzením v¥ty 3.

NÆsledující p°íklad nÆzorn¥ ukazuje, ”e zkoumanØ exponenciÆlní diofan-
tovskØ rovnice tvaru (2) nemají °e†ení v oboru p°irozených £ísel p°i volb¥
n¥kterých hodnot celØho £íslac na její pravØ stran¥.

P°íklad 3
V oboru p°irozených £ísel °e†te rovnici

3x � 2y = 2 : (6)

�e†ení. Danou rovnici upravíme nejprve do tvaru 3x = 2 y + 2 . Jeliko”
y � 1, lze rovnici p°epsat do tvaru

3x = 2(2 y � 1 + 1) ;

av†ak2 - 3x pro ka”dØ p°irozenØx, co” znamenÆ, ”e rovnice (6) nemÆ °e†ení
v oboru p°irozených £ísel.

PoznÆmka.Výsledek p°íkladu 3 m•”eme zobecnit, zvolíme-li v rovnici
j3x � 2y j = c £íslo c = 2k, kde k je danØ p°irozenØ £íslo. Analogicky
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lze postupovat i pro c = 3k. Ve v†ech t¥chto p°ípadech nemÆ danÆ rovnice
°e†ení v oboru p°irozených £ísel.

DÆle se budeme zabývat diofantovskými rovnicemi3x � 2y = 5 a
2y � 3x = 5 , tj. rovnicí j3x � 2y j = 5 . PodrobnØ °e†ení diofantovskØ rovnice
3x � 2y = 5 je mo”no nalØzt v [4, p°íklad 7]. Tato œloha mÆ prÆv¥ jedno
°e†ení (x; y) = (2 ; 2) v oboru p°irozených £ísel.

Zabývejme se nyní rovnicí 2y � 3x = 5 . P°i jejím °e†ení a takØ p°i °e†ení
nÆsledujících dvou œloh vyu”ijeme metodu £íselných kongruencí.

P°íklad 4
V oboru p°irozených £ísel °e†te rovnici

2y � 3x = 5 :

�e†ení. Danou rovnici nejprve p°evedeme do tvaru

3x = 2 y � 5: (7)

Výraz 3x na levØ stran¥ (7) nabývÆ kladných hodnot, tudí”2y � 5 > 0, a
tedy y � 3. Nyní upravíme rovnici (7) do tvaru

3x � 3 = 2y � 8: (8)

Proto”e y � 3, platí
3x � 3 = 23 �

2y � 3 � 1
�

:

Je tedy 23 j (3x � 3), tj. 23 j 3(3x � 1 � 1). Jeliko” 23 - 3, je 23 j (3x � 1 � 1).
Je-li x = 1 , z rovnice (8) získÆme °e†ení(x; y) = (1 ; 3). V p°ípadech, kdy
x � 2 a tedy y � 4, dostÆvÆme v rovnici (8) na obou stranÆch p°irozenØ
£íslo. Nech·23 = 3 x � 1 � 1, tedy x = 3 . Z rovnice (7) získÆmey = 5 . Dostali
jsme tak dal†í °e†ení ve tvaru(x; y) = (3 ; 5). Kone£n¥, jestli”e x � 4, pak
rovnici (7) upravíme do tvaru

3x � 81 = 2y � 86: (9)

DÆle rovnici (9) upravíme

81
�
3x � 4 � 1

�
= 2 y � 86:

Tedy 81 j (2y � 86) = 2(2y � 1 � 43): Jeliko” 81 - 2, je 81 j (2y � 1 � 43).
Nejmen†í mocnina £ísla 2, kterÆ vyhovuje poslední podmínce o d¥litelnosti
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£íslem 81, jey � 1 = 22. DÆle pak vyhovují £ísla 76, 130, 184 atd. Platí tedy
y = 23 + 54 k, kde k je vhodnØ celØ nezÆpornØ £íslo. ZÆrove‹ lze rovnici (9)
upravit do tvaru

3x � 81 = 2
�
2y � 1 � 43

�
:

�íslo 2 d¥lí 3x � 81 = 81(3x � 4 � 1). Proto”e 2 - 81, platí 2 j (3x � 4 � 1).
Nejmen†í vyhovující mocnina £ísla 3 jex � 4 = 0. DÆle pak 2, 4, 6 atd.
Pak tedy x = 4 + 2 l , kde l je vhodnØ celØ nezÆpornØ £íslo. Rovnici

2y � 3x = 5

p°epí†eme do tvaru

223+54 k � 34+2 l = 2 23 � 254k � 81 � 32l = 2 23 � (254)k � 81 � 9l = 5 : (10)

Z kongruencí
223 � 3 (mod 5);
254 � � 1 (mod 5);
81 � 1 (mod 5);
9 � � 1 (mod 5)

a jejich vyu”itím v (10) plyne kongruen£ní exponenciÆlní rovnice

3 � (� 1)k � 1 � (� 1)l (mod 5): (11)

Jeliko” pro v†echna celÆ nezÆpornÆ £íslan platí, ”e (� 1)n nabývÆ pouze
hodnot 1 a � 1, nemÆ kongruen£ní rovnice (11), a tedy ani rovnice (10)
v oboru p°irozených £ísel, °e†ení. DanÆ œloha mÆ v oboru p°irozených £ísel
prÆv¥ 2 °e†ení, co” je v souladu s v¥tou 2.
ZÆv¥r.DanÆ œloha mÆ prÆv¥ dv¥ °e†ení v oboru p°irozených £ísel, a to
(x; y) 2 f (1; 3); (3; 5)g.

Rovnice j3x � 2y j = 5 mÆ tedy v oboru p°irozených £ísel celkem t°i
°e†ení (x; y) 2 f (1; 3); (2; 2); (3; 5)g, co” je op¥t v souladu s v¥tou3.

P°íklad 5
V oboru p°irozených £ísel °e†te rovnici

3x � 2y = 7 :
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�e†ení. Ze zadÆní je patrnØ, ”ex � 2, a tedy y � 1. Danou rovnici upra-
víme do tvaru

3x � 9 = 2y � 2: (12)

Pokud x = 2 , pak snadno získÆme °e†ení, kterým je dvojice(x; y) = (2 ; 1).
V p°ípadech, kdy x � 3, lze rovnici (12) p°epsat do tvaru

3x � 27 = 2y � 20: (13)

Z rovnice (13) plyne, ”e y � 5. DÆle tuto rovnici upravíme do tvaru

27
�
3x � 3 � 1

�
= 2 y � 20:

Tedy 27 j (2y � 20) = 4(2y � 2 � 5). Jeliko” 27 - 4, pak 27 j (2y � 2 � 5).
Nejmen†í mocnina £ísla 2 vyhovující tØto podmínce jey � 2 = 5. DÆle pak
23, 41, 59 atd. Proto y = 7 + 18 k, kde k je vhodnØ celØ nezÆpornØ £íslo.
Rovnici (13) lze upravit do tvaru

3x � 27 = 4
�
2y � 2 � 5

�
:

�íslo 4 d¥lí 3x � 27 = 27(3x � 3 � 1). Proto”e 4 - 27, je 4 j (3x � 3 � 1).
Nejmen†í vyhovující mocnina £ísla 3 je zdex � 3 = 0. DÆle pak 2, 4, 6 atd.
Odtud x = 3 + 2 l , kde l je vhodnØ celØ nezÆpornØ £íslo. Rovnici

3x � 2y = 7

lze nyní p°epsat do tvaru

33+2 l � 27+18 k = 27 � 32l � 128� 218k = 27 � 9l � 128� 262 144k = 7 : (14)

Z kongruencí
27 � � 1 (mod 7);
9 � 2 (mod 7);

128 � 2 (mod 7);
262 144� 1 (mod 7)

a jejich vyu”itím v (14) plyne kongruen£ní exponenciÆlní rovnice

(� 1) � 2l � 2 � 1k � 0 (mod 7): (15)

Podmínkou pro °e†ení kongruen£ní rovnice (15) je spln¥ní kongruence
2l � 5 (mod 7). Jeliko” v†ak pro v†echna celÆ nezÆpornÆ £íslan dÆvají
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£ísla 2n p°i d¥lení 7 pouze zbytky 1, 2, 4, nemÆ kongruen£ní rovnice (15),
ani rovnice (14), °e†ení v oboru p°irozených £ísel.
ZÆv¥r.�e†ením danØ œlohy je tedy jedinÆ dvojice(x; y) = (2 ; 1).

P°íklad 6
V oboru p°irozených £ísel °e†te rovnici

2y � 3x = 7 :

�e†ení. Z°ejm¥ y � 3, p°itom pro y = 3 nemÆ rovnice °e†ení v oboru
p°irozených £ísel. Pro y � 4 lze danou rovnici upravit do tvaru

2y � 16 = 3x � 9: (16)

LevÆ strana rovnice (16) je evidentn¥ v¥t†í nebo rovna0, a tudí” x � 2.
Pro y = 4 obdr”íme °e†ení (x; y) = (2 ; 4).

Jestli”e y � 5, pak ze zadÆní plynex � 3. Pro x = 3 v†ak neexistuje
p°irozenØ £ísloy spl‹ující rovnici 2y � 3x = 7 . Je-li x � 4, lze rovnici (16)
upravit do tvaru

2y � 88 = 3x � 81: (17)

DÆle rovnici (17) upravíme

2y � 88 = 81
�
3x � 4 � 1

�
:

Tedy 81 j (2y � 88) = 8(2y � 3 � 11). Jeliko” 81 - 8, je 81 j (2y � 3 � 11).
Nejmen†í vyhovující mocnina £ísla2 je y � 3 = 13. DÆle pak 67, 121, 178
atd. Nutn¥ tedy y = 16 + 54 l , kde l je danØ celØ nezÆpornØ £íslo. ZÆrove‹
lze rovnici (17) upravit do tvaru

8
�
2y � 3 � 11

�
= 3 x � 81:

Tedy 8 j (3x � 81) = 81(3x � 4 � 1). Proto”e 8 - 81, je 8 j (3x � 4 � 1). Nejmen†í
vyhovující mocnina £ísla3 je x � 4 = 0. Dal†í mo”nØ mocniny jsou pak 2,
4, 6, 8 atd. Proto x = 4+2 k, kde k je vhodnØ celØ nezÆpornØ £íslo. Rovnici
2y � 3x = 7 p°epí†eme do tvaru

216+54 l � 34+2 k = 4 8+27 l � 92+ k =
�
28+27 l � 32+ k � �

28+27 l + 3 2+ k �
= 7 :

Jeliko” 28+27 l +3 2+ k je p°irozenØ £íslo (v¥t†í ne” 2), je takØ28+27 l � 32+ k

p°irozenØ £íslo. Vzhledem k tomu, ”e7 je prvo£íslo, musí platit

28+27 l + 3 2+ k = 7 a 28+27 l � 32+ k = 1 :
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Ode£tením t¥chto dvou rovnic obdr”íme rovnici 32+ k = 3 . Tedy pro expo-
nent 2 + k platí 2 + k = 1 . Proto”e zÆrove‹x = 4 + 2 k = 2(2 + k), pak
x = 2 , co” je v†ak ve sporu s p°edpoklademx � 4.
ZÆv¥r.�e†ením danØ œlohy v oboru p°irozených £ísel je jedinÆ uspo°ÆdanÆ
dvojice (x; y) = (2 ; 4).

Rovnice j3x � 2y j = 7 mÆ prÆv¥ 2 °e†ení v oboru p°irozených £ísel, tj.
°e†ení ve tvaru (x; y) 2 f (2; 1); (2; 4)g, co” je op¥t v souladu s v¥tou 3.

V zÆv¥re£nØ £Æsti p°ísp¥vku uvÆdíme p°íklady exponenciÆlních diofan-
tovských rovnic (p°íklady 7�9) tvo°ící tzv. gradovaný °et¥zec œloh(viz
nap°. [6]), kterØ byly vyu”ity v 62. ro£níku (v roce 2013) MO v kate-
gorii B. Ukazuje se tak, ”e uvedenÆ problematika je vhodnÆ pro prÆci
s matematicky nadanými ”Æky a jejich p°ípravu na matematickØ sout¥”e.

P°íklad 7 (62. MO, B�I�1)
Ur£ete v†echny trojice(a; b; c) p°irozených £ísel, pro n¥” platí

2a + 4 b = 8 c:

[�e†ení : (a; b; c) = (6 n � 4; 3n � 2; 2n � 1), kde n je libovolnØ p°irozenØ

£íslo.]

P°íklad 8 (62. MO, B�S�1)
Doka”te, ”e ”ÆdnÆ z rovnic

32x + 6 y = 2013;
j32x � 6y j = 2013

nemÆ °e†ení v oboru p°irozených £ísel.

P°íklad 9 (62. MO, B�II�3)
Ur£ete v†echny trojice(a; b; c) p°irozených £ísel, pro n¥” platí

2a+2 b+1 + 4 a + 16b = 4 c:

[�e†ení : (a; b; c) = (2 b; b;2b+ 1) , kde b je libovolnØ p°irozenØ £íslo.]

PodobnØ œlohy se vyskytují v posledních letech i v zahrani£ních mate-
matických sout¥”ích. Dokladem toho jsou mj. nÆsledující dv¥ œlohy, k je-
jich” °e†ení lze vyu”ít elementÆrních metod popsaných v p°ede†lých £Æs-
tech tohoto p°ísp¥vku. Ob¥ tyto œlohy ji” ponechÆvÆme k samostatnØmu
rozmy†lení zÆjemc•m o uvedenou problematiku.
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P°íklad 10 (SrbskÆ MO, 2019)
Ur£ete v†echny dvojice(x; y) nezÆporných celých £ísel spl‹ující rovnici

2x = 5 y + 3 :

[�e†ení : (x; y) 2 f (2; 0); (3; 1); (7; 3)g:]

P°íklad 11 (VietnamskÆ MO, 2019)
Ur£ete v†echny trojice(x; y; z) p°irozených £ísel spl‹ující rovnici

2x + 1 = 7 y + 2 z :

[�e†ení : (x; y; z) 2 f (3; 1; 1); (6; 2; 4)g:]
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P°ekvapivÆ °e†ení jednØ œlohy
RADOM˝R HALA� � MARIE CHODOROV̀ � JAROSLAV �VR�EK

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

Poslucha£•m zÆv¥re£nØho ro£níku navazujícího studia (u£itelství kom-
binace s matematikou), kte°í na po£Ætku leto†ního roku vypracovÆvali na
P°F UP v Olomouci písemnou £Æst ke stÆtní zÆv¥re£nØ zkou†ce z didaktiky
matematiky, byla p°edlo”ena mj. nÆsledující †kolskÆ œloha.

Nech· ABC je pravoœhlý trojœhelník s odv¥snamijBC j = a, jAC j = b a
s dØlkouv vý†ky z vrcholu C. Doka”te, ”e platí rovnost

1
a2 +

1
b2 =

1
v2 : (1)

P°i zadÆní œlohy jsme o£ekÆvali od student• nÆsledující °e†ení, kterØ
pova”ujeme i pro za£ínající u£itele matematiky za nejsnaz†í.

�e†ení 1
Vyjdeme ze znÆmých vzorc• pro výpo£et obsahuS pravoœhlØho troj-

œhelníkuABC . P°i b¥”nØm ozna£ení dØlek jeho stran platí

S =
1
2

ab=
1
2

cv:

Odtud plyne

1
a2 =

b2

4S2 ;
1
b2 =

a2

4S2 ;
1
v2 =

c2

4S2 :

Se£tením prvních dvou vztah• a nÆsledným vyu”itím Pythagorovy v¥ty
v pravoœhlØm trojœhelníkuABC bezprost°edn¥ obdr”íme

1
a2 +

1
b2 =

b2

4S2 +
a2

4S2 =
a2 + b2

4S2 =
c2

4S2 =
1
v2 :

Tím je d•kaz ukon£en.

P°i oprav¥ studentských °e†ení nÆs p°ekvapila pom¥rn¥ velkÆ rozmani-
tost pou”itých postup•. Cílem tohoto p°ísp¥vku je seznÆmit £tenÆ°e s n¥-
kterými zajímavými postupy na†ich poslucha£• p°i °e†ení tØto œlohy. Jejich
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modi�kace dÆle uvÆdíme. Tyto p°ístupy lze uplatnit p°ímo ve výuce pla-
nimetrie na S� i Z�, zejmØna p°i procvi£ovÆní problematiky Eukleidových
v¥t a Pythagorovy v¥ty.

�e†ení 2 (pomocí Eukleidovy v¥ty o vý†ce)
Ozna£meD patu vý†ky z vrcholu C. Nejprve vyu”ijeme Pythagorovu

v¥tu v trojœhelnícíchBCD a ACD , viz obr. 1. Platí tedy

a2 = v2 + c2
a ; b2 = v2 + c2

b:

A

C

BDcb ca

b v a

Obr. 1

Po dosazení za1=a2 a 1=b2 z t¥chto vztah• do levØ strany dokazovanØ
identity dostaneme

1
a2 +

1
b2 =

1
v2 + c2

a
+

1
v2 + c2

b
:

DÆle uplatníme Eukleidovu v¥tu o vý†ce ve tvaruv2 = cacb. Postupn¥ tak
po œpravÆch obdr”íme

1
a2 +

1
b2 =

1
v2 + c2

a
+

1
v2 + c2

b
=

=
1

cacb + c2
a

+
1

cacb + c2
b

=
1

(ca + cb)ca
+

1
(ca + cb)cb

=

=
1

ca + cb

�
1
ca

+
1
cb

�
=

ca + cb

(ca + cb)cacb
=

1
cacb

=
1
v2 :

Tím je d•kaz ukon£en.
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�e†ení 3 (pomocí Eukleidových v¥t)
V tomto °e†ení byla vyu”ita Pythagorova v¥ta a dÆle Eukleidovy v¥ty

o odv¥snÆch ve tvarua2 = c ca , b2 = c cb, z nich” plyne

a2b2 = c2cacb:

Dosazením za
1
a2 =

1
c ca

a
1
b2 =

1
c cb

do levØ strany dokazovanØ rovnosti a u”itím Eukleidovy v¥ty o vý†ce do-
staneme

1
a2 +

1
b2 =

a2 + b2

a2b2 =
c2

a2b2 =
c2

(aca)(bcb)
=

c2

cacbc2 =
1

cacb
=

1
v2 ;

co” jsme cht¥li dokÆzat.

�e†ení 4 (pomocí Eukleidových v¥t � jiný zp•sob)
V tomto studentskØm °e†ení byly op¥t pou”ity Eukleidovy v¥ty o od-

v¥snÆch a o vý†ce, av†ak autor postupoval jiným zp•sobem.
Za a2 a b2 dosadíme do sou£tu zlomk•1=a2 a 1=b2 z Eukleidových v¥t

o odv¥snÆch ve tvarua2 = cca , b2 = ccb. Platí tak s vyu”itím Eukleidovy
v¥ty o vý†ce

1
a2 +

1
b2 =

1
cca

+
1

ccb
=

1
c

�
ca + cb

cacb

�
=

c
ccacb

=
1

cacb
=

1
v2 :

Tím je d•kaz ukon£en.

�e†ení 5 (pomocí Eukleidových v¥t � dal†í zp•sob)
U”itím Eukleidových v¥t a dÆle rovnosti ca + cb = c postupn¥ obdr”íme

a2b2 = ( cca)(ccb) = c2cacb =

= c(ca + cb)cacb = cc2
acb + ccac2

b= ( cca)(cacb) + ( ccb)(cacb) =

= a2v2 + b2v2 = ( a2 + b2)v2:

Odtud ji” dostÆvÆme po”adovanou rovnost

1
a2 +

1
b2 =

1
v2 :

Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021 93



�e†ení 6 (u”itím podobnosti trojœhelník•)
Z podobnosti trojœhelník• ABC a ACD (obr. 1) plyne

a
c

=
v
b

:

NÆslednými œpravami obdr”ímeab = cv, a tedy a2b2 = c2v2: U”itím Py-
thagorovy v¥ty na pravØ stran¥ poslední rovnosti dÆle mÆme

a2b2 = ( a2 + b2)v2:

Platí tak
1
a2 +

1
b2 =

a2 + b2

a2b2 =
1
v2 ;

co” jsme cht¥li dokÆzat.

UvedenÆ studentskÆ °e†ení danØ d•kazovØ œlohy se opírají vesm¥s o vy-
u”ití znÆmých tvrzení platných pro libovolný pravoœhlý trojœhelník � Py-
thagorovy v¥ty a Eukleidových v¥t. Rozdíly mezi nimi p°edstavují p°ede-
v†ím odli†nØ technickØ postupy p°i jejich vyu”ití v konkrØtních °e†eních.

ZÆv¥rem uvedeme (naopak) o£ekÆvanØ zobecn¥ní vztahu (1), kterØ p°ed-
stavuje jeho prostorovou analogii. D°íve ne” k n¥mu p°istoupíme, p°ipo-
me‹me zobecn¥ní Pythagorovy v¥ty v prostoru, kterým je tzv. Faulhabe-
rova v¥ta. Její d•kazy lze najít nap°. v £lÆncích [1] a [2] publikovaných
v £asopise MFI.

V¥ta 1 (Faulhaberova)
V libovolnØm pravoœhlØm £ty°st¥nuABCD s pravými œhly ve st¥nÆch

p°i vrcholu D , platí
S2

A + S2
B + S2

C = S2
D ;

kde SA , SB , SC a SD jsou po °ad¥ obsahy jeho st¥n proti vrchol•m A, B ,
C a D .

V¥ta 2
Nech· ABCD je pravoœhlý £ty°st¥n s pravými œhly ve st¥nÆch p°i vr-

cholu D , v n¥m” jAD j = a, jBD j = b, jCD j = c a v zna£í velikost jeho
vý†ky z vrcholu D . Pak platí

1
a2 +

1
b2 +

1
c2 =

1
v2 : (2)
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(Vý†kou z vrcholu D v uva”ovanØm £ty°st¥nu ABCD rozumíme œse£ku,
jejími” krajními body jsou vrchol D a pata P kolmice z vrcholu D k rovin¥
ABC , viz. obr. 2.)

A

C

B

D

P

a

b

v c

Obr. 2

D•kaz. Pro objem V uva”ovanØho pravoœhlØho £ty°st¥nuABCD platí

V =
1
3

SA a =
1
3

SB b =
1
3

SC c =
1
3

SD v; (3)

kde SA , SB , SC , SD jsou po °ad¥ obsahy jeho st¥nBCD , CDA , DAB a
ABC . Ze vztahu (3) plyne

1
a2 =

S2
A

9V 2 ;
1
b2 =

S2
B

9V 2 ;
1
c2 =

S2
C

9V 2 ;
1
v2 =

S2
D

9V 2 : (4)

Se£tením prvních t°í rovností (4) a vyu”itím v¥ty 1 dostÆvÆme

1
a2 +

1
b2 +

1
c2 =

S2
A

9V 2 +
S2

B
9V 2 +

S2
C

9V 2 =
S2

A + S2
B + S2

C
9V 2 =

S2
D

9V 2 =
1
v2 ;

co” jsme cht¥li dokÆzat.

Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021 95



L i t e r a t u r a

[1] Ku°ina, F. : D•kazy a kalkuly. Matematika, fyzika, informatika, ro£. 20
(2010/2011), £. 1.

[2] �vr£ek, J. : ProstorovØ analogie dvou planimetrických v¥t. Matematika,
fyzika, informatika, ro£. 23 (2014), £. 2, s. 81�85.

Z historie výuky
in�nitezimÆlního po£tu
DAG HRUBÝ

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

Lze °íci, ”e otÆzka zavedení diferenciÆlního a integrÆlního po£tu do vý-
uky matematiky na st°edních †kolÆch je stÆle aktuÆlní. Jsou zde jak p°íz-
nivci, tak odp•rci tØto výuky. ZejmØna ze strany u£itel• vysokých †kol v†ak
£asto zaznívÆ nÆzor, ”e je zbyte£nØ zabývat se na st°ední †kole ve výuce
matematiky derivacemi a integrÆly, kterým v¥t†ina ”Æk• pln¥ nerozumí, a
”e by bylo u”ite£n¥j†í v¥novat se nap°. lomeným výraz•m. OtÆzka porozu-
m¥ní in�nitezimÆlnímu po£tu je slo”it¥j†í � v tØto souvislosti lze upozornit
na £lÆnek [1]. Mezi u£iteli matematiky mÆm °adu p°Ætel a vím, ”e n¥-
kte°í z nich za£ali studovat matematiku prÆv¥ proto, ”e se ji” na st°ední
†kole seznÆmili se zÆklady in�nitezimÆlního po£tu. V sou£asnØm rÆmco-
vØm vzd¥lÆvacím programu pro gymnÆzia (RVP G) není diferenciÆlní a
integrÆlní po£et uveden, to v†ak neznamenÆ, ”e by nebyl na sou£asných
gymnÆziích vyu£ovÆn, v¥t†inou je ale za°azen do volitelnØ výuky.

Za°azení diferenciÆlního a integrÆlní po£tu do výuky matematiky na
gymnÆziích souvisí s tzv. Marchetovou reformou st°edního †kolství v roce
1908. NovØ u£ební osnovy a plÆny pro gymnÆzia a reÆlky byly vyhlÆ†eny
v roce 1909. JednÆ se o poslední œpravy u£ebních osnov gymnÆzií a reÆlek
v rÆmci Rakousko-Uherska. Na°ízení ministra kultu a vyu£ovÆní bylo vy-
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dÆno 20. b°ezna 1909. P°ed tím v†ak vy†lo 8. srpna 1908 na°ízení ministra
kultu a vyu£ovÆní o z°ízení osmit°ídních reÆlných gymnÆziích a reÆlných
reformovaných gymnÆzií. U£ební osnovu osmit°ídního reÆlnØho gymnÆzia
lze nalØzt v publikaci [2]. V t¥chto osnovÆch je ve IV. t°íd¥, v rÆmci v†e-
obecnØ aritmetiky, za°azenogra�ckØ znÆzorn¥ní lineÆrních funkcí. JednÆ
se z°ejm¥ o historicky první výskyt pojmu funkce v osnovÆch matematiky
pro gymnÆzia. V rÆmci analytickØ geometrie je v t¥chto osnovÆch v VII.
t°íd¥ uvedeno: Zobrazení koe�cient• sm¥ru zejmØna p°i vyu£ovÆní probí-
raných k°ivek pomocí quotientu di�erencialního . Na konci t¥chto osnov
jsou uvedeny poznÆmky uvÆd¥jící £eho mÆ býto touto osnovou dosa”eno.
Bod 4. t¥chto poznÆmek zní:Pochopení vztah• funkcionÆlních, ze za£Ætku
p°i v†ech zvlÆ†tních p°íle”itostech uvnit° mathematickØho vyu£ovÆní, a po
jeho dovr†ení pochopení pojmu funkce v£etn¥ a” k pochopení míry zm¥ny
n¥jakØ funkce pomocí quotientu di�erenciÆlního.

Nabízí se p°irozen¥ otÆzka, kdo a kdy poprvØ pojem funkce pou”il. Jako
první tak u£inil G. W. Leibniz v roce 1673 ve svØm rukopiseMethodus tan-
gentium inversa, seu de functionibus(Inverzní metoda te£en neboli o funk-
cích). ZÆjemc•m o fylogenezi pojmu funkce mohu doporu£it £lÆnek [3].
Uplynulo tedy p°es 200 let, ne” se pojem funkce stal sou£Æstí výuky ma-
tematiky na gymnÆziu.

D°íve, ne” budeme sledovat jak se rozvíjela výuka diferenciÆlního a
integrÆlního po£tu na gymnÆziích od roku 1908 do sou£asnosti, vrÆtíme
se do druhØ poloviny 18. století, kdy se v �echÆch objevují první syste-
matickØ výklady diferenciÆlního a integrÆlního po£tu. Jejich autory jsou
Josef Stepling (1716�1778) a Jan TesÆnek(1728�1788). Josef Stepling
byl £esko-n¥mecký jezuitský kn¥z, fyzik, astronom, matematik a meteo-
rolog. Byl jedním z prvních matematik• u nÆs, který se v¥noval diferen-
ciÆlnímu a integrÆlnímu po£tu, p•sobil na pra”skØ �loso�ckØ fakult¥. Pro
pot°eby student• vydal v roce 1751 u£ebnici integrÆlního po£tuExercitati-
ones geometrico-analyticae de ungulis aliisque frustis cylindrorum, v roce
1765 u£ebnici diferenciÆlního po£tuDi�erentiarum minimarum, quanti-
tatum variantium calculus directus, vulgo di�erentialis . Ob¥ Steplingovy
knihy jsou dostupnØ na internetu. ZÆjemc•m o ”ivot a dílo Josefa Steplinga
a Jana TesÆnka doporu£uji pro první £tení £lÆnek [4]. Do u£ebnice dife-
renciÆlního po£tu p°evzal Stepling hlavní výsledky deset let starØho spisu
L. Eulera Institutiones calculi di�erentialis . Nekone£n¥ malou veli£inu de-
�noval Stepling jako výsledek nekone£nØho d¥lení kone£nØ veli£iny. P°itom
výslovn¥ podotkl, ”e nekone£n¥ malÆ veli£na je v¥t†í ne” nula. V dal†ích
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œvahÆch ur£uje Stepling je†t¥ nekone£nØ veli£iny vy††ích °Æd•. Z œm¥ry
1 : 1 = 1 : x, kde 1 zna£í nekone£n¥ velkou veli£inu, vyvozujex = 1 2:
Pomocí nekone£n¥ malých veli£in dochÆzí k diferenciÆlu a pí†e

dx =
1
1

; ddx =
1

1 2 :

Pro výpo£et diferenciÆlu funkce se inspiruje dílemL’Hospitala. Nejprve
ur£í rozdíl f (x + d x) � f (x), v n¥m” zanedbÆvÆ diferenciÆly vy†ích °Æd•.
Nap°. pí†e

d(xyz) = ( x + d x)(y + d y)(z + d z) � xyz = : : : = xy dz + xz dy + yz dx:

Pro Stepling•v postup je charakteristický p°íklad

d
�

1
x

�
=

1
x + d x

�
1
x

= �
dx

x(x + d x)
= �

dx
x2 :

Vidíme, ”e Stepling nejprve rozli†oval x + d x a x, ale pak ve vhodnØm
okam”iku pou”il rovnost x + d x = x k získÆní pot°ebnØho výsledku.

Jan TesÆnek, £eský jezuita, fyzik, matematik a astronom postupoval ji-
nak. P°ejal zÆkladní my†lenku eulerovskØ de�nice derivace. Zamý†lel se nad
tím, jak vymezit podíl � y : � x pro � x blí”ící se nule. Vyu”íval p°itom po-
znatk• o limit¥, ke kterým dosp¥li d’Alembert, Kästner a Cousin. TesÆnek
vymezil pojem limity [5] takto: Veli£ina A je limitou veli£iny B , jestli”e ve-
li£ina B se blí”í k veli£in¥A více ne” je libovolnÆ danÆ diference, ani” v†ak
veli£inu A p°ekro£í. TesÆnkovy nÆzory byly vyjÆd°eny velmi stru£n¥, neza-
býval se ani výpo£tem derivací elementÆrních funkcí. St¥”ejním TesÆnko-
vým dílem je komentovanØ pra”skØ latinskØ vydÆní klasickØho Newtonova
díla Philosophiae naturalis principia mathematica. První dva díly vy†ly
v letech 1780, 1785 a byly vysoce oce‹ovÆny, mimo jiných takØ Lagran-
gem. T°etí díl z•stal v rupopise, ale z jeho poz•stalosti se ztratil. Význam
pra”skØho vydÆní Newtonových principií je v tom, ”e je zde poprvØ u£in¥n
pokus v komentÆ°ích ukÆzat na vyu”ití in�nitezimÆlního po£tu k celko-
vØmu výkladu newtonovskØ mechaniky. Proto takØ TesÆnka jeho domÆcí
sou£asníci nazývali �komentÆtorem velkØho Newtona� . Mimo jinØ je auto-
rem publikace Pertractatio elementorum calculi integralis (1771). TesÆnek
m¥l kontakty v zahrani£í, stýkal se zejmØna s J. L. Lagrangem a J. Ber-
noullim.

98 Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021



Obr. 1 UkÆzka textu z TesÆnkovy knihyPertractatio elementorum calculi inte-
gralis

Po smrti TesÆnkov¥ (1788) se stal profesorem matematikyFranti†ek Jo-
sef Gerstner (1756�1832). Gerstner studoval na univerzit¥ v Praze mate-
matiku u Stanislava Vydry (elementrÆní matematika) a u Jana TesÆnka
(vy††í matematika). Od †edesÆtých let 18. století a” do †kolního roku
1848/49 existovaly na pra”skØ univerzit¥ dv¥ stolice matematiky. Stolice
ni”†í matematiky a stolice vy††í matematiky [6]. �Ædným profesorem vy††í
matematiky na univerzit¥ byl jmenovÆn Gerstner 4. prosince 1789. U”
v rÆmci konkurzu na toto místo navrhoval Gerstner, aby se v prvním roce
t°íletØho kuzu matematiky p°ednÆ†el diferenciÆlní a integrÆlní po£et podle
u£ebnic Eulerových [5]. P°ednÆ†ky z analýzy, kterØ navrhl se uskute£nily
ji” v roce 1788/1789, kdy výuku vy††í matematiky suploval ze nemocnØho
TesÆnka. Ve svých p°ednÆ†kÆch se p°itom neomezoval pouze na vy††í ana-
lýzu a astronomii, ale v¥noval se i mechanice a hydraulice. Matematiku na
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univerzit¥ p°ednÆ†el a” do roku 1823. V roce 1803 byl jmenovÆn °editelem
�eskØho stavovskØho polytechnickØho œstavu (v provozu od 10. 11. 1806,
od roku 1920 �eskØ vysokØ u£ení technickØ v Praze), zalo”enØm dekretem
císa°e Franti†ka Josefa I. 14. b°ezna 1803. V roce 1807 se mu poda°ilo pro
†kolu získat první Watt•v parní stroj v Rakousku. Navrhl takØ výstavbu
kon¥sp°e”nØ ”eleznice z �eských Bud¥jovic do Lince. Gerstner sÆm ”ÆdnØ
matematickØ prÆce nenapsal. Tehdej†í matematiku poklÆdal za dosta£ující
prost°edek k °e†ení technických a fyzikÆlních problØm•.

Roku 1772 byl jmenovÆn profesorem elementÆrní matematiky na univer-
zit¥ Stanislav Vydra (1741�1804), £eský katolický kn¥z, jezuita a nÆrodní
buditel. Pat°il nejvýznamn¥j†ím ”Æk•m Steplinga a TesÆnka. P°ednÆ†el a
psal latinsky, ale kdy” v roce 1784 bylo na°ízeno aby se od †kolního roku
1784�1785 vyu£ovalo matematice a fyzice jazykem n¥meckým, místo ja-
zyka latinskØho, dokÆzal Vydra tomuto na°ízení maximÆln¥ vyhov¥t. Pro
kurz matematiky ve druhØm ro£níku, který se nazýval mathesis mixta, na-
psal Vydra v roce 1774 u£ebniciPrimæ calculi di�erencialis et integralis
notiones, kterÆ byla vydÆna je†t¥ v roce 1783 pod nÆzvemElementa calculi
di�erencialis et integralis .

Obr. 2 UkÆzka textu z Vydrovy knihy Elementa calculi di�erencialis et integralis

100 Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021



Vydra m¥l problØmy se zrakem, v £ervenci 1799 oslepl na levØ oko a
22. ledna 1803 nÆhle, b¥hem p°ednÆ†ky u tabule, oslepl i na druhØ [7].
P°esto dokÆzal svým dv¥ma ”Æk•m, Josefu Zieglerovi a Janu DostÆlovi,
diktovat první £eskou vysoko†kolskou u£ebnici elementÆrní matematiky.
Knihu vydal po Vydrov¥ smrti v roce 1806 Josef Ladislav Jandera pod nÆ-
zvem Po£ÆtkovØ aritmetyky(1806). NÆzvy kapitol je†t¥ vypovídají o tom,
”e nebyla zavedena £eskÆ odbornÆ matematickÆ terminologie. První kapi-
tola se jmenujeo v¥cech, kterØ” musejí být vysv¥tleny, abychom um¥li jak
s ur£itými, tak s neur£itými po£ty naklÆdati. Za£al pracovat je†t¥ naAl-
geb°e, kterou v†ak nedokon£il. Jako zajímavost uvÆdím, ”e v prvním £ísle
�asopisu pro p¥stovÆní mathematiky a fysiky, který za£al vychÆzet v roce
1872, je první £lÆnek v¥novÆn prÆv¥ Stanislavu Vydrovi. Mezi jeho ”Æky
pat°il vedle F. J. Gerstnera takØ B. Bolzano.

Za nemocnØho Vydru se stal suplentem Vydr•v ”Æk Josef Stanislav Jan-
dera. Na Vydrovo místo byl vypsÆn konkurs, do kterØho se vedle Jandery
p°ihlÆsil takØ B. Bolzano. I kdy” Bolzana podporoval profesor polytech-
niky F. J. Gerstner a pra”skÆ studijní komise, byl profesorem jmenovÆn
Jandera. F. J. Studni£ka [8] se k tØto zÆle”itosti vyjad°uje takto:Dopo-
drobna se snad nedozvíme, pro£ ve Vídni profesura mathematiky ud¥lena
Janderovi a ne Bolzanovi, kde”to opak bylo na míst¥. Toliko v†ak jisto, ”e
nÆhodnou snad touto nehodou bylo studium mathematickØ skoro na celØ
p•lstoletí u nÆs paralyzovÆno. A nemen†í œjmu sp•sobilo osudnØ toto qui-
proquo, mÆme-li na z°eteli i rozvoj mathematickØ literatury na†í. A£koli
toti” slíbil Jandera v p°edmluv¥ uvedenØ ji” arithmetice Vydrov¥, ”e v ní
bude pokra£ovati a vydÆ £esky dal†í výklady se nesoucí, neu£inil tak ani
°Ædkem, nýbr”r vydal pouzeBeiträge zur Arithmetik , z n¥ho” je patrno,
jak vysoko nad ním stojí Bolzano.

Roku 1805 se stal °Ædným profesorem matematiky (na stolici elemen-
tÆrní matematiky) J. S. Jandera (1776�1857). Texty týkající se diferen-
ciÆlního a integrÆlního po£tu jsou ve vlastních rukopisech Janderových
p°ednÆ†ek z let 1850�1853. Tyto rukopisy jsou ulo”eny v KrÆlovskØ kano-
nii premonstrÆt• na Strahov¥. �Ædnou publikaci z ini�nitezimÆlního po£tu
v†ak nevydal. Jandera nebyl tv•r£ím matematikem, byl prý v†ak sv¥do-
mitým u£itelem a p°ísným examinÆtorem. PenzionovÆn byl v roce 1837,
ale vyu£oval dal†ích dvacet let. Cht¥l být �odvezen z katedry rovnou do
hrobu� . Dne 8. £ervence 1857 byl cestou na p°ednÆ†ku v Karlov¥ ulici sra-
”en povozem, p°ednÆ†ku sice je†t¥ proslovil, ale 27. £ervence 1857 svým
zran¥ním podlehl.
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Po Janderovi p°ednÆ†el na univerzit¥ diferenciÆlní a integrÆlní po£et
jeho nÆstupce, n¥mecký matematikWilhelm Matzka (1798�1891), který
p°i†el na univerzitu z pra”skØ polytechniky v roce 1850 a p•sobil zde do
roku 1871. �ivot a dílo W. Matzky je podrobn¥ a pe£liv¥ popsÆno v publi-
kaci [9]. Zde se m•”eme do£íst, ”e Matzka ovlivnil p°ípravu st°edo†kolských
u£itel• matematiky. Nerozvíjel skute£nou v¥deckou prÆci, byl p°edev†ím
u£itelem. Po roce 1848/1849 byla p°íprava st°edo†kolských profesor• hlav-
ním poslÆním �loso�ckých fakult. Na tuto p°ípravu budoucích u£itel• se
Matzka výrazn¥ soust°edil. Byl £lenem zku†ební komise gymnaziÆlního u£i-
telskØho œ°adu pro p°edm¥t matematika. Vychoval °adu výte£ných st°edo-
†kolských profesor• a významn¥ ovlivnil výuku matematiky na st°edních
†kolÆch v £eských zemích.

V roce 1826 byl profesorem vy††í matematiky na univerzit¥ jmenovÆn
Jakub Filip Kulik (1793�1863). Kulik je znÆmý vytvo°ením tabulek d¥li-
tel• a tabulky prvo£ísel od £ísla 3 033 001 do £ísla 100 330 201. Toto dílo,
nedokon£ený osmisvazkový rukopis, nebylo pro svoji rozsÆhlost vydÆno.
Kulik p°ednÆ†el diferenciÆlní a integrÆlní po£et nejd°íve podle u£ebnice
Ettingshausenovy (Vorlesungen über die höhere Matematik, Wien, 1827).
Proto”e nebyl s touto u£ebnicí spokojen, vydal v roce 1831 první vydÆní
svØ u£ebniceLehrbuch der höheren Analysis. DruhØ, roz†í°enØ vydÆní vy†lo
v roce 1843. Jak uvÆdí L. Moravec [10], jednalo se o pom¥rn¥ roz†í°enou
a mezi studenty oblíbenou knihu. Kulik pat°il ke vst°ícným a oblíbeným
u£itel•m, na n¥” studenti rÆdi vzpomínali.

K £innosti Jandery, Kulika a Matzky se vyjad°uje ve svØ prÆci [8] F. J.
Studni£ka. Jeho hodnocení není, s výjimkou Kulika, p°íli† p°íznivØ. V sou-
vislosti s Janderou pí†e o smutnØ dob¥ JanderovskØ, chvÆlí Kulikovy spisy,
kterØ v†ak byly n¥meckØ a £e†tina prý z nich nem¥la ”Ædných výhod. Po-
dobn¥ prý neprosp¥l £e†tin¥ sterilní Matzka.

Nejvýznamn¥j†ím matematikem, který p•sobil v �echÆch v první po-
lovin¥ 19. století je Bernard Bolzano (1781�1848), £eský, n¥mecky hovo-
°ící matematik, �lozof, estetik a kn¥z. Po neœsp¥†nØm konkurzu na místo
profesora matematiky po Stanislavu Vydrovi p°ijal Bolzano místo univer-
zitního profesora �loso�e nÆbo”enství. V roce 1819, na �t¥drý den, mu
bylo znemo”n¥no dekretem císa°e Franti†ka I. u£it a t°i týdny potØ byl
z u£itelskØho œ°adu pro svØ reformÆtorskØ nÆzory nakonec suspendovÆn a
byla mu p°i°£ena penze ve vý†i 300 zlatých na rok. P•vodní plat byl 800
zlatých ro£n¥. V matematice se v¥noval geometrii, diferenciÆlnímu a in-
tegrÆlnímu po£tu, logice, otÆzkÆm souvisejícím s teorii mno”in a �loso�i
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matematiky [6]. V matematickØ analýze zkoumal pojmy jako jsou funkce,
limita funkce, spojitost funkce, derivace funkce, konvergence posloupnosti,
reÆlnÆ £ísla. Za jeho ”ivota vy†ly jen dv¥ prÆce týkající se matematickØ
analýzy [11]. Bohu”el, mnohØ jeho výsledky, a£ m¥ly sv¥tovou œrove‹, z•-
staly v rukopisech a vývoj matematiky neovlivnily. Výsledky Bolzanovy
prÆce v matematice byly zhodnoceny a” v roce 1881 (Otto Stolz). Jeden
z nejznÆm¥j†ích výsledk• Bolzanovy prÆce v matematickØ analýze je v¥ta,
kterou dokÆzal v roce 1817 a kterÆ je nazývÆna jakoBolzanova v¥tanebo
Bolzano�Cauchyova v¥tanebo Cauchyova v¥ta. Je zajímavØ, ”e v u£ebni-
cích diferenciÆlního po£tu Vojt¥cha Jarníka ozna£eníBolzanova v¥tanení
pou”ito. Sou£asný zÆpis tØto v¥ty je:

Nech· f je spojitÆ funkce na intervaluha; bi , kde f (a) � f (b) < 0. Pak
existuje c 2 (a; b) tak, ”e f (c) = 0 .

Bolzano uvÆdí tuto v¥tu ve tvaru [11]:
Jsou-li f , g funkce spojitØ v uzav°enØm intervaluha; bi a je-li f (a) < g (a),
f (b) > g (b), existuje uvnit° tohoto intervalu aspo‹ jedno £íslo x tak, ”e
f (x) = g(x):

Podle [11] ji” pouhØ vyslovení tØto krajn¥ d•le”itØ v¥ty, v n¥m” mÆ Bolzano
prioritu p°ed Cauchym, sv¥d£í o pronikavosti jeho pohledu na zÆkladní
otÆzky analýzy. Martin Ja†ek, profesor matematiky a fyziky na dív£ím
gymnÆziu v Plzni, se ke konci první sv¥tovØ vÆlky vydal do Vídn¥ pÆtrat
v Bolzanov¥ poz•stalosti. Zde objevil spisFunctionenlehre, ve kterØm byl
uveden historicky první p°íklad funkce (od tØ doby ozna£ovanou termínem
Bolzanova funkce), kterÆ je na celØm svØm intervalu spojitÆ, ale v ”ÆdnØm
bod¥ diferencovatelnÆ. K vydÆníFunctionenlehre [12] do†lo a” v roce 1930,
zejmØna zÆsluhou profesora Karla Rychlíka, který knihu doplnil poznÆm-
kami.

V roce 1871 byl na pra”skØ univerzit¥ jmenovÆn profesorem matema-
tiky Franti†ek Josef Studni£ka(1836�1903) [13], který p°edtím p•sobil na
pra”skØ technice. Hlavním p°ínosem Studni£ky bylo zavedení £eských ma-
tematických p°ednÆ†ek [5]. Po letech, kdy byl p°ednÆ†en diferenciÆlní a
integrÆlní po£et zprvu latinsky a potØ n¥mecky, mohli poprvØ £e†tí uni-
verzitní studenti sledovat p°ednÆ†ky z analýzy v £eskØ °e£i. Studni£ka je
autorem první £esky psanØ vysoko†kolskØ u£ebnice z matematickØ analýzy.
U£ebniceZÆkladovØ vy††í mathematikybyla napsÆna v dob¥, kdy byl Stud-
ni£ka je†t¥ na pra”skØ technice. U£ebnice, kterou vydal Studni£ka nÆkla-
dem vlastním, se sklÆdÆ ze t°í díl• (I. O po£tu di�erenciÆlním, II. O po£tu
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integrÆlním, III. O integrovÆní rovnic di�erenciÆlních a po£tu varia£ním).
Podrobným rozborem a hodnocením tØto publikace se zabývÆ prÆce [13].
V tomto hodnocení, kterØ není p°íli† pro Studni£ku p°íznivØ, se m•”eme
do£íst, ”e se Studni£ka p°i psaní tØto knihy potýkal s °adou problØm•.
Jedním z nich byl problØm terminologie, proto”e v tØ dob¥ je†t¥ neexis-
tovala £eskÆ matematickÆ terminologie. Na odbornou œrove‹ knihy m¥la
vliv skute£nost, ”e kniha nebyla psÆna pro univerzitní studenty, ale pro
budoucí techniky, p°i jejich” výuce byly up°ednost‹ovÆny zÆkladní mate-
matickØ metody a °e†ení praktických problØm•. Kniha v†ak byla pou”ívÆna
na univerzit¥ a” do po£Ætku 20. století.

Obr. 3 Titulky t°í díl• Studni£kovy u£ebnice ZÆkladovØ vy††í mathematiky

V u£ebnici nejsou pou”ity kvanti�kÆtory, lÆtka není rozd¥lena na de�-
nice, v¥ty a d•kazy, není pou”ívÆn jazyk("; � )-analýzy. Na ukÆzku uvÆdím
£Æst textu z kapitolyJak se ur£uje první di�erenciÆlní pom¥r funkcí jed-
noduchých (Kniha I. O di�erencovÆní a di�erenciÆlních pom¥rech v•bec,
s. 18�21):

Jest-li y = sin x, bude podle znÆmØho pravidlady
dx = lim sin( x + � ) � sin x

� aneb
podlØ goniometrickØ stejniny znÆmØdy

dx = lim sin �
2

�
2

cos
�
x + �

2

�
; pon¥vad”

lim sin �
2

�
2

= 1 , jest dy
dx = lim cos

�
x + �

2

�
= cos x aneb d sin x = cos x d x: Znajíce

d sin x; obdr”íme d cosx; pí†eme-li �
2 � x místo x a tedy � dx místo dx; z £eho”

jde d cosx = � sin dx:
P°edlo”ena-li n¥jakÆ funkcey = ’ (x) a jest-li její funkce obrÆcenÆx =  (y);

tu obdr”íme di�erencovÆním tØto dx
dy =  0(y), a di�erencovÆním onØdy

dx = ’ 0(x);
z kterých”to posledních dvou rovnic jde ’ 0(x) = 1

 0( y ) aneb ’ 0(x) = 1
 0[ ’ ( x )] :
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U£ebnice Studni£kovy byly £Æste£n¥ nahrazeny a” v roce 1902, kdy vy-
†la nÆkladem J�M (Jednota £eských mathematik•) u£ebnicePo£et di�e-
renciÆlný, kterou napsal na objednÆvku J�M Eduard Weyr (1852�1903).
Na rozdíl od J�M, kterÆ knihu vysoce hodnotila, Weyrovu knihu velmi
zkritizoval J. V. Pexider (1874�1914). Vyvolal tak velký spor nejen mezi
matematiky. V dobovØm tisku vy†lo ke sporu n¥kolik £lÆnk•. PodrobnØ
informace o tØto zÆle”itosti lze nalØzt v publikaci [14].
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ZajímavØ matematickØ œlohy

Uve°ej‹ujeme dal†í £Æst pravidelnØ rubriky ZajímavØ matematickØ œlohy
a uvÆdíme zadÆní dal†í dvojice œloh. �e†ení nových œloh 269 a 270 m•”ete
zaslat nejpozd¥ji do 30. 9. 2021 na adresu: Redakce £asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo takØ elektronickou cestou na emailovou
adresumfi@upol.cz .

Úloha 269
Je dÆn pravoœhlý rovnoramenný trojœhelníkABC , v n¥m” K je st°ed

jeho p°eponyAB . Uva”ujme pravoœhlØ trojœhelníkyKLM s pravým œhlem
p°i vrcholu M , kde vrcholy L , M le”í po °ad¥ uvnit° odv¥sen BC , AC .
Sestrojte bod L tak, aby œse£kaBL m¥la co nejmen†í dØlku.

Jaroslav �vr£ek

Úloha 270
Uva”ujme £ísla a = 2 cos (�= 7), b = 2 cos (3�= 7) a c = 2 cos (5�= 7).

Doka”te, ”e t°i výrazy a+ b+ c, 1=a+1=b+1=c, abcnabývají celo£íselných
hodnot.

Pavel CalÆbek

DÆle uvÆdíme °e†ení œloh 265 a 266, jejich” zadÆní jsme zve°ejnili v zÆ-
v¥re£nØm £ísle minulØho (29.) ro£níku na†eho £asopisu.

Úloha 265
V pravoœhlØm trojœhelníkuABC s p°eponouBC ozna£meI st°ed kru”-

nice jemu vepsanØ. Ur£ete obvod tohoto trojœhelníku, je-li dÆnojAI j =
=

p
72 a jBI j =

p
232.

Josef Tkadlec

�e†ení. Ozna£meK , L , M body dotyku kru”nice vepsanØ trojœhelníku
ABC po °ad¥ se stranamiBC , CA, AB . Ze soum¥rnosti kru”nice podle
p°ímky prochÆzející jejím st°edem plynejAL j = jAM j, jBK j = jBM j,
jCK j = jCM j a tyto vzdÆlenosti ozna£me po °ad¥k, l , m.
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A

B CK

LM

I

k

m

ml

l

k
p

72

p
232

Z pravých œhl• u vrchol• A, L a M ve £ty°œhelníkuALIM plyne, ”e
jde o £tverec se stranou dØlkyk. Podle zadÆní je dØlka jeho œhlop°í£kyAI
rovna

p
72, proto je dØlka jeho stranyk =

p
72=

p
2 = 6. U”itím Pythago-

rovy v¥ty v trojœhelníku BIM mÆme

l = jBM j =
p

jBI j2 � j IM j2 =
p

232� 62 = 14:

Kone£n¥, podle Pythagorovy v¥ty v trojœhelníkuABC platí

(14 + m)2 = ( l + m)2 = ( k + m)2 + ( k + l)2 = (6 + m)2 + 202:

Úpravou tØto rovnice dostaneme

16m = 202 + 6 2 � 142 = 240;

tedy m = 15. Obvod trojœhelníkuABC je tedy

2(k + l + m) = 2(6 + 14 + 15) = 70 :

SprÆvnØ °e†ení zaslaliKarol Gajdo† z Trnavy, Franti†ek JÆchimz Vo-
lyn¥, Petr Vach z Jablonce nad Nisou,Adam Bla”ek z G v Plzni, Miku-
lÆ†skØ nÆm.,AmÆlie DostalíkovÆ, Anna PechÆ£kovÆ, ob¥ z GJ� v P°erov¥,
David Kamenský z GaJ� v B°eclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Pol-
sko), Adam Mendl z GPdC v TÆbo°e,�t¥pÆn Postavaz GMK v Bílovci
a Karel Stehlík z GChD v Praze 5, ZborovskÆ.

NeœplnØ °e†ení zaslalMichal Vosyka z BG ve �⁄Æru nad SÆzavou.

Úloha 266
Ur£ete v†echny dvojice(m; n) p°irozených £ísel, pro n¥” platí

m + s(n) = n + s(m) = 2020;

kde s(a) zna£í ciferný sou£et p°irozenØho £íslaa.
Jaroslav �vr£ek
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�e†ení. Ze zadÆní je patrnØ, ”e £íslam, n jsou men†í ne” 2020, jsou tudí”
ob¥ nejvý†e £ty°místnÆ. Nech·m = am bm cm dm a n = an bn cn dn , kde ai ,
bi , ci a di jsou £íslice. Rovnici

m + s(n) = n + s(m)

upravíme do tvaru

999(am � an ) = 99( bn � bm ) + 9( cn � cm ): (1)

Pro £íslice bi a ci z°ejm¥ platí � 9 � bn � bm � 9 a � 9 � cn � cm � 9,
proto

� 972 = � 99 � 9 � 9 � 9 � 99(bn � bm ) + 9( cn � cm ) � 99 � 9 + 9 � 9 = 972:

Z podmínky (1) tak plyne, ”e am = an , ozna£me tuto £íslici jakoa. Rov-
nici (1) m•”eme dÆle p°epsat do tvaru

99(bm � bn ) = 9( cn � cm ):

Jeliko” � 81 � 9(cn � cm ) � 81, platí bm = bn a cm = cn . Ozna£me
b = bm = bn a c = cm = cn . �ísla m a n m•”eme tedy zapsat ve tvaru

m = abcdm ; n = abcdn :

Rovnici n + s(m) = 2020, resp. m + s(n) = 2020, nyní upravíme do
tvaru

1001a + 101b+ 11c + ( dm + dn ) = 2020: (2)

Pro £ísliceb, c, dm , dn platí

0 � 101b+ 11c + ( dm + dn ) � 101� 9 + 11 � 9 + (9 + 9) = 1026 ;

odkud je patrnØ, ”ea 2 f 1; 2g. Oba p°ípady posoudíme jednotliv¥.
� V p°ípad¥ a = 1 mÆ rovnice (2) tvar

101b+ 11c + ( dm + dn ) = 1019:

Z odhadu 0 � 11c + ( dm + dn ) � 11 � 9 + (9 + 9) = 117 plyne b = 9 .
Platí tak 11c+ ( dm + dn ) = 110. Jeliko” 0 � dm + dn � 18, plyne odtud
c = 9 , tedy dm + dn = 11, odkud dostÆvÆme

(dm ; dn ) 2 f (2; 9); (3; 8); (4; 7); (5; 6); (6; 5); (7; 4); (8; 3); (9; 2)g:
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� V p°ípad¥ a = 2 mÆ rovnice (2) tvar

101b+ 11c + ( dm + dn ) = 18 :

Odtud ji” nutn¥ b = 0 , platí tak 11c + ( dm + dn ) = 18 . Jeliko” je
0 � dm + dn � 18, plyne odtud c 2 f 0; 1g.

Pokud c = 0 , platí dm + dn = 18, tedy dm = dn = 9 .
Pokud c = 1 , platí dm + dn = 7 , tedy

(dm ; dn ) 2 f (0; 7); (1; 6); (2; 5); (3; 4); (4; 3); (5; 2); (6; 1); (7; 0)g:

Existuje tak 17 hledaných dvojic £ísel (m; n), viz nÆsledující tabulka.

m n m n m n m n

1992 1999 1996 1995 2010 2017 2014 2013

1993 1998 1997 1994 2011 2016 2015 2012

1994 1997 1998 1993 2012 2015 2016 2011

1995 1996 1999 1992 2013 2014 2017 2010

2009 2009

PoznÆmka.Proto”e m; n < 2020, jsou cifernØ sou£tys(m) a s(n) nej-
vý†e rovny 1 + 9 + 9 + 9 = 28 . Odtud plyne, ”e £ísla m a n jsou ob¥
v¥t†í nebo rovna 1992. Úlohu lze takØ vy°e†it otestovÆním v†ech 28 £ísel
m 2 f 1992; 1993; : : : ; 2019g, pro kterÆ ur£ímen = 2020 � s(m) a ov¥°íme,
zda pro n¥ platí m + s(n) = 2020.

SprÆvnÆ °e†ení zaslaliKarol Gajdo† z Trnavy, Petr Vach z Jablonce nad
Nisou, AmÆlie DostalíkovÆ, Anna PechÆ£kovÆ, ob¥ z GJ� v P°erov¥, David
Kamenský z GaJ� v B°eclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci, Adam
Mendl z GPdC v TÆbo°e,Karel Stehlík z GChD v Praze 5, ZborovskÆ
a Michal Vosyka z BG ve �⁄Æru nad SÆzavou.

NeœplnØ °e†ení zaslaliFranti†ek JÆchimz Volyn¥ a Adam Bla”ek z G
v Plzni, MikulÆ†skØ nÆm.

Pavel CalÆbek
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FYZIKA

Ohm•v zÆkon a výuka fyziky
na zÆkladní †kole
OLD�ICH LEPIL

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

V lednu 2021 zve°ejnilo M�MT �R upravenou verzi RÆmcovØho vzd¥lÆ-
vacího programu pro zÆkladní vzd¥lÆvÆní (RVP ZV), který bude platit od
1. zÆ°í 2021 [1]. NejrozsÆhlej†í zm¥nou je roz†í°ení vzd¥lÆvacího programu
informatiky a to si vy”Ædalo œpravy v jiných oblastech vzd¥lÆvÆní. VýraznØ
jsou tyto zÆsahy do vzd¥lÆvacího oboru fyziky, co” vyvolalo °adu kritických
ohlas•. Výhrady k œprav¥ RVP ZV vyjÆd°ila takØ Jednota £eských mate-
matik• a fyzik• otev°eným dopisem ministru †kolství, k n¥mu” se p°ipojila
°ada osobností p°evÆ”n¥ akademickØ sfØry [2]. Nesouhlasný postoj v dopisu
poukazuje na dva †krty v RVP ZV, kterØ se týkají Newtonových zÆkon•
a p°em¥n r•zných forem energie. Stranou v†ak z•stal jiný klí£ový pozna-
tek, který pat°í k tradi£nímu u£ivu ji” na zÆkladní †kole a v p•vodní verzi
RVP ZV je ozna£en jako o£ekÆvaný výstup:F-9-6-04 vyu”ívÆ Ohm•v zÆkon
pro £Æst obvodu p°i °e†ení praktických problØm•. Tento výstup je nahrazen
jiným, jeho” obsah se v†ak týkÆ magnetickØho pole a elektromagnetickØ
indukce. Z u£iva o elektrickØm proudu tak z•stÆvají v RVP ZV jen ty
nejtriviÆln¥j†í kvalitativní poznatky, vyjÆd°enØ hesly:elektrický obvod �
zdroj nap¥tí, spot°ebi£, spína£. Znovu se ukazuje, ”e RVP ve svØ stru£ností
a obecnosti jsou nedostate£ným podkladem pro tvorbu �kolních vzd¥lÆ-
vacích program• (�VP) vytvÆ°ených samotnými u£iteli a odpov¥dnost za
œrove‹ vzd¥lÆní se tak p°enÆ†í ze †kolských orgÆn• na konkrØtní u£itele.

St¥”í si lze dnes p°edstavit u£itele fyziky, který by se s takto deklaro-
vaným u£ivem spokojil a nevyu”il bohatých a rozmanitých mo”ností, jak
œvodní poznatky o elektrickØm proudu v sou£asných podmínkÆch nÆzorn¥
a srozumiteln¥ vylo”it. ExperimentÆlní ov¥°ení vztahu mezi elektrickým
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nap¥tím a proudem je takØ nesrovnateln¥ jednodu††í, ne” ov¥°it platnost
Newtonových zÆkon•, na n¥” se otev°ený dopis J�MF p°ednostn¥ zam¥°il.
P°ipome‹me v tØ souvislosti jistou obtí”nost objasn¥ní pom¥rn¥ abstrakt-
ního pojmu setrva£nost nebo znÆmØ problØmy s formulací2. Newtonova
zÆkonap°i absenci pojm• zrychlení v u£ivu zÆkladní †koly, pop°. problØmy
s vyjÆd°ením gravita£ní síly pomocí vÆgn¥ de�novanØ konstantyg.

Ohm•v zÆkon, který Georg Simon Ohmobjevil a v roce 1827 publikoval,
m•”eme pova”ovat za jeden z klí£ových milník• vývoje lidskØho poznÆní
a kultury. Cesta Ohmova zÆkona do u£ebnic fyziky v†ak nebyla jedno-
duchÆ a rychlÆ, jak jsme tomu byli sv¥dky t°eba u rentgenovØho zÆ°ení,
kterØ se jakopaprsky X stalo u£ivem krÆtce po objevu. V u£ivu elekt°iny
mnoho let dominovaly p°edev†ím jevy elektrostatiky a poznatky o magne-
tech, kterØ postupn¥ obohacovaným poznatk•m tzv.galvanickØ elekt°iny
obvykle p°edchÆzely.

Dob°e je to patrnØ z vývoje osnov pro st°ední †koly, v nich” lze identi�-
kovat n¥kolik vývojových etap. Ani” bychom se vraceli do p°íli† vzdÆlenØ
minulosti, uvedeme jen, ”e ve 20. století se výuka fyziky po dlouhØ období
odvíjela od osnov z roku 1908. V malØ mí°e do nich po vzniku �esko-
slovenska zasÆhla jen reforma z roku 1919. V osnovÆch pro ni”†í st°ední
†koly bychom v†ak v tomto období Ohm•v zÆkona hledali marn¥. U£ivo se
v¥novalo prakticky jen kvalitativním poznatk•m o tepelných, sv¥telných,
elektrolytických a magnetických œ£incích elektrickØho proudu. I tak je to
mnohem víc, ne” po sto letech po”aduje sou£asný RVP ZV.

Tento stav vývoje osnov fyziky se v tØ dob¥ stal rovn¥” p°edm¥tem
kritiky ze strany Jednoty £eských matematik• a fyzik•. P°i J�MF vznikla
komise, kterÆ vytvo°ila a v roce 1920 publikovala nÆvrh nových u£ebních
osnov fyziky pro st°ední †kolu. Výuka fyziky za£ínala v III. ro£níku ni”†ího
stupn¥ st°ední †koly (”Æci ve v¥ku 13 a” 14 let) dv¥ma týdenními hodinami
(pozd¥ji byl rozsah výuky v tomto ro£níku roz†í°en o jednu dal†í hodinu).
Ji” do tohoto œvodního ro£níku fyzikÆlního vzd¥lÆvÆní byla v pom¥rn¥
velkØm rozsahu za°azena výuka elekt°iny a poprvØ se zde v textu nÆvrhu
J�MF objevuje heslo osnov Ohm•v zÆkon.

Není bez zajímavosti, ”e takØ v tomto, modern¥ji pojatØm nÆvrhu stÆle
je†t¥ p°etrvÆvÆ d•raz na u£ivo elektrostatiky, jak je to patrnØ z £Æsti osnov,
kterØ uvedeme ve zkrÆcenØm zn¥ní (p°evzato z [3]):

Elekt°ina . ElektrovÆní t°ením, zÆkladní zjevy a pojmy (druhy nÆboje,
vzÆjemný œ£inek mechanický); vodivost lÆtek. Elektroskop. ElektrostatickÆ
indukce, pole elektrickØ. Sídlo nÆboje na vodi£i, hustota povrchovÆ. Ú£inek
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hrot• na vodivost vzduchu. Z p°ístroj•: elektrika t°ecí, elektrofor, Frankli-
nova deska, leydenskÆ lÆhev.

Ze zdroj• elektrochemických uvedou se jen tyto druhy £lÆnk•: Volt•v,
LeclanchØ•v, Daniel•v, akumulÆtor.

Elektrický proud ustÆlený. Intensita proudu de�nuje se elektrochemic-
kým rozkladem z°ed¥nØ kyseliny sírovØ, odtud stanoví se vým¥r ampØru.
ZÆkon Ohm•v. Odpor vodi£e. Jednotka ohm. ZÆvislost odporu na geomet-
rickØm tvaru vodi£e. . . .

K de�nitivnímu v£len¥ní Ohmova zÆkona do osnov fyziky na ni”†ím
stupni st°ední †koly v†ak do†lo a” v nových, podstatn¥ p°epracovaných
osnovÆch z roku 1933 a na zÆklad¥ t¥chto osnov se Ohm•v zÆkon a” do
sou£asnosti stal ji” tradi£ní sou£Æstí u£ebnic fyziky pro tento typ †koly.
K neju”ívan¥j†ím u£ebnicím odpovídajícím osnovÆm z 30. let pat°í u£eb-
nice [4], kterÆ vy†la v roce 1934. Ohm•v zÆkon je v ní vylo”en s p°ipome-
nutím analogie s proud¥ním vody zp•sobem, který je patrný z obr. 1.

A” ve druhØ polovin¥ 40. let 20. století do†lo k dal†ím zm¥nÆm u£ebních
osnov fyziky, kterØ vze†ly z diskuse odbornØ ve°ejnosti iniciovanØ Výzkum-
ným œstavem pedagogickým a ze srovnÆní obsahu †esti u£ebnic, pou”íva-
ných tehdy na m¥†·anských †kolÆch [5]. Zatím co nap°. Newtonovy zÆkony
nÆvrh u£iva pro †koly tzv. II. cyklu v tØ dob¥ je†t¥ neobsahuje, Ohm•v
zÆkon je ji” jeho pevnou sou£Æstí.

Podle vyjÆd°eníNÆrodního pedagogickØho institutu[6] byla aplikace
Ohmova zÆkona (výstup F-9-6-04) vy°azena z toho d•vodu, ”e ”Æci vnímají
Ohm•v zÆkon formÆln¥ a k °e†ení praktických problØm• je vhodn¥j†í †ir†í
znalost jev• v elektrickØm obvodu v pojetí odpovídajícím výuce na st°ední
†kole. M•”eme p°ipustit, ”e první u£ebnicovØ zpracovÆní Ohmova zÆkona
je pom¥rn¥ strohØ a mohlo by vØst k p°edstav¥ o formÆlním p°ístupu ”Æk•
k jeho kvantitativnímu vyjÆd°ení. Od po£Ætku se v†ak p°edpoklÆdal vý-
klad zalo”ený na experimentu, i kdy” to s pou”itím dnes u” prakticky
neznÆmých galvanometr• ve srovnÆní se sou£asnými digitÆlními multi-
metry nebylo a” tak jednoduchØ. Na tomto experimentÆlním p°ístupu je
takØ zalo”en výklad Ohmova zÆkona prakticky ve v†ech sou£asných u£eb-
nicích fyziky. Je to jedna z nemnoha mo”ností, jak klí£ový fyzikÆlní zÆ-
kon, zÆklad tak významnØho technickØho oboru, jakým je elektrotechnika,
zp°ístupnit ”Æk•m jednoduchým a snadno realizovatelným experimentÆl-
ním postupem. Ten pak m•”e být exemplÆrním p°íkladem zpracovÆní dat
získaných z reÆlnØho d¥je matematicky, tabelÆrn¥ a gra�cky s pou”itím
prost°edk• IT.
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Obr. 1 První u£ebnicovØ zpracovÆní Ohmova zÆkona v [4]
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A· u” tedy bude formulace o£ekÆvaných výstup• nebo u£iva v RVP ZV
jakÆkoliv, nelze pochybovat o tom, ”e ve †kolskØ praxi, v jednotlivých �VP
vytvo°ených u£iteli bude Ohm•v zÆkon zachovÆn tak, jak to ji” p°ed sto
lety J�MF po”adovala.
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[1] P°ehled zm¥n v RVP ZV. DostupnØ na: https://revize.edu.cz/
prehled-zmen-v-rvp-zv .
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Úpravy RVP ZV pohledem
u£itele zÆkladní †koly
FRANTI�EK J`CHIM

ZÆkladní †kola Strakonice, DukelskÆ

V lednu tohoto roku byl publikovÆn RÆmcový vzd¥lÆvací program pro
zÆkladní vzd¥lÆvÆní[1] se zapracovanými zm¥nami motivovanými pot°e-
bou posílení obsahu a rozsahu výuky informatiky. Tato zm¥na spo£ívÆ ve
vlo”ení Vzd¥lÆvací oblasti 5.3 Informatika se vzd¥lÆvacím oborem Infor-
matika 5.3.1 ([1, str. 38�43]). Sou£asn¥ je v u£ebním plÆnu de�novÆna její
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minimÆlní £asovÆ dotace, a to 2 hodiny týdn¥ na 1. stupni a 4 hodiny na
2. stupni Z�, tedy celkovØ posílení o 4 hodiny. ChÆpeme, ”e navý†ení £asovØ
dotace bylo nutno kompenzovat v jiných vzd¥lÆvacích oblastech, pokud
pro výuku informatiky nem¥ly být pou”ity disponibilní hodiny. MinimÆlní
£asovÆ dotace byla tedy zredukovÆna o jednu hodinu ve vzd¥lÆvacích oblas-
tech �lov¥k a jeho sv¥t (1. stupe‹), �lov¥k a spole£nost, �lov¥k a p°íroda
a Um¥ní a kultura (2. stupe‹). Sou£asn¥ do†lo k œpravÆm � p°esn¥ji °e-
£eno ke †krt•m � v O£ekÆvaných výstupechvzd¥lÆvacích obor•. Ty byly
od•vodn¥ny sd¥lením NÆrodního pedagogickØho institutu takto [2]:

��krty ve vzd¥lÆvacím obsahu jednotlivých vzd¥lÆvacích obor• prob¥hly
na zÆklad¥ stanovených kritØrií:
� odstran¥ní duplicit v r•zných vzd¥lÆvacích oborech;
� vy°azení obsahu zalo”enØho na encyklopedických znalostech;
� vy°azení obsahu pova”ovanØho za p°íli† obtí”ný;
� vy°azení obsahu nÆrokujícího pouze díl£í znalosti nebo dovednosti;
� vy°azení obsahu, který není p°im¥°ený v¥ku a ”ivotním zku†enostem

”Æk•;
� zjednodu†ení obsahu k podpo°e hledÆní souvislostí.� (1)

DÆle se budu v¥novat œprav¥ o£ekÆvaných výstup• vzd¥lÆvacího oboru
fyzika.

1. Vzd¥lÆvací obsah Pohyb t¥les; síly

Ve vzd¥lÆvacím obsahu Pohyb t¥les; síly byly vy°azeny výstupy

F-9-2-03 �zm¥°í velikost p•sobící síly�

ZnamenÆ to, ”e ”Æk u” nebude brÆt do ruky silom¥r (mechanický nebo
nap°. �vernierovský� ) a nebude zji†·ovat tíhu zÆva”í, velikost t°ecí síly
sunutím t¥lesa po podlo”ce, velikost síly vypo£ítanou z jejího momentu
(viz dÆle), nebude m¥°it velikost výslednice sil a podobn¥? Nep°esv¥d£í se,
”e existuje n¥jakÆ vztlakovÆ síla p°i no°ení t¥lesa do kapaliny? Zku†enost
ukazuje, ”e toto v†echno tØm¥° v†ichni ”Æci dob°e a rÆdi zvlÆdali. Nejlep†í
p°edstavu o velikosti jednotky síly ”Æk získÆ prÆv¥ vyta”ením silom¥ru. Do-
dr”ení tØto redukce by výrazn¥ omezilo rejst°ík frontÆlních pokus•, kterØ
mj. vedou i k rozvíjení zru£nosti a spoluprÆce mezi ”Æky. Auto°i redukce
si z°ejm¥ nepov†imli, ”e vypu†t¥ní tohoto výstupu neodpovídÆ ”ÆdnØmu
z vý†e uvedených kritØrií (obr. 1).
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(a) (b)

Obr. 1 (a) P°ekvapuje m¥, jak je 1 N velmi malÆ síla; (b) Síla magnetu je v jeho
st°edu nejslab†í

F-9-2-05 �vyu”ívÆ Newtonovy zÆkony pro objas‹ovÆní £i p°edvídÆní zm¥n
pohybu t¥les p°i p•sobení stÆlØ výslednØ síly v jednoduchých situacích�

�Æk tedy nemÆ v¥d¥t, pro£ je n¥kdy t¥leso v klidu a jindy v pohybu (p°í-
mo£arØm, k°ivo£arØm, rovnom¥rnØm, nerovnom¥rnØm) a co je toho p°í£i-
nou? Pro£ nap°. p°i volnØm pÆdu t¥leso zrychluje? V”dy jsem u£il ”Æky
rozum¥t v†em t°em zÆkon•m (2. pouze kvalitativn¥), op¥t bez problØm•.
U£ivo poskytuje velmi mnoho situací z b¥”nØho ”ivota a je výborným pro-
st°edkem k tomu, aby se ”Æci u£ili zd•vod‹ovat jim p°edlo”enØ jevy a
nalØzat jejich souvislosti. U£ivo o pohybu je jednou ze zÆkladních £Æstí fy-
zikÆlního u£iva, je pro ”Æky zajímavØ a je œzce spojeno s jejich zku†enostmi
v b¥”nØm ”ivot¥. Nejen proto zcela souhlasím se sd¥lením: �Newtonovy po-
hybovØ zÆkony vysv¥tlují ve†kerý pohyb t¥les, který pozorujeme v b¥”nØm
”ivot¥. Proto pat°í do výuky na v†ech stupních vzd¥lÆvÆní, kde se fyzika
vyu£uje. . . � ([4, str. 132]).

F-9-2-06 �aplikuje poznatky o otÆ£ivých œ£incích síly p°i °e†ení praktic-
kých problØm•�

Jinak °e£eno, mÆ to jít bez pÆk a kladek, nebo· nebudou-li uvedeny
aplikace, p•jde jen o suchou teorii. �ada frontÆlních (nebo skupinových)
pokus• nejen, ”e ”Æky dovede p°edev†ím k porozum¥ní jevu, ale op¥t p°i
pou”ívÆní jednoduchých pom•cek se rozvíjejí jejich manipulativní doved-
nosti. Výbornou aplikací je nap°. frontÆlní ”Ækovský pokus st°íhÆní plechu.
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Uvedený výstup je takØ jedním z t¥ch, kterØ ve výuce umo”‹ují u”ití
matematiky. Vezm¥me v revidovanØm RVP vyjmutou momentovou v¥tu:
V matematice se ”Æci u£í °e†it lineÆrní rovnice. PrÆv¥ momentovÆ v¥ta
je p°íle”itostí, jak ”Æk•m ukÆzat praktickØ vyu”ití matematiky. V”dy· jde
vlastn¥ o lineÆrní rovnici ve tvarua � x = b� c (p°i rovnovÆze), v ní” se ne-
znÆmÆx m•”e objevit v r•zných polohÆch, podle toho, jakØ rameno nebo
sílu reprezentuje. A ta vynikající zp¥tnÆ vazba, kterØ se ”Ækovi dostane,
kdy” po výpo£tu pou”ije ve skute£nØ situaci silom¥r, a ten ukÆ”e velikost
síly, jakou vypo£ítal. MÆm dojem, ”e auto°i redukce cht¥li, aby se ve vý-
uce fyziky v•bec nepo£ítalo. Potla£ení mezip°edm¥tových vztah• je z tØto
œpravy z°ejmØ (obr. 2).

(a) (b)
Obr. 2 To se nÆm to povedlo, kdy” jsme si to p°edem vypo£ítali

2. Vzd¥lÆvací obsah MechanickØ vlastnosti tekutin

Ve vzd¥lÆvacím obsahu MechanickØ vlastnosti tekutin je vy°azen výstup

F-9-3-02 �p°edpoví z analýzy sil p•sobících na t¥leso v klidnØ tekutin¥
chovÆní t¥lesa v ní�

Zde si auto°i œprav nerozum¥li s tím, co ponechali o kousek dÆle, toti”
v u£ivu, mj. �Archimed•v zÆkon � vztlakovÆ síla, vznÆ†ení se a plovÆní
t¥les v klidných tekutinÆch� . �e by tady zapomn¥li †krtat? Pokud ne,
tak z mØho pohledu v pohod¥.1) V tom p°ípad¥ je zde op¥t velmi dobrÆ
p°íle”itost k vyu”ití matematiky � œprava výrazu, výpo£et podle vztahu,
°e†ení rovnic (obr. 3).

1) Proto”e o£ekÆvaný výstup je nad°azen u£ivu, obÆvÆm se, ”e †krtnutí Archimedova
zÆkona opomn¥li a up°ímn¥ toho litují.
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Obr. 3 Pro£ prÆv¥ tolik zÆva”í vor unese?

3. Vzd¥lÆvací obsah Energie

Ve vzd¥lÆvacím obsahu Energie jsou vy°azeny výstupy

F-9-4-01 �ur£í v jednoduchých p°ípadech prÆci vykonanou silou a z ní
ur£í zm¥nu energie t¥lesa�
F-9-4-03 �vyu”ívÆ poznatky o vzÆjemných p°em¥nÆch r•zných forem
energie a jejich p°enosu p°i °e†ení konkrØtních problØm• a œloh�
F-9-4-04 �ur£í v jednoduchých p°ípadech teplo p°ijatØ £i odevzdanØ t¥le-
sem�

Podle uvedenØho zcela z výuky fyziky mizí jeden ze zÆkladních pojm• �
energie. P°itom ”Æk podle zachovanØho výstupu nov¥ ozna£enØho F-9-04-
-02 �zhodnotí výhody a nevýhody vyu”ívÆní r•zných energetických zdroj•
z hlediska vlivu na ”ivotní prost°edí� . Doslova vzato: ”Æk nebude v¥d¥t, co
energetickØ zdroje vlastn¥ produkují a jak, a mÆ o nich hovo°it. Na†t¥stí
(nebo op¥t omylem) op¥t v u£ivu dochÆzí k negaci výstupu, jsou tam
uvedeny nejen v†echny druhy mechanickØ energie, ale i energie elektrickÆ
a jadernÆ. Jako fyzikÆln¥ destruktivní vnímÆm, ”e z fyziky zmizel pojem
�teplo� . Jsem p°esv¥d£en, ”e kalorimetrickÆ rovnice v p°im¥°enØm tvaru
popisující kombinaci p°im¥°en¥ volených teplotních stav• lÆtek je velmi
dobrým mezip°edm¥tovým prvkem. Není d•vod ”Æk•m nap°. zaml£et, pro£
se opa°í vodní pÆrou a stejn¥ teplou vodou nikoli.
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4. Vzd¥lÆvací obsah ElektromagnetickØ a sv¥telnØ d¥je

Ve vzd¥lÆvacím obsahu ElektromagnetickØ a sv¥telnØ d¥je jsou vy°azeny
výstupy

F-9-6-04 �vyu”ívÆ Ohm•v zÆkon pro £Æst obvodu p°i °e†ení praktických
problØm•�

Jestli”e ”Æk poznÆvÆ fyzikÆlní veli£inynap¥tí, proud, odpor a prakticky
je m¥°í, je jen krok k tomu, aby pochopil jejich souvislost. Pro£ mu v tom
brÆnit? M¥°ení ve skute£nØm obvodu a p°ímØ sledovÆní zm¥ny veli£in
(p°ímÆ a nep°ímÆ œm¥rnost) mu vytvÆ°í asociaci na u£ivo z matematiky.
Ohm•v zÆkon je ideÆlním p°íkladem vedoucím k rozvoji funk£ního my†-
lení. P°enesením konkrØtních m¥°ení do graf• lze naopak podporovat vyu-
”ití poznatk• z informatiky (nap°. MS Excel). Op¥t je zde vid¥t usilovnÆ
snaha autor• redukce � nepou”ívat matematiku.

F-9-6-06 �zapojí sprÆvn¥ polovodi£ovou diodu�

Tady jde o detail, který nemusí být v RVP v•bec uveden. Jestli”e v†ak
podle výstupu F-9-6-03 mÆ ”Æk být informovÆn i o polovodi£i, ”Æk•m diodu
do ruky ur£it¥ dÆme, se zÆjmem si s ní �vyhrají� . ZapojovÆní n¥kolika diod
(paraleln¥ £i sØriov¥) do obvodu ”Æky v mých hodinÆch velice zaujímalo.

5. Vzd¥lÆvací obsah Vesmír

Ve vzd¥lÆvacím obsahu Vesmír je vy°azen výstup

F-9-7-02 �odli†í hv¥zdu od planety na zÆklad¥ jejich vlastností�

U£ivo o vesmíru je obecn¥ pro ”Æky docela zajímavØ. �ijí v dob¥ let•
sond k planetÆm a hledÆní exoplanet s otazníky mo”nØho mimozemskØho
”ivota. �as od £asu pozorují zatm¥ní, pop°. tranzit, tyto jevy vznikají
fyzikÆlní odli†ností hv¥zd (Slunce) a jiných vesmírných t¥les. Pro£ jim tyto
odli†nosti nesd¥lit? Propojení se zem¥pisem se p°ímo nabízí.

ZÆv¥rem

Publikace zm¥n RVP byla p°ekvapivÆ. Nep°edchÆzelo jim ”ÆdnØ avízo,
”ÆdnÆ odbornÆ diskuze. V œvodu RVP je uvedena mno”ina pracovník•
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(21 z NÆrodního pedagogickØho institutu + 10 externích), kte°í se na zm¥-
nÆch podíleli. Marn¥ jsem mezi nimi hledal n¥koho z oblasti fyziky a její
didaktiky. Proto nep°ekvapuje, ”e s podivem na redukci RVP ZV zareago-
valo pohotov¥ vedení J�MF svým dopisem M�MT [3].

Ke zm¥nÆm p°ipojil NÆrodní pedagogický institut rozsÆhlý komentÆ° [2].
MÆ být od•vodn¥ním zm¥n, p°edev†ím vypu†t¥ných výstup•. Zd•vod‹o-
vÆní zm¥n ve fyzice zde tØm¥° nekoresponduje s kritØrii (1). Auto°i ko-
mentÆ°e se ve svých sd¥leních necítí jistí a p•sobí zmate£n¥, zejmØna kdy”
tvrdí, ”e n¥kterØ vy°azenØ výstupy vlastn¥ nemizí a lze jejich obsah vyu”í-
vat ve výstupech zachovaných. V komentÆ°i najdeme i sd¥lení, kterÆ jeho
ostatní £Æsti negují:

V œvodu:
�Pokud se u£itelØ cht¥jí se svými ”Æky redukovaným obsah•m i nadÆle

v¥novat, tak mohou.�
V zÆv¥ru:
�Redukce obsahu na œrovni RVP ZV ov†em neznamenÆ, ”e na œrovni

†kolního kurikula a výuky nem•”e být vzd¥lÆvací obsah roz†í°en o dal†í
a nadstandardní obsah a tv•r£í £innosti. Naopak roz†í°ení a speci�kaci
obsahu na œrovni †koly a na zÆklad¥ u£itelova pojetí výuky velmi doporu-
£ujeme.�

Alespo‹ n¥jakÆ pozitivní sd¥lení.
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VirtuÆlní laboratorní cvi£ení
s vyu”itím 3D model• Corinth
�EN�K KODEJ�KA � JAKUB �ANA � OND�EJ VAL`�EK

GymnÆzium, SO� a VO�, KomenskØho 77, Nový Byd”ov

Distan£ní výuka klade v dne†ní dob¥, ovlivn¥nØ epidemickou situací a
†í°ením covidu-19, zvý†enØ nÆroky na u£itele i ”Æky. Na†e prÆce se zabývÆ
virtuÆlními experimenty s 3D modely, kterØ nabízí aplikace Corinth 3D [1].

DesktopovÆ verze nabízí p°es 1500 model• z oblasti biologie, fyziky,
chemie, matematiky, astrofyziky a dokonce i historie. FyzikÆlní knihovna
£ítÆ na 250 model•, z nich” n¥kterØ lze vyu”ít k uskute£n¥ní virtuÆlního
laboratorního m¥°ení.

Lze takØ vyu”ít online verzi aplikace pojmenovanou Lifeliqe [2], kterÆ
obsahuje men†í po£et model•, který je postupn¥ roz†i°ovÆn do plnØho
po£tu desktopovØ aplikace. Funkcionalitou je on-line verze plnohodnotnÆ
k desktopovØ. V obou vý†e uvedených p°ípadech mohou †koly po vypln¥ní
online formulÆ°e na webových strÆnkÆch [1, 2] získat pro svØ ”Æky ro£ní
multilicenci, kterÆ je omezena pouze po£tem †kolních po£íta£•, na kterØ
lze desktopovou aplikaci nainstalovat. V p°ípad¥ on-line verze lze získat
dohodnutý po£et licen£ních kód•.

Cílem tØto prÆce bylo ov¥°it, zda lze interaktivní 3D modely pou”ít p°i
realizaci virtuÆlní laboratorní prÆce namísto reÆlných pom•cek. Jako zÆ-
kladní model jsme vyzkou†eli interaktivní kyvadlo (viz obr. 1), u kterØho
lze m¥nit nejen dØlku zÆv¥su a hmotnost zÆva”í, ale i hodnotu gravita£ního
zrychlení, kterou p°i reÆlnØm ”ÆkovskØm experimentu nelze m¥nit. Model
kyvadla byl zvolen takØ proto, ”e je to v sou£asnØ dob¥ zatím jediný in-
teraktivní model, který je zcela hotov.

Mezi dal†í p°ipravovanØ interaktivní modely pat°í nap°. model interak-
tivní pru”iny, sØriovØho a paralelního zapojení rezistor•, ur£ení VA charak-
teristiky elektrolytu, model transformÆtoru nebo ov¥°ení Ohmova zÆkona.
Na jejich p°íprav¥ se podílí první autor £lÆnku.

Pro dopln¥ní uve⁄me, ”e ur£itou interaktivitu nabízí i n¥kterØ jinØ
webovØ aplikace, nap°. znÆmØ 2D animace RNDr. Vladimíra Va†£Æka [3]
nebo interaktivní simulace PhET z University of Colorado [4].
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Obr. 1 Interaktivní kyvadlo Corinth 3D

Pro vyhodnocení pohybu kyvadla jsme pou”ili freeware aplikaci Trac-
ker [5], kterÆ umo”‹uje provØst detailní video analýzu jakØhokoliv pohybu,
v£etn¥ so�stikovanØho prolo”ení regresní funkce experimentÆln¥ nam¥°e-
nými body [6].

VirtuÆlní laboratorní cvi£ení bylo realizovÆno na GymnÆziu, SO� a
VO� v NovØm Byd”ov¥ se ”Æky t°etího ro£níku vy††ího gymnÆzia b¥hem
distan£ní výuky v listopadu 2020. PraktickØ zku†enosti jsou popsÆny ní”e
v textu.

Ov¥°ení zÆvislosti periody na gravita£ním zrychlení 3D modelu
interaktivního kyvadla

Pomocí roz†í°enØ reality (augmented reality) vytvo°íme v programu Co-
rinth u modelu interaktivního kyvadla zÆznamy o dØlce cca 10 s asi 10 a”
12 videí pohybu kyvadla pro r•znØ hodnoty gravita£ního zrychlení v roz-
mezí 1 m � s� 2 a” 100m � s� 2 (viz obr. 2). DØlka kyvadla byla nastavena
v”dy L = 1 m.

ZískanÆ videa ve formÆtu MP4 postupn¥ podrobíme videoanalýze v pro-
gramu Tracker, pomocí kterØho ur£íme periodu kmit• pro danou hodnotu
gravita£ního zrychlení (viz obr. 3). Detailní postup provedení videoanalýzy
je uveden nap°. v [7].
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Obr. 2 Roz†í°enÆ realita v aplikaci Corinth � zÆznam videa

Obr. 3 Videoanalýza v programu Tracker

Pro danou hodnotu gravita£ního zrychlení byla videoanalýza provedena
v”dy t°ikrÆt. Z t¥chto hodnot jsme pak vypo£ítali pr•m¥rnou hodnotu
periody. VýslednØ pr•m¥ry hodnot period pro danou hodnotu gravita£ního
zrychlení a dØlku kyvadla 1 m jsou uvedeny v tabulce 1.
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Tabulka 1 Hodnoty periody T kyvadla v zÆvislosti na gravita£ním zrych-
lení ag p°i dØlce kyvadlaL = 1 m

£. m¥°ení ag/m � s� 2 T /s
1 1,32 5,47
2 2,55 3,93
3 3,20 3,54
4 4,37 3,01
5 5,75 2,62
6 9,81 2,01
7 17,63 1,49
8 23,37 1,28
9 45,77 0,93
10 68,95 0,76
11 100,00 0,62

ZpracovÆní výsledk• v MS Excel

Hodnoty z tabulky 1 byly zpracovÆny do grafu (viz obr. 4). Pomocí
spojnice trendu byla ur£ena regresní funkce probíhající nam¥°enými body.

Z grafu vyplývÆ, ”e regresní funkce prolo”enÆ nam¥°enými body mÆ
vyjÆd°ení

y = 6 ;2883x � 0;499; (1)

ze kterØho lze ur£it hodnotu exponentun := � 0;5. NalezenÆ zÆvislost pe-
riody na gravita£ním zrychlení je dÆna tedy jako

T �
1

p ag
:

Pokud ”Æci z p°edchozího laboratorního cvi£ení ví, ”e periodaT je p°ímo
œm¥rnÆ druhØ odmocnin¥ dØlky kyvadlaL

T �
p

L;
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mohou nyní spojit ob¥ nalezenØ zÆvislosti do jednoho vztahu

T = k

s
L
ag

; (2)

kde k je konstanta œm¥rnosti. Pokud zvolíme dØlku kyvadlaL = 1 m, mÆ
rovnost (2) tvar

T =
k

p ag
:

Z nalezenØho tvaru regresní funkce (1) plyne, ”e hodnota tØto konstanty je
k := 6 ;29 := 2 � . Pomocí virtuÆlního interaktivního kyvadla m•”eme tedy
zcela vyvodit znÆmý vztah pro periodu matematickØho kyvadla

T = 2 �

s
L
ag

:

Obr. 4 Graf zÆvislosti periody kyvadla na gravita£ním zrychlení

PraktickØ zku†enosti s virtuÆlní laboratorní prací

VirtuÆlní laboratorní cvi£ení bylo zrealizovÆno ve dvou t°ídÆch s para-
lelní výukou s celkem 40 ”Æky t°etího ro£ního vy††ího gymnÆzia. Jedna
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t°ída p°itom u” m¥la p°edchozí zku†enosti s videoanalýzou pohybu, druhÆ
nikoliv.

B¥hem vlastní experimentÆlní £innosti ”Æk• u£itel nemÆ p°íli† mo”nost
sledovat prÆci ”Æk•, proto”e ka”dý ”Æk si volil jinou dobu pro provedení
experimentu. Ani v p°ípad¥ frontÆlní prÆce by ale sledovÆní £innosti ”Æk•
dle na†eho nÆzoru nep°ineslo ”ÆdnØ podstatnØ informace.

P°i realizaci tØto virtuÆlní laboratorní prÆce je takØ t°eba vzít v œvahu
v¥t†í £asovou nÆro£nost. �Æci, kte°í m¥li ji” zku†enosti z jiných cvi£ení
s videoanalýzou v programu Tracker, zvlÆdli tuto laboratorní prÆci vypra-
covat p°ibli”n¥ za 2 a” 3 hodiny v£etn¥ vyhotovení protokolu. Ti, kte°í se
teprve s videoanalýzou seznamovali dle nÆvodnØho videa, uvÆd¥li £as vy-
pracovÆní 6 a” 10 hodin, p°i£em” velký význam hrÆla takØ kvalita videí se
zÆznamy pohyb• kyvadla. �ím ni”†í rozli†ení videa, tím hor†í byla dle slov
”Æk• videoanalýza pohybu kyvadla. N¥kdy museli videoanalýzu se stejným
kyvadlem provÆd¥t opakovan¥, proto”e bylo obtí”nØ sprÆvn¥ de�novat ob-
razový pixel, který sleduje p°i pohybu program Tracker. Je tedy vhodn¥j†í
zadat tuto prÆci nap°. v rÆmci projektovØho dne nebo týdne, aby ”Æci
m¥li dostatek £asu na vypracovÆní a p°ípadnØ °e†ení problØm•. P°i b¥”nØ
výuce lze sní”it po£et videosoubor•, kterØ podrobujeme videoanalýze, na
polovinu, a tím zajistit zvlÆdnutí laboratorní prÆce b¥hem obvyklých dvou
vyu£ovacích hodin.

V mezip°edm¥tových vztazích lze z pohledu IVT vyu”ít videoanalýzu
v u£ivu o analytických aplikacích pro zpracovÆní dat nebo p°i prÆci s pro-
gramy pro zpracovÆní a œpravu videí a jejich export do r•zných formÆt•
a rozli†ení.

ZÆv¥r

V na†í prÆci jsme se zabývali realizací virtuÆlní laboratorní prÆce s vy-
u”itím interaktivního modelu kyvadla v programu Corinth 3D.

ProvedenÆ videoanalýza v programu Tracker ukÆzala, ”e interaktivní
model kyvadla není jen 3D modelem, který mÆ u ”Æk• vyvolat �wow�
efekt, ale ”e m•”e tØm¥° plnohodnotn¥ nahradit reÆlnØ kyvadlo. Hlavní
výhodou modelu kyvadla je navíc mo”nost zm¥ny gravita£ního zrychlení,
kterou reÆlný experiment nabídnout nem•”e.

ReÆlný experiment s reÆlnými pom•ckami v†ak z•stÆvÆ p°i prezen£ní
i dÆlkovØ výuce nezastupitelný, proto”e umo”‹uje pozorovat i odchylky
m¥°enØ veli£iny zp•sobenØ r•znými faktory a nutí ”Æky k v¥t†ímu zamy†-
lení nad pozorovanými jevy ne” velmi p°esnÆ simulace.
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ZÆv¥rem lze konstatovat, ”e za p°edpokladu p°edchozí d•kladnØ p°í-
pravy, zahrnující zejmØna znalosti video analýzy v programu Tracker, lze
interaktivní 3D modely Corinth vyu”ít p°i realizaci virtuÆlní laboratorní
prÆce nebo projektovØho dne. Tyto aktivity mohou v dob¥ distan£ní výuky
£Æste£n¥ nahradit reÆlnØ experimenty provÆd¥nØ v rÆmci prezen£ních labo-
ratorních cvi£ení s reÆlnými pom•ckami. P°i b¥”nØ výuce pak mohou být
pro ”Æky zajímavým zpest°ením £i motiva£ním prvkem p°i studiu fyziky.
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Hermann von Helmholtz
(k dvoustØmu výro£í narození)
JITKA HO�KOV̀ PROK�OV̀

Fakulta pedagogickÆ ZÆpado£eskØ univerzity v Plzni

V 19. století pat°il Hermann Ludwig Fer-

Obr. 1 Hermann von Helm-
holtz (zdroj: Pinterest)

dinand von Helmholtz k nejvýznamn¥j†ím n¥-
meckým p°írodov¥dc•m. Jeho zÆjem o fyziku
byl od mlÆdí tak silný, ”e p°etrval i b¥hem
studia lØka°ství, ke kterØmu ho donutil otec.
PrÆv¥ propojení poznatk• z fyziky a fyziolo-
gie zp•sobilo, ”e se u” za svØho ”ivota pro-
slavil výzkumy a pozd¥j†í podrobnou analýzou
funkce nejd•le”it¥j†ích smyslových orgÆn• �
oka a ucha.

Hermann se narodil 31. srpna 1821 v n¥-
meckØ Postupimi, kde jeho otec August Fer-
dinand Julius Helmholtz p•sobil jako u£itel
�lozo�e a literatury na gymnÆziu. RodinnØ
prost°edí umo”nilo Hermannovi bilingvní d¥t-
ství nejen proto, ”e jeho matka Caroline Penne
byla Angli£anka, ale hlavn¥ kv•li pØ£i otce,
který svØho syna cílen¥ vzd¥lÆval v latin¥, °e£tin¥, francouz†tin¥, ital†tin¥,
hebrej†tin¥ a arab†tin¥. Jako u£itel �lozo�e takØ poskytl Hermannovi vhled
do díla osvícenØho Immanuela Kanta a seznÆmil ho s ateistickými œvahami
Johanna Gottlieba Fichteho, který po£Ætkem 19. století vzbudil v Berlín¥
rozruch svými p°ednÆ†kami vyzývajícími k mravní obrod¥.

Hermann byl zvídavØ dít¥ a tak není divu, ”e ho zaujala tajemství p°í-
rody. ZÆjem o fyziku ale nedo†el ve vysoko†kolskØm studiu napln¥ní, pro-
to”e rodina nem¥la dostatek �nancí. V tØ dob¥ v†ak vlÆda podporovala
program pro nadanØ studenty lØka°ských obor•, a tak otec nasm¥roval
syna ke studiu na KrÆlovskØm medicínsko-chirurgickØm institutu Bed°i-
cha VilØma v Berlín¥. Doufal p°itom v syn•v lep†í �nan£ní výhled do
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budoucna i ve v¥hlas institutu, na kterØm pracoval významný fyziolog
Johann Müller. Úsp¥†nØ absolvovÆní v†ak zavazovalo Hermanna k sedmi
let•m slu”by v oblasti vojenskØ chirurgie, a proto byl roku 1843 p°id¥-
len k postupimskØmu pluku. I b¥hem t¥chto sedmi let se mladý Hermann
mohl v¥novat dal†ímu fyziologickØmu výzkumu, který d°íve provÆd¥l prÆv¥
pod Müllerovým vedením � z°ídil si v kasÆrnÆch laborato°. Ve volnØm £ase
hrÆl na klavír a dÆl prohluboval svØ znalosti matematiky (p°edev†ím nee-
ukleidovskØ geometrie), díky kterým pozd¥ji v”dy exaktn¥ formuloval svØ
fyzikÆlní a fyziologickØ poznatky.

V polovin¥ 19. století se °ada v¥dc• zabývala hledÆním co nep°esn¥j†í
formulace zÆkona zachovÆní energie. TakØ Helmholtz p°isp¥l do diskuze
œvahami, kterØ vychÆzely z jeho výzkum• svalovØ £innosti. Tvrdil, ”e sva-
lovÆ síla je odvozena z chemických a fyzikÆlních princip•. V roce 1847 pu-
blikoval svØ my†lenky v pojednÆníO zachovÆní síly(Über die Erhaltung
der Kraft) [1], kde vylo”il matematickØ principy zachovÆní energie p°i sva-
lovØ £innosti. V jednotlivých kapitolÆch formuloval silovØ ekvivalenty tepla,
elektrických proces•, magnetismu a elektromagnetismu, vychÆzeje p°itom
z podn¥t• a prací Benoîta Paula Émile Clapeyrona, Humphryho Davyho
a Carla Holtzmanna. Na p°íkladech r•zných d¥j• v plynech a situací, p°i
kterých se zdÆ, ”e dochÆzí ke ztrÆt¥ energie, ukÆzal, ”e ve skute£nosti jde
o p°em¥nu energie na teplo. Zmín¥nØ pojednÆní se zabývalo †irokou °a-
dou aplikací v£etn¥ elektrostatik, galvanických jev• a elektrodynamiky.
Sv•j nÆzor, ”e sou£et kinetickØ a potenciÆlní energie z•stÆvÆ v izolova-
nØm systØmu stÆlý, p°ednesl takØ v berlínskØ fyzikÆlní spole£nosti, kterou
23. £ervence 1847 seznÆmil se zÆkladními my†lenkami zve°ejn¥nými prÆv¥
ve stati O zachovÆní síly[1].

V nÆsledujícím roce se stal odborným asistentem na Akademii spole-
£enských v¥d v Berlín¥. Z centra v¥deckØho d¥ní byl v†ak o rok pozd¥ji
odvolÆn, aby p°esídlil a za£al p°ednÆ†et na FyziologickØm institutu uni-
verzity v Königsbergu (£esky KrÆlovec, dne†ní Kaliningrad). V tomto nej-
východn¥j†ím baltskØm p°ístavu tehdej†ího Pruska Helmholtzova kariØra
rychle posko£ila vp°ed. Rok 1849 byl pro n¥j významný takØ soukrom¥ �
26. srpna se o”enil s Olgou von Velten (1827�1859), dcerou vojenskØho
chirurga.

B¥hem pobytu v Königsbergu, kde jako docent fyziologie p°ednÆ†el fy-
ziologii a patologii, se vydÆval i na cesty po n¥meckých univerzitÆch a
uskute£nil první nÆv†t¥vu Anglie. NavÆzal p°i ní spoluprÆci s n¥kolika ang-
lickými fyziky, p°ÆtelskÆ pouta si vytvo°il hlavn¥ s Williamem Thomsonem.
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V tØ dob¥ p°inÆ†ela výzkumnÆ prÆce Helmholtzovi zna£nØ uspokojení � m¥-
°il rychlost p°enosu nervovØho impulsu a zabýval se pozorovÆním sítnice a
akomodací oka. D•sledkem jeho studia optickØho systØmu lidskØho oka bylo
v roce 1851 sestavení o£ního zrcÆtka (oftalmoskopu) a spisekPopis o£ního
zrcÆtka ke zkoumÆní sítnice v ”ivoucím oku(Beschreibung eines Augenspie-
gels zur Untersuchung der Netzhaut im lebenden Auge) [2]. PrÆv¥ vynÆlez
oftalmoskopu mu získal mezinÆrodní v¥hlas. Pozd¥ji se v¥noval výzkumu
zak°ivení rohovky a jako první sestrojil laboratorní p°ístroj na prom¥°ení
parametr• rohovky � oftalmometr (keratometr) [3]. NicmØn¥, experimenty
s aditivním a subtraktivním míchÆním barev, kterØ v roce 1852 provÆd¥l,
ho vedly k odmítnutí Newtonovy teorie barev. ZÆv¥ry, ke kterým do†el,
byly tehdy kritizovÆny Hermannem Güntherem Grassmannem a Jamesem
Clerkem Maxwellem [6]. Helmholtz uznal svØ chyby a o t°i roky pozd¥ji
uve°ejnil novØ experimentÆlní výsledky, kterØ se staly zÆkladem pro jeho
teorii prostorovØho vnímÆní a barevnØho vid¥ní v n¥kolikasvazkovØm díle
Rukov¥· fyziologickØ optiky(Handbuch der Physiologischen Optik)1) [4].

P°es uznÆní, kterØ se jeho výzkumu ve FyziologickØm institutu univer-
zity v Königsbergu dostalo, ho tam¥j†í chladnØ po£así p°im¥lo � p°ede-
v†ím s ohledem na k°ehkØ zdraví jeho ”eny � po”Ædat o p°esun a s pomocí
Alexandera von Humboldta novØ místo získal. V letech 1855�1858 tedy
p•sobil jako profesor anatomie a fyziologie na univerzit¥ v Bonnu, kde ho
v†ak £ekaly pon¥kud nemilØ chvíle. P°esto”e si ve sv¥t¥ ji” vybudoval po-
v¥st významnØho p°írodov¥dce, byly na n¥j v tomto období podÆny minis-
trovi †kolství stí”nosti týkající se jeho œdajn¥ nekompetentních p°ednÆ†ek
z anatomie. Stí”nosti i kritiky se ho siln¥ dotýkaly, proto”e byl p°esv¥d£ený
o sprÆvnosti svØho mechanisticko-fyziologickØho podÆní, a tak se roku 1858
rozhodl p°ejít na univerzitu do Heidelbergu. Nep°íze‹ tohoto období se od-
razila i v jeho soukromØm ”ivot¥. V roce 1858 mu zem°el otec a na konci
roku 1859 jeho man”elka. Skute£nost, ”e osam¥l s dv¥ma malými d¥tmi, ho
mo”nÆ vedla i k nÆsledujícímu, pom¥rn¥ rychlØmu rozhodnutí � 16. kv¥tna
1861 se jeho druhou man”elkou stala Anna von Mohl (1834�1899), dcera
Roberta von Mohla, jednoho z heidelberských profesor•. Z jejich svazku
pozd¥ji vze†ly t°i d¥ti.

Helmholtzova v¥deckÆ Øra v Heidelbergu bývÆ hodnocenÆ jako nejpro-
duktivn¥j†í roky jeho kariØry � hluboký a trvalý zÆjem o smyslovØ vnímÆní
vyœstil v dal†í novØ poznatky, kterØ umo”nily pochopit hrani£ní problØmy
fyziologie sluchovØho orgÆnu a psychologie � nap°íklad zp•sob, jakým £lo-

1) První a” t°etí svazek vy†ly v rozp¥tí let 1855�1867.
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v¥k sly†í kombinovanØ tóny [6]. Z°ejm¥ jeho lÆska k hudb¥ mu pomohla
p°i zkoumÆní lidskØho ucha i p°i analýze pohybu houslových strun a byla
podn¥tem pro hlub†í studium fyziologie vnímÆní a mísení tón• � v roce
1863 vydal Nauku o vnímÆní tón• jako fyziologickØm zÆkladu teorie hudby
(Lehre von den Tonemp�ndungen als physiologische Grundlage für die
Theorie der Musik) [5], ve kterØ polo”il zÆklady akustiky. V tØto dob¥ se
takØ zabýval akustickou rezonancí, co” ho p°ivedlo k zhotovení rezonÆtoru,
který dodnes nese jeho jmØno.

Od roku 1866 se za£al Helmholtz fyziologii vzdalovat a více se p°ibli”ovat
k fyzice. Významn¥ p°isp¥l k rozvoji fyzikÆlní chemie stat¥mi o termody-
namice chemických reakcí. Kladl d•raz na rozli†ení vÆzanØ a volnØ energie
soustavy, p°i£em” roz†í°il fenomenologickou termodynamiku o pojem volnØ
energie soustavy jako termodynamickØho potenciÆlu2) . V mechanice se za-
býval teorií ví°ivØho pohybu kapalin, mechanismem †í°ení mo°ských vln a
polo”il i zÆklady teorie †í°ení balistickØ vlny.

�iroký v¥decký v¥hlas mu v roce 1871 p°inesl nabídku profesury fy-
ziky na berlínskØ univerzit¥. Dostal ji i Gustav Robert Kirchho�, jeho
kolega z Heidelbergu, kterØho vedení univerzity up°ednost‹ovalo kv•li vy-
nikajícím pedagogickým schopnostem. Kirchho� v†ak post odmítl, a tak
nominace p°e†la na Helmholtze. O 12 let pozd¥ji, v roce 1883, byl profesor
Helmholtz pový†en do †lechtickØho stavu.

Mnohostrannost zÆjm• je patrnÆ z celØho jeho profesního ”ivota � na-
psal p°es 220 prací z fyziologie, optiky, akustiky, termodynamiky, hydro-
dynamiky, elektrodynamiky a elektromagnetismu. Proto jist¥ nep°ekvapí,
”e se na konci osmdesÆtých let 19. století stal zaklÆdajícím prezidentem
FyzikÆln¥-technickØho °í†skØho œstavu (PTR, Physikalisch-Technischen Re-
ichsanstalt) v Berlín¥-Charlottenburgu. �innost tohoto institutu (dnes:
PTB, Physikalisch Technische Bundesanstalt) se týkala p°esah• mezi p°í-
rodními a technickými v¥dami; v sou£asnØ dob¥ se PTB soust°edí na me-
zinÆrodní spoluprÆci s °adou výzkumných œstav• ve sv¥t¥ p°edev†ím v ob-
lasti p°esnØho m¥°ení � metrologie [6, 7].

V roce 1894, krÆtce po p°ednÆ†kovØm turnØ v USA, utrp¥l Hermann von
Helmholtz ot°es mozku, ze kterØho se œpln¥ nezotavil a pozd¥j†í kompli-
kace vedly k jeho œmrtí. Jeden z nejv¥t†ích p°írodov¥dc• 19. století, který

2) Za vÆzanou energii pova”uje Helmholtz tu £Æst energie, kterÆ je v souladu s de�nicí
entropie dosa”itelnÆ jen jako teplo, volnou energii pak p°edstavuje ta £Æst vnit°ní ener-
gie systØmu, kterÆ je �volnÆ� a lze ji p°em¥nit na prÆci. Úbytek volnØ energie b¥hem
izotermickØho d¥je tedy odpovídÆ prÆci vykonanØ soustavou [6].
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svými poznatky propojil fyziku, lØka°ství a chemii, tak zem°el v Charlot-
tenburgu n¥kolik dní po svých 73. narozeninÆch, 8. zÆ°í 1894. Je po n¥m
pojmenovÆno sdru”ení v¥deckých œstav• v N¥mecku.
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INFORMATIKA

StrojovØ u£ení a deep learning
PETR OSI�KA

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

Deep learning je soubor metod z d•le”itØ oblasti um¥lØ inteligence s mno-
ha aplikacemi � strojovØho u£ení. Metody strojovØho u£ení umo”‹ují po£í-
ta£ovým program•m zlep†ovat se ve svØ £innosti s tím, jak získÆvají zku-
†enosti. To se hodí zejmØna v situacích, kdy je obtí”nØ pro danou œlohu
najít p°esný algoritmus, který by spolehliv¥ fungoval. Takto obtí”nØ jsou
nap°íklad œlohy, kterØ lidØ °e†í intuitivn¥ sprÆvn¥: rozpoznÆvÆní objekt•
na obrazcích, rozpoznÆní nÆlady £lov¥ka podle obli£eje apod. Metody deep
learning jsou speci�ckØ tím, ”e domØnu œlohy, kterou °e†í, reprezentují jako
hierarchii koncept•, ve kterØ jsou komplikovanØ koncepty tvo°eny jako
kombinace jednodu††ích, a abstraktn¥j†í koncepty jako kombinace t¥ch
mØn¥ abstraktních. JmØno deep learning se odvozuje od toho, ”e tato hi-
erarchie mÆ mnoho vrstev. Deep learning za”il v n¥kolika minulých letech
velký boom, díky novým algoritm•m, specializovanØmu hardwaru i mo”-
nosti provÆd¥t výpo£ty na gra�ckých kartÆch. Mezi významnØ aplikace,
kterØ se dostaly do pov¥domí ve°ejnosti, pat°í zejmØna ty zabývající se
analýzou obrazových dat: automatickØ °ízení automobilu, p°ípadn¥ auto-
matickØ œpravy obrÆzk• a videa, nap°íklad takzvanØ deepfakes.

V £lÆnku se budeme nejd°íve zabývat strojovým u£ením obecn¥. Uve-
deme, jakØ typy œloh lze pomocí strojovØho u£ení °e†it, a na jakØ problØmy
p°itom m•”eme narazit. KrÆtce p°edstavíme i dva konkrØtní p°íklady me-
tod strojovØho u£ení � lineÆrní regresi a rozhodovací stromy. Nakonec po-
pí†eme jednu metodu strojovØho u£ení, kterou m•”eme za°adit do deep
learning a na ní ukÆ”eme, v £em je deep learning v rÆmci strojovØho u£ení
speci�cký.
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1. Strojové u£ení

Nejd°íve se pokusíme de�novat, co to znamenÆ, ”e se po£íta£ový pro-
gram u£í ze zku†eností. De�nice to bude velmi obecnÆ, nicmØn¥ v†echny
její £Æsti ve zbytku £lÆnku up°esníme.

�ekneme, ”e se po£íta£ový program °e†ící n¥jakou œlohu u£í
ze zku†eností, pokud se výkon tohoto programu m¥°ený pomocí
n¥jakØ metriky P zlep†uje s tím, jak program získÆvÆ zku†enosti.

Nejd°íve si ujasníme, jaký typ œloh m•”e program schopný se u£it °e†it.

Klasi�kace Programu p°edlo”íme n¥jaký objekt a program rozhodne,
do kterØ z kone£nØho po£tu kategorií daný objekt pat°í. Program tak
v¥t†inou po£ítÆ funkcif : Rn ! f 1; 2; 3; : : : ; kg. Objekt na vstupu je po-
psÆn pomocí vektorun reÆlných £ísel a kategorie jsou o£íslovÆny pomocí
1; 2; : : : ; k. P°íkladem klasi�ka£ní œlohy je ur£ení, který z k p°edm¥t• se
nachÆzí na fotogra�i, £i zda se daný p°edm¥t na fotogra�i nachÆzí nebo
ne (v tomto p°ípad¥ mÆme pouze dv¥ kategorie � ano a ne). V tomto
konkrØtním p°íklad¥ jsou vstupem algoritmu hodnoty barevných slo”ek
jednotlivých pixel• fotogra�e. Dal†ím p°íkladem je �ltrovÆní spamu, kdy
je vstupem text mailu a program podle n¥j rozhodne, jestli je mail spam.
Variantou klasi�kace je klasi�kace s chyb¥jícími hodnotami, kdy vstupní
objekt není popsÆn œplným vektorem reÆlných hodnot, ale n¥kterØ hod-
noty chybí. TakovÆ œloha se m•”e vyskytnout nap°íklad ve zdravotnictví.
Cht¥li bychom, aby program pro predikci diagnózy pacienta na zÆklad¥
výsledk• jeho test• byl schopen fungovat, i kdy” výsledky n¥kterých test•
nemÆ k dispozici.

Regrese Úloha regrese je velmi podobnÆ klasi�kaci. Li†í se pouze v tom,
”e výsledek programu nemusí být jedno z p°edem ur£enØ kone£nØ mno”iny
£ísel, ale libovolnØ reÆlnØ £íslo. Program tedy realizuje funkcif : Rn ! R.
P°íkladem regresní œlohy je predikce budoucí ceny n¥jakØ komodity (re-
grese je vyu”ívÆna nap°íklad v algoritmickØm obchodovÆní) nebo predikce
toho, kolik klient p°inese bance nebo poji†·ovn¥ zisku.

Strukturovaný výstup Program p°evÆdí vstupní objekt na jiný ob-
jekt, který není £íslem, ale mÆ komplikovan¥j†í strukturu. Mezi œlohy se
strukturovaným výstupem pat°í nap°íklad transkripce, p°i ní” p°evÆdíme
vstupní objekt do textovØ podoby. P°íkladem jsou strojovØ rozpoznÆvÆní
znak• (OCR), rozpoznÆvÆní SPZ na fotogra�ích automobil•, rozpoznÆvÆní

134 Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021



popisných £ísel z fotogra�í dom• (provÆd¥no nap°íklad v programu Goo-
gle Street View), p°evod mluvenØho slova na text £i do jinØ srozumitelnØ
podoby. ZajímavØ jsou i œlohy, kdy p°evÆdíme textovÆ data op¥t na text,
nap°íklad automatický p°eklad mezi r•znými p°irozenými jazyky (p°íkla-
dem je Google Translate). Po£íta£ovØ zpracovÆní p°irozenØho jazyka je
jednou z oblastí, kde metody strojovØho u£ení nachÆzí nejvíce uplatn¥ní.

Detekce anomÆlií Program prochÆzí sekvencí objekt• a ozna£í objekty,
kterØ jsou pro danou sekvenci netypickØ. Pokud se nap°íklad program na-
u£í rozpoznÆvat obvyklØ chovÆní majitele kreditní karty, m•”e p°i jejím
zneu”ití upozornit banku na nezvyklØ chovÆní. Banka pak m•”e kartu za-
blokovat, kontaktovat majitele apod.

SyntØza a vzorkovÆní Programu p°edlo”íme mno”inu dat a pak chceme,
aby generoval (nÆhodnÆ) data podobnÆ t¥m, kterÆ jsme mu p°edlo”ili. Ta-
kový program se potom hodí v situacích, kdy pot°ebujeme generovat velkØ
mno”ství dat, jejich” ru£ní vytvo°ení by bylo nÆkladnØ nebo zdlouhavØ.
Nap°íklad pro generovÆní textur velkých objekt• v po£íta£ových hrÆch, ge-
nerovÆní nÆhodných obrÆzk• apod. Do tØto kategorie m•”eme takØ za°adit
°e£ovou syntØzu, kdy po£íta£ podle p°edlo”enØho textu vytvÆ°í mluvenou
podobu danØho textu.

Dopln¥ní chyb¥jících hodnot Programu p°edlo”íme data, ve kterých
n¥kterØ hodnoty chybí, a chceme, aby program chyb¥jící hodnoty doplnil.
Na rozdíl od œlohy klasi�kace není pevn¥ dÆno, co mÆ program prediko-
vat. Dopl‹ovÆní chyb¥jících hodnot lze vyu”ít nap°íklad v doporu£ovacích
systØmech. Nap°íklad p°i doporu£ovÆní knih bychom cht¥li u”ivateli do-
poru£it knihu, kterÆ se mu bude líbit, ale kterou je†t¥ ne£etl. V datech
zachycujících hodnocení knih u”ivateli je to, jak se mu dosud nep°e£t¥nÆ
knihu bude líbit, jist¥ chyb¥jící hodnota.

Ve zbytku £lÆnku se pro jednoduchost zam¥°íme jenom na œlohy klasi-
�kace a regrese.

2. U£ení, model

Po£íta£ový program m•”e získat zku†enosti (tedy n¥co se nau£it) po-
mocí u£icího algoritmu z p°edlo”ených trØnovacích dat � mno”iny p°íklad•,
ze kterých chceme, aby se program u£il. Budeme p°edpoklÆdat, ”e ka”dý
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p°íklad je vyjÆd°en jako vektor reÆlných £ísel

x 2 Rn :

Jednotlivým polo”kÆm x °íkÆme vlastnosti £i atributy (anglicky features,
attributes). V konkrØtních aplikacích je nutnØ je n¥jakým zp•sobem získat
ze skute£ných objekt•, kterými se zabývÆme. Pokud se nap°íklad jednÆ
o lØka°skÆ data, kde jsou skute£nými objekty pacienti, m•”e být v trØ-
novacích datech pacient reprezentovÆn jako vektor slo”ený z pacientova
tlaku, teploty apod., tedy z £ísel, kterÆ jsme schopni získat pomocí lØka°-
ských test•. V œlohÆch klasi�kace a regrese je potom ka”dý p°íklad dopln¥n
sprÆvným výsledkem. P°ipome‹me, ”e v p°ípad¥ klasi�kace je výsledkem
jedno z kone£nØho po£tu £ísel, kterÆ odpovídají t°ídÆm, do kterých objekty
klasi�kujeme. V p°ípad¥ regrese je sprÆvným výsledkem libovolnØ reÆlnØ
£íslo. Úkolem u£icího algoritmu je p°e£íst trØnovací data a n¥jakým zp•so-
bem odvodit a zapamatovat si sprÆvný vztah mezi p°íklady a sprÆvnými
výsledky. U£ení, kterØ pracuje takovým zp•sobem, °íkÆme u£ení s u£itelem
(anglicky supervised learning). Existují i jinØ druhy u£ení, kterØ jsou po-
t°eba pro jinØ œlohy ne” klasi�kace a regrese. U£ení bez u£itele zpracovÆvÆ
data, kterÆ neobsahují sprÆvnØ výsledky (pojem sprÆvný výsledek v da-
nØm kontextu nedÆvÆ v•bec smysl). Cílem algoritmu je nau£it se vnit°ní
strukturu danØ trØninkovØ mno”iny, kterÆ se potØ dÆ vyu”ít; nap°íklad p°i
syntØze objekt• podobných t¥m z trØnovací mno”iny, p°i hledÆní anomÆlií
apod. Posledním význa£ným typem u£ení je tzv. reinforcement learning.
P°i n¥m u£icímu algoritmu nesta£í pouze p°e£íst trØnovací data, ale navíc
neustÆle komunikuje se svým okolím a z tØto komunikace se dÆle u£í. Na-
p°íklad program pro hraní deskovØ hry Go, který nedÆvno porazil nejlep†í
lidskØ hrÆ£e, se Go nau£il hrÆt tím, ”e hrÆl sÆm se sebou. Pro u£ení vyu”il
informace o tom, kterØ strategie byly v t¥chto partiích œsp¥†nØ.

Proto”e se ve zbytku £lÆnku chceme zabývat klasi�kací a regresí, zam¥-
°íme se pouze na u£ení s u£itelem.

Soubor informací o tom, jakým zp•sobem si program pamatuje to, co
se nau£il, a jakým zp•sobem to pak vyu”ije ke klasi�kaci £i regresi (tedy
jakým zp•sobem program provede výpo£et, kdy pro daný vstup spo£ítÆ
výstup: klasi�ka£ní t°ídu nebo reÆlnØ £íslo) ozna£ujeme jakomodel. Obecn¥
m•”eme model de�novat jako funkci

y = f (� ; x );

kde � jsou tzv. parametry modelu. Pomocí hodnoty parametr• si model
pamatuje, co se nau£il. Obecn¥ o� a f více °íct nem•”eme. U konkrØtního
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modelu ov†em obojí musíme p°esn¥ speci�kovat: musíme °íci, jakØ para-
metry model mÆ, a musíme °íci, jakf pro danØ� a x spo£ítÆy. Úlohou
u£icího algoritmu pak je na zÆklad¥ trØnovacích dat vhodnØ� nalØzt.

JakØ� chceme, aby u£icí algoritmus vrÆtil? Pro za£Ætek se spokojíme
s tím, aby model sprÆvn¥ klasi�koval (£i po£ítal regresi pro) p°íklady z trØ-
novacích dat. SamotnØ u£ení v¥t†inou probíhÆ tak, ”e zavedeme tzv. chy-
bovou funkci zachycující jak dob°e (resp. †patn¥) model pro konkrØtní� na
trØnovacích datech funguje. Hodnoty parametr• potØ upravujeme s cílem
chybovou funkci minimalizovat.

3. Lineární regrese

LineÆrní regrese je model pro œlohu regrese. Model je dÆn jako

y = w � x ;

kde jsou parametry modelu dÆny vektoremw 2 Rn , x 2 Rn je vstup, a
y 2 R je pak výsledek. Pomocí � zna£íme skalÆrní sou£in vektor•. Jed-
notlivØ slo”ky vektoru w m•”eme interpretovat jako vÆhy, jakØ p°iklÆdÆme
jednotlivým slo”kÆm x . Pokud je vÆha n¥kterØ slo”kyw vysokÆ, mÆ zm¥na
p°íslu†nØ slo”kyx velký vliv na hodnotu y. P°íklad modelu m•”eme nalØzt
na obr. 1.

P°esnost modelu m¥°íme pomocí st°ední kvadratickØ chyby (anglicky
mean squared error, zkratkaMSE). P°edpoklÆdejme, ”e trØnovací mno”ina
je slo”ena z m dvojic ve tvaru (x ; y), kde x 2 Rn je trØnovací p°íklad
a y 2 R je o£ekÆvanÆ sprÆvnÆ odpov¥⁄. Technicky se nÆm bude hodit,
kdy” p°íklady uspo°ÆdÆme do maticeX o rozm¥rechm � n tak, ”e °Ædky
X odpovídají jednotlivým p°íklad•m. Jim odpovídající sprÆvnØ odpov¥di
uspo°ÆdÆme do vektoruy . Výsledky, kterØ model spo£ítÆ pro jednotlivØ
p°íklady, pak shromÆ”díme do vektoruy , tak ”e i -tÆ slo”kay je výsledek,
který dÆ model pro i -tý p°íklad. Hodnotu MSE potom spo£ítÆme jako

MSE(w ) =
1
m

mX

i =1

(y � y )2
i :

(indexem i tu ozna£ujemei -tou slo”ku vektoru y � y ). Vidíme, ”e £ím více
se slo”ky vektoru y , tedy výsledky spo£ítanØ modelem, li†í od p°íslu†ných
slo”ek vektoru y , tedy od sprÆvných výsledk•, tím je MSE(w ) v¥t†í. TakØ
si v†imn¥me, ”eMSE uva”ujeme jako funkci zÆvislou na vektoru vah a na
obsahu trØnovací mno”iny. P°i u£ení je ov†em trØnovací mno”ina �xní.
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TrØnovací mno”ina

x y

1 1.1
1.5 1.2
2 2.6
3 2.9
6 6.2
8 7.9

Model a jeho p°esnost

Model: y = 1 :0129� x � 0:181
MSE: 0:086
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Obr. 1 Nau£ený model lineÆrní regrese. P°íklady z trØnovací mno”iny jsou reÆlnÆ
£ísla. Model i trØnovací mno”ina je zachycena pomocí grafu vpravo. Symboly �
zna£í jednotlivØ p°íklady z trØnovací mno”iny, £ervenÆ p°ímka odpovídÆ nau-
£enØmu modelu. P°esn¥ji, je to mno”ina bod• (x; y ), pro kterØ platí rovnost
y = 1 :0129� x � 0:181.

U£icí algoritmus pro lineÆrní regresi mÆ za cíl najít takový vektorw ,
který minimalizuje MSE(w ). Za tímto œ£elem hledÆme takový vektor, pro
který je gradient MSE nulový. Matematicky zru£ný £tenÆ° by jist¥ po chvíli
po£ítÆní p°i†el na to, ”e v takovØm p°ípad¥ musí platit

w = ( X T X ) � 1X T y :

Do posledního °Ædku dosadíme zaX a y (tedy dosadíme data z trØno-
vací mno”iny) a spo£ítÆme vzniklØ normÆlovØ rovnice (jak rovnice vy°e†it
z prostorových d•vod• vynechÆme).

Nakonec poznamenejme, ”e lineÆrní regrese je ve skute£nosti dÆna

y = w � x + b;

kde b 2 R je dal†í parametr, kterØmu °íkÆmebias. Model po°Æd po£ítÆ
lineÆrní funkci, jenom nyní nemusí prochÆzet po£Ætkem. Pro nulový vektor
model spo£ítÆ hodnotub, nikoliv 0.
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Obr. 2 P°íklad rozhodovacího stromu. TrØnovací mno”ina, její” p°íklady jsou
tvo°eny body z R2 , je zobrazena vlevo. Body klasi�kujeme do t°í t°íd ozna£ených
symboly � ; r a � . P°íslu†ný rozhodovací strom je zobrazen vpravo. Z obrÆzk•
lze vy£íst intuici na pozadí tohoto p°íkladu. Ka”dØmu d¥lícímu uzlu ve stromu
odpovídÆ jeden z obdØlník• na obrÆzku vlevo a œse£ka, kterÆ tento obdØlník
rozd¥luje na dva podobdØlníky. Ka”dý z podobdØlník• odpovídÆ jednØ hran¥
vedoucí z uzlu do jeho potomk•. P°i klasi�kaci za£ínÆme s celým obdØlníkem.
P°i p°echodu do potomka aktuÆlního uzlu si pak vybírÆme obdØlník, pro který
je podmínka na p°íslu†nØ hran¥ ve stromu pravdivÆ. NÆ† rozhodovací strom je
binÆrní, to obecn¥ nemusí platit.

4. Rozhodovací stromy

Rozhodovací strom je model ur£ený pro klasi�kaci. Je schopen zpraco-
vat jak numerickØ tak kategorickØ atributy. Kategorický atribut je takový
atribut, který m•”e nabývat pouze kone£nØho po£tu r•zných hodnot. Roz-
hodovací strom je ko°enový strom, který obsahuje dva typy uzl•. Prvním
typem uzlu je list. Ka”dý list v rozhodovacím stromu mÆ p°i°azenu jednu
klasi�ka£ní t°ídu, p°i£em” ale m•”e mít více list• p°i°azenu stejnou t°ídu.
Zbývající uzly stromu, tj. vnit°ní uzly a ko°en, nazývÆme d¥licí uzly. Ka”dý
z nich mÆ p°i°azen jeden atribut z trØnovací mno”iny. Ka”dØ z hran ve-
doucí z d¥lícího uzlu do jeho potomk• je p°i°azena jedna logickÆ podmínka,
její” pravdivost zÆvisí na hodnot¥ atributu, který je d¥licímu uzlu p°i°a-
zen. P°itom pro ka”dou hodnotu tohoto atributu musí být pravdivÆ prÆv¥
jedna z podmínek. P°i klasi�kaci prochÆzíme strom od ko°ene do listu, vý-
sledkem je pak t°ída, kterÆ je cílovØmu listu p°i°azena. P°itom v ka”dØm
d¥licím uzlu vyhodnotíme podmínky p°i°azenØ hranÆm vedoucím do jeho
potomk• a p°ejdeme do potomka, který odpovídÆ hran¥, její” podmínka je
pro klasi�kovaný vektor pravdivÆ. Víme, ”e takový potomek je v”dy prÆv¥
jeden a pr•chod stromem je tedy jednozna£ný.
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Kvalitu rozhodovacího stromu m•”eme ur£it pomocí dvou kritØrií. Sa-
moz°ejm¥ chceme, aby strom co nejlØpe klasi�koval (tedy vracel co nejvíce
sprÆvných výsledk•). Chceme ale takØ, aby strom nebyl p°íli† velký.

U£icí algoritmy, kterØ na zÆklad¥ trØnovací mno”iny rozhodovací strom
sestaví, vychÆzejí z nÆsledující my†lenky. Strom je konstruovÆn postupn¥
od ko°ene k list•m pomocí procedury Split . Vstupem tØto procedury
je trØnovací mno”ina, jejím výsledkem je rozhodovací strom. Procedura
nejd°íve vytvo°í nový uzel a rozhodne, jestli bude listovým uzlem. Pokud
ano, p°i°adí mu p°íslu†nou t°ídu a vrÆtí ho jako výsledek. Pokud není
uzel listovým, nalezne vhodný atribut, který vytvo°enØmu uzlu p°i°adí,
ur£í po£et potomk• a navrhne vhodnØ podmínky pro hrany do t¥chto po-
tomk• vedoucích. Pro ka”dou z t¥chto podmínek rekurzivn¥ zavolÆSplit
s argumentem rovným tØ £Æsti trØninkovØ mno”iny, pro ni” je podmínka
pravdivÆ. Ko°en stromu, který toto rekurzivní volÆní vrÆtí, pak p°ipojí
jako potomka aktuÆlního uzlu.

KonkrØtní u£icí algoritmy se li†í p°edev†ím ve zp•sobu nalezení vhod-
nØho d¥licího atributu, po£tu potomk• a jim odpovídajících podmínek. Vy-
sv¥tlení konkrØtního algoritmu je mimo rozsah £lÆnku, uvedeme tedy ale-
spo‹ jmØna nejznÆm¥j†ích algoritm•. Jsou to ID3, C4.5, CART, CHAID,
MARS. Pokro£ilØ algoritmy b¥hem konstrukce stromu provÆd¥jí r•znØ op-
timalizace, vypou†t¥jí £Æsti stromu, kterØ p°íli† nezhor†í klasi�ka£ní chybu
apod.

5. P°eu£ení a nedou£ení

V p°edchozích kapitolÆch jsme p°esnost nau£enØho modelu testovali na
datech z trØnovací mno”iny. Ve skute£nosti ov†em model u£íme kv•li tomu,
abychom um¥li klasi�kovat p°íklady, kterØ se v trØninkovØ mno”in¥ nevy-
skytují, tedy kv•li jeho schopnosti generalizovat. Pro dal†í œvahy tedy
musíme rozli†ovat trØnovací chybu a testovací chybu. TrØnovací chyba je
chybou, kterou m¥°íme na p°íkladech z trØnovací mno”iny, kde”to testo-
vací chybu m¥°íme na datech, kterØ do trØnovací mno”iny nepat°í. Vztah
mezi ob¥ma typy chyb je p°edm¥tem bÆdÆní v oblasti nazývanØstatistickÆ
teorie u£ení (anglicky statistical learning theory). Abychom byli schopni
n¥co rozumnØho °íci, musíme zavØst p°edpoklady o trØnovacích a testova-
cích datech. P°edpoklÆdÆme, ”e trØnovací i testovací p°íklady vzorkujeme
se stejným pravd¥podobnostním rozlo”ením, a ”e jednotlivØ p°íklady jsou
na sob¥ nezÆvislØ. Po chvilce uva”ovÆní zjistíme, ”e o£ekÆvanÆ trØninkovÆ
chyba by m¥la být men†í ne” o£ekÆvanÆ testovací chyba. Po rozumnØm

140 Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021



u£icím algoritmu tedy chceme, aby m¥l malou trØnovací chybu a sou£asn¥
malý rozdíl mezi trØnovací a testovací chybou. Pokud mÆ model po nau£ení
velkou trØnovací chybu, °íkÆme o n¥m ”e jenedou£ený (anglicky under�t-
ted). Pokud mÆ malou trØnovací chybu, ale velký rozdíl mezi trØninkovou
a testovací chybou, je modelp°eu£ený (anglicky over�tted).

Nedou£enost a p°eu£enost souvisí skapacitou modelu, mírou toho jak
slo”itÆ data je schopen se model nau£it. Hlavní slo”ku kapacity tvo°í ve-
likost mno”iny funkcí, kterØ je model pro rozsah hodnot svých parametr•
schopen po£ítat � tzv. prostor hypotØz. Nap°íklad u lineÆrní regrese tvo°í
prostor hypotØz lineÆrní funkce. Pokud bychom v†ak uvÆ”ili polynomický
model stupn¥s jako

y = b+ w 1 � x 1 + w 2 � x 2 + : : : + w s � x s

(index w nyní £ísluje vektory, nikoli slo”ky vektor•, polo”ky vektoru x c

jsou c-tØ mocniny polo”ek vektorux ), vidíme, ”e se zvy†ujícím ses ost°e
roste i prostor hypotØz. Kapacita modelu by m¥la odpovídat slo”itosti dat.
Pokud je kapacita modelu men†í, ne” je pot°eba, dojde k nedou£ení � model
se není schopen nau£it ani trØninkovou mno”inu. Pokud je naopak kapacita
modelu p°íli† vysokÆ, m•”e dojít k p°eu£ení. P°íklad tohoto fenomØnu je na
obr. 3. Podotkn¥me takØ, ”e kapacita modelu zÆle”í nejenom na prostoru
hypotØz, ale i na schopnosti u£icího algoritmu nalØzt v tomto prostoru tu
sprÆvnou funkci.

Obr. 3 Kapacita, p°eu£ení a nedou£ení. TrØnovací p°íklady jsou vybrÆny tak, aby
le”ely p°ibli”n¥ na kvadrice. LineÆrní regrese na obrÆzku vpravo není schopna se
nau£it s malou trØnovací chybou. KvadratickÆ funkce uprost°ed odpovídÆ slo”i-
tosti œlohy, mÆ malou trØnovací i testovací chybu. Polynom vysokØho stupn¥ na
obrÆzku vpravo je schopen se nau£it s malou trØnovací chybou, testovací chybu
mÆ ov†em velkou.

Na zÆv¥r kapitoly je†t¥ uvedeme dva význa£nØ výsledky, kterØ statis-
tickÆ teorie u£ení p°inesla. První lze bez technických podrobností formulo-
vat nÆsledovn¥:Rozdíl mezi trØnovací a testovací chybou lze seshora ome-
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zit kvantitou, kterÆ roste s kapacitou modelu. Tato kvantita nicmØn¥ klesÆ
s po£tem p°íklad• v trØninkovØ mno”in¥.Pokud tedy dochÆzí k p°etrØno-
vÆní, m•”eme se situaci pokusit vy°e†it roz†í°ením trØninkovØ mno”iny.
Druhý výsledek je tzv. No free lunch theorem, který °íkÆ, ”e pokud uvÆ-
”íme pr•m¥r p°es v†echna pravd¥podobnostní rozd¥lení dat, pak v†echny
u£icí algoritmy vedou ke stejnØ testovací chyb¥.Tedy v jistØm smyslu ne-
existuje ”Ædný nejlep†í u£icí algoritmus. Na†t¥stí v praxi v”dy pracujeme
s daty, kterÆ odpovídají konkrØtnímu pravd¥podobnostnímu rozd¥lení a
tomuto rozd¥lení m•”eme u£icí algoritmy p°izp•sobit.

6. Deep learning

P°ipome‹me, ”e deep learning je kolekce metod, kterØ komplexní data
reprezentují jako hierarchii koncept•, v ní” slo”it¥j†í, abstraktn¥j†í kon-
cepty tvo°íme z jednodu††ích, mØn¥ abstraktních koncept•. V tØto kapitole
popí†eme nejpopulÆrn¥j†í model z tØto kategorie �dop°ednou vícevrstvou
neuronovou sí·, n¥kdy takØ nazývanouvícevrstvý perceptron.

NeuronovÆ sí· se sklÆdÆ z (um¥lých) neuron•, malých jednotek po£í-
tajících jednoduchou funkci. Tato funkce p°i°azuje vektoru x 2 Rn £íslo
y 2 R. Je de�novanÆ (uvÆ”íme-li ji jako model)

f (w ; x ) = g(w � x + b):

Vektor w 2 Rn a £íslo b 2 R jsou parametry modelu, w ozna£ujeme
jako vektor vah a b je bias. P°ipome‹me, ”e operace � je skalÆrní sou-
£in dvou vektor•. Funkce g: R ! R je tzv. aktiva£ní funkce, výslednØ
hodnot¥ °íkÆmeaktivace neuronu. Mezi £asto pou”ívanØ aktiva£ní funkce
pat°í identita g(x) = x (pak je neuron v podstat¥ lineÆrní regresí), RLU
(zkratka anglickØho recti�er linear unit) g(x) = max(0 ; x), a logistickÆ
funkce g(x) = 1 =(1 + ex ). Gra�ckØ znÆzorn¥ní jednoho neuronu lze nalØzt
na obr. 4.

Um¥lý neuron je inspirovÆn tím, jak funguje biologický neuron v lidskØm
mozku. Biologický neuron je bu‹ka, kterÆ je schopna po synapsích, tj.
spojeních s ostatními neurony, p°ijímat elektrickØ signÆly. Tyto signÆly
potom agregovat, spo£ítat z nich svoji aktivaci a jako elektrický signÆl ji
po synapsích poslat dal†ím neuron•m.

Ve vícevrstvØm perceptronu jsou neurony rozd¥leny do lineÆrn¥ uspo°Æ-
danØ sekvence vrstev, kde vrstvou myslíme mno”inu neuron•. P°edpoklÆ-
dejme, ”e mÆme vrstvy o£íslovÆny £ísly 1, 2, . . . ,d. Neurony z jednotlivých
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vrstev jsou propojeny tak, aby vektor aktivací neuron• z vrstvy i slou”il
jako vstup neuron• ve vrstv¥ i + 1 . V poslední vrstv¥ se nachÆzí pouze je-
den vektor. V†echny vrstvy mimo poslední ozna£ujeme jakoskrytØ. P°íklad
vícevrstvØho perceptronu je na obr. 4 dole.

Obr. 4 Gra�ckÆ reprezentace jednoho neuronu (naho°e) a dop°ednØ vícevrstvØ
perceptronovØ sít¥ (dole). VÆhy a n¥kterØ synapse jsou pro p°ehlednost vyne-
chÆny.

P°i výpo£tu vícevrstvý perceptron nejd°íve pou”ije vstup celØ sít¥ jako
vstup pro v†echny neurony první skrytØ vrstvy, kterØ spo£ítají svoje akti-
vace. Ty potØ slou”í jako vstup pro neurony druhØ vrstvy, jejich” aktivace
slou”í jako vstup neuron• t°etí vrstvy. Takto výpo£et pokra£uje dÆle a”
k poslední vrstv¥. Aktivace jejího jedinØho neuronu je pak výstupem celØ
sít¥.

Pro£ m•”eme vícevrstvý perceptron po£ítat mezi metody deep learning?
Pro jednoduchost uva”me situaci, kdy neuron pou”ijeme ke klasi�kaci do
dvou t°íd. To m•”eme za°ídit tak, ”e budeme aktivaci neuronu porovnÆvat
s n¥jakou prahovou hodnotou. Pokud bude aktivace v¥t†í, vrÆtíme první
t°ídu, pokud bude men†í, vrÆtíme druhou t°ídu. Jeden neuron je scho-
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pen sprÆvn¥ klasi�kovat pouze lineÆrn¥ odd¥litelnØ mno”iny vstup•, tj.
mno”iny, ve kterých m•”eme v†echny p°íklady pat°ící do jednØ klasi�ka£ní
t°ídy odd¥lit od p°íklad• pat°ící do druhØ t°ídy pomocí hyperroviny (p°i-
pome‹me, ”e vstupy sít¥ jsou body v n-rozm¥rnØm prostoru). V p°ípad¥
dvourozm¥rnØho prostoru, tedy plochy, je hyperrovinou p°ímka. Z tohoto
pohledu m•”e v datech jeden neuron rozpoznÆvat jenom velmi jednoduchØ
koncepty. Vícevrstvý perceptron toto omezení p°ekonÆvÆ. Neurony v první
vrstv¥ sice rozpoznÆvají jednoduchØ koncepty z trØnovacích dat, ale neu-
rony v druhØ vrstv¥ rozpoznÆvají jednoduchØ koncepty z aktivací neuron•
z první vrstvy a to u” nejsou jednoduchØ koncepty z trØninkovØ mno”iny,
ale jejich kombinace! P°íklad tohoto fenomØnu vidíme na obr. 5, který
zachycuje dvouvrstvý perceptron, který po£ítÆ logickou funkci XOR; je-
den neuron to p°itom nedokÆ”e. Obecn¥ m•”eme °íci, ”e £ím hlub†í vrstva
je, tím slo”it¥j†í koncepty umí v datech rozpoznat. Výsledek celØ sít¥ je
spo£ítÆn z t¥ch nejslo”it¥j†ích.

Obr. 5 Dop°ednÆ vícevrstvÆ perceptronovÆ sí· po£ítající fukci XOR (naho°e).
Jako aktiva£ní funkce je pou”ita RLU. Na dolním grafu zleva vidíme zobrazení
funkce XOR ve dvourozm¥rnØm prostoru. Snadno vypozorujeme, ”e nelze na-
lØzt p°ímku tak, aby v tomto prostoru odd¥lovala hodnoty 0 od hodnot 1. Na
vedlej†ím grafu jsou jednotlivØ polo”ky zobrazeny po pr•chodu skrytou vrstvou
sít¥. Osa x1 zachycuje aktivaci horního neuronu, osa x2 dolního neuronu skrytØ
vrstvy. Vidíme, ”e nyní lze 0 a 1 odd¥lit p°ímkou.
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U£icí algoritmus pro vícevrstvý perceptron je zalo”en na gradientní me-
tod¥. Pokud model vyjÆd°íme jakof (� ; x ); kde � jsou parametry modelu a
chybovÆ funkceL , kterou uva”ujeme jako zÆvislou na� , je diferencovatelnÆ
(p°íkladem chybovØ funkce je nap°íklad MSE z kapitoly o lineÆrní regresi),
pak m•”eme spo£ítat její gradient r L (� ). Ten ukazuje sm¥rem, kterým
chybovÆ funkce nejvíce roste, opa£ným sm¥rem tedy nejvíce klesÆ. Pro-
to”e chcemeL minimalizovat, �posuneme� � tímto sm¥rem. V algoritmu
tedy nejd°íve vygenerujeme po£Æte£ní parametry� 1, pak s pomocí trØno-
vací mno”iny (pou”ijeme bu⁄ jeden p°íklad nebo více p°íklad• v zÆvislosti
na konkrØtním modelu a algoritmu) spo£teme gradient chybovØ funkce a
s jeho pomocí upravíme parametry modelu vztahem

� i +1 = � i � � r L (� i )

(� je u£icí konstanta ur£ující velikost �posunutí� ). V p°ípad¥ vícevrstvØho
perceptronu lze gradient spo£ítat metodou, na kterou se lze dívat jako na
zp¥tný výpo£et sít¥, kterým se vzniklÆ chyba †í°í od nejhlub†ích vrstev a”
k první skrytØ vrstv¥. Odtud takØ nÆzev algoritmu �backpropagation.

Velkou výhodou vícevrstvØho percepronu je, ”e jeho dop°edný výpo-
£et i u£icí algoritmus jdou snadno paralelizovat. Výpo£ty aktivací v†ech
neuron• z jednØ vrstvy m•”eme toti” po£ítat v r•zných vlÆknech a není
je pot°eba synchronizovat. Pouze je nutnØ pomocí bariØry synchronizovat
výpo£et mezi sousedním vrstvami. V minulých letech se takØ objevilo n¥-
kolik nových, výpo£etn¥ velmi efektivních u£icích algoritm•. Pro °e†ení
konkrØtní œlohy tak lze pou”ít sí· s dostate£ným po£tem skrytých vrstev,
kterou lze efektivn¥ u£it i pou”ívat.

ZÆjemc•m o hlub†í informace o deep learning doporu£uji knihu [1], kterÆ
je zdarma p°ístupnÆ na adresehttp://www.deeplearningbook.org/ .

L i t e r a t u r a

[1] Goodfellow, I., Bengio, Y., Courville, A. : Deep Learning. MIT Press, 2016.
DostupnØ z:http://www.deeplearningbook.org/ .
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Vybalancovaný œsek
(Úlohy z MO kategorie P, 41. £ást)

PAVEL TÖPFER

Matematicko-fyzikÆlní fakulta UK, Praha

V dne†ním pokra£ovÆní na†eho dlouhodobØho seriÆlu v¥novanØho zají-
mavým problØm•m z MatematickØ olympiÆdy kategorie P (programovÆní)
se budeme v¥novat jednØ pom¥rn¥ snadnØ œloze z celostÆtního kola 43. ro£-
níku MO (†kolní rok 1993/94). Pat°í do velmi oblíbenØ a £asto vyu”ívanØ
kategorie œloh typu �prÆce s posloupnostmi £ísel� . UkÆ”eme si, ”e i takto
jednoduchý problØm lze °e†it r•znými zp•soby a s r•znou £asovou slo”i-
tostí. Nejprve se jako obvykle seznÆmíme s p°esným zadÆním œlohy.

* * * * * * * * * * * *

Souvislý œsek v posloupnosti celých £ísel nazvemevybalancovaným œse-
kem, jestli”e po£et kladných a po£et zÆporných £ísel v tomto œseku se sob¥
rovnají.

Je dÆno celØ £ísloN (1 � N � 1 000 000) a posloupnostN celých £ísel.
Napi†te program, který ur£í dØlku maximÆlního vybalancovanØho œseku
v zadanØ posloupnosti £ísel. P°i nÆvrhu programu se zam¥°te na dosa”ení
co nejv¥t†í rychlosti výpo£tu.

P°íklad : Pro N = 10 a posloupnost £ísel 8 6 4 7� 5 � 3 2 0 � 1 9 bude
výsledkem £íslo 7, nebo· nejdel†í vybalancovaný œsek 4 7� 5 � 3 2 0 � 1
(p°ípadn¥ jiný stejn¥ dlouhý vybalancovaný œsek 7 � 5 � 3 2 0 � 1 9) je
tvo°en sedmi £ísly.

* * * * * * * * * * * *

Prvky zadanØ posloupnosti si ozna£ímea1; a2; : : : ; aN . Pro snaz†í po-
pis algoritm• si zavedeme pojembalance œseku. Balance œsekuai ; : : : ; aj
udÆvÆ, o kolik více je v tomto œseku posloupnosti kladných £ísel ne” zÆ-
porných. Je-li v n¥jakØm œseku posloupnosti zÆporných £ísel více ne” klad-
ných, potom balance tohoto œseku mÆ zÆpornou hodnotu. V†imn¥te si, ”e
p°ípadnØ nulovØ prvky posloupnosti se do balance nijak nezapo£ítÆvají,
ovliv‹ují ov†em dØlku œseku. Vybalancovaným œsekem tedy rozumíme ta-
kový œsek, který mÆ nulovou balanci.
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Pokud si celou posloupnost £ísel ulo”íme do pole, abychom se mohli
k jejím prvk•m opakovan¥ vracet, œloha mÆ primitivní °e†ení spo£ívající
v otestovÆní v†ech souvislých œsek• danØ posloupnosti. Takových œsek•
existuje O(N 2), nebo· N zp•soby m•”eme zvolit za£Ætek œsekui a pro
ka”dou volbu za£Ætku m•”eme O(N ) zp•soby zvolit konec œsekuj . Pro-
jít œsekai ; : : : ; aj a spo£ítat jeho balanci p°edstavuje prÆci O(N ), tak”e
celkovÆ £asovÆ slo”itost tohoto triviÆlního algoritmu je O(N 3).

program Vybalancovany_Usek_1 ;
{ kubická £asová sloºitost }

const MaxN = 1000000;
var N: i n t e g e r ; {po£et £ísel v posloupnosti }

A: array [ 1 . . MaxN] of i n t e g e r ; {zadaná posloupnost }
b : i n t e g e r ; {balance úseku i .. j }
Max: i n t e g e r ; {délka max. vybalancovaného úseku}
i , j , k : i n t e g e r ;

begin
Max:=0;
read (N) ;
for i :=1 to N do

read (A[ i ] ) ;
for i :=1 to N do { za£átek úseku}

for j := i to N do {konec úseku}
begin
b :=0;
for k:= i to j do

i f A[ k ] > 0 then
b:=b+1

e lse i f A[ k ] < 0 then
b:=b = 1;

i f (b = 0) and ( j = i +1 > Max) then
Max:= j = i +1

end ;

i f Max = 0 then
w r i t e l n ( ’ Vybalancovany usek n e e x i s t u j e ! ’ )

e lse
w r i t e l n ( ’ Delka maximalniho vybalancovaneho useku : ’ , Max)

end .
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Výpo£et m•”eme urychlit lep†í organizací prÆce. V p°edchozím °e†ení
jsme ov¥°ovali balanci ka”dØho œseku zvlÆ†·. ZnÆme-li v†ak balanci n¥ja-
kØho œsekuai ; : : : ; aj a chceme ur£it balanci œseku o jeden prvek del†ího
ai ; : : : ; aj +1 , je zbyte£nØ prochÆzet tento nový œsek celý od za£Ætku. Jed-
nodu††í a rychlej†í je vyu”ít p°edchozí znÆmou hodnotu balance a pouze ji
v konstantním £ase upravit podle znamØnka p°idanØho posledního prvku
aj +1 . V programu tedy budeme postupn¥N zp•soby volit za£Ætek œsekui
a pro ka”dou volbu za£Ætku zvolíme O(N ) zp•soby konec œsekuj . Výpo-
£et balance œsekuai ; : : : ; aj provÆdíme pr•b¥”n¥ v”dy s vyu”itím znÆmØ
balance p°edchozího œseku, jak je popsÆno vý†e. CelkovÆ £asovÆ slo”itost
takto upravenØho algoritmu se tím sní”í na O(N 2).

program Vybalancovany_Usek_2 ;
{ kvadratická £asová sloºitost }

const MaxN = 1000000;
var N: i n t e g e r ; {po£et £ísel v posloupnosti }

A: array [ 1 . . MaxN] of i n t e g e r ; {zadaná posloupnost }
b : i n t e g e r ; {balance úseku i .. j }
Max: i n t e g e r ; {délka max. vybalancovaného úseku}
i , j , k : i n t e g e r ;

begin
Max:=0;
read (N) ;
for i :=1 to N do

read (A[ i ] ) ;
for i :=1 to N do { za£átek úseku}

begin
b :=0;
for j := i to N do {konec úseku}

begin
i f A[ j ] > 0 then

b:=b+1
e lse i f A[ j ] < 0 then

b:=b = 1;
i f (b = 0) and ( j = i +1 > Max) then

Max:= j = i +1
end

end ;
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i f Max = 0 then
w r i t e l n ( ’ Vybalancovany usek n e e x i s t u j e ! ’ )

e lse
w r i t e l n ( ’ Delka maximalniho vybalancovaneho useku : ’ , Max)

end .

To ov†em stÆle je†t¥ není £asov¥ optimÆlní °e†ení. Úlohu dokÆ”eme vy-
°e†it s lineÆrní £asovou slo”itostí vzhledem k dØlce posloupnostiN , postup
prÆce nyní ale bude pon¥kud odli†ný a li†it se bude takØ zp•sob ulo”ení
dat. Pro ka”dØ £ísloai si nejprve spo£ítÆme balanci po£Æte£ního œseku
posloupnosti dØlkyi , tzn. œsekua1; a2; : : : ; ai . Tento œdaj ozna£ímeei a
dode�nujeme hodnotu e0 = 0 (po£Æte£ní œsek nulovØ dØlky mÆ balanci 0).
V†echny hodnotye1; e2; : : : ; eN dokÆ”eme snadno spo£ítat p°i jednom pr•-
chodu posloupností v £ase O(N ), postup jsme si ukÆzali v p°edchozím °e-
†ení œlohy. Pro ka”dØ po°adovØ £íslo prvku posloupnostii od 1 doN bude
jist¥ platit nerovnost � i � ei � i .

V†imn¥te si, ”e œsek posloupnostiai ; : : : ; aj je vybalancovaný prÆv¥
tehdy, kdy” prvky ai � 1, aj mají stejnou e-hodnotu, tj. kdy” platí rovnost
ei � 1 = ej . HledÆme-li maximÆlní vybalancovaný œsek v posloupnosti, sta£í
tedy nalØzt mezie-hodnotami dv¥ stejnÆ £íslaei � 1 = ej (1 � i � j � N ) co
nejvíce od sebe vzdÆlenÆ. Jejich vzÆjemnÆ vzdÆlenost v posloupnosti pak
p°ímo udÆvÆ dØlku maximÆlního vybalancovanØho œseku. Jestli”e neexis-
tuje ”ÆdnÆ dvojice stejných hodnotei � 1 = ej , jsou v†echna £ísla v posloup-
nosti kladnÆ nebo v†echna zÆpornÆ. TakovÆ posloupnost tudí” neobsahuje
”Ædný vybalancovaný œsek.

Bylo by jist¥ mo”nØ ulo”it si v†echna £íslaei do pole a v tomto poli
nÆsledn¥ vyhledÆvat dvojice stejných hodnot. Takový postup je ale zby-
te£n¥ pomalý. VyhledÆvÆní dvojic stejných £ísel v poli mÆ kvadratickou
asymptotickou £asovou slo”itost, bylo by to vlastn¥ jenom jinak realizo-
vanØ p°edchÆzející °e†ení œlohy. Výhodn¥j†í bude uklÆdat si informace
o jednotlivých e-hodnotÆch �inverzn¥� . Vytvo°íme si pomocnØ pole F,
pro v†echna i od 1 do N budeme postupn¥ po£ítat £íslaei a pro ka”-
dou nov¥ získanoue-hodnotu si ulo”íme do pole F p°íslu†ný index i , tzn.
polo”íme F[ei ] = i . Údaj F [m] nÆm tedy °íkÆ, kde jsme se setkali poprvØ
s e-hodnotou m (na kterØm indexu posloupnosti). Vzhledem k podmínce
� i � ei � i musí být pole F indexovÆno od� N do N . Vyu”ívat z n¥j
budeme pouze jistý souvislý œsek s indexy odX do Y . B¥hem zpracovÆ-
vÆní prvk• posloupnosti se velikost tohoto œseku m•”e zv¥t†ovat. V ka”-
dØm okam”iku zpracovÆní posloupnosti platí, ”e v†echna celÆ £ísla z in-
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tervalu hX; Y i p°estavují prÆv¥ v†echnye-hodnoty, s nimi” jsme se dosud
setkali.

Na za£Ætku výpo£tu polo”ímeX = 0 , Y = 0 a F[0] = 0, co” odpo-
vídÆ po£Æte£nímu prÆzdnØmu œseku posloupnosti s balancí 0. Postupn¥
budeme £íst £ísla tvo°ící zadanou posloupnost a zpracovÆvat je. Po p°e-
£tení £íslaai nejprve spo£ítÆme hodnotuei vý†e uvedeným zp•sobem na
zÆklad¥ zaznamenanØ p°edchozí hodnotyei � 1. Jestli”e ei < X , musí být
nutn¥ ei = X � 1. Zmen†íme tedy X o 1 a zaznamenÆme výskyt novØ
e-hodnoty F[X ] = i . Podobn¥ pro ei > Y zv¥t†ímeY o 1 a ulo”íme hod-
notu F [Y ] = i . Je-li £íslo ei z intervalu hX; Y i , pak stejnÆe-hodnota byla
ji” nalezena n¥kdy d°íve, a sice poprvØ p°i zpracovÆní prvku s indexem
F[ei ]. To ale znamenÆ, ”e nejdel†í vybalancovaný œsek kon£ící prvkemai
mÆ dØlkui � F[ei ]. Nyní u” jenom zbývÆ porovnat tuto dØlku s pr•b¥”n¥
uklÆdaným maximem z dØlek nalezených vybalancovaných œsek•.

Popsaný algoritmus je jist¥ kone£ný, jediný jeho cyklus se opakuje pro
ka”dØ £íslo zadanØ posloupnosti, tedyN -krÆt. ZpracovÆní ka”dØho £ísla vy-
”aduje vykonat jen konstantní po£et operací, tak”e celØ °e†ení mÆ lineÆrní
£asovou slo”itost vzhledem kN . Oproti ob¥ma pomalej†ím °e†ením zde
navíc pot°ebujeme pomocnØ pole F. Na druhou stranu ale zase u†et°íme
pam¥· tím, ”e posloupnost £ísel m•”eme zpracovÆvat pr•b¥”n¥ p°i £tení
dat ze vstupu a nemusíme si ji v•bec uklÆdat do pam¥ti. SprÆvnost al-
goritmu vyplývÆ ze skute£nosti, ”e systematicky prozkoumÆme maximÆlní
vybalancovanØ œseky kon£ící ka”dým z prvk• posloupnosti a z jejich dØlek
vybereme maximum.

program Vybalancovany_Usek_3 ;
{ l ineární £asová sloºitost }

const MaxN = 1000000;
var N: i n t e g e r ; {po£et £ísel v posloupnosti }

a : i n t e g e r ; {práv¥ zpracovávané £íslo }
i : i n t e g e r ; {po°adí zpracovávaného £ísla }
e : i n t e g e r ; {e-hodnota zpracovávaného £ísla }
X, Y: i n t e g e r ; {meze rozsahu nalezených e-hodnot }
F : array [= MaxN . . MaxN] of i n t e g e r ;

{ indexy prvních výskyt· jednotl ivých e-hodnot }
Max: i n t e g e r ; {délka max. vybalancovaného úseku}

begin
X:=0; Y:=0;
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F [ 0 ] : = 0 ;
e :=0;
Max:=0;

read (N) ;
for i :=1 to N do

begin
read ( a ) ;
i f a > 0 then

e :=e+1
e lse i f a < 0 then

e :=e = 1;
i f e < X then {nová nejmen²í e-hodnota }

begin X:=X = 1; F [X] := i end
e lse i f e > Y then {nová nejv¥t²í e-hodnota }

begin Y:=Y+1; F [Y] := i end
e lse {dal²í výskyt stejné e-hodnoty }

i f i =F [ e ] > Max then
Max:= i =F [ e ]

end ;

i f Max = 0 then
w r i t e l n ( ’ Vybalancovany usek n e e x i s t u j e ! ’ )

e lse
w r i t e l n ( ’ Delka maximalniho vybalancovaneho useku : ’ , Max)

end .
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ZPRÁVY A INFORMACE

Úst°ední kolo 70. ro£níku MO
kategorie A

Jubilejní, 70. ro£ník MatematickØ
olympiÆdy (MO) byl poznamenÆn,
stejn¥ jako celý vzd¥lÆvací systØm, epi-
demií covid-19. P°esto se jej poda°ilo
œst°ední komisi matematickØ olympi-
Ædy za pomoci krajských a okresních
komisí uspo°Ædat. Zde bychom cht¥li
pod¥kovat hlavn¥ v†em u£itel•m ma-
tematiky zÆkladních a st°edních †kol,
bez jejich” snahy a œsilí by to v ob-
dobí online výuky v•bec nebylo mo”nØ.
V†echna kola MO byla uspo°ÆdÆna
distan£ní formou, kdy ”Æci °e†ili œlohy
samostatn¥ doma.

Úst°ední kolo 70. ro£níku MO se
konalo ve dnech 21.�24. b°ezna 2021
a celØ prob¥hlo, stejn¥ jako v†echna
p°edchÆzející sout¥”ní kola, v distan£ní
form¥. Z 318 °e†itel• krajských kol ka-
tegorie A bylo k œ£asti pozvÆno 42 nej-
lep†ích °e†itel•, kte°í v krajskØm kole
získali (po celostÆtní koordinaci) ale-
spo‹ 18 bod•. Tito œ£astníci reprezen-
tovali 23 r•zných †kol z 8 kraj• �eskØ
republiky.

Sout¥” zahÆjili v ned¥li 21. b°ezna
p°edseda œst°ední komise MO doc.
RNDr. TomÆ† BÆrta, Ph.D., spolu
s p°edsedkyní Jednoty £eských ma-
tematik• a fyzik• doc. RNDr. Ale-
nou �olcovou, Ph.D., a d¥kanem
Matematicko-fyzikÆlní fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze doc. RNDr.

Mirko Rokytou, CSc. Jejich online pro-
jevy nejen uvítaly œ£astníky œst°ed-
ního kola, ale takØ otestovaly webovØ
prost°edí, ve kterØm œ£astníci doma
pod dohledem kamer nÆsledující dny
sout¥”ili. Pond¥lí a œterý ji” byly v¥-
novÆny vlastní sout¥”i, kdy ka”dý den
°e†itelØ p¥t minut p°ed za£Ætkem sou-
t¥”e obdr”eli zadÆní, potØ m¥li 4,5 ho-
diny £asu na °e†ení œloh a dal†ích
20 minut na nahrÆní svých °e†ení do
nov¥ vzniklØho systØmu pro odevzdÆ-
vÆní œloh MO (OSMO). Zatímco œ£ast-
níci mohli spolu komunikovat v on-
line prost°edí, na jejich °e†eních za-
£ali pracovat opravovatelØ, v¥t†inou ví-
t¥zovØ p°edchÆzejících ro£ník• MO. Ve
st°edu 24. b°ezna byly opravy ukon-
£eny a ve£er se konalo (op¥t online)
slavnostní vyhlÆ†ení výsledk• œst°ed-
ního kola, kde vít¥ze mimo p°edsedy
MO ocenil takØ zÆstupce skupiny �EZ
Mgr. Martin MÆca.

Dle organiza£ního °Ædu MO bylo
vyhlÆ†eno sedm vít¥z• œst°edního
kola, z nich” dva, Samuel Rosiar
a Matou† �afrÆnek, oba z G Jana
Keplera v Praze 6, získali plný po-
£et 42 bod•. DÆle bylo ocen¥no
dvanÆct œsp¥†ných °e†itel•. Podrob-
n¥j†í výsledky najdete na strÆnkÆch
http://www.matematickaolympiada.cz
/cs/olympiada-pro-stredni-skoly/70-ro
cnik-20-21 70. ro£níku MatematickØ
olympiÆdy. Tam takØ najdete vzorovÆ
°e†ení sout¥”ních œloh, jejich” zadÆní
uvÆdíme ní”e.
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První sout¥”ní den
(22. b°ezna 2021)

1. Zlomek s 1010 polí£ky v £itateli a
1011 polí£ky ve jmenovateli slou”í jako
hrací plÆn pro hru dvou hrÆ£•.

� + � + : : : + �
� + � + : : : + � + �

HrÆ£i se st°ídají v tazích. V ka”dØm
tahu hrÆ£ vybere jedno z £ísel 1, 2, . . . ,
2021 a vlo”í ho do libovolnØho prÆzd-
nØho polí£ka. Ka”dØ £íslo p°itom m•”e
být pou”ito jen jednou. Za£ínající hrÆ£
vyhrÆvÆ, jestli”e se hodnota zlomku po
zapln¥ní v†ech polí£ek li†í od £ísla1
o mØn¥ ne”10� 6 . V opa£nØm p°ípad¥
vyhrÆvÆ druhý hrÆ£. Rozhodn¥te, který
z hrÆ£• mÆ vít¥znou strategii.

2. Ozna£me I st°ed kru”nice ve-
psanØ pravoœhlØmu trojœhelníkuABC
s pravým œhlem p°i vrcholu A . DÆle
ozna£me jakoM a N st°edy œse£ekAB
a BI . Doka”te, ”e p°ímka CI je te£nou
kru”nice opsanØ trojœhelníkuBMN .

3. NavzÆjem r•znÆ nenulovÆ reÆlnÆ
£ísla a, b, c spl‹ují mno”inovou rovnost

f a + b; b+ c; c+ ag = f ab; bc; cag:

Doka”te, ”e platí rovn¥” rovnost

f a; b; cg =
�

a2 � 2; b2 � 2; c2 � 2
	

:

Druhý sout¥”ní den
(22. b°ezna 2021)

4. Najd¥te v†echna p°irozenÆ £íslan,
pro kterÆ platí rovnost

n + d(n) + d(d(n)) + : : : = 2021;

kde d(0) = d(1) = 0 a pro k > 1 je d(k)
superd¥litel £ísla k (tj. jeho nejv¥t†í d¥-
litel d s vlastností d < k ).

5. �et¥zec znak• nazveme œhledným,
mÆ-li sudou dØlku a jeho první po-
lovina je shodnÆ s druhou polovinou
(nap°. abab). �et¥zec nazveme p¥k-
ným , pokud ho lze rozd¥lit na n¥kolik
œhledných °et¥zc• (jako abcabcdede�
na abcabc, dede a � ). Redukcí °et¥zce
nazveme operaci, p°i kterØ z °et¥zce
sma”eme dva stejnØ sousední znaky
(nap°. °et¥zec abbac lze zredukovat na
aac a ten dÆle nac). Doka”te, ”e li-
bovolný °et¥zec obsahující ka”dý sv•j
znak v sudØm po£tu lze získat sØrií re-
dukcí z vhodnØho p¥knØho °et¥zce.

6. Je dÆn ostroœhlý trojœhelníkABC .
Pro ka”dý jeho vnit°ní bod X ozna£me
X a , X b, X c jeho obrazy v osových sou-
m¥rnostech po °ad¥ podle p°ímek BC ,
CA , AB . Doka”te, ”e v†echny trojœhel-
níky X a X bX c mají spole£ný bod.

Pavel CalÆbek

10. evropská dív£í MO (EGMO)

Organizace jubilejního 10. ro£níku
EvropskØ dív£í MO (EGMO), který se
tradi£n¥ konal v polovin¥ dubna leto†-
ního roku, se ujala Gruzie. Vlastní sou-
t¥” se konala (stejn¥ jako v lo‹skØm
roce) distan£ní formou, kdy v†echny
sout¥”ící °e†ily zadanØ œlohy ze svých
domov•. OrganizÆto°i sout¥”e v gru-
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zínskØm Kutaisi se sna”ili zajistit pro
online sout¥” co nejregulØrn¥j†í pod-
mínky, kdy v†echny sout¥”ící praco-
valy pod dozorem kamer. Sout¥”ními
dny byly ned¥le 11. dubna a pon-
d¥lí 12. dubna 2021. Po oba sout¥”ní
dny byly reprezentantkÆm jednotlivých
zemí p°edlo”eny v”dy t°i nÆro£nØ sou-
t¥”ní œlohy. Za bezchybnØ vy°e†ení
ka”dØ z nich mohly sout¥”ící získat
7 bod•.

DesÆtØho ro£níku sout¥”e se zœ£ast-
nil dosud rekordní po£et sout¥”ících �
celkov¥ 213 z 55 zemí v†ech kontinent•
(z toho 37 evropských zemí). Nechy-
b¥la mezi nimi tradi£n¥ i silnÆ mimoev-
ropskÆ dru”stva USA, Kanady, AustrÆ-
lie, Japonska, Brazílie, Mexika a dal†í.

�eskØ reprezenta£ní dru”stvo st°e-
do†kola£ek se tØto sout¥”e zœ£astnilo
ji” po†estØ. Reprezenta£ní £tve°ice dí-
vek byla de�nitivn¥ vybrÆna na zÆ-
klad¥ výsledk• v krajskØm kole kate-
gorie A (v 70. ro£níku MO), a to bez-
prost°edn¥ po ukon£ení centrÆlní koor-
dinace œloh v rÆmci celØ �eskØ repub-
liky. Oproti p°ede†lým dv¥ma let•m,
kdy jsme se museli obejít bez maturan-
tek, kumulace maturitních písemek a
10. EGMO letos odpadla. Tím vznikla
mo”nost œ£asti v tØto mezinÆrodní sou-
t¥”i i pro na†e maturantky. Místa v re-
prezentaci si nakonec vybojovala nÆsle-
dující £tve°ice dívek: AdØla HeroudkovÆ
(7/8, G Brno, t°. Kpt. Jaro†e), Vendula
OnderkovÆ(7/8, G Jakuba �kody, P°e-
rov), KlÆra PernicovÆ(8/8, G Brno, t°.
Kpt. Jaro†e) a AdØla Karolína �Æ£kovÆ
(8/8, G Ch. Dopplera, Praha 5). Ve-
doucími £eskØ delegace byliMgr. Pavel
�alom a bývalÆ œsp¥†nÆ olympioni£ka
Lenka KopfovÆ.

�eskØ dru”stvo si vedlo v silnØ
mezinÆrodní konkurenci sout¥”i velmi
dob°e. PoprvØ se tak stalo, ”e v†echny
£ty°i na†e dívky vybojovaly na EGMO
medaili, kdy” svorn¥ získaly bronzovØ
medaile. To sv¥d£í o vyrovnanosti £es-
kØho výb¥ru pro tuto sout¥”. Nejlep†í
z na†ich dívek � KlÆ°e PernicovØ unikla
p°itom st°íbrnÆ medaile o jediný bod,
kdy” získala celkov¥ 13 bod•. Ostatní
t°i dívky se ve†ly do bodovØho inter-
valu pro zisk bronzovØ medaile (letos
to bylo 8�13 bod•) nÆsledovn¥: AdØla
HeroudkovÆ (10 b.), AdØla Karolína
�Æ£kovÆ (9 b.) a Vendula OnderkovÆ
(8 b.). Ka”dÆ z dívek p°itom vy°e†ila
bezchybn¥ prÆv¥ jednu sout¥”ní œlohu
(první t°i jmenovanØ dívky œlohu £. 1
a poslední z nich œlohu £. 4). Podrob-
n¥j†í informace o 10. ro£níku EGMO
najdou zÆjemci na strÆnkÆchhttps:
//www.egmo.org/ .

P°í†tí 11. ro£ník EGMO se bude ko-
nat od 6. do 12. dubna 2022 v ma⁄ar-
skØm Egeru. Pevn¥ v¥°íme, ”e i v Ma-
⁄arsku si na†e dívky povedou stejn¥
dob°e jako v leto†ním ro£níku.

DÆle uvÆdíme texty v†ech sout¥”-
ních œloh zadaných na 10. EGMO.

1. sout¥”ní den
(11. 4. 2021)

Úloha 1
�íslo 2021 je bombastickØ. Pokud je

libovolnØ £íslo z mno”iny

f m; 2m + 1 ; 3mg

bombastickØ pro n¥jakØ p°irozenØ £íslo
m, potom jsou v†echna £ísla z tØto
mno”iny bombastickÆ. Plyne z toho, ”e
£íslo 20212021 je bombastickØ?

(AustrÆlie)
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Úloha 2
Najd¥te v†echny funkce f : Q ! Q

takovØ, ”e rovnice

f (xf (x) + y) = f (y) + x2

platí pro v†echna racionÆlní £íslax a y.

Symbol Q zde zna£í mno”inu v†ech ra-
cionÆlních £ísel.

(Slovensko)

Úloha 3
Je dÆn trojœhelníkABC s tupým

œhlem p°i vrcholu A . Nech· E a F
jsou v tomto po°adí pr•se£íky osy vn¥j-
†ího œhlu p°i vrcholu A s vý†kami
v trojœhelníku ABC z vrchol• B a C.
Na œse£kÆchEC a F B zvolme po
°ad¥ body M a N tak, aby platilo
j� EMA j = j� BCA j a j� ANF j =
= j� ABC j. Doka”te, ”e body E , F ,
N , M le”í na tØ”e kru”nici.

(Ukrajina )

2. sout¥”ní den
(12. 4. 2021)

Úloha 4
V trojœhelníku ABC ozna£me I

st°ed kru”nice jemu vepsanØ a zvolme
libovolný bod D na stran¥ BC .
Ozna£meE pr•se£ík kolmice k BI pro-
chÆzející bodemD s p°ímkou CI . DÆle
ozna£meF pr•se£ík kolmice k CI pro-
chÆzející bodemD s p°ímkou BI . Do-
ka”te, ”e obraz bodu A v osovØ sou-
m¥rnosti podle p°ímky EF le”í na
p°ímce BC .

(AustrÆlie)

Úloha 5
V rovin¥ zvolme bod O, který na-

zveme po£Ætek. Nech·P je mno”ina
2021 bod• v tØto rovin¥ takových, ”e

(i) ”ÆdnØ t°i body z mno”iny P nele”í
na jednØ p°ímce a

(ii) ”ÆdnØ dva body z mno”inyP nele”í
na p°ímce prochÆzející po£Ætkem.

Trojœhelník s vrcholy v mno”in¥ P na-
zveme tlustý . Ur£ete maximÆlní po£et
tlustých trojœhelník•.

(Rakousko)

Úloha 6
Existuje celØ nezÆpornØ £ísloa, pro

kterØ mÆ rovnice
j m

1

k
+

j m
2

k
+

j m
3

k
+ : : :+

j m
m

k
= n2+ a

více ne” milion r•zných °e†ení (m; n ),
kde m, n jsou p°irozenÆ £ísla?

Výraz bxc ozna£uje dolní celou £Æst re-
ÆlnØho £íslax. Tedy b

p
2c = 1 , b� c =

= 3 , b22=7c = 3 , c42c = 42 a b0c = 0 .
(Rakousko)

Jaroslav �vr£ek

Celostátní kolo 62. ro£níku FO

Ve †kolním roce 2020/2021 pro-
b¥hl 62. ro£ník FyzikÆlní olympiÆdy
on-line v souvislosti s protiepidemic-
kými opat°eními a omezeními kv•li †í-
°ení koronaviru COVID-19. Nevyhnulo
se tomu ani celostÆtní kolo (naplÆno-
vanØ p•vodn¥ do Plzn¥). Z krajských
kol, kterÆ prob¥hla ve st°edu 20. 1.
2021 postoupilo 50 sout¥”ících, z nich”
47 se nakonec do on-line sout¥”e za-
pojilo (z toho 3 dívky). CelostÆtní
kolo prob¥hlo bez jakØhokoli doprovod-
nØho programu, v obvyklØm rozsahu se
vzdÆlen¥ realizovala �pouze� sout¥” sa-
motnÆ.

Matematika � fyzika � informatika 30 (2) 2021 155



Ve st°edu 10. 3. dopoledne od 8.30
do 13.30 £ekaly na sout¥”ící £ty°i te-
oretickØ œlohy. Autorem první, nej-
t¥”†í z nich, s nÆzvem�ty°st¥n s cív-
kami byl RNDr. Jan Thomas (První
£eskØ gymnÆzium Karlovy Vary). Za-
bývala se zapojením cívek a p°echod-
ných d¥jem, který v obvodu nastane
po p°ipojení ke zdroji stejnosm¥rnØho
nap¥tí a rezistor. �e†itelØ za ni zís-
kali v pr•m¥ru 2,4 bodu z deseti mo”-
ných a podle nÆzoru poroty nejorigi-
nÆln¥j†í °e†ení vypracovalMarek Fürst
(G Christiana Dopplera Praha). DruhÆ
œloha s nÆzvemM¥°ení rychlosti ra-
darem, kterou navrhl doc. RNDr. Jo-
sef Bla”ek, CSc. (PedagogickÆ fakulta
Jiho£eskØ univerzity v �eských Bud¥-
jovicích,) kombinovala Doppler•v jev
s m¥°ením rychlosti vozidel znÆmým
z b¥”nØho silni£ního provozu. P°i pr•-
m¥rnØm zisku 4,1 bodu porota oce-
nila zejmØna postup TomÆ†e Vítka
(G a JazykovÆ †kola B°eclav). T°etí
œlohaRozpou†t¥ní soli, v ní” byli °e†i-
telØ nejœsp¥†n¥j†í, studovala teplo spo-
jenØ s rozpou†t¥ním soli ve vod¥, od-
povídající zvý†ení teploty varu vody
i zÆvislost teploty varu na koncent-
raci soli. Sout¥”ící dosÆhli v pr•m¥ru
4,6 bodu a nejvíce zaujalo °e†ení Ro-
berta Gemrota (G Haví°ov-M¥sto, Ko-
menskØho). �tvrtÆ œloha s nÆzvemRÆ-
me£ek ta”ený magnetickým polem na-
vazovala na studijní text [1], byla v¥-
novÆna magnetickØ indukci, proudu a
pro†lØmu elektrickØmu nÆboji p°i po-
hybu £tvercovØho rÆme£ku v magne-
tickØm poli; autorem byl RNDr. Josef
Jír• (GymnÆzium a obchodní akade-
mie Pelh°imov). Sout¥”ící získali v pr•-
m¥ru 4,2 bodu a porota ocenila jako

nejzda°ilej†í p°ístup Jana �erve‹ana
(G Jana Pive£ky a SO� Slavi£ín).
ZÆv¥re£nou redakci zadÆní i autor-
skØho °e†ení œloh provedlRNDr. Jan
�lØgr, Ph.D. (P°F UHK).

Ve £tvrtek 11. 3. £ekala sout¥”ící
experimentÆlní œlohaElektrickÆ £ernÆ
sk°í‹ka , kterÆ musela být pojata netra-
di£n¥ � studenti m¥°ili vzdÆlen¥ pro-
st°ednictvím webovØ aplikace (https:
//exp62.fyzikalniolympiada.cz )
(viz obr. 1). K dispozici m¥li vir-
tuÆlní digitÆlní multimetr a m¥li
za œkol odkrýt obsah £ernØ sk°í‹ky
se t°emi zdí°kami. NÆm¥t byl p°e-
vzat Nordicko-BaltickØ FO (NBPhO,
https://nbpho.ee ), p•vodní œlohu
autorskØ dvojice Jaan Kalda a Mih-
kel Heidelberg pro pot°eby FO upra-
vil p°edseda œst°ední komise FO
doc. RNDr. Jan K°í”, Ph.D. (P°F
UHK), simulÆtor vytvo°il a napro-
gramoval RNDr. Jan Pracha° . Z °e-
†itel• byl nejœsp¥†n¥j†íViktor Fukala
(G J. Keplera Praha), který jako jediný
získal plný po£et 20 bod•, pr•m¥rný
bodový výsledek byl 12,4 bodu.

Obr. 1 Rozhraní on-line experimen-
tÆlní œlohy

Uve⁄me zÆkladní statistickØ œdaje
celostÆtního kola: jedenÆct œ£astník•
se stalo vít¥zi, dvacet dva œsp¥†nými
°e†iteli a £trnÆct œ£astníky sout¥”e.
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CelkovØ pr•m¥rnØ hodnocení v†ech
œloh bylo 27,7 bodu, tj. 69,2 % z mo”-
ných 60. První t°i místa obsadili sou-
t¥”ící z hlavního m¥sta � pomysl-
nou zlatou medaili vybojoval s de-
setibodovým nÆskokem Viktor Fukala
(G J. Keplera Praha), st°íbrnou Marek
Fürst (G Christiana Dopplera Praha)
a bronzovou Mat¥j Dvo°Æk (G Jana
Keplera Praha). Stejný po£et bod• zís-
kal i £tvrtý v po°adí Adam Mendl
(G Pierra de Coubertina TÆbor), o po-
°adí na 3. a 4. míst¥ musely rozhodnout
modi�kovanØ body. EpidemickÆ situ-
ace ovliv‹uje i MezinÆrodní fyzikÆlní
olympiÆdu, kterÆ by m¥la po odkladu
z lo‹skØho roku prob¥hnout od 17. do
25. £ervence 2021 v litevskØm Vilniusu
(viz https://www.ipho2021.lt ), orga-
nizÆto°i jsou letos p°ipraveni v p°ípad¥
nouze uspo°Ædat ji takØ on-line.

Mnohem více ne” v minulých le-
tech byl uplynulý ro£ník zÆvislý na
pravidelnØ aktualizaci internetových
strÆnek a p°edev†ím na zprovoz-
n¥ní systØmu OSMO (https://osmo.
fyzikalniolympiada.cz/org/ ) k za-
dÆvÆní a odevzdÆvÆní œloh on-line (byl
vyu”it takØ pro krajskÆ a okresní kola
kategorií B�F v b°eznu a dubnu). Je
t°eba pod¥kovat koleg•m z MO, kte°í
umo”nili vyu”ít jimi vyvinutý systØm
a adaptovat jej pro pot°eby FO. Zpro-
vozn¥ní, v†echny œpravy a nastavení
systØmu, vytvo°ení nÆvodu i zku†eb-
ního �h°i†t¥� , na n¥m” si mohli sout¥-
”ící i opravující dop°edu vyzkou†et fun-
govÆní celØho prost°edí, se ujalRNDr.
Jan Pracha° , který mÆ obrovskou zÆ-
sluhu na tom, ”e se sout¥” poda-
°ilo zvlÆdnout i za nep°íznivých a pro
v†echny nových podmínek.

Jak v†ichni doufÆme, v p°í†tím
†kolním roce a v 63. ro£níku FO
by celostÆtní kolo mohlo prob¥hnout
obvyklým zp•sobem v míst¥ ur£e-
nØm pro rok leto†ní, tedy v Plze‹-
skØm kraji. ZÆjemci a p°íznivci sou-
t¥”e najdou v†echny pot°ebnØ aktu-
Ælní informace v£etn¥ zadÆní i °e†ení
œloh na £tenÆ°•m MFI jist¥ dob°e
znÆmých internetových strÆnkÆch
ÚKFO www.fyzikalniolympiada.cz.

L i t e r a t u r a
[1] Vybíral, B. : ElektromagnetickÆ

indukce. Studijní text pro
sout¥”ící FO a ostatní zÆ-
jemce o fyziku. DostupnØ na:
http://fyzikalniolympiada.cz/
texty/indukce.pdf .

VýsledkovÆ listina
Vít¥zovØ
1. Viktor Fukala (G Jana Keplera,
Praha 6, 58 b), 2. Marek Fürst
(G Christiana Dopplera, Praha 5,
48 b), 3. Mat¥j Dvo°Æk (G Jana
Keplera, Praha 6, 47 b), 4. Adam
Mendl (G Pierra de Coubertina, TÆ-
bor, 47 b), 5. Ji°í Kohl (BiskupskØ
G Brno a M�, 45 b), 6. Robert Ge-
mrot (G Haví°ov-M¥sto, KomenskØho,
44,5 b), 7. Karel Chwistek (Mendelovo
G Opava, 43 b), 8. Hynek Jake† (Slo-
vanskØ G Olomouc, 41 b), 9. Ji°í Kal-
voda (G Brno, t°ída KapitÆna Jaro†e,
39 b), 10. TomÆ† Vítek (G a JazykovÆ
†kola, B°eclav, 39 b), 11. Vojt¥ch David
(Wichterlovo G Ostrava, 36 b).

Úsp¥†ní °e†itelØ
12. David Kamenský (G a Jazy-
kovÆ †kola, B°eclav, 34 b), 13. JonÆ†
Dej (Wichterlovo G Ostrava, 33,5 b),
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14. Jan �erve‹an (G Jana Pive£ky a
SO� Slavi£ín, 33,5 b), 15. VÆclav Ma†-
tera (G Pierra de Coubertina, TÆbor,
33,5 b), 16. VÆclav JanÆ£ek (G Brno,
t°ída KapitÆna Jaro†e, 33,5 b), 17. To-
mÆ† �ajan (G Franti†ka PalackØho,
Vala†skØ Mezi°í£í, 32,5 b), 18. Voj-
t¥ch Kucha° (Wichterlovo G Ostrava,
32 b), 19. Kry†tof Boura (G Jaroslava
VrchlickØho, Klatovy, 32 b), 20. Pa-
vel Provazník (G Pardubice, Da†ickÆ,
28 b), 21. �t¥pÆn Hortlík (G Pardu-
bice, Da†ickÆ, 27 b), 22. Martin Bene†
(G Jihlava, 26,5 b), 23. Jind°ich Ma-
tu†ka (G Brno, t°ída KapitÆna Jaro†e,
26,5 b), 24. Jakub Kislinger (G Ja-
roslava VrchlickØho, Klatovy, 24,5 b),
25. Ond°ej Sladký (G Plze‹, Miku-
lÆ†skØ nÆm., 23,5 b), 26. Jan �arva†
(G Praha 6, Nad Alejí, 22,5 b), 27. On-
d°ej Marek (G Christiana Dopplera,
Praha 5, 22,5 b), 28. Filip Gregora
(G Lan†kroun, 22 b), 29. David Po-
drÆpský (G Teplice, 21 b), 30. Michal
�Æ£ek (G Lovosice, 20,5 b), 31. Anto-
nín Hejný (G Praha 9, Litom¥°ickÆ,
20 b), 32. MagdalØna Mi†inovÆ (G Jana
Keplera, Praha 6, 19,5 b), 33. To-
mÆ† Veselý (G Jaroslava HeyrovskØho,
Praha 5, 19,5 b).

LukÆ† Richterek

Fontes Scientiæ
aneb díla velikán·
(alespo¬ £áste£n¥) v £e²tin¥

Na Masarykov¥ univerzit¥ byl do-
kon£en mezioborový projekt, který £es-
kým £tenÆ°•m zp°ístupnil p¥t p°elo-
mových d¥l novov¥kØ v¥dy. V naklada-
telství Togga ( https://www.togga.cz )

tak mohla vyjít ojedin¥lÆ kni”ní edice
Fontes Scientiae tvo°enÆ nÆsledujícími
tituly: MatematickØ principy p°írodní
�lozo�e Isaaca Newtona [1], NovÆ ast-
ronomie Johannese Keplera [2], Prubí°
Galilea Galileiho [3], Um¥ní odhadu
Jacoba Bernoulliho [4] a Rozhovory
o mnohosti sv¥t• Bernarda de Fonte-
nella [5]. Výb¥r zahrnuje klasickØ texty
období v¥deckØ revoluce 17. a 18. sto-
letí; díla Galileiho a Fontenella jsou
kompletními p°eklady, svazky New-
tona, Keplera a Bernoulliho p°edsta-
vují výbory zajímavých pasÆ”í. Ka”-
dou z vydaných knih navíc doprovÆ-
zejí obsÆhlØ p°edmluvy, kterØ se zabý-
vají p•vodem, kontextem, cíli a meto-
dami jednotlivých prací. Po n¥kolika
st¥”ejních pracích z historie astrono-
mie [6, 7, 8] vydaných v minulých p¥ti
letech se tak v £eskØm p°ekladu obje-
vují dal†í cennÆ díla z historie p°írod-
ních v¥d dopln¥nÆ komentÆ°i s infor-
macemi o jejich významu, vzniku i je-
jich sou£asnØm chÆpÆní a porozum¥ní.

Zdroj: Nakladatelství Togga

Podle vedoucího projektu Da-
niela �peldy z Filozo�ckØ fakulty MU
�v†echna díla spojuje p°edev†ím to,
”e jsou ve svých oborech pova”ovÆna
za p°elomovÆ, a spole£n¥ tak dÆvají
pom¥rn¥ sugestivní obraz toho, jak
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vypadaly po£Ætky moderní v¥dy.� Pu-
blikace p°ipomínají, ”e empirickØ a ex-
perimentÆlní zkoumÆní, matematický
popis, kolektivní spoluprÆce, institu-
cionalizace v¥dy jako profese £i stÆtní
podpora nebyly v”dy samoz°ejmØ a
musely být obhÆjeny. �N¥kdy se d¥-
jiny v¥dy lí£í tak, ”e hlavní p°ekÆ”kou
rozvoje byla církev, kterÆ potla£ovala
novØ objevy. Ve skute£nosti byl ale
mnohem v¥t†í problØm p°esv¥d£it hu-
manitn¥ vzd¥lanØ intelektuÆly, politiky
a †lechtu, ”e AristotelØs se mohl mýlit
a ”e £íst jeho a dal†í antickØ klasiky
k vysv¥tlení p°írody nesta£í.� Cílem
edice je rovn¥” �ukÆzat, ”e evropskÆ
v¥da se neutvÆ°ela jednodu†e a p°í-
mo£a°e, ale m¥la mnoho ne£ekaných
zÆkrut a zÆhyb•� [9].

Samotnou prÆci na p°ekladech cha-
rakterizují jejich auto°i jako kolek-
tivní œsilí. NÆro£nost p°ekladu spo£í-
vala p°edev†ím v tom, ”e se jednalo
o texty psanØ latinsky £i barokními
formami ital†tiny nebo francouz†tiny a
snoubily se v nich matematickØ, �lozo-
�ckØ i teologickØ pasÆ”e. Na p°ekladu
ka”dØho titulu pracoval tým zahrnující
�lology, p°írodov¥dce i �lozofy z �lozo-
�ckØ, p°írodov¥deckØ i pedagogickØ fa-
kulty MU.

�e†tí £tenÆ°i tak dostÆvají do ru-
kou publikace, jejich” nÆzev a p°ibli”ný
obsah sice mnozí znají, ale � ruku na
srdce � mÆlokdo je skute£n¥ £etl, a· u”
v originÆle nebo v pozd¥j†ích komen-
tovaných anglických, ruských £i jiných
p°ekladech. M•”eme tak být mo”nÆ
p°ekvapeni, ”e t°eba v Newtonových
Principiích se krom¥ výkladu pohybo-
vých zÆkon• a gravitace nachÆzejí i te-
ologickØ spekulace o œloze Boha p°i

stvo°ení vesmíru. Na druhou stranu
p°edev†ím prÆv¥ Newtonovo a Keple-
rovo st¥”ejní prÆce jsou stÆle zdrojem
komentÆ°• a snahy o jejich co nej-
p°esn¥j†í pochopení i srovnÆní tehdej-
†ích p°ístup• s na†ím dne†ním zp•so-
bem uva”ovÆní; namÆtkou p°ipome‹me
nap°. p°ísp¥vky [10, 11, 12, 13]. Za-
jímavÆ je otÆzka p°esnØho zn¥ní prv-
ního Newtonova zÆkona otev°enÆ pro-
fesorem Martinem �ernohorským [14];
Newton zm¥nil jeho formulaci mezi
prvním (1687) a t°etím vydÆním Prin-
cipií (1727, posledním za jeho ”ivota),
p°i£em” pozd¥j†í formulace by mohla
být spojena nejen se setrva£ností rov-
nom¥rnØho p°ímo£arØho pohybu, ný-
br” i rota£ního.

P°esto”e se na první pohled m•”e
zdÆt, ”e zÆv¥ry t¥chto d¥l znÆme ze
†koly, pokud se do nich skute£n¥ za-
£teme, zji†·ujeme, ”e zp•sob výkladu je
diametrÆln¥ odli†ný od dne†ního. Ne-
najdeme v nich znÆmØ �vzore£ky� , ar-
gumentace je slovní a geometrickÆ, ne-
pochybn¥ i proto, aby oslovila tehdej†í
publikum (p°íkladem m•”e být geome-
trickØ zavedení Keplerovy rovnice v 60.
kapitole NovØ astronomie). A n¥kdy
nÆs post°ehy opravdu p°ekvapí a rÆdi si
je sami odvodíme �dne†ním zp•sobem�
� Newton nap°. uvÆdí, ”e �Geometr•m
je toti” dob°e znÆmÆ propozice, kterÆ
°íkÆ, ”e rychlost kyvadla v nejni”†ím
bod¥ je œm¥rnÆ t¥tiv¥ oblouku, který
pÆdem urazí.� Dnes takto pohyb ky-
vadla nepopisujeme, ale ov¥°ení tohoto
tvrzení je docela p¥kným a nikoli obtí”-
ným cvi£ením i v rÆmci st°edo†kolskØ
fyziky.

Knihy z edice Fontes Scientiæ tak
ilustrují pro dobu svØho vzniku cha-
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rakteristickØ a svým zp•sobem p°iro-
zenØ propojení empirickØ v¥dy s �lo-
zo�í, kterØ p°i dne†ní hlubokØ specia-
lizaci není zdaleka samoz°ejmØ. Nap°.
podle Keplera �Kosmos nelze poznat,
ani” bychom v¥°ili v moudrost Stvo°i-
tele, znali �lozo�ckØ principy, po£ítali
rovnice a provÆd¥li pozorovÆní.� Nebyl
tedy moderním v¥dcem v dne†ním po-
jetí, ale u zrodu moderní v¥dy stÆl a
v p°ípad¥ NovØ astronomie krÆ£ely d¥-
jiny sv¥tovØ v¥dy v jeho osob¥ na†ím
œzemím, p°edev†ím rudolfínskou Pra-
hou.

Knihy nabízejí plastický obraz a do-
kumenty z doby svØho vzniku. Díky do-
provodným komentÆ°•m a p°ekladu do
soudobØho jazyka získÆvÆ £tenÆ° jedi-
ne£nou p°íle”itost nahlØdnout do zp•-
sobu my†lení a vyjad°ovÆní klasik• no-
vov¥kØ v¥dy, co” m•”e být nesporn¥
obohacující nap°íklad pro studenty a
u£itele p°írodov¥dných i humanitních
obor•. StÆle aktuÆlní výzvou je i zÆ-
v¥r Newtonovy p°edmluvy ke jeho mo-
numentÆlnímu dílu: �Up°ímn¥ ”ÆdÆm,
£t¥te v†e s otev°enou myslí a nedo-
statky v tak obtí”nØ lÆtce neodsuzujte;
nech· tyto spí†e £tenÆ°i novým œsilím
prozkoumají a zdÆrn¥ doplní.�
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