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MATEMATIKA

Dukazy v planimetrii
uzitim vektort

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd 7ZCU v Plzni

1. Vektory ve skolské geometrii

V matematice na ZS a SS jednim z hlavnich prostfedki i cila vyuky je
rozvoj schopnosti (kompetence) zaku fesit matematické wlohy. Ve skolské
praxi se obvykle Fesi piedevsim wlohy uréovaci (vypocetni & konstrukcni)
a meéné jiz ulohy aplikacni, aviak pro skutetné (neformalni) porozuméni
matematice ma té7 zasadni vyznam FeSeni uloh dikazovijch (viz [1] nebo
[2, s. 33-42, s. 90-108]). Pfitom pii feseni dikazovych dloh v geometrii
(planimetrii a stereometrii) lze pouZit ¢ty¥i typy metod eukleidovské geo-
metrie (viz [1] a [4]): metody syntetické geometrie, metody soufadnicové
analytické geometrie, uziti vektord (vektorové algebry) a uziti komplexnich
¢isel (algebry v oboru C).

V nasich soucasnych ucebnicich planimetrie a stereometrie pro ZS a SS

jsou pouzivany vyhradné klasické metody syntetické geometrie. Souiad-
nicové a vektorové metody jsou obsazeny az v ucebnicich analytické geo-
metrie pro SS, ve kterych se jejich uzitim vySetfuji polohové a metrické
vlastnosti rovinnych, resp. prostorovych geometrickych utvara. S vyuzi-
tim vektort pii FeSeni planimetrickych a stereometrickych tloh se vSak
mohou sezndmit zejména Gcastnici matematickych olympiad (napf. viz [5]
nebo [6]).
Pozndmka 1. Ve druhé poloviné 20. stoleti v Rusku a v dalsich evropskych
zemich bylo teoreticky zkoumaéano i realizovano uplatnéni vektort ve vyuce
geometrie (viz napft. [7]). S jejich efektivnim vyuzitim se lze setkat téz ve
sbirkach tloh z planimetrie (viz napf. [8]) a stereometrie.
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Vyhody metody uziti geometrickyjch vektorid pro feSeni tloh v geometrii
jsou zejména jednoduchost a nazornost. Podle Frantiska Kutiny (viz [9])
je také charakteristicka jejich elegance. Za velmi dilezitou povazuji sku-
tecnost, zZe pii feSeni geometrickych tiloh pomoci vektori na rozdil od uziti
syntetickych metod neni zpravidla nutné provadét diskusi FeSeni (napf. sa-
mostatné feSeni pro thly ostré a pro thly tupé). V dikazovych tlohach
je téz obvykle snadnéjsi ovérovani platnosti obracenych vét. Pripomenme
jesté i vyznam metody uziti vektori a metody uziti komplexnich &isel jako
dilezitého dopliku metod syntetické geometrie pro dikladné porozuméni
matematice, coz presveéd¢ive zdiraziiuje Viastimil Dlab (mj. v lanku [10]).

Pozndmka 2. V publikovaném prispévku se vénujeme diukaztm planimet-
rickych v&t metodou uziti vektord, metodé uziti komplexnich ¢isel chceme
vénovat komplementéarni ¢lanek. V obou pfispévcich takto tematicky na-
vazujeme na ¢lanek [11] o dikazech metodami syntetické geometrie.

Hlavnim cilem naSeho ¢lanku je prezemtace prikladid diukazt vyznam-
nych matematickych vét planimetrie uzitim geometrickych vektort. Pii-
klady jsou zvoleny tak, aby je bylo mozné vhodné vyuzit ve stfedoskolské
vyuce matematiky. Jejich jednotné a co nejjednodussi pojeti je zalozeno
na vektorové algebie geometrickych (volngch) vektort.

Geometricky (volny) vektor znacime u, jeho velikost u = |u|, apod. Spe-
cialné nulovy vektor se znad¢i o, jeho velikost je |o| = 0. Zapisem u = AB
vyjadiujeme (jak je obvyklé), Ze orientovana tsecka AB piedstavuje jedno
(dané nebo zvolené) umistént vektoru u v roviné (popf. v prostoru), pfi-
Cem? u = |u| = |AB| = |AB|. Pro nulovy vektor se klade o = AA. Ve vekto-
rové algebfie se definuji operace séitani vektort, odéitani vektort, nasobeni
vektoru redlnym ¢islem a odvozuji se jejich dalsi vlastnosti. Pfipomenime
zejména, ze souctem vektori u = AB, v = BC se nazyva takovy vektor w
(oznacovany u+ v), ze w= u+ v = AC, kde

AC = AB+ BC. (1)

Vektorovou rovnost (1) je uZitetné si zapamatovat a paralelné (zejména
kontrolng) pouzivat téz v ekvivalentnim symbolickém vyjadient

C—A=(B-A)+(C-B). 2)

Pfipomefime jesté, Ze rozdilem vektord u = AB, v = AD (v tomto poradi)
se nazyvé vektor (oznacovany u— v) takovy, Ze u — v = BD, pfiemz je

DB = AB — AD. (3)
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V ¢lanku dale vyuzijeme pro nenulové vektory skaldrni soucin vektori
u, v (oznacovany u- v) ve tvaru

U-v=1uvcosp, (4)

kde u = |u|, v = |v| jsou velikosti vektori u,v a ¢ = |Ju,v| = [ BAC|
je odchylka vektoru u, v, tj. velikost konvexniho tthlu sevieného orientova-
nymi tseckami AB, AC (umisténimi vektord u, v se spole¢nym pocateénim
bodem A). Pro ¢ plati 0° < ¢ < 180° (resp. 0 < ¢ < 7 v obloukové mife).
Operace skalarniho nasobeni vektort je komutationd (u-v = v-u). Specialné
je

2

0 =u-u=u®cos0° = u’ (5)

Pro kazdé dva nenulové vektory u, v plati vektorové rovnosti

w020y, (6)
2w+ 0 —2u-vy, (7)

utv® = (u+v)

= vf? = ()
odkud po se¢teni rovnosti (6) a (7) se dostava vyznamna vektorova rovnost
lu+v)® + |u—v]* = 2(u? +v?), kde u = |u|, v=|v|. (8)

A pro kazdé tii nenulové vektory u, v, w plati vektorova rovnost (vyjadiujici
distributivnost operace skalarnfho néasobeni vektorti vzhledem ke séitani
vektort)

(u+v) - w=u-w+v-w (9)

2. Dikazy Pythagorovy véty a Eukleidovych vét uzitim vektori

Priklad 1
Dokazte uzitim geometrickych vektora Pythagorovu vétu: V kazdém
pravoihlém trojuhelniku je druhd mocnina délky pfepony rovna soucétu
druhych mocnin délek obou odvésen. Oznacime-li délky odvésen a, b, délku
pfepony ¢, pak
? =a®+ b (10)

Diikaz. Pro vektory a= CB, b = CA, c = AB (obr. 1a) je ¢ = a— b, takze

¢ = (a—b)? &ili 2 = a® + b* — 2a- b, piicemz a L b= a-b =0, a tedy
plati rovnost (10).
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C, B

Obr. 1

Priklad 2

Dokazte obrdcenou Pythagorovu vétu: Jestlize pro délky stran a, b, ¢
trojuhelniku ABC' plati rovnost ¢* = a? + b? pak je tento trojihelnik
pravouhly s vrcholem pravého thlu v bodé C.

Diikaz. Pii oznaceni jako v piikladu 1 plyne z rovnosti ¢ = a — b, ze
2 = (a—b)?, &l 2 = a? + b? — 2a- b. UZitim piedpokladu ¢® = a? + b2
dostavame a- b=0=-a L b, tj. v = |[XACB| = 90°.

Priklad 3

Dokazte uzitim geometrickych vektort Eukleidovy véty o vySce a od-
vésnach pravotuhlého trojihelniku.

Eukleidova véta o vysce: V kazdém pravoihlém trojihelniku je druha
mocnina délky vygky k pFeponé rovna souc¢inu délek tseki pfepony vyta-
tych na ni patou P této vysky (obr. 1b):

V% = coCp. (11)

Eukleidova véta o odvésndch: V kazdém pravoidhlém trojihelniku je
druha mocnina délky odvésny rovna sou¢inu délky prepony a délky pfi-
lehlého tseku pfepony (obr. 1b):

a’ = ccqy, b= cep. (12)

Diikazy. Pro vektory a= CB, b = CA, c = AB, ¢, = AP, ¢, = PB, v= CP
(obr. 1b) jea L b= a-b =0, pfiCemz a = ¢, + v, b = —¢;, + v, takze
(v+c) (v—c) =0¢li v+ -v—ocp-v—=cq-c = 0, kde v* = v?,
Co Ch=10CaCp, €Ca LV=>10¢o-v=0,¢ L v= ¢ -v=0, atedy po dosazeni

2 = ¢oCp.
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Obdobné vl c=v-c=0,kdev=a—c, av=>b+ ¢, c=a— b, takze
(a—c¢,)-(a—b) =0, odkud a? = cc, a (b+¢) - (a—b) = 0, odkud b? = cc,

3. Vektorové diikazy nékterych zobecnéni Pythagorovy véty

Priklad 4

Dokazte uzitim geometrickych vektort kosinovou vétu pro obecny troj-
tthelnik: Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a = |BC|,
b = |AC|, ¢ = |AB| a vnitini thel proti jeho strané AB méa velikost
(v = [ ACB]), plati rovnost

= a® +b* — 2abcos . (13)

2

(Dalsi dvé obdobné rovnosti pro a?, b*> se dostanou cyklickou zaménou

oznadeni.)

Diikaz. Pro vektory a= CB, b = CA, ¢ = AB (obr. 2) je c = a— b, a tedy
A =@ +b*—2a-béili 2 = a® +b*> —2abcosy, kde v = [XACB| = |Xa, b|.

C

A ¢ B
Obr. 2

Pozndmka 3. Kosinova véta je zobecnénim Pythagorovy véty: pro v =
= 90° je cosy = 0, a tedy ze vzorce (13) vyplyva specialné vzorec (10).
V zahrani¢ni literatufe (zejména francouzskeé) je tato véta nékdy uvadéna
pod nazvem Al-Kdsiho (Al-Kashiho) véta. Arabsky matematik a astronom
al-Kdsi (14.-15. stol.) ji formuloval v podobé blizké jejimu dnesnimu tvaru,
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ve kterém ov8em byla vyjadiena aZ francouzskym matematikem (,,otcem
algebry“) Frangoisem Vietem (1540-1603).

Priklad 5

Dokazte pomoci geometrickych vektori zobecnény tvar Pythagorovy véty
pro obecny trojihelnik (podle [10]): Pro libovolny trojiahelnik ABC, jehoz
strany maji délky a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, P je pata kolmice vedené
bodem A k proté&jsi strané BC, piislusna vyska AP méa délku |AP| = v,
a délky use¢ek BP, PC jsou |BP| = ap, |PC| = ac, plati rovnost

b +a% =c +ak. (14)
(Jde o zobecnény tvar Pythagorovy véty, nebot specialné pro pravouhly
trojahelnik ABC, v némz je |[X ACB| = 90°, ac = 0, ap = a, rovnost (14)

nabyva tvaru b? + a? = c2.)

Diikaz. PouZijeme vektory a = CB, b = CA, ¢ = AB, v, = PA, ag = PB,
ac = CP (obr. 3a, b).

C

B A
a) b)
Obr. 3

Plati rovnosti ¢ = a— b, v, = b— ac, a = ag + ac. Odtud plyne
b= ac+ v, ¢c =ag — v, takze b> = a20+v§+200~va = a%+v2
(nebot ac L v, = ac - v, = 0), ¢ = a% + v2 + 2ap - v, = a% + v2 (nebot
ag L v, = ag-v, =0), atedbe—a%:c2—aQB Gili b2—|—a23 202+a20.
Priklad 6

Uzitim vektorového vyjadieni dokazte ekvivalenci zobecnéného tvaru
Pythagorovy véty z piikladu 5 a kosinové véty z piikladu 4.
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Diikaz. Rovnost (14) vyjadifme ve tvaru ¢ = a% —aZ,+b?, ktery upravime
postupnymi ekvivalentnimi vektorovymi tpravami:
I T R Sy
=(ap+ac) (ap—ac)+b*=a-(a—2ac) +b* = —2a-ac + b* =
=a’+b?—-2a-ac,

kde a- ac = aaccos|da,ac| = abcosy. Po dosazeni dostavame rov-
nost (13).

Priklad 7

Pomoci vektorového vyjadieni dokazte vetu o rovnobéZniku (pro délky
uhlopricek rovnobézniku): V kazdém rovnobézniku ABCD, jehoZ strany
maji délky |AB| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b, pro jeho uhlopticky
o délkach |AC| = uq, |BD| = ug, plati rovnost

ui +u3 = 2(a® 4+ b?). (15)

Diikaz. Uzitim vektori a = AB, b= BC, u; = AC, u; = BD (obr. 4), a tedy
uny =a+ b, us = b— a, odkud vyplyva, ze

Wt ui =18 + 13 = (a+b)?+ (a—b)? =2(d + b*) = 2(a® + b?),

tj. plati rovnost (15).

Obr. 4
Pozndamka 4. Vétu o rovnobézniku dokdzanou v piikladu 7 lze povazo-
vat za zobecnéni Pythagorovy véty, nebot speciélné pro pravothelnik (ob-

délnik, popf. &tverec) ABCD s thlopfickami o délce v = |AC| = |BD|
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rovnost (15) nabyva tvaru u? = a? + b? a tato rovnost je vyjad¥enim

Pythagorovy véty pro pravouhlé trojuhelniky ABC a ADC. Vyznamné
v8ak zejména je uvédomit si, Ze véta o rovnobézniku pfedstavuje nazornou
geometrickou interpretaci rovnosti (8) pro velikosti nenulovych vektori
(prvki vektorového prostoru geometrickych vektort). Tato skuteénost na-
byla zvlasté na vyznamu, kdyz v roce 1935 dokézal vyznaény americky
matematik madarského pavodu John von Neumann (1903-1957), Ze ana-
logickd rovnost plati pro normy prvka obecnych (abstraktnich) vektoro-
vych prostori jistého typu, tzv. Hilbertovyjch prostori. Na zakladé uvedené
geometrické analogie tato rovnost pro normy prvkia Hilbertovych prostorta
je nazyvéana (v linearni algeb¥e a ve funkcionalni analyze) rovnobéZnikové
pravidlo.

Priklad 8

Zajimavym a dilezitym specidlnim piipadem ¢&tyruhelniki jsou kon-
vexni Ctyfuhelniky, jimz lze opsat kruZnici. Jejich strany jsou tétivami této
kruznice ko, a proto se nazyvaji tétivové ctyrihelniky. Maji fadu velmi po-
zoruhodnych vlastnosti. Dokazte, Ze pro né plati nasledujici dvé véty.

Véta o vnitrnich dhlech tétivového ctyrihelniku: V kazdém tétivovém
ctyFahelniku ABCD jeho protéjsi (protilehlé) vnitini thly jsou vyplikové
thly, tj. pro jejich velikosti a = [XDAB|, 8 = |XABC|, v = [ BCD]|,
0 = |X CDA]| plati rovnosti

a+vy=p+35=180°. (16)

Ptolemaiova véta: V kazdém té&tivovém ¢&tyfthelniku ABCD souéin
délek jeho uhlopfifek je roven souctu soucint délek protéjsich (protileh-
lych) stran ¢tyfahelniku, tj. oznac¢ime-li uy = |AC|, ug = |BD|, a = |AB|,
b= |BC|, ¢ = |CD|, d =|DA|, plati rovnost

ujug = ac + bd. (17)

Diikazy. Oznacime S stied opsané kruznice k,, P prusecik uhlopticek AC,
BD a pouzijeme vektory a = AB, b = BC, c = CD, d = DA, u; = AC,
up = BD, ry = SA, rg = SB, rc = SC, rp = SD (obr. 5 a obr. 6).

Diikaz (nevektorovy) véty o wnitinich dhlech tétivového ctyrihelniku:
Usecky SA, SB, SC, SD délky r (kde r je polomér kruznice k,) rozdéluji
tétivovy ¢tyfihelnik ABC'D na ¢tyfi rovnoramenné trojihelniky ABS,
BCS, CDS, DAS (obr. 5), v nichz ozna¢ime p; = |[XSAB| = |XSBA|,
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w1 = |<):ASB‘, Y2 = |<(SBC‘ = |<(SCB‘, Wy = |<):BSC|, Y3 = |<):SCD| =
= [ASDC|, ws = |[XCSD|, o4 = [ASDA| = |[ASAD|, wy = |XDSA|, a
tedy wy; = 180° — 21, wy = 180° —2¢1, wg = 180° — 2¢3, wy = 180° — 2¢p4.
Pro velikosti vnitfnich uhlid ¢tyfahelnikt plati rovnosti o = @1 + @a,
B =1+, 7= P2+p3, d = p3+4. Protoze je wi +ws +ws+wy = 360°,
a tedy o1 + 02 + 03 + 4 = %(wl + wo + w3 + wy) = 180°, plati pro
soucty velikosti protéjsich vnit¥nich thla tétivového ¢tyfihelniku rovnosti:
a+y=0+0=p1+p2+ p3+ s = 180°.

Obr. 5 Obr. 6

Vektorovy dikaz Ptolemaiovy véty: Tétivovy Ctyfuhelnik ABCD roz-
déluje uhlopficka AC na dva trojuhelniky ABC, ACD a obdobné thlo-
pricka BD jej rozdéluje na dva trojihelniky BCD, ABD (obr. 6). Z prvni
dvojice prislusnych vektorovych trojuhelniki ABC, ACD vyplyvaji pro
vektor uy = AC dvé souctové rovnosti u; = a+ b a u; = —(c+ d). Po jejich
umocnéni dostavame

= (a+b?=d+b*+2a-b
¢ili u? = a® 4 b* + 2abcos(180° — B) = a® + b? — 2abcos B a obdobné
w=(c+d?=3+d*+2-d

¢ili u? = ¢ + d? + 2cd cos(180° — §) = ¢® + d? + 2ed cos 3, nebot s uzitim
rovnosti (16) je cos(180° — §) = cos 3. Ze ziskanych dvou rovnosti pro u?
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dostavame eliminaci cos 8 po algebraickych tpravach rovnost

(ac+ bd)(ad + be)
ab + cd '

u =

Z druhé dvojice vektorovych trojuhelniki BC'D, ABD vyplyvaji pro vek-
tor us = BD dvé souctové rovnosti uy = b+ ca uy = —(a+ d). Odtud
obdobnym postupem (s vyuZzitim toho, Ze cos(180° —+) = cos «) odvodime
rovnost

(ab + cd)(ac + bd)
ad + bc
takze u2u2 = (ac + bd)?, odkud plyne rovnost (17).

2 _
Uy = )

Pozndmka 5. Puvod formulace a ndzvu Ptolemaiovy véty: Vyzna¢ny fecky
ucenec, geograf, astronom a matematik Klaudios Ptolemaios (asi 85 n. 1.
— asi 165 n. 1.) v rozsahlém t¥inactisvazkovém astronomickém encyklope-
dickém dile v latinském piekladu nazvaném Almagest (viz [3, s. 10, s. 23])
shrnuje téz vhodny matematicky aparat. V ném jako ve viibec nejstar-
§im dochovaném dile je formulovana i dokazovana matematicka véta, jez
se od té doby nazyva Ptolemaiova véta. Dikaz v Almagestu je zaloZzeny
na uzit{ podobnosti trojihelniki a s riznymi jeho modifikacemi se v li-
teratufe setkdvame nejéastéji (viz napf. [13]). Alternativni diukaz vychazi
z uziti kosinové véty (viz [14, s. 264]) a jeho vektorovou variantu jsme po-
uzili v ptikladu 8. Z obdobného divodu jako u véty o rovnobé&zniku (viz
poznamku 4) je také Ptolemaiova véta povaZzovana za zobecnéni Pythago-
rovy véty.

Priklad 9

Dokazte, ze k obéma vétam z prikladu 8 plati i véty obracené.

Obrdcend véta o vnitinich ihlech tétivového ctyrihelniku: Jestlize v kon-
vexnim ¢tyfuhelniku ABCD obé dvojice protéjsich vnitinich dhli jsou
thly vyplinkové, tj. pro velikosti protéjsich vnitinich dhlt &étyrihelniku
plati rovnosti (16), pak je tento ¢tyFuhelnik t&tivovy.

Obrdcend Ptolemaiova véta: Jestlize v konvexnim ¢tyfahelniku ABCD
pro délky uhlop¥icek a délky protéjsich stran plati rovnost (17), pak je
tento ¢tyfihelnik tétivovy.

Drikazy. Uvedeme stru¢né jen jejich mozné postupy.
Diikaz obrdcené véty o vnitrnich uhlech tétivového ctyiihelniku 1ze snadno
provést jako dikaz sporem: Pfedpokladédme, Ze dokazované implikace p = ¢
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neplati ¢ili je pravdiva jeji negace, tj. konjunkce vyrokt p: pro vnitfni dhly
konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD jsou splnény rovnosti (16) a —¢: ¢tyfihel-
nik ABC'D neni tétivovy. Sestrojime-li tedy kruznici k, opsanou trojuhel-
niku ABC, pak (v disledku platnosti vyroku —q) na této kruznici k, nelezi
vrchol D ¢tyifihelniku ABCD. Pro jeho vnitini thel pii vrcholu D proto
plati, ze bud § > 180° — 3, nebo ¢ < 180° — 8. A to je ve sporu s pred-
pokladem p: § = 180° — 3. TakZe neplati —(p = ¢), tj. plati dokazovana
implikace p = q.

Primy dikaz obrdacené Ptolemaiovy véty mizeme provést ovérenim obra-
ceného postupu dikazu vektorovou metodou v pitkladu 8. Je mozné ovsem
téz opét pouzit dikaz sporem: Predpokladame platnost negace dokazované
implikace p = ¢, tj. pravdivost konjunkce vyrokua p: v konvexnim ¢tyithel-
niku ABCD plati rovnost (17) a —q: ¢tyfthelnik ABCD neni tétivovy.
Na kruZnici k, opsané trojuhelniku ABC tedy nelezi vrchol D &tyiihel-
niku ABCD. Déle lze pouzit metodu soutadnicového vyjadrent vektori ve
vhodné zvolené soustavé kartézskych souradnic. Stanovime v ni rovnici
kruZnice k,, kterou spliiuji soufadnice bodu A, B, C, zatimco pro soufad-
apravach) dospivame k tomu, Ze pro ¢tyFahelnik ABCD plati nerovnost
ujuy < ac+bd, coz je spor s predpokladem p, Ze v ném plati rovnost (17).

4. Dikazy vét o thlech tétiv v kruznici s uzitim vektoru

Priklad 10

Pouzitim geometrickych vektori dokazte, Ze pro libovolnou kruznici
plati Thaletova véta: VSechny obvodové ihly kruznice k nad jejim pri-
mérem AB (tj. uhly AV B, jejichz vrchol V' lezi na kruznici k a jejich
ramena prochézi body A, B) jsou pravé thly (|x AV B| = 90°).

Diikaz. Ozna¢me S stied kruznice k a r jeji polomér. Pro dany primér AB
a libovolné zvoleny obvodovy thel AV B k nim pfifadime vektory ry = SA,
rg =SB=—ra, ry =5V, p= VA, q= VB (obr. 7). Protoze je p=ra — ry
aq=rg—ry=—(ra+r),

p'q:(rV_I'A)'(rv—i—rA):,%/_,,QA:T2_T2

(nebot |ry| =|ra|l =7),atedy p-q=0=p L q, tj. |[CAV B| = 90°.

Postup ditkkazu v ptikladu 10 lze obratit a tim dokizat, ze plati téz
obracend Thaletova véta: Pro kazdy (libovolné zvoleny) pravy uhel AV B
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s vrcholem V' (| AV B| = 90°) a kruZnici k o priméru AB je tento thel
AV B obvodovym thlem kruZnice k nad primérem AB.

Obr. 7

Priklad 11

Dokazte, Ze pro libovolnou kruznici k£ obecné plati véta o obvodovych
a stiedovijch whlech: Vsechny obvodové thly pfislusné témuz oblouku AB
kruznice k jsou shodné, pficemz jejich velikost ¢ je rovna poloving velikosti
w stfedového thlu pfislusného oblouku AB, tj. plati pro né rovnost

w = 2. (18)

Diikaz. Na kruznici k se stfedem S a polomérem r zvolme tétivu AB a
oznaéme AB piislusny mensi oblouk kruznice, pro ktery budeme dikaz
provadét. (Pro vétsi oblouk AB kruZnice k by byl dikaz analogicky.) Nad
AB sestrojime libovolny obvodovy tthel AV B a jeho velikost oznacme
w = [XAVB|. K tétivé VB vedme stiedem .S rovnobéznou tétivu V'B’
a k tétivé VA rovnobé&znou tétivu V'A’ (obr. 8). Tétivam AB a A'B’
prifadime vektory t = AB a t’ = A'B’, pro néz plati, ze t = rg — ra
at = rg —ra, kde ra = SA, rg = SB, roo = SA, rpr = SB’ a
|t'| = |A'B'| = |AB| = |t|. Stejné tak jsou si rovny délky piislusnych ob-
loukit A'B’ = AAB7 protoZze AA = BB = V/f/', |AAB\ = |A74’ | — |B7A|
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a |AB| = |BB'| — |B'A| = |A'B'| = | AB|. Dale si uvédomime, %e
dvojice vektort p = VAa p’' = VA, g = VB a q = VB jsou ko-

linearni vektory, nebot je p’ = kip, kde k; = ll‘;":‘/l a q = kog, kde
ko = |K//gﬂ. Pro jejich jednotkové vektory p, a q, je py - 9o = cosp, kde

¢ = |XAVB| = |XA'V'B’|. K obvodovym thlim AV B a A'V'B’ o téze
velikosti ¢ piislugné stfedové uhly ASB a A’S’B’ jsou shodné, tj. maji
také stejnou velikost w = |[XASB| = | A'S'B’|, coz plyne ze shodnosti
rovnoramennych trojthelnika ABS a A’B’S’. V rovnoramenném troja-
helniku A’B’V"’ se velikost vné&jsiho thlu w rovna souctu velikosti ¢ dvou
proté&jsich vnitinich ahlu, tj. w = 2.

V uvedeném dikazu byly pouzity geometrické vektory jen v pomocné
roli. Ryze vektorovy ditkaz lze provést tak, Ze se (uZitim soufadnic vektorit)
dokaze platnost vektorové rovnosti

rpa - rp
2

=2(py-qy)? — 1= cosw =2cos? p — 1 = cos2p = w = 2¢.
T

Priklad 12

Pred vektorovym dikazem v nasledujicim piikladu pfipomenime dikazy
ze syntetické geometrie, ze pro velikosti Ghla dhlopfi¢ek libovolného kon-
vexniho ¢tyfihelniku a specialné tétivového ¢tytihelniku plati véty:

Véta o velikosti uhli whlopticek konvexniho ctyrihelniku: V kazdém kon-
vexnim ¢tyithelniku ABC D pro thly mezi thloptickami AC' a BD plati,
ze jejich velikosti ¢, resp. 180° — ¢ jsou rovny souctu velikosti thla se-
vienych uhlopfickami AC, BD a jednou z protéjsich stran AD, BC, resp.
AB, CD.

Véta o velikosti uhli dhlopricek tétivového ctyrihelniku: V kazdém téti-
vovém ¢tyiihelniku ABC D pro velikosti ihli mezi thloptickami AC a BD
plati

1
Y =9ap+ypcp = §(WAB +web), (19)
o 1
180° — p = ppc + Ypa = 5(‘”30 +wpa), (20)

kde ¢ap, YO, Ycp, Ypa jsou velikosti obvodovych dhla a wap, wpe,
wep, wpa velikosti pFislusnych stfedovych uhla pro oblouky AB, BC,
CD, DA kruZnice k, opsané tétivovému Ctyithelniku ABCD.

Dikazy. Dikaz véty o velikosti whli whlopricek konvexniho ctyrihelniku:
Oznac¢ime-li velikosti thla sevienych tuhlopfickami AC, BD konvexniho
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¢tyFahelniku ABCD a jeho stranami «q, as, 81, B2, 71, V2, 01, 02 (obr. 9),
pak velikosti hli dhlopficek ¢, resp. 180° — ¢ muzeme uréit na zakladé
vztahti mezi velikostmi vnéjsich hla trojihelniku a velikostmi jeho pro-
téjsich vnitinich uhla. Tak z AAPD plyne, 7Ze ¢ = a3 + 01 a z ABPC,
ze o = 1 + 71. Obdobné z AAPB dostavame, ze 180° — p = as + (2 a
z ACPD, 7e 180° — ¢ = 5 + 02.

Drikaz véty o velikosti uhli ihlopiicek tétivového étyiihelniku: Specialné
pro tétivovy ¢tyfahelnik ABCD (obr. 6) je 71 = 01 = @ap (velikost
obvodovych thld nad AAB) a a1 = p1 = pop (velikost obvodovych thla
nad C'AD)7 odkud z vySe odvozenych vztahti pro ¢ vyplyvaji rovnosti (19).
Obdobné mame as = d2 = ¢pc (velikost obvodovych uhli nad BAC)

a f2 = 72 = ppa (velikost obvodovych uhld nad DAA)7 odkud z vyse
odvozenych vztahi pro 180° — ¢ dostavame rovnosti (20).

Obr. 9

Priklad 13
Uzitim geometrickych vektort dokazte, ze pro thel ¢ thlopticek tétivo-

vého ¢tyifihelntku ABCD plati vzorec

b2+ d? —a? —c?
2(ac+bd)

cos p = (21)
kde a, b, ¢, d jsou délky stran tétivového étyituhelniku.
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Diikaz. V libovolném konvexnim ¢tyfahelniku ABC'D (obr. 9) pro vektory
ty = AC, u; = BD, a= AB, b = BC, c = CD, d = DA, plati u; = a+ b,
w=b+caa+b+c+d=0=d=—(a+ b+ ), takze

d>=d*=(a+b+c)’=a*>+b*+c*+2@a b+a-c+b-c.
Proto
u-up = (a+b) - (b+¢) :a~b+a~c+b~c+b2:
:bQ—I—%(d2 a® — b - ) = (b2+d2 a’ — ).
Odtud a ze vztahu u; - uy = ujus cos ¢ plyne, Ze v konvexnim Ctyrfihel-
niku ABC'D plati pro uhel ahloptiéek ¢ vztah

b2 +d? —a® — 2
27.L1U2

cos @ = (22)
a specialné pro tétivovy Etyfthelnik, v némz podle rovnosti (17) z Ptole-
maiovy véty je ujus = ac + bd, plyne vzorec (21).

5. Dtkaz Varignonovy véty pro ¢tyirihelnik pomoci vektora

Priklad 14

Dokazte, ze pro libovolny konvexni i nekonvexni ¢tyithelnik plati Va-
rignonova véta pro ctyrihelnik: Stfedy stran kazdého étyiahelniku jsou
vrcholy rovnobézniku.

Diikaz. V libovolné zvoleném konvexnim &tyfihelniku ABCD (obr. 10a),
resp. nekonvexnim ¢tyfihelniku ABCD (obr. 10b) stiedy stran AB, BC,
CD, DA ozna¢ime po fadé M, N, P, Q. Pro délky jeho stran a = |AB],
b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA| tedy plati, ze § = |AM| = |MB|,
b = |BN| = |NC|, £ = |CP| = |PD|, ¢ = |DQ\ |QA|. K dikazu
pouzijeme vektory stran @ = AB, b = BC, ¢ = CD, d = DA, pficemz
a+ b+ c+ d= o a vektory ﬂhlopfiéek u, = AC, u; = BD, tj. uy = a+ b,
uy = b+ ¢. Pro vektory p = MN, p’ = QP pak plati rovnosti p = MN =
:MB—&-BN:%(a—i—b) ul,p = QP = DP—&-QD_—f(c—i—d) ul,
takze p’ = p, a tedy orientovane usecky MN a QP jsou dvé umlstem té-
hoz vektoru p = %ul. (Obdobné lze dokazat, ze orientované usecky MQ
a NP jsou dvéma umisténimi téhoz vektoru q = %uz.) Odtud plyne, ze
CtyFahelnik M N PQ je rovnobéznik, pficemz |[MN| = %ul a|NP|= %ug.
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Pozndmka 6. Pivod nazvu a formulace Varignonovy véty pro ¢tyiihelnik:
Jejim objevitelem byl francouzsky mechanik a matematik Pierre Varig-
non (1654-1722), ktery ji formuloval a dokézal v kniZni publikaci Elemens
de Mathematique, jez byla vydana az posmrtné v roce 1731. Vzhledem
k jednoduchosti a nédzornosti této véty eukleidovské geometrie je skuteéné
pozoruhodné, Ze byla objevena a publikovana az na zacatku 18. stoleti.
Rovnobéznik M N PQ z této véty je nazyvan Varignoniv rovnobéznik a lze
snadno dokazat, Zze jeho obsah je roven poloviné obsahu pfislusného kon-
vexniho &tyfihelniku ABCD, tj. S(MNPQ) = 1S(ABCD). (Pro nekon-
vexni ¢tyftihelnik ABCD, popf. i tzv. ,zkfiZzeny ¢tyftahelnik”, v némz téz
plati Varignonova véta, situace s obsahy je slozit&jsi. Aby pro né platila
stejna rovnost obsahu jako pro konvexni ¢tyitahelniky je nutna doplitkovéa
umluva o zobecnéni pojmu obsahu, jeZ pfesahuje ramec $kolské geometrie.)
V literatufe se lze také setkat s raznymi zobecnénimi Varignonovy véty
pro nékteré dalsi mnohothelniky (se sudym poétem stran a rovnob&znymi
proté&jsimi stranami).

6. Zavér

Pouziti geometrickych vektort v dikazech planimetrickych vét jsme ilu-

priklady miZe Gtenaf té7 nalézt napf. v [1, s. 356-361], [4] a [5]. ReSeni
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geometrickych problému vektorovou metodou pfispiva k hlubsimu poro-
zuméni geometrii, je uzitecné a inspirativni jak ve vyuce, tak pii praci
s talentovanymi studenty v matematice.
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Egyptské nasobeni

IVAN CHAJDA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Na zakladni skole se zaci u¢i nasobilku. Nasobit dvé prirozena ¢isla a, b
neni samoziejmeé nic jiného, nez b-krat secist ¢islo a samo se sebou. Jelikoz
pro b = 1 s¢itani vlastné neprovadime, k provedeni vypoctu tohoto soucinu
je zapotiebi pravé b — 1 souc¢ti. Takové postupné s¢itéani je vSak Casové
dosti narocné, i kdyz pocetné jednodussi nez nasobeni. Proto pro a < 9,
b <9 je pri praktickém pocitani bez kalkulatoru snadnéjsi a rychlejsi znat
nasobilku, nez postupné séitat ¢islo a. Nasobime-li v8ak ¢isla vétsich fadu,
pouzivame zpravidla algoritmus, ktery zakiim zpocatku plisobi obtize, a pii
kterém se bez znalosti nasobilky neobejdeme. Ano, je to znamé nasobeni
,,8 ocaskem®.

Nabizi se vSak otazka, zda lze i pro nasobeni vétSich prirozenych &isel
pouzivat postupné s¢itani, ale tak, aby pocet téchto souc¢ti byl pro dana
¢isla a, b podstatné mensi nez pocet b — 1 souctu ¢&isla a. Takova metoda
skutecné existuje, zpravidla se nazyva ,,egyptské nasobeni“. Nejjednodussi
vysvétleni této metody lze provést pomoci piikladu.

Chceme napiiklad nasobit ¢isla a = 48, b = 23 . Pokud bychom pouzivali
postupné séitani, museli bychom 23 krat secist ¢islo 48, coz je dosti pracné a
zdlouhavé. Tzv. ,egyptsky algoritmus“ pracuje efektivnéji. S¢itame takto:

48 = 48 = 48 - 1,

96 = 48+48 = 48-2,

192 = 96496 = 48 -4,

384 = 192+ 192 = 48 -8,

768 = 384 + 384 = 48 - 16.
Nyni si v&imnéme, %e 23 = 1+ 2+ 4+ 16 (tj. podtrzena ¢isla v pravém
sloupci), coz je vyjadieni ¢isla 23 v mocninach 2 nejvySe rovnych 23, a

tedy
48 - 23 =48 4+ 96 + 192 + 768 = 1104.

Nemuseli jsme tedy s¢itat 23krat ¢islo 48, ale séitali jsme nejprve 4 dil¢éi
soucty, a pak jsme tyto soucty secetli, dohromady jsme provedli 8 séitani,
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takze tento algoritmus je mnohem efektivnéjsi. Pro bézné nésobeni bez kal-
kulatoru se to jevi jako vyhoda, pfi zna¢ném mnozstvi ndsobeni skute¢né
velkych ¢isel je tento rozdil zcela markantni. A to je divod, pro¢ se toto
egyptské nésobeni pouziva v pocitacich, kde tspora ¢asu hraje rozhodujici
roli zejména v rozsahlych algoritmech.

Otazka je, kolik souctu ¢isla @ musime vytvorit pfi zadaném ¢&isle b. Od-
povéd je zajimava, je to maximalné sedminasobek poétu &islic desitkového
zapisu ¢isla b. Ve vySe uvedeném pifkladu ma ¢&islo b = 23 dvé ¢islice, tedy
maximélné potfebujeme vypocéitat 14 souéttt. Tento odhad je velmi velko-
rysy, presvédcili jsme se, Ze stacilo celkem 8 souctii. AvSsak mohou nastat
situace, kdy tento odhad bude blize ke skute¢nosti.

A jak vysvétlime, Ze staci nejvySe sedmindsobek poétu ¢islic ¢isla b
v desitkovém zapisu? Dikaz je nasledujici. Zfejmé plati

27 = /27 = /128 > /100 = 10,

a tedy
2" > 10"

pro kazdé pfirozené ¢islo n. Jinymi slovy, ¢islo 25 je vétsi nez pocet Cislic
¢isla b. Tedy nejvyssi mocnina ¢isla 2, kterd neni vétsi nez b, musi mit
méné nez 3,5krat pocet cifer ¢isla b. ProtoZe pak jesté s¢itdame tyto diléi
soucty, je pocet souttu v egyptském nasobeni maximalné dvojnésobkem
tohoto ¢isla 3,5, tedy jeho sedminasobkem.

Ctenaf necht si oveH na prikladu nésobeni velkych ¢isel, jak podstatna
aspora poctu séitani takto nastava. A pro zéky zakladni skoly perlicka na
zaver: pii této metodé jsme zcela vynechali znalost a pouzivani nésobilky,
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111 specidlni body
lezici na jedné primce I

JAROSLAV ZHOUF
Vysokéa gkola ekonomické, Praha

Ukolem tohoto a nasledujicich ¢lanki je poukazat na nékteré vyznamné
trojice bodu v rovinég, které lezi na jedné piimce. Takovou trojici boda
v trojuhelniku je napf. jeho vrchol, stfed jeho protilehlé strany a jeho
t87isté — tyto body lezi na téZnici trojihelniku. Jinou trojici boda v troj-
thelniku je jeho vrchol, pata kolmice vedené z tohoto vrcholu na proti-
lehlou stranu a prusecik vysek — tyto body lezi na vysce trojuhelniku.

V tomto ¢lanku za¢neme pravé uvedenymi piipady. Tuto znalost pak
vyuzijeme dale, kdy budeme ukazovat dalsi trojice takovych bodu. Cela
problematika bude feSena tak, aby ji porozuméli stfedoskoléci a snad i

mnozi zaci druhého stupné zakladni skoly.

~ v ey

Vrchol trojahelniku, stifed jeho protéjsi strany a tézisté
Mame dan trojuhelnik ABC a A;, B, C stfedy protilehlych stran

k jeho vrcholim. Ozna¢me T (t&7ist8) priisecik pfimek (téZnic) AA; a
BB;. Dokazeme, ze pak body C, T, C lezi na jedné piimce. Neboli fikame,
ze se vSechny téznice trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Dikazt tohoto tvrzeni je vice, zde uvedeme méné obvykly zptusob du-
kazu. Budeme pfedpokladat, Ze bod T nelezi na p¥imce C'C; (obr. 1).

c

Obr. 1
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JelikoZ je A1 By || AB, jsou obsahy trojuhelniki ABA; a ABB; stejné.
Odec¢teme-li od téchto stejnych hodnot obsah trojihelniku ABT, dosta-
neme, ze obsahy trojuhelnika AT B, a BT A1 jsou stejné.

Stejné jsou obsahy trojihelniki AC1T a Cy BT, protoze |AC,| = |C1 B|.
Stejné tak jsou stejné obsahy trojuhelnika AB,T a C'B,T a také jsou stejné
obsahy trojuhelnikit BA;T a C A;T. Proto se soucet obsahii trojuhelnikt
ACLT, AByT, CB;T rovna sou¢tu obsahu trojuhelnika BC,T, BA|T,
CAT.

Jelikoz jsou taktéz stejné obsahy trojuhelniki AC;C a BC1C, vyplyva
z toho jediné, Ze bod T lezi na p¥imce C1C.

Vrchol trojahelniku, pata vysky na protéjsi strané a ortocentrum

Mame dan trojuhelnik ABC a Ay, By, Cy paty kolmic vedenych po-
stupné z vrcholtt A, B, C na protilehlé strany. Oznac¢me V (ortocentrum,
prusecik vygek) priseéik piimek (vysek) AAg a BBj. DokaZzeme, ze pak
body C, V, Cy lezi na jedné piimce. Neboli fikame, Ze se vSechny vysky
trojihelniku protinaji v jednom bodé.

Dikazt tohoto tvrzeni je taktéz vice. Zde ukaZeme jeden mozny dikaz,
a to jen pro ostrouhly trojihelnik.

Sestrojime tii pfimky AAg, BBy, CCy (obr. 2).

C

Obr. 2
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Body A, B, Ay, By lezi na Thaletové kruznici nad praumérem AB. Proto
jsou obvodové thly BAAy a BByA shodné. Body B, C, By, Cy lezi na
Thaletové kruznici nad primérem BC'. Proto jsou obvodové thly BCCy
a BByCy shodné. Body A, Cy, Ag, C lezi na Thaletové kruznici nad pru-
mérem AC. Proto jsou obvodové thly CoAAy a CyC Ay shodné. Odsud
vyplyva, ze BBy je osou thlu CyByAp.

Analogicky je AAgy osou thlu CyAyBy. A analogicky je CCy osou uhlu
Aoc()Bo.

Prusecik pfimek AAy a BBy je bod V. Tento bod ma stejnou vzdalenost
od pfimek CyBy, AgBy a CyAg. Proto bod V lezi na piimce CCy.

v e N

VyuZzijme oznaceni bodu v trojuhelniku ABC' z predchozich kapitol.
Nové ozna¢me S stfed kruznice opsané tomuto trojuhelniku. Je to bod,
ve kterém se protinaji osy stran, které zde prochazeji body A;, By, Cy
(obr. 3).

C

Obr. 3

Osy stran trojihelniku ABC' jsou v trojiuhelniku A; B;Cy jeho vyskami
s ortocentrem S. Trojuhelnik A; B1C; je obrazem trojuhelniku ABC ve
stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —%. Proto je i bod S obrazem
bodu V' v této stejnolehlosti.
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Takze body S, T, V lezi na jedné piimce. A plati |TV| = 2-|T'S|. Tato
pfimka se nazyva Fulerova piimka, Casto ji znac¢ime e. Eulerova piimka
existuje pro kazdy trojihelnik vyjma trojihelniku rovnostranného, kde
body S, T,V splyvaji.

Poznamky:.

1. Obecné neplati pro kazdy trojuhelnik, ze na Eulerové piimce lezi i stied
kruznice vepsané tomuto trojihelniku.

Y

2. Trojahelnik A, B,C; se nazyva piickovy trojiuhelnik trojuhelniku ABC.
3. Trojuhelnik AgByCy se nazyva orticky trojihelnik trojuihelniku ABC.

4. Bod L lezici na Eulerové pfimce, ktery je stfedové soumérny s bodem V
podle bodu S, se nazyva Longchampiv bod.

Ulohy k samostatnému reseni

Uloha 1
Ovéite, ze v pravouhlém trojihelniku s jednim ostrym thlem o veli-
kosti 60° nelezi stfed kruznice vepsané na Eulerové piimce.

Uloha 2

Jsou dény soustifedné kruznice k, [ se stfedem S, [ lezi vné k. Na kruz-
nici ! je ddn bod B, z néhoz jsou vedeny te¢ny kruznice k s body dotyku
T1, To. Ozna¢me P prusecik kruznice k a tsecky BS. Pifimky STi, ST,
protinaji kruznici [ v bodech U;, Us. Dokazte, ze body Uy, Us, P lezi na
jedné primce.
Uloha 3

Dokazte pro tupothly trojihelnik ABC' s patami Ay, By, Cy kolmic ve-
denymi postupné z vrcholu A, B, C na protilehlé strany a ortocentrem V',
ze body C, V', Cy lezi na jedné piimce.

Uloha 4 (Obména Nagelovy véty.)

Ozna¢me v trojuhelniku ABC paty Ag, By, Cy kolmic vedenych po-
stupné z vrcholi A, B, C na protilehlé strany, stied S kruZnice trojihel-
niku opsané a patu P kolmice z vrcholu A na pfimku ByCy. Dokazte, ze
body A, P, S lezi na jedné pirimce.

Uloha 5
Je dan trojuhelnik ABC'. Sestrojime rovnobézniky ABCP a ABQC.
Dokazte, ze body P, C, @ lezi na jedné piimce.
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Uloha 6
Dokazte, ze prochazi-li Eulerova pfimka trojihelniku nékterym jeho vr-
cholem, je trojuhelnik pravothly nebo rovnoramenny.

Uloha 7

Dokazte, ze Longchampuv bod trojuhelniku ABC je priise¢ikem vysek
trojuhelniku A’B’C’, jehoz pfickovy trojuhelnik je ABC.
Uloha 8

Dokazte, ze jsou totozné Eulerovy piimky trojuhelniku ABC a troj-
thelniku A’B’C’, jehoz prickovy trojuhelnik je ABC.
Uloha 9

Maji-li dvé kruznice o nestejnych polomérech spoleénou te¢nu, pak tato

te¢na prochézi stfedem nékteré stejnolehlosti zobrazujici jednu kruznici na
druhou. Dokazte.

Uloha 10
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan vrchol C, prisecik vysek V a
stfed S kruznice opsané.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: V pravouhlém trojihelniku ABC' s pieponou AB a jejim stie-
dem C je Eulerova piimka C'Cy. Je-li | BAC| = 60°, je trojahelnik AC,C
rovnostranny. Takze Eulerova pfimka svird s piimkou AC thel o veli-
kosti 60°, kdezto stfed kruznice vepsané trojiuhelniku ABC' lezi na piimce,
ktera svira s pifimkou AC thel o velikosti 45°.

Uloha 2: Trojthelniky SBTy a SU; P jsou shodné, protoze |SB| = |SU|,
|STy| = |SP|, | BSTy| = |XU1SP|. Proto je |XSPU| = [« SPU,| =
= | STy B| = 90°.

Uloha 3: Vyberme napiiklad situaci, kdy trojuhelnik ABC je tupotihly
s tupym thlem p#i vrcholu B. Vysky z bodi A, B maji prusecik V. Orto-
centrum trojuhelniku AV C je bod B. V tomto trojthelniku je ptimka AB
vyska s patou Cy. Proto body C, V, Cy leZi na jedné pifimce.

Uloha 4: Dikaz je naznafen pro ostrothly trojihelnik ABC. Oznaéme
|XACB| = v a stied strany AB oznafme C;. Z dikazu vySe jiz vime, Ze
[ CCoBy| = 90° — 7, takze |[APCHA| = «y. Stejné tak pro stiedovy thel
plati [ C1SA| = 4. Proto jsou trojahelniky SAC;, a CyAP podobné se
shodnym thlem pii vrcholu A, ¢imz je ditkaz hotov.
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Uloha 5: Ozna¢me |[XCAB| = a, [XABC| = 8, |XACB| = ~. Potom
X PCA|+ |SXACB| + [ BCQ| = 8 + v + a = 180°.

Uloha 6: Uvazujme trojuhelnik ABC s prisecikem vysek V. Mize byt bud
C =V ,nebo C' # V.V prvnim pfipadé je trojihelnik ABC pravouhly. Ve
druhém piipadé je piimka C'V zaroven vyskou i téZnici trojuhlniku ABC,
takze trojuhelnik je rovnoramenny.

Uloha 7: Trojuhelniky ABC a A’B'C’ jsou stejnolehlé podle stiedu T,
proto se vyska AV zobrazi na vysku A’L.

Uloha 8: Na Eulerové pifmce trojuhelniku ABC' lezi priseéik vysek L a
t8zi8té T trojuhelniku A’'B'C’.

Uloha 9: St¥edy kruznic ozna¢me Oi, Oz, body dotyku kruznic se spo-
le¢nou teénou ozna¢me Ty, Ts. Je O1T || OxTs, protoZe jsou obé piimky
kolmé ke spolecné te¢né. Proto je obrazem bodu 77 bod T, v néjaké stej-
nolehlosti zobrazujici jednu kruznici na druhou, proto te¢na 71175 prochazi
stfedem této stejnolehlosti.

Uloha 10: Sestrojime t&zisté T na Eulerové piimce, stied C; strany AB,
kolmici bodem Cj k ptimce C'V a kruznici opsanou trojihelniku ABC.

Zaveér

Prezentovali jsme vSeobecné znamé, ale i méné znama tvrzeni o pfim-
kach v trojuhelniku, které jsme zde dokazali. Jiné dikazy lze nalézt v
mnohé literatufe. Zde uvedme jen jako priklady [1, s. 55-58], [2, s. 38-43],
[3, s. 172-173], [4, s. 28-51]. Dalsi diikazy budou obsahem pokracovani
naseho tématu v nasledujicich &islech tohoto ¢asopisu.

V pokracovani tohoto ¢lanku také poukazeme na jiné, méné znamé tro-
jice bodu lezici na jedné pfimce.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tloh. Regeni novych tloh 271 a 272 muZete
zaslat nejpozdéji do 31. 12. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 271
Urcete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel, pro néz nabyva vyraz

a®+ ab+ b2
a+b

celo¢iselnych hodnot.
Jaroslav Svréek
Uloha 272
V soutézi pro ¢tyfi ucastniky je deset tkolt ohodnocenych postupné
1,...,10 body. Body za kazdy tukol dostane jen ten, kdo tkol splni jako
prvni. Jakmile jsou v8echny tikoly splnény, kazdy soutézici si secte své body
a urci se poradi soutézicich (nejprve dle bodu, pfi rovnosti bodi rozhoduje
o poradi los). Pepa za¢ina dfive neZ ostatni, mtize si vybrat, které tkoly
splni, a chce mit zaruceno, Ze nebude posledni. Dokazte nasledujici dvé
tvrzeni:
a) Sta¢i mu k tomu ziskat 14 bodi.
b) Sta¢i mu k tomu ziskat 13 bodu.
Josef Tkadlec

Dale uvadime feseni tloh 267 a 268, jejichz zadani jsme zvefejnili v tvod-
nim &sle aktualniho (30.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 267
V pravotihlém trojuhelniku ABC' s odvésnami délek |BC| = a a |AC| =
= b, a < b, protnou osy jeho vnitfniho a vnéjsiho thlu pii vrcholu C p¥imku
AB po tfadé v bodech E a F. Uréete obsah trojuhelniku FFC.
Jaroslav Zhouf

Resend. Sestrojme pravothlé rovnoramenné trojahelniky ACC; a ACCs
s pravymi thly u vrcholu A dle obrazku. ProtoZe osy vnitiniho a vnéjsiho
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tthlu u vrcholu C trojiuhelniku ABC jsou navzajem kolmé, sviraji se stra-
nami AC a BC' tohoto trojahelniku uhly 45°. Body C; a Cy tak lezi po
fadé na téchto osach CF a CE. Piitom plati

|AC1| = |ACo| =b,  |CCi| =|CCs| = bV2.

Cy
C
Y
a
2
A FEF B F

Cy
Z podobnosti trojihelniki BCE a AC>E (uu) plyne
a |BC| _ |CE| |CE|

b JAC,| ~ [CCo[— [CE| ~ bv2— |CE|

Odtud jiz po tpravé dostaneme

abv/2
b+a

CE| =

Z podobnosti trojuhelnikit BCF a AC1F (uu) dale plyne
a |BC| |CF| |CF|

b JAC,|  |CF[+|CCi| — |CF|+bv2

Opét tpravou dostaneme

|CF| =

abyv/2
b—a’
Obsah Pogp pravoihlého trojihelniku CEF tak je roven

1 aby?2 ab\/§_ a’b?

2 bta b—a b —a2

1
Pepr = 5 - |CE|-|CF| =
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Pozndmka. Velikosti stran |CE| a |CF| muZeme také spocitat nasleduji-
cim zptsobem. Ozna¢me [ velikost vnitfniho thlu trojihelniku ABC pii
vrcholu C'. Osa pravého uhlu AC'B svird s pfimkou CB thel 45°, odtud
snadno vypoéteme | BEC| = 135° — 3. Podle sinové véty plati
sin 8 2sin 8
CE|=|BC|- — =q- =
CBl =1BC] sin(135° — f3) V2cos f+/2sin 3
2 ane

~ cotgB+1 0 £41  b+a’
Oznaéme « velikost vnitiniho thlu trojuhelniku ABC pii vrcholu A.

Podobné jako v predchazejicim odstavci vypocteme |X AFC| = 45° — a.
Podle sinovvé véty v trojihelniku AFC plati

sin o 2sin a
CF| = |AC| - — =b- =
CF| = ]AC] sin(45° — «) V2cosa —v2sina
VI VI _aby
7 cotga—1 %—1_b—a'

Jiné feSend. Osy vnitiniho a vnéjsiho thlu u vrcholu C' trojuhelniku ABC
jsou navzajem kolmé, trojuhelnik CEF je tak pravouhly. Ozna¢me S stred
usecky AB, tedy stfed kruZnice opsané trojihelniku ABC a T stied tisecky
EF, tedy stfed kruznice opsané trojuhelniku CEF. Stejné jako v pred-
chézejicim feSeni ukdzeme, Ze osy vnitfniho a vnéjsiho dhlu u vrcholu C
trojuhelniku ABC sviraji s jeho stranami thel 45°.

Z trojuhelniku AF'C plyne pii oznadeni [ BAC| = «
[XTCF| = |« CFT| = 180° — [ ACF| — |XCAF| = 180° — 135° — o =
=45° —a =KX ACE| — |« ACS| = | SCE)|.
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Trojuhelnik SCT je tak pravouhly, pfitom |[XCST| = 2|xCAB| = 2a.
Plati tak
ICT|
ics|

2t 22 2ab
thOé: go; = b2: 2& 5
l-tga 1-% b -a

Ozna¢me Pspc a Popp po fadé obsahy trojihelniki ABC a ECF.
Protoze oba maji stejnou vysku z vrcholu C, plati
|EF| ab 2|CT| ab  2ab a’b?
|AB| 2 2|CS| 2 b2—a2 b2 —a?’

Scer = SaBc -

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovea, Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jdchim z Volyné a Michal
Pecho ze SPS v Dubnici nad Vahom (Slovensko).

Netiplné Feseni zaslal Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Polsko).

Uloha 268
V oboru realnych ¢isel najdéte feSeni soustavy rovnic
pxr+2y =2,
a:+(p2—3)y:p—1

s redlnym parametrem p.

Pavel Calabek
Resend. Druhou rovnici vynasobime —p a pfi¢teme k prvni rovnici. Dosta-
neme tak

y(2+3p—p’)=2+p—p”.
Tuto rovnici upravime
y2-p)(p+1)*=(2-p)p+1)
Vidime, Ze pro p € R\ {—1, 2} plati
1

T

Z druhé rovnice pak pro tato p dostaneme

2

p°—3 2
= —1— 2— = —]_— = —_—
r=(p-1)—(p"=3)y=p PR
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Pro p = —1 ma soustava tvar

—z 42y =2,
T — 2y =—2.

Jelikoz druha rovnice je nasobkem prvni, mé tato soustava nekone¢né
mnoho FeSeni
y=t, =2(t—1), kdet € R.

Pro p = 2 mé soustava tvar

2x + 2y = 2,
r+y=1

Jelikoz prvni rovnice dvojnasobkem prvni, ma tato soustava nekone¢né
mnoho FeSeni
y=t, x=1—1t, kdet € R.

Zavér. Pro p = —1 mé soustava nekoneéné mnoho FeSeni
(z,y) € {(2(t — 1),t), kde t € R}.
Pro p = 2 mé soustava nekone¢né mnoho feSeni
(xz,y) € {(1 —t,t), kde t € R}.

Pro zbyvajici p € R\ {—1,2} ma soustava jediné feSeni
2 1
z,y)=|——,——].
(@9) (p T p+ 1)

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovei, Anton Hndth z Moravan, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Pol-
sko) a Michal Pecho ze SPS v Dubnici nad Vahom (Slovensko).

Neuplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Na akustiku s tabletem
nebo smartphonem

OLGA SMETANOVA — LUKAS RICHTEREK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Text ¢lanku vychazi z diplomové prace [1], ktera je volné dostupna
a zahrnuje experimenty z nasledujicich tematickych oblasti: demonstrace
razi pro kmitavé pohyby, akustickd analogie fadkovaci tunelové mikrosko-
pie, méfeni rychlosti zvuku ve vzduchu, studium vlastnosti zvuku (pfe-
devdim zvukovych spekter téonil zahranych na rdzné hudebni nastroje),
orienta¢ni méfeni hlasitosti a intenzity zvuku, audiometrické méreni, de-
monstrace principu sonaru a Dopplerova jevu. MéFeni pomoci tabletd a
smartphont je bezpochyby jednou z moznosti, jak tato zafizeni smyslu-
plnéji vyuzit ve vyuce v duchu trendu ,,Bring Your Own Device* a je
mu vénovana Fada ¢lanka a navodi (ponékud reprezentativngjsi vycet ak-
tualni k datu odevzdani je uveden v samotné diplomové praci [1], zde
zmihme alespon piehledovou publikaci [2]). V praci se zamé&fujeme na po-
kusy z akustiky a vét§ina z nich vyuziva volné dostupné aplikace PhyPhox
[3]. Jako ,,ochutnavku® zde bliZe rozeberme ¢tyii experimenty, k nimz bylo
na smartphonu vyuzito senzoru hladiny intenzity zvuku a ténového gene-
ratoru.

1. Akusticka analogie fadkovaci tunelové mikroskopie

Vynalez fadkovaci tunelové mikroskopie (STM) hraje obrovskou roli pfi
studiu mikroskopické struktury povrcht a rozvoji nanotechnologii. STM
nam umoziuje zobrazovat atomy a molekuly, na druhou stranu teoretické
pochopeni této metody je pro stfedoskolského studenta naro¢né pomérné.
Manfred Euler [4] navrhl akusticky model, ktery dava do souvislosti zobra-
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zeni elektrického pole atomd mikroskopem (viz napf. obr. 1) a ,,zobrazeni“
¢i detekci dutin pomoci rezonance akustického signalu. Pro préci se dvéma
smartphony (jeden v roli generatoru zvuku, jeden jako detektor) byla mys-
lenka rozpracovana v [5]. Jako rezonatorové dutiny ndm mohou poslou-
zit prazdné plastové lahvicky od jogurtovych népoji usporadané v radé
nebo rozmisténé na néjaké plose, ty nam reprezentuji ,,atomy na povrchu
vzorku“. Namisto skenovani pomoci tunelového jevu pak méfime zesileni
¢i zeslabeni amplitudy zvuku.

Y )
0

Obr. 1 Zobrazeni vrstvy grafenu elektronovym mikroskopem (zdroj: Wikipedie)

Nejprve musime najit rezonanéni frekvenci lahvi¢ek pomoci bilého Sumu.
MiZeme k tomu pouzit napf. aplikaci Function Generator (https://wuw.
keuwl.com/FunctionGenerator/) spusténé na jednom telefonu (obr. 2a)
jako generator bilého Sumu. Druhym telefonem pak zobrazime zvukové
spektrum nad dutinou lahvicky (naseho rezonédtoru), napf. pomoci aplikace
Advanced Spectrum Analyzer (https://play.google.com/store/apps/
details?id=com.vuche.asap), v naSem pripadé vychazi rezonan¢ni frek-
vence 632 Hz (obr. 2b). Pokud do lahvicky nalijeme 40 ml vody, zkrati se
vzduchovy sloupec v ni a rezonané¢ni frekvence bude vyssi, v naSem piipadé
811 Hz (obr. 2c).

et >z o =

AWN"”M""WWVMJI o B Nf«/“«\#

A
B Al

a) b) c)
Obr. 2 Hledéani rezonanéni frekvence lahvicky pomoci bilého umu: a) aplikace

function generator jako zdroj; b) spektrum nad prazdnou lahvickou; ¢) spektrum
nad lahvi¢kou se 40 ml vody
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Pfi samotném méfeni pak nastavime na generdtoru harmonicky tén
nalezené rezonan¢ni frekvence (napf. 632 Hz pro préazdnou lahvicku) a
projizdime (,,skenujeme®) nad fadou lahvic¢ek, druhym telefonem zazna-
menévame zesileni a zeslabeni zvuku (aplikaci Phyphox/Amplituda zvuku
[3]) jako na obr. 3a. Poloze lahvi¢ek odpovid4 zesileni zvuku (obr. 3b). Po-
kud do jedné z lahvicek (v naSem piipadé t¥eti zleva) nalijeme vodu, zméni
se jeji rezonan¢ni frekvence a k zesileni zvuku (nastaveného na rezonanci
nad prazdnou lahvi¢kou) nedojde, bude ,neviditelna“ (obr. 3c).

Historie Historie
-650 K 7 :
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Cas (s) Cas5)
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Obr. 3 Méfeni rezonanéniho zesileni zvuku nad soustavou lahvicek: a) mozné
uspofadani experimentu; b) soustava ¢tyf prazdnych lahvi¢ek; c) nad t¥eti lah-
vickou, v niz je voda, k zesileni nedojde

Postup mizeme zopakovat pro lahvicky naplnéné stejnym mnozstvim
vody (tfeba 40 ml) a jejich nalezenou rezonané¢ni frekvenci 811 Hz. Pokud
obsahuji v8echny pfiblizné stejné mnozstvi vody, dojde k rezonanénimu
zesileni zvuku nade vSemi (obr. 4a), pokud napf. tfeti zleva vyprazdnime
(obr. 4b) nebo do druhé zleva nalijeme 80 ml vody (obr. 4c), nad témito
lahvickami k zesileni nedojde na zdznamu je ,nevidime“.
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Obr. 4 | Skenovani“ nad lahvickami s vodou s nastavenou frekvenci 811 Hz:
a) v8echny lahvicky se 40 ml vody; b) t¥et{ je prazdn4; c) ve druhé je 80 ml

Experiment lze s vétSsim pocétem lahvicek modifikovat rozmisténim na
ploSe namisto pouze v Fadé, pfesnéjSim zaznamendvanim polohy apod.
Abychom nemuseli drzet dva smartphony, je mozné k zaznamu zvuku po-
uzit sluchatka, jeden telefon pak muzZe zistat poloZeny na stole. K udrzeni
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alespon piiblizné stejné vysky telefonii nad lahvi¢kami lze ruku nebo tele-
fon podepfit, napt. knihami (obr. 3a). Lze si pfedstavit, Ze pii usporadani
v roviné mohou ,,vrchy” a ,doly“ akustického signélu pfipominat pole
atomu na obr. 1.

2. Doppleriv jev

Jednou z mozZnosti demonstrace Dopplerova jevu je vyuziti otac¢ivé desky
(za pfedpokladu, Ze ota¢eni muZzeme alespon piibliZzné povaZzovat za rovno-
mérné). Telefon s reproduktorem umisténym na okraji otacejici se desky, se
bude k pfijimadi (druhému telefonu) periodicky piiblizovat a vzdalovat [6].
Abychom piedesli poskozeni pii sklouznuti pfistroje, je nutné telefon nebo
tablet na desce dostatecné pfipevnit (obr. 5). Jako zdroj miZeme opét
pouzit aplikaci Function generator, kterd umoznuje zapnout ¢ vypnout
jednotlivé reproduktory (musime se rozhodnout, ktery pouZijeme a zmé&rit
jeho vzdalenost od osy otaceni, v naSem piipadé 15,5 cm).

PR e e F R

Obr. 5 Tablet jako generator signalu o frekvenci 6 000 Hz na otacivém kotoudi
a jeho upevnéni se zapnutou aplikaci Function Generator

Pomoci aplikace Phyphoz/Zvukové spektrum lze zobrazit frekvenéni spek-
trum a také hodnotu frekvence s maximalni amplitudou, zvlast pro pri-
blizovani a zvlast pro vzdalovani (obr. 6). Ze vztahii pro Doppleriv jev
(viz napf. [7]) pak muZeme dopocitat rychlost zdroje, napf. pro udaje ko-
respondujici obr. 6 dostavame

U = Vzvuk <1 - %) = Uzvuk (% - 1) = Uzvuk (;i ;:;z) = ZIII'S_I7

pro obvyklou hodnotu v,yux = 340 m/s. Rychlost muZeme odhadnout i
zméFenim frekvence otaceni (napf. z doby 100 nebo 50 otoceni) a vzda-
lenosti reproduktoru od osy otaceni. V uvedeném p¥ipadé vyslo 2,1 m/s,
chyba se tedy pohybovala do 4 %.
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Obr. 6 Zaznamenané frekvence pro pfiblizovani f; = 6035 Hz a vzdalovani
f2 = 5965 Hz pro fo = 6000 Hz; u vystupu programu byly invertovany barvy

K ovéfeni ¢ demonstraci Dopplerova lze pouzit i videozédznam jizdy
automobilu po primé silnici se zapnutym klaksonem pii tfech rychlostech:
https://www.youtube.com/watch?v=zF1glvQvKzU, analyzu bychom pro-
vedli analogicky.

3. Princip sonaru

Nas mobil nebo tablet se mtize proménit i v jednoduchy sonar, ktery
je jako pristroj prikladem aplikace znalosti Sifeni akustickych vin. V praxi
se vyuziva velmi Casto a princip je velice jednoduchy a snadno pochopi-
telny. Aplikace Phyphox/Experiment Sonar vysila kratky zvuk a pomoci
mikrofonu zaznamenéva echa. Na zakladé toho pak vykresluje graf zavis-
losti amplitudy ozvény na vzdélenosti, popiipadé také zavislosti amplitudy
ozvény na ¢asovém zpozdéni.

Pii tomto experimentu je vhodné chranit telefon pied nezadoucimi ozveé-
nami (viz mé¥en{ v laboratofi na obr. 7, kde je pfistroj v krabici oteviené
pouze na jedné strané a ostatni stény jsou obloZeny izolaci) nebo na zakladé
vhodnych indicii pfifadit méfené pfekdzce spravnou ozvénu. Za vhodnou
prekazku muZe poslouZit napf. kovovy tac, sténa nebo dvefe (obr. 7).

Obr. 7 Experiment sonar v laboratofi a pfi pouziti studenty Slovanského gym-
nézia v Olomouci
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P1i spusténi experimentu sly$ime ,,cvrlikani“ — zvuk s rychle se ménici
frekvenci vysilany aplikaci. Podle popisu trva kazdy takovy signal 5 ms a
frekvence se méni v rozsahu 1 kHz aZz 4 kHz, pfi¢emz signél se opakuje
vzdy pétkrat v intervalu asi 30 ms.

Vyhodnoceni vzdalenosti od piekazky zavisi na ru¢né zadavané rychlosti
zvuku ve vzduchu. Pfi znamé vzdalenosti prekazky 1ze naopak odhadnout
rychlost zvuku (viz tdaje z grafii na obr. 8)

20 2-1,8m
t  0,010417s

v= =346m-s*,

coz je v rozumném souladu s obecné pirepokladanou hodnou pro pokojo-
vou teploty okolo 20 °C (viz napf. http://www.converter.cz/tabulky/
rychlost-zvuku-vzduch.htm).

177,08 cm
4

: Z 0,010417 5

i 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 0005 001 0015 002 0025 003
Vadilenost / cm 2Zpokdéni /s

Obr. 8 Amplituda echa v zavislosti na vzdalenosti a ¢asovém zpozdéni pro
prekazku ve vzdalenosti 1,8 m, rychlost zvuku ve vzduchu nastavena na 340 m/s

4. Audiometrické méreni

Audiometrie je jedna metod vySetieni sluchu, kterou se testuje citlivost
na jednotlivé frekvence ve slySitelné oblasti. K jednoduchému testovani
lze opét vyuzit tablet nebo smartphone — studenti si pomoci sluchéatek a
smartphonu mohou méfit uroven sluchového prahu v zavislost na frekvenci
zvuku. Mohou si tak provérit kvalitu jejich sluchu, vyhodnotit namérena
data pro pravé a levé ucho zvlast ¢ porovnat své vysledky s ostatnimi
spoluzaky ¢i ¢leny rodiny. Experiment nabizi mezipfedmétové propojeni
mezi fyzikou a biologii pripadné medicinou.

Zavislost hladiny intenzity zvuku, ktery jesté slySime, na frekvenci na-
zyvame audiogram. Pro klinické pouziti je stupnice normalizovana tak,
ze se stava primkou pfi 0 dB pro v8echny frekvence. Tato normalizovana
stupnice se vyznacuje jako dB HL. Pro normalni sluch pfedstavuje tedy
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zévislost hladiny intenzity zvuku na frekvenci pfimku v horni ¢asti au-
diogramu (viz obr. 9). Hodnota 0 dB pak pfedstavuje hodnotu, kterou
mlady a zdravy jedinec je$té muze slySet. Cim nize se odchyluji namérené
hodnoty, tim vé&tsi je ztrata sluchu.

=]

Hearing Test

PURE-TONE AUDIOMETRY
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Obr. 9 Typicky zdznam méfeni v aplikaci Hearing test s barevné vyznacenou
gkalou ztraty sluchu pro nizké frekvence

Aplikace Hearing test (https://www.e-audiologia.pl/HearingTest/) do-
kaze generovat téony raznych frekvenci a rtzné intenzity a nasledné vy-
kreslit audiogram. S originalnimi sluchéatky ke smartphonu ani neni nutné
kalibrace. U vysokych frekvenci muze dojit ke zkresleni diky frekvenéni
charakteristice reproduktorii, pop¥. sluchéatek, nebot kvalitni pfenos a po-
déani vysokych frekvenci nejsou pro bézné telefonni hovory nutné.

Aplikace postupné ,pousti do ucha* frekvence v rozsahu 125 Hz aZ
18000 Hz pro kazdé ucho zvlast. V zaznamu méfeni pak miize byt ba-
revné odliSena mira sniZeni sluchu (obr. 9). Dodejme ale, Ze ziskané vy-
sledky nelze brat jako rovnocenné lékarskému vySetieni nebo jako podklad
k vyslovovani diagnozy. Zavéry jsou orienta¢ni, ale mohou upozornit na
ptipadny problém ¢i potfebu konzultace s lékafem, specialistou v oboru
otorhinolaryngologie (ORL).

Aplikace také dokaZze znazornit typické frekvence nékterych béZnych
zvuki, jako se kapajici kohoutek, vysavac, ptaci zpév ¢ nékteré hlasky
lidské fedi (obr. 10).
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Obr. 10 Audiogram s typickymi zvuky (,,Speech banana“) pro nizsi frekvence
v aplikaci Hearing test

Provedli jsme méfeni na 3 osobach ve véku 22, 50 a 73 let (obr. 11,
12 a 13). Program v interpreta¢nich diagramech znézorhuje i orientacni
normy pro dany vék. U padesatiletého muZe (obr. 13) je patrné zhorSeni
sluchu oproti normativnim hodnotam, naopak sluch mladé Zeny odpovida
v&ku nebo je dokonce v oblasti vyssich frekvenci lepsi (obr. 12).

PURE-TONE AUDIOMETRY
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Obr. 11 Audiogram Zeny ve véku 22 let pro oblast nizkych frekvenci
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Obr. 12 Audiogram Zeny ve véku 22 let pro oblast vysokych frekvenci
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Obr. 13 Audiogram muze ve véku 50 let pro oblast nizkych frekvenci, je patrné,
ze sluch je horsi, nez by odpovidalo véku

Nagim cilem bylo realizovat experimenty bez specialntho drahého vyba-
veni (smartphone nezapoditavame, nebot 7aci ho vétsinou maji) a pokud
mozno s b&zné dostupnymi pomickami. Popsand méfeni nevyzaduji teo-
retické znalosti nad ramec uciva SS (konkrétné gymnézii) a zaroven jsou
pomérné jednoduché na realizaci i interpretaci naméfenych dat. Nase zku-
Senosti z reakci studentit gymnéazia potvrzuji, ze vyuziti smartphont je pro
né velmi pfirozené a snad by do ur¢ité miry mohlo podpofit jejich zadjem
a motivaci.
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Urcenie rychlosti elektromagnetického vinenia
pomocou dvojvodic¢ového vedenia
z videozdznamu

ZUZANA GIBOVA - JAN KECER
Fakulta elektrotechniky a informatiky, Technicka univerzita v Kosiciach, SLOVENSKO

Obdobie pandémie koronavirusu donutilo aj nas hladat sposob ako
umoznit Studentom merat experimenty diStancne. V minulosti sme pre
na8ich studentov v rdmci projektu Kega natacali videa z réznych oblasti fy-
ziky a to nas podnietilo k nato¢eniu videozaznamov, ktoré sa mozu pouzit
pri merani. Takéto meranie ma svoje vyhody aj nevyhody, ale prinisa
moznost merat danu tlohu aj inym Studentom a Zziakom, ako aj pomoct
kolegom pri priprave a tvorbe hodin, ak st videa pristupné na internete.
V ¢lanku prezentujeme tlohu na urcenie rychlosti elektromagnetického
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vlnenia pomocou dvojvodi¢ového vedenia. Tato tloha je nenaro¢na na
meranie a jednoduchym sposobom umoziuje uréit rychlost elektromagne-
tickej vlny. Nie vSetky Skoly maju k dispozicii takéto vedenie so siborom
pomodcok na meranie. Preto toto meranie pomocou videozédznamu poklada-
me za vhodnt pomocku pre uéitelov.

Princip vzniku elektromagnetického vlnenia pomocou
dvojvodicového vedenia

Dvojvodicové vedenie je stustava dvoch dutych medenych rovnobeznych
trubiciek priemeru 6 mm, ktorych osi si1 vo vzdialenosti 35 mm, a st pripo-
jené k vysokofrekvenénému generatoru (obr. 1). Ak je na konci vodi¢ov pri-
pojeny rezistor, vznikd medzi vodiémi premenné elektromagnetické pole,
ktoré ma charakter postupného elektromagnetického (EM) vlnenia. (Au-
torom vedenia, ktoré popisujeme v ¢lanku, je doc. RNDr. Josef Huberdk,
CSc., posobiaci na Univerzite Hradec Kraloveé [1]).

a A a Op
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Obr. 1

Napitie generatora EM pol'a sa harmonicky meni, preto naboj vo vodi-
¢och nie je rozlozeny rovnomerne (v obr. 1 s elektrony ozna¢ené bodkami).
Pozdlz vodi¢ov je rozna elektricka intenzita E a teda aj rozne elektrické
pole. Prad vo vodiGoch méa rovnaku fazu ako napétie, a tak v okoli vodi¢ov
vznikne premenné magnetické pole s indukciou B, ktoré je kolma na smer
intenzity E elektrického pol'a. K vzniku postupného vinenia s konStantnou
amplitadou pozdlz celého vedenia dochadza len v pripade, ak je na konci
vedenia rezistor (zataz), ktorého hodnota je rovnaka ako charakteristic-
ka impedancia vedenia (tzv. impedancéné prisposobenie), ktorej velkost
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zévisi od rozmerov vedenia. Popisované dvojvodi¢ové vedenie je autorom
navrhnuté tak, aby bola tato podmienka priblizne splnena. V tomto pripa-
de je charakteristickd impedancia (vid [1])

h—r

In
Z:%:372Q(7T
s

I ) =280,

kde r = 3 mm je polomer vodi¢ov, h = 35 mm je vzdialenost osi vodi¢ov
a Uy, Iy st amplitidy napiétia a pradu. Odpor zataze je 270 €2, tvoria ho
§tyri bezindukéné rezistory. EM pole, ktoré vzniklo medzi vodi¢mi, prenésa
energiu prostrednictvom elektromagnetickej postupnej vlny za predpo-
kladu, ze sa celkova elektromagnetickd energia pohlti na konci vedenia
(zétaze). Ziarivka polozena na vedeni cela svieti pribliZne rovnakou inten-
zitou v désledku Siriacej sa postupnej EM vlny (obr. 2). Pozrite si aj video
na stranke: http://web.tuke.sk/feikf/video/elektromagneticke-
vlnenie--postupna-vlna.html.

Obr. 2

Ak sa cast energie na konci vedenia odraza, toto vinenie sa sklada s po-
stupnym EM vlnenim a vznika stojaté elektromagnetické vinenie. Stoja-
té vlnenie vytvorime pomocou dvojvodi¢ového vedenia tak, Ze na koniec
vodi¢ov nie je pripojeny Zziadny spotrebié (vedenie naprazdno). Na konci
vodi¢ov je v tomto pripade velky odpor R — oo, preto napétie dosa-
huje na konci vedenia svoje maximum. Prad naopak méa nulovi hodnotu
(vedenie je rozpojené). Teda na konci vedenia vznikla kmitiia napitia
a uzol pradu. Vo vzdialenosti A/4 od konca vodifov je to naopak. Po-
zdl7 drotov vznika fazovy rozdiel medzi napitim a pridom /2, vo vznik-
nutej stojatej vlne pozorujeme kmitne a uzly napétia a pradu. Ziarivka
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poloZené na vedeni nesvieti rovnakou intenzitou, ale ma tmavé a svetlé
miesta (obr. 3). Pozrite si aj video na stranke http://web.tuke.sk/
feikf/video/elektromagneticke-vlnenie---stojata-vlna.html.

Obr. 3

Ak vzdialenost medzi dvoma susednymi uzlami napétia oznacime d, po-
tom d = A\/2. Odmeranim vzdialenosti uzlov pri danej frekvencii zdroja sa
pomocou vztahu pre vinovi dizku A = ¢/f, uréi rychlost elektromagne-
tickej vlny c.

Urcenie rychlosti EM vlny z videozaznamu

Na videu je k dvojvodi¢ovému vedeniu pripojeny vysokofrekvenény zdroj
s frekvenciou f = 433,92 MHz, pomocou ktorého medzi vodiémi vytvorime
stojati EM vlnu tak, Zze na koniec vodi¢ov nepripojime ziadny spotrebic
(vedenie naprazdno). Medzi vodi¢mi je umiestnené pasmové meradlo, ktoré
sliZi na uréenie polohy uzlov vzhladom na prazdny koniec drotov. Na
detekciu uzlov pouZijeme mensiu dekoraénu Zziarivku (obr. 4), ktora po-
stvame pozdlz celého vedenia. Miesta, v ktorych Ziarivka zhasne, st uzly.
Pri danej frekvencii zdroja a dlzke vodi¢ov vieme pozdlz vedenia detegovat
6 uzlov.

Na videu je natoc¢eny cely priebeh postivania dekoraénej ziarivky pozdlz
vedenia ako aj detailnejsi pohlad na jednotlivé uzly (obr. 5), ktory umoz-
nuje urcit ich polohu v danom ¢ase s presnostou 1 mm z pasmového
meradla (vzhladom na ostrost nato¢eného videa). Nato¢ili sme tri verzie
videomerani s réznymi polohami uzlov, st umiestnené na nasej katedrovej
stranke http://web.tuke.sk/feikf/video/videomerania-.html.
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Obr. 4

Obr. 5

V d'algej ¢asti st uvedené namerané hodnoty a ich spracovanie z druhého
videomerania [6] — polohy uzlov (1) odmerané vzhladom na prazdny koniec
droétov, rozdiel vzdialenosti medzi dvoma susednymi uzlami (d), vypocita-
na vlnova dizka ()\) a vypoéitana rychlost EM viny (c) ako aj hodnoty sumy
a vyberového priemeru pre vzdialenost medzi dvoma susednymi uzlami,
vlnovt dlzku a rychlost EM vlny (pri vypoctoch bola pouzita frekvencia
433,9 MHz).
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n [/cm d/m A/m c/(108 m/s)

1 180,8

2 146,5 0,343 0,686 2,977

3 111,7 0,348 0,696 3,020

4 77,3 0,344 0,688 2,985

5 42.9 0,344 0,688 2,985

6 8,4 0,345 0,690 2,994
Suma: 1,724 3,448 14,961

Vyberovy priemer: 0,345 0,690 2,992

Tab. 1

Porovnanim vyberového priemeru vypocitanej rychlosti EM viny z hod-
not v tab. 1 s jej zaokrihlenou tabulkovou hodnotou cgap, = 2,988-10% m/s
[4], je relativna chyba merania priblizne 0,2 %

 — Ctab 2,992 - 108 — 2,988 - 108
Se = 100 % =
Ciab K 2,088 - 108

100 % = 0,2 %.

K podobnému vysledku dojdeme aj bez pouZitia tabulky pomocou kraj-
nych poloh uzlov (1. a 6. uzol)

L—lg, 1,808 0,084

f

. . 6 . _1 = . 8 . _1
55 1 55 433,9-10°m-s 2,992-10°m-s™ .

Zaver

Prezentovany sposob urcenia rychlosti elektromagnetického vinenia po-
mocou dvojvodi¢ového vedenia a nami nato¢enych videozédznamov umoz-
nuje lahko uréit polohy uzlov stojatého EM vinenia a pomocou nich vypo-
¢itat rychlost EM vinenia, ktora aj napriek kvalite videozdznamu a osobnej
chybe merajuceho, vychadza porovnatelné s tabulkovou hodnotou. Navyse
meranie pomocou videozéznamu pdsobi navonok efektne a moze zaujat
ziakov. Jeho umiestnenie na naSej katedrovej stranke umoziuje uskutoc-
nit toto meranie diStan¢ne alebo ho vyuZit pri merani v ramci prezencnej
vyuéby, nakolko trvd menej ako 2 minity.
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Fyzikalni klasifikace pohybu
Ozobotem

PAVLA WEGENKITTLOVA — VLADIMIR VOCHOZKA

Pedagogicka fakulta Jihoceské univerzity, Ceské Budgjovice

Cely svét a v8e v ném se pohybuje. Télesa okolo nas, kterd se zdaji
na prvni pohled v klidu, se vi¢i jinym pohybuji, vSe 1ze shrnout jako
relativnost klidu a pohybu.

Popisem pohybu téles, jeho tfidénim a porovnavanim se zabyva Cast fy-
ziky zvand kinematika. Pohyb definujeme na zakladé veli¢in draha (a s ni
souvisejici trajektorie), ¢as, rychlost (at uz okamzita ¢i pramérna) a zrych-
leni. Pomoci téchto veli¢in mizeme pohyb t¥idit do t¥i skupin. Naptiklad
na zakladni a stfedni 8kole je to dle trajektorie, zmény velikosti rychlosti
a trajektorie jednotlivijch bodd [1].

Pro zjisténi, jaké klasifikace pohybu se uc¢i zaci na zakladni skole, byla
provedena reSerSe pé&ti ucebnic uréenych pro zakladni skoly [2, 3, 4, 5, 6]
a dvou pro stiedni skoly [7, 8]. Ve vSech ucebnicich je pohyb rozdélen na
primocary a krivocary, rovnomérny a merovnomeérny a v neposledni fadé
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na posuvny a otdcivy. Toto zjisténi bylo pouzito pro tvorbu pracovniho
listu, jenz je zaméten na fyzikdini klasifikaci pohybu Ozobotem.

1. Akéni vyzkum a dtvod vzniku pracovniho listu

Oba autofi se na zakladé své pedagogické praxe na zakladni Skole shodli,
ze se zaci setkavaji s problém klasifikace pohybu, ,nejsou si jisti, jak
ktery pohyb vypadd, neuméji sprdvné urcéit druh pohybu, zaménuji jednot-
liwé druhy mezi sebou‘‘. K vylouceni, Ze se nejedna o problém zptisobeny
vykladem, tedy systematickou chybu, bylo v ramci strukturovanych rozho-
vorii osloveno 10 kolegti z praxe z jinych pracovist. Na zakladé sesbiranych
dat ze strukturovanych rozhovora bylo zjisténo, ,,Ze klasifikace pohybi je
problémem tijkajicim se vice Zdki“. Proto byl navrzen pracovni list, ktery
pomoci moderni technologie v podobé Ozoboti (obr. 1) pomuZze zakim
ujasnit si rozliSovani zakladnich druhi pohybi.

Obr. 1 Ozobot pohybujici se po jedné z trajektorii

Pracovni list vznikl na zakladé akéniho vyzkumu, jehoZ prvotni motivaci
byla snaha nalézt metodu, ktera by umoziovala realné ovlivnit dosavadni
praxi, a to pfi dodrZeni védeckého p¥istupu. Na rozdil od tradiéniho vy-
zkumu je tedy akéni vyzkum zaméfen na uplatnéni vysledki v praxi [9].
Akéni vyzkum je cyklicky proces, dle modelu Stephena Kemmise zahrnuje
4 kroky: pldnovdni, akci, pozorovdni a reflexi. Vychodiskem je plan akce,
po némz nasleduje pokus o jeho realizaci v praxi. Dalsim krokem je analyza
vysledkt, jez umozituje posledni krok prvniho cyklu — reflexi. Na zakladé
reflexe je plan akce revidovan a postup se opakuje v dalsim cyklu [10].
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Prvni cyklus

Pred samotnym navrZzenim pracovniho listu bylo tfeba ovérit, zda je
Ozobot vhodnou pomickou, tj. zda dokaze konat rovnomérny i nerovno-
mérny pohyb a zda tento pohyb lze rozlisit pozorovanim. Ovéreni bylo pro-
vedeno videoanalyzou v programu Tracker s pozitivnim vysledkem. Vznikla
prvni verze pracovniho listu obsahujici diferenciované alohy umoznujici za-
pojeni zaka s riznymi trovnémi znalosti.

V druhém kroku prvntho cyklu byl vytvofeny pracovni list pilotovan
ve tfech paralelnich tifidach zakladni Skoly. Nasledné byly vysledky prvni
pilotaZe analyzovany a na zékladé analyzy vysledkt byla zjisténa potieba
mirné tpravy k lepSimu pochopeni zadani druhé tlohy.

Druhy cyklus

Reflexe prvniho cyklu akéniho vyzkumu vedla k tipravé pracovniho listu.
Vznikla tak jeho druha verze. V ramci akce druhého cyklu byl pozménény
pracovn{ list pilotovan na jinych t¥ech paralelnich ti¥idach stejné zédkladni
skoly jako prvni verze pracovniho listu. Pfi analyze vysledkil byla kontro-
lovana srozumitelnost zadéni a mira tspésnosti.

Druha verze pracovniho listu spliiovala vSechny stanovené predpoklady,
proto jiz nebylo tfeba zadnych jejich zmén. V dalsim textu bude pod po-
jmem pracovni list my8lena vzdy tato verze.

Treti cyklus

Pracovni list byl jiz shleddn jako vyhovujici, a proto byl pilotné apliko-
van do praxe. Do vyplnéni pracovniho listu se zapojilo témér dveé sté zaku
zékladnich 8kol Jihoceského kraje.

V jejich vysledcich byla sledovana mira GspéSnosti a tim i diferenciace
navrzenych aktivit. Podrobnéji se vysledkim vénuje ¢ast 5. Na zakladé
vysledkt zakid a nasledného rozhovoru s jejich uciteli mizeme fict, Ze pra-
covni list je vhodnou pomitckou pro ujasnéni a upevnéni uc¢ebni latky kla-
sifikace pohybi.

2. Ozobot

Ozobot je eduka¢ni nastroj, ktery podle pruvodni dokumentace rozviji
kreativitu a logické mysleni. V priméru ma 2,5 centimetru, jeho hmot-
nost je 17 grami a ovlada se jednim spina¢em. Na jeho spodni sténé je
umisténo 5 optickych senzori, které reaguji na barvu snimaného podkladu
a tzv. ozokddy. Na zakladni desce je jednoc¢ipovy mikropocéitaé¢ s pomoc-
nymi obvody. Na trhu je k dostani ve dvou typech — Bit a novéjsim Evo,
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se kterym je mozno komunikovat i pomoci Bluetooth rozhrani. Na zac¢atku
Fijna 2020 byla na strankach alza.cz cena za model Bit 1899 K¢ [11] a mo-
del Evo 3399 K¢ [12]. Oba modely se daji koupit i ve skolnich sadach. Ty
obsahuji nékolik Ozoboti (12 & 18), USB huby pro jejich nabijeni a pro
kazdého Ozobota sadu popisovadii (ozofixt) a silikonové pouzdro, déale pak
ozokody a manual.

Ozoboti se daji programovat dvéma zpisoby. Prvni zptsob vyuziva
schopnosti Ozobota sledovat trajektorii kfivky a rozeznat barvu jednot-
livych bloki, obdélnikti o rozmérech 5 mm x 6 mm, ze kterych muze byt
kiivka tvorena. Ozobot rozliSuje pét barev, a to ¢ernou, ¢ervenou, mod-
rou, zelenou a bilou a jejich sekvence. Pokud se sekvence barev shoduje
s prikazem v seznamu ozokddt, Ozobot tento piikaz po precteni sekvence
vykona. Napiiklad se muze jednat o zménu rychlosti ¢ trajektorie. Se-
znam ozokodi je dodéavan spoleéné s Ozobotem, nebo je vefejné pristupny
na internetu [13, 14]. P#i kresleni ¢ar je nutné dodrzovat pokyny uvedené
v manuélu, jinak Ozobot tuto ¢aru nezvladne precist, a tudiz se zastavi,
¢i provede néco jiného. Déle je pro spravnou funkci Ozobota dilezité jeho
pravidelné kalibrovani.

Druhym zpusobem ovladani Ozobota je programovéani v editoru Ozo-
Blockly. Ten funguje na stejném principu jako programovaci jazyk Scratch.
Program se skldada z bloka podobnych puzzle, programovych elementi,
které spojenim tvoii scénare, sérii piikazi. OzoBlockly ma nékolik trovni
obtiznosti, tudiz v ném mohou programovat jak zac¢ate¢nici, tak i pokro¢ili.

Ozobot je primarné navrzen pro uceni programovéani v informatice. Po-
tencial didaktické pomitcky lze vyuzit i v jinych oborech, napiiklad ve
fyzice. Ozoboti mohou byt pouziti jako télesa, jejichZ pohyb je mozné ana-
lyzovat, protoze pii opakovani prikazu vykazuji vzdy stejné chovani.

3. Videoanalyza

Principem videoanalyzy je ziskdvani dat o poloze bodi ve snimku zé-
znamu a zmeény jejich polohy v Case u vice snimki za sebou. Na zékladé
zmény v ¢ase je mozné urcit okamzitou ¢i primérnou rychlost, zrychleni,
¢ hybnost. Videoanalyza nachéazi své uplatnéni predevsim pokud sledo-
vany dé&j: probihd rychleji nez lze pozorovat, probihd dlouhou dobu, nelze
zopakovat, je realizovdn za podminek meumoZzrniujici tucast pozorovatele i
ho vyhodnocuje vice osob na odlisnijch mistech.

Sledovany dé&j je idealn{ umistit pred vhodné kontrastni pozadi osvicené
dennim svétlem, pripadné z vice zdroja svétla, aby nedochézelo k tvorbé
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stind ¢i polostini. Pozorované téleso je vhodné dostatecné zvyraznit pro
jeho lepsi identifikaci, aby v nékterych snimcich nesplyvalo s okolim a mélo
jasné urcené okraje. Software pro analyzu umoziiuje automatické sledovani
ur¢itého tvaru a barvy, doporucuje se pouzit barvu, ktera se jinde v zdbéru
kamery neobjevuje a je tak snadno rozeznatelnd a nezaménitelna. Pro
urceni vzdalenosti, se do zaznamu zachycuje téleso se zndmou velikosti
pro kalibraci méritka. Idealni je umistit kameru na stativ, aby se odstranil
pohyb obrazu zptisobeny drzenim v ruce. Objektiv kamery sméfuje po
celou dobu zaznamu p¥imo na scénu experimentu ze stejné vysky, ¢imz se
vyhneme zkresleni rozméru perspektivou. Samoziejmosti je pofizeni vice
zéznamu s dostateénou rezervou zaznamu pied a po konci pozorovaného
dgje. K videonalyze je mozné pouzivat mnoho programt, napf. program
Vernier Logger Pro 3, Viana ¢i Tracker.

Tracker

Java program vyvinuty v ramci Open Source Physics (OSP) Douglesem
Brownem pod licenci GNU GPL umoziiuje provadét ruéni i automatické
sledovani. Soucasti je i moznost modelovani kinetickych a dynamickych
déju.

Vgechny pohyby v navrzeném pracovnim listé byly analyzovany prave
pomoci videoanalyzy v programu Tracker. Obrazky 2-7 ukazuji vysledky
analyzy polohy hmotného bodu pii pohybu jednotlivymi trajektoriemi.
Tim bylo ovéfeno, Zze se Ozobot opravdu pohybuje podle zadanych piikazt
a rozhodnuti o druhu jeho pohybu je tak jednoznac¢né. Dale je z analyzy
patrné, kde Ozobot kona rovnomeérny pohyb a kde nerovnomérny — zména
rychlosti je znatelné ze zahu$téni bodt oznacujicich polohu Ozobota.

U trajektorii byla dale sledovana zména polohy hmotného bodu v ¢ase.
Jako ilustrativni pifklad slouZi trajektorie 3 a 5 (obr. 8 a 9). U trajekto-
rie 3 vidime linearni zavislost polohy na ¢ase znacici rovnomérny pohyb.
Z grafu pro patou trajektorii je patrné, ze se Ozobot nejprve pohybuje
rovnomérnym pohybem, poté je 3 sekundy v klidu, nasledné se rozjede
stejnou rychlosti jako na zacCatku trajektorie a v poslednim tseku svou
rychlost zvysi. Celkovy pohyb trajektorii 5 je tedy nerovnomeérny.

U dvou otacivych pohybi (trajektorie 1 a 6) byla sledovana také zména
thlové rychlosti v ¢ase (obr. 10 a 11). U prvni jmenované trajektorie se
Ozobot pohybuje po ¢asti kruznice, jeho thlova rychlost se v ¢ase neméni,
jedna se tedy o rovnomérny pohyb. Po projeti barevného koédu u trajek-
torie 6 se Ozobot zacne otacek kolem osy prochazejici jeho stiedem, jeho
ihlova rychlost se v ¢ase méni, a tudiz se jedné o pohyb nerovnomérny.
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Obr. 3 Poloha hmotného bodu pii po-
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Obr. 6 Poloha hmotného bodu pfi po-
hybu trajektorii 5 alohy 1
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4. Pracovni list

Pracovni list je navrzen tak, aby obsahoval tlohy, do jejichz feSeni se
zapoji co nejvice zakl nehledé na jejich droven znalosti. Vznikly tii dlohy
rozdilného charakteru, jejichz slozitost postupné graduje.

Oznaé¢ konany pohyb

V prvni tloze Zaci rozhoduji o druhu pohybu na jednotlivych trajekto-
riich, které obdrZzi na piiloZzeném listé (obr. 12). Voli mezi: rovnomérnym
X nerovnomérnym, posuvnym X ota¢ivym a piimocarym x kfivoCarym
pohybem. Svou volbu oznaé¢i v priloZené tabulce 1. Na prvni pohled Ize
tict, nékteré druhy pohybu by se daly urcit jen podle tvaru trajektorie.
Je vsak dilezité pouze neodhadovat vysledky, ale kazdou trajektorii vy-
zkousSet. Dale je v této uloze dulezité upozornit na poznamku uvedenou
u zadani ,,U 4 a 6 sledujte pohyb Ozobota aZ po projeti barevnym kodem*.
Jinak Ozobot u téchto trajektorii kona vice druhti pohybu. Spravné feSeni
prvni ulohy uvadi vzorové vyplnéna tabulka 1.

Tabulka 1 Spravné feSeni dlohy 1

rovnomérny | nerovnomeérny | posuvny | otac¢ivy | pfimocary | kfivocary
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X

Vyber spravny ozokéd

Druha tloha obsahuje ¢ty¥i diléi zadani. Zak ma za tkol vybrat ze
dvou nabizenych ozokodu ten spravny tak, aby se jednalo o zadany po-
hyb (obr. 13). Vyznam ozokédt si miZze vyzkouSet mimo dréhu, nebo se
podivat do seznamu ozokédi, které obdrzel se zadanim. Nasledné spravny
kod prekresli do pripravenych okének. Po vpusténi Ozobota na vzniklou
trajektorii tak muze vyzkousSet spravnost svého feseni.
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2) Vyberte spravny kod tak, aby se jednalo o zadany pohyb. Mimo dréhu si muzete
kody vyzkouSet a nasledné ten spravny zakreslit.

a) rovnomeérny kfivoéary posuvny pohyb

b) nerovnomérny kfivocary posuvny pohyb

¢) nerovnomérny pfimocary posuvny pohyb

d) rovnomérny kfivocary otacivy pohyb

Obr. 13 Zadani dlohy 2
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Vytvor trajektorii
Ve tieti tloze zaci opét vytvareji trajektorii podle zadaného typu po-
hybu. Zadéani je formulovano nésledujicim zpusobem:

3) Navrhnéte vlastni trajektorii takovou, aby Ozobot jel:
a) rovnomérnym kiivo¢arym posuvnym pohybem;
b) nerovnomérnym pifimocarym posuvnym pohybem.

Tentokrat se v8ak nerozhoduji mezi dvéma ozokddy, nybrz vybiraji kod
z celého seznamu ozokodil. Tato tiloha ma vice spravnych feSeni.

5. Vysledky prace zaku

Kazd4 spravna odpoveéd byla ohodnocena jednim bodem. Na vysledky
zakl muzeme nahlizet z nékolika thli pohledu — podle tspésnosti v jed-
notlivych tilohach, celkové tisp&snosti, mife zapojeni do dil¢ich tloh anebo
podle pramérné procentuélni tspésnosti. V nasledujicich odstavcich se za-
méfime na jednotlivé pohledy.

Uspé&snost v jednotlivych tlohach

Do tlohy Oznac konang pohyb se ze 197 zaku zapojilo 182. Ti, ktefi
se nezapojili, ziskali za tuto ulohu nulové bodové ohodnoceni. Ziskat bylo
mozné maximélné 18 bodi. Rozdéleni bodového hodnoceni uvadi obr. 14,
z kterého je patrné, ze dalsi nejnizsi ohodnoceni je zisk dvou bodi. Nejvice
Tesitelti obdrzelo 13 bodi, a maximélniho poc¢tu boda dosahlo 5 Fesiteld.

Uloha Vyber sprdvngj ozokdd nabidla zakum zisk 4 bodi. Do tlohy se
zapojilo méné zakt nez u predchozi tlohy, a to 160. Ulohu vyfesilo na plny
pocet bodi 54 zakl, naproti tomu 7 zaka neziskalo Zadny bod (tabulka 2).

V tloze Vytvor trajektorii z 97 zapojenych zaka ziskalo maximéalni bo-
dové ohodnoceni, tj. dva body, 55 feSiteli. Naopak 13 z&dka obdrzelo za
tlohu nulové bodové hodnoceni (tabulka 3).

Celkova tuspésnost

Dohromady mohli zaci ziskat 0-24 bodu. Celkem tedy 25 moZnosti bo-
dového hodnoceni, které jsme rozdélili do 5 intervali po 5 bodech. Vy-
sledny histogram (obr. 15) jsme prolozili Gaussovou kiivkou. Oproti nor-
malnimu rozlozeni je vrchol histogramu posunut doprava, tudiz mtzeme
tict, Ze zéci si v tlohach vedli nadprimérné.
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Obr. 14 Histogram bodového ohodnoceni za tulohu 1

Tabulka 2 Bodové ohodnoceni za Tabulka 3 Bodové ohodnoceni za
tlohu 2 dlohu 3
Pocet bodu | Cetnost Pocet bodu | Cetnost

0 7 0 13

1 37 1 29

2 41 2 55

3 24

4 54

Mira zapojeni do dil¢ich dloh

Dale mtzeme u tloh sledovat miru zapojeni zakt do jejich FeSeni. Z his-
togramu na obr. 16 je patrné, ze ochota zapojit se klesa od prvni tlohy
ke tfeti. To koresponduje se stanovenym cilem tvorby tloh tak, Ze jejich
slozitost graduje.

Primeérna procentualni tispésnost

Vysledky zaki lze hodnotit z pohledu primérné procentudlni Gspés-
nosti (obr. 17). Opét je to v souladu s myslenkou gradace aloh, pramérna
procentualni tspésnost v tlohach klesa. Zde se nabizi zajimavé srovnani
s mezinarodnim Setfenim Programme for International Student Assess-
ment (PISA). V roce 2012 publikovala Ceska skolni inspekce (CSI) pub-
likaci vzniklou na zakladé setfeni PISA 2009 [15]. V publikaci jsou tlohy
déleny do ¢tyT typi, které lze aplikovat i na ndmi navrzené tlohy.
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Obr. 15 Histogram vysledného bodového ohodnoceni zéku prolozeny Gaussovou
kiivkou
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Obr. 16 Grafické znazornéni miry zapo- Obr. 17 Primérné tspésnost feseni jed-
jeni zakiu do jednotlivych dloh notlivych dloh

Ulohu Oznac konany pohyb lze zaiadit do typu , komplezni otdzka s vy-
bérem odpovédi — Zdci vybiraji jednu z odpovedi ano/ne v souboru mini-
mdlné dvou otdzek".

Druha navrzena tloha, Vyber sprdvny ozokod, muze byt oznacena za
Luzavienou otdzku s tvorbou odpovédi — Zdci vytvdreji viastni odpovéd, jednd
se viak o odpoved vyjddienou jen jednim & nékolika slovy (uvedeni vy-
sledku, dokreslent symbolu do obrdzku apod.)*.

Uloha Vytvor trajektorii je ,oteviend otdzka s tvorbou odpovédi — Zdci
odpovidaji vlastnimi slovy, jednd se o odpovéd rozsihlejsi (zdidvodneéni, jak
dospéli ke svému zdvéru, uvedent argumentid podporugicich spravnost ¢i ne-
sprdavnost urcitého turzend apod.)“.

Matematika — fyzika — informatika 30 (3) 2021 217



V publikaci CSI je uveden i graf (obr. 18) primérné tsp&nosti podle
typu otazky. Je tady patrna podobnost mezi grafy primérné procentualni
aspésnosti podle typu otézek z Setfeni PISA a z naSeho Setfeni.

75%

70 %

65 %

60 % —

55%

50 %

45 %

40 %

35% ) —
(R OECD Finsko Japonsko Némecko

B s vybrem odpovédi
] komplexni's vybarem odpovadi
[ uzavtend s tvorbou odpovédi

B oteviena s tvorbou odpovadi

Obr. 18 PISA - vyhodnoceni primérné tspésnosti podle typu otazky [15]

Zaveér

Miniaturni programovatelné Ozoboty lze v hodinach fyziky vyuzit jako
variabilni pomiicku. Ozobot je dle provedenych méfeni vhodnym télesem
umoziujicim konat rovnomérny ¢ nerovnomérny pohyb a zéroven je scho-
pen se pohybovat pfimocafe i kifivocare.

V konfrontaci s akénim vyzkumem je moZzné konstatovat, ze Ozobot ve
vyuce klasifikace pohybii podporuje konstruktivisticky, nikoliv jen transmi-
sivni styl vyuky. Vyuziva aktivizujici metody, heuristickou metodu, problé-
mové vyuCovani, zkuSenostni u¢eni. V neposledni fadé navrzena aktivita
podporuje vzdélavaci koncept STEAM. Jedna se o propojeni fyziky jako
védy, Ozobota jako technologické pomicky, tabulky a grafi z matematiky
a vlastnfho navrhovéani trajektorii, tudiz prvky umeéni.
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INFORMATIKA

Rozkopané kiizovatky
(Ulohy z MO kategorie P, 42. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dalsim dilu cyklu zajimavych tloh z Matematické olympiady kate-
gorie P (programovani) se seznamime s jednou praktickou ulohou z celo-
statniho kola 45. roéniku MO (3kolni rok 1995/96). Ukolem v ni bylo uréit
pocet rtiznych cest mezi dvéma body v pravidelné pravoiihlé silni¢ni siti, ve
které jsou ovSem nékteré kiizovatky neprujezdné. K efektivnimu vyteSeni
této dlohy pouzijeme pomérné znamou programatorskou techniku dyna-
mického programovéani. Ukdzeme si rizné zpusoby, jak lze takové feSeni
implementovat, a také skutecnost, Ze se tyto zpiisoby mohou lisit z hle-
diska vysledné Casové sloZitosti. Stejné principy ovSem plati i pro feSeni
mnoha jinych dloh vyuZzivajicich dynamické programovani.

Pro potfeby naseho ¢lanku jsme ptvodni zadani trochu upravili a zjed-
nodusili, na principu tlohy a jejiho feSeni se tim ovSem nic nezmeénilo.

X 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ve mésté vedou vsechny ulice bud ze severu na jih, nebo ze zapadu na
vychod. Predpokladejme, Ze se v8echny ulice tAhnou na obé strany dosta-
te¢né daleko. V prisecéiku kazdych dvou ulic rtiznych sméri je kiizovatka.

Kiizovatku ozna¢ime dvojici ¢isel (4,7), jestlize se jedna o kiizovatku
v poradi i-té zapadovychodni ulice pocitano od severu a j-té severojizni
ulice poditano od zapadu. Kiizovatky jsou tedy oéislovany od (1,1) do
(m,n), kde m je poCet zapadovychodnich ulic a n je pocet severojiZznich
ulic. Na nékterych kf¥izovatkach se pracuje na opravé vozovky, a proto pies
né neni mo’né prejet. Na kiizovatkach (1,1) a (m,n) se nepracuje.
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Arpad vyjizdi kazdé rano z k¥izovatky (1,1), kde bydli, a potiebuje
se dostat do své firmy, ktera sidli na opa¢ném konci mésta na kfizovatce
(m,n). Napiste program, ktery zjisti, kolika riznymi cestami se mtze Ar-
pad dostat z domova do své firmy, jestliZze pojede vZdy jen ve sméru na jih
nebo na vychod (neboli jede vZdy nejkrat$i moznou cestou) a neprojede
zadnou z rozkopanych kiizovatek.

Vstup

Na prvnim rfadku vstupu jsou uvedena cela ¢isla m a n, kde m je pocet
zapadovychodnich ulic a n je pocet severojiznich ulic. Na druhém fadku
se nachazi celé ¢islo k udévajici pocet kiizovatek ve mésté, na nichz se
opravuje vozovka. Na kazdém z nésledujicich k radku jsou uvedena vzdy
dvé cela ¢isla, ktera urcuji polohu nepriijezdné kiizovatky.

Vystup
Vystup programu je tvofen jednim celym ¢&islem, které predstavuje hle-
dany pocet riznych cest.

Piiklad 1
Vstup: Vystup:
43 2
2
22
32

Priklad 2
Vstup: Vystup:
24 0
2
12
23

Nejprve si musime uvédomit, ze Arpad p¥i své cesté z kiizovatky (1,1)
na kiizovatku (m,n) muZe jet pouze smérem na vychod nebo na jih. To
znamend, Ze na nerozkopanou kiizovatku (4, j) miZe prijet jeding ze severu
z k¥izovatky (i — 1,7), pokud tato k¥izovatka existuje a neni rozkopana,
nebo ze zapadu z kiizovatky (i, 7—1), opét pokud tato k¥izovatka existuje a
neni rozkopana. Pocet riznych cest vedoucich z vychozi kiizovatky (1,1)
na kiizovatku (i,j) proto ziskame tak, Ze sefteme poéet cest vedoucich
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z kiizovatky (1,1) na k¥izovatku (i — 1,7) a pocet cest vedoucich z kii-
zovatky (1,1) na kifizovatku (i, — 1). Pocet pFipustnych cest vedoucich
z kiizovatky (1,1) na jakoukoliv neexistujici nebo rozkopanou k¥iZovatku
je pochopitelné roven nule a pocet cest vedoucich na pocatecni k¥izovatku
(1,1) je 1.

Tato uvaha nas jiz rovnou vede k jednoduchému feSeni ulohy. Celou
tilohu nam vyftesi rekurzivni funkce Cesty se dvéma celo¢iselnymi para-
metry 7, j, kterd pfimo implementuje vysSe uvedenou tvahu a vraci pocet
riznych cest vedoucich z vychozi kiizovatky (1,1) na zvolenou kiizovatku
(i, 7). Pro ziskani hledaného vysledku funkei v programu zavolame s dvojici
vstupnich parametria m, n.

def Cesty(i, j):

if i == 0 or j == 0: return 0 # neexistujici kfiZovatka
if r[i][j]: return 0 # rozkopanad kriZovatka
if i == 1 and j == 1: return 1 # pocatelni ktriZovatka
return Cesty(i—1, j) + Cesty(i, j—1)
m, n = [int(_) for _ in input().split ()]
k = int (input ())
r = [[False|*(n+1) for _ in range(m+1)] # rozkopané kfiZovatky
for p in range(k):
i, j = [int(_) for _ in input().split ()]
r[i][j] = True

print (Cesty (m, n))

Uvedené feSeni je teoreticky neprosto spravné, ale pro vétsi mésto je
znacné neefektivni. Jeho neefektivita spoc¢iva v tom, ze pro mnohé dvojice
vstupnich parametri je funkce Cesty béhem jednoho vypoétu programu
zbyteéné zavolana opakované vicekrat. Pokud napiiklad m = n = 100
a v programu tedy zavolame Cesty(100, 100), funkce rekurzivné zavola
Cesty(99,100) a Cesty(100,99). Funkce volana jako Cesty(99,100) rekur-
zivné zavola sama sebe dvakrat, a to se vstupnimi parametry (98,100) a
(99,99). Funkce volana Cesty(100,99) provede také dvé rekurzivni volani
— prvni se vstupnimi parametry (99, 99) a druhé s parametry (100, 98).
Jak tedy vidime, postupné po sobé se dvakrat vykonalo stejné volani
Cesty(99,99). Zbyteind se tak dvakrat provadi tentyZ Casové velmi na-
ro¢ny vypocet, pokazdé pochopitelné se shodnym vysledkem. Obdobny
problém s neefektivitou se dale mnohokrat opakuje i pfi volani funkce
Cesty s niz8imi hodnotami vstupnich parametri, pocet zbyte¢né vykona-
nych shodnych volani dokonce je$té& nartista.
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Vyse zapsana funkce Cesty méa v nejhorsim pripadé exponencialni asym-
ptotickou ¢asovou slozitost. To si mizeme nézorné ukazat pro piipad vstup-
nich dat m = n, k = 0, tedy ve ¢tvercovém mésté bez rozkopanych kiizova-
tek. Pfedstavime-li si strom vSech provedenych rekurzivnich volani funkce
Cesty, kde kofen odpovida zavolani se vstupnimi parametry (n,n), az do
hloubky rekurze n—1 provede funkce vzdy dvé rekurzivni volani. V hloubce
n — 1 m4 tedy tento binarni strom 2"~! uzli. Celkovy podet viech pro-
vedenych volani funkce Cesty do hloubky rekurze n — 1 véetné je proto
roven 14+2+4+...+2""1 coz je 2" — 1. Strom vSech volani funkce pak
pokracuje dalsimi uzly az do hloubky 2n — 2, pfi¢emz vzhledem k efekttim
na okraji sité ulic v nékterych piipadech funkce provede dvé a v nékterych
uz jenom jedno rekurzivni volani. Pfesny pocet vSech vykonanych volani
funkce Cesty ale nemusime odvozovat, uz z prvnich n — 1 hladin stromu
je zjevné, Ze je tento pocet skuteéné exponencidlni vzhledem k n.

Pro feSeni podobnych situaci, kdy rekurzivni funkce zbyteéné vola opa-
kované sama sebe se stejnymi parametry, s jakymi jiz byla diive zavolana,
pouZzivame programovaci techniku oznacovanou jako memoizace (odvozeno
z anglického memory = pamét) nebo také keSovani mezivysledkd (odvo-
zeno z anglického cache = vyrovnéavaci pamét). Je zaloZena na velmi jed-
noduché myslence. Nas rekurzivni algoritmus doplnime pomocnym polem,
ve kterém si budeme uklddat vSechny hodnoty, které rekurzivni funkce
jiz nékdy spocitala. Pfed provedenim rekurzivniho volani pokazdé zkon-
trolujeme, zda jsme jiz nékdy diive nespodcitali tu hodnotu, kterou prave
potfebujeme. Jestlize ano, vezmeme hodnotu z pole a neprovadime rekur-
zivni volani. Jestlize potfebnou hodnotu jesté neznédme, funkci normalné
rekurzivné zavolame a po skonceni jejitho vypocétu vysledek nejen vratime
z funkce jako navratovou hodnotu, ale také ho uloZzime do naseho pomoc-
ného pole pro pfipadné budouci vyuziti.

Algoritmus vypoétu tedy zustane v principu stejny, jako byl dosud,
nadale mé podobu rekurzivni funkce. Asymptoticka ¢asova sloZitost feSeni
se ovSem vyrazné snizila, nebot pro kazdou pfipustnou hodnotu vstupnich
parametri bude funkce zavolana nejvyse jednou. V nasi uloze s Arpadem
a kfizovatkami bude takovych volani nejvyse m - n a protoze kazdé z nich
se vykon4a v konstantnim ¢ase, asymptoticka Casova slozitost upraveného
algoritmu se sniZi na velmi pfiznivou hodnotu O(m-n) v nejhorsim pripadé.
Opét si ukdZeme programovou realizaci uvedeného postupu.

def Cesty (i, j):
= 0

if 1 = or j == 0: return 0 # neexistujici kriZovatka
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if r[i][j]: return O # rozkopanad kfiZovatka

if ali][j] == —1:
al[i][j] = Cesty(i—1, j) + Cesty(i, j—1)

return a[i][j]
m, n = [int(_) for _ in input().split ()]
k = int (input ())
r = [[False|*(n+1) for _ in range(m+1)] # rozkopané kfiZovatky
a = [[—1]*(n+1) for  in range(m+1)|] # po&et cest (1,1)->(i,j)
al[l][1] =1 # po&ateini kF¥iZovatka
for p in range(k):

i, j = [int(_) for _ in input().split ()]

r[i][j] = True

print (Cesty (m, n))

Po skonceni vypocétu vySe uvedeného programu udavaji prvky pole
ali, ], kolika riiznymi cestami mize jet Arpad z kiizovatky (1,1) na k¥izo-
vatku (i, 7). Pii feseni tloh podobného typu ¢asto nepouzijeme rekurzivni
funkei, ale hodnoty ali, j] namisto toho po¢itame itera¢né ve vhodném po-
fadi, tzn. od mensich indexi k vétsim. Nejdiive snadno stanovime hodnoty
pole a v fadku 1 a ve sloupci 1. Po prvni zapadovychodni ulici mtzeme jet
pouze jedinym zptisobem od kiizovatky (1,1) smérem vychodnim, dokud
poprvé nenarazime na rozkopanou kiizovatku. Od této kiizovatky dale na
vychod se uz nedostaneme. Obdobné dvaha plati i pro prvni severojizni
ulici.

Hodnoty a[i, j] pro vSechny zbyvajici kfizovatky ve mésté, tzn. pro ¢,
J > 1, spo¢itame na zakladé dvahy, kterou jsme provedli hned na za-
atku naseho prvniho feseni. Pokud je kiiZzovatka (i,j) rozkopand, polo-
fme ali,j] = 0. Jestlize rozkopané neni, miZeme na ni pfijit ze severu
z kiizovatky (¢ — 1,j), nebo ze zapadu z kiizovatky (i,j — 1). Hodnotu
ali, j] tedy spocitame jako soucet ali — 1, j] + a[i, j — 1]. Pole a budeme za-
pliiovat ve vhodném poradi, naptiklad po Fadcich zleva doprava, abychom
pii vypoctu ali, j] jiz znali obé potiebné hodnoty ali — 1,j5] a ali,j — 1].
Po vyplnéni celého pole a bude vysledek tlohy uloZen v prvku a[m, n].

¢
Z

m, n = [int(_) for  in input().split ()]

k = int (input ())

r = [[False|*(n+1) for _ in range(m+1)] # rozkopané kfiZovatky
a = [[—1]*(n+1) for  in range(m+1)|] # po&et cest (1,1)->(i,j)
for p in range(k):

i, j = [int(_) for _ in input().split ()]
r[i][j] = True
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al[l][1] =1 # po&ateini kfiZovatka
for i in range(2, m+1):

a[i][1] = 0 if r[i][1l] else al[i—1][1]
for j in range(2, n+1):
al1ll§] = 0 if r[1]]j] else a[1][j—1]

for i in range(2, m+1):
for j in range(2, n+1):
ali][j] =0 if r[i][j] else a[i—1][j] + a[i][j—1]

print (a[m][n])

Pro vyteseni tlohy musime vyplnit celé pole a velikosti m xn a pfi vypo-
¢tu hodnoty kazdého prvku vykoname konstantni pocet operaci. Asympto-
tickd Gasova sloZitost algoritmu je proto O(m - n). Je tedy stejna, jako
v naSem druhém feSeni s rekurzi a pomocnou paméti. To neni nijak pre-
kvapujici, nebot v obou pripadech se provadél stejny vypocet stejnych
hodnot, jenom v jiném pofadi a s jinou organizaci prace.

Popsany zpiisob feSeni tlohy oznacujeme jako dynamické programouvdni.
Spoéiva v tom, ze pied vyfeSsenim zadaného vétsiho problému nejprve vyte-
Sime mensi a tim i snadnéjsi ulohy stejného typu a s vyuzitim jejich feSeni
pak jiz dokdZzeme snadno urcit hledany vysledek. Stejny postup se aplikuje
opakované na takto ziskané mensi alohy, az cely ptivodné zadany problém
postupné rozlozime na tak malé ¢asti, které dokdzeme vyfesit piimo. Z je-
jich TeSeni sestavime FeSeni o néco vétsich podiloh, pomoci nich vyfesime
ty jesté vétsi, a takto pokracujeme az k vyfeSeni celé puvodni tlohy.

NaSe druhé a t¥eti feSeni tlohy s Arpadem predstavuji dva zakladni
pristupy, jak lze dynamické programovani implementovat — bud rekurzivné
shora, nebo itera¢né zdola. Mezi obéma pristupy méame zpravidla na vybér
a ob& moznosti vedou ke stejné asymptotické ¢asové slozitosti v nejhorsim
pripadé. Pouziti itera¢niho pristupu byva o néco Castéjsi, takto navrzeny
program byva pro vétSinu programétort jednodussi a prehlednéjsi. Jak
jsme vidéli ve tfetim FeSeni nasi dnesni tlohy, vynechame zde rekurzivni
rozklad na podilohy, ale za¢neme rovnou od vhodné zvolenych malych
iloh, pomoci jejich feSeni vyfesime tlohy vétsi, a tak postupujeme déle az
k vyreSeni celého ptuvodné zadaného problému.

Ackoliv obé& varianty implementace dynamického programovani maji
stejnou asymptotickou ¢asovou slozitost v nejhor$im pripadé, rekurzivni
piistup mutze byt u nékterych tloh a pro néktera vstupni data casové vy-
hodnéjsi. Je tomu tak i u nasi dnesni dlohy s rozkopanymi kfizovatkami.
P1i itera¢nim feSeni tlohy budeme postupné poéitat vSech m - n hodnot
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v poli a, takze vysledny program bude mit asymptotickou ¢asovou slozi-
tost O(m-n) nejen v nejhorsim, ale v kazdém piipadé. Pro néktera vstupni
data ale mnohé z téchto hodnot pocitame zbyte¢né, protoze je nakonec ne-
vyuzijeme, ve vysledku se nijak neprojevi. Jsou to hodnoty téch kiizovatek
(i,7), ze kterych se viibec neda dojet na cilovou kiizovatku (m,n). P¥i po-
stupném zapliiovani pole a ale pfedem nevime, o které kiizovatky se jedna,
takZe pro jistotu pocitame v8ech m - n hodnot a ukladame je vSechny do
pole a.

Naproti tomu pii rekurzivnim feSeni tlohy mutzeme vypocet nékterych
nepotiebnych hodnot usettit. Uvazujme napiiklad vstupni data k = m—1,
rozkopané jsou kiizovatky (2,n —1), 3,n—1), (4,n—1), ..., (m,n—1),
tedy celad predposledni severojizni ulice s vyjimkou jeji prvni kiizovatky
(I,n —1). V takovém pfipadé bude vysledkem tlohy &islo 1, nebot pro
Arpada existuje jedind moZné cesta z domova do prace (nakreslete si ob-
razek!). Po zavolani rekurzivni funkce Cesty(m,n) se pro ziskani tohoto
vysledku provede nejprve volani funkce postupné na kiizovatky (m—1,n),
(m—2,n), ..., (1,n) a poté na k¥izovatky (1,n—1), (1,n—2), ..., (1,1).
Funkce Cesty bude tedy v tomto pfipadé zavolana jenom piiblizné (m+n)-
-krat a cely vypocet tak bude mit ¢asovou sloZitost O(m + n). Uvedenou
¢asovou usporu ovSem neziskame pokazdé, jak ukazuje néasledujici priklad.
Mgjme opét k = m — 1, rozkopané jsou tentokrat k¥izovatky (1,2), (2,2),
(3,2), ..., (m—1,2), tedy cela druha severojizni ulice s vyjimkou jeji po-
sledni kiizovatky (m,2). Rovnéz v tomto piipadé bude vysledkem ulohy
¢islo 1, Arpad méa opét k dispozici jedinou moZnou cestu (nakreslete si
sami situaci). Poet vykonanych rekurzivnich volani funkce Cesty bude
oviem v tomto pfipadé zhruba m - n.

N&s dnesni ¢lanek zakonéime jednou technickou poznamkou. Pokud
si zkusite sami naprogramovat kterykoliv z uvedenych algoritmu ti¥eba
v C++, Pascalu nebo Javé a program spustite na pocitaci, nedivte se, ze
vypocet pro mnoha vstupni data skon¢i s béhovou chybou aritmetického
preteceni. To neni zavadou pouzitého algoritmu, ale prostym dusledkem
skute¢nosti, Ze prevazna vétSina programovacich jazyka pracuje s celo-
¢iselnymi hodnotami pouze omezené velikosti. Jsou-li rozméry mésta m,
n hodné velké a pocet rozkopanych kiizovatek k dostateéné nizky, po-
tom pocty pripustnych cest pro Arpada velmi rychle nartstaji a ukladané
hodnoty afi, j] snadno piekro¢i obvykly rozsah celo¢iselnych proménnych.
Z bézné uzivanych programovacich jazykt jediné Python umoziuje pra-
covat s libovolné velkymi celymi ¢isly, proto jsme ho také pouzili v na-
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Sich programovych ukazkach. Jiné programovaci jazyky ukladaji celo¢i-
selné hodnoty standardné do 4 bytd, kde 1 bit uréuje znaménko a zby-
vajicich 31 bitd obsahuje ulozenou hodnotu vyjadfenou ve dvojkové sou-
stavé. Maximalni zobrazitelné celo¢iselnd hodnota je v takovém piipadé
rovna 231 — 1 = 2147483647. Jiz ve &tvercovém mésté velikosti 18 x 18 ulic
bez rozkopanych kfizovatek vychéazi pocet moznych cest 2333606220 a je
tedy vyssi nez 23! — 1. Uloha zadana v olympiadé vyzadovala napsat pro-
gram, ktery zvladne vyfesit vSechna mésta az do velikosti 100 x 100 ulic.
Pro takto velké mésto bez rozkopanych kiiZzovatek dostaneme vysledek
22750883079422934966181954039568885395604168260154104734000 (coz
je hodnota fadové 10°®). V dobé konani soutéze pred 25 lety oviem Python
jesté neexistoval, takze soutézici pouzivajici programovaci jazyky C, C++
nebo Pascal si museli navic naprogramovat vlastni celo¢iselnou aritmetiku
pracujici s mnohacifernymi ¢&isly.

Jak moc jsou okruzaci okrouhli?

LUDEK SPICHAL

Ceska lesnicka akademie, Trutnov

Spirédly riznych tvart nalezneme ve svém okoli velmi bézné. Prestoze
spiral je cela fada riznych typi, v pirirodnich atvarech zaznamename pie-
vazné spiralu logaritmickou.

V minulosti byla u fady zvifat (napf. ve tvarech roht turovitych, $pi-
¢akt divokych prasat, tvarech ulit a musli mékkysi), v lidské anatomii
(napf. tvar Zeber), ale také v botanice (napf¥. v postaveni listd na lodyze,
v postaveni Supin pfi tvorbé §iSek) prokazéna pritomnost logaritmické spi-
raly [4, 5, 8]. Tvar a vlastnosti logaritmické spiraly jsou vyuzivany rovnéz
pii konstrukei riznych technickych zafizeni, ktera vyzaduji staly (te¢ny)
tithel dotyku (napf. Fezaci nastroje, lezecké vacky — tzv. friendy, ozubena
kola v kuzelovych soukolich) [1]. Rozmanitost oblasti vyskytu logaritmické
spiraly je skute¢né udivujici, napft. [2, 3, §|.

Mezi mékkysi vyskytujicimi se v Ceské republice nalezneme Fadu skupin
tvoficich spiraln{ ulity s riznym zptisobem uspofadani zavitl. Zastupci Ce-
ledi okruzakovitych (Planorbidae) vynikaji schrankami (obr. 3, 4, 5, 6, 7),
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jejichz spirdly tvori zavity lezici vice méné v jedné roviné. Z tohoto po-
hledu pfedstavuji zajimavy material pro matematické modelovani tvaru
schranky.
1. Spiraly

Logaritmicka spirala je rovinna k¥ivka, jejiZ polomér roste exponencialné

s velikosti @hlu (obr. 1 vlevo, obr. 2). V fadé piipadu je nejedna pouze
o rovinné (2D) kiivky, ale kiivky v prostoru (3D).")

: )
I/

D
\.

Obr. 1 Logaritmicka spirala (vlevo), Archimédova spirdla (vpravo)

Logaritmickou spirdlu mtzeme srovnat napft. s dobfe znamou spiralou
Archimédovou, ktera je rovinnou kfivkou, jejiZz polomér roste linedrné s ve-
likostf thlu (obr. 1 vpravo).?)

D Rovinn4 logaritmicka spiréla byla objevena nezavisle nékolika riiznymi matematiky.
Jako prvni se o ni zminuje Descartes, ktery ji v roce 1638 pojmenoval jako ekviangularni
(rovnotihlou) spiralu, nebot vektor poloméru protina kfivku pod konstantnim thlem
(tzv. te¢ny thel). Torricelli pouZil pojmenovani geometrickd spirala podle dalsi vlast-
nosti kfivky, kdy polomér kfivky roste exponencialné jako funkce thlu. Jesté pozdéji
pouzil Halley oznadeni proporéni spirdla, naznacujici, ze jednotlivé ¢asti kfivky jsou
podobné, lisi se proporci. V roce 1711 Jacob Bernoulli jako prvni popisuje kfivku bez
pouziti polarni rovnice, pro jeji oznac¢eni pouzil ¢tvrty nazev — logaritmicka spirala.

2) Archimédes ze Syrakus (287 pf. n. 1.-—212 pf. n. 1.) byl fecky matematik, fyzik,
filosof, vynalezce a astronom. Archimédova spirala je také oznafovana jako aritmeticka
spirala.
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Obr. 2 Dolni $pic¢ak (parak) divokého prasete (vlevo), model vngjsitho oblouku
(vpravo, SAS/STAT) [8]

2. Kdo jsou okruzaci?

Celed okruzakoviti (Planorbidac) zahrnuje fadu druhi sladkovodnich
plicnatych plzi, jejichz velikost je v fddech mm nebo jednotek centime-
tri.?) Ulity vétsiny druhi jsou tzv. planispiralni, coZ znamena, Ze jednot-
livé zavity lezi zhruba v jedné roviné. Stény ulit jsou tenké a na povrchu
obvykle hladkeé.

Obr. 3 Mikroskopicky snimek plze z ¢eledi okruzakoviti (Planorbidae) s vlozenou
logaritmickou spiralou a vyznafenym tecnym thlem

3) Jistou zvlastnosti, u plzt nepiili§ obvyklou, je piftomnost hemoglobinu (obsahuje
zelezo) jako krevniho barviva (vétsina plzii ma v krvi hemocyanin obsahujici méd).
Pritomnost Zeleza umoznuje efektivnéjsi prenos kysliku.
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V ¢lanku se budeme vénovat uréeni parametrt logaritmickych spiral
(zejména velikosti te¢ného thlu) tvoricich schranky okruzakovitych pomoci
optimalizace softwarem SAS/STAT.

3. Modelovani spiral

Pro pocitacové modelovani je vyhodné pouziti parametrickych rovnic
zvolenych kfivek. Parametricki rovnice logaritmické spiraly je

x =z + r(t) cos(t),
y = yo +r(t)sin(?),

(1)
t >0, kde r(t) = ae’ je spojita funkce (polomér spirdly, tj. délka tsecky
mezi pélem spirdly a danym bodem spiraly).”) Koeficient a uréuje bod, od
kterého se spirdla za¢ina vykreslovat (pocdtek spirdly), pro neposunutou
spirdlu ma soufadnice [a, 0]. Pro koeficient b logaritmické spiraly plati, Ze
b = cot @, kde 0 je te¢ny uhel, ktery svira tec¢na spiraly a vektor poloméru
v daném bodu.”)

10

y
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Obr. 4 Svinutec bélousty (Anisus leucostoma). Foto Michal Horsék:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/anisus-leucostoma/

4) Archimédovu spiralu bychom ziskali pro volbu r(t) = at, dale napf. pro volbu
r(t) = av/t bychom ziskali Fermatovu spiralu, pro volbu r(t) = % pak spiralu Lituuovu.
Pol spirdly je bod, ze kterého by se spirala ,vykreslovala“, pokud by byl koeficient
a = 0. V kartézskych soufadnicich je pro neposunutou kfivku pélem pocatek soustavy
soufadnic [0, 0]. Pl spiraly a pocatek spiraly jsou u Archimédovy spiraly totoZzné.

5)Logaritmické spirala se rychleji rozviji (roste hodnota koeficientu b) pro klesajici
velikost te¢ného uhlu 6.
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Fotografie schranek byly umistény do kartézské soustavy souradnic a
rucné odecteny soufadnice bodi lezicich na obloucich tvoricich primét
okraje ulity do roviny, pfi¢emz body byly voleny tak, aby jejich thlova
vzdalenost byla ca 5°. Porovnanim s modelem posuzovanych kiivek (Geo-
gebra) byly odhadnuty vstupni hodnoty parametrii kiivek (tj. souradnice
stFedd kiivek, hodnoty koeficientd apod.) pro naslednou optimalizaci.

Pii optimalizaci byly minimalizovany funkce, které vypocitaly soucet
druhych mocnin vzdélenosti (tzv. minimdini kvadratickd chyba) mezi po-
zorovanymi daty a matematickymi modely kiivek. Odhadnuté hodnoty
byly pouzity k vytvoreni matematickych modela kiivek, kterymi byly pro-
lozeny datové soubory.
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Obr. 5 Kruznik drobny (Gyraulus riparius). Foto Michal Horsak:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/gyraulus-riparius/
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Obr. 6 Menetovnik rozsifeny (Menetus dilatatus). Foto Michal Horsak:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/menetus-dilatatus/
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Funkce, ktera vyjadiuje soucet druhych mocnin vzdalenosti mezi pozo-
rovanymi [z;, ;] a modelovymi hodnotami [u;, v;] spirél je popsana rovnici

[5, 7]

n

Froyoab = Y _ (w0 + (i) cos(ts) — z:)” + (yo + r(t:) sin(ts) — ;)% (2)
i=1

kde r(t) je funkce s parametry a a b definujici dany typ spirdly a para-
metr b se uplatni pouze pro logaritmickou spiralu. Hodnoty ¢; byly urceny
z podminky [7]

Yi — Yo
tan(t;) = pr— (3)
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Obr. 7 Tercovnik vroubeny (Planorbis planorbis). Foto Michal Horsék:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/planorbis-planorbis/
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Obr. 8 Listovka leskla (Segmentina nitida). Foto Michal Horsak:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/segmentina-nitida/
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4. Modelovani v SAS

V této casti ukdzeme zéapis programu pro odhad parametri logarit-
mické spiraly tvofici schranku svinutce béloustého (Anisus leucostoma,
obr. 4). Program pro optimalizaci logaritmické spiraly byl sestaven s vyu-
7itim ¢lanku [5]. Ziskana data byla analyzovana softwarem SAS, ktery po-
uziva optimaliza¢ni metodu v SAS/IML k nalezeni parametri zkoumané
kiivky [5, 6, 7] podle hodnot usporadanych dvojic {[z1,v1],- .., [Tn,yn]}
zjisténych bodi. Sestavené programy analyzovaly zjisténé data metodou
TRM (trust region method, metoda divéryhodné oblasti), tj. numeric-
kou metodou optimalizace vyuZzivajici nelinearni regresi.®) Jednotlivé ¢asti
programového kédu jsou doplnény poznamkami vysvétlujicimi smysl dané
¢asti programu (/*..%/).

/#Body tvorici casti spiraly omezene dalsim zavitem.x/
/%V obrazku jsou tyto body vyznaceny cervene.x/

/#V prikladu uveden pouze prvni a posledni datovy bod.=x/
data S1;

input Segment x y;

Seg = 37 — N + 1;

datalines;

1 0.38 0.31

37 5.30 —2.55

)

/#Body tvorici posledni (neomezenou) cast spiraly.*/
/#V obrazku jsou tyto body vyznaceny modre.*/

/*V prikladu uveden pouze prvni a posledni datovy bod.=x/
data S2;

input Segment x y;

Seg = 19 — N _ + 1;

datalines;
1 4.42 —4.43
19 8.54 —2.82

)

6)Vice o pouzité metodé TRM napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Trust_
region. Oficialni stranky spole¢nosti: https://www.sas.com/cs_cz/home.html. Software
1ze pro vyzkumné a studijni acely po registraci pouzivat bezplatné (SAS University Edi-
tion). Regenf fady problémii napf. na: https://blogs.sas.com/content/iml/.
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/#*Procedura pri vypoctu zajistuje cteni dat po segmentech.x/
/*Poradi je urcene cislovanim.x*/

proc sort data=S1;

by seg;

run;

proc sort data=S2;

by seg;

run;

/#Simuluje model logaritmicke spiraly.*/
title "Anisus leucostoma";

title2 "Model logaritmicke spiraly";
proc iml;

pi = constant ("pi");

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

a=1;, b= —0.3063;

X axcos (theta)#exp (bxtheta);

y = a*sin (theta)#exp(bxtheta);

call scatter(x,y);

/#*Procedura vypocte prirustek hodnoty uhlu pro dany bod.x/
start IncrAngle(x, y);

theta = atan2(y,x); dif = dif(theta);

idx = loc(dif~=. & dif<0);

n = nrow(dif); pi = constant("pi");

do while( ncol(idx)>0 );

s = idx [1];

theta[s:n] = 2%pi + theta[s:n]|; dif = dif(theta);
idx = loc(dif~=. & dif<0);

end ;

return (theta);

finish;

phi = IncrAngle(x,y);

JHkxxx Hlavni vypocet skskxsx/

use S2; read all var {x y}; close;
start ObjF(p) global(x, y);
x0=p[1]; y0=p[2]; a=p[3]; b=p[4];
xc = x—x0; yc = y—y0;

theta = IncrAngle(xc, yc);

u = axcos(theta)#exp(b*theta);

v = a*sin (theta)#exp(bxtheta);
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d2 = (xc—w##2 + (ye—v)#+#2;

return( sum(d2) );

finish;

/#0dhad parametru logaritmicke spiraly.x/

p=1{-02 045 0.05}; opt = {0 1};

call nlptr(rc,result ,"ObjF", p, opt);

b= result [4]; tu=atan(l/b);

pi = constant("pi"); tp=(tux180/pi);

print rc,result [c={"x0" "y0" "a" "b"} label="Log. spirala"];
print tp [label="Tecny uhel"];

/*Vytvori datove soubory "Fit" pro casti log. spiraly.x/
x0=result [1];y0= result [2]; a= result [3];b= result [4];
x¢ = xx0; yc = y—y0; pi = constant("pi");
rl=a#(exp(—b*2%pi))##2;

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

ul =x0+ (a##2/r1)*cos(theta)#exp(bxtheta);

vl =y0+ (a##2/rl)*sin (theta)#exp(bxtheta);

create Fitl var {"theta" "ul" "v1"};

append ;

close;

x0=result [1];y0= result [2]; a= result [3];b= result [4];
x¢ = xx0; yc = y—y0; pi = constant("pi");
r2=a#exp(—b*2%pi);

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

u2 =x0+ (a##2/r2)*cos(theta)#exp(bxtheta);

v2 =y0+ (a##2/r2)*sin (theta)#exp(bxtheta);

create Fit2 var {"theta" "u2" "v2"};

append ;

close;

x0=result [1];y0= result [2]; a= result [3];b= result [4];
x¢c = xx0; yc = y—y0; pi = constant("pi");

r3=a#exp (b*2%pi);

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

u3 =x0+ (a##2/r3)*cos(theta)#exp(bxtheta);

v3 =y0+ (a##2/r3)*sin (theta)#exp(bxtheta);

create Fit3 var {"theta" "u3" "v3"};

append ;

close;

use S2; read all var {x y}; close;
u=x; v =y;

create Slc var {"u" "v"};

append ;
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close;

quit ;

/*Slouci pozorovana data a datove soubory "Fit".x/
data Alltwo;

set S1 Slc Fitl Fit2 Fit3;

run;

/*Vytvori graf z pozorovanych dat a datovych souboru "Fit".x/
ods graphics / width=500px height=>500px;

title "Shoda dat s modelem log. spiraly";

title "Anisus leucostoma";

proc sgplot data=Alltwo NOAUTOLEGEND;

scatter x=x y=y/ markerattrs=(color=red) ;

scatter x=u y=v/ markerattrs=(color=blue);

series x=ul y=vl;

series x=u2 y=v2;

series x=u3d y=v3;

xaxis grid values=(—12 to 12 by 1);

yaxis grid values=(—12 to 12 by 1);

run;

5. Vysledky

Modely spiral byly vytvareny pomoci bodii lezicich na okraji posledniho
(neprekrytého) zavitu spiraly (v modelech vyznaceny modrymi krouzky).
Okraje vnitfnich zaviti, které se mohou z uréité ¢asti prekryvat, jsou vy-
znafeny v modelech €ervenymi krouzky. Sestavené modely (obr. 4, 5, 6, 7)
ukazuji, ze schranky okruzakovych jsou zavinuté ve tvaru logaritmické spi-
raly. V tab. 1 jsou pro model logaritmické spiraly zaznamenané hodnoty
parametru b a déale vypocteny tecny thel spiraly. Zaporné znaménko uve-
dené u hodnot parametru b vyjadiuje orientaci spiral, které jsou ve vSech
piipadech pravotocivé.

Tab. 1 Te¢né uhly logaritmickych spiral vybranych druht okruzakovitych

koeficient b teény thel

svinutec bélousty (Anisus leucostoma) —0,0622 86,4°
kruznik drobny (Gyraulus riparius) —0,1293 82,6°
menetovnik rozsifeny (Menetus dilatatus) —0,1385 82,1°
ter¢ovnik vroubeny (Planorbis planorbis) —0,0861 85,1°
listovka leskla (Segmentina nitida) —0,0755 85,7°
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ZAavér

Vytvofené modely ulit okruzakii maji ve v8ech piipadech tvar logarit-
mické spiraly. Zajimavou otazkou, kterou by mohl zodpovédét detailnéjsi
prizkum provedeny na vét$im vzorku, je tvaha, zda je teény thel logarit-
mickych spiral druhové specificky a mohl by byt pouzit jako taxonomicky
znak.

Podé&kovani

Autor dékuje prof. RNDr. Michalu Horsékovi, Ph.D. za laskavé svoleni
k pouziti fotografii okruzékovitych.
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ZPRAVY

Mimoradny tspéch
v 62. ro¢niku Mezinarodni
matematické olympiady

62"Y International
Mathematical

Olympiad
Saint-Petersburg
Russia

Po lofiské Mezinarodni matematické
olympiadé (IMO), ktera se kvili pan-
demii covid-19 musela konat online for-
mou, se rusti kolegové rozhodli ji opét
usporadat a doufali, Ze se letos bude
konat prezencné v Petrohradé. Bohu-
zel pfes jejich veskerou snahu pretrva-
vajici pandemie zpusobila, ze IMO opét
probéhla online. Soutéz se tak konala
ve dnech 14.—24. ¢ervence 2021. Pokud
to epidemiologické situace dovolila, se-
8ly se jednotlivé narodni tymy v jed-
nom centru, kde soutézily pod dohle-
dem kamer, svych vedoucich a IMO ko-
misafe. Soutéze se zucastnilo tentokrat
619 zaka ze 107 zemi celého svéta.

éesky reprezenta¢ni vybér byl se-
staven na zakladé vysledku ustfedniho
kola kategorie A 70. ro¢niku Matema-
tické olympiady a déle néasledného vy-
bérového soustfedéni. Misto v repre-
zentaci si vybojovali: Karel Chwistek
(4/4), Mendelovo gymnézium v Opavé,
Michal Janik, (6/8), Magdaléna Misi-
novd (8/8), Samuel Rostar (2/4) a Ma-
tous Safrdnek (7/8), vsichni gymnéa-
zium Jana Keplera v Praze 6 a Jird
Kalvoda (8/8), gymnazium v Brné, t.
Kapitana Jarose. Vedoucim ceské dele-
gace byli RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
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z PfF UP v Olomouci, jeho zastup-
cem doc. RNDr. Tomd$ Bdarta, Ph.D.,
z MFF UK v Praze a pedagogickym
vedoucim byl RNDr. Pavel Caldbek,
Ph.D., z PYF UP v Olomouci. IMO ko-
misafem pro ¢eské druzstvo byl Dr. Ja-
cek Uryga z polskych Katovic.

Cely cesky tym se seSel v nedéli
18. Cervence na gymnéaziu Mikulase Ko-
pernika v Bilovci, které ndm poskytlo
vynikajici podminky pro zdarny pri-
béh online soutéze. Zatimco nasi sou-
tézici sledovali virtudlni slavnostni za-
héjeni a ladili formu na soutéz, vedouci
druzstva nastavovali, testovali a pri-
pojovali pocitacovou techniku. Vlastni
soutéz se konala tradiéné ve dvou
dnech, 19. a 20. cervence 2021, kdy
soutézici TesSili po dobu 4,5 hodiny
kazdy den tfi soutézni tdlohy. Kazdéa
z tloh byla ohodnocena nejvyse 7 body.
S ohledem na online formu soutéZe byly
tyto dny pro vedeni tymu velmi hek-
tické. Jako tradi¢né odeslali v dubnu
zastupci jednotlivych zemi navrhy sou-
t&znich tloh. Ulohova komise IMO pak
(tentokrat sama — bez spoluucasti ve-
doucich tymu jako ¢lenti mezinarodni
jury) vybrala Sestici soutéznich tloh,
s nimiz se pak vedouci narodnich tymu
mohli seznamit vzdy nejvysSe tfi ho-
diny pfed zacatkem soutéze v kazdém
ze soutéZnich dni. V této dob& (kromé
obvyklé organizaéni €innosti) vedouci
tymi pod dohledem IMO komisare
ulohy prelozili do matefskych jazyku a
poslali ke schvéleni organizatorim. Az
poté se soutézni tlohy pro kazdy den
mohly definitivné vytisknout.
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Tento zpusob vybéru tloh se pro-
mitl i do zavéreénych vysledki. Ulo-
hova komise IMO spravné posoudila
obtiznost prvni a t¥eti ulohy kazdého
dne — prvni tloha byva tradi¢né pii-
stupnd pro vSechny feSitele a treti
tloha ma rozradit feSitele na pred-
nich mistech. OvSem druha uloha prv-
niho dne, kterd méa rozhodnout o po-
fadi teSiteli priblizné uprostied vy-
sledkové listiny, se ukazala jako druha

rii soutéze. I presto absolutni vitéz
62. IMO Yichuan Wang z Ciny zis-
kal plny pocet 42 boda. S poté&Senim
Ize konstatovat, Ze Ceské druzstvo si
letos vedlo nad océekévani dobfe. Nej-
lepstho umisténi dosahl Matous S'afm’-
nek (35 bodii), ktery ziskal zlatou me-
daili a umistil se v celkovém poradi
na déleném 10.-12. misté, Magdaléna
Misinovd (22 bodu), Samuel Rosiar
(21 bodu) a Karel Chwistek (21 bodt)
ziskali stfibrnou medaili, kdy prvni
z nich se umistila na 63.—-104. misté,
zbyvajici dva obsadili 105.-142. misto.
Kone¢né Jiri Kalvoda obdrzel bronzo-
vou medaili za zisk 18 bodd, coz byl
vysledek jediny bod za hranici udéleni
st¥ibrné medaile. Celkové tak skonéil
na 156.—163. misté.

Podle zisku medaili je leto$ni vy-
sledek ¢eského druzstva nejlepsi v celé
historii ceské ucasti od roku 1993.
Skveély vysledek podtrhuje také vy-
borné 16. misto v soutézi druzstev. Po-
drobnéjsi informace o vysledcich na-
jdete ve vysledkovych listindch, na
strankach letosniho roéniku IMO a na
oficidlnich strankich soutéze.
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Vzhledem k pandemii covid-19 pfi-
pravili rusti organizatofi pro soutézici
bohaty virtualni program, kterého se
v8ichni mohli zucastnit pomoci apli-
kaci na socialnich sitich. Nechybéla zde
ani tradi¢ni prezentace vSech ucast-
nikd z jednotlivych zemi, ani zave-
re¢ny ceremonial. Kromé toho obsaho-
val zminény program mnozstvi diskus-
nich center a virtudlnich prohlidek vy-
znamnych petrohradskych pamétihod-
nosti.

Na zavér uvadime zadani vSech Sesti
soutéznich tloh.

Prvni soutézni den
(19. 7. 2021)

1. Necht n > 100 je celé é&islo. Ivan na-
psal ¢islan,n+1,...,2n, kazdé z nich
na jinou kartu. Pak téchto n + 1 karet
zamichal a rozdélil na dvé hromédky.
Dokazte, Ze aspon jedna z téchto hro-
madek obsahuje takové dvé karty, ze
soucet Cisel na nich napsanych je dru-
hou mocninou pfirozeného d&isla.

2. Dokazte, Ze pro vSechna realné &isla

T1,...,%n plati nerovnost

n n n n

Y > Vi —al <D0 Viwi+al.
i=1 j=1 i=1 j=1

3. Necht D je vnitini bod ostrotthlého
trojuhelniku ABC, v némz |AB| >
> |AC|, a plati [XDAB| = |[LCAD,|.
Bod E tusetky AC spliuje [LADE| =
= |[XBCD]|, pro bod F usetky AB
plati [X FDA| = |[XDBC| a pro bod X
pfimky AC plati |CX| = |BX|. Necht
01 a O3 jsou stfedy kruznic opsanych
po fadé trojuhelnikim ADC a EXD.
Dokaite, ze piimky BC, EF a 0102
prochézeji spole¢nym bodem.
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Druhy souté&zni den
(20. 7. 2021)

4. Necht T' je kruznice se stfedem I
a ABCD konvexni ¢tyFahelnik, jehoz
strany AB, BC, CD, DA jsou te¢nami
kruznice I', a 2 je kruznice opsana troj-
thelniku AIC. Polopiimka BA protind
kruznici © v bodé X, ktery lezi za bo-
dem A a polopfimka BC' protinad §2
v bodé Z, ktery lezi za bodem C'. Polo-
pfimky AD a CD protinaji kruznici €2
po fadé v bodech Y a T, které lezi za
bodem D. Dokazte, Ze

AD| + |DT| + |TX| + | X A| =
= |OD| + |DY| + Y Z| +|2C].

5. Dvé veverky, Bushy a Jumpy, na-
sbiraly na zimu 2021 ofiski. Jumpy
oznacila ofisky ¢isly od 1 do 2021 a
vyhloubila 2021 malych jamek po ob-
vodu kruznice kolem svého oblibeného

stromu. Nasledujici rano Jumpy zjis-
tila, Ze Bushy umistila do kazdé jamky
po jednom ofisku bez ohledu na je-
jich ¢isla. Nestastna Jumpy se rozhodla
preskupit orisky pouzitim posloupnosti
2021 krokii. V k-tém kroku Jumpy za-
méni pozice dvou ofiska sousedicich
s ofiskem k. Dokazte, Ze existuje hod-
nota k takova, ze v k-tém kroku zameéni
Jumpy ofisky s nékterymi ¢isly a a b,
ktera spliiuji nerovnost a < k < b.

6. Necht m > 2 je celé ¢&islo, A je
kone¢na mnozina (ne nutné kladnych)
celych ¢isel a Bi, Be, Bs, ..., By, jsou
podmnoziny A. Pfredpokladejme, Ze
pro kazdé k = 1,2,...,m je soucet
prvkil By, roven mF. Dokaite, 7e A ob-
sahuje aspofi m/2 prvki.

Nésledujici, doufejme, Ze jiz pre-
zen¢ni, roénik soutéze bude organizo-
vat Norsko (v hlavnim mésté Oslo),
a to v terminu 6.—16. 7. 2022.

Pavel Caldbek

Ceské druzstvo pfed budovou GMK v Bilovci. Zleva: K. Chwistek, doc. T. Béarta,
J. Kalvoda, M. Misinova, dr. P. Calabek, S. Rosiar, M. Saﬁrének7 M. Janik a

dr. J. Svréek
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