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MATEMATIKA

Dikazy v planimetrii
uzitim komplexnich c¢isel

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd 7CU v Plzni

1. Komplexni ¢isla a jejich geometricky vyznam

Timto ¢lankem bezprostiedné navazujeme na ¢lanek [1] o uziti geo-
metrickych vektort v ditkkazech planimetrickych vét. V obdobném pojeti
ukazeme, jak mizeme planimetrické véty dokazovat téz metodou uziti kom-
plexnich cisel.

Ve stfedoskolskych ucebnicich matematiky se s ni zpravidla setkdvame
nikoliv v planimetrii, ale pouze jen jako se zajimavou aplikaci teorie kom-
plexnich ¢isel pro feSeni planimetrickych uloh (viz napf. [2, s. 198-199]
a [3]).

Vyhody metody pouZiti komplexnich cisel pii feSeni planimetrickych
iloh jsou obdobné jako u metody uziti geometrickych vektorti, piic¢emz
¢asto obé metody spolu tizce souviseji. Pfipomeinime téz vyznam pouziti
komplexnich ¢isel v planimetrii z hlediska dikladného porozuméni mate-
matice, ktery zejména vyzdvihuje Viastimil Dlab (viz odkaz v [1] na jeho
¢lanek).

Cilem tohoto ¢lanku je pfedev§im prezentace dikazi vyznamnych pla-
nimetrickych vét uzitim komplexnich ¢isel. Protoze navazujeme na dikazy
obdobnych v&t pomoci geometrickych vektorti v ¢lanku [1], jejich formu-
obdobné obrazky. Jednotné a co nejjednodussi pojeti dikazu je zalozeno
na algebie komplexnich &isel, jejiz pouzité poznatky a oznaceni struc¢né
zrekapitulujeme.
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Komplexni ¢isla (prvky oboru komplexnich ¢isel C) budeme znadit z,
21, 22, 24, zp apod. P¥ipomenme (viz [2]-[6]), Ze kompleznimi ¢isly (prvky
oboru C) se rozumi uspotradané dvojice redlnych isel z = [z,y], z,y € R
a z praktického hlediska je uziteéné jejich vyjadieni v algebraickém tvaru,
v némz i = [0,1] € C je tzv. imagindrni jednotka:

z=x+yi, kdex,ycRai’=][0,1]>=—1. (1)

Cislo € R se nazyva redlnd cédist komplexniho ¢isla z, znaéi se Rez =
a ¢islo y € R se nazyva imagindrni éist komplexniho ¢isla z, zna¢i se
Im z = y. Pfitom pak ¢islo Z = x — yi se nazyva komplexné sdruzené ¢islo
ke komplexnimu éislu z = x + yi.

V oboru komplexnich ¢isel C se definuji zakladni operace s¢itani a na-
sobeni komplexnich ¢&isel, pfiGemz pro soucet komplexnich ¢isel a soucin
komplexnich ¢isel plati (21, 22, 23 € C):

21+ 20 = 20+ 21, (21+22)+ 23 =21+ (22 + 23), (2)
Z1R2 = Z2Z%1, (21Z2)Z3 = 21(2223), (3)
(21 + 22)23 = 2123 + 2223, (4)

tj. operace s¢itani a nasobeni jsou komutativni a asociativni, operace na-
sobeni vzhledem ke s¢itani je distributivni.

Operace odcitini a deéleni? komplexnich &isel jsou definovany jako in-
verzni operace ke s¢itani a nasobeni:

21 1 2122
21— 29 = 21 + (—22), pro zp #0: = =z - — = —=. (5)
zZ9 zZ9 2929

Pro operace s komplexzné sdruZenygmi éisly plati (pro kazdé z, z1, zo € C):

z24+Z=2Rez, 2Z=(Rez)?+ (Imz2)? (6)

21tz =Z1+%, 21— 2 =21~ Z, (7)

Z1 23 = 71 - 22, (Zl) zzil(pro z9 # 0). (8)
zZ9 Z9

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z je definovana vztahem

2| = V(Re2)? + (Im2)2 = V2z = |2|* = 2. (9)
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Odtud mj. plyne, Ze ve vzorci (5) pro podil komplexnich &sel z1, 29 je
2973 = |22|?. Ze vztahu (9) dale plyne, 7e pro absolutni hodnoty souctu a
rozdilu komplexnich ¢isel z1, zo plati rovnosti

|21 + 22|% = (21 + 22) (21 + 22) = |21] + |22]* + 2 Re(21%2), (10)

|21 — 2|2 = (21 — 22) (21 — 22) = |21]® + |22|*> — 2Re(21%2). (11)
Z nich po secteni vyplyva rovnost
|21+ 22”4 |21 = 22]? = 2(J21 [ + [22[%). (12)

Pro absolutni hodnoty soucinu a podilu komplexnich ¢éisel z1, zo plati rov-

nosti
= 1l prozz # 0. (13)

|22

Zejména dale vyuzijeme geometrickou interpretaci komplexnich cisel a
operact s nimi v Gaussové rovineé, ve které je zavedena kartézski soustava
soufadnic s poc¢atkem O[0,0] a osami z = Re z, y = Im 2. Kazdému kom-
plexnimu ¢islu z = x + yi € C je pfifazen vzajemné jednozna¢né bod
Z[x,y] Gaussovy roviny G a ifkame, 7e ¢islo z je komplexni soufadnici
bodu Z € G (obr. 1). Bod Z se nazyva obraz c¢isla z v G a pfifazuje
se mu téz (vzajemné jednoznaéng) privodié (radiusvektor) bodu Z ozna-
¢ovany rz = 0Z, tj. vdzany vektor reprezentovany orientovanou tuseckou,
jejiz pocateéni bod O je pocatek Gaussovy roviny G a jejiz koncovy bod
je bod Z.

Z1

|z122| = [21] - [22],

A
Im =z

rz

O Re z'

Obr. 1
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Geometrické zobrazeni komplexnich ¢isel se specidlné uplatiiuje pii geo-
metrické konstrukei souc¢tu a rozdilu komplexnich ¢isel pomoci vektorového
rovnobézniku, resp. vektorového trojuhelniku. Nazornou geometrickou in-
terpretaci maji téz absolutni hodnoty komplexniho ¢isla z a rozdilu dvou
riznych komplexnich ¢isel z1,29: |z| = |rz| = |0Z] = |OZ| pFedstavuje
vzdélenost obrazu komplexniho &isla z od poc¢atku O a |21 — 22| = | Z1 22|
vzdélenost obrazi komplexnich &isel zq, zo.

V tzké navaznosti na geometricka zobrazeni komplexnich ¢isel se zavadi
jejich tzv. goniometricky tvar komplezniho ¢isla z # 0, ktery je definovan
vzorcem

z = |z|(cos ¢ + 1 sin ), (14)

kde |z| je absolutni hodnota komplexniho ¢isla z a ¢ je velikost oriento-

vaného thlu XOZ sevieného kladnou poloosou OX osy x = Rez a po-
lopfimkou OZ nazyvana argument komplezniho ¢isla z. Jeho hlavni (z4-
kladni) hodnoty jsou v intervalu 0 < ¢ < 27 (resp. 0° < ¢ < 360°) a
znacime je argz = @. Ve vzorci (14) cos ¢ + 1 sing je komplezni jednotka
(| cos @ + 1 sin | = \/cos2 ¢ + sin? ¢ = 1).

Pro soucin a podil nenulovych komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru
z1 = |z1|(cos 1 +18in¢y), 22 = |22|(cos v + isin pg) vyplyva ze vzorce
(14) a ze souétovych vzorct pro funkce sinus a kosinus, Ze plati

2129 = |z122] [cos(p1 + p2) +1i sin(e1 + p2)], (15)
pricemz
|z122] = |21 - |22], arg(z122) = arg 21 + arg za, (16)
z1 z1 ..
o= ’ [cos(p1 — @2) +1isin(pr — ¥2)], (17)
2
pri¢emz
2 @, argz—l = argz, — arg zs. (18)
V) |22‘ z9

V aplikacich, mj. v geometrii je ¢asto vyhodné pouzivan alternativni
exponencidalni tvar komplexniho ¢&isla z # 0, v némz zakladem je Fulerovo
¢islo e (tj. iracionalni ¢islo e = 2,71828...):

z = |z]e'?, kde e =cosp +ising, ¢ = argz. (19)
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Jeho pouzitim nabyvaji vzorce pro soucin a podil nenulovych komplexnich
Cisel z1, 29 (15), (17) jednoduché vyjadieni:

2129 = |21] - |22] ei(W1+S@2)7 1 @ elp1—w2) (20)
zZ9 |22|

Uzitim goniometrického, resp. exponencialniho, tvaru nenulovych kom-
plexnich é&isel

21 = |z1] (cos 1 +isingy), resp. z; = |z1]e ¥t
2y = | 22| (cos pg +1 singy), Tesp. zx = |2o]e!?2,
lze téZ dokézat uZziteéné rovnosti pro vyrazy z1%zs a zjzo:
7173 = |21] - 22| [cos(p1 — p2) + isin(p1 — p2)],
resp. 217z = |z1| - |22| €!(¥17%2),
Zizp = |21] - |22 [cos(p2 — ¢1) +isin(p2 — ¢1)],
resp. zZize = |z1| - |22] elp2—e1)
Odtud ziskavame rovnosti pro vyrazy Re(z1%zz) ve vzorcich (10), (11):
Re(2172) = Re(Z122) = |21]+| 22| cos(p1—¢2) = |21]-|22] cos(p2—¢p1). (21)
Téz uzijeme zajimavou rovnost, jez plati pro kazda ¢tyii komplexni &isla
21, B2, 23, 24:

(21 — 22)(23 — 24) + (21 — 24) (22 — 23) = (21 — 23)(22 — 24). (22)

2. Dikazy planimetrickych vét uzitim komplexnich ¢isel

Piiklad 1 Pomoci komplexnich soufadnic vrchold obecného trojihelniku
ABC v Gaussové roviné G dokazte pro néj kosinovou vétu vyjadienou
vzorcem:

& =a® + b — 2abcosy (23)

a specialné pro pravouhly trojihelnik ABC Pythagorovu vétu vyjadienou
vzorcem ¢ = a® + b2.

Diikaz. Necht vrcholy A, B, C trojihelniku ABC [1, obr. 2] jsou obrazy
komplexnich &fsel z4, zp, zc v Gaussové roving (tj. tato komplexni &isla
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jsou komplexnimi souradnicemi bodit A, B, C). Uzitim vzorce (11) vyja-
drime
|za — z8]* = |za]* + |28]> — 2Re(24%B),

pri¢em? podle vzorce (21) je
Re(24%B) = |24l - |2B] cos(pa — vB) = |24l - [2B] cos(pp — p4),

kde |zal, |zp| jsou absolutni hodnoty komplexnich &isel z4, zp, pa =
= arg zp, vp = argzp jsou zdkladni (hlavni) hodnoty jejich argument.
Zvolime-li (bez Gjmy na obecnosti) zoc = 0 ¢ili vrchol C' v pocatku O
Gaussovy roviny, pak g — @4 = |Irp,ra| = v a po dosazeni dostavame
|za —2B|% = |2B]? + |24|? =2 cosy €ili ¢® = a® +b% —2cos 7, tj. vzorec (23)
kosinové véty pro c2. (Jeji obdobna vyjadieni pro a2, b? lze ziskat vyuzitim
cyklické zamény proménnych a, b, ¢.)

Speciilné pro pravouhly trojuhelnik ABC, kde v = 90°, a tedy cos~y = 0,
plyne odtud vzorec: ¢ = a? + b?, ktery vyjadiuje Pythagorovu vétu.
Obracenim postupu (implikaci) dikazu vyplyva téZ platnost obrdcené Py-
thagorovy véty.

Priklad 2 Uzitim geometrické interpretace komplexnich ¢isel dokazte vétu
o thloprickdch rovnobézniku: Pro kazdy rovnobéznik ABCD se stranami
o délkach |AB| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b a ahlopfitkami o délkach
|AC| = uq, |BD| = ug plati

ui +u3 = 2(a® 4+ b?). (24)

Diikaz. Oznagime komplexni soufadnice vrchold rovnobézniku ABCD |1,
obr. 4] po fadé z4, 2B, z¢, zp. Umistime-li vrchol A do podatku O Gaus-
sovy roviny, tj. polozime z4 = 0, je u; = |2 + zp| a us = |z — zp|.
S pouzitim vzorce (12) pak dostavame: u? +u3 = |zp +2zp|?+ |25 — 2p|? =
= 2(|z8]* + |2p[*) = 2(a® + 7).

Priklad 3 Dokazte uzitim komplexnich &isel Thaletovu vétu: V libovolné
kruznici k jsou v8echny obvodové thly AV B nad jejim prumérem AB
pravé (JX AV B| = 90°).

Diikaz. Zvolme libovolnou kruZnici k o poloméru r a stfedu S [1, obr. 7],

ktery umistime do po¢atku O Gaussovy roviny, takze prusec¢iky A, B kruz-
nice k s osou Re z maji komplexni soutadnice z4 = —r, zp = r. Komplexni
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soutadnice vrchola V obvodovych thla AV B oznadime zy (|zy| = r). Pak
pro vzdélenosti bodu A, B od vrchola V' plati

b=|VAl=|-r—2z2v|l=le2v+7r], a=|VB|=|r—2zv|=lz2v — 7|,

takze

V4a®=lzy +7> 4 oy — 7> =
2

=(zv+r)Ev+r)+ (v —r)EFv — 1) =2(2vEy +77) = (2r)? = &2

Z odvozené rovnosti a® 4+ b? = ¢ podle obricené Pythagorovy véty plyne,
Ze trojthelnik AV B (pro kazdé V') je pravouhly s pravym dhlem pii vr-
cholu V.

Priiklad 4 V geometrickych aplikacich komplexnich ¢isel kromé jejich geo-
metrické interpretace jako bodiu Gaussovy roviny, resp. piislusnych ra-
diusvektori (privodi¢i), tj. vazanych vektort s poc¢atednim bodem v jejim
pocatku O, se také efektivnd pouziva (viz napf. [8]) geometrické znézor-
néni pomoci volngch geometrickijch vektori. Spo¢iva v tom, ze nenulovym
komplexnim &isliim u, resp. v (obvykle ve tvaru sou¢tu, popf. rozdilu dvo-
jic komplexnich ¢isel z1, z2) se piifazuji jako jejich obrazy volné vektory
u=0Z,, v=0Z,, kde Z,, Z, jsou obrazy komplexnich ¢isel u, v v Gaus-
sové roviné. Kromé zakladniho umisténi 0Z,, 0OZ, vektory u, v mohou
mit téz libovolné jiné zvolené umisténi VA, VB (obr. 2). Pfitom plati, ze
luf =10Z,| = u, |v| = 10Z,| = v.

A

Pu L

T

I >
T

O Rez
Obr. 2
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Necht komplexni &isla u, v maji goniometrické tvary
u = |ul(cosp, +1sine,), v=|v|(cosp, +1sing,),

kde ¢,, = argu, ¢, = argv a ¢, > ¢,,. Dokazte, ze pak kladné orientovany
thel vektort u, v mé velikost

¥ =i = |Z,0Z,| = ¢, - ¢ = axg — = ang(up) = arg(@).  (25)

Diikaz. Vyjdeme z rovnosti kladné orientovanych ahld v obr. 2: ¢, + ¢ =
= @y, = ¥ = Y, — @, a dale pouzitim goniometrického vyjadreni kom-
plexnich &isel u, v (popf. jejich exponencialniho vyjadieni) dostavame, viz
rovnosti (17) a (21):

Y = Py, — P, = argv — arg u = arg v arg(uv) = arg(av),
u

tj. plati rovnosti (25), nebot Re(uv) = Re(uv) = |u| - |v| cos(¢y — pu) =
= |u| - |[v| cos . Pfitom zaroveil pro piislusné volné vektory u, v je jejich
skalarni sou¢in u-v = |u| |v| cos | u, v| = |u| |v| cos . Odtud specialné plyne
kritérium ortogonality (kolmosti) vektord u, v:

ulve |u v =90° < cos|u, v =0 < Re(uv) = 0. (26)
Priklad 5 Uzitim kritéria (26) provedeme alternativni dikaz Thaletovy
véty z prikladu 3 bez pouziti obracené Pythagorovy véty.
Diikaz. Volné geometrické vektory p = VA, ¢ = VB (viz [1, obr. 7]) jsou
pfifazeny komplexnim ¢islim p = z4 — 2y, ¢ = 2 — 2y, prifemz z4 = —r,

zp =r a |zy| = r. Uzitim kritéria (26) dokaZeme, Ze p L q takto: Vyjdeme
7 vypoctu soucinu

pqg= (24 —2v)(zp —2v) = —(r+2v)(r—zv) =
=ty r@E —av)= 1+ P+ rEy —av) =r(EF — 2v)

¢ili Re(pq) = Rer(Zy —zv) = 0, a tedy podle (26) je p L g, tj. |[XAVB]| =
= 90° pro v8echny vrcholy V.

Priklad 6 Dokazte, Ze pro velikost tthlu volnych geometrickych vektori
u= VA, v = VB pfitazenych komplexnim &islim u = z4 — 2y, v = 2 — 2y
plati:

ZB — RV

Y= |Lu, v = |A/V\B| = arg(zp—z2yv)—arg(za—zy) = arg (27)

ZAsz.
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Diikaz. Vztahy (27) vyplyvaji ze vztaht (25), viz obr. 2

Priklad 7 Uzitim komplexnich ¢&isel a pfifazenych volnych geometrickych
vektori podle prikladu 6 dokazte Ptolemaiovu vétu pro tétivové ctyithel-
niky: V kazdém té&tivovém &tyfahelniku ABCD se stranami o délkich
|AB| = a, |BC| = b, |CD| = ¢, |DA| = d a uhlopfickami o délkach
|AC| = uy, |BD| = ug plati vztah

ujug = ac + bd. (28)

Diikaz. Vrcholum tétivového Etyfthelniku ABCD [1, obr. 6] pfifadime
v Gaussové roviné po fadé komplexni soufadnice z4, 2, zc, 2p, Pro néz
podle (22) plati identicka rovnost

(24 — 2zB)(2c — 2D) + (24 — 2D)(2B — 2c) = (24 — 2¢)(2B — 2D), (29)

pfitemz |zq4 — zp| = a, |25 — 2¢| = b, |20 — z2p| = ¢, |24 — zp| = d,
|za — zc| = w1, |zB — 2c| = uo.

Velikosti vnitnich ahla «, 3,7, 9 ctyruhelmku ABC’D muzeme repre-
zentovat jako velikosti kladné orientovanych dhla BAD CBA DCB ADC
jez lze vyjadiit na zakladé vztahi (27) ve tvaru

o = |BAD| = arg(2p — 2a) — arg(ep — 24) = arg “2—,
ZB — ZA
p= ‘@| = arg(za — zp) — arg(zc — zp) = arg Ma
ZC — 2B
v = \ﬁC\B| = arg(zp — 2¢) — arg(zp — z¢) = arg M’
ZD — RC
0= ‘m| = a‘rg(zC - ZD) — arg(zA — ZD) = arg M
ZA — ZD

Pfitom pro velikosti protilehlych vnitinich dhla tétivového ¢tyiahelniku
ABCD plati rovnosti (viz [1]):

a+v=180°, B+45=180°.

Po dosazeni do prvni z téchto rovnosti (obdobné by bylo mozné uzit druhou
rovnost) dostavame:
ZD — ZA zZB — ZC (ZD —ZA)(ZB —ZC)

a+y = arg +arg = arg = arg(—1).
ZB — 24 Zp — Z¢ (zB — 24)(2D — 2¢)
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Odtud plyne, ze
arg(za — zp)(2c — zp) = arg(za — zp) (2B — 2¢) = ¢,

a tedy vyrazy na levé strané rovnosti (29) lze vyjadrit v exponencidlnim
tvaru

(24 — 2B)(2¢ — zp) = |24 — 28| - |20 — 2p| €%,
(24 — 2p)(25 — 20) = |24 — 2p| - |2B — 2¢| €'¥

Se¢tenim téchto rovnosti ziskavame levou stranu rovnosti (29) ve tvaru

(24 — z)(2¢ — 2p) + (24 — 2D) (2B — 2¢) =
=[|lza — zB| - |2c — zp| + |24 — 2p| - |2B — 20] €'
a prava strana rovnosti (29) ma obdobny tvar
(24 — 2¢)(2B — 2p) = |24 — 2¢| - |25 — 2p| €'¥
Po dosazeni do rovnosti (29) a vydéleni e'? tak dostavame, 7e plati rovnost
|24 — zB| - [z¢ — zp| + |24 — 2p| - [2B — 2c| = |24 — 20| - |2B — 2D
Gili ac + bd = ujus.

Priklad 8 Uzitim komplexnich soufadnic dokaZzte, Ze pro kazdy (konvexni
nebo nekonvexni) ¢étyfuhelnik plati Varignonova véta: St¥edy M, N, P, Q
stran AB, BC, CD, DA libovolného ¢tyfuhelniku ABC'D jsou vrcholy
rovnobézniku M N PQ.

Diikaz. Pro libovolné zvoleny ¢tyFahelnik ABCD [1, obr. 10a, b] v Gaus-
sové roviné prifadme jeho vrcholim A, B, C, D komplexni soufadnice z4,
zB, Z2c, zp astifedim M, N, P, ) jeho stran komplexni soutadnice zps, zn,
zp, 2q. Protoze pro né plati rovnosti zp; = %(ZA +2p), 2N = %(zB + z0),
zp = 3(2c + 2p), 20 = 3(2p + z4), plyne odtud:

M —ZN = ( za —20) = |2m — 2N]| = 5( za —2¢) Cli [MN| = %|AC’|,
29 —2p = 5(2a —20) = [2q —2p| = %(ZA*ZC) li [QP| = 3|AC|,
M- 2Q = (zB —zp) = |lam — 20| = %(ZB —zp) dli |[MQ| = %|BD\,
ZN —2Zp = 5(23 —zp)=lan —zp| = %(ZB —zp) ¢@li [INP| = %|BD\7

takZe dvojice protéjsich stran ¢tyithelniku M N PQ jsou shodné, tj. je to
rovnobé&znik.
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3. Zaveér

Geometrické aplikace komplexnich ¢isel jsou nejen zajimavou ukazkou
jejich pouziti, ale maji také zasadni vyznam z hlediska propojeni algebry
s planimetrii. V ¢lanku uvedené piiklady dikazii jednoduchych vyznam-
nych planimetrickych vét mohou byt vhodné vyuzity ve vyuce stfedoskol-
a7 [10]. Zejména sbirka geometrickych tloh [9] zahrnuje i velmi naroéné
ditkkazy planimetrickych vét uzitim komplexnich ¢isel, jeZ jsou podrobné
zpracovany (v navaznosti na ¢etné ruské i jiné zahrani¢ni matematickeé li-
terarni zdroje). Obdobné jako pouZiti geometrickych vektorovych metod
v planimetrii (viz [1]) i uziti komplexnich ¢isel v ni muZe vyznamné pii-
spét k hlubsimu porozuméni matematice ve vyuce a v praci s matematicky
talentovanymi studenty.
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Geometricky primér ve financ¢ni
matematice na stredni skole

JAN FIALA - MARIKA HRUBESOVA
Ekonomicka fakulta — Pedagogicka fakulta, Jihoceska univerzita v éeskych Budé¢jovicich

Kdyz se fekne primérna hodnota, leckomu se nejprve vybavi nejzna-
méjsi a nejpouzivanéjsi pramér, totiz aritmeticky pramér. Jiz déti na za-
kladni 8kole si pomoci néj pocitaji pramérnou znamku, kterd muze vy-
jadrovat jejich hodnoceni z daného vyucovaciho predmétu. Na stfednich
Skolach se studenti mohou seznamit i s dalsimi moznymi praméry, napft.
s primérem geometrickym & harmonickym.") Malokdy se viak studenti
setkaji s praktickym vyuzitim téchto charakteristik pfi feSeni riznych tuloh.

Clanek se zaméfuje na geometricky prumeér. Po zavedeni geometrického
priméru jsou predstaveny nékteré jeho vlastnosti, jejichZz zarazeni do vy-
uky miiZe prispét k rozvoji riznych matematickych znalosti a dovednosti
studentii (alohy 1-4). Dale jsou feSeny ulohy 5 az 10 z ekonomie a finanéni
matematiky (napf. vypodet primérné procentni sazby zmény hodnoty bé-
hem urditého ¢asového obdobi), pfi nichZ se pravé geometricky primér
vyuziva.

Geometricky primér a jeho geometricka interpretace

Geometricky priumér n nezapornych realnych ¢isel 1, o, ..., x, (hod-
not sledovaného kvantitativniho znaku z), oznaceny T, je definovan jako
n-ta4 odmocnina sou¢inu hodnot xq, za, ..., Tn,”) tj.

1

Ta = m:(fﬁ) (1)

Specialné pro n = 2 dostaneme Tg = /771 - T3.

DPriiméry jsou napi. s medianem & modem statistickymi charakteristikami polohy
neboli tzv. stfednimi hodnotami souboru dat. Charakteristiky polohy riznym zpisobem
vypovidaji o stfedni hodnoté souboru dat.

2)Casto se uziva formulace, ze x; tvofi datovou fadu.
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Geometricky praumér dvou kladnych ¢isel ¢,, ¢ lze geometricky inter-
pretovat jako velikost v vysky C'P v pravotuhlém trojihelniku ABC' s pra-
vym thlem u vrcholu C' (na obr. 1 pfedstavuji kladna &isla ¢, ¢, po fadé
délky tsec¢ek BP, AP), kterému je opsana Thaletova kruznice 7 sestrojenéa
nad primérem AB. Konstrukce tsecky predstavujici geometricky primeér
dvou tsecek kladnych délek uziva Eukleidovu vétu o vysce, ktera v obr. 1
vyplyva z rovnosti poméru odpovidajicich si stran v podobnych trojiuhel-
nicich APC a CPB (uu).

C

A Cy P ST Ca B

Obr. 1 Geometrickd interpretace geometrického primeéru dvou &isel ¢4, ¢

Uloha 1
Pomoci pravitka a kruzitka sestrojte tsecku délky u = /8 cm.

Resent. Cislo 8 lze napsat v soucinovém tvaru 8 = 1-8 = 2 -4, tedy
uw=18=+1-8=1+/2-4. Délka tsecky je tedy geometrickym pramérem
napf. ¢isel ¢, = 4 a ¢, = 2. Podle obr. 1 sestrojime tusecku délky c, + ¢ =
= 442 a nad ni jako nad primérem Thaletovu kruznici 7. Vyska v v obr. 1
predstavuje hledanou tsecku u délky /8 cm.

Zakladni vlastnosti geometrického primeéru

Geometricky pramér je na rozdil od aritmetického primeéru definovan
pouze pro nezaporna realné ¢isla z;. Pokud bude alespon jeden z ¢initelt
roven nule, bude geometricky pramér také roven nule. Na rozdil od arit-
metického priméru nenf hodnota geometrického primeéru vyraznou mérou
ovlivnéna extrémnimi hodnotami ze souboru dat.
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Vztah mezi geometrickym a aritmetickym primérem

Je znamo, ze geometricky primeér T4 nezapornych realnych hodnot zq,

T, ..., T, je vZidy mensi nebo roven jejich aritmetickému priméru 7, tj.
plati

Tg <T. (2)
Rovnost zde nastava, pravé kdyz 1 = zo = ... = x,. Platnost vztahu (2)

pro n = 2 lze snadno geometricky ovéfit napf. v obrazku 1, kde velikost

poloméru S;C kruznice 7 pfedstavujici hodnotu aritmetického priméru

¢isel ¢y, ¢, bude vidy vétsi nebo nejvyse rovna velikosti vysky v.
Geometricky diikaz beze slov je uveden napf. [3, str. 51], viz obr. 2.

Obr. 2 Geometricka interpretace nerovnosti geometrického a aritmetického pri-
méru dvou éisel a, b

Uloha 2
Algebraickymi apravami dokaZte nerovnost (2) pro dvé libovolna neza-
pornéa redlna ¢isla x1 a xo.

Reseni. Mame dokézat, ze pro kazda dvé nezaporné realna &isla x1, xo
plati
T -+ T2

VT1r2 < —g (3)

Po vynasobeni obou stran nerovnice (3) dvéma, nasledném umocnéni obou
nezapornych stran nerovnice na druhou a tpravé nerovnice dostaneme

0< (21 — 332)2. (4)
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Tato nerovnice (4) plati pro kazda x1 a xs, plati tedy tvrzeni (3). Rovnost
zde nastane, pravé kdyz xy = xs.

Pozndmka. Dtikaz nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priameé-

rem pro n (n > 2) nezapornych hodnot z1, . .., 2, zde kvili rozsahu dukazu

neuvadime.?)

Logaritmus geometrického priméru

Logaritmus pfi zakladu a (a > 0, a # 1) geometrického primeéru klad-
nych realnych ¢&isel x4, ..., x, je roven aritmetickému praméru jejich loga-
ritma, tj. plati

1 n
log, Ta = - Z log,, ;. (5)
i=1

Uloha 3
Uzitim pravidel o logaritmech ovéfte platnost rovnosti (5).

Resend. Uzitim zakladnich pravidel pro po¢itani s logaritmy méme

1
log, T =log, ¥/x1 -9 ... xy, =log, (X1 -T2-... Ty)™,
tj.
_ 1
log, Ta = ﬁloga(arl Lo ... Tp).
Kromé toho dale plati
log, (1 -9 -... x,) =log, 1 +log, x2 + ...+ log, zn,

tedy

1 1o
1Oga Tg = E (loga 1+ loga To+...+ 1Oga l’n) = g Zloga Zi,
i=1

coz jsme chtéli ukazat.

Uloha 4
Pouzitim logaritmi (bez kalkulatoru) vypocitejte geometricky prameér
¢isel 16 a 1024.

3)Diikaz lze nalézt nap¥. v [2, str. 7-15] nebo [5, str. 17-18].
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Resent. Pokud nemiizeme k Fesent vyuzit kalkulator, pomohou nam k vyte-
Seni tilohy logaritmy. Staci si uvédomit, Ze éislo 16 = 24 a ¢islo 1024 = 210,
Obé ¢isla logaritmujeme o zakladu 2, takze log, 16 = 4 a log, 1024 = 10.
Vypocteme aritmeticky primér exponenti 4 a 10 (ten je 7) a timto vysled-
kem umocnime zéklad logaritmu 2. Geometricky pramér &isel 16 a 1024

je tedy 27 = 128.

Neéktera uziti geometrického primeéru ve finan¢ni matematice

Jak uz jsme se zminili v ivodu ¢lanku, geometricky primér se pouziva
k vypo¢tu nékterych ekonomickych ukazatel, obecné k vypocétu prameér-
nych hodnot ristovych charakteristik v ¢ase. Geometricky prumér lze tedy
aplikovat na koeficienty ristu dané veli¢iny, napf. pro vypocet primérného
tempa ristu HDP, hrubé mzdy, devizového kurzu, zisku firmy apod.*)

Pomérné casté je otdzka na primérnou procentovou miru ristu (po-
klesu) (také tempo ristu) ceny zbozi pfi jeho opakovaném zdrazovani nebo
zleviiovani, tedy napft. o kolik procent praumeérné vzrostly ceny kazdy mésic
b&hem celého roku, jaky byl primérny rust cen akcii, cen byti, roéni miry
inflace apod.

Povazujme cenu ¢ n&jakého zbozi (sluzby) za velic¢inu, kde ¢q je hodnota
na za¢atku a hodnoty ¢y az ¢, na konci n sledovanych n stejné dlouhych
obdobi. Cislar1, 72, ..., Tn definujeme jako poméry dvou po sobé jdoucich
hodnot sledované veli¢iny ¢, zméfené vzdy na konci daného obdobi, tj.

C1 C2 Cn
mn=—Tr=—..., Th = .
Co C1 Cn—1
Cisla 71, ra, ..., r, nazyvame koeficienty ristu (poklesu) ceny c. Prameér-

nou hodnotu koeficientu r ristu ceny ¢ nazyvame prumérné tempo rastu
a oznacime z. Uplatnime-li tedy stejnou hodnotu = pro vSechny hodnoty
zdrazeni, pak pro rizné hodnoty ceny ¢y a ¢, musi platit:

co-x" = cp,
Cn
— o/, 6
x % (6)

Pramérnou procentovou miru ristu (pro & > 1), resp. poklesu (pro
x < 1) lze vyjadrit vztahem (x — 1) - 100, resp. (1 — z) - 100.

D Viz napk. [1, str. 35, 249, 356] aj.
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Nasledujici aloha 5 zdavodiuje, pro¢ je pii vypoc¢tu priumérné hodnoty
koeficientu riustu nezbytné vyuzit geometricky primér a jak postupovat,
jsou-li pfimo zadané procentni hodnoty zdrazeni ¢i zlevnéni ceny zbozi.

Uloha 5

Puvodni cena zbozi byla 1000 K¢&. Zbozi bylo dvakrat zdrazeno: nejdiive
na 1250 K¢, pak na hodnotu 1375 K¢. Jaka byla primérna procentova
mira zdraZeni, tzn. o kolik procent by muselo byt zbozi s pivodni ce-

nou dvakrat po sobé& zdrazeno, aby cena zbozi po druhém zdraZzeni byla
1375 Ké?

Resend. Pomoci podili nové ceny po kazdém zdraZeni a ceny p¥imo pied-
PR _ 1250 _ _ 1375 _ >

chazejici, tj. r1 = {5550 = 1,25 a ro = 1555 = 1,1, snadno zjistime, Ze po

prvinim zdraZeni vzrostla cena zbozi 0 25 % a po druhém zdrazeni o 10 %

vicéi predchozi cené.

‘ €o ‘ C1 C2

Cena zbozi [K¢]| 1000 1250 1375
: o 1250 1375 _
Koeficient r; rastu ceny c Too0 = 1,25 1950 = 1,1

Tabulka 1 Prabézné ceny zbozi s odpovidajicimi koeficienty ristu ceny

Z tabulky 1 vyplyva, Ze cena po druhém zdrazeni 1375 K¢ je rovna
sou¢inu pocateéni ceny 1000 K¢ a koeficientii 71, 72, tj. 1000-1,25-1,1 =
= 1375 Ke.

Pomoci vztahu (6) lze vypocitat pramérné tempo ristu:

1375
z = /1,375 = 1/m =/125-1,1 =1,1726. (7)

Primérné tempo ristu, resp. praimérna hodnota koeficientu r je po zao-
krouhleni 1,173, tedy pramérna procentova mira zdrazeni zbozi ¢inila pfi-
blizné 17,3 %. Stejny vysledek ziskame také z tivahy, podle které hledame
takovou hodnotu z primeérného tempa ristu ceny, pro kterou by platila
rovnice

1000 -z -x =1375.

Pozndmka. Pokud bychom pramérné tempo rustu (poklesu) uréili za po-
uziti aritmetického priiméru jako podil 22812 % = 17,5 %, byla by cena
zbozi po dvojim zdrazeni 1380,625 K¢, coz je chybny vysledek.
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Pozndmka. Vyraz+/1,25- 1,1 ve vypoctu (7) lze obecné zapsat x = /1 - ra,
coZ je vzorec (1) pro vypolet geometrického praméru pro n = 2.

Jsou-li pii FeSeni dloh pfimo zadané hodnoty pi, pa, ..., p, procento-
vych mér zdrazeni zbozi (v %), pak pro vypocet priumérné hodnoty ristu
ceny zbozi (nebo jiné velic¢iny) postupujeme pomoci vztahu

T = /x| -Ta ... Tnp, (8)

kde

Pi
100’
V pripadé zleviiovani se ve vzorci (9) zméni soucty na rozdily.

=1+ 1=1,2,3,...,n. (9)

Primérna drokové sazba za sledované obdobi se vypocita jako geome-
tricky primér jednotlivych hodnot turokovych mér v danych trokovych
obdobich a je vZdy mensi nebo maximélné rovna aritmetickému priméru
jednotlivych drokovych mér. Aritmeticky pramér ma tendenci nadhodno-
covat primérné hodnoty: ¢m vice se vstupy (zadané hodnoty) za dané
obdobi od sebe lisi, tim vice se hodnota aritmetického praméru odlisuje
od hodnoty geometrického priiméru. Napt. pokud se vynosy zvysi za prvni
obdobi 0 90 % a v dalsim obdobi se snizi o 20 %, je meziro¢ni rozdil
110 %, coz je zna¢fné velkd odchylka. Aritmeticky primér 35 % by zde
byl velmi nadhodnoceny a nepfesny. Divodem je fakt, ze ¢isla nejsou na
sobé nezavisla. Naproti tomu geometricky primér po zaokrouhleni 23,3 %
je relevantni idaj. Pokud jsou v8ak hodnoty vstupii sobé blize, muze byt
aritmeticky primér rychlou cestou k odhadu vynosi (hodnota ale i tak
nebude piesna).

Uloha 6

Uvazujme akcii, jejiZz cena v prvnim roce rostla o 10 %, v druhém roce
klesla 0 20 % a v tFetim roce opét klesla o 15 %. Jaky byl pramérny
procentovy rust ceny dané akcie?

Resent. Primérné tempo ristu cen akcie je geometrickym primérem dat
o ristu (poklesu) jeji ceny. Po dosazeni do vzorei (8) a (9) bude

T = +/(14+0,1)-(1-0,2)-(1—0,15) = 0,908,

tedy primérny pokles ceny akcie byl po zaokrouhleni 9,2 % (1 — 0,908 =
= 0,092, tj. 9,2 %). Cislo 9,2 % vyjadfuje hodnotu primérného kon-
stantniho poklesu ceny akcie ve sledovanych letech, tedy plati 0,908% =
= 1,1-0,8-0,85.
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Uloha 7

Tempo ristu cen byt bylo v obdobi ¢tyf po sobé jdoucich let postupné
2%, 1%, 3% a3 %. Vypocitejte prumérnou hodnotu koeficientu rtstu
cen bytu.

Reseni. Opét s vyuzitim vzorci (8) a (9) dostaneme

Tg = +/1,02-1,01-1,03 - 1,03 = 1,0225,

tzn. primérné tempo ristu je po zaokrouhleni 2,25 %. Cislo 2,25 % vy-
jadfuje pribliznou hodnotu primérného konstantniho ristu cen v kazdém
ze Ctyt sledovanych mésict, a proto plati 1,0225% = 1,02-1,01 - 1,03 - 1,03.

Uloha 8 5
Tabulka 2 udava hodnoty priimérné roéni miry inflace® v Ceské repub-
lice za roky 1999-2008. Vypocitejte prumérnou roéni miru inflace za celé

obdobi. O kolik procent se zvysila primérné cenova hladina od roku 1998
do roku 200879

1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
21% | 39% | 4,7% | 1,8% | 01% | 2,8% | 1,9% | 2,6% | 28% | 6,3%

Tabulka 2 Miry inflace v letech 1999-2008

Regend. S vyuZitim vzorci (8) a (9) dostaneme

Te = /1,021 -...-1,063 = 1,02877.

Pramérna ro¢ni mira inflace byla po zaokrouhleni 2,88 %, pokud zaokrou-
hlujeme na setiny. ZvySeni primérné cenové hladiny od roku 1998 do roku
2008 se vypocita podle vzorce (6) pro n = 10, tedy

C10

= (2)'% = 1,028 77" = 1,328,
Co

tedy doglo k cenovému zvyseni p¥iblizné o 32,8 %.

5)Mira inflace je ¢asto definovana jako procentni tempo riistu cenové hladiny za dané
obdobi, pfi¢emz za cenovou hladinu je povazovana primérna uroven cen zbozi a sluzeb.
6)Podle [4, str. 170].
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Uloha 9
Uspory a vlozené do banky se tro¢i v prvnim roce drokovou mirou ve
vysi 2 %, ve druhém roce 3,5 % a ve tietim roce trokovou mirou 5 %. Jaka

konstantni vySe trokové miry vkladu v kazdém roce by zajistila stejny
zisk?”)

Resent. S ménici se hodnotou trokoveé miry bude vysledna hodnota vloze-
ného kapitalu 1,021,035 - 1,05 - a. Pti konstantni hodnoté p drokové miry
po dobu viech t¥i let to je (1+ p)? - a.

Ze zadani pfedpokladame rovnost vysledného kapitalu na konci t¥{ let:
1,02-1,035-1,05 - a = 2> - a, pfitemZ x = 1 + p. Dostavame

x = 4/1,108485 = 1,0349.

Tedy p = 0,0349, coz odpovida po zaokrouhleni tirokové miie 3,49 %.

Uloha 10

Banka nabizi spotici produkt na 5 let se zhodnocenim vlozenych fi-
nan¢nich prostfedki ve vysi a o 12 %. Jaka je roéni tirokova mira nabizena
bankou?

Resent. Po péti arokovacich obdobich bude celkova &stka 1,12-a. Ozna¢me
z prumérné zhodnoceni za jedno trokovaci obdobi. Pak plati rovnost

1,12-a=12"-a,

x= /1,12 =1,02292.
Roé¢ni tirokova mira ¢ini po zaokrouhleni 2,29 %.

~

Zaveér

Utivo o geometrickém priméru je zajimavym a uzitenym néstrojem
pro rozvoj ruznych matematickych znalosti a dovednosti studentt stfed-
nich gkol, nebot poskytuje pfilezitosti pro feSeni vypoctovych tloh napft.
z oblasti finan¢ni matematiky. Rozvoj finanéni gramotnosti mladych lidi
se stava jednou ze stéZejnich oblasti matematického uciva na zakladni a
stfedni Skole s praktickym dopadem do bé&Zného Zivota studentui.

7)Neuvazujte #adné bankovni poplatky ani daf z prijmu.
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T11 specialni body
lezici na jedné primce 11

JAROSLAV ZHOUF
Vysoka skola ekonomicka, Praha

V minulém ¢lanku na uvedené téma jsme se soustfedili na pFipomenuti
zndmych skutecnosti, a to Ze na jedné p¥imce lezi napf. vrchol trojuhel-
vrchol trojuhelniku, pata kolmice vedené z tohoto vrcholu na protilehlou
stranu a prusecik vySek. Téchto fakta pak bylo vyuzito k uvedeni dalsich
zajimavych trojic bodi lezicich také na jedné p¥imce.

V ¢élanku nam $lo hlavné o dikazy téchto konfiguraci. Byly zvoleny rtiz-
norodé dikazy, které nemély spole¢ného jmenovatele. Ve stavajicim ¢lanku
se sezndmime s jednou obecnou vétou, pomoci niz se da dokazat incidence
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s jednou pfimkou nejen diive uvedenych trojic bodiu, ale i dalsich vy-
znamnych trojic bodi. Touto vétou je tzv. Menelaova véta. Jejim velkym
pomocnikem nam bude také tzv. Cévova véta, ve které se dualné misto
o trojici bodt na jedné p¥imce (tzv. kolinearité boda) mluvi o trojici pii-
mek prochazejicich jednim bodem (tzv. konkurenci piimek).

Véta Menelaova
Na uvod si uvedme znéni i diikkaz prvni z avizovanych vét.

Véta 1 (Menelaova) V roving je dan trojuhelnik ABC, na pifmkiach AB,
BC, CA lezi po fadé body K, L, M, které jsou viechny rtzné od vrchola
trojuhelniku. Body K, L, M lezi na jedné piimce, pravé kdyz zaroven
plati:

1. z bodt K, L, M leZi na stranach trojihelniku bud préavé dva, nebo
zadny,

AK| |BL| |oM|

2. =
|BK| |CL| |AM|

1.

Drikaz. Dokézeme nejprve prvni implikaci této véty.

Predpokladame, ze body K, L, M lezi na jedné pfimce. V takovém pii-
padeé je jasné, ze plati tvrzeni 1. Rozlozeni bodia K, L, M je napf. takové,
jak je znézornéno na obr. la, 1b. Ozna¢me jesté X prusecik piimky KL a
rovnobézky vedené bodem B s piimkou AC. Uvazujme jednak stejnoleh-
lost se stiedem K, kde napf. plati |AK| : |[BK| = |[AM] : |BX]|, a jednak
stejnolehlost se stfedem L, kde napf. plati |BL| : |CL| = |BX| : |CM]|.
Vynésobenim obou rovnosti dostaneme tvrzeni 2.

C

M

A B
Obr. la
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Obr. 1b

Nyni se zaméfime na opac¢nou implikaci véty.

Podle tvrzeni 1 pfedpokladejme naptiklad, Ze uvnit¥ strany AB nelezi
bod K, Ze lezi naptiklad uvnitié polopfimky opacné k poloptimce BA.
Kdyby byla piimka M L rovnobé&Znéa s piimkou AB, byly by trojahelniky
ABC a MLC podobné, takze by platilo |CM| : |AM| = |CL| : |BL|.
Z této rovnosti a z tvrzeni 2 dostaneme |AK| = |BK]|, coz dava jedinou
moznost, a sice ze K je stfed AB. To je ale spor, takze ML a AB jsou

riznobézky. Jejich prisecik oznacme .J.

Podle prvné dokazané implikace pro body J, L, M, které lezi na jedné

pifimce, plati
|AJ| |BL| |CM| _
|BJ| |CL| |AM|

Zaroven podle tvrzeni 2 plati

AK| |BL| |CM]| _

=1.
|BK| |CL| |AM]|

Z obou rovnosti vyplyva
|AJ|  |AK]|
|BJ| |BK|

A z predpokladu o poloze bodu K vyplyva nerovnost

|AJ]  |AK]| S
|BJ|  |BK] '
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V piipadé |AJ| > |AK| plati |AJ| = |AK|+ |KJ| a |BJ| = |BK|+ |KJ|.

Dosazenim téchto dvou rovnosti do rovnosti |AJ| : |BJ| = |AK]| : |BK]

dostaneme |KJ| = 0, tedy K = J. A jelikoZ body J, L, M lezi na jedné

pfimce, lezi i body K, L, M na jedné pfimce, coz jsme méli dokazat.
Stejny postup dikazu by byl i pro p¥ipad |AJ| < |AK].

Véta Cévova
A nyni jesté uvedme znéni i ¢aste¢ny dikaz druhé z avizovanych vét.

Véta 2 (Cevova) V roving je dan trojuhelnik ABC, na piimkich AB,
BC, CA lezi po fadé body K, L, M, které jsou vSechny ruzné od vrchola
trojuhelniku. Pfimky C'K, AL, BM prochéazeji jednim bodem, nebo jsou
vzajemné rovnobézné, pravé kdyz zaroven plati:

1. zbodu K, L, M lezi na stranach trojuhelniku bud pravé jeden, nebo
vSechny tii,

|AK| |BL| |CM]| _
" |BK| |CL| |AM|

Drikaz. Dokézeme nejprve prvni implikaci v této vété.

Predpokladame, ze piimky CK, AL, BM maji jeden spoleény prise-
¢ik, nebo jsou vzajemné rovnobézné. V takovém piipadé je jasné, Ze plati
tvrzeni 1, viz obr. 2a, 2b, 2c.

c

Obr. 2a
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Obr. 2¢

Jsou-li piimky CK, AL, BM vzajemné rovnobézné (obr. 2a), tak z boda
K, L, M patii trojahelniku ABC jediny, a to napf. bod M. Uvazujme
jednak stejnolehlost se stfedem A, kde napiiklad plati |[AK| : |[BK| =
= |CA| : |CM]|, a také stejnolehlost se stfedem C, kde napiiklad plati
|BL| : |CL| = |[AM]| : |CA|. Vynasobenim obou rovnosti dostaneme tvr-
zeni 2.

Prochéazeji-li pfimky CK, AL, BM spoleénym bodem J (obr. 2b, 2c),
pouZzijeme Menelaovu vétu. Jednak pro trojuhelnik AKC a pfimku BM
plati

|AB| |KJ| |CM]| _
|BK| [CJ] [AM] ~

jednak pro trojihelnik BCK a pfimku AL plati

L

[BL| |CJ] |AK] _

=1.
|CL| |KJ| |AB]

Vynasobenim obou rovnosti dostaneme tvrzeni 2.
Nyni se zaméfime na opacnou implikaci v této vete.
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Podle tvrzeni 1 pfedpokladejme napitiklad, Ze uvniti strany AC lezi
bod M. V tomto pfipadé mohou nastat dvé situace.

Prvni ptipad je takovy, ze pfimka M B je rovnobézna s pfimkou C'K
(obr. 2a). Uvazujme pfipad, kdy bod K lezi na polopiimce opacné k po-
lopfimce BA; ptipad, kdy bod K lezi na polopiimce opa¢né k polopiimce
AB, se Tesi analogicky. Diky stejnolehlosti se stfedem A plati napf.
|AK| : |BK| = |AC| : |CM]|. Pouzijeme-li k tomu rovnost z tvrzeni 2,
dostaneme postupné

|AC| |BL| |CM]| _ |AC|  |CL]
|CM| |CL| |AM| ' |AM| |BL|
Protoze ”fﬁl‘ > 1, je I‘(J%I > 1, coz znamena, Ze bod L lezi na polopiimce

opac¢né k polopiimce BC'. Proto plati

|AM|+|MC| |CB|+|BL| |MC| |CB|
|AM | N |BL| " |AM|  |BL|

7Z této rovnosti vyplyva, Ze je také piimka AL rovnobéZna s pfimkami M B
a CK. Tim je dikaz opa¢né implikace pro tuto situaci proveden.

Druhy piipad je takovy, Ze pfimky M B a CK jsou riznobé&zné (obr. 2b,
2¢). Jejich prisecik ozna¢me J. DokaZeme, Ze bodem J prochéazi i piimka
AL. Pro trojihelnik AK C a pfimku M B pouzijeme Menelaovu vétu, takze
plati

|AB] . | K J| ' ICM| 1
|KB| |CJ| |AM|

neboli
|C M| |CJ|

|AM|-|BK| _ |AB|-|KJ|’

Pouzijeme-li k tomu rovnost z tvrzeni 2 ve tvaru

|CM| B |CL|
|AM|-|BK| |AK|-|BL|’

dostaneme

|AK| |LB| |JC| _

|AB| |LC| |JK|
A to je tvrzeni Menelaovy véty pro trojiuhelnik BKC' a piimku AL, neboli
ze body A, L, J lezi na jedné piimce.

1.
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Yoy

Mame dén trojuhelnik ABC a Ay, By, Cy stfedy protilehlych stran
k jeho vrcholim. Ozna¢me T (t&zisté) prusecik piimek (téZnic) AA; a
BB;. Dokazeme, ze pak body C, T, C; lezi na jedné piimce, tj. vSechny
téznice trojuhelniku se protinaji v jednom bodé.

Jeden dtikaz tohoto tvrzeni jsme prezentovali v pfedchozim ¢lanku. Nyni
uvedeme jeSté dva dikazy, a to pomoci prostfedki uvedenych v tomto
¢lanku, tj. pomoci Cévovy véty a Menelaovy véty.

Nejprve tedy diukaz pomoci Cévovy véty. Vypocitame pro trojihelnik
ABC' a stfedy jeho stran Ay, By, C; tuto hodnotu:

ACY| [BA)| [CBy| 1 1 1

|BC1| |CAy| |ABy] 1 1 1
Podle ziskané hodnoty vidime, Ze se téZnice trojiuhelniku ABC' protinaji
ve spole¢ném bodé T'. To je dikaz, ze body C1, T, C lezi na jedné piimce.
Nyni dikaz pomoci Menelaovy véty. Prasecik piimek AA; a BB; ozna-
¢ime T a prisetik piimek BT a A;C; ozna¢ime X (obr. 3). Jelikoz
|AC| = 2|Cy A4], tak diky stejnolehlosti se stfedem T je |B1T| = 2|TX|.
Podobné diky stejnolehlosti se stfedem B je | By B| = 2| X B|. Takze |TB| =
= 2|B1T|. Nyni jiz miZzeme pro trojihelnik ABB; a body Cy, T, C vypo-
¢itat hodnotu:

[AC\| [BT| [BiC|_1 2 1 _,

|BCy| |BiT| JAC| 11 2
Podle ziskané hodnoty vidime, Ze body Cy, T, C' leZi na jedné pifimce.
C

Obr. 3
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Vrchol trojahelniku, pata vysky na protéjsi strané a ortocentrum

Mame dan trojuhelnik ABC a Ay, By, Cy paty kolmic vedenych po-
stupné z vrcholtt A, B, C na protilehlé strany. Ozna¢me V (ortocentrum,
prisecik vysek) priseéik primek (vySek) AAy a BBj. Dokazeme, Ze pak
body C, V, Cy lezi na jedné pfimce. Neboli fikame, Ze se vSechny vysky
trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Analogicky jako v pfedchozi kapitole byl jeden diikaz tohoto tvrzeni
prezentovan v predchozim ¢lanku. I nyni uvedeme jesté dva dikazy, a to
pomoci Cévovy vty a Menelaovy véty.

Nyni tedy dikaz pomoci Cévovy véty. Ozna¢me klasicky a, b, ¢ délky
stran a «, 8,y velikosti vnitinich thla trojihelniku ABC.

Diikaz provedeme nejprve pro ostroihly trojihelnik (obr. 4a). Vypoc-
teme hodnotu:

|ACy| |BAg| [CBy| bcosa ccosf acosy
|BCy| |CAg| |ABy| acosB bcosy ccosa

Podle ziskané hodnoty vidime, Ze se vysky trojuhelniku ABC protinaji ve
spoletném bodé V. To znamena dikaz, ze body Cy, V, C lezi na jedné
primce.

C

By

Y
A Co B

Obr. 4a

Podobné provedeme dtkaz pro tupouhly trojihelnik s tupym thlem
napf. u vrcholu B (obr. 4b). Vypocteme hodnotu:
|ACo| |BAo| [CBo| b cosa ccos (180° — ) acosy 1
|BCo| |CAg| |ABy|  a cos(180° — ) b cosy ccosa
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I zde podle ziskané hodnoty vidime, ze se vysky trojuhelniku ABC pro-
tinaji ve spole¢ném bodé V', coz opét znamena dikaz, ze body Cy, V, C
lezi na jedné pfimce.

Nyni jesté dokdzeme tvrzeni pouze pomoci Menelaovy véty.

V trojahelniku ABC sestrojime vysky AAg, BBy, CCy. Prisecik vysek
AAgy, BBy oznacime V. Uvazujme trojihelnik ABBjy. Chceme dokéazat, Ze
body Cpy, V, C' lezi na jedné piimce.

Dukaz provedeme nejprve pro ostrouhly trojuhelnik (obr. 4a). Vypoé-
teme hodnotu:

|[ACo| [BV| |BoC| _ |AGy| |BBo| —[BoV| |BoC| _

[BCol [BoV] JACI ~ [BGol BV [AC] ©
_ |ACo|  [BBy| = |BoC| cotgar |BoC|
| BCo| | BoC| cotg o |AC|
_ |AGy| [BBy| —|BoC| cotga _ bcosa asiny—a cosy cotga
| BCo| |AC| cotg o a cos b cotg «

cosa siny —cosycotga  sina .
= - (siny — cosy cotg ) =

cos 3 . cotg o cos 3
sina siny —cosy cosaw  —cos(a+7) cosf
N cos f3 N cos 3 "~ cosfB

Podle ziskané hodnoty vidime, ze body Cy, V', C' lezi na jedné piimce.
A jesté pridame dikaz pro tupouhly trojuhelnik (obr. 4b). Vypocteme
hodnotu:

|[ACo| [BV| |BoC| _ |AGo| |BoV|—|BBy| |BoC| _

[BCol [BoV| |AC] — [BCol — [BoV]| [Act
_ |ACo|  [BoC| cotga —|BBo| |BoC| _ [ACo| |BoC| cotgar —|BBy| _
| BCy| |BoC| cotg o |AC| |BCy| |AC| cotg o
b cos a cosy cotga — a sin~y
T cos(180° — B) - b cotg « B
_ cosa cosycosa—sinysina cos(a+7v)  —cosf
—cos f3 Cos —cos f3 —cosf3

Také zde vidime, Ze body Cy, V', C lezi na jedné piimce.
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Obr. 4b

Ulohy k samostatnému reseni

Uloha 1
Trojuhelnik ABC mé délky stran a, b, c¢. TéZnice ho rozdéli na Sest troj-

b) obsah vzhledem k obvodu a obsahu trojahelniku ABC?

Uloha 2

Body C, D lezi na polokruznici s primérem AB. Pf¥imky AC a BD
se protinaji v bodé P, pfimky AD a BC' v bodé Q. Z bodu P je vedena
kolmice na tsecku AB s patou R. Dokazte, ze body P, @, R lezi na jedné
piimce.

Navody k feSeni zadanych dloh

Uloha 1: Ozna¢me 2s obvod, vy, v. vysky po fadé z vrchola B, C a A;,
By, C stiedy stran, T tézisté trojuhelniku ABC, déle Ty, Ts, T3, Ty, T,
T6 téziste trojﬁhelnl’kﬁ AClT, BClT, BAlT, CAlT, CBlT, ABlT a CQ,
Cjs, Ag stfedy usetek ACy, BCy, BA;.

a) Z podobnosti trojuhelniki T1T>T a CoC3T plyne |T1Ts| = §. Z po-
dobnosti trojahelnika 75757 a C3AsT plyne |TxT3| = %. Analogicky to
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plati pro délky dalsich stran. Ovod Sestithelniku je

<;+é> (a+b+c)=s.

b) V trojuhelniku Th\T2T je |T1Ts| = § a vyska %vc, proto je jeho obsah
roven 22—7 obsahu trojihelniku ABC. Analogicky v ToT3T je |ToTs| = &

6
a velikost vysky 15—8 vp, proto je jeho obsah roven 55—4 obsahu trojahelniku

ABC. Obsah 8estithelniku je tedy

NEEANS!
27 54) 2
obsahu trojihelniku ABC.

Uloha 2: V trojthelniku ABP jsou AD, BC, PR jeho vysky. Vysky AD,
BC se protinaji v bodé @, Takze jim prochézi i vyska PR.

Zavér

Tento ¢lanek predstavil dvé velice uzite¢né véty — vétu Menelaovu a
vétu Cévovu s jejich dikazy. Nasledné byly dokazény vlastnosti téZnic
a vySek trojuhelniku pomoci téchto vét, tedy jinym zpisobem néz byly
dokazany v predchozim ¢lanku. Stejné ¢ podobné dikazy je mozné najit
napf. v publikacich [1, 2, 3, 4]. V nasledujicich ¢lancich se budeme zabyvat
dalsimi trojicemi bodu lezicimi na téze piimce, pfitom hojné vyuZzijeme
véty uvedené pravé v tomto ¢lanku.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsf dvojice dloh. Resenf novych tdloh 273 a 274 muzete
zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2022 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 273

Urcete vSechny mnohocleny P(x) s celo¢iselnymi koeficienty takove, ze
pro v8echna pfirozena ¢isla a, b je ¢islo P(a) + P(b) délitelné ¢&islem a + b.

Jdn Mazdk

Uloha 274

Do dvou krabic rozmistime n ¢ernych a n bilych kouli tak, ze kazda
z nich obsahuje alespon jednu kouli. S pravdépodobnosti % vybereme jednu
z krabic a z ni vytdhneme jednu kouli (v kazdé krabici je vytaZeni v ni
obsaZené koule stejné pravdépodobné). P¥i jakém rozmisténi kouli bude
pravdépodobnost vytazeni bilé koule

a) co nejvetsi;

b) co nejmensi.

Jozef Kalinowski (Kalety)

Dale uvadime teSeni dloh 269 a 270, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém ¢isle aktualniho (30.) ro¢niku naseho Easopisu.

Uloha 269
Je dan pravothly rovnoramenny trojihelnik ABC, v némz K je stied
jeho pfepony AB. Uvazujme pravouhly trojuhelnik K LM s pravym thlem
pri vrcholu M, kde vrcholy L, M lezi po fadé uvniti odvésen BC', AC.
Sestrojte bod L tak, aby tsecka BL méla co nejmensi délku.
Jaroslav Svrcek

Resend. Bez ajmy na obecnosti predpokladejme, Ze odvésny pravotuhlého
rovnoramenného trojuhelniku ABC maji délku 2. Ozna¢me P stfed od-
vésny AC. Usecka PK je st¥edni piickou trojuhelniku ABC, ma tak délku 1
a je kolma na odvésnu AC. Aby bod L byl vnitinim bodem odvésny BC,
musi bod M byt zFejmé vnitinim bodem tsec¢ky PC. Trojihelniky K M P
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a M LC jsou pravouhlé s pravymi thly pfi vrcholech po fadé P, C' a sou-
¢et jejich vnit¥nich thla pii vrcholu M je 90°. Tedy podle véty uu jsou
podobné. Oznacme k délku tsecky PM. Protoze bod P je stfedem od-
vésny AC' s délkou 2, je délka usecky C'M rovna 1 — k.

Z podobnosti trojihelnikt KM P a M LC plyne
ICL| |CL| |PM| k

1-k |CM| |PK| 1’

Odtud dostaneme

1 1 2
CLi=k-k=7-(5-k)
|CL| 15
Usetka BL bude mit nejmensi délku, pravé kdyz usecka C'L bude nejdelsi.
7 nezapornosti druhé mocniny plyne

1
L < -
oLl < 3,

kde rovnost nastane, pravé kdyz k = %, tedy pravé kdyz bod M je stiedem
usecky PC.
Usecka BL tak bude mit nejmensi délku pro vnitini bod L odvésny BC
takovy, ze
BL|=|BC|—|CL| =2- L z|BC\
IBLI = ST 44 8T
jehoz konstrukce je zfejma.

Pozndmka. Pro hledany bod L v trojuhelniku CLM plati

V5

1 1
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V trojuhelniku K LM dopoé¢itame

5 5 5
kv =2 o =L =2

Trojihelniky KLM a MLC jsou tak podobné s pomérem podobnosti
V5 : 1, tedy jejich vnitini tuhly po fadé u vrcholi M a K jsou shodné.
Podle véty o obvodovém a tisekovém thlu je v tomto pfipadé piimka AC
te¢nou kruznice s prtimérem KL (opsané trojuhelniku K LM). Nékteri
Tesitelé pomoci této vlastnosti charakterizovali bod L a popsali jeho kon-
strukeci.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovea, Anton Hndth z Moravan, Petr Vach z Jablonce nad Nisou, Mi-
chal Berdnek z G v Praze 10, Vodéradska, Veronika Borkovd z GVM v No-
vém Mésté na Moravé, Tomds$ Flidr z G v Kojeting, Martin Fof z MG
v Opaveé, Jiii Harvalik z G v Plzni, Mikulagské nam., Hynek Jakes ze SG
v Olomouci, Zdenék Pezlar z G v Brné, t¥. Kpt. JaroSe, Piotr Kulisz ze
ZSOT v Lublinci (Polsko), Adam Mendl z GPAC v Tabote, Ladislav Nagy
z Gv éesk;’rch Budgjovicich, Jirovcova, Michal Janik a Samuel Rosiar,
oba z GJK v Praze 6, Ondrej Trinkewitz z G a SPSE ve Frenstaté pod
Radhostém a Kristyna Zemene z G a ZUS ve glapanicich.

Uloha 270
Uvazujme &isla a = 2cos (n/7), b = 2cos (37/7) a ¢ = 2cos (57/7).
Dokazte, ze t¥i vyrazy a+b+c, 1/a+1/b+1/c, abe nabyvaji celo¢iselnych
hodnot.
Pavel Caldbek

A . . « v 3 5 .
Reseni. Podle Moivreovy véty pro ¢isla t € {Z, <, 27 } plati

(cost +isint)” = cos 7t + isin 7t = —1. (1)
Pro tato ¢isla ¢ je i redlna ¢ast vyrazu na levé strané rovna —1, uzitim
binomické véty tak dostaneme
—1=cos"t — 21 cos® tsin®t + 35cos’ tsin* t — 7costsin®t =
=cos't —21cos® t (1 — cos®t) +
+35cos?t (1 — cos®t)? — Tcost (1 — cos®t)® =
= 64cos’ t — 112cos® t 4+ 56 cos® t — T cost.
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Odtud plyne, Ze ¢isla z mnoziny {cos Z, cos 3Z, cos 2Z} jsou kofeny rovnice
) 7 70 7

64" — 1122° + 562° — T2 +1 = 0. (2)
7Z rozkladu
6427 — 11227 +562° — 7w + 1 = (z 4+ 1)((22)% — (22)> =2 (22) + 1)* (3)

Y v 3T —
a z faktu, Ze Cisla z mnoziny {cos Z, cos =&, cos —} {2, 5,5} jsou ziejmé
navzajem ruzna a navic jsou riznéa i od ¢isla —1, plyne, Ze ¢isla a, b, ¢ jsou

t¥i riizné kofeny kubické rovnice
v =y’ =2y +1=0. (4)
Uzitim Viétovych vztahii dostaneme
a+b+c=1, ab+bc+ca=-2 a abc=-1.

Ze druhé a treti rovnosti navic ziskame

1 1 1 ab+bc+cz 2
—_ —_ _—— = :2'
a * b + c abc -1
Protoa+b+c=1,1/a+1/b+1/c =2 a abc = —1, coZ jsou vesmeés
cela cisla.

Pozndmka 1. Rovnost (1) plati také pro ¢isla t € {77, 92, Lx 1373 pro-

70T
toze ze zndmych vzorci pro kosinus plyne

77r__ 971'_ 57r_ 5 117r_ 3T 137 __ LT
cos 7 1, cos = = cos = oS 3%, €os Ccos =%, cos 2 = oS T,
da se ocekéavat, Ze rovnice (2) bude mit kofen —1 a jeji zbyvajici kofeny
budou dvojnasobné, tedy se da oCekavat existence rozkladu (3) ve tvaru
souc¢inu x + 1 a druhé mocniny kubického &tyiclenu.

Pozndmka 2. V predloZeném feSeni se uvazuje realné ¢ast vyrazu (1). Po-
kud budeme uvazovat jeji imaginarni ¢ast, dojde ke komplikacim, které
vyzaduji podrobné&jsi diskusi. Imaginarni ¢ast levé strany vyrazu (1) je
rovna nule. Po vydélenim nenulovym ¢islem sin ¢ dostaneme podobné jako
v predloZeném feSeni rovnici

0 = 6425 — 80z + 2422 — 1 =
= ((22)% = (22)* — 2(22) + 1) ((22)* + (22)* — 2(2z) — 1),
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. . . % v 3m —
kterd mé nejen kofeny z mnoziny {cos I, cos 3%, cos 2} = {£, 2 £} ale téz

; . ) 2 i
(podobnou tivahou jako v pozndmce 1) z mnoziny {cos <, cos =, cos —} =
={-¢, -2 -2} Cisla z mnoziny {a, b, ¢, —a, —b, —c} jsou tak (navzajem

rizné) koreny rovnice

-y —2y+ 1) +y*—2y—1)=0.

Kazdy z ¢initelt na levé strané mé pravé tii kofeny z této mnoziny. Snadno
nahlédneme, Ze zadny z nich nemé jako své kofeny dvojici opacnych &isel.
Jelikoz koeficient u y je v obou ¢initelich zaporny, musi mit kazdy z ¢i-
niteld asponl jeden zaporny kofen. Jeden z ¢initelt tak ma dva kladné a
jeden zaporny kofen a druhy naopak jeden kladny a dva zadporné kofeny.
Uvahou o absolutnim ¢lenu zjistime, ze dva kladné a jeden zaporny koten
ma rovnice

v —y?—2y+1=0.
Protoze koeficient u 32 je —1, znamena to, Ze soucet téchto kofend je 1.
UZitim zfejmé nerovnosti 2 > a > 1,5 > —c > 1 > b > 0 zjistime, Ze miZe
mit jako kladné kofeny pouze a a b, a tedy zaporny koren c. Tim jsme
jinym zpusobem dokézali, Ze rovnice (4) na kofeny a, b, c.

Jiné feseni (podle Samuela Rosiara). UvaZzujeme komplexni ¢islo
_ e
U = COS % + 15l .

Potom

U~ = cos (fg) + isin (fg) =cos 7 —isin 7.

Plati tedy a = 2cos = = u + u~!. Podobné také odvodime b = u? + u =3

ac = u® 4+ u° Navic z Moivreovy véty dostaneme u” = u=" = —1 a

wlt = u~1* = 1. Plati tak

a+bt+ec=u+ut+ 3 +u 2+ P +u 0=
=u? (T4+u®+u' +ud +u® +u') =

12 2 14 2
T Bk T A Vi u”—1
=ut e mu e = () /s = 1,
1—u 1—wu 1—u
co? je celé &islo. Podobné uzitim identit u? = uu® =u® au™® = u®
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dostaneme
abe = (u+u ) (W +u3) (W’ +u) =
=Wt u + i Futu Fu T+ u? =
—u P14+ tutut+uP 14 =a+b+ec—2=—1,
coz je opét celé ¢islo. Konecné

1 1 1 ab + be + ca

+ b + c abc
= 7((u+u71)(u3+u73)+ (u+u"")(u’+u?) +(u3+u73)(u5+u75))
=2 (B Hul +ut 1wt S 8-

— WPl tu et =

D R P ekt . el A
1—u? 1—u? 1—u?
. —u_1+u3—u3—|—u_1 .
=2- 1—u? =2

coz je také celé ¢islo
Pozndmka 3. Reseni Zdenka Pezlara je smési predchazejicich dvou feseni.
Upravami podobnymi jako v tomto feseni ukézal, ze &isla ¢ = u 4+ u ™!,

b=u?+u"3ac=u®+u"? jsou kofeny rovnice (4) a dale pokracoval
stejné jako v prvnim reSeni.

Jiné resent (podle Piotra Kulisze). Ulohu lze také fesit uzitim fady soué-
tovych vzorct pro funkce sinus, kosinus a vztahy mezi nimi. Tyto vzorce

muzete nalézt v kazdém piehledu vlastnosti goniometrickych funkei. Jejich
uzitim plati

a+b+c:2cos$+2cos37”+2cos57”:

2sin§cos$—&—QSin%cos?’%—&—QSinEcosi”

3 s
sin =
s 2m s =21 s 4Am s —4m s 671
_sin 3 + (sin =" + sin 3F) + (sin =" + sin =F) _
1 us
sin =
gn 2T oin 27 4 gin AT _ qin 47 4 i 67 sin 8
sin = sin = 4+ sin - SN = 4+ sin 7 SIn =
= T T
sin = sin =
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coz je celé ¢islo. Dale mame

abc = 2cos T - 2cos 3Z - 2cos 2F = 8 cos I (— cos 4Z)(— cos ) =
2sm 7 COS % - COS 27” cos 47” 9. 2sin 2 = cos 27” cos 4;’
sin 7 sin 7
4m 4am 8 —gin &
2s1n Fcos sin 7 —sing 4
- ™ - E - . 1 - )
sin 7 sin Z sin Z

coz je opét celé ¢islo. Nyni

ab=2cos % 20053f—2(cos—+cos—)—2( cos 3F — cos 37,
be = 2cos 3 - 2cos 2 = 2 (cos =T + cos 8F) = 2(—cos T — cos T),
ca=2cos3F -2cos T =2 (cos & + cos ) =2 (—cos 2T — cos T).

Uzitim téchto vztahu a jiz vypoétenych
abc=-1, a+b+c=1
dostaneme

1 1 1 ab + be + ca
L 4 = — _agb—bc—ca=
a b ¢ abe

=2(cos 2T + cos 3Z) + 2 (cos 2 + cos ) + 2 (cos 2Z + cos Z) =
=2(2cos T +2cos 3T +2cos 3F) =2(a+b+c) =2,

2 Mz

coz je konecéné také celé ¢islo.

Spravna feSeni zaslali Lubomir Hajdanka z Michalovct, Anton Hndth
z Moravan, Jiii Harvalik z G v Plzni, Mikulasské nam., Hynek Jakes ze SG
v Olomouci, Zdenék Pezlar z G v Brné, t¥. Kpt. JaroSe, Piotr Kulisz ze
ZSOT v Lublinci (Polsko), Michal Janik a Samuel Rosiar, oba z GJK
v Praze 6,

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Odpor civky zanedbejte II

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pied 25 lety vysel v MFI prispévek [1], ktery se zamysli nad tim, Ze p¥i
feSeni fyzikalnich tdloh casto zjednoduSujeme podminky priubéhu fyzikal-
niho dé&je, aby feSeni bylo dostupné i s pouzitim méné naro¢nych matema-
tickych postupti. Nejcastéji je to pri feSeni tloh z mechaniky, kde zanedba-
vame zejména pusobeni odporovych sil. Tak je tomu t¥eba u volného padu
téles, kde neuvazujeme odpor prostiedi, nebo v tlohach o pohybu téles,
kde neuvazujeme sily t¥eni. Méné pozornosti je této problematice vénovano
v tlohéach z elekt¥iny, kde zanedbanim nékterych parametri obvodovych
prvki se snadno dostdvame za hranice reality. Jestlize je divodem téchto
zjednoduseni naro¢nost matematického reSeni takovych tloh, pak vyuziti
prostiedki IT nam mnohé usnadiuje a piiblizuje feSeni tloh realité po-
mérné jednoduchymi postupy.

Tim se zabyval citovany prispévek [1], ktery ukizal ndkolik moZznosti
feSeni tloh s elektrickymi obvody obsahujicimi civku o indukénosti L a
odporu R. K TeSeni tloh byl pouzit dnes uz trochu zapomenuty program
FAMULUS, ktery byl ve své dobé témér revoluci v didaktickém vyuziti
IT. Tento prispévek lze tedy povazovat za jakysi ,,upgrade“ postupu v pii-
spévku [1] s tim, Ze je vyuZit v8eobecné dostupnégjsi program MS Excel a
k prispévku je prilozen sesit s feSenim tloh, kde si zajemce mize ovérit, jak
vlastnosti civky, jeji indukénost a rezistance ovliviiuji déje v elektrickém
obvodu.

Uvedeme jako ptiklad ¢tyfi charakteristické ulohy, které jsou také v uéeb-
nici Elektfina a magnetismus [2], popf. ve Sbirce tloh [3] a posoudime vliv
idealizace vlastnosti civky na jejich feSeni. Sesit s feSenim tloh je dostupny
z http://mfi.upol.cz/files/30/3004/civka.xlsx.
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Uloha 1

Civku o indukénosti L = 1 H v uréitém okamziku (tp = 0) pfipojime
ke zdroji napéti U = 10V. a) Uréete proud prochézejici civkou v case
t = 0,5 s. Odpor civky i vnit¥ni odpor zdroje napéti zanedbejte. b) Uréete
proud, ktery civkou prochézi ve stejném okamziku v pripad€, Ze jeji odpor
je R=2Q.

Resent
Od okamziku p¥ipojeni civky ke zdroji napéti je na svorkéch civky trvale
svorkové napéti zdroje (U = ur), takZe ve smyslu tivah v piispévku [4]
napiSseme 2. Kirchhoffav zdkon pro tento obvod ve tvaru
di

U=Lg. 1)

Odtud vyplyva, ze v ¢ase t bude civkou prochéazet proud
U U
I= /fdt = ft + konst.,

kde konst. = I, tj. proud v pocateénim okamziku. V naSem piipadé je
Iy = 0. Dospéli jsme ke zjisténi, ze v tomto idealizovaném piipadé je
proud prochézejici civkou linearni funkci ¢asu a ponévadZ neuvaZujeme
ani vnitini odpor zdroje, mél by se proud v obvodu linearné a bez omezeni
zvétSovat. Na prvni pohled je patrné, Ze tato situace odporuje realité.

U skutecné civky vSak tato situace nenastane, ponévadz jeji odpor,
popf. i odpor zdroje zanedbat nemuzeme. Resena tloha se tak méni ve
znamy piipad pfechodného déje v sériovéem obvodu RL (viz napi. CD
k uc¢ebnici [2], R6.3, s. 75) a 2. Kirchhoffav zakon pro tento obvod vyja-
dfuje vztah

di
U= Ly +Ri. (2)

Je to diferencialni rovnice, jejiz feSeni uvadi kazda vysokoskolska ucebnice
elektromagnetismu (a je také v ucebnici [2] na CD ve Slovni¢ku pojmi,
s. 42). Pro vypocet proudu v civce v ¢ase t

i = % (1 - e_t/T) , (3)

kde 7 = L/R je ¢asova konstanta obvodu.
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Nesnéaz s diferencialni rovnici na st¥edni 8kole velmi snadno prekoname
vytvorenim jednoduchého a pro stfedoskolédka dostate¢né nazorného poci-
tacového modelu. Z rovnice (2) vyjadifme zménu proudu di v obvodu za
dobu dt, kterda ma v pocitacovém modelu vyznam ¢asového kroku. Cim

Cely pocitacovy model tvoii nasledujici cyklus (viz pfilozeny model
CVK1):

di=(U-R*i)/L*dt
i=i+di
t=t+dt

Pro hodnoty napéti zdroje a indukénosti civky uvedené v zadani tlohy
dostaneme s pouzitim ¢asového kroku d¢ = 0,01 s FeSeni, jehoZz grafické
vyjadfeni je na obr. la. Pro ¢ast tdlohy b) bychom vypoc¢tem zjistili, ze
v ¢ase t = 0,5 s ma proud v civce hodnotu i, = 3,2 A, coz je v souladu
s vypoctem pomoci poéitatového modelu (i, = 3,179 A = 3,2 A). Soucasné
milZeme ovérit teoreticky poznatek, ze pro okamzité napéti na civce uy, a
napéti na rezistanci ug v ¢ase odpovidajicim ¢asové konstanté 7 = L/R =
=0,5 s plati u, =0,37U = 3,7V aur = 0,63U = 6,3 V (obr. 1b).

AN
\\
N
\// ;
} N
| /// .
+{ Rada "i1" Bod "0,5"
1] 0.5,3.179) /

Obr. 1

Uloha 2 ([2], Teoreticka cviceni na CD, s. 27, piiklad 3, upraveno)

Civka o induké¢nosti 0,5 H je pfipojena ke zdroji stejnosmérného napéti
3,0 V. Odpor R vinuti civky i vnit¥ni odpor R; zdroje je velmi maly.
a) Urcete dobu, za kterou proud v civce po jejim pFipojeni ke zdroji vzroste
0 2,4 A. b) Urcete velikost napéti na civee a proud v obvodu ve stejném
okamziku, jestlize zdroj napéti mé vnitini odpor 0,5 €.
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Resent
Po pfipojeni civky ke zdroji napéti se proud zac¢ne zvétsovat z hodnoty
ip = 0 na hodnotu i = 2,4 A, takze Ai =i — iy = 2,4 A. V predchazejici
tloze jsme ukézali, %e pfi zanedbatelném odporu (R + R; = 0) bude po
pripojeni civky ke zdroji napéti proud v obvodu nartstat rovnomérné.
Vztah pro napéti na civce pak muZeme napsat v diferenénim tvaru
A

U:LE

a FeSeni ¢asti a) tlohy bude jednoduché

LA _05-24

A e S 2 —
=7 3,0

s=04s.

V ¢asti b) tlohy v8ak tento postup pouzit nemizeme a vychodiskem fe-
genf je opét 2. Kirchhoffiv zakon vyjadieny diferencialni rovnici (2). Vysle-
dek najdeme pomoci modelu (CVK2) a v grafické podobé je na obr. 2. Pro
srovnani uré¢ime napéti numericky pomoci vztahu (3). Vzhledem k ¢asové
konstanté obvodu 7 = L/R = 1 s dostaneme

._g -t/ _i _ o 04y
z—Ri<1 e ,)_0’5(1 e 0% =20 A

a napéti na civce
UL:U—RiZ'iZ,OV.

Obr. 2
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Uloha 3 ([3], s. 181, tloha 5.409)
V obvodu na obr. 3 sepneme vypinaé¢ V. Urcete nejvétsi proud v obvodu
a nejvétsi napéti na kondenzatoru.

v
v
lC
+4
U L
Obr. 3

Resent
Ulohy tohoto typu se zpravidla Fesi na zakladé zakona zachovani energie
a rovnéz feSeni tlohy v [3] vychazi ze vztahu
2 2
Lfleciuqu:C’uU7 (4)
2 2
kde 7 je okamzita hodnota proudu v obvodu, u je okamzita hodnota napéti
na kondenzatoru a ¢ je okamzitd hodnota nédboje na deskidch kondenza-
toru. V okamziku, kdy proud dosdhne nejvétsi hodnoty, bude di/dt = 0,
napéti na civce bude mit nulovou hodnotu a napéti na kondenzatoru bude
rovno napéti zdroje (u = U). Z rovnice (4) pro nejvétsi proud vychazi
im = U4/C/L. Nabijeni kondenzatoru vSak pokrac¢uje pfi zmensujicim se
proudu a napéti na kondenzatoru dosdhne nejvétsi hodnoty pii ¢« = 0, kdy
uy = 2U. Obecné feSeni tlohy zobrazuje graf na obr. 4.

u,i
um77
Ul
im i
(0] 1
i T Tt
4 2
Obr. 4
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Ke stejnému vysledku nas dovede jednoduchou cestou i poéitacovy mo-
del CVK3, kterym se fesi pfechodny dé&j v sériovém obvodu LC'. Ponévadz
neuvazujeme odpor civky, vyjadiuje 2. Kirchhoffiv zakon pro tento obvod
diferencialni rovnice

di ¢
U=L—+ = 5
a o (5)
a pro zménu proudu v obvodu plati
]
di = dt.
TTL

Pii prechodném dé&ji se ovsem méni také naboj kondenzatoru. Ponévadz
okamzita hodnota proudu v obvodu je vyjadrena vztahem i = dg/d¢, upra-
vime pocitac¢ovy model do nésledujici podoby:

q=qt+ixdt
di=(U-q/C) /L*dt
i=i+di

t=t+dt

Pii vypoétu pouzijeme hodnoty z tlohy 1 (U = 10 V; L = 1 H), které
doplnime o kapacitu kondenzatoru C' = 100 uF. Regenim ziskdme ¢asové
diagramy na obr. 5. Z grafa odeéteme i, = 0,1 A a uy, = 20 V. Zmé-
nou parametri si mizeme ovérit jejich vliv na priabéh déje v obvodu. Dgj
probihé s periodou T = 27v/LC = 0,063 s.

Obr. 5
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Uloha 4 ([3], s. 182, tiloha 5.410)

Ke zdroji stejnosmérného napéti 10V je pripojen oscilaéni obvod tvo-
feny kondenzatorem o kapacité 20 uF a civkou o indukénosti 20 mH (obr. 6).
Pii sepnutém vypina¢i prochézi civkou proud 2 A. Vypina¢ rozpojime.
Urcete naboj kondenzéatoru v okamziku, kdy civkou prochazi proud 1A.
Ztraty vznikajici pfeménou energie na vnitini energii obvodu neuvazujte.

Obr. 6

Resent

Uloha v podstaté predstavuje obraceny postup obvyklé demonstrace
kmiténi oscila¢niho obvodu LC'. Pii ni zpravidla nabijeme kondenzator
a pak ho pfipojime k civce. V praxi vSak muzeme pouzit také postup
odpovidajici obr. 6. To znamené, ze civkou prochazi proud, ktery v po-
¢atecnim okamziku pferusime. To ma za nasledek indukci napéti, které
mize byt podstatné vétsi, nez je napéti pouzitého zdroje. Pozadované po-
¢atecni hodnoty proudu v civce a tim i velikosti napéti v okamziku pieru-
Seni proudu vSak dosdhneme jen pouzitim rezistoru zafazeného v piivodu
k civce (na obr. 6 neni zakreslen). Praktické pouziti tohoto postupu k de-
monstraci kmitani obvodu LC je popsano v [5].

Redeni v [3] opét vychézi ze zdkona zachovani energie

L o1 &
2 2 2 2C°

Odtud pro naboj kondenzatoru v okamziku, kdy civkou prochézi proud iz,
plati vztah
L (i —i3) 5
—=2=11-107"C.

C
Jednodussi feSeni nam nabidne pocitac¢ovy model CVK4, pro jehoz vy-
tvofeni opét pouzijeme rovnici (5). V pocate¢nim okamziku civkou pro-

qg=C\/U? +
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chéazi proud i1 = 2 A a na deskidch kondenzatoru je vzhledem k zane-
dbatelnému odporu civky napéti ug = 0, takze pocate¢ni hodnota naboje
qo = Cug = 0. Po rozpojeni vypinace se proud v civce za¢iné zmenSovat a
kondenzator se nabiji indukovanym napé&ti. Z rovnice (5) vyjadiime zménu
proudu di a v poéita¢ovém modelu napiSeme:

di=-q/ (L*C) *dt

Vysledny pritbéh ¢asovych zmén naboje na kondenzéatoru je na obr. 7 a
z grafu popf. z tabulky ode¢teme FeSeni tlohy. Presnost vysledku je dana
volbou velikosti ¢asového kroku. V sesité CVK4 je také graf napéti na civce
a na kondenzatoru, z néhoz je patrné zna¢né zvétseni napéti pfi preruseni
proudu.

(A Proud i q(C) Naboj g na kondenzatoru
3
A 00015 » =
‘ 0'001 Rada "nab: " Bod "0,0006"
fiada "proud " Bod "0,0006" | ada "naboj q" Bod "0, /
14 (0,0006; 1,035) 0,0005 (0,0006, 0,001)
. /.

Lo 0 \ re
0,0}\ 0,002 %003 0,004 t(s) 0,005 0,001 O,D& 0,003 %)04 t(s) 0,005
-1 \ / -0,0005 \ /
=%

0,001 N
= -0,0015
= nproud i ——naboj q
Obr. 7

Dosud jsme stale pracovali s idedlnim modelem obvodu bez ztrat. Jestlize
budeme uvazovat odpor R civky, musime doplnit na pravé strané rov-
nice (5) ¢len ugp = Ri, ubytek napé&ti na rezistanci obvodu. 2. Kirchhoffiv
zékon vyjadiime rovnici

di ¢
U dt—i-C—i-Rz

a pro zménu proudu v pocitacovém modelu dostaneme:
di= (U-q/C-R*i)/L*dt
Velikost odporu miZzeme ménit posuvnikem a ovérit tak vliv odporu na

pribéh déje v obvodu, ktery ma charakter tlumeného kmitani.
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Ulohy rozvijejici dovednost
identifikace a kontroly
promeénnych

EVA HEJNOVA
Prirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

Na zac¢atku roku 2021 byla zvefejnéna tzv. ,malé revize“ Ramcového
vzdélavaciho programu pro zakladni vzdélavani [1], ktera vedla k redukei
vzdélavactho obsahu Clovek a priroda, konkrétné se tyto redukce ve vétsi
mite dotkly i vzdélavaciho oboru Fyzika [2]. Mezi kritérii, na zakladé kte-
rych byly skrty provedeny, je uvedeno (mimo jiné) i kritérium ,,zjednoduseni
obsahu k podpofe hledani souvislosti“ [3], s. 2. Podobné Strategie 2030+ [4]
deklaruje, Ze modernizaci obsahu kurikula bude pfenesen duraz od ziské-
vani poznatka k osvojovani obecnych principt mysleni.

Tyto obecné principy, oznacované také jako metakognitivni kompeten-
ce [5], lze dobfe rozvijet v ramci vyuky pfirodnich véd, kde jsou obvykle
oznacovany jako védecké mysleni ¢i uvazovani. V naSem piispévku se tzeji
zaméiime na jednu specifickou dovednost védeckého mysleni, kterou je
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identifikace a kontrola proménnych (dale jen KOPR). U této dovednosti
se v mnoha mezinarodnich i ¢eskych vyzkumech ukazalo, Ze ¢ini problémy
nejen zaktm zakladnich a stfednich 8kol, ale ¢asto i studenttim kol vy-
sokych. Jedna se pritom o stézejni dovednost pro pldnovani a realizaci
tzv. kontrolovaného experimentu®) i vyvozovani spravnych zaveri ze zjis-
ténych vysledka. V ¢lanku prezentujeme ukéazky nékolika rizné obtiznych
iloh zamérenych na dovednost KOPR a na jedné tloze ilustrujeme i moz-
nost vyuziti metody Concept Cartoons pro procvi¢ovani této dovednosti
na zékladnich skolach.

1. Vé&decké mysleni a dovednost identifikace a kontroly promén-
nych

Co presné predstavuje védecké mysleni, je sloZity problém, proto do-
sud na jeho definici neexistuje obecna shoda [6]. Jeho struktura vychézi
z hypoteticko-deduktivni povahy védy [7] a jednoduse ho lze charakteri-
zovat jako souhrn obecnych dovednosti (nebo také zpusobilosti k védecké
praci [8, 9] zahrnujici uréité myslenkové a logické postupy. Americka aso-
ciace pro rozvoj védy [10] formulovala t¥inact takovych dovednosti, jez
rozdélila na zakladni (pozorovani, méfeni, t¥idéni, kvantifikaci, usuzovani,
predpovidani, hledani vztaht — identifikaci proménnych a komunikaci) a
vySsi (integrované) dovednosti (interpretaci, kontrolu proménnych, defino-
vani, tvorbu hypotéz a experimentovani). Tyto dovednosti nejsou nezavislé,
nybrz vytvareji urc¢itou hierarchii, tj. pfedpokladem zvladnuti vyssich do-
vednosti je ovladnuti dovednosti nizsich.

Dilezitou dovednosti pro rozvoj védeckého mysleni, kterou je mozné
cilené rozvijet v ramci vyuky pfirodnich véd, a to jiz u mladsich zaka na
zékladnich skolach [11], je dovednost KOPR. Jedna se o objevovéani vztaht
a souvislosti mezi dvéma, nebo vice proménnymi, zkoumame-li chovani né-
jakého systému. S pomoci riznych postupt (napf¥. opakovani méfeni, stan-
dardizace procedur zahrnujici pfesné urceni experimentélnich podminek
apod.) identifikujeme proménné, které je tfeba b&hem experimentu udr-
zovat konstantni, abychom mohli zkoumat vztah mezi vybranymi dvéma
proménnymi a urcit, které proménné se méni v zavislosti na jinych. Pod
dovednost KOPR patii celé spektrum dil¢ich dovednosti, proto se v lite-
ratufe (napft. [12, 13]) zpravidla rozlisuje nékolik trovni této dovednosti,

1>Kontrolovan}’rm experimentem rozumime experiment uréeny k ovéfovani a ziskavani
empirickych poznatkt v planované a vyzkumnikem Fizené situaci, pfi niz jsou kontro-
lovany experimentalni proménné.
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pro néz jsou pak formulovany rizné typy problémiu. V nasem piispévku
se omezime pouze na dvé urovné, které pro naSe potieby oznacime jako
zékladni a pokrocilou. Podrobnéji o nich bude pojednano u jednotlivych
ukazek tloh.

2. Vyzkumy dovednosti identifikace a kontroly proménnych

Pro hodnoceni védeckého mysleni, véetné dovednosti KOPR, byva velmi
Casto pouzivan Lawsontv test védeckého uvazovani [7], ktery je mezi vy-
zkumniky i pedagogy velmi oblibeny (¢esky preklad testu lze nalézt ve [14]).
Pro ovéreni dovednosti KOPR, je do tohoto testu zarfazen nejvétsi pocet
aloh (t¥i parové polozky), coz podtrhuje diraz, ktery je na tuto dovednost
kladen. Ulohy zafazené v testu zahrnuji dva typy problémovych situaci:
néavrh kontrolovaného experimentu (dvojice tloh 9 a 10) a rozhodnuti, zda
lze na zékladé experimentalnich vysledki urcit vzajemnou souvislost vice
proménnych, které mohou mit na vysledek pokusu vliv (dvojice tloh 11 a
12; 13 a 14).

Mnohé zahrani¢ni vyzkumy (napf. [11, 15, 16] ukazuji, Ze Zaci a studenti
vSech stupiit 8kol maji se zvladnutim dovednosti KOPR ¢asto problémy.
Tato skute¢nost se ukazala i v naSem vyzkumu, ktery jsme realizovali v roce
2017 se souborem 165 zaka ve véku 14-15 let z osmi tfid 9. ro¢niku za-
kladni skoly a jedné kvarty viceletého gymnazia (podrobnéji o vyzkumu
viz [17]). Jednim z test, ktery byl zaktm v ramci tohoto vyzkumu zadan,
byl Lawsoniiv test védeckého uvazovani. V oblasti tloh zaméfenych na
dovednost KOPR dosahli Zaci velmi nizké tspésnosti. Pramérny bodovy
zisk za tlohy v této oblasti byl 1,4 z maximélné moznych 6 bodu. Zaroven
byl u téchto tloh zaznamenén vibec nejvétsi rozptyl v bodovych ziscich
u jednotlivych zékt, pficemz zhruba polovina zaka nevyfesila spravné ani
jednu tlohu.

Slabé vysledky v oblasti KOPR byly pii feSeni Lawsonova testu zazna-
menany i u eskych vysokoskolskych studentt ([17, 18, 19]). Hrouzkova [19]
zadavala test 291 studentim piirodovédnych oboru a ucitelstvi v 1. roc-
niku na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci. Jeji vy-
zkum ukézal, Ze pro studenty byla nejnarocnéjsi dvojice otazek 11 a 12.
Na otazku 11 odpovédélo spravné 35,9 % studentii, na otédzku 12 pouze
28,4 % studentti. Podobné se nejnizsi tispésnost pii feSeni této dvojice
otazek ukazala i ve vyzkumu provedeném mezi vysokoskolskymi studenty
v Némecku [20], kde obé& otézky spravné vyfesilo 44 % studenti. Pro ilu-
straci uvadime zadani t&chto dvou testovych tloh (tlohy a obrazky jsou
prevzaty ze [14]).
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3. Ukazka testovych tdloh 11 a 12

11. Do kazdé ze ¢ty sklenénych trubi¢ek dame dvacet ovocnych musek.
Trubicky tésné uzavieme. Trubicky I a II jsou z¢asti pokryty ¢ernym
papirem. Trubicky IIT a IV nejsou vitbec zakryté. Trubicky jsou umis-
tény tak, jak to ukazuje obr. 1. Pak je vystavime Cervenému svétlu po
dobu péti minut. Na obr. 1 jsou uvedeny poc¢ty musek v nezakrytych
¢astech trubicek.

CERVENE SVETLO

2R JUNE SR SR TR R

I E v
(101 10)
(N A A N A

CERVENE SVETLO
Obr. 1

Tento experiment ukazuje, Ze musky reaguji (to znamend, Ze se po-
sunou bliZ, nebo ddl) na:

Cervené svétlo, ale ne na gravitaci,

gravitaci, ale ne na Gervené svétlo,

¢ervené svétlo i na gravitaci,

nereaguji ani na Cervené svétlo ani na gravitaci,

o o

12. protoZe

a. vétsina musek je v horni ¢asti trubicky III, ale jsou rozmistény
zhruba rovnomérné v trubicce II.

b. vétsina musek nejde ke dnu trubicek I a III.

c. musky potfebuji svétlo, aby vidély, a musi letét proti gravitaci.

d. vétsina musek je v hornich koncich a v osvétlenych koncich tru-
bicek.

e. néjaké musky jsou na obou koncich kazdé trubicky.

ReSeni ulohy
Spravné odpoved je 11 B a 12 A.
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4. Ukazky tloh rozvijejicich dovednost identifikace a kontroly
proménnych pro rtizné arovné obtiznosti

V této ¢asti uvadime ukazky nékolika tloh pro zékladni a pokrocilou
uroveil dovednosti KOPR, které jsou vhodné k jejimu procvicovani na
viech stupnich kol. Ulohy zahrnuji razné faktory jako je pocet promén-
nych, kontext dloh (realny svét vs. svét fyziky) a poskytnuti, ¢ absence
vysledki experimentt. Vyzkumy ukazaly [13, s. 186], Ze jednodussi jsou
pro studenty tlohy, pokud neobsahuji vysledky experimentt.

Priiklad tlohy pro zakladni aroven KOPR

V této uloze musi zak rozpoznat, Zze se jednd o kontrolovany experi-
ment, a rozhodnout, zda vybrand proménna (v tomto pfipads tloustka
hacku) muze byt timto experimentem otestovana. V tloze nejsou k dis-
pozici experimentalni vysledky, zaci se tak dokazi 1épe zamérit pouze na

ménné veli¢iny, které jsou experimentem testovatelné.

Rybaieni (pieloZeno z [13], s. 178, upraveno)

Jirka, Adam a Stépan chodi spoletnd rybafit. Pouzivaji stejné rybarské
nacini a s rybafenim maji podobné zkuSenosti (to znamena, Ze pokazdé
chyti priblizné stejny pocet ryb). P¥i jejich poslednim rybafeni méli na
vybér rizné rybarské pruty a hacky a pro chytani ryb si mohli vybrat rizné
mista. VSichni chytali ryby dvé hodiny. Podminky, za kterych jednotlivi
chlapci chytali ryby, jsou uvedeny v néasledujici tabulce.

Jirka Adam Stépan

Rybatsky prut dlouhy dlouhy kratky

Podminky Rybarsky hacek tlusty tenky tenky
Misto rybolovu rybnik rybnik feka

Pokud neuwvaZujeme jiné promeénné, mizZeme informace v tabulce pouZit
k testovdni toho, zda tloustka hdcku md vliv na pocet ulovengjch ryb?

Zakrouzkuj odpovéd:
a) Ano b) Ne
Napi$ zdavodnéni své odpovédi:

ReSeni ulohy
Spravna je odpovéd a).
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Zdivodneént: Jirka i Adam pouzili stejné dlouhy prut a lovili na stejném
misté (v rybniku). Dvé proménné se tedy v prub&hu experimentu neménily,
ménila se pouze jedna promeénna, tj. tloustka hacku.

Priiklady aloh pro pokroéilou uroven KOPR

Kyvadlo (pfelozeno z [13], s. 178, upraveno)

V tloze musi zak rozhodnout, zda proménné veli¢iny byly provedenymi
pokusy otestovany, pifi¢emz jsou kromé hodnot jednotlivych proménnych
veli¢in (délka vlakna, hmotnost kulicky a thel vychyleni) zadany také vy-
sledky experimentu (pocet kmitti vykonanych za 10 s). Jak bylo vyse uve-
deno, tato skutecnost ¢ini tlohu zpravidla obtiznégjsi. Pokud jsou v tloze
zadany i vysledky experimenti, zaci maji tendenci zahrnovat je do svych
tavah, coz Casto vede k tsudkiim o moznych vztazich mezi proménnymi
veli¢inami namisto tivah o jejich testovatelnosti v daném experimentalnim
usporadani. Zaci majf také tendenci zamétiovat proménnou, kterd experi-
mentem nemiize byt otestovana za tu, ktera nema na vysledek experimentu
vliv.

Zadani ulohy

Hanka si vytvofila kyvadlo tak, ze zavésila malou kulicku
na vlakno, které pak pfipevnila k ty¢i. Kyvadlo mtze ky-
vat v jedné svislé roviné (viz obr. 2).

Nyni chce zjistit, zda pocet kmitt, které kyvadlo vykona
za 10 s, zavisi, ¢i nezavisi

. na délce vlakna,

A

. na hmotnosti kulicky,

. na velikosti thlu « pfi vychyleni kulicky z rovnovazné Obr. 2
polohy (bod A v obr. 2).

Provedla proto nékolik experimenti, aby zjistila, které z téchto tii faktora
ovliviiuji pocet kmiti vykonanych kyvadlem za 10 s. Podminky, za kterych
provadéla experimenty, jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Pokus 1 Pokus 2 Pokus 3
Délka vlakna 10 cm 10 cm 40 cm
Promenné
ro.rvn.enne Hmotnost kulicky 20g 30g 30g
veli¢iny -
Uhel vychyleni kyvadla 15 30 15
Pocet kmitt vykonanych za 10 s 16 16 8
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Pokud neuvazujeme jiné promeénné, o které promeénné nebo promeénngch
muzZeme na zdkladé idaji uvedengjch v tabulce Tici, Ze byly timto zpisobem
otestovdny?

Zakrouzkuj odpovéd:

e) Obé proménné uvedené

a) Pouze délka vlakna v bodech a a ¢

f) Obe énné dené
b) Pouze hmotnost kulicky V) b(?) d(;};r(}))n;elclne tvedene

g) Vsechny proménné uvedené

¢) Pouze thel vychyleni vlakna v bodech a, b a

d) Obé& proménné uvedens h) Zadna proménné nemuze byt
v bodech a a b otestovana na zakladé udaji
uvedenych v tabulce.

Napis zdivodnéni své odpovédi:

Reseni tlohy
Spravna odpovéd je h), tj. zadné proménna nemuze byt otestovana na
zékladé idajt uvedenych v tabulce.

Zduvodnéni: Neexistuje zadna dvojice pokust, v nichz by se ménila pouze
jedna proménna. Z vysledku experimentti nelze proto ani usoudit, zda
jednotlivé proménné maji, ¢i nemaji vliv na proménnou pocet kmit vy-
konanych za 10s.

Pruzina (pfelozeno z [13], s. 178, upraveno)

Podobné jako v pfedchozi tloze musi zak rozhodnout, zda proménné
veli¢iny (ptivodni délka pruziny a velikost vychylky kulicky z rovnovazné
polohy) byly provedenymi pokusy otestovany. V tomto piipadé ma navic
jedna ze dvou proménnych (ptivodni délka pruziny) vliv na vysledek ex-
perimentu (pocet kmiti vykonanych za 10 s) a druha proménna (velikost
vychylky kuli¢ky z rovnovazné polohy) nikoliv, ¢imz je tento p¥ipad oproti
pfedchozimu ponékud komplikovanéjsi.
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Zadani dlohy

Honza si vytvoril jednoduchy oscilator tak, ze zavésil ma-
lou kulicku na pruzné gumové vlakno (viz obr. 3). Nyni
chce zjistit, zda pocet kmitt ve svislém sméru, které osci-

lator vykona za 10 s, zavisi, ¢i nezavisi

« na pivodni délce vlakna (tj. délce nezatiZeného vlakna),

« na velikosti vychylky kulicky z rovnovazné polohy

(bod A v obr. 3),
. na hmotnosti kulicky.

fos

Obr. 3

Provedl proto nékolik experimentii, aby zjistil, které z téchto tii veli-
¢in ovliviuji pocet kmiti vykonanych oscildtorem za 10 s. Podminky, za
kterych provadél experimenty, jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

Pokus 1 Pokus 2 Pokus 3
Pavodni délka vlakna 27 cm 12 cm 12 cm
ity | rovneviinéyaiy dom | 2em | dem
Hmotnost kulicky 67¢g 67¢g 67¢g
Pocet kmiti vykonanych za 10 s 10 15 15

Pokud newvazujeme jiné promeénné, o které proménné nebo proménngjch
muZeme na zdkladé idaji wvedenych v tabulce Tici, Ze byly timto zpisobem

otestovdny?

Zakrouzkuj odpovéd:

a) Pouze pivodni délka vlakna

e) Obé proménné uvedené
v bodech b a ¢

b) Pouze velikost vychylky f) Obé& proménné uvedené
kuli¢ky z rovnovazné polohy v bodech a a ¢

¢) Pouze hmotnost kulicky

g) Vsechny proménné uvedené
v bodech a, b a c.

d) Obé& proménné uvedené
v bodech a a b

h) Z4dna proménna nemize byt
otestovana na zakladé udaju
uvedenych v tabulce.

Napis§ zdivodnéni své odpovédi:
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ReSeni ulohy
Spravna je odpovéd d), tj. ob& proménné uvedené v bodech a a b.

Zdivodnénd: Pivodni délka vlakna mohla byt otestovana pfi pokusu 1 a 3
(méni se pouze puvodni délka pruZiny, ostatni proménné se v uvedenych
pokusech neménfi). Velikost vychylky kulicky z rovnovazné polohy mohla
byt otestovana pri pokusu 2 a 3 (méni se pouze velikost vychylky kulicky
z rovnovazné polohy, ostatni proménné se neméni).

Pocet kmitt vykonanych za 10 s neni nezavisle proménna a nesouvisi
tedy s tim, zda byl, nebo nebyl testovaci experiment proveden spravné.
Pokud mame k dispozici data z experimentu, muzeme vyslovit zavér, Ze
ptivodni délka pruziny mé vliv na pocet kmitii vykonanych za 10 s (viz
pokusy 1 a 3), zatimco velikost vychylky z rovnovazné polohy vliv nemé
(viz pokusy 2 a 3).

Piiklad ulohy zadané ve formé Concept Cartoons

Pro procvi¢ovani dovednosti KOPR u zakt na zékladni skole je mozné
vyuzit i tloh zadanych ve formé Concept Cartoons (podrobnéji je o metodé
Concept Cartoons pojednano napi. ve [21]), pomoci nichZ se Zici mohou
snadné&ji zapojit do diskuze k predlozené situaci. Pro zékladni troven do-
vednosti KOPR je mozné vyuzit napiiklad tlohu na obr. 4.

V Kontrola proménnych

Tomas si koupil auto a chce zjistit, jaka je jeho brzdna draha. Rozhodl se, Ze vyzkousi
riizné povrchy vozovky za riizného poéasi a pouZije pfi tom staré a nové pneumatiky. PFi
kaZdé jizdé jel Tomas rychlosti 50 km/h a u pfedem urceného mista zacal brzdit. Potom
zméfil vzdalenost, na které€ zastavil. Jizdy absolvoval vidy pfibliZné ve stejné kondici.
Podminky, za kterych Tomas provadél jednotlivé jizdy, jsou uvedeny v tabulce.

[ Jizda 1 | Jizda 2 | Jizda 3 FF
EED beton beton asfalt
vozovky
Podminky | Stav vozovky suchy | mokry | mokry
Kvalita , . .
q stare stare nove
| pneumatik
Pokud Zujeme jiné p énné, miZeme informace v tabulce pouZit k testovani

toho, zda stav vozovky ma vliv na délku brzdné drahy?

A B
. 3 e MiZeme, protoZe pfi jizdé 2a 3
@ M?Z?m.e’ pro'toge EHEVAL a_3 se 23 byl stejn’y" stav vozovky a ostatni
#—=M meéni zaroven viechny podminky. @ odmi o
R ; podminky se ménily.
Kamila Vitek
c MiZeme, protoZe pfi jizdé1a 2 D
st V. Nemate pravdu. Ja si myslim,
fo: byl stejny povrch vozovky a jo
stejna kvalita pneumatik. A
Roman Zuzka

Obr. 4 Piiklad ulohy zadané ve formé Concept Cartoons
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ReSeni ulohy

Pravdu ma Roman (odpovéd C). Abychom mohli testovat proménnou
stav vozovky, musi se ménit pouze tato proménné, zbylé dvé proménné
(povrch vozovky, kvalita pneumatik) musi byt pii pokusech konstantni
(v tomto pfipadé je to splnéno pro dvojici jizd 1 a 2).

Zavér

V naSem piispévku jsme ukazali, jakymi tlohami lze u zaku i studenti
rozvijet dovednost identifikace a kontroly proménnych, ktera je pro rozvoj
védeckého mysleni zésadni. Vyzkumy nicméné opakované ukazuji jeji niz-
kou tiroveil, a to u zaki i studentit vech stupiiit kol. Ulohy prezentované
v tomto ¢lanku mohou dobie poslouzit jako priprava pro planovani a navr-
hovani kontrolovanych experimentt, které jsou zékladnim predpokladem
pro oteviené védecké badani. Vyzkumy i zkuSenosti uéiteli ukazuji, ze vy-
znamnéjsi pokrok v rozvoji dovednosti KOPR je zaznamenavin zejména
u kurza zaloZenych na badatelské vyuce, béhem niz jsou ¢asto dovednosti

rozvijejici védecké mysleni zdtrazhovany a také procvicovany.
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INFORMATIKA

Neékolik informatickych hadanek

PETR OSICKA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Hadanky jsou jiz dlouho soucasti matematiky i informatiky. Nékteré
z nich se jiz stali soucasti folkloru dané oblasti, jiné se objevuji pfi pracov-
nich pohovorech (naptiklad v Google) ¢ v odbornych magazinech. Regenf
hédanek je pifijemnou zabavou, pii které 1ze dobfe procvicit mysleni, u hé-
danek informatickych mysleni algoritmické.

1. Joseftiv problém

Héadanka je inspirovana pithodou Josefa, starovékého zidovského his-
torika. Traduje se, Zze béhem zidovsko-fimskych valek bylo 41 Zidovskych
rebelil skryvajicich se v jeskyni obkliceno Fimskymi vojsky. Mezi rebely
byl i Josef. Rebelové se rozhodli, Ze uptfednostni sebevrazdu pied zajetim
a Ze se postavi do kruhu a budou zabijet kazdého t¥etiho zivého, dokud to
bude mozné. Josef byl jeden ze dvou prezivsich, dokazal si totiz spocitat,
kam se mé postavit.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze zaéneme s ¢isly 1, 2, ..., n vepsa-
nymi po obvodu kruhu, ptijdeme po sméru hodinovych ruc¢i¢ek a skrtneme
kazdé druhé ¢islo, na které narazime. Zfejmé nam na konci ztstane pouze
jedno ¢islo. Napftiklad, pokud n = 10, dostaneme nasledujici kruh:

10 1 2
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V prvnim kole 8krtneme postupné 2, 4, 6, 8, 10. V dal8im kole 3, 7
a nakonec 1, 9. Zustane ¢islo 5. Ukolem je navrhnout postup (idealné

vzorecek), ktery pro n vrati prezivsi &islo.

Reseni

Postup, ktery si ukdzeme, je zaloZen na nésledujicim pozorovani. Pokud
se podivame na ¢isla, ktera zistanou po prvnim kole, mizeme si vSimnout,
7e opét dostavame Josefuv problém, pouze je nutné provést , precislovani®.
Navic se poCet osob, pro které problém FeSime, zmensi (zhruba) na polo-
vinu. Mazeme tedy problém opakované zmensovat az do trivialni situace,
kdy zlistane pouze jedno ¢&islo. Ze zpiisobu precislovani pii kazdém zmen-
Sen{ pak odvodime, jaké to bylo ¢islo v prvnim kole.

Vysledek pro problém s n &isly oznadéime jako J(n). Pokud je n = 2k
pro néjaké k, zustanou po prvnim kole 1, 3, 5, 7, ..., 2k - 1, tj. k &isel.
Navic je mizeme pfevést na Josefuv problém piecislovinim. Podivame-li
se na nasledujici tabulku,

1357 ). |2w—1
1\2\3\4\”.\ k

vidime, Ze ¢&fslo z dolnfho fadku pfevedeme na ¢&islo z hornitho fadku tak,
7e jej vynasobime dvéma a odefteme jednicku. MuZzeme psat

J(2k) = 2J(k) — 1. (1)

J(k) je ¢islo odpovidajicimu dolnimu fadku, pifedchozi vztah ho transfor-
muje do ¢islovani pro pivodni problém.

Je-li n = 2k + 1, pak po prvnim kole ziistanou osoby 3, 5, 7, 9, ...,
2k + 1. Po kratkém pohledu na tabulku

3|5 7)o .. |2k+1
1\2\3\4\”.\ k

vidime, Ze tentokrat ¢islo ze spodniho fadku prevedeme na ¢&islo z horntho
radku tak, ze jej vynésobime dvéma a pri¢teme jednicku. Muzeme tedy
psat

J(2k+ 1) =2J(k) + 1. (2)

Vztahy (1) a (2) stadi doplnit trividlnim J(1) = 1.
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Nyni musime pravidla pro preéislovani pii zmenSovani problému vyuzit
pro urceni primého vztahu pro prezivsiho ¢islo. Pro zac¢atek si spoctéme
prvnich par ¢isel do tabulky.

n\l\Q 3\4567\8910 11 12 13 14 15\
Jm)y|1|1 3[1 3 5 7|1 3 5 7 9 11 13 15|

Vidime, ze pokud je n osob mocninou dvou, ptezije vzdycky ¢islo 1. Ostatné,
1ze to vypozorovat i z odvozeni vztahu (1). Muzeme tedy psat J(2™) = 1.

Pokud n nenf roven mocniné dvou, vyjadiime jej jako n = 2™ + [, kde
m je nejveétsi ¢islo takové, ze 2™ < n. Na mocninu dvou se n zredukuje po
I skrtnutich. Prvni ¢&islo v pofadi za I-tym Skrtnutym je 21 + 1 (Skrtame
totiz kazdé druhé ¢islo). Zbyvajici ¢isla si nyni predstavime jako instanci
Josefova problému, kde je prvnim ¢islem pravé 2 4+ 1. Protoze pocet osob
je mocninou dvou, je 2 + 1 i prezivsim c¢islem. Plati tedy, ze

JE@™ 4+ 1) =20+ 1. (3)

Pokud chceme nalézt feSeni Josefova problému pro n, musime nalézt nej-
vétsi mocninu dvou mensi nez n a od n ji odec¢ist. Rozdil poté vynasobime
dvéma a pri¢teme k nému jednicku.

2. Rozpoznavani barev

Hadanka je z oblasti interaktivnich dokazovacich systému. K jejimu vy-
feSeni neni potieba hlubokych znalosti matematiky, postaci elementarni
znalost pravdépodobnosti.

Uvazujme dva kamarady, Alici a Boba. Alice je barvoslepa, Boba ma
ruznobarevné kulicky. Bob chce o tom, ze kulicky jsou skute¢né rtznoba-
revné, Alici presvédéit. Té ovSem, kvuli barvosleposti, kulicky pfipadaji
stejné. Ukolem je vymyslet scénaf, ve kterém figuruji jenom Alice, Bob,
kulicky a mince, a diky kterém Bob miuZe presvéd¢it Alici o ruznoba-
revnosti svych ponoZek s velkou jistotou. (Bob nemiZe Alici presveédéit
uplné, pravdépodobnost, ze Bob Alici 1Ze se ale da snizit na libovolné malé
(nenulové) &islo.)

Reseni

Bob da kuli¢ky Alici, Alice drzi kaZzdou kulicku v jedné ruce. Poté se
Bob oto¢i k Alici zady tak, aby na kulicky nevidél. Alice si hodi minci a
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pokud padne orel, tak kulicky prohodi (tj. kulicku, kterou drzi v levé ruce,
si d4 do pravé ruky a tu z pravé ruky bude drzet levou rukou). Bob se
otodi zpét a Alice se jej zepta, jestli kulicky prohodila. Pokud jsou kuli¢ky
skute¢né riznobarevné, Bob to pozné s pravdépodobnosti 1. Pokud nejsou
riznobarevné, Bob si pravdépodobnosti 1/2 spravny vysledek tipne. Pied-
chozi pokus lze opakovat, feknéme, ze jsme jej zopakovali n-krat. Pokud
nejsou nejsou ruznobarevné, je pravdépodobnost, Ze Bob odpovi n-krat
spravné pouhym tipovanim 1/2". Napiiklad pro n = 10 uZ je to méné
nez 1/1000. Pokud tedy Bob odpovi ve v8ech opakovéanich spravnég, jsou
kuli¢ky riznobarevné s pravdépodobnosti 1 — 1/2™.

3. Svoboda za minci

Vézni Alois a Bofivoj si zahraji se Zalainikem nésledujici hru. Zalarnik
pripravi S8achovnici o velikosti 8 x 8 poli¢ek. Na kazdé policko umisti minci,
nékteré z minci jsou obraceny nahoru orlem, jiné hlavou. Poté Zzalainik
zavola k Sachovnici Aloise (Bofivoj v ten moment Sachovnici nevidi) a
ukdZe na jednu minci na Sachovnici. Alois si poté také jednu minci na
Sachovnici vybere, obrati ji a odejde. Potom zavola Zalainik Bofivoje a
pozada ho, aby naSel minci, kterou zalainik Aloisovi. Pokud Bofivoj tuto
minci najde, jsou oba vézni propusténi. Vézni si mohou dopiedu pripravit
strategii, po zahajeni hry uz ovSem spolu nesmi komunikovat. Existuje
strategie, se kterou vézni vidy zvitézi?

Reseni

Bofivoj miZe poznat, kterou minci zalainik Aloisovi ukazal, pouze ze
situace na Sachovnici, napiiklad ze seznamu mist, na kterych je mince
otocené hlavou nahoru. Potfebujeme tedy néjakou funkci, ktera mnoziné
takovych mist prirfadi misto, které oznaéil zalainik. Aloisovou tlohou bude
otoc¢it minci na Sachovnici tak, aby funkce vratila spravné misto, Botivoj
ji pak spocita.

Ocislujme poli¢ka na Sachovnici ¢isly 0 az 63. Kazdé z téchto ¢isel mu-
Zeme reprezentovat pomoci fetézce 6 biti. Dale predpokladejme, Ze na
Sachovnici je n mist s minci oto¢enou hlavou nahoru. Bitové reprezentace
téchto mist oznac¢ime pomoci T; pro ¢ = 1,...,n. Jako J oznac¢ime bitovy
zapis mista, které vybral zalainik, a jako X bitovy zapis mista, na kterém
Alois oto¢i minci. Nage funkce je prostou @ operaci XOR aplikovanou po
bitech na mista, na kterych je hlava. Alois tedy musi nalézt hodnotu X
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Vv rovnici

(MoThd T, X =J
Reéenimje

X=Meoehe -aT, s

Pokud je na misté X pred oto¢enim mince orel, protokol je zfejmé spravné.
Pokud je ovSem na tomto misté pfed oto¢enim mince hlava, mohlo by se
zdat ze predchozi trik nefunguje. Uvedomime-li si vSak, Ze v tomto piipadé
mame X = T; pro néjaké i a navic pro libovolny bitovy fetézec S plati
S @S =0, pak vidime, ze

J:(Tl@"'@Ti@"'@Tn)@Ti:

a Bofivoj spocita spravnou pozici.

4. Inspekce Cerpacich stanic

Inspektor chce navstivit benzinky, které jsou rovnomérné rozmistény
na useku silnice. O¢islujme si je 1, 2, ..., n. Inspektor za¢ina na benzince
1, u benzinky 2 az n — 1 musi vSechny navstivit stejnékrat, a benzinky
1 a n musi navstivit nejméné dvakrat. Neni uréeno, na které benzince
méa inspektor cestu zakoncit. V jakém pofadi musi inspektor benzinky
navstivit, aby urazil nejkratsi vzdalenost a proc¢?

Regeni

Ulohu si miizeme zjednodusit a pievést do grafové podoby. Protoze mi-
nimalizujeme vzdalenost, kterou inspektor urazi, mizeme predpokladat,
ze kdyz jede okolo né&jaké benzinky, tak ji i navstivi. Tim padem hledame
nejkratsi sled zac¢inajici v uzlu 1, ktery navstivi uzly 1 a n nejméné dvakréat,
v nasledujicim grafu:

Délku nejkratsiho sledu muzeme zespodu omezit nasledovné. Protoze
mame navstivit uzel n dvakrat, musime i uzel n — 1 navstivit minimalné
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dvakrat. Podobné odvodime, Ze i ostatni uzly musime navstivit minimalné
dvakrat, dohromady je to 2n navstév. Pri kazdé navstéve uzlu, mimo prvni
navstévy uzly 1, ve kterém za¢indme, musime piejit po hrané ze sousedniho
uzlu, tj. dohromady piejdeme pies 2n — 1 hran.

Lze tohoto minima dosahnout? Pokud je n sudé, pak ano. Mizeme uzly
projit v poradi

1,2,1,2,3,4,3,4,...,

tak jako na na nésledujicim obrazku.

1= — 3

Pokud je oviem n liché, pak minima dosdhnout nemutzeme. Plati totiz
nésledujici tvrzeni:
Pokud je n liché, neexistuje sled, ve kterém bychom navstivili kaZdy z me-
zilehlych uzld 2, ... ,n — 1 prdvé dvakrdt.

Tvrzeni dokdZzeme indukci. Pro n = 3 (kde 2 je jediny mezilehly uzel)
tvrzeni plati. Pfedpoklddejme tedy, Ze plati pro liché n > 3. Pokud by
tvrzeni neplatilo pro n + 2, museli bychom uzel n 4+ 1 navstivit dvakrat a

sled bychom museli zakonéit ..., n+ 1,n+2,n+ 1,n + 2, a Zddny z uzli
n+1,n+2 predtim nenavstivit. Pak by ovSsem ptedchozi segment sledu, ve
kterém jsme navstivili uzly 1,...,n, byl legitimnim sledem odpovidajicim

zadani pro n uzli. To je ale spor s indukénim pfedpokladem.
Pro liché n je tak optimalnim sledem

L,2,....n—1,n,n—1,...,2,1,2,....n—1,n.

5. Nakazena Sachovnice

Predstavme si, Ze na zobecnéné Sachovnici, kterd ma stranu dlouhou n
policek, se mohou jednotliva policka nakazit virem. Z nakaZzeného policka
virus nikdy nezmizi. Do nenakaZeného policka se rozsiti v piipadé, ze ale-
sponn dvé jeho sousedni policka jsou nakazena. UvaZzujeme piitom pouze
horizontalni a vertikalni sousedy. Jaky je minimélni pocet policek, ktera
musime na za¢atku nakazit, aby se nakaza rozsitila na celou Sachovnici?

ReSeni
Po chvilce experimentovani zjistime, Ze lze najit n policek, ze kterych

se ndkaza spésné rozsiti. Mizeme vybrat napiiklad diagonalu. Viz néasle-
dujici pfiklad na Sachovnici se stranou dlouhou 4 policka.
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Zbyva ovéfit, Ze na zacatku nelze vybrat méné nez n policek. K tomu
postaci nasledujici ivaha. Zméfime obvod souvislych nakazenych oblasti,
za jednotku zvolime hranu jednoho policka. Podivame-li se na pfedchozi
obrazky, tento obvod je u vSech 4 Sachovnic vzdy 16 hran. To neni nadhoda.
Nakazime-li totiz nenakazené policko, obvod nakazené ¢asti se nemuze zvét-
sit. Nakazenim vzdy z obvodu odebereme nejméné dvé hrany (hrany mezi
nenakaZenym poli¢kem a jeho nakaZenymi sousedy) a pfidame maximalné
dvé hrany (hrany mezi nenakaZenym politkem a jeho nenakaZenymi sou-
sedy). Viz piiklady na nasledujicim obrazku.

0 C

L JH
ah

Na konci ma nakazend Cast obvod 4n hran, na zac¢atku tedy musime
nakazit minimalné n policek.

Poznamka. Prvni hadanka je pfevzata z knihy [1]. Druhd hadanka je
variaci na interaktivni protokol pro grafovy izomorfismus. Zbylé hadanky
jsou pievzaty z knihy [2].
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Katalogizace knih pro knihovni
systém pomoci otevienych dat

MIROSLAV ZIKA
Fakulta pedagogicka ZCU v Plzni

Knihovn{ sluzby v dob& mimofadnych opatfeni zaznamenaly nes¢etné
omezeni. Dne 13. 3. 2020 bylo pfijato usneseni ¢. 199 o pfijeti krizového
opatfeni [1], které zakazovalo pfitomnost vefejnosti v knihovnach. V pri-
béhu roku dochézelo k vydéavani doporuéeni, pfi¢emz v sou¢asné dobé plati
opatfeni ¢. 575 [2]. V ném jsou vymezené podminky pro provoz knihovnich
a dalsich kulturnich instituci. Béhem té doby musely knihovny nabidnout
alternativni zpusoby zaptjéovani literarnich dél verejnosti. Jejich moznosti
byly ovSem zna¢né rozdilné kvuli raznorodosti jejich zazemi.

Vysledky téchto aktivit mapuje ve &tyFech krajich!) série ¢lankd Do-
pad koronavirové situace na knihovny internetovy mési¢énik Ctendr. Mezi
zminéné moznosti vypujcek patii:

e donéaska knih do domu [3],

e bezkontaktni vyptjéni systém,

e poskytovani e-knih (napf. akce #knihyprotiviru).

V pfipadé prvnich dvou zminénych moznosti je nutno pocitat s predpo-
kladem, Ze ¢tenafi maji k dispozici seznam knih obsazenych v knihovnim
fondu — at jiz v podobé elektronického katalogu nebo nap¥. v méné kom-
fortni papirové podobé. Pouze tak mohou ¢tenari vybirat z dostupnych
knizek a nasledné komunikovat s personalem za ucéelem vypujcek.

Problematiku zprostfedkovani knihovniho fondu ¢tenafim jsme FeSili
také v knihovné Mladého Smolivce, ktera se i pres mensi velikost da pova-
zovat za nedilnou vefejnou sluzbu v obci. Clanek tudiz mize slouzit jako
material uvadéjici do problematiky vyuziti otevienych dat a jako shrnuti
poznatki ziskanych béhem vyvoje zminéného knihovniho systému.

Podminky kladené na knihovni systém

Mezi priméarni podminku vzniknuvsiho systému byla jeho dostupnost.
Vzhledem k tehdy platnych vladnich nafizeni se realiza¢ni tym pfiklonil

DStiedocesky kraj, kraj Vysoéina, Ustecky kraj a Liberecky kraj.
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k podobé webové stranky disponujici vyhledavanim v databéazi. Na webovy
portal je nutno z hlediska funkcionalit pohliZzet ze dvou rozdilnych roli:

o Ctendr: disponuje pristupem do katalogu a v piipadé ovéfeného Gétu
také pravem rezervace knihy k zaptjéeni.

e Knihouvnik: rozsifeni role ¢tenafe, kterému je navic umoznéno potvr-
zovat vypujcky, potvrzovat vraceni a vkladat nové knih do systému
s pfipadnou zménou vlozenych tudajt.

Dalsimi kritérii byla jednoduchéa sprava vypujéniho procesu a sprava
knih v knihovnim fondu. V pocateénim konceptu mél ¢tenar k dispozici
kromé nazvu knihy a jeho autora také stru¢nou anotaci, zanrové zafa-
zeni, jazyk textu a miniaturu obalky knihy. K témto tdajum néasledné
pribyly dalsi dopliiujici tdaje, jenz v pfipad€ vybéru nehraji klicovou roli,
ale mohly by je vyuzit pfipadni ¢tenafi-studenti za tucelem citaci, tj. na-
kladatel, ¢islo vydani, rok vydani a ISBN. Na zakladé zminénych udaja
bylo mozné navrhnout strukturu tabulky, ale hlavné vyvodit vyssi naroc-
nost evidence zaznamu, prevazné z divodi delsich anotaci, nebot i pouhé
vyhledavani textu by bylo ¢asové nérocné.

Existujici knihovni systémy

Anna Stécklova ve svém clanku Automatizace v knihovndch Ceské re-
publiky zmihuje piehled automatizovanych knihovnich systémi [4]. Jedna
se o systémy disponujici kromé zakladnich funkcionalit také modulem kata-
log, ktery by umoznoval potifebnou evidenci a prohlizeni knihovniho fondu.
Pravdépodobné nejznaméjsi z predstavenych automatizovanych systému je
knihovni systém ALEPH, ktery vyuziva minimélné knihovna Zapadoceské
univerzity v Plzni.

Vsechny ve ¢lanku uvedené systémy maji nicméné par nevyhod, prede-
v8im placené vyuzivani a omezené moznosti zdsahu do grafického vzhledu,
kvili nimZ jsme se nakonec rozhodli pro vlasti implementaci databazového
feSeni.

Oteviena data

Evidence kniznich zaznama v podobé datovych entit by dle vyse uve-
deného feSeni byla na spravci webu, popiipadé knihovnici se stejnymi pii-
stupovymi pravy. Jak jiz bylo zminéno vySe, vzhledem k vétsimu poctu
informaci vazanych k objektu a po¢tu knih nutnych k evidenci, bylo nutno
vyhledat prostfedky ke sniZeni ¢asové naroc¢nosti evidence.
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Dostupnost knizniho fondu pies webové rozhrani nabizelo vyuzit{ prin-
cipti otevienych dat a s nimi spojené webové sluzby. Oteviena data jsou
velice 8iroky pojem, coz vyplyva z definice organizace Open Knowledge
Foundation [5]: ,,Oteviena data jsou data, ktera muze kdokoliv volné po-
uzit, opakované vyuzit a redistribuovat pouze s vyhradou pozadavki na
atributy sdileni.* Nutno zminit, Ze se nefesi ani ucel vyuziti téchto dat. Aby
data byla ov8em povaZovéana za oteviend, musi splitovat kritéria nize [6]:

Uplnost dat: data by méla byt poskytovana v co nejvétsim rozsahu; ne-
mélo by tedy dochézet k odstranovany konkrétnich zdznami a soucasné
by mély byt udrzovany v co nejaktualnéjsim stavu.

Strojova citelnost: data jsou ukladana ve formétech, které je mozné ¢ist
pomoci programovych aplikaci. Jedna se o formaty volné dostupné, nebo
forméaty bezplatné do nich pfevoditelné. Napt. html, pdf, jpeg, xml, ...

Dostupnost: je podminéno minimalnim vynaloZeni nékladt pro ziskani
otevienych dat, ackoliv poskytovatel miize pozadovat o zpoplatnéni p¥i-
stupu ve vysi nékladua spjatych s jejich zpristupnénim vefejnosti. Pod-
minky vyuziti musi byt jasné definovany pomoci uvedeni licence. Je
délena do péti kategorii.

Na internetu je mnozstvi dat ve vySe zminovanych forméatech, nicméné
to samotné z nich ne¢ini data oteviena. Co vytvari oteviena data opravdu
specifickymi a opravdu otevienymi je pravé kombinace vySe uvedenych
vlastnosti — prevazné strojova Citelnost a dostupnost. Dohromady vytva-
feji prostiedek k vyvoji softwarovych aplikaci a odbornych analyz [6]. Je-
jich dostupnost a jednoduchost ¢itelného ¢tenif umoziuje nejen programé-
torim, ale také védcim a novinaiim rozvijet déile vyznam téchto dat a
poméhat tim k rozvoji spolecnosti, coz je i pripad tématiky tohoto ¢lanku.

Webové sluzby a ¢erpani otevienych dat

Jedna se o nastroje vyuzivajici protokol HTTP(S). Pomoci nich je za-
jisténa komunikace napti¢ aplikacemi, pfi¢emz pod pojmem komunikace
dochéazi k podobnému ¢innosti jako je nacitani webové stranky. Na za-
kladé pozadavku ze strany klienta dochazi ke zpracovani vstupnich dat
webovou sluzbou, ktera zpét odesle odpovéd v podobé poZzadovanych dat,
nejcastéji v podobé XML souboru. Vzhledem k prostiedi, ve kterém ko-
munikace probiha, je mozné vyuzit ostatni webové technologie k samotné
komunikaci — tedy pfedevsim skriptovaci jazyky JavaScript, PHP & jejich
kombinaci v podob& AJAXu [7].
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Google Books API

Typ webové sluzby: REST

Google Books je vyhledavaci sluzba od spole¢nosti Google, ktera vznikla
v roce 2004. Jedné se o projekt, jehoz cile je digitalizace tiSténych knih
a umoznéni jejich prohlizeni v rozsahu dle autorského zakona. V sou-
¢asné dobé je do projektu zapojeno vice druhu instituci, nebot pomoci
této sluzby je umoznéno knihy prohliZzet, zaptjcovat, ale i prodavat [8].

Soucésti projektu je také webova sluzba Google Books API, kteréd bez
poplatkt umoznuje pristup k informacim o evidovanych kniznich entitéach.
Pro plné vyuzivani je nutno sluzbu provizat s Google uc¢tem. Portalu
knihovny sluzbu vyuzivalo k ziskani informaci na zakladé ISBN, nicméné
starsi knihy nebylo mozné takto vyhledavat. V piipadé novéjsich knih do-
Slo pfi vyhledani na zakladé ISBN i k zobrazeni neodpovidajicich zdznamn.
Vyéet by bylo mozné zredukovat pridanim dalsiho vyhledévaciho parame-
tru, napf. jména autora.

Vysledky zobrazené na obr. 1 byly ziskdny podanim pozadavku nasle-
dujici URL adresou: https://www.googleapis.com/books/vl/volumes?
q=9788024711164

Rostlinolékai Dorothea Baumjohann, Peter Baurnjohann 2007 Zapis

Tachles, Lustig Arnoét Lustig,Karel Hvizdala,Jan Maly 2011 Zapié

Neviditelny C.D. Payne 2012- Zapid
01-01

Tvorba informaénich systémi  Bruckner Toma$, Vofidek Jifi, Buchalcevové Alena a 2012 Zapis

kolektiv

Pfipravujeme zahradu na Paseény Petr 2012- Zapid

Jaro a léto 03-19

Moje prvni pohadky Marie Tetourovd 2020- Zapls
01-01

Biosyntéza Boadella David, Carletonova Jacqueline A., 2012 Zapid

Frankelova Esther, Rodriguesova Eunice

Mimozem&tani atodi! : pfipad Thomas Brezina 2012 Zapig
[}
Antonin Vitvar - 20 let na Vitvar Jan 2012 Zapié

Jawé a Nortonu

PHP a XML Jifi Kosek 2008 Zapid

Obr. 1 Vykreslené vysledky vyhledavani ISBN 978-80-247-1116-4 (PHP a XML)

Parametr ¢ predstavuje vyhledavany ftetézec, ktery je v pripadé po-
tfeby mozné rozsifovat o dopliujici informace konkretizujici vyhledavanou
knihu. Odpovéd webové sluzby Google Books API, kterou zobrazi i prosty
prohlize¢, je objekt typu JSON s jednotlivym zdznamy odpovidajici krité-
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rifm vyhledévéani. P¥istup k atributim je znazornén na obr. 2.

$.getISON("https: //vww.googleapis . com/books/v1/volumesPq=" + d, function {c) {
undefined” typeof ¢ items
P print_modal{“\u@1704\xEldn\xE1 kniha se neshoduje s ISBN.™)
11 ¢ e.items, length &8 0 == b
? print_modal{modal_vypis_knihy(c.items), 1)

wnazev-js").val(c.items[a].volumeInfo.title),

wut wal{c, items[a].volumeInfo, authors, join(", ")),

ok-js").val(c.items[a]. volumeInfo.publishedDate. substring(d, 4)),
"es” c.items[a].volumeInfo.language && $("#jazyk-is").val{"\udloCe\udlbltina"),
c.items[a).volumeInfo.description != null && $("wanotace-js™).val(c.items[a].volumelnfo.description),
c.items[a].volumeInfo.publisher != null &k $("#vydavatel-js").val(c.items[a].volumeInfo.publisher));

Obr. 2 Nacteni dat pomoci JS

Kromé zakladnich informaci jsou zéznamy doplnény o dalsi atributy,
napi. cenu knihy, pocet stranek, zda je vytisk k prodeji aj. Podrobné in-
formace k implementaci webové sluzby muzete nalézt v dokumentaci.

knihovny.cz

Typ webové sluzby: Z39.50

Jedna se o portal vychazejici z projektu Koncepce rozvoje knihoven CR
na léta 2011-2015, ktery ma za jeden z cili umoznit p¥istup do kniznich
katalogi. Na této spolupraci se podili jiz vice jak Sest desitek knihoven,
véetné 4 univerzitnich. Kromé toho umoziiuje sluzba pomoci parametru
prohledavat vice zdroji [9]:

souborny katalog CR,

e vybér ze zahrani¢nich knihoven,
e staré tisky,

e Clanky,

e zaméreni dle jazyka:

— anglicky mluvici zemé,

— némecky mluvici zemé,

— slovensky mluvici zemé.

Vyhledavani je na webu knihovny realizovidno na zékladé uvedeného
nazvu dila a jména autora (staci pifjmeni). Oproti Google Books API do-
kaze sluzba dohledat informace i o starSich kniznich titulek, dochazi ale
k nalezeni vice zdznami, coZz se projevuje v delsi dobé zpracovani dat a
nésledného zobrazeni vysledkii.

Nevyhodou jsou také rozli¢nosti ve struktufe dat a zpisobu jejich pl-
néni, nebot centralizovana data nejsou pravdépodobné nijak centralné va-
lidovana. Aspon to by mohl byt davod, pro¢ dochazi k netplnosti dat,
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k jejich necitelnosti nebo i k prohozeni tdaji uvnitf struktury (napf. cena
misto ISBN). Vzhledem k rozli¢nostem v evidenci byly implementovany
dvé funkce — zapis celého zaznamu a zapis pouze anotace.

Nalezeno zaznamd: 368

Zaznam: 1 Zapsat | | Zapsat anotaci

Autor: Dumas Alexandre ISBN: 46.00 Nazev: TA musketyfi

Nakladatelstvi: Albatros Rok: 1987 Vydéni: 5. vyd.

Zaznam: 2 Zapsat Zapsat anotacl

Autor: Dumas Alexandre ISBN: 33.00 Nézev: TH musketyil po dvaceti letech,

Nakladatelstvi: Albatros Rok: 1882 Vydani: 1, vyd.

Zaznam: 3 Zapsat Zapsat anotacl

Autor: Dumas Alexandre ISBN: 32.00 Nézev: TH mudketyfi jedté po deseti letech aneb Vikemt de Bragelone,

Nakladatelstvi: Albatros  Rok: 1978 Vyddni: 1, vyd.

Zaznam: 4 Zapsat | | Zapsat anotaci

Autor: Doblado Ana ISBN: 978-80-7567-819-5 Nazev: Ti mudketyfl /

Nakladatelstvi: Sun Rok: 2021 Vydani: 2, vydani
Array

o

Obr. 3 Vykreslené vysledky vyhledavani pro ,,t¥i musketyi“ a ,Dumas* (pouze
Gast vysledki)

Data ziskan& pomoci webové sluzby knihovny.cz se zpracovavaji do zob-
razitelné podoby pomoci skriptovaciho jazyka PHP a funkce pro praci
s protokolem 7Z39.50, viz obr. 4.

tr 1ed "0 ghadha, " Batte 11803 °° $autor, "'}

shits «
eche

foreach ($reader-sdatafield as $volue){
}

Obr. 4 Zpracovani dat ze sluzby knihovny.cz pomoci PHP
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Ziskani dat je zde realizovano pomoc pomoci funkce yaz search, jejiz
parametry jsou tudaje k pripojeni k databézi a Fetézec definujici vyhle-
dévaci sekvenci — konkrétnéji zde dochazi k vyhledavani v zavislosti na
jménu knihy a jejtho autora (zpracovani vstupnich dat neni ve skriptu
zobrazeno). V p¥ipadé nechybového vyhledavani jsou v konstrukeich for a
foreach postupné zpracovany ziskané zaznamy k vykresleni do Sablony.

obalkyknih.cz

Typ webové sluzby: REST

Webova sluzba vznikla v roce 2008 v ramci projektu VISK3 a stoji za
ni, obdobné jako u sluzby knihovny.cz, Moravska zemska knihovna. Pri-
marnim cilem této sluzby byla vSak centralizace obalek knih za Gcelem
poskytovani nahledt do katalogt ostatnich knihoven. Na vyvoji sluzeb se
postupné podilela Védecka knihovna Olomouc, Méstska knihovna v Praze,
Sdruzeni knihoven CR a Jihoceské veédeckd knihovna v éesky'ch Budgjo-
vicich. V soucasné dobé& databaze obsahuje pres 2,4 miliéni obalek a 650
tisic obsahu Ceskych i zahrani¢nich publikaci. Sluzba totiz kromé obalek
a obsahii poskytuje také anotace, hodnoceni knih a citace dle normy ISO
690. Na obrazku nize jsou zobrazeny informace o zvolené knize. Kromé
udaju z interni databéze portélu je zde uvedena citace a se zdrojem zvy-
raznéna anotace, protoZe je ziskdna pomoci sluzby obalkyknih.cz (pokud
interni zaznam anotaci nema) [10].

13 x zlocin
I kolektiv autord 1

THndct dataktivich povidak od thndct] nejznémdfich sutorl tohoto 24nru
Zdroj anotace: Web obalkyknih.cz

Vydavatel: Svoboda

Rok vydani: 1994 Jazyk: tedtina
1. vydani THdnik: 7.1
Klicova slova:

Kategorie: Detektivni

Zanr: detektiviy

Citace: thindcti nejiepsich autord detektivning fénru. Preklad Eva KOTULOVA, V tomto souboru 1. vyd. Praha: Svoboda,

1954, 340 5.
Kniha je k dispozici v knihovné,

Obr. 5 Zobrazeni informacich o knize pomoci modalniho okna

Sluzba poskytovanéd serverem obalkyknih.cz je podminéna registraci,
kdy je do G¢tu knihovny nutno uvést IP adresu ¢i URL adresu katalogu, a
vytvorenim zpé&tného odkazu na stranky poskytovatele. V ptripadé knihov-
nich stranek je pozadovany odkaz vytvofen na poskytované obélce knihy.
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Na obr. 6 je vykreslen vysledek tspésného vyhledani s parametrem ISBN
80-205-0441-9. Pro knihu 15 pdtraci s ISBN 01-080-87 nebylo nic nalezeno,
byl tedy automaticky nahran obrazek o velikosti 1 x 1 px s transparentnim
pozadim.

13 x zlodin ®
©)]

Autor: kolektiv autorli
Vydéno: 1994

ISBN: 80-205-0441-9
Pocet: 1

Autor: kolektiv autorl
Vydano: 1987

1SBN: 01-080-87
Pocet: 1

15 péatract @
®@

Obr. 6 Vyhledavani v katalogu pro zanr Detektivni

Odeslani pozadavku o data ze sluzby obalkyknih.cz je kombinaci pred-
chozich dvou sluzeb. Pozadavek je definovan URL adresou, ktera obsahuje
parametry vyhledavani, a ziskana odpovéd je zpracovana pomoci PHP.
V ukézce se jedna o ISBN a ¢asti nazvu: http://cache.obalkyknih.cz/
api/books?multi=[{"isbn":"XXX", "part_name":"XXX"1}] I zde by bylo
mozné si vysledek zobrazit v prohlizedi, sluzba je ale omezena pouze na
registrované domény a IP adresy. Z toho duvodu je odpovéd jesté zpra-
covana pravé pomoci PHP, ktery je provadén na serveru a klient ziskava
celistvou vykreslenou stranku se v8emi udaji.

Podrobné informace k implementaci webové sluzby muzete nalézt v do-
kumentaci.

Zprovoznéni systému
Do knihovniho systému bylo v ramci testovani evidovano 50 knih — nej-
prve pomoci vyhledavéani, nésledné bez. Casova naro¢nost evidence, kterou

bulce 1.

Styl vkladani Casové narotnost

Vyhledani idaji 2 hodiny a 12 minut

Manuéalni vepsani v8ech udaji | 2 hodiny a 39 minut

Tabulka 1: Piehled ¢asové naro¢nosti evidence knih do systému
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Rozdilnost v evidenci daného poc¢tu knih bez vyhledavani a s vyhle-
davanim je 27 minut. Jedné se o relativné nizké uSetfeni Casu, které je
pravdépodobné zpisobeno nasledujicimi faktory.

Systém nedovede pomoci skripti vybirat zanr knihy.

e Je nutno z vyhledanych tdajt vybrat spravny napt. dle roku vydani
¢i vydavatele.

Po doplnéni adaju z otevienych dat je nutno provést kontrolu.

Je nutno vyplnit unikatni evidenéni &slo knihy?) a jeji t¥idnik dle
umisténi v knihovné.

Oproti tomu manuélni zapséni vSech tdaji je nejvice problematické
v nalezeni informaci ve vydavatelské tirazi, zanrového zafazeni knihy a
pfipadné vepséani stru¢né anotace. Ze zacatku byl zanr vybiran dle posou-
zeni, nasledné se k tomu vyuzivala Databazeknih.cz, ktera velkou mérou
usnadnila ziskani iidaji o Zanru i anotaci.

Zavér

Clanek pojednava o vyuziti otevienych dat za ucelem komfortnéjsi evi-
dence kniznich tituli pro knihovnu Mlady Smolivec. Stru¢né seznamuje
Ctenéfe s tfemi webovymi sluzbami (Google Books API, knihovny.cz, obal-
kyknih.cz) a jejich vyuZitim pro vytvofeny portal knihovny, coz je dopl-
néno nazornymi skripty zpracujici v odpovédi ziskana data. Cilem ¢lanku
je poskytnout ¢tenari nahled do pripadné automatizace a digitalizace od-
vétvi, které ma na prvni pohled s touto tématikou velmi méalo spole¢ného.
Soucasné jsou mu také pfedstavena oteviend data, kterda jsou obsahové
mnohem $irsi nez ve zde zminéné tématice. O jejich vyuziti je snaha i ze
strany vlady Ceské republiky.

Prvni webova sluzba, ktera byla v portalu knihovny vyuZivana za tce-
lem efektivni evidence knih, Google Books API, z poc¢atku pusobila jako
dostacujici. Byly v ni k dispozici vSechny potfebné informace o knize —
od autora po zkratku zemé, ve které kniha byla publikovani. V mnohych
piipadech zde byly k dispozici i ndhledy knizek, které by bylo oviem nutno
uklddat do databaze, protoZe nebylo mozné ziskat pouze jednu konkrétni
hodnotu. Tato sluzba se ovSem ukazala jako nedostacujici pro starsi knizni
tituly, kterych byla vétsina. Z toho duvodu byly vyuZzity jesté dvé webové

2)Knihy maji v datab4zi unikatni ¢iselné ID, ale to nebylo moné vyuzit.
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sluzby, které maji zazemi v Ceské republice — knihovny.cz a obalkyknih.cz.
Ani tyto webové sluzby nelze vidy efektivné vyuzit za uc¢elem snadného zis-
kani adaji ke vSem knihdm, hlavné v pfipadé ziskédni obalek knih, nicméné
obé sluzby nabizeji Sirokou §kalu dalsich informaci ¢ dopliujicich zaznam,
pomoci nichZ je mozné potiebné udaje ,,poskladat® dohromady.
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ZPRAVY

Mezinarodni olympiady v informatice v roce 2021

Ve skolnim roce 2020/21 pfetrvavala na celém svété dlouhodoba hygienicka
opatfeni zptusobena epidemii koronaviru. Také u néas byly po vétsinu doby skoly
uzavieny a v8echny stfedoskolské soutéze a predmétové olympiady se tak mohly
uskuteénit pouze distanéni formou. Tato omezeni pochopitelné zasahla i viechny
programatorské soutéze, ndrodni i mezinarodni.

Krajskeé kolo 70. ro¢niku Matematické olympiady kategorie P (programovéni)
se konalo v ptivodné planovaném terminu v poloviné ledna 2021. Zacastnilo se
ho 85 soutézicich z 11 kraju, ve tfech krajich tentokrat zadny student olympiadu
neresil. Celkem 40 Fesiteli ziskalo za TeSeni tloh krajského kola alesponi 15 bodi
ze 40 moznych a stalo se tak tispéSnymi Fesiteli. Z nich 30 nejlepsich postoupilo
do ustfedniho kola, pfi¢emz k postupu bylo zapotifebi minimalné 21 bodi.

Ve dnech 25.—-26. 3. 2021 se konalo ustfedni kolo MO kategorie P, samoziejmé
opét distanénim zptisobem. Zucastnilo se ho 29 ze 30 pozvanych studenti. Nej-
vétsi zastoupeni mél kraj Praha s deviti a Jihomoravsky kraj s osmi soutézicimi.
Ucastnici ustiedniho kola Fesili jako obvykle ti teoretické tlohy v prvnim sou-
téznim dnu a t¥i praktické dlohy ve druhém soutéznim dnu. Soutézni ulohy byly
pomérné obtizné, ale i pfesto letosni celkovy vitéz soutéze Vidclav Viadimir Ja-
ndcek ziskal za sva feSeni uloh plny pocet 60 bodi, coZ se v tustfednim kole MO-P
malokdy nékomu podari. Prvni dvé mista v celkovém poradi obsadili studenti
z gymnézia na tr. kpt. JaroSe v Brné€, mezi patnécti dspésnymi fesiteli bylo pét
studenti z gymnézia Jana Keplera v Praze 6 a tfi z gymnazia na Mikul4sském

Podrobnéjsi informace o celém 70. ro¢niku Matematické olympiady katego-
rie P naleznete na webu olympiady https://mo.mff.cuni.cz/. Pro zdjemce jsou
zde k dispozici zadani i vzorova feSeni soutéznich tloh ze vSech ti{ kol, testovaci
data k praktickym tloham i vysledkové listiny. V archivu se pak mizete sezndmit
i se soutéznimi tlohami ze starsich ro¢niki olympiady.

Na zakladé vysledki dstfedniho kola MO kategorie P jsme pozvali vSechny
uspésné fesitele na kratké vybérové soustfedéni, na kterém se urcuje slozeni
reprezenta¢nich druZstev pro ob& mezinarodni olympiady v informatice. Toto
vikendové vybérové soustifedéni probéhlo ve druhé poloviné dubna formou prak-
tické online soutéze. Pti kone¢ném vybéru reprezentantt se scitaji vysledky
ustfedniho kola MO-P s vysledky dosazenymi na vybérovém soustfedéni. Ctyti
soutézici s nejlepsim souctem dostévaji kazdoro¢né prilezitost reprezentovat Ces-
kou republiku na celosvétové Mezinarodni olympiadé v informatice IOI (Inter-
national Olympiad in Informatics), zatimco daldi ¢tyfi tspésni feSitelé z ne-
maturitnich roénika soutéZzi na Stifedoevropské olympiadé v informatice CEOI
(Central European Olympiad in Informatics).
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V roce 2021 se uskutecnil jiz 33. ro¢nik 101 a 28. ro¢nik CEOI. Mezinarodni
olympiady v informatice nemaji své pevné misto v kalenda¥i, pfesny termin ko-
néni se kazdoro¢né prizplisobuje moznostem mistnich poradateli a pokud mozno
i terminim ostatnich mezinarodnich pfedmétovych olympiad. Svétova olympi-
ada IOI se obvykle kon4 uprostifed prazdnin, stfedoevropska CEOI jiz na konci
Cervna nebo na zacCatku Cervence. Leto$ni terminy obou soutézi byly z tohoto
pohledu zna¢né neobvyklé, nebot 101 se uskutecnila jiz ve druhé poloving ¢ervna
(ve dnech 19.-28. 6. 2021), zatimco CEOI naopak aZ na zac¢atku zari (konkrétné
v tydnu 1.-5. 9. 2021).

Qu@alaom
2021 33R0 INTERNATIONAL
OLYMPIAD IN INFORMATICS
SINGAPORE

Mezinarodni olympiada v informatice IOI 2021 se méla piivodné konat v Sin-
gapuru. Organizatofi dlouho vahali, jakym zpisobem ji maji uspofadat — disku-
tovala se moznost normalni prezenéni soutéze i online soutéze. Velkou podporu
pofadateli méla dlouhou dobu hybridni varianta, podle niz by druzstva nékte-
rych zemi pfijela do Singapuru, zatimco zbyvajici druzstva by soutézila ze svych
zemi distan¢né. P¥ili§ pomaly tstup celosvétové pandemie koronaviru nakonec
neumoznil usporadat soutéz prezencénim zptsobem ani ¢asteéné. Mezinarodni
vybor IOI proto rozhodl, ze soutéz IOI 2021 probé&hne online formou obdobnym
zpusobem, jako tomu bylo jiz v roce 2020. Soutézici tedy nemohou soutézit z do-
mova u svych poditac¢i, ale predstavitelé narodnich vybortu olympiady z kazdé
zGcCastnéné zemé je musi soustiedit na spoleéném misté a stalym dohledem za-
jistit regulérnost soutéze.

Letosni mezinarodni olympiady v informatice se zucastnilo celkem 351 souté-
zicich z 88 zemi celého svéta, mimo soutéZ navic resilo tlohy jesté druhé druzstvo
poradajici zemé. Oproti loniskému roku se tak pocet zucastnénych zemi zvysil
o jednu a také celkovy pocet soutézicich mirné vzrostl. Pocet zemi i pocet sou-
tézicich studentt tim dosahly rekordnich hodnot v celé historii IOI. Nase ceské
druzstvo mélo nésledujici slozeni: Jiti Kalvoda, absolvent Gymnazia na tf. Kpt.
Jarose v Brn&, Viktor Fukala, absolvent Gymnézia Jana Keplera v Praze 6, Mag-
daléna Misinovd, absolventka Gymnazia Jana Keplera v Praze 6, Ondrej Sladky,
absolvent Gymnazia na Mikulagském nam. v Plzni. Vedoucimi ¢eské delegace na
IOI 2021 byli doc. Mgr. Zdenék Dvotdk, Ph.D. a doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc.,
oba z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Reprezentanti Ceské republiky se sesli na MFF Univerzity Karlovy v Praze.
Informatickd sekce MFF UK poskytla olympiadé na soutéz vhodné prostory,
pocitace i sitovou infrastrukturu, oba vedouci i dalsi ochotni pracovnici fakulty se
postarali o potfebné organiza¢ni a technické zabezpeceni. Mimoprazsti soutézici
méli zajisténo ubytovani v Praze po cely tyden, kdy se olympidda konala.

Vlastni soutéz probéhla jako obvykle ve dvou soutéZznich dnech, a to v utery
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22. 6. a v patek 25. 6. Jiz v sobotu 19. 6. ovSem pfedchézelo cvi¢né nesoutézni
kolo uréené na seznameni studentt s poéitaci a se soutéznim prostiedim (tzv.
practice session), druhé kratsi tréninkové kolo se pro zajemce uskuteénilo jesté
v pondéli 21. 6. pfed slavnostnim zah&jenim soutéZe. Po druhém soutéznim
dnu 25. 6. mohli v8ichni soutézici odjet domi a zévéreéné vyhlaseni vysledki
v pondéli 28. 6. uz kazdy sledoval sam ze svého domova.

Pribéh soutéze i zpisob hodnoceni taloh byl prakticky stejny, jako kdyby se
soutézilo obvyklym prezenénim zptsobem. V kazdém soutéZznim dnu studenti
fesili t¥i narocné algoritmické tlohy, na jejichz vyreSeni méli 5 hodin ¢asu. Né-
kolik hodin pted soutézi vedouci vSech delegaci spoleéné schvalili soutézni tlohy
navrzené poradatelskou zemi, upravili podle potieby jejich formulace a pfelozili
je do materského jazyka svych studenti. Cesti studenti tedy dostali jak ang-
lickou, tak i ¢eskou verzi zadani tloh. Kazdy soutézici pracuje na pridéleném
osobnim pocitaci s nainstalovanym soutéznim prostifedim, které umoznuje vyvi-
jet a testovat programy a odesilat je k vyhodnoceni. Spravnost vypracovanych
programu organizatoii automaticky testuji v pribéhu soutéze pomoci predem
pripravené sady testovacich dat, kazdy test je navic omezen ¢asovym limitem.
Tim je zajiSténa nejen kontrola spravnosti vysledki, ale pomoci ¢asovych limiti
se také odlisi kvalita pouzitého algoritmu. PTi testovani kazdé tlohy se pouzivaji
sady testovacich dat ruzné velikosti, takze teoreticky spravné feSeni zalozené na
neefektivnim algoritmu zvladne dokonéit véas vypoclet pouze pro nékteré testy
— pro ty mens$i a jednodussi. Takové feSeni je potom ohodnoceno ¢astenym
poctem bodi. Castecné body lze ziskat také za vyfeSeni nékterych specidlnich
pfipadt, zatimco plny pocet bodl pfinese az feSeni fungujici v plné obecnosti.
Kratce po odevzdani vypracovaného programu do vyhodnocovaciho systému se
soutézici dozvi hodnoceni svého feSeni a méa pak jesté moznost opravit ho a ode-
vzdat znovu. ReSeni kazdé soutézni ulohy muze soutézici odevzdat az 50krat a do
pouzivame v poslednich letech i u nas v Matematické olympiadé kategorie P pro
hodnoceni praktickych tloh doméciho a tustfedniho kola.

Kazd4a ze Sesti soutéznich tloh byla hodnocena maximélné 100 body, takze
celkem bylo mozné ziskat az 600 bodu. To se letos podafilo jedinému studen-
tovi, absolutnim vitézem soutéze s plnym pocétem bodu se stal Mingyang Deng
z Ciny. Na zéklads pfesné stanovenych pravidel se na IOI podle dosaZenych
bodu rozdéluji medaile. Nékterou z medaili obdrzi nejvyse polovina ucastniki
soutéze, pricemz zlaté, stiibrné a bronzové medaile se rozdéluji v pomérul: 2 :3
s ohledem na to, aby soutézici se stejnym bodovym ziskem ziskali stejnou me-
daili. Zpusob rozdéleni medaili je na IOI stanoven striktnimi pravidly, na rozdil
od CEOI ho nemohou ¢lenové mezinarodniho vyboru ani vedouci narodnich de-
legaci nijak ovlivnit. Na letosni IOI bylo udé€leno celkem 173 medaili, z toho
30 zlatych, 58 stfibrnych a 85 bronzovych.

Vysledky nasich soutézicich: 26. Jiri Kalvoda, 380 bodt, zlatd medaile, 113.
Viktor Fukala, 253 bodt, bronzova medaile, 126. Ondfej Sladky, 245 bodd, bron-
zova medaile, 295. Magdaléna Misinovd, 133 bodu.
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Zisk jedné zlaté a dvou bronzovych medaili pfedstavuje pro Ceskou repub-
stejné jako pred rokem stala Cina, jejiz reprezentanti méli letos neobvykle sil-
nou pfevahu a obsadili dokonce prvni ¢tyfi mista v celkovém pofadi. Dalsimi
velmi uspé&Snymi zemémi byly Rusko, USA a domaéci Singapur, vSechny se tfemi
zlatymi a jednou stiibrnou medaili. Mezindrodni olympiadda v informatice je
vyhradné soutéZzi jednotlivci a oficialni poradi zucastnénych zemi v ni neni vy-
hlasovano. Neni tedy ani stanoveno, zda by se mélo uréovat podle po¢tu medaili,
podle celkového pocétu bodt ziskanych soutéZicimi dané zemé nebo tieba podle
souctu jejich dosaZenych umisténi. Nase vysledky nés kazdopadné fadi pfiblizné
do jedné tretiny v celkovém pofadi ztiCastnénych zemi, tzn. kolem 25.—30. mista.
tou, jednu st¥ibrnou a jednu bronzovou medaili.

Vsechny podrobnosti o soutézi i texty soutéznich tloh lze nalézt na Inter-
netu na adrese https://1012021.sg/, kompletni vysledkova listina je k dispozici
na webové strance se statistikami http://stats.ioinformatics.org/results/
2021. Dalsi ro¢niky Mezinarodni olympiady v informatice se budou konat po-
stupné v Indonésii (2022), Madarsku (2023) a Egypté (2024).

<’i| CEOI 2021

CENTRAL EUROPEAN OLYMPIAD IN INFORMATICS 2021
| ZAGREB, | SEPTEMBER 1-5

e/

Poradatelem StFedoevropské olympiady v informatice CEOI 2021 bylo Chor-
vatsko. Rovnéz chorvatsti poradatelé dlouho planovali usporadat soutéz tradi¢ni
prezenc¢ni formou, méla se ptivodné konat v hlavnim mésté Zahfebu na zacatku
fijna. Na konci kvétna ovSem zménili svoje rozhodnuti a rozhodli se také pro
online soutéz. Zaroven s tim posunuli termin konéni na zacatek zari.

Na letosni CEOI soutéZzilo celkem 48 studentti z 11 zemi. Vedle osmi tradi¢nich
ucastnickych stiedoevropskych statit (Ceska republika, Chorvatsko, Madarsko,
Némecko, Polsko, Rumunsko, Slovensko, Slovinsko) se navic pfihlésili jako hosté
soutézici z Italie, Rakouska a Svycarska. Tyto zemé se ucastni CEOI pomérné
Casto, ale protoze se nepodileji na st¥idavém pofadani olympiady, musi si svoji
acast sami vzdy uhradit. Jako obvykle se zacastnilo také druhé druzstvo z po-
radatelské zeme.

Ceské reprezenta¢ni druzstvo na CEOI 2021 bylo tvofeno témito studenty:
Daniel Skypala, student Gymnazia v Olomouci-Hejéiné, Benjamin Swart, student
Mensa gymnéazia v Praze 6, Matous gafrdnek, student Gymnézia Jana Keplera
v Praze 6, Lukd$ Tomoszek, student Gymnazia v TFinci. Vedoucimi Geské dele-
gace na CEOI 2021 byli jmenovani doc. RNDr. Tomds Pitner, Ph.D. z Fakulty
informatiky Masarykovy univerzity v Brné a doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc.
z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Podobné jako pii celosvétové olympiadé 101 se soutézici z kazdé zemé shro-
méazdili na dobu konani vlastni soutéze vzdy na jednom misté, kde fesili zadané
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soutézni tlohy pod dohledem mistnich organizatorti narodni informatické olym-
piady. Ceské ¢ast CEOI se konala v prostorach Fakulty informatiky Masarykovy
univerzity v Brné, jeji prubéh i technické zabezpeceni vyborné zajistili pracov-
nici této fakulty. Vlastni soutéz probéhla obdobnym zpisobem jako Mezinarodni
olympiéda v informatice 101, ¢asovy program soutéZe byl pouze o néco kratsi a
kompaktnéjsi. Soutézici se mohli seznamit s pocitaci a se soutéznim prostifedim
hned po slavnostnim zahajeni ve stfedu 1. 9. 2021, nésledujici den ve ¢tvrtek
2. 9. se konala prvni ¢ast soutéZze a po jednodennim odpoéinku byl v sobotu
4. 9. druhy soutézni den. Na nedélni online vyhlaseni vysledkd uz mohli studenti
odjet z Brna a sledovat ho kazdy sam ze svého domova.

Soutézni ulohy pripravili mistni chorvatsti poradatelé. Vedouci vSech zucast-
nénych druzstev se s ulohami seznamili vzdy az vecer pred kazdym soutéznim
dnem a pfipravili preklady do matetrského jazyka svych studentd. Charakter
a naroc¢nost uloh byly podobné jako na mezinarodni olympiadé v informatice
101, stejnym zpusobem probihala také vlastni soutéz a hodnoceni odevzdanych
feSeni. Také na CEOI byly v kazdém soutéznim dnu zadéany tii ulohy.

Kazda ze soutéznich dloh byla hodnocena maximalné 100 body, celkové tedy
bylo teoreticky mozné dosdhnout 600 boda. Zatimco v prvnim soutéznim dnu
ziskali dva soutézici plny pocet 300 bodi, jedna soutézni tiloha zadana ve druhém
soutéZnim dnu se ukézala natolik obtiZné, Ze za ni dokonce nikdo ze soutézicich
nedostal ani jeden bod. Celkovy vitéz soutéze Dorijan Lendvaj z Chorvatska
medaili, pfiCemz zlaté, stiibrné a bronzové medaile se rozdéluji v pfiblizném
poméru 1 : 2 : 3. Na CEOI 2021 byly udéleny celkem 4 zlaté, 10 stiibrnych
a 11 bronzovych medaili. Stfedoevropskd olympidda v informatice je soutézi
jednotlived, zadné poradi zticastnénych zemi v ni neni vyhlaSovano.

Nasi reprezentujici dosahli nasledujicich vysledka: 15. Matous Safrinek, 264
bodt, bronzova medaile, 18. Benjamin Swart, 239 bodt bronzova medaile, 27.
Daniel Skypala, 180 bodt, 47. Lukds Tomoszek, 8 bodu.

Dvé bronzové medaile pro néas predstavuji dobry vysledek s ohledem na to, ze
na rozdil od mnoha jinych zemi posilame na CEOI soutézit mladsi studenty, ktefi
se v prislusném roce jesté nedostali na IOI. Tento postup se ndm velmi osvédéil.
Nasi mladsi soutézici ziskaji na CEOI svoje prvni mezinarodni zkuSenosti a ¢asto
se pak stava, Ze v nésledujicim Skolnim roce postoupi na IOI a velmi dobie
tam uspé&ji. Slovenské druzstvo letos ziskalo jednu stiibrnou a jednu bronzovou
a dvéma stiibrnymi medailemi.

Veskeré informace o soutézi, texty soutéznich uloh i podrobné vysledky vsech
soutézicich lze nalézt na Internetu na adrese https://ceoi.hsin.hr. Pfedstavi-
telé ¢lenskych stati CEOI se dohodli, Ze nasledujici 29. ro¢nik Stfedoevropské
olympiady v informatice CEOI 2022 se bude konat opét v Chorvatsku, snad jiz
tradiénim prezenénim zpusobem. Dalsi roénik CEOI v roce 2023 by pak mélo
usporadat Némecko.

Pavel Tépfer
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MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA

Casopis pro vyuku na zékladnich a stfednich gkolach
Roé¢nik XXX (2021)

MATEMATIKA T. ZdraZil: Peer instruction a vyuka podobnosti (s. 1) — J. Bla-
Zek: Ctyfi ditkazy Heronova vzorce (s. 18) — L. Juklovd, J. Suvréek: Uzitetna
dvojice kruznic (s. 27) — T. Riemel: O exponencialnich diofantovskych rovnicich
(s. 81) — R. Hala3, M. Chodorovd, J. Svréek: PFekvapiva FeSeni jedné tlohy (s. 91)
— D. Hruby: Z historie vyuky infinitezimalniho po¢tu (s. 96) — J. Poldk: Dikazy
v planimetrii uzitim vektort (s. 161) — I. Chajda: Egyptské nésobeni (s. 178) —
J. Zhouf: T¥i specialni body lezici na jedné piimce I (s. 180) — J. Poldk: Dikazy
v planimetrii uzitim komplexnich &isel (s. 241) — J. Fiala, M. Hrubesovd: Geo-
metricky primér ve finan¢ni matematice na stfedni Skole (s. 252) — J. Zhouf:
TTi specialni body lezici na jedné piimce II (s. 261) Zajimavé matematické tlohy
(s. 32, 106, 186, 272)

FYZIKA

D. Mandikovd, V. Tomdsek: Vysledky &eskych zakt ve vyzkumu TIMSS 2019
(s. 37) — O. Lepil: Ohmiiv zakon a vyuka fyziky na zakladni skole (s. 110) —
F. Jachim: Upravy RVP ZV pohledem ugitele zakladni skoly (s. 114) — C. Ko-
dejska, J. gana, 0. Valasek: Virtualni laboratorni cviceni s vyuzitim 3D modeli
Corinth (s. 121) — J. Hoskovd ProkSovd: Hermann von Helmholtz (k dvoustému
vyro&i narozeni) (s. 128) — L. Richterek, O. Smetanovd: Na akustiku s tabletem
nebo smartphonem (s. 191) — Z. Gibovd, J. Kecer: Ur&enie rychlosti elektromag-
netického vlnenia pomocou dvojvodiového vedenia z videozédznamu (s. 200) —
P. Wegenkittlovd, V. Vochozka: Fyzikalni klasifikace pohybu Ozobotem (s. 206)
— O. Lepil: Odpor civky zanedbejte II (s. 279) — E. Hejnovd: Ulohy rozvijejici
dovednost identifikace a kontroly proménnych (s. 287)

INFORMATIKA

R. Beélohldvek: Vyuka v dobé koronavirovych restrikei (s. 55) — E. Bartl: Knu-
thovy vanoé¢ni stromky (s. 59) — P. Osicka: Strojové uceni a deep learning (s. 133)
— P. Tépfer: Vybalancovany tsek (Ulohy z MO kategorie P, 41. ast) (s. 146) —
P. Tépfer: Rozkopané kiizovatky (Ulohy z MO kategorie P, 42. &ast) (s. 220) —
L. Spichal: Jak moc jsou okruzéci okrouhli? (s. 227) — P. Osicka: N&kolik infor-
matickych hadanek (s. 299) — M. Zika: Katalogizace knih pro knihovni systém
pomoci otevienych dat (s. 306)
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ZPRAVY

P. Tépfer: Mezinarodni olympiady v informatice v roce 2020 (s. 74) — M. Hy-
kSovd: 39. mezinarodni konference Historie matematiky (s. 79) — P. Caldbek:
Ustiedni kolo 70. ro¢niku MO kategorie A (s. 152) — J. Svrcek: 10. evropska
divéi MO (EGMO) (s. 153) — L. Richterek: Celostatni kolo 62. ro¢niku FO
(s. 155) — L. Richterek: Fontes Scientize aneb dila velikdni (alespon ¢aste¢nd)
v Cestiné (s. 158) — P. Caldbek: Mimoradny uspéch v 62. roéniku Mezinarodni
matematické olympiady (s. 238) — P. Topfer: Mezinarodni olympiady v infor-
matice v roce 2021 (s. 316)
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