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MATEMATIKA

Matematika pro v†echny
nebo matematika pro ka”dØho?
FRANTI�EK KU�INA

P°írodov¥deckÆ fakulta Univerzity Hradec KrÆlovØ

Být u£itelem není t¥”kØ, ale být
dobrým u£itelem je velmi t¥”kØ.

Liping Ma

Nadpis £lÆnku mo”nÆ vyvolÆvÆ u n¥koho rozpaky. V”dy· u£it v†echny
znamenÆ u£it ka”dØho. A u£it ka”dØho znamenÆ u£it v†echny. Nadpisem je
patrn¥ my†leno n¥co víc, ne” se explicitn¥ °íkÆ. P°iznÆvÆm, ”e podn¥tem
k tomuto nadpisu byla nÆsledující œvahaKarla �apka : � Na první pohled
vypadÆ stejn¥, prohlÆsíme-li, ”e 
v†ichni lidØ mají nos‘ , nebo ”e 
ka”dý
£lov¥k mÆ nos‘ . Obojí kategoricky vypovídÆ soubytnost £lov¥ka a nosu.
Ale je-li v obojím p°ípad¥ stejnÆ soubytnost, není stejný nos. �eknu-li, ”e
v†ichni lidØ mají nos, zjeví se mi jakýsi pomyslný, obecný a velikÆnský nos,
orgÆn se dv¥ma dírkami a ”Ædnou osobní zvlÆ†tností, nos, abych tak °ekl,
ud¥laný z pojmovØ sÆdry. Ale °eknu-li, ”e ka”dý £lov¥k mÆ nos, znamenÆ to
u”, ”e mÆ sv•j nos, osobní, hrbolatý, hÆk, bambuli, velký, lesklý, v†ete£ný,
orlí, studený nebo teplý nosÆnek, nos, rypÆk £i chobot, zkrÆtka ”e ka”dØmu
p°íslu†í jeho vlastní, personÆlní, ryze soukromý nos, jej” n¥kam strkÆ, na
jeho” †pi£ku nevidí a na n¥m” lidØ £tou, co chce °íct. Nos ka”dØho £lov¥ka
prost¥ a venkoncem není nos v†ech lidí.�([1], s. 158).

Vra·me se k nadpisu £lÆnku.
V první t°íd¥, ba n¥kdy ani p°ed maturitou, nevíme, zda dívka bude ba-

letkou nebo atomovou fyzi£kou, zda z hocha vyroste fotbalista nebo lØka°.
To je jeden z d•vod•, pro£ musíme u£it matematiku v†echny d¥ti. Budou
ji pot°ebovat v ”ivot¥, hlavn¥ v dal†ím studiu. Druhý d•vod je ov†em ten,
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jsem o tom p°esv¥d£en, ”e matematika p°ispívÆ ke kultivaci £lov¥ka. Je-li
ve †kole dob°e provozovÆna, u£í vid¥t souvislosti, u£í kriti£nosti, u£í mys-
let, ale p°ispívÆ i k rozvíjení zodpov¥dnosti, pozornosti, soust°ed¥ní, u£í
”Æky pracovat, . . . Ov†em v†ichni dob°e víme, ”e ne v†echny d¥ti mohou
zvlÆdnout matematiku na stejnØ œrovni.

Výklad u£itele

Matematiku musíme u£it v†echny d¥ti, ov†em dobrý u£itel diferencuje
matematickØ po”adavky na ”Æky podle jejich du†evních schopností a podle
jejich zÆjm•. Realizace tØto zÆsady ve t°íd¥ je ov†em obtí”nÆ, nelze na ni
dÆt nÆvod, spo£ívÆ na um¥ní u£itele. Jsem p°esv¥d£en, ”e dobrý u£itel je
schopný, p°i p°íznivých podmínkÆch, nau£it zÆkladním poznatk•m i ”Æky
mØn¥ nadanØ. ProblØmem jsou ov†em ”Æci, kte°í se u£it zÆm¥rn¥ necht¥jí.
Zde hraje zÆkladní roli um¥ní motivace.

V £lÆnku [7] pí†e autorka, ”e v rÆmci tzv. velkØ †kolní revize rÆmcových
vzd¥lÆvacích program• se v na†í †kole odehrají revolu£ní zm¥ny. �Výklad
u£itele mÆ nahradit z v¥t†í £Æsti týmovÆ prÆce ”Æk•, výklady mají být
nahrazeny debatami.� Tyto �revolu£ní zm¥ny� mají být �vst°ebanØ do
výuky ji” v roce 2023.� To je podle mØho nÆzoru nesprÆvnÆ orientace na†í
†koly.

V†imn¥me si, jak se na problematiku výkladu u£iva dívají brit†tí auto°i
Hendrick a Macpherson. �MÆme pocit, ”e didaktický výklad je nespraved-
liv¥ o£er‹ovÆn, a£ je pro dobrou výuku nezbytný. (. . . ) N¥kdy je u£itel•v
výklad naprosto zÆsadní. Je to jeden z nejlep†ích zp•sob•, jak sdílet zna-
losti, kterØ jsou pro u£ení d•le”itØ nejen samy o sob¥, ale jsou takØ lÆtkou
k promý†lení p°i více interaktivních aplikovaných aktivitÆch.� ([2], s. 146).

K prÆci ve skupinÆch zaujímají tito auto°i stanovisko: �Ve skupin¥ m•-
”ete být bu⁄ v•dce, stoupenec, houba nebo ru†itel. To jsou £ty°i typy
postav. Ru†itelØ jsou naprostou ztrÆtou £asu. Jejich œkolem je ru†it ka”-
dØho ve skupin¥ nebo ostatní skupiny. Houba jenom sedí, d¥lÆ, co se jí
°ekne, a je to naprostØ plýtvÆní prostorem. Stoupenec s n¥kým v”dycky
nad†en¥ souhlasí, ale nemÆ ”ÆdnØ vlastní nÆpady. V•dce skute£n¥ skupinu
vede, ale problØm s v•dci je ten, ”e mohou skupinu ovlÆdat� ([2], s. 149).
V £eskØm prost°edí popisuje prÆci ve skupinÆch Milan Hejný: Jeden ”Æk
p°i†el na °e†ení problØmu. �Dal†í dva ”Æci se k tomu p°idali a zbytek t°ídy
tomu v¥°il, nebo· t°i nejlep†í matematici t°ídy to shodn¥ tvrdili. N¥kte°í
”Æci to chÆpali lØpe, jiní jen povrchn¥� ([9], s. 137). Tak byl poznatek ve
t°íd¥ o�ciÆln¥ objeven.
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�Empirický výzkum z posledního p•lstoletí poskytl £etnØ jednozna£nØ
zÆv¥ry, ”e pro ka”dØho krom¥ odborník• je £Æste£nØ vedení b¥hem výuky
významn¥ mØn¥ œ£innØ a efektivní ne” plnØ vedení. (. . . ) SamostatnØ u£ení
m•”e být ký”eným výsledkem, ale paradoxn¥ nemusí být tím nejlep†ím
zp•sobem, jak toho výsledku dosÆhnout.� �Bylo nesporn¥ dokÆzÆno, ”e
prÆce ve skupinÆch mÆ neblahý vliv na pozornost.� ([2], s. 199).

FrontÆlní vyu£ovÆní a samostatnÆ prÆce ”Æk•
N¥kdy kolem r. 1648 napsalKomenský � U£itel nikdy nebude vyu£ovati

pouze jednoho. . . , nýbr” v†echny pohromad¥ a najednou. Nep•jde tedy k ni-
komu zvlÆ†· a nedovolí, aby k n¥mu p°istoupil n¥kdo zvlÆ†·, nýbr” stoje na
kated°e (odkud jej mohou v†ichni vid¥ti a sly†eti) †í°iti bude paprsky na
v†echny jako slunce, a v†ichni, up°eny majíce na n¥j zrak, sluch i ducha,
a· zachycují v†ecko, co jim bu⁄ °e£í bude p°ednÆ†eti nebo rukou nebo v ob-
raze ukazovati. Tak zabije jednou ranou ne dv¥, nýbr” velmi mnoho much�
([4], s. 208).

To je p°íklad frontÆlní výuky, kterou nap°. Kalhous a Obst popisují
takto: ��Æci v pr•b¥hu výuky plní v”dy ve stejnØm £ase stejnØ u£ební
œkoly, tedy probírají stejnou lÆtku, postupují jednotn¥ stejným zp•sobem.
Úkolem u£itele je °ídit u£ební £innost v†ech ”Æk• najednou. (. . . ) Jsou
vedeni a postupují krok za krokem v jakØsi pomyslnØ °ad¥ jeden vedle
druhØho. Implicitn¥ se p°edpoklÆdÆ, ”e ”Æci mimo pr•m¥r se p°izp•sobí.
Pokud se tak nestane, jsou k p°izp•sobení nuceni. Ve skute£nosti jsou
£asto jaksi 
na obtí”‘ , vyru†ují nebo komplikují prÆci u£itele� ([5], s. 295).
Josef PolÆkuvÆdí v £lÆnku ([6], s. 264), ”e frontÆlní vyu£ovÆní je �v na†ich
†kolÆch stÆle je†t¥ nej£ast¥ji u”ívanou formou organizace výuky.�

Podle M�MT �frontÆlní pojetí výuky, kdy u£itel p°ednÆ†í a d¥ti pasivn¥
poslouchají, mÆ na zÆkladních a st°edních †kolÆch z v¥t†í £Æsti nahradit
prÆce v týmu na spole£ných projektech� [7]. PodleJaromíra Berana, nÆ-
m¥stka pro °ízení sekce vzd¥lÆvÆní na ministerstvu, se mají ”Æci u£it, ani”
si uv¥domují, ”e se u£í ( �gami�kace †kolství� ) ([7], s. 3). Nejroz†í°en¥j†í
forma výuky je tak ur£ena k vyhynutí.

Dichotomie frontÆlní výuka�aktivita ”Æk• je fale†nÆ. Podle mØho nÆzoru
se výuka na na†ich †kolÆch více nebo mØn¥ blí”í frontÆlní výuce podle an-
glickØho pedagogaGeo�a Pettyho . �ZÆkladním postupem tØto, tzv. fron-
tÆlní interaktivní výuky, je vytvo°it dynamickou sm¥s u£itelova výkladu
(asi 40 %) s nÆsledujícími prvky:

ˆ ”ÆkovskÆ £innost� na po£Ætku probírÆní ka”dØho tØmatu jsou œkoly
pro ”Æky krÆtkØ a snadnØ a postupn¥ nabývají na dØlce a nÆro£nosti;
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ˆ asertivní otÆzky� jejich smyslem je co nejvíce posílit ”Ækovskou
œ£ast, aktivní u£ení a spojení mezi novým u£ením a u£ením zvlÆd-
nutým d°íve;

ˆ ”ÆkovskÆ demonstrace� ”Æci p°edvÆd¥jí svØ rozvíjející se dovednosti,
vyu”ívají p°i tom tabuli nebo zp¥tný projektor, jejich spolu”Æci je
sledují a hodnotí sprÆvnost provedení.� ([8], s. 275).

BudovÆní hlubokØho konceptuÆlního porozum¥ní a vy††ího °Ædu my†lení
vy”aduje intenzivní interakci mezi u£itelem a ”Ækem. To ov†em Pettyho
pojetí frontÆlního vyu£ovÆní, v n¥m” se st°ídÆ výklad a otÆzky u£itele,
odpov¥di ”Æk• a °e†ení œloh, pln¥ umo”‹uje.

Vra·me se ke KomenskØmu, kterØho jsem p°edstavil jako p•vodce fron-
tÆlního vyu£ovÆní, p°i n¥m” je ”Æk zcela pasivní. Ov†em deset let po vydÆní
citovanØ prÆce pí†e KomenskýDidaktiku analytickou, v ní” po”aduje:

CLXXI. V†emu, £emu se musíme u£iti, nech· se u£íme vlastní praxí.
CXLV. Nech· se u£itel sklÆní k ”Æku a pomÆhÆ jeho chÆpavosti v†emi

mo”nými zp•soby.
XXXIV. �Æku p°íslu†í prÆce, u£iteli °ízení. [10]

To jsou zÆrodky konstruktivních p°ístup•, kterØ po £ty°ech stech letech
charakterizuje †výcarský psycholog Jean Piaget takto:

� PadesÆt let experimentovÆní nÆs pou£ilo, ”e neexistuje ”ÆdnØ poznÆní,
kterØ by bylo výsledkem pouhØho zaznamenÆvÆní pozorovanØho, a je” by
nebylo strukturovÆno aktivitou subjektu.�(citovÆno podle [11], s. 65).

Tyto p°ístupy m•”e u£itel realizovat p°i interaktivní frontÆlní výuce a
samostatnØ prÆci ”Æk• p°i °e†ení vhodných œloh.

P°íklady

Pokusme se nyní ilustrovat vý†e zmín¥nØ postupy jejich mo”nou reali-
zací v praxi †koly.

a) DruhÆ mocnina a kvadratickÆ rovnice

Setkal jsem se s maturantkou, kterÆ tvrdila: Vzorec pro(a + b)2 jsme
v•bec neodvozovali. Paní u£itelka ho napsala na tabuli a °ekla: �To se
nau£te, budete to pot°ebovat.� A °e†ili jsme œlohy

(3a + b)2 = ( a + 4) 2 = (3 x + y)2 =
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To je tØm¥° neuv¥°itelný p°ístup k matematice. Tato paní u£itelka ne-
p°ipomn¥la ani de�nici druhØ mocniny (a2 = a � a), a tedy ani smysl
(a + b)2 = ( a + b)(a + b). Na otÆzku Kolik je(a + b)2 odpoví asi v¥t†ina
”Æk• a2 + b2. Není vhodnØ pouze °íci: To je †patn¥. Lep†í je dopl‹ovat
tabulku typu:

a b a + b a2 + b2 a2 + 2ab+ b2

1 2 3 5 9
2 3 5 13 25

Na jejím zÆklad¥ se patrn¥ ”Æci mohou domnívat, ”e platí

(a + b)2 = a2 + 2ab+ b2: (1)

Jsou ”Æci, kterým argumentace tabulkou sta£í. T¥m m•”eme dÆt k pro-
zkoumÆní tabulku

a b 6a 3b (6a + 3b) je sudØ
1 2 6 6 12
2 6 12 18 30
5 4 30 12 42

. . .

N¥kte°í ”Æci snad objeví, ”e tabulkou není tvrzení zd•vodn¥no. Jestli”e se
”Ædný takový ”Æk nenajde, napovíme: zkustea = 2 , b = 1 . Pak 6a + 3b =
= 12 + 3 = 15 , tedy lichØ £íslo. A£koliv to v n¥kolika p°ípadech vy†lo,
obecn¥ to neplatí.

Jak tedy vzorec (1) ov¥°it, kdy” je†t¥ neznÆme pravidlo pro nÆsobení
dvoj£lenu dvoj£lenem?

Matematik by patrn¥ postupoval takto: Podle ji” znÆmØ distributivity
pro nÆsobení vzhledem ke s£ítÆní

a(b+ c) = ab+ ac (2)

m•”eme postupovat tímto zp•sobem: Ozna£me a + b = A a pro sou£in
(a + b)(a + b) mÆmeA(a + b) = Aa + Ab (podle (2)) a dÆle op¥t podle (2)

(a + b)a + ( a + b)b = a2 + ab+ ab+ b2 = a2 + 2ab+ b2:

Tento postup patrn¥ bude pro mnohØ ”Æky nep°esv¥d£ivý � je to jen jakÆsi
�hra s písmeny� .
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Snad p°esv¥d£iv¥j†í je p°ístup geometrický. Je-li danØ £ísloa velikostí
strany £tverce, jea2 obsah £tverce nad touto stranou. Aplikujeme-li tento
výsledek na £tverec o stran¥a + b, dostaneme podle obr. 1 výsledek (1).

a + b

a + b

(a + b)2

a b

b

aa2 ab

ab b2

Obr. 1

Podobn¥ m•”eme aplikovat tuto metodu i na ur£ení sou£inu dvoj£len•,
interpretujeme-li ab jako obsah obdØlníku se stranamia, b (obr. 2).

c + d

a + b

(a + b)(c + d)

a b

d

cac bc

ad bd

Obr. 2

Nazna£ený postup lze podle mØho nÆzoru vyu”ít p°i interaktivním fron-
tÆlním vyu£ovÆní. K poznatk•m dovedeme ”Æky na zÆklad¥ otÆzek a œloh.

Co je kvadratickÆ rovnice?
�Ækovskou odpov¥⁄: �Je to rovnice, v ní” je neznÆmÆ v kvadrÆtu (druhØ

mocnin¥)� m•”eme p°ijmout, ov†em m¥li bychom reagovat otÆzkami: Jsou
rovnice

1
x

= x (3)

a
x4 � x2 = 0 (4)

rovnicemi kvadratickými? Rovnici (3) bychom asi m¥li za kvadratickou
rovnici pova”ovat, nebo· je ekvivalentní s rovnicí x2 = 1 a mÆ 2 ko°eny,
(1 a � 1), rovnice (4) v†ak kvadratickÆ není. Platí

x4 � x2 = x2(x2 � 1) = x � x � (x � 1) � (x + 1) :

MÆ tedy, na rozdíl od rovnice kvadratickØ, £ty°i ko°eny: 0, 0, 1 a� 1.
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Tato problematika se týkÆ jazyka matematiky. Za kvadratickou rovnici
bychom m¥li pova”ovat ka”dou rovnici, kterou je mo”nØ ekvivalentními
œpravami uvØst na tvar

ax2 + bx + c = 0 (5)

kde a, b, c jsou reÆlnÆ £ísla,a je r•znØ od nuly. Takovou formulaci najdeme
jen v n¥kterých na†ich st°edo†kolských u£ebnicích.

Kapitola o kvadratických rovnicích pak m•”e pokra£ovat vhodnými
otÆzkami a œlohami a” k odvození p°íslu†nØho vzorce. To ov†em m•”eme
realizovat jen s �lep†í� £Æstí t°ídy. Ostatní mohou °e†it vhodnØ œlohy.

Je mo”nØ vzorec pro ko°eny kvadratickØ rovnice uvØst bez d•kazu?
Podle mØho nÆzoru ano. U �nejslab†ích� ”Æk• bychom patrn¥ mohli být
spokojeni, znají-li tento vzorec a umí °e†it kvadratickØ rovnice s koe�cienty
v malých p°irozených £íslech. M¥li bychom ov†em dbÆt na to, aby vzorci
rozum¥li. Prov¥°íme to nap°. otÆzkou: M•”ete °e†it rovnici x2 = 1 podle
vzorce? Nau£it ”Æky aplikovat vzorec, který jsme neodvodili, je minimÆlní
œrove‹, kterou by m¥li dosÆhnout v†ichni ”Æci. SchØmavzorec�aplikace�
zd•vodn¥ní je realizovÆno na °ad¥ míst slovenských gymnaziÆlních u£ebnic
Zby‹ka KubÆ£ka. Je to koneckonc• nejen v souladu s aplikacemi matema-
tiky nap°. v technickØ praxi, ale i s historickým vývojem. Pythagorova v¥ta
se pou”ívala více ne” 1000 let p°ed jejím d•kazem.

Mají znÆt ”Æci d•le”itØ vzorce (nap°. pro obsah trojœhelníku, obdØlníku,
lichob¥”níku, kruhu, . . . , pro °e†ení kvadratickØ rovnice, . . . ) zpam¥ti?
DomnívÆm se, ”e ano. Vzorce jsou vlastn¥ �œsporn¥� vyjÆd°enØ v¥ty. Místo
vzorce (1) bychom m¥li psÆt

8a 2 R 8b 2 R [(a + b)2 = a2 + 2ab+ b2]:

Ke znalostem d•le”itých matematických v¥t by m¥lo vyu£ovÆní matema-
tice vØst. Setkal jsem se s profesionÆlním matematikem, který tvrdil, ”e
”Æci nemají ”ÆdnØ vzorce znÆt: v†echno lze odvodit nebo najít na inter-
netu. Takový nÆzor nepova”uji za sprÆvný. Odvozovat p°i ka”dØ p°íle”itosti
pot°ebný vzorec je �neekonomickØ�, °e†ení œloh bez znalostí �fakt•� je ne-
myslitelnØ.

b) V¥ta o Thaletov¥ kru”nici

V mnoha u£ebnicích je v¥ta o Thaletov¥ kru”nici uvedena jako hotový
fakt. Prostudujte si tuto partii v u£ebnicích planimetrie pro gymnÆzia na-
kladatelství Prometheus (1993) a zpracovÆní od tØ”e autorky v naklada-
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telství Fraus (2019). Takový p°ístup nahrÆvÆ frontÆlnímu vyu£ovÆní kla-
sickØho typu, kdy u£itel vyklÆdÆ (p°ednÆ†í) a ”Æci pasivn¥ poslouchají,
p°ípadn¥ si pí†í. Nazna£me zde p°ístup k tØ”e problematice odpovídající
interaktivní frontÆlní výuce.

Za£neme œlohou:Narýsujte si kru”nici k se st°edemS, pr•m¥rem AB
a jejím libovolným bodem C (obr. 3). Odhadn¥te, jak se bude m¥nit œhel
AXB , pohybuje-li se bodX po polop°ímce opa£nØ k polop°ímceCS sm¥rem
k boduC. Jak se bude m¥nit œhelAY B p°i pohybu boduY po œse£ceCS?

A S B

Y

C

X

k

�

!

Obr. 3

V¥t†ina ”Æk• patrn¥ p°i vyrýsovÆní n¥kolika trojœhelník•AXB a AY B
dojde k domn¥nce: vyjdeme-li od boduX na okraji papíru, pak se p°i
pohybu bodu X k bodu C po p°ímce XC œhelAXB neustÆle zv¥t†uje a
toto zv¥t†ovÆní pokra£uje i p°i pohybu boduY po œse£ceCS. V†imn¥me
si, ”e œhlyAXB jsou ostrØ a œhlyAY B jsou tupØ. A jakÆ je velikost œhlu
ACB ? P°irozenÆ je odpov¥⁄, ”e œhelACB je pravý. M•”eme tomu v¥°it
na zÆklad¥ obrÆzku? M¥li bychom p°esv¥d£it ”Æky, ”e je t°eba toto tvrzení
zd•vodnit.

Co znamenÆ, ”e bodC le”í na kru”nici k? (jSCj = jSAj = jSBj). Co
m•”eme tedy °íci o trojœhelnících ACS a BCS? (Jsou rovnoramennØ a
mají tedy u zÆkladen shodnØ œhly (obr. 4)). Podle obrÆzku vidíme, ”e
sou£et œhl• v trojœhelníkuACS je � + ( � + � ) + � = 180� . Je tedy
� + � = 90 � a trojœhelníkABC mÆ u vrcholuC pravý œhel.
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A S B

C

k

�

k

�

� �

Obr. 4

DokÆzat, ”e œhlyAXB jsou ostrØ a œhlyAY B tupØ, je rovn¥” lehkØ.
Sou£et œhl• u vrchol• A, B trojœhelníku ABX je v¥t†í ne” � + � = 90 � ,
nebo· k œhl•m � a � jsme �p°idali� œhly " a "0 (obr. 5).

A S B

C

k

�

k

�

X

!

" "0

Obr. 5

Úhel AXB je tedy ostrý. Podobn¥ zjistíme, ”e sou£et œhl•Y AB a Y BA
je men†í ne”� + � a œhelAY B je tedy tupý (obr. 6).
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A S B

C

k

�

k

�
" "0

Y
�

Obr. 6

Tím mÆme dokÆzÆnu Thaletovu v¥tu, ale získali jsme je†t¥ poznatek
o velikosti œhl• AXB a AY B . Po formulaci tØto v¥ty m•”eme °e†it œhlu:
Ur£ete mno”inu vrchol• P v†ech pravoœhlých trojœhelník•APB , mno”ina
vrchol• O v†ech ostroœhlých trojœhelník•AOB a mno”inu vrchol• T v†ech
tupoœhlých trojœhelník•ATB .

Uve⁄me zde pouze výsledek œlohy, k n¥mu” dojdeme v diskusi se ”Æky.

A S B

P

k

!

O

�

P0

T0

T

ab

Obr. 7
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�Ædný bod p°ímky AB nem•”e být vrcholem trojœhelníku ABC . Mno-
”ina vrchol• pravoœhlých trojœhelník• je (v ozna£ení podle obr. 7) sjed-
nocení p°ímek a, b a kru”nice k. Mno”ina vrchol• T v†ech tupoœhlých
trojœhelník• je slo”ena z bod• vnit°ku kruhu s hranicí k a bod• vnit°k•
polorovin opa£ných k polorovinÆmaB a bA. Mno”ina vrchol• O ostroœh-
lých trojœhelník• je mno”ina bod•, kterØ le”í uvnit° pÆsu s hranicemi a, b
a vn¥ kruhu s hranicí k.

Na toto u£ivo navazuje studium vlastností obvodových œhl•, kterØ by-
chom mohli realizovat podobn¥.

P°ipome‹me je†t¥ dal†í mo”nosti, jak odvodit s ”Æky v¥tu o Thaletov¥
kru”nici.

Pro body A[� r; 0], B [r; 0], S[0; 0], X [x; y] m•”eme postup, který jsme
uvedli, symbolicky zapsat:

X 2 k(S; r) ) j � AXB j = 90 � (6)
X 62k(S; r) ) j � AXB j 6= 90 � (7)

V¥ta (7) je ov†em v¥ta obrÆcenÆ k v¥t¥ (6) a místo ní m•”eme dokazovat
v¥tu (8) s ní ekvivalentní:

j� AXB j = 90 � ) X 2 k(S; r): (8)

Ideu d•kazu navodíme œvahou: Pravoœhlý trojœhelníkAXB je polovinou
obdØlníkuAXBD (obr. 8). Proto”e se v obdØlníku œhlop°í£ky p•lí a jsou
shodnØ, jeX 2 k(S; r).

A S B

X

D
Obr. 8

UvedenØ d•kazy byly p°ístupnØ ”Æk•m, ale p°ece jen byly zalo”eny na
nÆpadech (£eho si mÆme v†imnout). V prvním p°ípad¥ rovnoramenných
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trojœhelník•, jejich œhl• u zÆkladen a sou£tu vnit°ních œhl• trojœhelníku,
v p°ípad¥ d•kazu tvrzení (8) toho, ”e pravoœhlý trojœhelník je polovinou
obdØlníku. Znají-li ”Æci zÆklady analytickØ geometrie, m•”eme tvrzení (8)
dokÆzat takto:j� AXB j = 90 � znamenÆ, ”e p°ímkyAX a BX jsou k sob¥
kolmØ (obr. 9). Pro skalÆrní sou£in vektor•

��!
AX a

��!
BX tedy platí

(x + r; y ) � (x � r; y ) = 0 (9)

neboli
x2 + y2 = r 2: (10)

To je ov†em rovnice kru”nicek(S; r). Tím je tvrzení (8) dokÆzÆno. Proto”e
z rovnosti (10) plyne rovnost (9), je Thaletova v¥ta dokÆzÆna výpo£tem,
neboli transformací symbol• pomocí znÆmých pravidel. To je charakteris-
tickØ pro analytickou geometrii.

A O B

X

k

x

y

r

Obr. 9

Samoz°ejm¥ namítnete, ”e postupy zde p°ipomenutØ jsou podstatn¥ £a-
sov¥ nÆro£n¥j†í ne” sd¥lení v¥ty o Thaletov¥ kru”nici. ZískÆme v†ak podle
mØho nÆzoru hlub†í matematickØ poznatky. Jsem si v¥dom toho, ”e celou
matematiku nelze takto v praxi †koly realizovat, jsem v†ak p°esv¥d£en, ”e
ve vybraných partiích je to mo”nØ a p°ínosnØ pro ”Æky.
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ZÆv¥ry

�Matematika je (. . . ) rudimentem †kolního vzd¥lÆvÆní, zÆkladním ka-
menem, branou do dal†ího poznÆní v oblasti mnoha p°írodních i spole£en-
ských v¥d. Je speci�ckým jazykem, který umo”‹uje porozum¥t hmotnØmu
spole£enskØmu sv¥tu v jeho makro- i mikrovztazích. Matematika je tím,
co umo”nilo vyvinout extenzi lidských rukou, nohou a mozku do sou£asnØ
podoby. Proto hraje tak zÆsadní roli ve †kolním vzd¥lÆvÆní� ([12], s. 98).
��kolství se sna”í dlouhodob¥ � a neœsp¥†n¥ aktualizovat znalosti a stÆle
p°itom zaostÆvÆ. Vedle toho ov†em významn¥ pomíjí prÆv¥ hodnotovou
bÆzi a bÆzi 
u£ení k my†lení‘ , kterÆ je pro udr”ení spole£enskØ prosperity
nejd•le”it¥j†í� ([13], s. 9). Podle mØho nÆzoru hraje matematika v rozví-
jení my†lení nezastupitelnou roli. P°itom ov†em nelze pominout, ”e pouze
dob°e realizovanÆ výuka matematiky k rozvíjení my†lení vede. Existují
p°ístupy k matematice, kterØ my†lení ubíjí (bi�ovÆní vzorc•, pou£ek, po-
stup•, °e†ení typových œloh, . . . ). Z druhØ strany je ov†em nutnØ si uv¥do-
mit, ”e slo”kou matematiky je i zvlÆdnutí ur£itých dovedností a ur£itých
znalostí, bez nich se nelze u£it °e†it problØmy. ZvlÆdnutí matematiky je
prÆce, vy”aduje soust°ed¥nØ œsilí. Samoz°ejm¥ mnohØ matematickØ œlohy
lze p°enechat technice, ale u£it s touto technikou pracovat pat°í rovn¥” do
vyu£ovÆní matematice. Lze spekulovat o tom, ”e techniku ovlÆdne ve†kerØ
lidskØ my†lení a nahradí i tvo°ivost. To ov†em není problØm na†í, ba ani
nejbli”†ích generací.

Na zÆklad¥ svých pedagogických zku†eností a studia literatury jsem
p°esv¥d£en o platnosti nÆsledujících tezí.

1. �kolní kurikulum (v u”†ím smyslu) by m¥lo být výrazn¥ ovlivn¥no tím,
jak u£ivo p°ispívÆ k rozvíjení osobností ”Æk• (zodpov¥dnost, kriti£nost,
pozornost, porozum¥ní, soust°ed¥ní, pam¥·, argumentace, my†lení, . . . ).
Pln¥ní osnov by m¥lo být zÆvaznØ pro ”Æky i u£itele. ZÆkladem vzd¥lÆ-
vací prÆce †koly by nem¥ly být testovØ otÆzky, ale osnovy, kterØ vyja-
d°ují minimÆlní œrove‹ gramotnosti ”Æk•. Nadto by ov†em m¥li u£itelØ
systematicky rozvíjet schopnosti ”Æk• nadaných.

2. �ÆdnÆ radikÆlní reforma †koly nem•”e výrazn¥ zlep†it prÆci u£itel•.
Tu ovliv‹uje p°edev†ím p°esv¥d£ení u£itel•, jejich odbornÆ a morÆlní
œrove‹, ale i ”Æci, rodi£e a celÆ spole£nost. Tyto jevy nelze zm¥nit ad-
ministrativn¥, zejmØna ne výzvami �k novØmu my†lení� u£itel•.

3. �kolu lze zlep†it utvÆ°ením vyhovujících hmotných a spole£enských
podmínek pro její prÆci. To zahrnuje kvalitní univerzitní vzd¥lÆní peda-
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gogických pracovník•, kterØ by bylo zam¥°eno nejen na získÆní nutných
teoretických vhled• do obor• aprobací, ale i na budoucí praxi (me-
tody prÆce ve t°íd¥, provoz †koly, °e†ení problØm• kÆze‹ských, prÆce
s rodi£i, . . . ). �kola je sou£Æstí spole£nosti a nezdravØ spole£enskØ jevy
(protekce, korupce, podvody, . . . ) nemohou nemít na prÆci †koly vliv.
V nezdravØ spole£nosti nem•”e být †kola zdravÆ. To ov†em neznamenÆ,
”e bychom se nem¥li sna”it zlep†ovat †kolu v oblasti výchovnØ i výu-
kovØ podle aktuÆlních podmínek. Je v†ak t°eba, aby u£itelØ m¥li klid
na svou obtí”nou prÆci. P°ekotnØ reformy, zbyte£nÆ administrativa, ne-
profesionÆlní °ízení †koly a °ada dal†ích negativních vliv• prÆci u£itel•
zt¥”ují.

4. �kola byla a je institucí spole£enskou. O zÆkladních otÆzkÆch její prÆce
(struktura †kolní dochÆzky, ukon£ení studia, . . . ) rozhodují koneckonc•
politickØ orgÆny, tedy sbor lidí bez pedagogickØho vzd¥lÆní. Podklady
pro to by jim ov†em m¥la dodat pedagogickÆ v¥da.
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P¥t p¥kných p°íklad•
pro pravidelný p¥tiœhelník
LENKA JUKLOV̀ � JAROSLAV �VR�EK

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

PravidelnØmu p¥tiœhelníku � na rozdíl od jiných pravidelných n-œhel-
ník• ( n = 3 ; 4; 6; 8) � není v¥novÆno ve †kolskØ matematice tolik pozor-
nosti. Výjimkou je snad jen popis konstrukce pravidelnØho p¥tiœhelníku
vepsanØho do danØ kru”nice, nebo o danØ dØlce strany. ZÆjemce o tuto
problematiku lze p°itom odkÆzat nap°. na [1, 2] nebo [3].

V tomto p°ísp¥vku nabízíme £tenÆ°•m mo”nost seznÆmit se s n¥kterými
pozoruhodnými vlastnostmi pravidelnØho p¥tiœhelníku na bÆzi °e†ení p¥-
tice zajímavých œloh. Obsah tohoto p°ísp¥vku lze mj. vyu”ít ve speciÆlních
seminÆ°ích z matematiky na gymnÆziích nebo p°i prÆci s matematicky na-
danými ”Æky.

P°íklad 1
Je dÆn pravidelný p¥tiœhelníkABCDE . Ozna£meP , Q po °ad¥ pr•se-

£íky œhlop°í£ekAD , BD s œhlop°í£kouCE . Ur£ete, v jakØm pom¥ru d¥lí
body P , Q œhlop°í£kuCE .

�e†ení. Z d•vodu symetrie danØho p¥tiœhelníku podle osy stranyAB d¥lí
body P a Q œhlop°í£kuCE v postupnØm pom¥rux : y : x, kde x = jEP j =
= jCQj a y = jPQj (obr. 1). Sta£í tedy ur£it hodnotu pom¥ru x : y.

Snadno se vidí, ”e

j� DEQ j = j� ADB j = j� PDQj = 36 �

a podobn¥
j� EDQ j = j� EQD j = 72 � :

Trojœhelník EQD je tedy rovnoramenný se zÆkladnouQD , a proto platí
x + y = a, kde a zna£í dØlku strany danØho p¥tiœhelníku. Navíc, p°ímka
DP je osou vnit°ního œhlu p°i vrcholu D v rovnoramennØm trojœhelníku
EQD (36� � 72� � 72� ). Trojœhelníky EQD a DPQ jsou rovnoramennØ
(podobnØ) se zÆkladnami po °ad¥QD a PQ. Proto”e i trojœhelník EPD
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je rovnoramenný se zÆkladnouDE , platí

x = jEP j = jPDj = jDQj:

A B

CE QP

D

a x x

x y x

Obr. 1

Podle v¥ty o ose (vnit°ního) œhlu p°i vrcholu D v trojœhelníku EQD
platí

x
y

=
a
x

=
x + y

x
= 1 +

y
x

:

U”itím substituce u = x=y > 0, tj. y=x = 1=u, dostaneme z p°ede†lØho
vztahu po œprav¥ kvadratickou rovnici o neznÆmØu

u2 � u � 1 = 0;

kterÆ mÆ prÆv¥ jeden kladný reÆlný ko°enu = x=y = 1
2 (1 +

p
5). 1)

Záv¥r. Pro hledaný postupný pom¥r tak platí

x : y : x = 1
2 (1 +

p
5) : 1 : 1

2 (1 +
p

5):

1) Bod P tedy d¥lí œse£kuEQ v pom¥ru tzv. zlatØho °ezu.
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P°íklad 2 (84. MoskevskÆ matematickÆ olympiÆda, 2021)
Je dÆn pravidelný p¥tiœhelníkABCDE . Ozna£meM st°ed strany AB

a K pr•se£ík osy œse£kyDM s œhlop°í£kouAC . Doka”te, ”e AK ? DK .

�e†ení. Uva”ujme bod A0 soum¥rn¥ sdru”ený s vrcholemA vzhledem ke
st°edu K . Proto”e bod K le”í na ose œse£kyDM , le”í bod A0 na rovnob¥”ce
s p°ímkou AB , kterÆ prochÆzí vrcholemD (obr. 2). St°ídavØ œhlyA0AB a
DA 0A jsou shodnØ s œhlemDAC , tedy s œhlemDAA 0. TrojœhelníkAA 0D
je tudí” rovnoramenný, p°i£em” bod K je st°edem jeho zÆkladnyAA 0.
Odtud ji” p°ímo plyne AK ? DK , co” jsme cht¥li dokÆzat.

A B

C
E

D

M

A0

K

Obr. 2

JinØ °e†ení.Uva”ujme konvexní £ty°œhelníkAMKD . Proto”e

j� DAK j = j� DAC j = j� CAB j = j� KAM j;

je tento £ty°œhelník t¥tivový. Osa vnit°ního œhlu p°i vrcholu A (v r•z-
nostrannØm trojœhelníkuMDA ) se toti” protínÆ s osou jeho stranyMD
v bod¥ (K ), který le”í na kru”nici opsanØ tomuto trojœhelníku. Pak ale
platí j� AKD j = j� AMD j = 90 � ; tj. AK ? DK . Tím je d•kaz uzav°en.

PoznÆmka.Kru”nice opsanÆ uva”ovanØmu £ty°œhelníkuAMKD je tedy
Thaletova kru”nice o pr•m¥ru AD .
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P°íklad 3 (4. ˝rÆnskÆ geometrickÆ olympiÆda, 2017)
Je dÆn pravidelný p¥tiœhelníkABCDE . Nech· F je pr•se£ík kolmice

k p°ímce AB prochÆzející vrcholemB se stranouCD . Doka”te, ”e platí

jED j + jDF j = jEC j:

�e†ení. Ozna£meP pr•se£ík p°ímek BF a DE . Snadným výpo£tem zjis-
tíme, ”e j� EBP j = 90 � � j � ABE j = 90 � � 36� = 54 � :

A B

F

P

E C

D

Obr. 3

Analogicky pak j� PEB j = 2 � 36� = 72 � , a tudí” j� EPB j = 54 � .
Trojœhelník BPE je tedy rovnoramenný se zÆkladnouBP .

Proto”e p°ímky BE a CD jsou rovnob¥”nØ, jsouEBP a DFP souhlasnØ
(shodnØ) œhly, pro n¥” platíj� EBP j = j� DFP j = 54 � : Odtud plyne, ”e
i trojœhelník FPD je rovnoramenný se zÆkladnouFP , platí tedy

jEC j = jEB j = jEP j = jED j + jDP j = jED j + jDF j;

co” znamenÆ, ”e dØlka lomenØ £ÆryEDF je rovna dØlce œhlop°í£kyEC .
Tím je d•kaz ukon£en.
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P°íklad 4 (15. JaponskÆ matematickÆ olympiÆda, 2005)
Uvnit° danØho pravidelnØho p¥tiœhelníkuABCDE je dÆn bodP ta-

kový, ”e j� ABP j = 6 � a j� AEP j = 12 � . Ur£ete velikost œhluPAC .

�e†ení. P°ipi†me stran¥ AE danØho pravidelnØho p¥tiœhelníkuABCDE
vn¥ rovnostranný trojœhelník AEF . Z obr. 4 je patrnØ, ”e trojœhelníkABF
je rovnoramenný se zÆkladnouBF , p°i£em” platí

j� BAF j = j� BAE j + j� EAF j = 108� + 60 � = 168� :

F

A B
P

CE

D

Obr. 4

Odtud j� ABF j = j� AFB j = 6 � : To znamenÆ, ”e bodyB , P , F le”í na
tØ”e p°ímce (jsou kolineÆrní). DÆle platí

j� EFP j = 60 � � 6� = 54 � a j� FPE j = 180� � (54� + 72 � ) = 54 � :

TrojœhelníkyEFP a EAP jsou tedy rovnoramennØ po °ad¥ se zÆkladnami
FP a AP , a proto platí j� EAP j = j� EPA j = 1

2 (180� � 12� ) = 84 � ; a tedy

j� PACj = j� EAP j � j � EAC j = 84 � � 72� = 12 � :

Záv¥r. Velikost œhluPAC je tedy 12� .

Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022 19



Poslední � 5. p°íklad � ponechÆvÆme (v rÆmci procvi£ení) pozornosti
£tenÆ°•. �e†ení tØto œlohy m•”ete zaslat na adresu £asopisu Matematika�
fyzika�informatika (nejpozd¥ji do 15. 5. 2022). Nejzda°ilej†í °e†ení tØto
œlohy zve°ejníme v n¥kterØm z nÆsledujících £ísel na†eho £asopisu.

P°íklad 5 (29. JaponskÆ matematickÆ olympiÆda, 2019)
Je dÆn pravidelný p¥tiœhelníkABCDE . Nech· P je pr•se£ík œhlop°í£ek

AD a CE . P°ímka, kterÆ prochÆzí bodemP , protínÆ stranyAB a DE
danØho p¥tiœhelníku po °ad¥ ve vnit°ních bodechH , G, kde jAH j = 5 a
jEGj = 4 . Ur£ete dØlku œse£kyDG .

A B

CE

D

H

R

P

G

5

4

Obr. 5

[SprÆvný výsledek: 2
p

6 � 2. NÆvod: Uva”ujte pr•se£íkR œhlop°í£kyAC
s œse£kou (p°í£kou)GH a dÆle vyu”ijte podobnosti trojœhelník•CPR,
AHR a EPG.]

L i t e r a t u r a

[1] ’vr£ek, J.: Konstrukce pravidelnØho p¥tiœhelníku. Matematika a fyzika ve
†kole, ro£. 16 (1986), £. 8, s. 524�527.

[2] Fabián, J.: P¥tiœhelník � � enta � on . Lupus, Hradec KrÆlovØ � Trutnov,
2005.

[3] Londyová, M.: PosvÆtnÆ geometrie. Doko°Æn, Praha, 2013.

20 Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022



Mnoho£leny
v matematických sout¥”ích
PAVEL CAL`BEK

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

�Æci £eských †kol se s pojmem mnoho£len1) setkÆvají ji” v osmØm ro£-
níku Z�. Na zÆklad¥ znalostí mnoho£len• si ”Æci osvojují dal†í d•le”itØ
matematickØ pojmy, jako je prom¥nnÆ, funkce, její vlastnosti a graf. Mno-
ho£len je na st°edních †kolÆch chÆpÆn jako funkce, kterÆ k vyjÆd°ení svØ
funk£ní hodnoty pot°ebuje pouze operace s£ítÆní, od£ítÆní a nÆsobení.
V dal†ím textu budeme mnoho£lenem (v zÆkladním tvaru) rozum¥t funkci
P(x) reÆlnØ prom¥nnØx ve tvaru

P(x) = an xn + an � 1xn � 1 + : : : + a1x + a0;

kde n je celØ nezÆpornØ £íslo (stupe‹ mnoho£lenu) aa0, a1, . . . , an jsou
danÆ reÆlnÆ £ísla (koe�cienty mnoho£lenu). Nulový mnoho£lenP(x) = 0
budeme pova”ovat za speciÆlní p°ípad mnoho£lenu, u nenulových mnoho-
£len• je an 6= 0 .

Pokud mají dva mnoho£leny stejnØ koe�cienty, nabývají pro v†echna
reÆlnÆ £íslax stejných hodnot. OtÆzkou je, zda platí takØ obrÆcenØ tvr-
zení: Nabývají-li dva mnoho£leny stejných hodnot, musí mít takØ stejnØ
koe�cienty? Tento problØm °e†í dv¥ nÆsledující v¥ty, kterØ uvÆdíme bez
d•kazu.

V¥ta 1 (o rovnosti mnoho£len• stupn¥n) Jestli”e dva mnoho£leny stupn¥
nejvý†e n nabývají stejných hodnot alespo‹ pro n + 1 r•zných reÆlných
£ísel, potom mají stejnØ koe�cienty (a tedy i stejný stupe‹).

V¥ta 2 (o rovnosti mnoho£len•) Jestli”e dva mnoho£leny nabývají stej-
ných hodnot pro nekone£n¥ mnoho reÆlných £íselx, potom mají stejnØ
koe�cienty (a tedy nabývají stejných hodnot pro v†echna reÆlnÆ £ísla).

1) �eský pojem mnoho£len vznikl p°ekladem slova polynom vzniklØho spojením °eckØ
p°edpony poly (mnoho) a latinskØho nomen (jmØno), kterØ je u”ívÆno v mnoha sv¥to-
vých jazycích i v £eskØ odbornØ literatu°e.
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V dal†í £Æsti p°edklÆdÆme £tenÆ°•m n¥kolik œloh o mnoho£lenech, kterØ
svým obsahem navazují na st°edo†kolskØ u£ivo, ov†em p°i jejich °e†ení jsou
zd•razn¥ny jinØ aspekty ne” v b¥”ných †kolských œlohÆch. �Æci tak hloub¥ji
chÆpou u”ívanØ pojmy a nachÆzejí mezi nimi pro n¥ ne£ekanØ souvislosti.

Násobení mnoho£len·

Jednou z prvních £inností, s ní” se ”Æci ve †kole setkÆvají, je nÆsobení
mnoho£len•. Velmi u”ite£ným vztahem je nÆsledující identita

an � bn = ( a � b)(an � 1 + an � 2b+ : : : + bn � 1);

kterÆ platí pro libovolnÆ reÆlnÆ £íslaa, b a libovolnØ p°irozenØ £íslon,
p°ípadn¥ její varianta, kdy uva”ujeme n lichØ a místo £íslab polo”íme � b.

P°íklad 1
Doka”te, ”e mnoho£len

P(x) =
�
1 + x + x2 + : : : + x100 ��

1 � x + x2 � : : : + x100 �

mÆ koe�cienty u lichých mocnin x rovny 0.

�e†ení. Pro v†echna reÆlnÆ £ísla £íslax r•znÆ od� 1 platí

P(x) =
1 � x101

1 � x
�

1 + x101

1 + x
=

1 � x202

1 � x2 =
1 � (x2)101

1 � x2 =

= 1 + x2 + x4 + x6 + : : : + x200:

Proto”e rovnost

(1+ x + x2 + : : :+ x100)(1 � x + x2 � : : :+ x100) = 1+ x2 + x4 + x6 + : : :+ x200

platí pro nekone£n¥ mnoho reÆlných £íselx, mnoho£leny na levØ a pravØ
stran¥ mají podle v¥ty o rovnosti mnoho£len• stejnØ koe�cienty, tedy uve-
denÆ rovnost platí pro v†echna reÆlnÆ £íslax.

Zde vidíme jeden z p°íklad• u”ití v¥ty o rovnosti mnoho£len•, ukÆ-
”eme, ”e se dva mnoho£leny rovnají pro nekone£n¥ mnoho hodnot reÆlnØ
prom¥nnØx a pak se podle v¥ty o rovnosti mnoho£len• rovnají. Tato œvaha
je p°i prÆci mnoho£leny £astÆ a v dal†ích p°íkladech ji budeme provÆd¥t
implicitn¥, k rovnosti dvou mnoho£len• nÆm bude sta£it ukÆzat jejich rov-
nost v nekone£n¥ mnoha hodnotÆch reÆlnØ prom¥nnØx.

22 Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022



P°íklad 2
Nech· k je p°irozenØ £íslo. Ur£ete zÆkladní tvar mnoho£lenuP(x), pro

který platí

P(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) : : : (1 + x2k � 1
):

�e†ení. Pro x 6= 1 platí

P(x) =
(1 � x)(1 + x)

1 � x
(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) : : : (1 + x2k � 1

) =

=
(1 � x2)(1 + x2)

1 � x
(1 + x4)(1 + x8) : : : (1 + x2k � 1

) = : : : =

=
1 � x2k

1 � x
= 1 + x + x2 + : : : + x2k � 1:

Obtí”n¥j†í variantou obou p°ede†lých œloh je nÆsledující p°íklad, kdy
zkoumÆme sou£in £ty° troj£len•. Pou”itÆ metoda °e†ení umo”‹uje tuto
œlohu zobecnit na sou£in libovolnØho po£tu troj£len•. �tenÆ°i, kte°í znají
komplexní £ísla, se mohou pokusit najít jednodu††í °e†ení jejich u”itím.

P°íklad 3
Ur£ete zÆkladní tvar mnoho£lenuP(x), pro který platí

P(x) = ( x2 � x + 1)( x4 � x2 + 1)( x8 � x4 + 1)( x16 � x8 + 1) :

�e†ení. Pro x 6= � 1 platí

P(x) =
x3 + 1
x + 1

�
x6 + 1
x2 + 1

�
x12 + 1
x4 + 1

�
x24 + 1
x8 + 1

:

Stejn¥ jako v p°edchÆzejícím p°íklad¥ ukÆ”eme

(x3 + 1)( x6 + 1)( x12 + 1)( x24 + 1) =
x48 � 1
x3 � 1

;

(x + 1)( x2 + 1)( x4 + 1)( x8 + 1) =
x16 � 1
x � 1

;

je tedy

P(x) =
x48 � 1
x3 � 1

�
x � 1

x16 � 1
=

x48 � 1
x16 � 1

�
x � 1
x3 � 1

= ( x32 + x16 + 1) �
x � 1
x3 � 1

:
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Z rovnosti

x32 + x16 + 1 =
�
(x32 � x29) + ( x29 � x26) + : : : +

+ ( x5 � x2) + x2�
+

�
(x16 � x13) + ( x13 � x10) + : : : + ( x4 � x) + x

�
+ 1

kone£n¥ plyne

P(x) =
�
(x29 + x26 + : : : + x2) + ( x13 + x10 + : : : + x)

�
(x � 1) + 1 =

= x30 � x29 + x27 � x26 + : : : + x18 � x17 + x15 �

� x13 + x12 � x10 + x9 � : : : � x4 + x3 � x + 1 :

P°íklad 4
Nech· P(x) a Q(x) jsou libovolnØ dva mnoho£leny stupn¥n. Potom

mnoho£len P2(x) � Q2(x) je bu⁄ nulový mnoho£len, nebo mnoho£len
stupn¥ alespo‹ n.

�e†ení. Platí

P2(x) � Q2(x) =
�
P(x) � Q(x)

��
P(x) + Q(x)

�
:

Pokud je jeden z mnoho£len•P(x) � Q(x), P(x)+ Q(x) nulový, je mnoho-
£len P2(x) � Q2(x) nulový, jinak tyto mnoho£leny mají stupe‹ alespo‹ 0
a jeden z nich mÆ stupe‹n, tedy stupe‹ mnoho£lenu P2(x) � Q2(x) je
alespo‹ n + 0 = n.

P°íklad 5
Ur£ete v†echny mnoho£lenyP(x) takovØ, ”e pro v†echna reÆlnÆ £íslax

platí
P(x2) = P2(x):

�e†ení. Nulový mnoho£len mÆ po”adovanou vlastnost. Uva”ujme dÆle ne-
nulovØ mnoho£lenyP(x), kterØ mají stupe‹ n � 0, a lze je tudí” zapsat ve
tvaru

P(x) = an xn + an � 1xn � 1 + : : : + a1x + a0;

kde ai (i = 0 ; 1; : : : ; n) jsou reÆlnØ koe�cienty aan 6= 0 . Potom

P(x2) = an x2n + an � 1x2n � 2 + : : : + a1x2 + a0;

P2(x) = a2
n x2n + 2an an � 1x2n � 1 + ( a2

n � 1 + 2an an � 2)x2n � 2 + : : : + a2
0:
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P°itom neuvedenØ £leny v t¥chto mnoho£lenech obsahujíx v mocnin¥ nej-
vý†e 2n � 3. Dva mnoho£leny jsou si rovny, pokud mají stejnØ koe�cienty.
Pro koe�cient u x2n tak platí an = a2

n , vzhledem k podmíncean 6= 0
tak platí an = 1 . Pro koe�cienty u x2n � 1 platí 0 = 2an an � 1, tedy nutn¥
an � 1 = 0 . Pro koe�cienty u x2n � 1 platí an � 1 = a2

n � 1 +2an an � 2, vzhledem
k an = 1 a an � 1 = 0 odtud dostanemean � 2 = 0 . Polo”me si nyní otÆzku:
Musí být i nÆsledující koe�cient an � 3 roven 0? To bychom mohli zjistit
bu⁄ porovnÆním koe�cient• u x2n � 3 nebo nÆsledujícím postupem.

P°edpoklÆdejme, ”e mnoho£lenP(x) mÆ krom¥an = 1 i jiný nenulový
koe�cient. Potom lze P(x) zapsat ve tvaru

P(x) = xn + ak xk + ak � 1xk � 1 + : : : + a1x + a0;

kde k < n je p°irozenØ £íslo aak 6= 0 . Potom

P(x2) = x2n + ak x2k + : : : + a0; (1)

P2(x) = x2n + 2ak xn + k + : : : + a2
0: (2)

P°itom £leny v mnoho£lenu (1) obsahujíx v mocnin¥ nejvý†e 2k � 1 (s vý-
jimkou x2n ) a v mnoho£lenu (2) nejvý†e v mocnin¥n + k � 1. Vidíme, ”e
koe�cienty u x2n jsou stejnØ, nejvy††í nenulový koe�cient je pak u £lenu
xn + k , proto”e 2k < n + k, porovnÆním koe�cient• u n¥j dostaneme2ak = 0 .
To je ov†em ve sporu s podmínkouak 6= 0 , tedy mnoho£lenP(x) neobsa-
huje jiný nenulový koe�cient krom¥ koe�cientu an = 1 . Jak snadno ov¥°íme
zkou†kou, danØmu vztahu vyhovuje bu⁄ nulový mnoho£len, nebo mnoho-
£len P(x) = xn , kde n je libovolnØ nezÆpornØ £íslo.

P°íklad 6
Najd¥te v†echny mnoho£lenyP(x), kterØ pro v†echna reÆlnÆ £íslax, y

spl‹ují
P2(x) � P2(y) = P(x + y)P(x � y):

�e†ení. Nulový mnoho£len z°ejm¥ danØ rovnici vyhovuje. DÆle tedy hle-
dÆme nenulovØ mnoho£leny, kterØ rovnici vyhovují. Nech·

P(x) = an xn + an � 1xn � 1 + : : : + a1x + a0;

je (pro an 6= 0 ) takový mnoho£len. DÆle uva”ujme libovolnØ reÆlnØ £íslot,
polo”me x = 2 t, y = t, platí tak

P2(2t) � P2(t) = P(3t)P(t):
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V†echny mnoho£lenyP(t), P(2t) i P(3t) mají stupe‹ n, jednÆ se tak o rov-
nost mezi dv¥ma mnoho£leny stupn¥2n, porovnÆním jejich koe�cient•
u x2n dostaneme

22n a2
n � a2

n = 3 n an � an :

Po vyd¥lení nenulovým £íslem a2
n zjistíme, ”e

22n � 1 = 3n :

Úpravou tØto rovnice dostÆvÆme

1 = 22n � 3n = 4 n � 3n = (4 � 3)(4n � 1 + 4 n � 2 � 3 + : : : + 3 n � 1);

odkud snadno vidíme, ”e tato rovnice mÆ jedinØ °e†enín = 1 . Nenulový
mnoho£len vyhovující danØmu vztahu tak nutn¥ musí mít stupe‹1 a platí
P(x) = a1x + a0. Dosazením do danØho vztahu dostÆvÆme

P2(x) � P2(y) = a2
1(x2 � y2) + 2 a1a0(x � y);

P(x + y)P(x � y) = a2
1(x2 � y2) + 2 a1a0x + a2

0:

Proto a0 = 0 a a1 je libovolnØ reÆlnØ £íslo. Tímto dosazením jsme sou-
£asn¥ provedli zkou†ku, proto v†echny nenulovØ mnoho£leny, kterØ danØmu
vztahu vyhovují, mají tvar P(x) = a1x, kde a1 je libovolnØ nenulovØ reÆlnØ
£íslo a v†echny vyhovují mnoho£leny dostaneme tak, ”e p°ipustíme takØ
a1 = 0 .

D¥lení mnoho£len·, ko°enoví £initelé
Dal†í operací s mnoho£leny, s ní” se ”Æci setkÆvají, je d¥lení mnoho£lenu

mnoho£lenem. Je znÆmo, ”e podíl i zbytek p°i d¥lení mnoho£len• jsou
jednozna£n¥ ur£eny a stupe‹ zbytku je men†í ne” stupe‹ d¥litele. S d¥lením
mnoho£len• je œzce spjat i pojem ko°enovØho £initele. Mnoho£lenP(x) je
d¥litelný ko°enovým £initelem x � a beze zbytku, tj. algebraickÆ rovnice
P(x) = 0 mÆ reÆlný ko°enx = a.

P°íklad 7
JakØ podmínky musí spl‹ovat reÆlnØ koe�cientyai a bi (i = 1 ; 2; 3), aby

mnoho£len(a1x + b1)2 + ( a2x + b2)2 + ( a3x + b3)2 byl druhou mocninou
lineÆrního mnoho£lenu?

�e†ení. Daný mnoho£len bude druhou mocninou lineÆrního mnoho£lenu,
prÆv¥ kdy” lze zapsat ve tvaruQ(x) = ( ax + b)2, kde a 6= 0 a b jsou
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reÆlnØ koe�cienty. Z rovnosti mnoho£len• plyne, ”e se musí rovnat ve v†ech
hodnotÆch, tedy i v £íslex = � k = � b=a. Potom Q(� k) = 0 , musí tak
platit

(� a1k + b1)2 + ( � a2k + b2)2 + ( � a3k + b3)2 = 0 ;

tedy b1 = ka1, b2 = ka2 a b3 = ka3. Pokud je výsledný polynom dru-
hou mocninou lineÆrního mnoho£lenu, mÆ stupe‹ alespo‹ 2, tedy alespo‹
jeden z koe�cient• ai je nenulový. UkÆ”eme, ”e je to zÆrove‹ posta£ující
podmínka, provedeme tedy zkou†ku. P°edpoklÆdejme, ”e existuje reÆlnØ
£íslok tak, ”e pro reÆlnÆ £íslaai a bi platí bi = kai , p°i£em” alespo‹ jedno
z £íselai je nenulovØ, potom

(a1x + b1)2 + ( a2x + b2)2 + ( a3x + b3)2 =

= ( a1x + ka1)2 + ( a2x + ka2)2 + ( a3x + ka3)2 = ( a2
1 + a2

2 + a2
3)(x + k)2;

co” je druhou mocninou lineÆrního mnoho£lenu
q

a2
1 + a2

2 + a2
3 x + k

q
a2

1 + a2
2 + a2

3:

P°íklad 8
Najd¥te zbytek po d¥lení mnoho£lenux243 + x81 + x27 + x9 + x3 + x

mnoho£lenem
a) x � 1, b) x2 � 1.

�e†ení. a) Mnoho£len x � 1 je lineÆrní, zbytek po d¥lení tak bude kon-
stantní mnoho£len, °ekn¥mea. DÆle existuje takový mnoho£lenQ(x), ”e

x243 + x81 + x27 + x9 + x3 + x = ( x � 1) � Q(x) + a:

UvedenÆ rovnost platí pro v†echna reÆlnÆ £íslax, platí tak i pro x = 1 ,
proto 6 = a, tedy hledaný zbytek je 6.

b) Podobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥, zbytek je lineÆrní mnoho£len
ax + b. Dosazenímx = 1 a x = � 1 do vztahu pro d¥lení dostaneme

a + b = 6 ;

� a + b = � 6:

Je tedy b = 0 a a = 6 . Zbytek po d¥lení danØho mnoho£lenu kvadratickým
dvoj£lenemx2 � 1 je tedy 6x.
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P°íklad 9
Pro kterÆ p°irozenÆ £íslan je mnoho£len

P(x) = xn + ( x � 1)n + (2 x � 1)n � (3n + 2 n + 1)

d¥litelný mnoho£lenem G(x) = x2 � x � 2?

�e†ení. Platí G(x) = ( x + 1)( x � 2): Daný mnoho£len P(x) je d¥litelný
mnoho£lenemG(x), prÆv¥ kdy” mÆ ko°enyx = � 1 a x = 2 , tedy prÆv¥
kdy” platí

P(� 1) = ( � 1)n + ( � 2)n + ( � 3)n � (3n + 2 n + 1) = 0 ; (3)

P(2) = 2 n + 1 n + 3 n � (3n + 2 n + 1) = 0 : (4)

Vidíme, ”e rovnice (4) platí pro v†echna celÆ nezÆpornÆ £íslan, kde”to
rovnice (3) platí jen pro n sudÆ. Pro lichÆn toti” dostÆvÆme ze vztahu (3)

� 2 � 2 � 2n � 2 � 3n = 0 ;

kde levÆ £Æst tØto rovnice je evidentn¥ zÆpornÆ. To znamenÆ, ”e (3) neplatí
pro ”ÆdnØ lichØ £íslon.

Uvedený mnoho£len je d¥litelný mnoho£lenemG(x) pro v†echna sudÆ
celÆ nezÆpornÆ £íslan (tento p°ípad zahrnuje i n = 0 , kdy se jednÆ o nulový
mnoho£len).

P°íklad 10
Ur£ete, pro kterÆ reÆlnÆa, ba pro kterØ p°irozenØ £íslon je £íslo 1 aspo‹

dvojnÆsobným ko°enem rovnicexn � axn � 1 + bx � 1 = 0.

�e†ení. �íslo 1 je ko°enem danØ rovnice, proto1n � a � 1n � 1 + b� 1 = 0:
Odtud nutn¥ a = b. LevÆ strana danØ rovnice mÆ tedy tvar

xn � axn � 1 + ax � 1 = xn � 1 � ax(xn � 2 � 1) =

(x � 1)
�
xn � 1 + xn � 2 + : : : + 1 � ax(xn � 3 + xn � 4 + : : : + 1)

�
:

Proto”e £íslo 1 je aspo‹ dvojnÆsobným ko°enem danØ rovnice, musí být
rovn¥” ko°enem rovnice

xn � 1 + xn � 2 + : : : + 1 � ax(xn � 3 + xn � 4 + : : : + 1) = 0 ;

tj. n � a(n � 2) = 0 ; a tedy n 6= 2 a b = a = n=(n � 2).
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Pokud £tenÆ° znÆ pojem derivace mnoho£lenu a ví, ”ek-nÆsobný ko°en
mnoho£lenu je(k� 1)-nÆsobným ko°enem jeho derivace, m•”e p°edchÆzející
postup zjednodu†it.

P°íklad 11
Pro kterÆ p°irozenÆ £íslan je mnoho£len

P(x) = 1 + x2 + x4 + : : : + x2n

d¥litelný mnoho£lenem

Q(x) = 1 + x + x2 + : : : + xn ?

�e†ení. V†imn¥me si, ”e pro lichÆ £íslan mÆ mnoho£lenQ(x) ko°en � 1,
p°itom toto £íslo ov†em není ko°enem mnoho£lenuP(x), tedy v tomto
p°ípad¥ jist¥ Q(x) ned¥lí P(x). Naopak, pro sudÆ £íslan (nyní v£etn¥
nuly) platí pro x =2 f� 1; 1g

P(x) =
x2n +2 � 1

x2 � 1
=

(xn +1 � 1)(xn +1 + 1)
(x � 1)(x + 1)

= Q(x) �
xn +1 + 1

x + 1
:

Navíc £íslo � 1 je ko°enem mnoho£lenuxn +1 + 1 , tedy ko°enový £initel
x +1 d¥lí tento mnoho£len, a proto mnoho£lenQ(x) d¥lí mnoho£lenP(x).

Rovnost mnoho£len· podruhé

Vyu”itím p°edchÆzejících poznatk• m•”eme nyní snÆze °e†it n¥kterØ
st°edo†kolskØ œlohy, viz nÆsledující p°íklady.

P°íklad 12
Doka”te, ”e pro navzÆjem r•znÆ reÆlnÆ £íslaa, b, c platí

(a + b)(a + c)
(a � b)(a � c)

+
(b+ c)(b+ a)
(b� c)(b� a)

+
(c + a)(c + b)
(c � a)(c � b)

= 1 :

�e†ení. Uva”ujme kvadratickou rovnici

(x � c)(x � b)
(a � b)(a � c)

+
(x � a)(x � c)
(b� c)(b� a)

+
(x � b)(x � a)
(c � a)(c � b)

= 1

Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022 29



o neznÆmØx. Tato rovnice mÆ evidentn¥ t°i r•znØ ko°enya, b, c (jak
snadno ov¥°íme p°ímým dosazením). Na pravØ i levØ stran¥ tØto rovnice
jsou mnoho£leny stupn¥ nejvý†e 2, kterØ se shodují aspo‹ ve t°ech r•zných
reÆlných hodnotÆch. Oba mnoho£leny jsou tedy shodnØ a nabývají tak
stejných hodnot pro v†echna reÆlnÆ £íslax, tj. platí

(x � c)(x � b)
(a � b)(a � c)

+
(x � a)(x � c)
(b� c)(b� a)

+
(x � b)(x � a)
(c � a)(c � b)

= 1 :

Volbou x = a + b+ c dostaneme po”adovanou rovnost.

P°íklad 13
Pro reÆlnÆ £íslaa, b, c platí c3 = a3 + b3 + 3abc. Doka”te, ”e pokud

a 6= b, je c = a + b.

�e†ení. Op¥t se jednÆ o p°íklad °e†itelný pomocí algebraických œprav.
I zde uvedeme °e†ení u”itím mnoho£len•. Snadno ov¥°íme, ”e mnoho£len

P(x) = x3 � 3abx � a3 � b3

mÆ reÆlný ko°enx = a+ b. Po d¥lení polynomuP(x) ko°enovým £initelem
x � (a + b) dostaneme

P(x) =
�
x � (a + b)

��
x2 + ( a + b)x + ( a2 � ab+ b2)

�
:

KvadratickÆ rovnicex2 + ( a + b)x + ( a2 � ab+ b2) = 0 mÆ diskriminant

D = ( a + b)2 � 4(a2 � ab+ b2) = � 3a2 + 6ab� 3b2 = � 3(a � b)2;

který je pro a 6= b zÆporný, a nemÆ tedy reÆlnØ ko°eny. �ísloa + b je
tak jediným reÆlným ko°enem mnoho£lenu P(x). Podle zadÆní mÆ v†ak
mnoho£lenP(x) tØ” ko°en c. Nutn¥ proto platí c = a + b, co” jsme cht¥li
dokÆzat.

Záv¥r

Uvedli jsme n¥kolik œloh, kterØ nejsou vysloven¥ †kolskØ, t¥sn¥ v†ak
navazují na u£ivo o mnoho£lenech a mohou tak ”Æk•m ukÆzat mo”nosti
jejich dal†ího vyu”ití.

Navíc n¥kterØ œlohy mohou slou”it jako propedeutika k dal†ím oblastem
matematiky, kterØ ji” nejsou obsahem st°edo†kolskØho kurikula, nap°íklad
ke komplexním £ísl•m (p°íklady 3, 5, 6, 8), funkcionÆlním rovnicím (p°í-
klady 5 a 6) £i derivacím mnoho£len• (p°íklad 10).
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ZajímavØ matematickØ œlohy

Uve°ej‹ujeme dal†í £Æst pravidelnØ rubriky ZajímavØ matematickØ œlohy
a uvÆdíme zadÆní dal†í dvojice œloh. �e†ení nových œloh 275 a 276 m•”ete
zaslat nejpozd¥ji do 31. 6. 2022 na adresu: Redakce £asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo takØ elektronickou cestou na emailovou
adresumfi@upol.cz .

Úloha 275
Uva”ujme rovnostranný trojœhelník ABC se stranou dØlky 60 a bodP

strany AB ve vzdÆlenosti 40 od boduA. Paprsek z boduP se od strany
BC odrazil v bod¥ Q a po odrazu od stranyCA dopadl op¥t do boduP .
Ur£ete vzdÆlenost bod•B a Q.

Pavel CalÆbek

Úloha 276
Ur£ete po£et v†ech £ty°místných £ísel, v nich” je sou£et posledních t°í

£íslic roven trojnÆsobku sou£tu prvních t°í £íslic.
Jaroslav Zhouf

DÆle uvÆdíme °e†ení œloh 271 a 272, jejich” zadÆní jsme zve°ejnili v t°e-
tím £ísle lo‹skØho (30.) ro£níku na†eho £asopisu.

Úloha 271
Ur£ete v†echny dvojice(a; b) p°irozených £ísel, pro n¥” nabývÆ výraz

a2 + ab+ b2

a + b

celo£íselných hodnot.
Jaroslav �vr£ek

�e†ení. Pro v†echna p°irozenÆ £íslaa, b platí

a2 + ab+ b2

a + b
=

(a + b)2 � ab
a + b

= a + b�
ab

a + b
:

Daný výraz tak nabývÆ celo£íselnØ hodnoty, prÆv¥ kdy” jí nabývÆ výraz

V =
ab

a + b
:
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P°edpoklÆdejme, ”e pro dvojici £ísela a b je nabývÆ výraz V celo£íselnØ
hodnoty. Ozna£med nejv¥t†ího spole£nØho d¥litele £ísela a b. Potom exis-
tují takovÆ nesoud¥lnÆ p°irozenÆ £íslau, v, pro kterÆ platía = du, b = dv.
Po œprav¥ platí

V =
duv

u + v
:

Proto”e u a v jsou nesoud¥lnÆ £ísla, jsou nesoud¥lnÆ i s £íslemu+ v. �íslo V
je tedy celØ, prÆv¥ kdy”u + v bude d¥litelem £íslad, tedy prÆv¥ kdy” bude
existovat takovØ p°irozenØ £íslok, ”e

d = k(u + v):

V†echny dvojice p°irozených £ísel, pro n¥” daný výraz nabývÆ celo£í-
selnØ hodnoty, tak jsou

(a; b) = ( k(u + v)u; k(u + v)v) ;

kde k, u, v jsou libovolnÆ p°irozenÆ £ísla, p°i£em”u a v jsou nesoud¥lnÆ.

SprÆvnÆ °e†ení zaslaliKarol Gajdo† z Trnavy, Anton HnÆthz Moravan,
Veronika BorkovÆz GVM v NovØm M¥st¥ na Morav¥,Ondrej Dulanský
a Vendula OnderkovÆ, oba z GJ� v P°erov¥, TomÆ† Flídrz G v Kojetín¥,
Martin Fof z MG v Opav¥, Ji°í Harvalík z G v Plzni, MikulÆ†skØ nÆm.,
AdØla HeroudkovÆa Anna HronovÆ, ob¥ z G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro†e, Hynek
Jake†ze SG v Olomouci,VÆclav Ma†teraz GPdC v TÆbo°e,Samuel Rosiar
a Michal Janík, oba z GJK v Praze 6.Ond°ej Trinkewitz z G a SP�E ve
Fren†tÆt¥ pod Radho†t¥m aKarolína Zemene z G a ZU� ve �lapanicích.

NeœplnÆ °e†ení zaslali�ubomír Hajdanka z Michalovc•, Jakub HorÆk
z GML v Brn¥ a Ladislav Nagy z G v �eských Bud¥jovicích, Jírovcova.

Úloha 272
V sout¥”i pro £ty°i œ£astníky je 10 œkol• ohodnocených postupn¥ jedním

a” deseti body. Body za ka”dý œkol dostane jen ten, kdo œkol splní jako
první. Jakmile jsou v†echny œkoly spln¥ny, ka”dý sout¥”ící si se£te svØ body
a ur£í se po°adí sout¥”ících (nejprve dle bod•, p°i rovnosti bod• rozhoduje
o po°adí los). Pepa za£ínÆ d°íve ne” ostatní, m•”e si vybrat, kterØ œkoly
splní, a chce mít zaru£eno, ”e nebude poslední. Doka”te nÆsledující dv¥
tvrzení:

a) Sta£í mu k tomu získat 14 bod•.
b) Sta£í mu k tomu získat 13 bod•.

Josef Tkadlec
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�e†ení.
a) V uvedenØ sout¥”i je mezi £ty°i œ£astníky rozd¥leno celkem 55 bod•

(1 + 2 + : : : + 10 = 55 ). ZískÆ-li Pepa 14 bod•, pak bude mezi zbývající
t°i œ£astníky rozd¥leno 41 bod•. Bude tedy existovat œ£astník, který získÆ
nejvý†e b41=3c = 13 bod•, co” je mØn¥ ne” získÆ Pepa, který tak nebude
poslední.

b) P°edpoklÆdejme, ”e si Pepa vybere œlohy za 1, 3, 4 a 5 bod•, celkem
tedy za 13 bod•. Potom soupe°•m zbude 6 œloh za 2, 6, 7, 8, 9 a 10 bod•.
Mohou nastat 2 p°ípady:

(i) bu⁄ existuje soupe°, který vy°e†í nejvý†e jednu œlohu. Potom za ni
získÆ nejvý†e 10 bod•, nebo

(ii) ka”dý ze soupe°• vy°e†í 2 œlohy. Potom ten, který vy°e†í œlohu za
2 body, m•”e za ob¥ získat nejvý†e2 + 10 = 12 bod•.

V obou p°ípadech jsme na†li soupe°e, který skon£í jist¥ za Pepou, tedy
v p°ípad¥ vhodnØho výb¥ru œloh Pepovi sta£í dokonce 13 bod•.

SprÆvnÆ °e†ení zaslaliKarol Gajdo† z Trnavy, Anton HnÆthz Moravan,
Petr Vach z Jablonce nad Nisou,Veronika BorkovÆz GVM v NovØm M¥st¥
na Morav¥, Ondrej Dulanský a Vendula OnderkovÆ, oba z GJ� v P°erov¥,
TomÆ† Flídrz G v Kojetín¥, Martin Fof z MG v Opav¥, Ji°í Harvalík z G
v Plzni, MikulÆ†skØ nÆm.,Jakub HorÆkz GML v Brn¥, Hynek Jake†ze SG
v Olomouci, Anna HronovÆz G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro†e, VÆclav Ma†tera
z GPdC v TÆbo°e,Ladislav Nagy z G v �eských Bud¥jovicích, Jírovcova.
Samuel Rosiar a Michal Janík, oba z GJK v Praze 6. Ond°ej Trinkewitz
z G a SP�E ve Fren†tÆt¥ pod Radho†t¥m aKarolína Zemene z G a ZU�
ve �lapanicích.

NeœplnØ °e†ení zaslali�ubomír Hajdanka z Michalovc• a Franti†ek JÆ-
chim z Volyn¥.

Pavel CalÆbek
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FYZIKA

Overenie pohybovej rovnice otá£avého pohybu
pomocou videomerania

ZUZANA GIBOV̀

Fakulta elektrotechniky a informatiky, TechnickÆ univerzita v Ko†iciach, SLOVENSKO

Úvod
Na demon†trovanie rota£nØho pohybu je vhodnÆ rota£nÆ aparatœra [1],

v ktorej otÆ£avý pohyb vykonÆva hliníkovÆ dutÆ ty£ okolo osi prechÆd-
zajœcej jej stredom (obr. 1). Sœ£as·ou aparatœry je kladka, zÆva”ia rôz-
nej hmotnosti, lanko, disky rôznych hmotností, dr”iak zÆva”í a svorky na
upevnenie diskov. Lanko sa upev‹uje na os otÆ£ania navinutím na hriade'
a vedie sa cez kladku. Na jeho koniec sa zavesí zÆva”ie, ktorØ slœ”i ako
hybnÆ sila pre rozto£enie celej aparatœry. Pomocou diskov rôznych hmot-
ností, ktorØ mo”no upevni· na ty£ v rôznych polohÆch, sa mení moment
zotrva£nosti ty£e a jej rota£ný pohyb. Pou”itím zÆva”í rôznej hmotnosti je
mo”nØ meni· moment sily, ktorÆ roztÆ£a rota£nœ aparatœru. To umo”‹uje
skœma· vz·ahy medzi uhlovým zrýchlením, momentom zotrva£nosti a mo-
mentom síl, teda overi· pohybovœ rovnicuM = I" .

Obr. 1 OtÆ£avý pohyb vykonÆva hliníkovÆ dutÆ ty£ okolo osi prechÆdzajœcej je
stredom
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Podstatou merania je odmera· uhlovØ zrýchlenie rota£nej aparatœry.
V £lÆnku prezentujem spôsob jeho ur£enia pomocou videozÆznamu otÆ-
£avØho pohybu rota£nej aparatœry, z ktorØho sa odmeria zÆvislos· po£tu
polotÆ£ok od £asu zastavovaním videa v príslu†ných polohÆch hliníkovej
ty£e (po prejdení polotÆ£ky). (Vplyv odporu prostredia nie je pre experi-
ment vo videomeraní významný, preto ho zanedbÆvame, podrobnej†iu dis-
kusiu k otÆzke tlmenia pohybu mo”no nÆjs· v [2].) Videomerania pou”itØ
v tomto £lÆnku sœ dostupnØ na strÆnke Katedry fyziky FEI TUKE [3].

Princíp merania

Z pohybovej rovnice

" =
M
I

(1)

vyplýva, ”e ak teleso vykonÆva otÆ£avý pohyb vplyvom nemennØho mo-
mentu sily M , je mo”nØ zmenou momentu zotrva£nostiI meni· jeho uhl-
ovØ zrýchlenie" . Na overenie tohto predpokladu pou”ijeme dve videÆ, na
ktorých je rota£nÆ aparatœra uvÆdzanÆ do pohybu prostredníctvom rovn-
akØho zÆva”iam = 30 g, ktorØ je zavesenØ na lanku navinutom na malom
hriadeli, tým je zabezpe£enØ, ”e moment pôsobiacich síl je kon†tatný.

Na zÆva”ie pôsobí tia”ovÆ sílaFg a ·ahovÆ síla zÆvesuFl , ktorých výs-
lednica ude'uje zÆva”iu kon†tantnØ zrýchleniea, s ktorým klesÆ nadol,
pohybovÆ rovnica mÆ tvar

ma = Fg � Fl : (2)

Moment sily, ktorý roztÆ£a kladku, je rovný sœ£inu ·ahovej sily zÆvesuFl

a polomeru hriadela r
M = rF l ; (3)

v dôsledku ktorØho vykonÆva rota£nÆ aparatœra rovnomerne zrýchlený otÆ-
£avý pohyb, ktorØho uhlovÆ drÆha je danÆ

' = ! 0t +
1
2

"t 2 + ' 0: (4)

Na videÆch [3, 4] sœ disky hmotnosti 200 g umiestnenØ v rôznych vzdialen-
ostiach od osi otÆ£ania, rota£nÆ aparatœra mÆ rôzne momenty zotrva£no-
sti, preto odmeranØ hodnoty uhlových zrýchlení pre jednotlivØ vzdialenosti
budœ ma· rôznu hodnotu.
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Pri meraní pomocou videa [3] je dobrØ si najpr pozrie· celØ video a vy-
bra· polohu, v ktorej video bude zastavovanØ pri dosiahnutí po”adovanej
polotÆ£ky. Najlep†ie je zastavi· video, ke⁄ sa ty£ nachÆdza vo vodorovnej
polohe na obrazovke a od£ítava· polootÆ£ky na 'avej strane videa. Potom
video pustíme e†te raz spomalene. ZaznamenÆme £asový okamih, v ktorom
sa rota£nÆ aparatœra dala do pohybu, ten budeme od£ítava· od £asových
œdajov pre jednotlivØ polotÆ£ky. Na videu je £as meraný v sekundÆch a
zobrazovaný vo formÆte 0:05 s (tento œdaj predstavuje 5 s). Video zasta-
vujeme postupne pri jednotlivých polotÆ£kach a od£ítame príslu†ný £as.
Odporœ£am odmera· £as pre 20�24 polôh polootÆ£ok. Ke⁄”e £as merania je
zobrazovaný v celých sekundÆch, pri vy††ích otÆ£kach odmeriame rovnaký
£as pre dve alebo tri polotÆ£ky, £o je ur£itÆ nepresnos· merania. V tomto
prípade vyberieme len ka”dØ druhØ meranie. Ako bude diskutovanØ neskôr,
je mo”nØ spresni· meranie £asu a” na milisekundy.

Obr. 2 OdmeranØ zÆvislosti

Ka”dej polotÆ£ke prislœcha uhlovÆ drÆha' = n� , kde n = 1 ; 2; : : : V £a-
sovom okamihu, ke⁄ sa rota£nÆ aparatœra za£ína otÆ£a·, t. j.t = 0 s je
' = 0 rad. Z odmeranej zÆvislosti' = f (t) je mo”nØ ur£i· hodnotu uh-
lovØho zrýchlenia rota£nej aparatœry. Ke⁄”e uhlovÆ drÆha (4) je kvadra-
tickou funkciou £asu, na odmeranœ zÆvislos· mô”eme na�tova· funkciu

y = c0 + c1x + c2x2: (5)

Porovnaním koe�cientov �tovacej funkcie s rovnicou uhlovej drÆhy (4) pre
uhlovØ zrýchlenie platí [5]

" = 2c2: (6)
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Výsledky merania

VideÆ, ktorØ boli pou”itØ na meranie sœ umiestnenØ na strÆnke [3].
V prvom videomeraní (web.tuke.sk/feikf/video/�les/UR1_4tsc9t61.mp4)
sa rota£nÆ aparatœra za£ína otÆ£a· v £ase 14 s. V druhom videomeraní
(web.tuke.sk/feikf/video/�les/UR2_hqgjtmh1.mp4) sa rota£nÆ aparatœra
za£ína otÆ£a· v £ase 5 s. Tento £as od£ítame od odmeraných hodnôt £asu
pre jednotlivØ polootÆ£ky. Pre prvØ meranie je poloha prvej polotÆ£ky od-
meranÆ v £ase 17 s, reÆlne je tot = 17 s � 14 s = 3 s (tab. 1). OdmeranØ
zÆvislosti' = f (t) spolu s ich �tmi sœ na obr. 2.

polotÆ£ka 1. videomeranie 2. videomeranie
n t /s ' /rad t /s ' /rad
0 0 0 0 0
1 3 3,14 3 3,14
2 4 6,28 4 6,28
3 5 9,42 6 9,42
4 6 12,56 7 12,56
5 7 15,7 8 15,7
6 8 18,84 9 18,84
7 8 21,98 9 21,98
8 9 25,12 10 25,12
9 9 28,26 11 28,26
10 10 31,4 12 31,4
11 11 34,54 12 34,54
12 11 37,68 13 37,68
13 12 40,82 13 40,82
14 12 43,96 14 43,96
15 13 47,1 14 47,1
16 13 50,24 15 50,24
17 14 53,38 15 53,38
18 14 56,52 16 56,52
19 14 59,66 16 59,66
20 15 62,8 17 62,8
21 15 65,94 17 65,94
22 16 69,08 18 69,08

Tab. 1 Výsledky videomerania
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Fitovaním oboch zÆvislosti polynómom (5) ur£íme hodnoty parametrov
c2, pomocou ktorých vypo£ítame uhlovØ zrýchlenie � pre obe merania
pod'a vz·ahu (6); vi⁄ (tab. 2).

c2 /s � 1 " /s � 1 I /(kg �m2) M /(N �m)

1. videomeranie 0,217 0,434 0,00428 0,00185

2. videomeranie 0,193 0,386 0,00563 0,00217

Tab. 2 Zrýchlenie, moment zotrva£nosti a moment sily

Pre moment zotrva£nosti sœstavy ty£ a disky platí

I =
1
12

mT l2 + 2mdR2; (7)

kde l a mT sœ d¤”ka a hmotnos· ty£e,md je hmotnos· diskov a R je ich
vzdialenos· od osi otÆ£ania. Zo vz·ahu (7) vyplýva, ”e moment zotrva£nosti
rota£nej aparatœry zÆvisí len od polohy val£ekov umiestnených na ty£i.
Porovnaním polôh diskov na obr. 3 a obr. 4 je zrejmØ, ”e pri druhom
videomeraní sœ disky umiestnenØ vo vä£†ej vzdialenosti od osi otÆ£ania
ako pri prvom meraní, a teda I 1 < I 2.

Obr. 3 PrvÆ poloha disku

Obr. 4 DruhÆ poloha disku
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Potom z pohybovej rovnice (1) vyplýva, ”e "1 > " 2, pri prvom videome-
raní sa rota£nÆ aparatœra pohybuje s vä£†ím zrýchlením, £o bolo meraním
potvrdenØ (vi⁄ tab. 2). Tým sme overili platnos· pohybovej rovnice. (Od-
porœ£am pozrie· aj na†e demon†tra£nØ video, kde je to pekne vidie· [4]).
Pomocou pohybovej rovnice je mo”nØ dopo£íta· hodnotu momentu pôso-
biacich síl na rota£nœ aparatœru, ktorý by mal by· kon†tantný. Z tab. 2
je zrejmØ, ”e vypo£ítanØ hodnoty momentov pôsobiacich síl na rota£nœ
aparatœru nie sœ v⁄aka nepresnostiam pri meraní œplne rovnakØ.

Pre nÆro£nej†ích

Skuto£nœ hodnotu momentu zotrva£nosti je mo”nØ v oboch videome-
raniach vypo£íta·, ak poznÆme skuto£nØ hodnoty d¤”ky ty£e, jej hmot-
nos· a hmotnos· diskov umiestnených na ty£i. Ich hodnoty sœl = 60 cm,
mT = 0 ;05817 kg, md = 200 g. Potom odmeriame na videu pÆsmovým
meradlom d¤”ku ty£el0 a vzdialenos· diskov od osi otÆ£aniaR0. Skuto£nœ
hodnotu vzdialenosti diskov od osi otÆ£ania nanormujeme pod'a vz·ahu

R =
l
l0R0:

Moje vypo£ítanØ hodnoty sœR1 = 7,97 cm, R2 = 9,86 cm. Na výpo£et
momentu zotrva£nosti rota£nej aparatœry pou”ijeme vz·ah (7), vypo£ítanØ
hodnoty sœ uvedenØ v tab. 2.

Spresnenie merania £asu

Navrhnutým spôsobom overovali platnos· pohybovej rovnice otÆ£avØho
pohybu dvaja †tudenti druhÆci na bakalÆrskom stupni †tœdia FEI TUKE
v rÆmci predmetu FyzikÆlne meranie. Ako som vy††ie v £lÆnku spomenula,
je meranie £asu polôh polotÆ£ok ovplyvnenØ chybou, ktorÆ je spôsobenÆ
malou presnos·ou £asu na videu. Je mo”nØ tœto presnos· zlep†i· stiahnutím
doplnkovØho modulu pre program VLC v prostredí Windows 10 (link [6])
a nain†talova· si ho pod'a pokynov [7]. Potom sa £as na videu zobrazuje
v milisekundÆch. SpomenutØ vylep†enie navrhli moji †tudenti, ktorí toto
meranie robili sami z domu. OdmeranØ zÆvislosti' = f (t) sœ v tab. 3
a na obr. 5. Týmto spôsobom odmerali porovnate'nØ hodnoty uhlových
zrýchlení "1 = 0 ;467 s� 2, "2 = 0 ;35 s� 2 vzh'adom na hodnoty v tab. 2.
Hodnoty momentov síl vypo£ítanØ †tudentmi sœ vzh'adom na hodnoty
v tab. 2 ove'a presnej†ie, sœ takmer rovnakØ (M 1 = 0 ;00199N � m, M 2 =
= 0 ;00197N � m).
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polotÆ£ka 1. videomeranie 2. videomeranie
n t /s ' /rad t /s ' /rad
0 0 0 0 0
1 3,015 3,14 3,201 3,14
2 4,403 6,28 4,702 6,28
3 5,503 9,42 6,202 9,42
4 6,365 12,56 7,202 12,56
5 7,069 15,7 7,701 15,7
6 7,819 18,84 8,951 18,84
7 8,369 21,98 9,701 21,98
8 9,119 25,12 10,451 25,12
9 9,619 28,26 11,201 28,26
10 10,369 31,4 11,701 31,4
11 10,869 34,54 12,451 34,54
12 11,369 37,68 12,951 37,68
13 11,869 40,82 13,701 40,82
14 12,369 43,96 14,151 43,96
15 12,869 47,1 14,901 47,1
16 13,369 50,24 15,401 50,24
17 13,619 53,38 15,95 53,38
18 14,12 56,52 16,201 56,52
19 14,619 59,66 16,952 59,66
20 15,119 62,8 17,451 62,8
21 15,619 65,94 17,709 65,94
22 15,869 69,08 18,202 69,08

Tab. 3 Výsledky spresnenØho videomerania

�al†ie mo”nosti merania s rota£nou aparatœrou

Pomocou rota£nej aparatœry je mo”nØ overi· vz·ah (7), pod'a ktorØho
moment zotrva£nosti aparatœryI zÆvisí od druhej mocniny vzdialenosti
diskov od osi otÆ£aniaR, pri£om sa nemení moment zotrva£nosti ty£e

I T =
1
12

mT l2:

Pri overovaní tohto vz·ahu, sta£í meni· vzdialenos· diskov od osi otÆ£ania
R, ktorœ meníme s krokom po troch centimetroch po stred diskov. Pre

40 Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022



ka”dœ vzdialenos· odmeriame uhlovØ zrýchlenie" a pomocou vz·ahuI =
= M=" ur£íme moment zotrva£nosti pre danØR. ZÆvislos·I = f (R2) je
pribli”ne lineÆrna, £ím je potvrdenÆ platnos· tohto vz·ahu (obr. 6).

Obr. 5 OdmeranØ zÆvislosti' = f (t)

Obr. 6 Fitovanie momenta zotrva£nosti
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Ak odmeriame drÆhus, ktorœ prejde zÆva”ie hmotnostim smerom na-
dol po£as rovnomerne zrýchlenØho otÆ£avØho pohybu rota£nej aparatœry
a dobu t, je mo”nØ ur£i· hodnotu uhlovØho zrýchlenia" aj pomocou od-
meranej drÆhy a porovna· ju s nameranou hodnotou ur£enou pomocou
videozÆznamov. Smerom nadol zÆva”ie vykonÆva rovnomerne zrýchlený
priamo£iary pohyb, ktorØho drÆha je danÆs = at2=2. Pre uhlovØ zrýchle-
nie platí

" =
a
r

(8)

kde r je polomer hriade'a a zrýchlenie

a =
2s
t2 (9)

DrÆhus nevieme ur£i· z videozÆznamov, nie je celÆ zaznamenanÆ, preto
urobíme reÆlne meranie, pri ktorom pre zvolenØ hodnoty vzdialenostiR
odmeriame príslu†nØ drÆhy a doby (tab. 4).

R/cm s/m t /s a/(m �s� 2) " /s � 2

1. meranie 7,97 0,62 17,94 0,00385 0,428

2. meranie 9,86 0,625 18,68 0,00358 0,398

Tab. 4 Ur£enie œlovØho zrýchlenia z drÆhys

Porovnaním získaných hodnôt uhlovØho zrýchlenia, pomocou odmeranej
drÆhy a doby zÆva”ia klesajœceho nadol (tab. 4), s hodnotami ur£enými
pomocou videozÆznamov (tab. 2) vychÆdzajœ podobnØ hodnoty. Je mo”nØ
pomocou odmeraných hodnôt v tab. 4 ur£i· aj moment zotrva£nosti a
porovna· ho s hodnotami ur£enými pomocou rovnice (7). Z rovnice (1) pre
moment zotrva£nosti I = M=" , kde na ur£enie momentu sily pou”ijeme
rovnice (2) a (3)

M = m(g � a)r;

v ktorej Fl = mg � ma. UhlovØ zrýchlenie vyjadríme pomocou rovníc (8)
a (9)

" =
2s
t2r

:

Potom pre moment zotrva£nosti získÆme

I =
m (g � a) r 2t2

2s
(10)
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Pou”itím odmeraných hodnôt v tab. 4, hmotnosti zÆva”ia m = 0 ;03 kg a
polomeru hriade'a r = 0 ;009m ur£íme hodnotu momentu zotrva£nosti pre
obe vzdialenostiR (tab. 5).

R/cm I rov7 =(kg � m2) I rov10 =(kg � m2)

1. meranie 7,97 0,00428 0,00618

2. meranie 9,86 0,00563 0,00665

Tab. 5 Ur£enie momentov zotrva£nosti

Hodnoty momentu zotrva£nosti ur£enØ pomocou rovnice (10) sœ vy††ie
ako hodnoty ur£enØ pomocou rovnice (6). Je to z toho dôvodu, ”e sœ v”dy
pri pohybe rota£nej aparatœry prítomnØ odporovØ sily, ktorých ve'kos·
nepoznÆme. OdporovØ sily ovplyv‹ujœ ve'kos· uhlovej rýchlosti otÆ£ania
rota£nej aparatœry [8]. Tieto sily nie sœ kon†tantnØ, preto pohybovÆ rovnica
M = I" neposkytuje œplne hodnoverný œdaj o momente. Napriek tomu,
pohyb rota£nej aparatœry pri men†ích rýchlostiach, mô”e by· modelovaný
ako pribli”ne rovnomerne zrýchlený.

PoznÆmka: Pri ur£ovaní uhlovØho zrýchlenia rota£nej aparatœry mô”eme
pou”i· okrem videozÆznamov aj ⁄al†ie dva postupy merania. Pou”ijeme
spôsob navrhnutý výrobcom [1], kde sa ur£uje strednÆ hodnota uhlovØho
zrýchlenia, tak, ”e sa odmeria doba, za ktorœ prejde zÆva”ie celœ drÆhu
zostupu t1, v zapätí sa odmeria doba t2, za ktorœ ty£ vykonÆ poslednØ dve
otÆ£ky. Pomocou dobyt2 sa ur£í uhlovÆ rýchlos· na konci zostupu

! =
4�
t2

a nÆsledne priemernØ uhlovØ zrýchlenie

" =
! � 0
t1 � 0

=
!
t1

:

Tento postup je mo”nØ pou”i· aj pri vy††ie navrhnutom overovaní pohybo-
vej rovnice pomocou videomeraní, z ktorých vieme jednotlivØ £asy ur£i·.

Alebo je mo”nØ pou”i· systØm Coach, kde sa k rota£nej aparatœre pripojí
merací panel, senzor polohy a po£íta£ (obr. 7).

Senzor polohy zaznamenÆva zÆvislos· po£tu polotÆ£ok od £asu pri otÆ-
£avom pohybe. Pri spracovaní nameraných dÆt postupujeme rovnako, ako
to bolo navrhnutØ pri meraní pomocou videozÆznamov, kde pomocou �-
tovania ur£íme hodnotu uhlovØho zrýchlenia.

Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022 43



Obr. 7 Propojenie zo systØmom Coach

ZÆver

Videomeranie œplne nenahradí reÆlne meranie v danom £ase, †tuden-
tom pri ‹om chýba kontakt s prístrojmi. Napriek tomu navrhnutý spôsob
merania pomocou videomerania pokladÆm za mo”nœ alternatívu reÆlneho
merania. Z reakcií mojich †tudentov vyplýva, ”e toto meranie bolo pre nich
zaujímavØ, dôkazom bola ich snaha zlep†i· presnos· merania £asu a aj sa
vyjadrili, ”e sa im toto meranie pÆ£ilo. Museli pri ‹om pou”i· aj nejakØ
meradlÆ a zisti· sprÆvny spôsob merania £asu pre danØ polohy polotÆ-
£ok. Boli donœtení k vä£†ej samostatnosti, ale aj k vzÆjomnej spoluprÆci,
preto”e do ich merania som nevstupovala, poskytla som im iba nÆvod a
in†trukcie k meraniu. Navy†e porovnaním odmeraných hodnôt uhlových
zrýchlení ur£ených s men†ou presnos·ou merania £asu s hodnotami od-
meranými s lep†ou presnos·ou, sa javí navhrnutý spôsob merania pomerne
presný a dostato£ný.

Okrem toho výhodou videomerania je mo”nos· ho pou”i· pri prezen£-
nej výu£be, v prípade, ”e nemÆme k dispozícii podobnœ aparatœru na otÆ-
£avý pohyb. Mô”eme ho pou”i· aj v prípade, ak chceme odmera· len uhl-
ovØ zrýchlenie, resp. ⁄al†ie kinematickØ veli£iny otÆ£avØho pohybu (uhlovÆ
rýchlos·, po£iato£nÆ uhlovÆ drÆha, ktorØ dostaneme �tovaním rovnice pre
uhlovœ drÆhu a porovnaním koe�cientov), kde pou”ijeme jedno videome-
ranie a sœ£asne s ním demon†trova· rovnomerne zrýchlený otÆ£avý pohyb.

Pri reÆlnom meraní rota£nÆ aparatœra pokytuje aj ⁄al†ie mo”nosti me-
rania, napr. overi· Steinerovu vetu, skœma· vplyv trecích a viskóznych
síl na otÆ£avý pohyb, ur£i· uhlovØ zrýchlenie viacerými spôsobmi, ale aj
skœma· ⁄al†ie kinematickØ a dynamickØ veli£iny pri tomto pohybe.
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Rudolf Clausius
(k dvoustému výro£í narození)

JITKA HO�KOV̀ PROK�OV̀

Fakulta pedagogickÆ Z�U, Plze‹

Rudolf Julius Emanuel Clausius pat°il k p°edním n¥meckým fyzik•m
19. století. V mlÆdí u n¥j nad zÆjmem o historii p°evÆ”ilo zaujetí o apli-
kace matematiky, a ty ho p°ivedly ke studiu optických a tepelných jev•.
V polovin¥ 19. století se zaslou”il o vznik termodynamiky jako teoretickØ
disciplíny a o její u”ití na obecnØ makroskopickØ procesy.
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Obr. 1 Zdroj Wikipedie

Rudolf se narodil 2. ledna 1822 v teh-
dy pruskØm Köslinu (nyn¥j†ím polskØm
m¥st¥ Koszalinu) v Pomo°ansku. Stal se
†estým dít¥tem velkØ rodiny, kterÆ se £a-
sem rozrostla a” na osmnÆct d¥tí. Jeho
otec p•sobil jako °editel soukromØ †koly,
kterou zalo”il a v ní” takØ slou”il jako
protestantský pastor. �kolu svØho otce
nav†t¥voval Rudolf n¥kolik let. Pozd¥ji
studoval na gymnÆziu ve �t¥tín¥, kde se
t¥†il pov¥sti velmi spolehlivØho a nada-
nØho studenta, jeho” œsudku si mnozí
vÆ”ili. V roce 1840 nastoupil na univer-
zitu v Berlín¥. P°esto”e ho velmi zají-
mala historie, rozhodl se nakonec pro p°í-
rodní v¥dy. Po £ty°ech letech dokon£il
studia matematiky a fyziky a sv•j první
rok praxe strÆvil výukou na Friedrich-
Werder-Gymnasium v Berlín¥ [1].

DÆl se vzd¥lÆval a pracoval na svØ di-
serta£ní prÆci, týkající se problematiky odrazu a lomu slune£ního sv¥tla
v atmosfØ°e (zabýval se v ní takØ vysv¥tlením modrØ barvy oblohy, sou-
mrakovými jevy a polarizací sv¥tla). V roce 1847 ji p°edlo”il v¥deckØ rad¥
univerzity v Halle a získal doktorÆt s vyznamenÆním. Pozd¥ji lord Ray-
leigh (1842�1919) ale ukÆzal, ”e místo odrazu a lomu, jak p°edpoklÆdal
Clausius, souvisí modrÆ barva oblohy s rozptylem sv¥tla. I p°esto byla ve
svØ dob¥ jeho diserta£ní prÆce velmi cen¥nÆ pro nezvykle hlubokou aplikaci
matematiky [2].

V nÆsledujících letech se Clausius zabýval kalorickou teorií, kterÆ po-
va”ovala teplo za nezni£itelnØ tepelnØ �uidum, je” si lÆtky vzÆjemným
kontaktem p°edÆvají. V tØ dob¥ ji” byla dob°e znÆmÆ analýza œ£innosti
parního stroje, kterou v roce 1824 publikoval Sadi Carnot (1796�1832). ZÆ-
v¥ry tØto analýzy p°evedl Emil Clapeyron (1799�1864) o deset let pozd¥ji
do matematických vztah•. Koncem £ty°icÆtých let 19. století se zavedení
pojmu energie a hledÆní co nep°esn¥j†í formulace zÆkona zachovÆní energie
v¥novala °ada v¥dc• � byli to p°edev†ím Julius Mayer (1814�1878), Her-
mann von Helmholtz (1821�1894) a William Thomson (1824�1907), jejich”
œvahy experimentÆln¥ doplnil James Joule (1818�1889) [1, 3, 5].
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Rudolf Clausius dokÆzal vy°e†it protikladnØ výsledky jejich zÆv¥r•1) a
18. œnora 1850 v BerlínskØ akademii zavr†il svØ œsilí p°ednesením p°ísp¥vku
O hybnØ síle tepla(Über die bewegende Kraft der Wärme), který byl ve
stejnØm roce publikovÆn v Annalen der Physik [3]. Tato jeho nejslavn¥j†í
prÆce se stala zÆkladem pro vznik termodynamiky jako teoretickØ disci-
plíny s mo”ností aplikovat ji na obecnØ makroskopickØ procesy.

Clausius nejprve rozvedl my†lenku, ”e maximÆlní prÆce získanÆ z tepla
p°enÆ†enØho mØdiem v Carnotov¥ cyklu mezi teplej†ím a chladn¥j†ím zÆ-
sobníkem zÆvisí pouze na jejich teplotÆch. Samovolný p°echod tepla tedy
není mo”ný z chladn¥j†ího t¥lesa na teplej†í, £ím” formuloval druhý ter-
modynamický zÆkon.2) DÆle se v¥noval matematickØmu zÆpisu prvního
termodynamickØho zÆkona, který vyjÆd°il v dodnes pou”ívanØm tvaru:

@Q= d U + @W0;

kde @Qje teplo dodanØ do termodynamickØho systØmu, kterØ se spot°ebuje
na zm¥nu vnit°ní energie dU a prÆci vykonanou tímto systØmem@W0.

Clausius p°itom vychÆzel jak z vlastních experimentÆlních výsledk•, tak
i ze zÆv¥r• Jouleových pokus•. NeœplnØ diferenciÆly tepla@Qa prÆce@W0

tak odli†ily procesní veli£iny od stavovØ veli£iny vnit°ní energieU, její”
zm¥nu ur£uje œplný diferenciÆldU.

Rok 1850 uzav°el Rudolf Clausius získÆním titulu soukromý docent na
berlínskØ univerzit¥, kde 18. prosince p°ednesl svou inaugura£ní p°ednÆ†ku.
Krom¥ toho u” od zÆ°í tohoto roku p•sobil jako profesor fyziky na KrÆ-
lovskØ d¥lost°eleckØ a in”enýrskØ †kole v Berlín¥.

Jeho v¥deckÆ prÆce se t¥†ila uznÆní odbornØ ve°ejnosti, a tak mu byla
o p¥t let pozd¥ji, v srpnu 1855, nabídnuta profesura na polytechnice v Zü-
richu.3) P°ijal ji a na tomto vynikajícím míst¥, obklopený významnými
matematiky a fyziky, strÆvil dal†ích dvanÆct let. P°esto”e se mu stýskalo
po vlasti, odmítl v roce 1858 nabídku z polytechniky v Karlsruhe i n¥kolik
dal†ích nabídek v nÆsledujících letech [1].

V Zürichu se vrhl do v¥deckØ prÆce s plným nasazením. V roce 1857
uve°ejnil £lÆnekO povaze pohybu, který nazývÆme teplo(Über die Art der

1) Na protiklad zÆv¥r• Clapeyrona ohledn¥ Carnotovy p°edstavy, kterÆ zd•raz‹ovala
zachovÆní celkovØho mno”ství tepla (p°enos tepla beze ztrÆt), a výsledk• Jouleových
m¥°ení, ze kterých vyplýval opak, poukÆzal jako první William Thomson. �e†ení v†ak
nenavrhl.

2) �Je nemo”nØ pro samovoln¥ pracující stroj, kterØmu není pomÆhÆno zvn¥j†ku, p°e-
vÆd¥t teplo z t¥lesa p°i jednØ teplot¥ na jinØ t¥leso s teplotou vy††í.� [3]

3) ETC Zürich � †výcarský federÆlní technologický institut
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Bewegung, welche wir Wärme nennen) [4], ve kterØm rozvinul svØ p°ed-
stavy o mikroskopických zÆkonitostech v plynech. Novou teorii plyn• na-
zval kinetickou a v¥noval se zejmØna ur£ení rychlosti molekul v plynech
nebo tlaku plynu na st¥nu nÆdoby. P°edpoklÆdal, ”e molekuly se pohy-
bují p°ímo£a°e konstantní rychlostí, p°i£em” sv•j sm¥r mohou m¥nit bu⁄
srÆ”kou s jinou molekulou nebo se st¥nou nÆdoby. Krom¥ transla£ního po-
hybu nevylou£il ani rotaci a vibraci molekul a zavedl pojem st°ední volnØ
drÆhy £Æstic. Jeho výpo£ty se staly inspirací pro skotskØho geniÆlního fy-
zika Jamese C. Maxwella (1831�1879), který zmín¥nou konstantní rychlost
molekul nahradil rozd¥lovací funkcí rychlostí [5].

Jako sedmat°icetiletý zalo”il Rudolf Clausius v Zürichu rodinu � 19. lis-
topadu 1859 se o”enil s Adelheid Rimpam. Na†el zde i celo”ivotního p°ítele
v Albertu Moussonovi (1805�1890), který vyu£oval experimentÆlní fyziku
a zajímal se o zoologii [6].

V †edesÆtých letech 19. století za£al v¥novat Clausius velkou pozornost
matematickØmu vyjÆd°ení termodynamických zÆkonitostí. V roce 1865 pro-
vedl matematický rozbor obecnØho cyklickØho d¥je, ze kterØho vyvodil znÆ-
mou, pozd¥ji po n¥m pojmenovanou, Clausiovu nerovnost:

dS �
@Q
T

:

Touto nerovností zavedl novou stavovou veli£inu entropiiS.4) Ta se pozd¥ji
stala jedním z nejd•le”it¥j†ích pojm• 5) ve fyzice p°edev†ím díky Ludwigu
Boltzmannovi (1844�1906), který nalezl vztah mezi entropií a pravd¥po-
dobností makrostavu zkoumanØho systØmu. Boltzmannova mikroskopickÆ
interpretace tohoto pojmu umo”nila, aby entropie p°ekro£ila hranice ter-
modynamiky a uplatnila se v mnoha v¥dních oborech (jako nap°. v chemii,
biologii, matematice, teorii informace aj.).

V roce 1867 byla Clausiovi nabídnuta profesura na univerzit¥ v n¥mec-
kØm Würzburgu, kterou p°ijal, proto”e u” nemohl dØle odolat svØ touze
vrÆtit se zp¥t do vlasti. K významným pracím z období 1865�1867 pat°í
nap°. MechanickÆ teorie tepla(Die mechanische Wärmetheorie) [7], kterÆ

4) Entropie (z °e£tiny ØntrØpein = obraceti) byla v n¥m£in¥ vyjad°ovÆna slovem
Verwandlungsinhalt, co” se dÆ doslovn¥ p°elo”it jako zm¥na obsahu. Lze se setkat i
s jinými volnými p°eklady jako t°eba zm¥na sm¥ru nebo zm¥na formy .

5) Historickou zajímavostí je, ”e Clausius stanovil i jednotku entropie:

1 Clausius = 1 kalorie/1 stupe‹ Celsia :

V sou£asnosti se entropie vyjad°uje v jednotkÆch J � K � 1 .
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kompiluje a zp°es‹uje jeho p•vodní prÆce v termodynamice a kinetickØ
teorii.

Sotva v†ak Clausius pobyl ve Würzburgu jeden rok, projevila o n¥j
zÆjem mnichovskÆ univerzita. Mo”nost brzkØho st¥hovÆní odmítl, ale roku
1869 p°ijal nabídku univerzity v Bonnu. Nedlouho potØ v†ak politickØ udÆ-
losti, kterØ vedly k prusko-francouzskØ vÆlce, významn¥ ovlivnily i ”ivot
Clausi•v. P°esto”e se blí”il padesÆtce, jeho vlasteneckØ cít¥ní mu nedo-
volilo, aby se nep°ihlÆsil do vojenskØ slu”by. Ujal se vedení zÆchrannØho
sboru, který vytvo°il z bonnských student•, a ve dvou klí£ových bitvÆch 6)

pomÆhal mírnit utrpení ran¥ných. SÆm v†ak byl b¥hem n¥meckØho ta”ení
zran¥n a po zbytek ”ivota trp¥l silnými bolestmi v noze. Za svØ zÆsluhy
obdr”el v roce 1871 �elezný k°í”.

O £ty°i roky pozd¥ji postihla Clausiovu rodinu tragickÆ udÆlost. P°i
porodu †estØho dít¥te zem°ela Adelheid a Rudolf z•stal na výchovu svých
d¥tí sÆm. Spolu s bolestmi z vÆle£nØho zran¥ní se jen obtí”n¥ dokÆzal
v tomto období soust°edit na v¥deckou prÆci. Na doporu£ení lØka°e se
rozhodl v¥novat se jízd¥ na koni, brzy se stal zku†eným jezdcem a vyrovnal
se tak s problØmy, kterØ mu p°inÆ†elo dlouhØ p°ednÆ†ení na univerzit¥ [1, 6].

V roce 1884 se stal rektorem univerzity v Bonnu a o dva roky pozd¥ji
se pak znovu o”enil se Sophií Stack. Z jejich krÆtkØho man”elství se je†t¥
narodil syn.

Úvahy týkající se prvního i druhØho termodynamickØho zÆkona a jejich
p°evedení do matematickØ podoby ho sice provÆzely °adu let, ale zabýval
se i dal†ími oblastmi fyziky � spole£n¥ s Emilem Clapeyronem formulovali
d•le”itou rovnici, 7) umo”‹ující zjistit, jak zm¥na tlaku ovlivní zm¥nu te-
ploty fÆzovØho p°echodu 1. druhu. TakØ se v¥noval elektrolýze a vysv¥tlení
termoelektrických jev• a anga”oval se p°i formulovÆní elektrodynamickØ
teorie.

Krom¥ vý†e zmín¥ných charakterních vlastností je t°eba k dokreslení
Clausiovy povahy zmínit i s ním spojovanou výraznou kriti£nost. Vedl
spory s významnými v¥dci svØ doby o prvenství ve stanovení r•zných
experimentÆlních dat nebo ohledn¥ tvrzení o rovnocennosti prÆce a tepla
(nap°. s Williamem Thomsonem nebo Peterem Taitem). Tyto kritiky a
rozep°e byly patrn¥ nej£ast¥ji motivovÆny Clausiovým vlastenectvím, kdy
se svým ostrým postojem sna”il zajistit historickØ prvenství pro n¥mecký

6) V bitvÆch u Vionville a Gravelotte (1870�1871) ztratili N¥mci zhruba 20 tisíc mu”•
na rozdíl od Francouz•, kte°í p°i†li o 13 tisíc vojÆk•.

7) V teorii fÆzových p°echod• je znÆmÆ jako Clausiova�Clapeyronova rovnice.
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nÆrod [6, 8].
B¥hem svØho ”ivota obdr”el °adu ocen¥ní a vyznamenÆní. Stal se £le-

nem KrÆlovskØ spole£nosti v Londýn¥ (1868), £lenem KrÆlovskØ †vØdskØ
akademie v¥d (1878) a £lenem N¥meckØ akademie v¥d (1880). Získal Huy-
gensovu (1870) a Copleyho medaili (1879) a za významný v¥decký pokrok
mu byla ud¥lena Francouzskou akademií v¥d Ponceletova cena (1883).

Rudolf Julius Emanuel Clausius zem°el v Bonnu 24. srpna 1888.
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Motiva£ní videoexperimenty
ve výuce fyziky mikrosv¥ta
ANNA KUFOV̀ � LUK`� RICHTEREK

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

Motivace

Jak demonstra£ní, tak ”ÆkovskØ experimenty jsou nezbytnou sou£Æstí
hodin fyziky. S p°íchodem b°ezna roku 2020 se výuka p°esunula na moni-
tory po£íta£• a mobilních za°ízení. �ada z nÆs si vyzkou†ela, ”e skloubit
distan£ní výuku fyziky s demonstra£ními experimenty je pom¥rn¥ nÆro£nØ.
Zatímco n¥kterØ pokusy z mechaniky nebo molekulovØ fyziky a termiky
mohou ”Æci realizovat sami i v domÆcích podmínkÆch, hodn¥ experiment•
z elekt°iny a magnetismu, optiky a fyziky mikrosv¥ta vy”aduje vybavení,
kterØ není b¥”nou sou£Æstí dokonce ani st°edo†kolskØ laborato°e. V ta-
kových situacích se jako nejp°ijateln¥j†í °e†ení nabízí poskytnout ”Æk•m
webovØ odkazy na vybranØ videoexperimenty. V tomto £lÆnku shrnujeme
zku†enosti z vytvÆ°ení motiva£ních videí z oblasti fyziky mikrosv¥ta, je”
vznikala v rÆmci diplomovØ prÆce [2] a jsou voln¥ dostupnÆ na serveru
YouTube [1].

Volba tØmatu navazovala na bakalÆ°skou prÆci [3, 4] v¥novanou video-
experiment•m z mechaniky a akustiky. U” re†er†e ukÆzala, ”e v oblasti
výukových videí je pom¥rn¥ opomíjena fyzika mikrosv¥ta. P°itom se jednÆ
o problematiku, kterÆ m•”e být u”ite£nÆ a pot°ebnÆ. Navíc detektory ioni-
zujícího zÆ°ení, vzorky radionuklid• nebo katodovØ trubice nejsou levnou
zÆle”itostí a celÆ °ada †kol si proto takovØ pom•cky nem•”e dovolit. Pokusy
z fyziky mikrosv¥ta, vhodnØ modely a animace (obr. 1) jsou u”ite£ným pro-
st°edkem k lep†ímu pochopení d¥j• ze sv¥ta atom• a molekul, kterØ nelze
pozorovat p°ímo.

Obsah prÆce a videí

Cílem bylo navrhnout, nato£it a zpracovat n¥kolik experiment•, je” by
mohly být dopl‹kem k u£ebnici fyziky pro gymnÆzia v¥novanØ fyzice mik-
rosv¥ta [7], a to bu⁄ jako motivace nebo ilustrace probíranØho u£iva.
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Obr. 1 UkÆzka gra�ckØho zpracovÆní tabulky zÆkladních elementÆrních £Æstic

Sou£Æstí videí je v”dy stru£nØ vysv¥tlení pozorovaných d¥j• s pomocí
vhodných model• p°ibli”ujících abstraktní a obtí”nou problematiku. Text
diplomovØ prÆce [2] je £len¥n do p¥ti kapitol zahrnujících re†er†i videoex-
periment• z fyziky mikrosv¥ta z hlediska £eskØ i zahrani£ní tvorby, popis
pou”itØho vybavení a pom•cek i nÆstin princip• r•zných detektor• io-
nizujícího zÆ°ení a charakter p°em¥n zkoumaných radionuklid•. DÆle je
popsÆna zÆkladní konstrukce katodových trubic, p°ipomenuty jsou i bez-
pe£nostní zÆsady pro prÆci se zdroji ionizujícího zÆ°ení. V†ech deset vytvo-
°ených videí je podrobn¥ popsÆno (v p°íloze prÆce [2] lze nalØzt kompletní
scØnÆ°e) a je diskutovÆna mo”nost jejich vyu”ití ve výuce fyziky £i chemie.

MultimediÆlní £Æst tvo°í samotnÆ videa o celkovØ dØlce 100 min. Jednot-
livým £Æstem u£iva v u£ebnici [7] odpovídají i nÆzvy videoexperiment•:

1. Co je fotoelektrický jev?
2. Elektron � £Æstice nebo vlna?
3. Luminiscence aneb jak vypadÆ studenØ sv¥tlo
4. Radioaktivita: alfa zÆ°ení
5. Radioaktivita: beta zÆ°ení
6. Radioaktivita: zdroje gama zÆ°ení
7. Ochrana p°ed gama zÆ°ením
8. ZÆkony radioaktivních p°em¥n aneb pravd¥podobnost a statistika

v jadernØ fyzice
9. M¥°ení radiace s dozimetrem

10. Standardní model £Æstic a detekce mion•
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Videa, jak napovídÆ nÆzev, zahrnují p°edev†ím experimenty (obr. 2) a
jejich vysv¥tlení, dÆle zÆkladní teoretickØ poznatky, motiva£ní prvky i p°í-
klady aplikace v praxi (nap°. v medicín¥). V pokusech se vyu”ívají nejr•z-
n¥j†í pom•cky, v£etn¥ £ÆsticovØ kamery (obr. 3) nebo dozimetru (obr. 4).
N¥kterØ vyu”ívají i vlastnoru£n¥ vyrobenÆ za°ízení (obr. 5) a mohou být
i na pohled vizuÆln¥ vd¥£nØ (obr. 6). NÆm¥ty na dal†í experimenty lze
najít nap°. v [6, 8].

a) b) c)

Obr. 2 a) Difrakce elektron• na vrstv¥ gra�tu; b) Detekce 
 zÆ°ení ze vzorku
metastabilního barya 137m

56 Ba; c) Snímek z £ÆsticovØ kamery MX-10 zachycující
stopy £ty° mion• (del†í £Æry) a dvou £Æstic� (v¥t†í bílØ te£ky)

a) b)

Obr. 3 a) Polystyrenový kvÆd°ík obsahující neznÆmý kovový p°edm¥t; b) Snímek
kvÆd°íku po°ízený £Æsticovou kamerou p°i jeho proza°ovÆní gama zÆ°i£em
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a) b) c)
Obr. 4 M¥°ení ekvivalentního dÆvkovØho p°íkonu dozimetrem v laborato°i i v te-
rØnu: a) v misce s draselným hnojivem; b) na VÆclavskØm nÆm¥stí; c) v blízkosti
sklenice z uranovØho skla

Obr. 5 Pokusy s vlastnoru£n¥ vyrobenou ioniza£ní komorou podle nÆvodu z [5]
v domÆcím studiu

a) b)
Obr. 6 a) Fotoluminiscence vody s barvivem na bÆzi hlinitanu strontnatØho;
b) Sklenice a nÆramek z uranovØho skla ve tm¥ p°i oza°ovÆní UV zÆ°ivkou
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Tvorba videí

Jedna z kapitol prÆce [2] popisuje samotný proces tvorby videí a m•”e
tak poslou”it p°ípadným zÆjemc•m, kte°í by se do natÆ£ení cht¥li sami pus-
tit. V souladu s tradi£ní �lmovou tvorbou je rozd¥lena na t°i £Æsti � p°ed-
produkci, produkci a postprodukci. K natÆ£ení byla pou”ita kamera Sony
HDR-XR155E s HD rozli†ením, nÆhlavní mikrofon, LED re�ektory pro
dostate£nØ osv¥tlení scØny a po£íta£. Z pom•cek k experiment•m uve⁄me
jen nejd•le”it¥j†í: £ÆsticovÆ kamera MX-10, detektor radiace zna£ky Ver-
nier, dozimetr GMC-300E Plus, amatØrskÆ ioniza£ní komora, vzorky radi-
onuklid•, katodovØ trubice, zdroje UV zÆ°ení, laserovÆ ukazovÆtka a dal†í
zdroje sv¥tla atd. Krom¥ laborato°e †kolních pokus• a dal†ích výukových
laborato°í na P°F UP (obr. 7a) byla vyto°ena i vlastní domÆcí scØna s fy-
zikÆlními motivy (obr. 7b), kde bylo mo”nØ pracovat i v dob¥ covidových
omezení.

a) b)

Obr. 7 a) NatÆ£ení s £Æsticovou kamerou MX-10 v laborato°ích P°F UP; b) Do-
mÆcí studio pro natÆ£ení

ZpracovÆní nato£ených zÆb¥r•, jejich propojení s modely, animacemi a
dal†ím obrazovým i zvukovým materiÆlem se neobejde bez vyu”ití vhod-
nØho software. Pro st°ih videí se osv¥d£il Windows Movie Maker, pro na-
hrÆvÆní a zpracovÆní zvuku program Audacity, pro œprava fotogra�í Adobe
Photoshop, pro p°ípravu animací a dal†ích gra�ckých prvk• MS Power-
Point a Blender. K získÆní dat z m¥°ení i °ízení experiment• programy Lo-
gger Lite (k detektoru radiace Vernier) a Pixelman (k £ÆsticovØ kame°e).
K dal†ímu zpracovÆní nam¥°ených hodnot byly posta£ující MS Excel nebo
GNU Octave. A” na výjimky jde o voln¥ dostupnØ programy, co” pro vý-
ukovØ œ£ely p°edstavuje ideÆlní volbu.
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Vyu”ití a sledovanost

Videoexperimenty mají nepochybn¥ velký potenciÆl a †irokØ spektrum
vyu”ití ve výuce. NamÆtkou zmi‹me prezen£ní i distan£ní výuku fyziky
nebo chemie na S�, p°írodov¥dnØ krou”ky a tÆbory, vzd¥lÆvací kurzy a
v neposlední °ad¥ popularizaci v¥dy mezi lidmi v†ech v¥kových kategorií.

Ka”dØho tv•rce proto p°irozen¥ zajímÆ, zda a jaký mají videa ohlas
a jak je hodnotí samotní ”Æci. P°ipravenÆ videa byla v b°eznu roku 2021
za£len¥na do distan£ní výuky fyziky a chemie na 5 vybraných st°edních
†kolÆch v �R i SR a do jednoho vzd¥lÆvacího kurzu. V nÆslednØm dotaz-
níkovØm †et°ení 95,3 % ”Æk• (123 z celkovØho po£tu 129) uvedlo, ”e jim
videa pomohla lØpe pochopit probíranØ u£ivo.

Videa jsou ve°ejn¥ p°ístupnÆ na serveru YouTube [1]. Podle statistik
serveru k polovin¥ œnora 2022 m¥la celkem 15 000 zhlØdnutí a 840 hodin
sledovÆní. Význam videoexperiment• v distan£ní výuce dokumentuje nÆ-
r•st sledovanosti videoxperiment• z mechaniky a akustiky [3] v souvislosti
s uzav°ením †kol v b°eznu 2020 a °íjnu 2021 v d•sledku epidemie COVID-
19 (obr. 8).

Obr. 8 Sledovanost videoexperiment• z mechaniky a akustiky na serveru You-
Tube; zvýrazn¥nÆ data odpovídají vyhlÆ†ení 1. a 2. nouzovØho stavu v souvislosti
s COVID-19

V¥°íme, ”e publikovanØ videoexperimenty budou oporou pro u£itele fy-
ziky nejen v t¥”kých £asech distan£ní výuky, k ní” se asi v¥t†ina z nÆs
nechce £asto vracet, ale i v £asech postcovidových, kdy jimi lze zpest°it
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b¥”nou prezen£ní výuku a mohou i ”Æk•m pomoci k hlub†ímu pochopení
zÆkladních, n¥kdy abstraktn¥j†ích zÆkonitostí fyziky mikrosv¥ta.

L i t e r a t u r a

[1] Kufová, A. : Fyzika mikrosv¥ta. Playlist [on-line]. DostupnØ z: https://www.
youtube.com/c/UraniumGirl .

[2] Kufová, A. : Motiva£ní videoexperimenty ve výuce fyziky mikrosv¥ta. Di-
plomovÆ prÆce, Olomouc, UP, 2021.
DostupnØ z:https://theses.cz/id/2oquvm/DP_Kufova.pdf .

[3] Kufová, A. : Motiva£ní videoexperimenty z mechaniky a akustiky. BakalÆ°-
skÆ prÆce, Olomouc, UP, 2019.
DostupnØ z:https://theses.cz/id/zusy70/BP_Kufova.pdf .

[4] Kufová, A., Kodej²ka, ƒ. : Videoexperimenty jako motiva£ní prvek ve výuce
fyziky. Matematika�Fyzika�Informatika, ro£. 28, £. 2 (2019), s. 105�115.

[5] Pazdera, V.: Výroba 3 � jinak. In: Dílny HeurØky 2014, JirÆskovo
gymnÆzium, NÆchod, 3.�5. 10. 2014, 147�155. DostupnØ z:https:
//kdf.mff.cuni.cz/heureka/ke-stazeni/sborniky-dilen-heureky/
sborniky/SbornikDilenHeureky2014.pdf .

[6] Silver, J. : 125 physics projects for the evil genius. McGraw Hill Professional,
2009.

[7] ’toll, I. : Fyzika pro gymnÆzia � Fyzika mikrosv¥ta. Praha, Prometheus,
2010.

[8] Vícha, V. : Experimenty s pixelovým detektorem pro výuku jadernØ a £Æs-
ticovØ fyziky. Praha, �VUT, 2016.

Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022 57

https://www.youtube.com/c/UraniumGirl
https://www.youtube.com/c/UraniumGirl
https://theses.cz/id/2oquvm/DP_Kufova.pdf
https://theses.cz/id/zusy70/BP_Kufova.pdf
https://kdf.mff.cuni.cz/heureka/ke-stazeni/sborniky-dilen-heureky/sborniky/SbornikDilenHeureky2014.pdf
https://kdf.mff.cuni.cz/heureka/ke-stazeni/sborniky-dilen-heureky/sborniky/SbornikDilenHeureky2014.pdf
https://kdf.mff.cuni.cz/heureka/ke-stazeni/sborniky-dilen-heureky/sborniky/SbornikDilenHeureky2014.pdf


INFORMATIKA

Bipartitní graf
(Úlohy z MO kategorie P, 43. £ást)

PAVEL TÖPFER

Matematicko-fyzikÆlní fakulta UK, Praha

V dne†ním pokra£ovÆní sØrie £lÆnk• o sout¥”ních œlohÆch MatematickØ
olympiÆdy kategorie P (programovÆní) si ukÆ”eme, jak se postupy pou”í-
vanØ p°i °e†ení r•zných œloh ob£as opakují. Auto°i œloh mají k dispozici
jenom omezený po£et standardních algoritm•, jejich” znalost mohou od
°e†itel• o£ekÆvat. OlympiÆda p°itom existuje ji” 36 let a v sou£asnØ dob¥
zadÆvÆme v ka”dØm ro£níku 14 sout¥”ních œloh: po £ty°ech ve †kolním a
v krajskØm kole, †est v œst°edním kole. Archív sout¥”e tak dosahuje œcty-
hodnØho rozsahu kolem 500 œloh.

UkÆ”eme si dv¥ sout¥”ní œlohy ze star†ích ro£ník• olympiÆdy, kterØ
vypadají na první pohled rozdíln¥ a týkají se ka”dÆ œpln¥ jinØ problema-
tiky. Jejich °e†ení ale bude v principu naprosto shodnØ � v obou p°ípa-
dech budeme zji†·ovat, zda je dopln¥k zadanØho grafu bipartitní. Studenti
se znalostmi zÆkladních grafových algoritm• mohli p°i °e†ení t¥chto œloh
vyu”ít standardní algoritmus a ob¥ œlohy vy°e†ili bez velkØho vlastního
œsilí. SprÆvnØ °e†ení ale dokÆzali nalØzt i ti sout¥”ící, kte°í nebyli seznÆ-
meni zrovna s bipartitními grafy, ale ovlÆdali oby£ejnØ prochÆzení grafu do
hloubky nebo do †í°ky, co” se u °e†itel• olympiÆdy p°edpoklÆdÆ. Zbytek
u” nebylo t¥”kØ samostatn¥ vymyslet.

Ob¥ prezentovanØ œlohy jsou ji” pom¥rn¥ starØ � první z nich pochÆzí
z krajskØho kola 43. ro£níku MO (†kolní rok 1993/94) a druhÆ z domÆcího
kola 47. ro£níku MO (†kolní rok 1997/1998). Pro pot°eby na†eho £lÆnku
jsme p•vodní zadÆní œloh formula£n¥ trochu upravili, na charakteru œloh
a jejich °e†ení se tím ov†em nic nezm¥nilo.
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Úloha 1
V zemi je N m¥st ozna£ených £ísly od 1 doN . Mezi m¥sty je vybudo-

vÆna silni£ní sí·. Ka”dÆ silnice spojuje v”dy dvojici m¥st, v†echny silnice
jsou obousm¥rnØ. Mezi n¥kterými dvojicemi m¥st p°ímÆ silnice nevede, ale
z ka”dØho m¥sta je mo”nØ dojet po silnicích do libovolnØho jinØho m¥sta,
t°eba i více r•znými zp•soby. V†echna p°ípadnÆ k°í”ení silnic mimo m¥sta
jsou mimoœrov‹ovÆ (pomocí most•) a neumo”‹ují vozidl•m p°ejet z jednØ
silnice na druhou.

Napi†te program, který ur£í, zda je mo”nØ rozd¥lit m¥sta do dvou sku-
pin tak, aby ka”dÆ dvojice m¥st pat°ících do stejnØ skupiny byla spojena
p°ímou silnicí (jinými slovy: uvnit° ka”dØ skupiny vede p°ímÆ silnice mezi
ka”dými dv¥ma m¥sty). NezÆle”í p°itom na velikosti jednotlivých skupin,
jedna ze skupin m•”e být p°ípadn¥ i prÆzdnÆ. Ka”dØ m¥sto ale musí být
do n¥kterØ skupiny za°azeno.

Vstupem programu je po£et m¥stN a dÆle seznam v†ech silnic vedoucích
mezi m¥sty. Ka”dÆ silnice je zadÆna dvojicí £ísel m¥st, mezi nimi” vede.
Výstupem programu je jedno vyhovující rozd¥lení m¥st do dvou skupin
nebo zprÆva, ”e ”ÆdnØ takovØ rozd¥lení neexistuje.

Na první pohled je z°ejmØ, ”e se jednÆ o grafovou œlohu. Zadanou sil-
ni£ní sí· reprezentujeme pomocí souvislØho neorientovanØho grafu: vrcholy
grafu p°edstavují m¥sta a hrany odpovídají silnicím. Úkolem je zjistit, zda
lze v†echny vrcholu grafu rozd¥lit do dvou skupin tak, aby ob¥ skupiny
byly tzv. klikou. Klikou nazývÆme takový podgraf zadanØho grafu, který
je œplný, tzn. mezi ka”dými dv¥ma jeho vrcholy vede hrana.

Úlohu vy°e†íme nejsnÆze tak, ”e budeme zkoumatdopln¥k zadanØho
grafu. Dopl‹kem grafu G rozumíme graf se stejnou mno”inou vrchol•, ve
kterØm jsou vrcholyu, v spojeny hranou prÆv¥ tehdy, kdy” v p•vodním
grafu G hrana mezi vrcholyu, v nevede. V na†í œloze chceme zjistit, zda lze
rozd¥lit vrcholy dopl‹ku zadanØho grafu do dvou skupin tak, aby v rÆmci
ka”dØ skupiny nevedla ”ÆdnÆ hrana, neboli aby ka”dÆ hrana spojovala
dvojici vrchol• nÆle”ejících do r•zných skupin. Graf s touto vlastností
nazývÆmebipartitní . ZadÆní œlohy tedy m•”eme p°eformulovat: chceme
zjistit, zda je dopln¥k danØho grafu bipartitní.

�e†ení œlohy zahÆjíme na£tením vstupních dat, na jejich” zÆklad¥ si
vybudujeme graf p°edstavující dopln¥k zkoumanØ silni£ní sít¥. Uv¥domte
si, ”e a£koliv je silni£ní sí· podle zadÆní souvislÆ, graf p°edstavující dopln¥k
tØto silni£ní sít¥ být souvislý nemusí. Souvislost p•vodní silni£ní sít¥ p°i
°e†ení œlohy v•bec nevyu”ijeme.
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Jak jsme ji” uvedli, ov¥°ení bipartitnosti grafu je zalo”eno na postup-
nØm prochÆzení celØho grafu. Je p°itom jedno, zda zvolíme prochÆzení do
hloubky pomocí rekurzivní funkce, nebo pr•chod grafu do hloubky pomocí
zÆsobníku a cyklu, nebo pr•chod do †í°ky pomocí fronty a cyklu. Ve v†ech
p°ípadech dojdeme ke stejnØmu sprÆvnØmu výsledku a ve v†ech p°ípadech
bude mít °e†ení i stejnou £asovou slo”itost.

Algoritmus °e†ení œlohy si m•”eme nÆzorn¥ p°edstavit tak, ”e p°i pro-
chÆzení grafu a rozd¥lovÆní jeho vrchol• do dvou skupin budeme jednotlivØ
vrcholy �obarvovat� dv¥ma barvami podle toho, do kterØ skupiny byl vr-
chol za°azen. Vrchol•m za°azeným do první skupiny p°i°adíme barvu 1 a
vrchol•m z druhØ skupiny barvu � 1. Na za£Ætku výpo£tu není ”Ædný vr-
chol nijak obarven, nebo· dosud nebyl za°azen do ”ÆdnØ ze skupin (v†echny
vrcholy tedy mají barvu 0). Evidence obarvení jednotlivých vrchol• nÆm
p°i prochÆzení grafu poslou”í k tomu, abychom nevstupovali opakovan¥ do
vrchol•, kterØ jsme ji” nav†tívili a obarvili d°íve. Po œsp¥†nØm ukon£ení
výpo£tu nÆm pak obarvení vrchol• ur£uje hledaný výsledek, tedy jedno
p°ípustnØ rozd¥lení vrchol• do dvou skupin.

ProchÆzení grafu zahÆjíme tím, ”e jeden libovolný vrchol (nap°íklad
vrchol s £íslem 1) za°adíme do skupiny 1. Vrcholy, do kterých z n¥j vede
hrana, nesmí pat°it do stejnØ skupiny. Za°adíme je proto do druhØ skupiny
a obarvíme je barvou -1. Podobn¥ postupujeme dÆle. Obecn¥ platí, ”e kdy”
byl n¥jaký vrchol za°azen do jednØ ze skupin, musí být v†echny jeho sou-
sední vrcholy za°azeny do opa£nØ skupiny. P°itom musíme pr•b¥”n¥ kon-
trolovat, zda nenastal kon�ikt . Kon�ikt nastane tehdy, objeví-li se v grafu
dva sousední vrcholy obarvenØ stejnou barvou. V takovØm p°ípad¥ rozd¥-
lení vrchol• do skupin není mo”nØ, zkoumaný graf není bipartitní a výpo£et
ihned ukon£íme. Jinak pokra£ujeme v obarvovÆní vrchol• tak dlouho, do-
kud jsme nuceni podle uvedených pravidel obarvovat dal†í vrcholy (vlastn¥
jako d•sledek po£Æte£ního obarvení prvního vrcholu). Tímto zp•sobem
projdeme celou komponentu souvislosti, do ní” nÆle”í po£Æte£ní vrchol.
Pokud je graf souvislý, obarvíme takto v†echny jeho vrcholy a po bezkon-
�iktním skon£ení výpo£tu víme, ”e graf je bipartitní. V opa£nØm p°ípad¥
se proces zastaví, ale v grafu je†t¥ existují neobarvenØ vrcholy. Budeme
tedy pokra£ovat stejným zp•sobem. Jeden libovolný z nich (nap°íklad ten
s nejmen†ím £íslem) m•”eme obarvit libovolnou barvou (t°eba 1) a od
n¥j op¥t projdeme a obarvíme jeho komponentu souvislosti. Celý výpo£et
skon£í ve chvíli, kdy” bu⁄ jsou v†echny vrcholy grafu obarveny a zkont-
rolovÆny, ”e jejich obarvení nezp•sobuje ”Ædný kon�ikt (graf je bipartitní,
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výslednØ obarvení vrchol• ur£uje jedno mo”nØ rozd¥lení vrchol• do sku-
pin), nebo kdy” p°i obarvovÆní dojde ke kon�iktu (graf není bipartitní,
neexistuje ”ÆdnØ p°ípustnØ rozd¥lení jeho vrchol• do dvou skupin).

Z uvedenØho postupu p°ímo plyne sprÆvnost algoritmu. Postupem obar-
vovÆní je zaji†t¥no, ”e se nikdy nemohou dostat do tØ”e skupiny dva vr-
choly grafu, mezi nimi” vede hrana. Pokud tedy nalezneme bez kon�iktu
obarvení v†ech vrchol•, ur£uje toto obarvení sprÆvnØ rozd¥lení vrchol• do
skupin a graf je proto bipartitní. Naopak, kon�ikt nastane jedin¥ ve chvíli,
kdy by ji” obarvený vrchol m¥l být za°azen do opa£nØ skupiny, ne” kam
nyní pat°í, tj. kdy” rozd¥lení vrchol• do skupin neexistuje. Kone£nost vý-
po£tu je dÆna tím, ”e v ka”dØm kroku je zpracovÆn jeden vrchol a ”Ædný
vrchol není zpracovÆvÆn opakovan¥ vícekrÆt. Po£et krok• výpo£tu je tedy
roven nejvý†e po£tu v†ech vrchol• N . Ka”dý krok výpo£tu p°edstavuje
provedení tolika operací, kolik hran z tohoto vrcholu vede � prochÆzí se
seznam v†ech jeho soused•. B¥hem celØho výpo£tu se tedy projdou do-
hromady seznamy nÆsledník• v†ech vrchol• grafu. Sou£et jejich dØlek je
2M , kde M je po£et hran prochÆzenØho dopl‹kovØho grafu (ka”dÆ neori-
entovanÆ hana je v seznamech nÆsledník• ulo”ena dvakrÆt). Odtud plyne
£asovÆ slo”itost uvedenØho algoritmu O(N + M ), co” lze takØ odhadnout
jako O(N 2).

Budeme-li chtít odvodit £asovou slo”itost celØho °e†ení œlohy, musíme
zapo£ítat je†t¥ nÆro£nost vytvo°ení dopl‹kovØho grafu ze vstupních dat po-
pisujících silni£ní sí·. Zde bude zÆle”et na tom, jakou datovou reprezentaci
grafu zvolíme. TestovÆní bipartitnosti grafu je zalo”eno na prochÆzení grafu
do hloubky nebo do †í°ky, p°i kterØm pot°ebujeme ke ka”dØmu zpracovÆ-
vanØmu vrcholu co nejrychleji ur£it jeho sousední vrcholy. Pro efektivní
implementaci takovØho algoritmu si m•”eme ulo”it graf bu⁄ ve form¥ se-
znam• nÆsledník• jednotlivých vrchol•, nebo pomocí matice sousednosti.
P°ipomínÆme, ”e v†echny silnice jsou obousm¥rnØ, tak”e pokud mezi m¥sty
u, v nevede silnice, v p°ípad¥ první uvedenØ volby musíme vlo”it vrchol
v do seznamu nÆsledník• vrcholuu, ale takØ vlo”it vrchol u do seznamu
nÆsledník• vrcholuv. P°i druhØ volb¥ datovØ reprezentace bude matice
sousednosti A symetrickÆ a musíme tedy zajistit hodnotuTrue v jejích
prvcích A[u][v] a takØ A[v][u]. �e†ení s maticí sousednosti je sice pam¥·ovØ
nÆro£n¥j†í, ale implementa£n¥ jednodu††í. P°ipravíme si matici A velikosti
N 2 se samými hodnotami True , potØ budeme £íst ze vstupu jednotlivØ sil-
nice a v”dy p°i zpracovÆní silnice(u; v) vlo”íme hodnotu False do prvk•
A[u][v], A[v][u]. Tím bude dopl‹kový graf vytvo°en v £ase O (N 2), tak”e i
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celØ °e†ení œlohy bude mít asymptotickou £asovou slo”itost O(N 2).
UkÆ”eme si nyní jednu mo”nou implementaci popsanØho algoritmu v pro-

gramovacím jazyce Python. Pou”ijeme v ní reprezentaci dopl‹kovØho grafu
pomocí matice sousednosti, tento graf budeme prochÆzet do hloubky s po-
u”itím vlastního zÆsobníku a cyklu.

# Úloha 1 - rozd¥lení m¥st

import sys
n = i n t ( input ( " Po£et  m¥st :  " ) )
a = [ [ True ] * ( n+1) for _ in range (n+1)] # matice sousednost i
p r i n t ( " S i l n i c e : " )
for l i n e in sys . s t d i n :

l i n e = l i n e . s p l i t ( )
u , v = i n t ( l i n e [ 0 ] ) , i n t ( l i n e [ 1 ] )
a [ u ] [ v ] = False
a [ v ] [ u ] = False

for i in range (1 , n+1):
a [ i ] [ i ] = False # máme uloºen dopl¬kový graf

barva = [ 0 ] * ( n+1) # barvy jednot l ivých vrchol·
obarven = 0 # po£et obarvených vrchol·
k o n f l i k t = False # nenastal konf l ikt
s t a r t = 1 # výchozí vrchol pro obarvování

while not k o n f l i k t and obarven < n :
while barva [ s t a r t ] != 0 :
# hledáme první neobarvený vrchol

s t a r t += 1
barva [ s t a r t ] = 1
obarven += 1
seznam = [ s t a r t ]
while not k o n f l i k t and seznam != [ ] :
# jedna komponenta souvislost i

u = seznam . pop ( )
for v in range (1 , n+1):

i f a [ u ] [ v ] :
i f barva [ v ] == 0 :
# souseda obarvíme opa£nou barvou

barva [ v ] = = barva [ u ]
obarven += 1
seznam . append ( v )

e l i f barva [ v ] == barva [ u ] :
k o n f l i k t = True

i f k o n f l i k t :
p r i n t ( " Rozd¥ len í  m¥st  do skupin  n e e x i s t u j e " )
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e lse :
p r i n t ( " Jedno  p ° í pus tnØ  r o z d ¥ l e n í  m¥st : " )
for v in range (1 , n+1):

i f barva [ v ] == 1 : # první skupina m¥st
p r i n t ( v , end = " " )

p r i n t ( )
for v in range (1 , n+1):

i f barva [ v ] == = 1: # druhá skupina m¥st
p r i n t ( v , end = " " )

p r i n t ( )

* * * * * * * * * * * *

Úloha 2
Na ve£írku se se†lo n¥kolik host•. Víme, kte°í z nich se vzÆjemn¥ znají a

kte°í ne. Vztah �znÆt se� uva”ujeme zÆsadn¥ jako symetrický, tak”e o libo-
volnØ dvojici lidí platí, ”e bu⁄ se oba navzÆjem znají, nebo ani jeden z dvo-
jice neznÆ toho druhØho. Hostitel chce posadit ka”dØho hosta bu⁄ v hale,
nebo v obývacím pokoji. Napi†te program, který ur£í, kolika zp•soby m•”e
hostitel rozmístit svØ hosty do obou místností tak, aby se v rÆmci ka”dØ
místnosti v†ichni navzÆjem znali.

Vstupem programu je po£et host• N a dÆle seznam t¥ch dvojic host•,
kte°í se spolu znají. JednotlivØ hosty si ozna£íme celými £ísly od 1 doN ,
tak”e na vstupu bude zadÆn seznam dvojic £ísel host•. Výsledkem bude
jedno £íslo udÆvající po£et mo”ných rozmíst¥ní host•.

P°íklad: Je-li N = 4 a znají se pouze dvojice host• (1,2) a (3,4), mÆ
hostitel dv¥ mo”nosti: bu⁄ usadí hosty 1 a 2 do haly a hosty 3 a 4 do
obývacího pokoje, nebo naopak hostØ 1 a 2 budou sed¥t v obývacím pokoji
a hostØ 3 a 4 v hale. Výsledkem bude tedy £íslo 2.

TakØ tato œloha je zjevn¥ grafovÆ, pomocí neorientovanØho grafu m•-
”eme reprezentovat vztahy mezi pozvanými hosty na ve£írku. Vrcholy grafu
odpovídají jednotlivým host•m, hrany propojují dvojice vrchol• odpoví-
dající host•m, kte°í se vzÆjemn¥ znají. Podobn¥ jako v první œloze popsanØ
vý†e chceme rozd¥lit vrcholy grafu do takových dvou skupin tak, aby ob¥
skupiny p°edstavovaly kliku v grafu, neboli aby se v†ichni £lenovØ skupiny
vzÆjemn¥ znali. Namísto nalezení jednoho konkrØtního vyhovujícího roz-
d¥lení tentokrÆt ale chceme ur£it, kolik takových rozmíst¥ní host• existuje.

JednÆ se v podstat¥ o œpln¥ stejnou œlohu, jakou jsme °e†ili v první £Æsti
£lÆnku, shodný proto bude takØ postup °e†ení: op¥t sestrojíme dopl‹kový
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graf a budeme zkoumat, zda je bipartitní � tedy zda lze jeho vrcholy roz-
d¥lit do dvou skupin tak, aby uvnit° ”ÆdnØ skupiny nevedla ”ÆdnÆ hrana.
K tomu pou”ijeme algoritmus prochÆzení grafu popsaný v °e†ení p°ed-
chozí œlohy. Vrcholy grafu p°itom budeme obarvovat barvami 1 a� 1, co”
odpovídÆ umíst¥ní host• do místností ozna£ených £ísly 1 a� 1. Prvního
hosta m•”eme umístit dv¥ma zp•soby � do jednØ nebo do druhØ míst-
nosti. Jakmile zvolíme jeho umíst¥ní (t°eba do místnosti 1), je nezbytnØ
usadit do místnosti � 1 v†echny hosty, s nimi” se první host neznÆ. Po-
kud by se mezi nimi na†li dva, kte°í se neznají, œloha nemÆ ”ÆdnØ °e†ení
(takovØmu stavu jsme °íkali kon�ikt). Jinak je umístíme do místnosti � 1
a jsme pak nuceni umístit do místnosti 1 v†echny takovØ hosty, s nimi”
se n¥kdo z místnosti� 1 neznÆ. Podobn¥ postupujeme tak dlouho, dokud
je n¥jakØ umíst¥ní host• takto vynuceno. Jestli”e jsme prÆv¥ popsaným
postupem rozmístili v†echN host•, jsme hotovi a výsledkem °e†ení œlohy
jsou p•vodní dv¥ mo”nosti, s nimi” jsme za£ínali u prvního hosta (v†echna
ostatní obarvení vrchol• byla vynucena podmínkami œlohy). Jestli”e nÆm
ov†em z•staly n¥jakØ neobarvenØ vrcholy (zatím neumíst¥ní hostØ), m•-
”eme libovolný z nich obarvit kteroukoliv barvou a za£ít od n¥j obarvovat
dal†í vrcholy jako na za£Ætku. Pokud se nÆm taktoK -krÆt stane, ”e barvu
vrcholu m•”eme zvolit libovoln¥, mÆ nÆ† dopl‹kový graf p°esn¥K kompo-
nent souvislosti a existuje tedy celkem2K zp•sob•, jak lze v†echny hosty
rozmístit do dvou místností.

ProgramovÆ ukÆzka se p°íli† neli†í od °e†ení první œlohy. P°i prochÆ-
zení a obarvovÆní dopl‹kovØho grafu si pouze navíc evidujeme prozatímní
po£et mo”ností, jak lze rozmístit hosty do obou místností. Po skon£ení
pr•chodu pak místo vypsÆní jednoho mo”nØho rozd¥lení vrchol• grafu do
dvou skupin program vypí†e výslednou hodnotu po£tu mo”ných rozmís-
t¥ní. Pokud graf není bipartitní a p°i obarvovÆní vrchol• nastane kon�ikt,
œloha nemÆ °e†ení a program vypí†e 0. Jestli”e graf bipartitní je, po£et
p°ípustných rozd¥lení vrchol• do dvou skupin je roven hodnot¥ 2�(po£et
komponent souvislosti). Komponenty souvislosti p°itom není t°eba p°edem
vyhledÆvat, nebo· algoritmus na testovÆní bipartitnosti si je ur£uje sÆm.

# Úloha 2 - rozd¥lení host·

import sys
n = i n t ( input ( " Po£et  host• :  " ) )
a = [ [ True ] * ( n+1) for _ in range (n+1)] # matice sousednost i
p r i n t ( " Dvo j i ce  znÆmých : " )
for l i n e in sys . s t d i n :
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l i n e = l i n e . s p l i t ( )
u , v = i n t ( l i n e [ 0 ] ) , i n t ( l i n e [ 1 ] )
a [ u ] [ v ] = False
a [ v ] [ u ] = False

for i in range (1 , n+1):
a [ i ] [ i ] = False # máme uloºen dopl¬kový graf

barva = [ 0 ] * ( n+1) # barvy jednot l ivých vrchol·
obarven = 0 # po£et obarvených vrchol·
k o n f l i k t = False # nenastal konf l ikt
s t a r t = 1 # výchozí vrchol pro obarvování
moznost i = 1 # po£et moºných rozmíst¥ní host·

while not k o n f l i k t and obarven < n :
while barva [ s t a r t ] != 0 :
# hledáme první neobarvený vrchol

s t a r t += 1
barva [ s t a r t ] = 1
obarven += 1
moznost i *= 2
seznam = [ s t a r t ]
while not k o n f l i k t and seznam != [ ] :
# jedna komponenta souvislost i

u = seznam . pop ( )
for v in range (1 , n+1):

i f a [ u ] [ v ] :
i f barva [ v ] == 0 :
# souseda obarvíme opa£nou barvou

barva [ v ] = = barva [ u ]
obarven += 1
seznam . append ( v )

e l i f barva [ v ] == barva [ u ] :
k o n f l i k t = True

i f k o n f l i k t :
p r i n t ( 0 ) # rozmíst¥ní host· není moºné

e lse :
p r i n t ( moznost i ) # výsledný po£et moºných rozmíst¥ní
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Po£íta£ovÆ gra�ka, 2. díl
EDUARD BARTL

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

Po del†í p°estÆvce se vracíme k seriÆlu o po£íta£ovØ gra�ce. Motivací pro
napsÆní novØho dílu bylo pro autora mimo jinØ setkÆní se st°edo†kolskými
u£iteli, kterØ po°Ædala na konci roku 2021 Katedra informatiky P°F UP
v Olomouci [5]. B¥hem setkÆní toti” vyjÆd°ili p°ítomní st°edo†kol†tí u£itelØ
zÆjem o toto tØma.

V p°edchÆzejícím dílu jsme uvedli de�nici digitÆlního obrazu. V tomto
pokra£ovÆní se budeme zabývat jeho œpravou. D•vody, pro£ je pot°ebnØ
v¥novat se metodÆm œpravy digitÆlního obrazu, jsou nasnad¥. DigitÆlním
obrazem m•”e být nap°íklad snímek po°ízený digitÆlním fotoaparÆtem,
tento snímek v†ak m•”e být nevhodn¥ po°ízený (nap°íklad kv•li nedosta-
te£nØmu osv¥tlení) nebo po†kozený (kv•li elektromagnetickØmu ru†ení).
M•”eme takØ chtít fotogra�cký snímek ozvlÆ†tnit n¥jakým speciÆlním efek-
tem.

V†echny œpravy, kterými se budeme zabývat, se provÆd¥jí v takzvanØ
prostorovØ domØn¥, tedy p°ímo s hodnotami pixel• obrÆzku. Existují i
œpravy, kterØ se provÆd¥jí vefrekven£ní domØn¥. Manipuluje se pak s frek-
vencemi, kterØ jsou jistým zp•sobem p°ítomny v ka”dØm obrÆzku. K po-
chopení tØto problematiky je v†ak pot°eba zvlÆdnout aparÆtteorie signÆlu,
zejmØna pak takzvanouFourierovu transformaci . Jakkoli je toto tØma za-
jímavØ, zabývat se jím v tomto dílu nebudeme. ZvídavØho £tenÆ°e m•”eme
odkÆzat na p¥kn¥ napsanou kní”ku [1].

1. P°evedení barevného obrazu na ²edotónový

P°edstavme si nÆsledující situaci. DigitÆlním fotoaparÆtem po°ídíme
snímek, který ulo”íme v podob¥ rastrovØho obrazu. Na tomto snímku je
znÆzorn¥n nap°íklad hrad Würzburg, obr. 1. Pro zd•razn¥ní nÆlady tohoto
snímku se rozhodneme p°evØst ho na †edotónový.1)

1) V b¥”nØ mluv¥ se £asto pou”ívÆ termín £ernobílý snímek. Tento termín v†ak pou-
kazuje na skute£nost, ”e jsou ve snímku pou”ity pouze dv¥ barvy � £ernÆ a bílÆ. �edotó-
nový obrÆzek naproti tomu m•”e obsahovat i r•znØ stupn¥ †edi. �edotónovým obrÆzk•m
se takØ n¥kdy °íkÆachromatickØ.
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Obr. 1 Barevný snímek hradu Würzburg, foto autor

P°edpoklÆdejme, ”e snímek ulo”ený v podob¥ rastrovØho obrazu mÆ ba-
revnou hloubkou 24 bit• a pro reprezentaci barev pou”ijeme RGB model.
Z p°edchozího dílu víme, ”e barva ka”dØho pixelu bude popsÆna trojicí
hr; g; bi , kde £íslar , g, b vyjad°ují zastoupení zÆkladních barev RGB mo-
delu a na reprezentaci ka”dØho tohoto £ísla mÆme k dispozici jednu t°etinu
z celkovØ barevnØ hloubky, tedy 8 bit•. �ísl•m r , g a b budeme stru£n¥
°íkat barevnØ slo”ky. Tyto barevnØ slo”ky tedy nabývají hodnot z mno-
”iny f 0; 1; : : : ; 255g; £ím v¥t†í £íslo, tím v¥t†í zastoupení danØ barvy. Víme
takØ, ”e ka”dý pixel získanØho †edotónovØho obrÆzku bude mít barvu, kterÆ
se v RGB krychli nachÆzí n¥kde na t¥lesovØ œhlop°í£ce. To znamenÆ, ”e
v†echny t°i barevnØ slo”ky budou mít stejnou hodnotu, kterou si ozna-
£ímey (tímto ozna£ením poukazujeme na anglickØ slovogray � †edý). Zís-
kaný †edotónový obrÆzek proto bude mít výrazn¥ men†í barevnou hloubku,
v na†em p°ípad¥ osmibitovou.

ZbývÆ v†ak vymyslet to nejd•le”it¥j†í � stanovit hodnotu y tak, aby
výsledný †edotónový obrÆzek odpovídal na†í (zku†eností danØ) p°edstav¥.
Je zjevnØ, ”e se na hodnot¥y musí podílet v†echny t°i barevnØ slo”ky.
Vzhledem k tomu, ”e RGB model pou”ívÆ aditivní sklÆdÆní barev (jak
jsme si vysv¥tlili v p°edchozím dílu), musí platit, ”e £ím v¥t†í bude n¥kterÆ
barevnÆ slo”ka, tím bude výslednÆ barva sv¥tlej†í a proto i hodnotay bude
v¥t†í. Nabízí se tedy v†echny t°i barevnØ slo”ky se£íst:

y = r + g + b:

Se£tením by v†ak mohla hodnotay padnout mimo zobrazitelný rozsah (p°i
nÆmi zvolenØ barevnØ hloubce nad hodnotu 255). Výsledek je tak pot°eba
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normalizovat, tedy vyd¥lit t°emi (po£tem barevných slo”ek). ZískÆvÆme
tak nÆsledující vzorec:

y =
r + g + b

3
: (1)

Nesmíme v†ak zapomenout, ”e stupe‹ †edi vyjad°ujeme p°irozeným £íslem,
výsledek vý†e uvedenØho podílu proto musí být zaokrouhlen.

Vidíme, ”e se ve skute£nosti jednÆ o aritmetický pr•m¥r barevných
slo”ek. Toto °e†ení je z technickØho pohledu zcela sprÆvnØ. Podívejme se
nyní na výsledný †edotónový snímek (obr. 2) a polo”me si otÆzku, zdali je
výsledek p°esn¥ takový, jak jsme o£ekÆvali.

Obr. 2 �edotónový snímek hradu Würzburg

P°i podrobn¥j†ím prostudovÆní obrÆzku mo”nÆ dojdeme k zÆv¥ru, ”e
jednotlivØ stupn¥ †edi neodpovídají na†í zku†enosti. KonkrØtn¥ji °e£eno,
£Æsti obrazu, kterØ byly zelenØ, se mohou jevit jako p°íli† tmavØ. Naopak
£Æsti obrazu, kterØ byly modrØ, jsou v †edotónovØm obrazu p°íli† sv¥tlØ.

Tento jev je dÆn skute£ností, ”e lidskØ oko (p°esn¥ji °e£eno mozek)
vnímÆ zelenou barvu sv¥tlej†í, ne” je ve skute£nosti, a naopak modrou
barvu vnímÆ tmav¥j†í. Demonstrovat to m•”eme na barevných £tvercích
zobrazených na obr. 3. První £tverec je obarven barvouh204; 0; 0i , druhý
£tverec barvouh0; 204; 0i a t°etí £tverec barvou h0; 0; 204i . Pro ka”dý £tve-
rec platí, ”e jedna barevnÆ slo”ka nabývÆ hodnoty204, zbývající dv¥ slo”ky
pak nabývají hodnoty 0. V†echny t°i £tverce bychom tedy m¥li vnímat
jako stejn¥ sv¥tlØ. Ve skute£nosti v†ak v¥t†ina lidí vnímÆ zelený £tverec
jako nejsv¥tlej†í a modrý £tverec jako nejtmav†í.
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Obr. 3 Zelenou barvu vnímÆme jako nejsv¥tlej†í

Tento problØm vy°e†íme tak, ”e místo aritmetickØho pr•m¥ru pou”ijeme
pr•m¥r vÆ”ený:

y =
v1 � r + v2 � g + v3 � b

v1 + v2 + v3
;

p°i£em” vÆhyv1, v2, v3 nastavíme tak, ”e nejv¥t†í budev2, men†í v1 a
nejmen†í v3. Pokud navíc tyto vÆhy zvolíme tak, ”e jejich sou£et bude
roven jednØ, jmenovatel zlomku vypadne. Zku†enost ukÆzala, ”e lidskØmu
vnímÆní nejlØpe vyhovují nÆsledující hodnoty vah:v1 = 0 ;299, v2 = 0 ;587,
v3 = 0 ;114. Kone£ný vzorec pro výpo£et hodnoty y pak vypadÆ takto:

y = 0 ;299� r + 0 ;587� g + 0 ;114� b: (2)

Op¥t nezapome‹me, ”e je nutnØ provØst zaokrouhlení.

2. Desaturace barvy

Dal†ím zajímavým p°íkladem œpravy obrÆzku jedesaturace barev. Na†í
snahou bude sní”it sytost barevných odstín• v obrÆzku; v tomto smyslu
se proto budeme sna”it p°iblí”it barevný obrÆzek k †edotónovØmu. Míra
tohoto p°iblí”ení bude dÆna hodnotou parametru, který bude zadÆn na
vstupu desatura£ní metody. Na desaturaci barvy tak m•”eme pohlí”et jako
na zobecn¥ní metody popsanØ v p°edchozí sekci.

Uva”ujme �alovou barvu, ta mÆ v RGB krychli sou°adnice h128; 51; 230i .
Tato barva je znÆzorn¥na �alovým bodem na obr. 4. V tomtØ” obrÆzku je
dÆle na t¥lesovØ uhlop°í£ce zobrazen †edý bod, který je †edotónovou vari-
antou danØ �alovØ barvy. Jeho sou°adniceh94; 94; 94i jsme získali pomocí
vzorce (2):

y = 0 ;299� 128 + 0;587� 51 + 0;114� 230 := 94:

Geometrický pohled na desaturaci barvy je takový, ”e se sna”íme po
p°ímce posunout z �alovØho bodu do †edØho bodu � £ím blí”e budeme

Matematika � fyzika � informatika 31 (1) 2022 69



r

g

b

Obr. 4 FialovÆ barva a p°íslu†nÆ †edÆ barva v RGB krychli

†edØmu bodu, tím více bude �alovÆ barva desaturovanÆ. Musíme tedy za-
vØst parametrd ur£ující, jak moc budeme chtít danou barvu desaturovat;
jinými slovy, jak moc se budeme chtít vzdÆlit od �alovØ barvy sm¥rem
k p°íslu†nØ †edØ barv¥. Parametrd bude proto nabývat hodnot z intervalu
[0; 1]. �ím v¥t†í bude jeho hodnota, tím více bude danÆ barva desaturo-
vanÆ (prod = 0 nebude desaturovanÆ v•bec, prod = 1 bude desaturovanÆ
zcela, splyne tedy s p°íslu†nou †edou barvou), jak m•”eme vid¥t na obr. 5.

r

g

b

Obr. 5 Desaturace �alovØ barvy znÆzorn¥nÆ v RGB krychli
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Dal†í odvození zkusme provØst obecn¥. Uva”ujme barvu s barevnými
slo”kami hr; g; bi . Na†ím œkolem je stanovit barevnØ slo”ky desaturovanØ
barvy hr d; gd; bd i v zÆvislosti na hodnot¥ parametrud 2 [0; 1]. Není to
nijak slo”itØ, vyu”ijeme-li zÆkladních poznatk• z analytickØ geometrie, do-
staneme nÆsledující rovnost:

hr d; gd; bd i = hr; g; bi + d � hy � r; y � g; y � bi ;

kde y je †edÆ barva vypo£tenÆ podle vztahu (2). Prove⁄me je†t¥ jednodu-
chou œpravu:

hr d; gd; bd i = hr; g; bi + d � hy � r; y � g; y � bi =

= hr; g; bi + d � hy; y; yi � d � hr; g; bi =

= (1 � d) � hr; g; bi + d � hy; y; yi : (3)

Díky tØto drobnØ œprav¥ m•”eme p¥kn¥ vid¥t vliv parametrud na výsled-
nou desaturovanou barvuhr d; gd; bd i � zv¥t†ovÆní hodnotyd vede k nÆr•stu
vlivu †edØ (zcela desaturovanØ) barvyhy; y; yi a sou£asn¥ k poklesu vlivu
p•vodní (pln¥ saturovanØ) barvy hr; g; bi .2)

VrÆtíme se nyní k p°íkladu s �alovou barvou a prÆv¥ odvozený vzorec
pro desaturaci barvy si vyzkou†íme na konkrØtních £íslech. Jak jsme si
°ekli, pokud zvolíme d = 0 , dostaneme pln¥ saturovanou �alovou barvu

hr 0; g0; b0i = hr; g; bi = h128; 51; 230i ;

pro d = 0 ;5 získÆme

hr 0;5; g0;5; b0;5i = 0 ;5 � h128; 51; 230i + 0 ;5 � h94; 94; 94i := h111; 72; 162i ;

pro d = 0 ;8 platí

hr 0;8; g0;8; b0;8i = 0 ;8 � h128; 51; 230i + 0 ;8 � h94; 94; 94i := h101; 85; 121i ;

a pro d = 1 na zÆv¥r dostaneme

hr 1; g1; b1i = hy; y; yi = h94; 94; 94i :

V†echny tyto barvy jsou znÆzorn¥ny na obr. 6.

2) Vztahu (3) se °íkÆ konvexní kombinace bod• hy; y; y i a hr; g; bi .
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Obr. 6 DesaturovanÆ �alovÆ barva; parametrd je pro jednotlivØ £tverce (zleva)
nastaven na 0, 0,5, 0,8 a 1

3. Prahování

Ve zbytku tohoto dílu se omezíme pouze na œpravu †edotónových ob-
rÆzk•. Uva”ovat tedy budeme digitÆlní rastrový obraz s barevnou hloubkou
nap°íklad 8 bit•, stupn¥ †edi jednotlivých pixel• vyjÆd°íme £ísly z mno”iny
f 0; 1; : : : ; 255g (£ím v¥t†í £íslo, tím sv¥tlej†í †edÆ). V†echny zbývající me-
tody œpravy jsou zalo”eny na transformaci t¥chto hodnot pixel•. HledÆme
tedy funkci

f : f 0; 1; : : : ; 255g ! f 0; 1; : : : ; 255g

p°evÆd¥jící hodnotu pixeluy 2 f 0; 1; : : : ; 255g na hodnotu f (y) 2 f 0; 1; : : : ;
255g tak, aby to vyhovovalo po”adovanØmu zÆm¥ru. Tuto funkci znÆzor-
níme pomocí grafu, který m•”e vypadat podobn¥ jako graf na obr. 7.

0 y

f (y)

255

255

Obr. 7 Graf funkce, kterÆ transformuje stupn¥ †edi

Zd•razn¥me v†ak, ”e tento graf není spojitý, je tvo°en odd¥lenými body.
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Jako spojitý vypadÆ jen kv•li zvolenØmu m¥°ítku. Ozna£eníy vodorovnØ
osy m•”e p•sobit nezvykle, nezapome‹me v†ak, ”e na tuto osu vynÆ†íme
stupn¥ †edi jednotlivých pixel• vstupního obrÆzku, kterØ ozna£ujeme prÆv¥
písmenemy.

První velmi jednoduchou œpravou, kterou budeme °e†it volbou vhodnØ
funkce f , je takzvanØprahovÆní. Jde pouze o to, ”e si nejprve zvolíme
hodnotu prahu yt ; stupn¥ †edi, kterØ tuto hodnotu p°esÆhnou, zobrazíme
na hodnotu H , ostatní hodnoty zobrazíme naL . Velmi £asto seL nastavuje
na 0 (jednÆ se tedy o £ernou barvu) aH na 255 (jde proto o bílou barvu).
Funkce f je tak dÆna nÆsledujícím p°edpisem:

f (y) =

(
L pro y � yt ;

H pro y > y t :

Graf funkce f , kterÆ realizuje prahovÆní, je pak znÆzorn¥n na obr. 8.

0 y

f (y)

255

255

yt

L

H

Obr. 8 Graf funkce realizující prahovÆní

Je zjevnØ, ”e prahovÆním je vstupní †edotónový obrÆzek p°eveden na
obrÆzek obsahující pouze dv¥ r•znØ barvy,3) v tomto p°ípad¥ se jednÆ o dva
r•znØ stupn¥ †edi. Navzdory jednoduchosti prahovÆní nachÆzí tato metoda
œpravy obrazu v po£íta£ovØ gra�ce zna£nØ uplatn¥ní. Uve⁄me nap°íklad,
”e je mo”nØ volbou vhodnØ prahovØ hodnotyyt separovat ur£itØ objekty
v obrazu od pozadí.

3) TakovØmu obrÆzku se °íkÆmonochromatický .
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Záv¥r

V p°í†tím pokra£ovÆní se budeme v¥novat dal†ím œpravÆm digitÆlního
obrazu, nap°íklad zm¥n¥ kontrastu, sv¥tlosti a podobn¥. Postupn¥ se takØ
dostaneme k obtí”n¥j†ím tØmat•m, jako je kup°íkladu histogram a jeho
vyu”ití v automatických œpravÆch obrazu.
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ProgramovÆní bez prom¥nných
JAN LA�TOVI�KA

P°írodov¥deckÆ fakulta UP, Olomouc

Prom¥nnØ ve v¥t†in¥ programovacích jazyk• hrají zÆsadní roli: vklÆdají
hodnoty na ur£itÆ místa výraz•, uchovÆvají do£asnØ výsledky a v nepo-
slední °ad¥ ozna£ují argumenty funkce. �lÆnek p°edstavuje jazyk Joy, kde
pojem prom¥nnØ neexistuje.

Joy je navíc £ist¥ funkcionÆlní jazyk. P°esto”e funkcionÆlní jazyky mají
bohatou historii, jejich prvky prosakují do moderních jazyk• a” poslední
dobou. Jazyk Joy tak m•”e poskytnout netradi£ní œvod do stÆle více po-
pulÆrn¥j†ích technik funkcionÆlního programovÆní.
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1. Historie

Odstra‹ovÆním prom¥nných z matematických tvrzení se na za£Ætku
dvacÆtých let minulØho století zabýval ruský matematik Moses Schön�n-
kel. Jeho postupy dÆle rozvedl americký matematik Haskell Curry, který
vzniklý formÆlní systØm pojmenovalkombinatorickÆ logika. Významnou
£Æstí kombinatorickØ logiky je výpo£etní model zalo”ený na n¥kolika abs-
traktních funkcích zvaných kombinÆtory. UkÆzalo se, ”e ka”dý myslitelný
mechanický výpo£et lze vyjÆd°it vhodným aplikovÆním kombinÆtor•.

Za£Ætkem sedmdesÆtých let americký programÆtor Charles Moore p°ed-
stavil jazyk Forth. Jazyk obe†el pou”ití prom¥nných zavedením jednoho
univerzÆlního zÆsobníku, ze kterØho programy získÆvají a kam uklÆdají
hodnoty. Díky jednoduchØmu zp•sobu vykonÆvÆní program• na†el jazyk
uplatn¥ní ve vestav¥ných systØmech. �ídil nap°íklad p°istÆní sondy Philæ
na komet¥.

Australský �lozof Manfred von Thun vytvo°il za£Ætkem dvacÆtØho prv-
ního století jazyk Joy1) . Jazyk vychÆzí ze zji†t¥ní, ”e n¥kterØ programy
jazyka Forth lze chÆpat jako funkce, kterØ mají zÆsobník na vstupu i na
výstupu. Jazyk navíc umo”‹uje pracovat s programy jako s daty. Díky
tomu lze v programech pou”ívat obdoby kombinÆtor•. Na rozdíl od kom-
binatorickØ logiky v jazyce Joy novØ programy nevznikají aplikací funkcí,
ale jejich sklÆdÆním.

2. Skládání program·

Ze v†ech mo”ných £ísel se zam¥°íme pouze na p°irozenÆ £ísla v£etn¥
nuly. Uva”ujme nejd°íve programy, kterØ £íslu na vstupu výpo£tem p°i-
°azují £íslo na výstupu. TakovØ programy m•”eme p°irozen¥ chÆpat jako
funkce. Vezm¥me nap°íklad programsucc, který £íslu p°i°adí nÆsledov-
níka (£íslo o jedno v¥t†í) a programsquare , který po£ítÆ £tverec (druhou
mocninu) zadanØho £ísla.

Ze dvou libovolných program• A a B m•”eme vytvo°it program, který
nejprve danØmu £ísluN p°i°adí programem A £ísloM a potØ £ísluM p°i-
°adí programem B £ísloK . �íkÆme, ”e program vznikl slo”ením program•
A, B a ozna£íme jej prost¥ tak, ”e programy napí†eme za sebe:A B .

Nap°íklad program succ square vzniklý slo”ením succ a square p°i-
°adí £íslu N £íslo (N + 1) 2.

1) https://en.wikipedia.org/wiki/Joy_(programming_language)
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PrÆzdným programemmÆme na mysli program, který neobsahuje ”Ædný
znak. PrÆzdný program libovolnØmu £íslu p°i°adí to samØ £íslo.

JmØna program• (nap°. succ a square) °adíme mezi takzvanØatomickØ
programy.

Dva programy A, B pova”ujeme zarovnØ, pokud libovolnØmu mo”nØmu
vstupu p°i°adí program A stejnou hodnotu jako program B . Rovnost pro-
gram• ozna£ímeA = B .

Program succ square není rovný programu square succ . První jme-
novaný p°i°adí £íslu jedna £íslo 4 = (1 + 1) 2, ale druhý £íslo 2 = 12 + 1 .

Pokud sklÆdÆme programyA, B a C, je lhostejnØ, zda jsme nejprve
slo”ili A a B a výsledek slo”ili s C, nebo jsme slo”ili A s výsledkem slo-
”ení B a C. V obou p°ípadech obdr”íme programy, kterØ nejprve pou”ijí
program A, potØ programB a nakonec programC. Tedy zÆpisA B C je-
jich slo”ení je jednozna£ný. Program succ square succ p°i°azuje £íslu N
£íslo (N + 1) 2 + 1 .

Programy m•”eme vykonÆvatjen s pou”itím jedinØho místa v pam¥ti
na ulo”ení £ísla. Vstupní £íslo vlo”íme na místo, vykonÆme program a jeho
výsledek najdeme na míst¥. PrÆzdný program se vykonÆ triviÆln¥ tak,
”e neud¥lÆ v•bec nic. VykonÆní neprÆzdnØho programu provedeme tak,
”e vykonÆme postupn¥ v†echny jeho atomy. VykonÆní atomu musí být
de�novÆno.

Pokud bychom dali na místo v pam¥ti £íslo jedna, pak by vykonÆní pro-
gramu succ square znamenalo nejprve vykonÆní programusucc, kterØ
zvý†í £íslo na míst¥ na dva, a potØ vykonÆní programusquare , kterØ na-
hradí £íslo na míst¥ jeho £tvercem. Na míst¥ se po skon£ení vykonÆvÆní
nalØzÆ £íslo £ty°i, kterØ je tedy výstupem programu.

PojmenovÆnímlibovolnØho programu roz†i°ujeme jazyk. NovØ jmØno se
stÆvÆ atomickým programem a jeho vykonÆní probíhÆ tak, ”e se vykonÆ
pojmenovaný program. Program•m dÆvÆme jmØna p°irozen¥ pou”itím rov-
nítka. Nap°íklad m•”eme de�novat:

f = succ square

VykonÆníf pro £íslo jedna na vstupu povede k vykonÆní programusucc
square a tím pÆdem na výstupu dostaneme, jak ji” víme, £íslo £ty°i.

Jak zadat hodnotu vstupu jen za pou”ití sklÆdÆní program•? Sta£í
£ísloN pova”ovat za atomický program, který libovolnØmu £íslu na vstupu
p°i°adí £íslo N . �ísla lze tedy sklÆdat s jinými programy. Výstup programu
1 succ bude nehled¥ na £íslo na vstupu v”dy 2. Program1 succ p°edsta-
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vuje hodnotu, kterou succ p°i°adí £íslu jedna. DostÆvÆme1 succ = 2.
�Æst programu m•”eme nahradit jiným programem, který se £Æsti rovnÆ.

P°esn¥ji, pokud A, B1, B2, C jsou programy, kde B1 = B2, pak:

A B 1 C = A B 2 C

Vyu”itím p°edchozího pravidla odvodíme jakou hodnotu program f p°i-
°adí £íslu jedna:

1 f = 1 succ square = 2 square = 4

3. Programy s více vstupy

ZbývÆ vy°e†it, jak umo”nit program•m mít více vstup•. Výpo£et s£í-
tající dv¥ zadanÆ £ísla m•”eme pova”ovat za program+, který na vstupu
dostane dvojici £ísel a jim p°i°adí jejich sou£et. Program by dvojici £ísel
(1; 2) p°i°adil 3. Vstup a výstup programu ale nejsou stejnØho typu: vstup
je dvojice £ísel a výstup £íslo. Aby bylo mo”nØ programy voln¥ji sklÆdat,
pot°ebujeme sjednotit typ vstupu a výstupu.

Ukazuje se, ”e vhodným typem pro vstup a výstup programu je zÆsob-
ník. ZÆsobník si p°edstavujeme jako uspo°Ædanou n-tici hodnot (nazýva-
ných prvky zÆsobníku), kde m•”eme odebrat hodnotu ze za£Ætku (°íkÆme
takØvrcholu) zÆsobníku a p°idat hodnotu zase na vrchol zÆsobníku.

Zavedeme program+ tak, aby zÆsobníkuZ p°i°adil zÆsobník, který
vznikne tak, ”e se zeZ odeberou dv¥ vrchní £íslaN , M a p°idÆ jejich
sou£etN + M . Pokud (1; 2; 3) p°edstavuje zÆsobník, kde je na vrcholu 1,
pak + p°i°adí zÆsobníku(1; 2; 3) zÆsobník(3; 3). Voln¥ji budeme °íkat, ”e
+ nahrazuje dv¥ vrchní £ísla na zÆsobníku jejich sou£tem.

Upravíme v†echny na†e programy tak, aby pracovaly se zÆsobníky. PrÆ-
zdný program zÆsobník nezm¥ní. �íslo p°idÆ samo sebe na zÆsobník. Na-
p°íklad program 1 p°idÆ na vrchol zÆsobníku £íslo jedna. Programsucc
nahradí £íslo na vrcholu zÆsobníku jeho nÆsledovníkem a programsquare
jeho £tvercem.

VykonÆvÆní program• probíhÆ p°esn¥ tak, jak je popsÆno vý†e, s tím
rozdílem, ”e nyní na míst¥ v pam¥ti není £íslo ale zÆsobník.

Program 1 2 p°idÆ na vrchol zÆsobníku nejprve £íslo jedna a potØ
£íslo dva (to tedy bude na vrcholu zÆsobníku). Pou”ití zÆsobníku umo”nilo
program•m mít více výstup•.

Program 1 2 m•”eme slo”it s programem + a vypo£ítat sou£et £ísel
jedna a dva: 1 2 + = 3 .
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Program 1 + zvý†í hodnotu na vrcholu zÆsobníku o jedna. Program
succ lze nyní de�novat jako succ = 1 +.

Nahrazení vrchních t°í £ísel zÆsobníku jejich sou£tem provedeme pro-
gramem + +. Nap°. dostÆvÆme:

1 2 3 + += 1 5 + = 6

Zavedeme program* nahrazující dv¥ vrchní £ísla zÆsobníku jejich sou-
£inem. MÆme nap°íklad2 3 * = 6 .

M•”eme pomocí * de�novat program square po£ítající £tverec £ísla?
Jist¥ platí, ”e £tverec £ísla t°i získÆme programem3 3 *. Pro výpo£et
£tverce libovolnØho £ísla musíme nejprve zavØst programdup, který znovu
vlo”í na zÆsobník jeho vrchní prvek. Nap°íklad3 dup = 3 3 . Nyní sta£í
polo”it square = dup * .

Hodnotu, kterou program f p°i°adí jedni£ce, m•”eme detailn¥ji získat
výpo£tem:

1 f = 1 succ square = 1 1 + square =

= 2 square = 2 dup * = 2 2 * = 4

Pro prÆci se zÆsobníkem si ukÆ”eme dal†í dva u”ite£nØ programy. Pro-
gram pop odstraní ze zÆsobníku vrchní prvek a programswap prohodí
dva vrchní prvky zÆsobníku. M•”ete je zkusit vyu”ít k napsÆní programu,
který odstraní druhý prvek ze zÆsobníku.

Víme, ”e u s£ítÆní nezÆle”í na po°adí s£ítanc•. KonkrØtn¥ji pro libovolnÆ
£ísla N , M je:

N M + = M N +

Bez odkazu na s£ítance lze p°edchozí rovnost œsporn¥ji zapsat takto:

+ = swap +

Um¥li byste (bez prom¥nných) rovností program• vyjÆd°it, ”e s£ítÆní
£ísla samo se sebou dÆvÆ jeho dvojnÆsobek?

4. Citované programy

Skute£nost, ”e u s£ítÆní t°í £íselN , M , K nezÆle”í na po°adí jejich
sou£t•, m•”eme vyjÆd°it rovností:

N M K + + = N M + K +
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Aby bylo mo”nØ odstranit z rovnosti odkazy na £íslaN , M , K , pot°e-
bujeme mít schopnost vykonat+ na druhý a t°etí prvek zÆsobníku. Obecn¥
chceme vykonat jistý program tak, aby neovlivnil první prvek zÆsobníku.

Uzav°ením programu do hranatých zÆvorek potla£íme jeho vykonÆní.
P°esn¥ji pro libovolný program A je [ A] takzvaný citovaný program .
Citovaný program pova”ujeme za atomický program, jeho” vykonÆní spo-
£ívÆ v tom, ”e se pouze (podobn¥ jako £íslo) vlo”í na zÆsobník.

Pro zru†ení citace programu zavedeme programdip , který ze zÆsob-
níku odebere citovaný program [ A] a libovolnou hodnotu V (£íslo nebo
citovaný program). DÆle vykonÆ programA a potØ vrÆtí na zÆsobník hod-
notu V . �innost programu dip lze takØ popsat rovností:

V [ A] dip = A V

Nyní dostÆvÆme

N M K [+] dip + = N M + K +

a nezÆvislost po°adí sou£t• m•”eme œsporn¥ formulovat takto:

+ + = [+] dip +

Program cons vytvÆ°í citovanØ programy. PokudA je program a V
hodnota, pak platí:

V [ A] cons = [ V A]

ZajímavØ je, ”eswapm•”eme nyní de�novat programem [] cons dip .
Poznamenejme, ”e[] je citace prÆzdnØho programu. Sami si m•”ete ov¥°it,
”e je de�nice sprÆvnÆ.

5. Kombinátory

Programy ru†ící citace jiných program• se nazývají kombinÆtory. Pro-
gram dip je tedy kombinÆtor. P°edstavíme si nejjednodu††í kombinÆtori ,
který pouze zru†í citaci programu; pro program A platí:

[ A] i = A

TakØ m•”eme °íci, ”e program i odebere ze zÆsobníku citovaný program
[ A] a vykonÆ programA.
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M•”ete si sami zkontrolovat, ”e vykonÆvÆní programu[dup i] dup i
nikdy neskon£í.

Vhodnou œpravou p°edchozího programu lze psÆt rekurzivní programy.
Jazyk v†ak poskytuje n¥kolik kombinÆtor•, kterØ psaní rekurze zna£n¥
zjednodu†ují. Vezm¥me si kombinÆtorprimrec , jeho” chovÆní vyjad°ují
rovnosti

0 [ A] [ B ] primrec = A

N [ A] [ B ] primrec = N dup 1 - [ A] [ B ] primrec B

kde N je nenulovØ £íslo aA; B jsou libovolnØ programy.
Zkusíme si naprogramovat faktoriÆl £ísla. P°ipome‹me, ”e faktoriÆl nuly

je jedna a faktoriÆl nenulovØho £íslaN je sou£inN a faktoriÆlu £íslaN � 1.
Program po£ítající faktoriÆl de�nujeme:

[1] [*] primrec

Nap°íklad dostÆvÆme:

5 [1] [*] primrec

= 5 dup 1 - [1] [*] primrec *

= 5 4 [1] [*] primrec *

� � �

= 5 4 3 2 1 0 [1] [*] primrec * * * * *

= 5 4 3 2 1 1 * * * * * = 120

M•”ete si vyzkou†et pomocí primrec napsat program, který spo£ítÆ
sou£et £tverc• v†ech £ísel men†ích nebo rovných zadanØmu £íslu.

Ukazuje se, ”e podobn¥ jako v kombinatorickØ logice, lze ka”dý program
zapsat jen pomocí n¥kolika zÆkladních program• jejich citovÆním a sklÆ-
dÆním. Za zÆkladní programy si m•”eme vzítdip , cons, dup a pop.

DokÆ”ete vyjÆd°it programi pomocí zÆkladních program•?

Jak bylo zmín¥no v œvodu, kombinÆtorovÆ logika je p°edev†ím mate-
matickÆ teorie. V p°ipravovanØm £lÆnku nabídneme formou jednoduchØ
deskovØ hry œvod do teorie kombinÆtor•. Karti£ky ve h°e p°edstavují kom-
binÆtory a vhodnØ umíst¥ní karti£ek na herní plo†e jejich aplikaci.
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