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MATEMATIKA

Matematika pro vSechny
nebo matematika pro kazdého?

FRANTISEK KURINA
Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

Byt ucitelem neni tézké, ale byt
dobrym ucitelem je velmi tézké.
Liping Ma

Nadpis ¢lanku mozné vyvolava u nékoho rozpaky. Vzdyt uéit v8echny
znamené ucit kazdého. A ucit kazdého znamené ucit vSechny. Nadpisem je
patrné mysleno néco vic, nez se explicitné ika. Pfizndvam, Zze podnétem
k tomuto nadpisu byla nasledujici uvaha Karla éapka: »Na pruni pohled
vypadd stejné, prohldsime-li, Ze ,vsichni lidé magji nos‘, nebo Ze ,kazZdy
clovek md nos‘. Oboji kategoricky vypovidd soubytnost clovéka a nosu.
Ale je-li v obojim pFipadé stejnd soubytnost, nent stejny nos. Reknu—li, Ze
vSichni lidé maji nos, zjevi se mi jakysi pomysing, obecny a velikdnsky nos,
orgdn se dvéma dirkami a Zadnou osobni zvldstnosti, nos, abych tak rekl,
udélany z pojmové sddry. Ale Feknu-li, Ze kazdy ¢lovek md nos, znamend to
uz, Ze md svij nos, osobni, hrbolaty, hdk, bambuli, velky, leskly, vsetecny,
orli, studeny nebo teply nosdnek, nos, rypdk ¢i chobot, zkrdtka Ze kaZdému
prislusi jeho vlastni, persondini, ryze soukromy nos, jejz nékam strkd, na
jehoZ $picku nevidi a na némz lidé ¢tou, co chce Tict. Nos kaZdého clovéka
prosté a venkoncem neni nos vsech lidé.“ ([1], s. 158).

Vratme se k nadpisu ¢lanku.

V prvni t¥idé, ba nékdy ani pfed maturitou, nevime, zda divka bude ba-
letkou nebo atomovou fyzickou, zda z hocha vyroste fotbalista nebo lékar.
To je jeden z diivodii, pro¢ musime ucit matematiku vSechny déti. Budou
ji potfebovat v zivoté, hlavné v dalsim studiu. Druhy divod je ovSem ten,
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jsem o tom presvédéen, Ze matematika pfispiva ke kultivaci ¢loveka. Je-li
ve 8kole dobfe provozovana, uci vidét souvislosti, u¢i kriti¢nosti, uéi mys-
let, ale pfispiva i k rozvijeni zodpovédnosti, pozornosti, soustfedéni, uci
zéky pracovat, ... OvSem vsichni dobfe vime, Ze ne vSechny déti mohou
zvladnout matematiku na stejné trovni.

Vyklad ucditele

Matematiku musime ucit vSechny déti, ovSem dobry uditel diferencuje
matematické pozadavky na zaky podle jejich duSevnich schopnosti a podle
jejich zajmu. Realizace této zasady ve tfidé je ovSem obtiZna, nelze na ni
dat navod, spoc¢iva na uméni ucitele. Jsem piesvédéen, ze dobry ucitel je
schopny, pfi pfiznivych podminkach, naucit zdkladnim poznatktm i zaky
méné nadané. Problémem jsou ovSem zaci, ktefi se ucit zamérné nechtéji.
Zde hraje zakladni roli uméni motivace.

V ¢lanku [7] piSe autorka, Ze v ramci tzv. velké skolnf revize ramcovych
vzdélavacich programii se v nasi Skole odehraji revolu¢ni zmény. ,,Vyklad
ucitele ma nahradit z vétsi ¢asti tymova prace zaka, vyklady maji byt
nahrazeny debatami.“ Tyto ,revoluc¢ni zmény“ maji byt ,vstfebané do
vyuky jiz v roce 2023.“ To je podle mého nézoru nespravna orientace nasi
skoly.

Vsimnéme si, jak se na problematiku vykladu uéiva divaji brit§ti autori
Hendrick a Macpherson. ,Mame pocit, zZe didakticky vyklad je nespraved-
livé oCerniovan, ac¢ je pro dobrou vyuku nezbytny. (...) Nékdy je ucitelav
vyklad naprosto zasadni. Je to jeden z nejlepsich zpisobu, jak sdilet zna-
losti, které jsou pro uceni dilezité nejen samy o sobé, ale jsou také latkou
k promysleni pii vice interaktivnich aplikovanych aktivitach.“ (|2], s. 146).

K praci ve skupinich zaujimaji tito autofi stanovisko: ,,Ve skupiné mu-
Zete byt bud viudce, stoupenec, houba nebo rugitel. To jsou ¢&tyfi typy
postav. Rusitelé jsou naprostou ztratou ¢asu. Jejich ukolem je rusit kaz-
dého ve skupiné nebo ostatni skupiny. Houba jenom sedi, dé&la, co se ji
fekne, a je to naprosté plytvani prostorem. Stoupenec s nékym vzdycky
nadsSené souhlasi, ale nemé zadné vlastni napady. Vidce skuteéné skupinu
vede, ale problém s vudci je ten, Ze mohou skupinu ovladat“ ([2], s. 149).
V Ceském prostiredi popisuje praci ve skupindch Milan Hejny: Jeden zak
priSel na feSeni problému. ,,Dalsi dva Zéci se k tomu pridali a zbytek t¥idy
tomu vé&fil, nebot t¥i nejlepsi matematici t¥idy to shodné tvrdili. Nektefi
zaci to chépali lépe, jini jen povrchn&“ ([9], s. 137). Tak byl poznatek ve
t¥{dé oficidlné objeven.
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,Empiricky vyzkum z posledniho pilstoleti poskytl ¢etné jednoznacné
zéveéry, ze pro kazdého kromé odborniki je ¢asteéné vedeni béhem vyuky
vyznamné méné uéinné a efektivni nez plné vedeni. (...) Samostatné uceni
muze byt kyzenym vysledkem, ale paradoxné nemusi byt tim nejlepsim
zpusobem, jak toho vysledku dosahnout.“ ,,Bylo nesporné dokazano, Ze
prace ve skupinach mé neblahy vliv na pozornost.“ ([2], s. 199).

Frontalni vyucdovani a samostatna prace zaka

Nékdy kolem r. 1648 napsal Komensky ,, Ucitel nikdy nebude vyucovati
pouze jednoho. . ., ngbrz vsechny pohromadé a najednou. Nepijde tedy k ni-
komu zvldst a nedovoli, aby k nému pristoupil nékdo zvldst, nijbrz stoje na
katedre (odkud jej mohou vsichni vidéti a slySeti) SiFiti bude paprsky na
vSechny jako slunce, a vsichni, upFeny majice na néj zrak, sluch i ducha,
at zachycuji véecko, co jim bud Tedi bude predndSeti nebo rukou nebo v o0b-
raze ukazovati. Tak zabije jednou ranou ne dvé, nybrz velmi mnoho much*
([4], s. 208).

To je priklad frontalni vyuky, kterou napt. Kalhous a Obst popisuji
takto: ,Zaci v prubéhu vyuky plni vzdy ve stejném case stejné ucebni
ukoly, tedy probiraji stejnou latku, postupuji jednotné stejnym zptisobem.
Ukolem uditele je ¥dit ucebni ¢innost viech zaka najednou. (...) Jsou
vedeni a postupuji krok za krokem v jakési pomyslné fadé jeden vedle
druhého. Implicitné se predpoklada, ze zaci mimo prumér se pfizpisobi.
Pokud se tak nestane, jsou k pfizptisobeni nuceni. Ve skutecnosti jsou
Casto jaksi ,na obtiz‘, vyrusuji nebo komplikuji praci ucitele“ ([5], s. 295).
Josef Poldk uvadi v ¢lanku ([6], s. 264), Ze frontalni vyufovani je ,,v nasich
skolach stale jesté nejcastéji uzivanou formou organizace vyuky.“

Podle MSMT wfrontalni pojeti vyuky, kdy ucitel pfednési a déti pasivné
poslouchaji, ma na zakladnich a stfednich Skolach z vétsi ¢asti nahradit
prace v tymu na spoleénych projektech® [7]. Podle Jaroméra Berana, na-
méstka pro fizeni sekce vzdélavani na ministerstvu, se maji zaci ucit, aniz
si uvédomuji, ze se uéi (,gamifikace skolstvi“) ([7], s. 3). Nejrozsifensjsi
forma vyuky je tak uréena k vyhynuti.

Dichotomie frontdlni vijuka—aktivita Zaki je falesna. Podle mého nazoru
se vyuka na naSich Skolach vice nebo méné blizi frontalni vyuce podle an-
glického pedagoga Geoffa Pettyho. ,Zakladnim postupem této, tzv. fron-
talni interaktivni vyuky, je vytvorit dynamickou smés ucitelova vykladu
(asi 40 %) s nasledujicimi prvky:

o Zdkovskd c¢innost — na pocatku probirani kazdého tématu jsou tkoly
pro zaky kratké a snadné a postupné nabyvaji na délce a narocnosti;
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e asertivni otdzky — jejich smyslem je co nejvice posilit zakovskou
acast, aktivni uéeni a spojeni mezi novym ucenim a ucenim zvlad-
nutym diive;

e Zikovskd demonstrace — zaci predvadéji své rozvijejici se dovednosti,
vyuzivaji pfi tom tabuli nebo zpétny projektor, jejich spoluzaci je
sleduji a hodnoti spravnost provedeni.” ([8], s. 275).

Budovani hlubokého konceptualniho porozuméni a vysstho fadu mysleni
vyzaduje intenzivni interakci mezi ucitelem a zédkem. To ovSem Pettyho
pojeti frontalniho vyucovani, v némz se stiida vyklad a otézky ucitele,
odpovédi zakl a FeSeni tloh, plné umoznuje.

Vratme se ke Komenskému, kterého jsem predstavil jako pivodce fron-
talniho vyucovani, pii némz je zék zcela pasivni. Ovsem deset let po vydani
citované prace piSe Komensky Didaktiku analytickou, v niz pozaduje:
CLXXI. V8emu, ¢emu se musime uciti, necht se u¢ime vlastni praxi.

CXLV. Necht se ucitel sklani k zaku a pomaha jeho chapavosti vSemi
moznymi zpusoby.
XXXIV. Zaku pifslusi prace, uciteli Fzent. [10]

To jsou zarodky konstruktivnich pristupi, které po étyfech stech letech
charakterizuje svycarsky psycholog Jean Piaget takto:

»Padesdt let experimentovdni nds poucilo, Ze neexistuje Zddné pozndnd,
které by bylo vysledkem pouhého zaznamendvdni pozorovaného, a jeZ by
nebylo strukturovdno aktivitou subjektu.“ (citovano podle [11], s. 65).

Tyto pristupy muze ucitel realizovat pii interaktivni frontalni vyuce a
samostatné praci zaku pri feSeni vhodnych tloh.

Priklady
Pokusme se nyni ilustrovat vySe zminéné postupy jejich moznou reali-

zaci v praxi §koly.

a) Druhd mocnina a kvadratickd rovnice

Setkal jsem se s maturantkou, ktera tvrdila: Vzorec pro (a + b)? jsme
vitbec neodvozovali. Pani uéitelka ho napsala na tabuli a fekla: ,, To se
naucte, budete to potfebovat.“ A Fesili jsme tlohy

(3a+)* = (a+4)*= (3z +y)* =
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To je téméf neuvéritelny pristup k matematice. Tato pani ucitelka ne-
pfipomnéla ani definici druhé mocniny (a? = a - a), a tedy ani smysl
(a+b)%2 = (a+ b)(a +b). Na otazku Kolik je (a + b)? odpovi asi vétsina
7&kt a? + b%. Neni vhodné pouze Fici: To je &patné. Lepsi je dopliovat
tabulku typu:

a|b|la+b]| a®+0b%| a®+2ab+b?
3 5 9
2|3 5 13 25

Na jejim zékladé se patrné zaci mohou domnivat, ze plati
(a+b)? = a® + 2ab+ b>. (1)

Jsou Zaci, kterym argumentace tabulkou sta¢i. Tém miiZzeme dat k pro-
zkoumani tabulku

a|b| 6a | 3b| (6a+3b) jesudé
112 6 6 12
216 12 | 18 30
514 30 | 12 42

SV

Neéktefi zaci snad objevi, ze tabulkou neni tvrzeni zdivodnéno. Jestlize se
zéddny takovy zak nenajde, napovime: zkuste a = 2, b = 1. Pak 6a + 3b =
= 12 + 3 = 15, tedy liché ¢islo. Ackoliv to v nékolika p¥ipadech vyslo,
obecné to neplati.

Jak tedy vzorec (1) ovéfit, kdyZ jesté nezname pravidlo pro nasobeni
dvojclenu dvojc¢lenem?

Matematik by patrné postupoval takto: Podle jiz znamé distributivity
pro nésobeni vzhledem ke s¢itani

a(b+c) = ab+ ac (2)

muizeme postupovat timto zptsobem: Oznaé¢me a + b = A a pro soucin
(a+b)(a+b) mame A(a+b) = Aa+ Ab (podle (2)) a dale opét podle (2)

(a+Db)a+ (a+b)b=a®+ab+ab+b? = a* + 2ab + b°.

Tento postup patrné bude pro mnohé zéky nepiesvédéivy — je to jen jakasi
,hra s pifsmeny*.
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Snad presvédCivéjsi je pristup geometricky. Je-li dané &islo a velikosti
strany Gtverce, je a? obsah &tverce nad touto stranou. Aplikujeme-li tento
vysledek na Gtverec o strané a + b, dostaneme podle obr. 1 vysledek (1).

a+b a b

a? ab a
a+b (a+0b)?

ab vo|b

Obr. 1

Podobné muzeme aplikovat tuto metodu i na uréeni sou¢inu dvojélent,
interpretujeme-li ab jako obsah obdélniku se stranami a, b (obr. 2).

a+b a b

ac be c
c+d (a+b)(c+d)

ad bd d

Obr. 2
Naznaceny postup lze podle mého nazoru vyuzit pfi interaktivnim fron-
talnim vyucovani. K poznatkim dovedeme zaky na zékladé otazek a tloh.

Co je kvadraticka rovnice?

Zakovskou odpovéd: ,,Je to rovnice, v niz je neznama v kvadratu (druhé
mocning)* miZzeme pfijmout, oviem méli bychom reagovat otazkami: Jsou
rovnice

%:x (3)

zt—2?2 =0 (4)

rovnicemi kvadratickymi? Rovnici (3) bychom asi méli za kvadratickou
rovnici povazovat, nebot je ekvivalentni s rovnici 22 = 1 a mé 2 kofeny,
(1 a —1), rovnice (4) v8ak kvadratickd neni. Plati

ot =222 - ) =z-z-(x—1)-(x+1).

Ma4 tedy, na rozdil od rovnice kvadratické, ¢ty#i koteny: 0, 0, 1 a —1.
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Tato problematika se tyka jazyka matematiky. Za kvadratickou rovnici
bychom méli povazovat kazdou rovnici, kterou je mozné ekvivalentnimi
Upravami uvést na tvar

az? +br+c=0 (5)

kde a, b, ¢ jsou realné ¢isla, a je rizné od nuly. Takovou formulaci najdeme
jen v nékterych nasich stfedoskolskych u¢ebnicich.

Kapitola o kvadratickych rovnicich pak muze pokracovat vhodnymi
otédzkami a tdlohami az k odvozeni pfislusného vzorce. To ovSem mutzeme
realizovat jen s ,lepsi“ Casti tfidy. Ostatni mohou feSit vhodné tlohy.

Je mozné vzorec pro koreny kvadratické rovnice uvést bez dikazu?
Podle mého nazoru ano. U ,nejslabsich® zaka bychom patrné mohli byt
spokojeni, znaji-li tento vzorec a umi fesit kvadratické rovnice s koeficienty
v malych pfirozenych ¢&islech. Méli bychom oviem dbét na to, aby vzorci
rozuméli. Provéiime to napi. otdazkou: MuZete Fesit rovnici 22 = 1 podle
vzorce? Naucit zaky aplikovat vzorec, ktery jsme neodvodili, je minimalni
aroven, kterou by méli dosdhnout vsichni Zaci. Schéma vzorec—aplikace—
zduvodnénd je realizovano na fadé mist slovenskych gymnazialnich uéebnic
Zbynka Kubdcka. Je to koneckonct nejen v souladu s aplikacemi matema-
tiky napf. v technické praxi, ale i s historickym vyvojem. Pythagorova véta
se pouzivala vice nez 1000 let pied jejim dikazem.

Maji znat zaci dilezité vzorce (napi. pro obsah trojihelniku, obdélniku,
lichobé&Zniku, kruhu, ..., pro FeSeni kvadratické rovnice, ...) zpamé&ti?
Domnivam se, Ze ano. Vzorce jsou vlastné ,isporné* vyjadrené véty. Misto
vzorce (1) bychom méli psat

VYa € RYb € R [(a+b)? = a® + 2ab+ b?].

Ke znalostem dulezitych matematickych vét by mélo vyucovani matema-
tice vést. Setkal jsem se s profesiondlnim matematikem, ktery tvrdil, ze
7aci nemaji zadné vzorce znat: v8echno lze odvodit nebo najit na inter-
netu. Takovy nazor nepovazuji za spravny. Odvozovat pii kazdé piilezitosti

potiebny vzorec je ,,neekonomické®, feseni tloh bez znalosti ,,fakta“ je ne-
myslitelné.

b) Veéta o Thaletove kruznici

V mnoha ucebnicich je véta o Thaletové kruznici uvedena jako hotovy
fakt. Prostudujte si tuto partii v uéebnicich planimetrie pro gymnazia na-
kladatelstvi Prometheus (1993) a zpracovani od téze autorky v naklada-
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telstvi Fraus (2019). Takovy pfistup nahrava frontalnimu vyucovani kla-
sického typu, kdy ucitel vyklada (pfednési) a zéci pasivné poslouchaji,
pfipadné si pisi. Nazna¢me zde piistup k téze problematice odpovidajici
interaktivni frontalni vyuce.

Zatneme tulohou: Narysujte si kruznici k se stiedem S, primérem AB
a jejim libovolngm bodem C (obr. 8). Odhadnéte, jak se bude ménit hel
AX B, pohybuge-li se bod X po polopiimce opacné k polopiimce C'S smérem
k bodu C. Jak se bude ménit ihel AY B pFi pohybu bodu Y po tseéce CS?

A
N

SR\

Obr. 3

Vétsina zaki patrné pii vyrysovani nékolika trojihelnika AX B a AY B
dojde k domnénce: vyjdeme-li od bodu X na okraji papiru, pak se pfi
pohybu bodu X k bodu C' po ptfimce XC thel AX B neustale zvétiuje a
toto zvétsovani pokracuje i pfi pohybu bodu Y po tsetce C'S. Vsimnéme
si, ze uhly AX B jsou ostré a thly AY B jsou tupé. A jaka je velikost thlu
ACB? Pfirozena je odpovéd, ze ihel ACB je pravy. MiZzeme tomu véfit
na zakladé obrazku? MEéli bychom pfesvéddéit zéky, Ze je tfeba toto tvrzeni
zduvodnit.

Co znamen4, 7e bod C' lezi na kruznici k? (|SC| = |SA| = |SB|). Co
miZeme tedy Fici o trojuhelnicich AC'S a BCS? (Jsou rovnoramenné a
maji tedy u zékladen shodné uhly (obr. 4)). Podle obrazku vidime, Ze
soudet thli v trojuhelntku ACS je a + (a+ ) + 8 = 180°. Je tedy
a+ 8 =90° a trojuhelnik ABC ma u vrcholu C pravy thel.
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Obr. 4

Dokazat, ze uhly AX B jsou ostré a uhly AY B tupé, je rovnéz lehké.
Soucet thla u vrcholi A, B trojihelniku ABX je vétsi nez a4+ 8 = 90°,
nebot k ahlim « a 8 jsme ,pfidali“ thly € a &’ (obr. 5).

Obr. 5

Uhel AX B je tedy ostry. Podobné zjistime, ze soucet thlt Y AB a Y BA
je mensi nez o + (8 a thel AY B je tedy tupy (obr. 6).
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Obr. 6

Tim mame dokazanu Thaletovu vétu, ale ziskali jsme jesté poznatek
o velikosti uhlit AX B a AY B. Po formulaci této véty muzeme fesit ahlu:
Urcete mnoZinu vrchold P vSech pravouhlijch trojihelniki APB, mnoZina
vrchold O vsech ostrouhlyjch trojuhelniki AOB a mnoZinu vrcholi T vSech
tupothlijch trojihelniki AT B.

Uvedme zde pouze vysledek tulohy, k némuz dojdeme v diskusi se zaky.

O
T/
w
P
A S B
Y k
T
P/
b a
Obr. 7
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Zadny bod primky AB nemiize byt vrcholem trojihelniku ABC. Mno-
Zina vrcholt pravouhlych trojthelniki je (v oznaeni podle obr. 7) sjed-
noceni p¥imek a, b a kruznice k. Mnozina vrcholi T vSech tupouhlych
trojuhelniki je slozena z bodt vnittku kruhu s hranici £ a bodu vnittka
polorovin opa¢nych k polorovindm aB a bA. Mnozina vrcholia O ostrouh-
lych trojthelniki je mnozina bodi, které lezi uvnitf pasu s hranicemi a, b
a vné kruhu s hranici k.

Na toto u¢ivo navazuje studium vlastnosti obvodovych thli, které by-
chom mohli realizovat podobné.

Pripomenme jesté dalsi moznosti, jak odvodit s zaky vétu o Thaletove
kruznici.

Pro body A[—r,0], B[r,0], S[0,0], X[z, y] miZeme postup, ktery jsme
uvedli, symbolicky zapsat:

X € k(S,r) = |2 AXB| = 90° (6)
X ¢ k(S,r) = |2 AXB| # 90° (7)

Véta (7) je oviem véta obracend k vété (6) a misto ni miZeme dokazovat
vétu (8) s ni ekvivalentni:

[XAXB| =90° = X € k(S,r). (8)

Ideu dikazu navodime tvahou: Pravouhly trojahelnik AX B je polovinou
obdélniku AXBD (obr. 8). Protoze se v obdélniku thlopficky puli a jsou
shodné, je X € k(S,r).

X

D
Obr. 8

Uvedené ditkazy byly pristupné zaktm, ale pfece jen byly zalozeny na
napadech (¢eho si mame vimnout). V prvnim pfipadé rovnoramennych
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trojihelniki, jejich thla u zakladen a sou¢tu vnitinich thla trojihelniku,
v piipadé diikazu tvrzeni (8) toho, Ze pravouhly trojuhelnik je polovinou
obdélniku. Znaji-li zaci zéklady analytické geometrie, muZeme tvrzeni (8)
dokazat takto: | AX B| = 90° znamen4, %e piimky AX a BX jsou k sob&
kolmé (obr. 9). Pro skalarni soucin vektorii AX a BX tedy plati

(x+ry)-(z=-ry =0 9)

neboli
® +y? =12 (10)

To je oviem rovnice kruznice k(S, r). Tim je tvrzeni (8) dokdzano. Protoze
z rovnosti (10) plyne rovnost (9), je Thaletova véta dokdzana vypoctem,
neboli transformaci symbold pomoci znamych pravidel. To je charakteris-
tické pro analytickou geometrii.

Obr. 9

Samoziejmé namitnete, ze postupy zde pripomenuté jsou podstatné ca-
mého nézoru hlubsi matematické poznatky. Jsem si védom toho, ze celou
matematiku nelze takto v praxi Skoly realizovat, jsem vSak presvédcen, Ze
ve vybranych partiich je to moZzné a piinosné pro zaky.
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Zaveéry

»2Matematika je (...) rudimentem Skolniho vzdélavani, zakladnim ka-
menem, branou do dal§tho poznani v oblasti mnoha pfirodnich i spoleéen-
skych véd. Je specifickym jazykem, ktery umoziuje porozumét hmotnému
spole¢enskému svétu v jeho makro- i mikrovztazich. Matematika je tim,
co umoznilo vyvinout extenzi lidskych rukou, nohou a mozku do soucasné
podoby. Proto hraje tak zasadni roli ve 8kolnim vzdélavani“ ([12], s. 98).
,,Skolstvi se snazi dlouhodobé — a netispésné aktualizovat znalosti a stale
pritom zaostava. Vedle toho oviem vyznamné pomfiji pravé hodnotovou
béazi a bazi ,ueni k mysleni‘, kterd je pro udrzeni spolecenské prosperity
jeni mysleni nezastupitelnou roli. PFitom ov8em nelze pominout, Ze pouze
dobie realizovana vyuka matematiky k rozvijeni mysleni vede. Existuji
piistupy k matematice, které mysleni ubiji (biflovani vzorci, poudek, po-
stupi, feseni typovych dloh, ...). Z druhé strany je ovSem nutné si uvédo-
mit, ze slozkou matematiky je i zvladnuti urcitych dovednosti a ur¢itych
znalosti, bez nich se nelze uéit Fesit problémy. Zvladdnuti matematiky je
préace, vyzaduje soustiedéné tusili. Samoziejmé mnohé matematické tlohy
lze pfenechat technice, ale uéit s touto technikou pracovat patii rovnéz do
vyucovani matematice. Lze spekulovat o tom, Ze techniku ovladne veskeré
lidské mysleni a nahradi i tvorivost. To ovSem neni problém nasi, ba ani
nejblizsich generaci.

Na zakladé svych pedagogickych zkuSenosti a studia literatury jsem
pfesvédéen o platnosti nasledujicich tezi.

1. Skolnf kurikulum (v uzsim smyslu) by mélo byt vyrazné ovlivnéno tim,
jak u¢ivo pfispiva k rozvijeni osobnosti Zaki (zodpovédnost, kriti¢nost,
pozornost, porozuméni, soustfedéni, pamét, argumentace, mysleni, . . . ).
Plnéni osnov by mélo byt zavazné pro zaky i ucitele. Zakladem vzdéla-
vaci prace Skoly by nemély byt testové otazky, ale osnovy, které vyja-
diuji minim&lni troven gramotnosti zaki. Nadto by ovSsem méli ucitelé
systematicky rozvijet schopnosti zakt nadanych.

2. Zadna radikalni reforma gkoly nemtuze vyrazné zlepSit praci ucitela.
Tu ovliviiuje predevsim presvédéeni uditell, jejich odborna a moralni
aroveii, ale i Zaci, rodice a cela spolecnost. Tyto jevy nelze zménit ad-
ministrativné, zejména ne vyzvami , k novému mysleni“ uciteld.

3. Skolu lze zlepsit utvafenim vyhovujicich hmotnych a spolecenskych
podminek pro jeji praci. To zahrnuje kvalitni univerzitni vzdélani peda-
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gogickych pracovniki, které by bylo zaméreno nejen na ziskani nutnych
teoretickych vhledt do oborti aprobaci, ale i na budouci praxi (me-
tody prace ve tfidé, provoz Skoly, feSeni problémi kizenskych, prace
s rodidi, ...). Skola je soucasti spole¢nosti a nezdravé spolecenské jevy
(protekce, korupce, podvody, ...) nemohou nemit na praci skoly vliv.
V nezdravé spole¢nosti nemiize byt Skola zdrava. To oviem neznamena,
7ze bychom se neméli snazit zlepSovat Skolu v oblasti vychovné i vyu-
kové podle aktualnich podminek. Je vSak tfeba, aby ucitelé méli klid
na svou obtiZznou praci. Prekotné reformy, zbyteéné administrativa, ne-
profesionalni fizeni skoly a fada dalSich negativnich vliva praci uciteli
ztéZuji.

. Skola byla a je instituci spoleéenskou. O zakladnich otazkach jeji prace

(struktura skolni dochazky, ukonéeni studia, . .. ) rozhoduji koneckoncii
politické organy, tedy sbor lidi bez pedagogického vzdélani. Podklady
pro to by jim ovSem méla dodat pedagogicka véda.
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Pét péknych prikladi
pro pravidelny pétithelnik

LENKA JUKLOVA - JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pravidelnému pétiahelniku — na rozdil od jinych pravidelnych n-thel-
nika (n = 3,4,6,8) — neni vénovano ve skolské matematice tolik pozor-
nosti. Vyjimkou je snad jen popis konstrukce pravidelného pétithelniku
vepsaného do dané kruznice, nebo o dané délce strany. Zijemce o tuto
problematiku lze pfitom odkazat napf. na [1, 2] nebo [3].

V tomto pfispévku nabizime ¢tenditiim moznost sezndmit se s nékterymi
pozoruhodnymi vlastnostmi pravidelného pétitthelniku na bézi feSeni pé-
tice zajimavych uloh. Obsah tohoto prispévku lze mj. vyuzit ve specialnich
seminarich z matematiky na gymnaziich nebo pfi praci s matematicky na-
danymi zaky.

Priklad 1

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Oznacme P, @ po fadé priise-
¢iky thlopticek AD, BD s uhlopfickou C'E. Uréete, v jakém poméru déli
body P, @ tuhlopficku CE.

Resent. 7 ditvodu symetrie daného pétithelniku podle osy strany AB déli

body P a @ uhlopficku CE v postupném poméru z : y : x, kde x = |[EP| =

= |CQ| ay = |PQ)| (obr. 1). Stadi tedy uréit hodnotu poméru z : y.
Snadno se vidi, ze

X DEQ| = |< ADB| = | PDQ| = 36°

a podobné
K EDQ| = | EQD| = 72°.

Trojuhelnik EQD je tedy rovnoramenny se zakladnou @D, a proto plati
T+ y = a, kde a zna¢i délku strany daného pétithelniku. Navic, piimka
DP je osou vnitiniho thlu pfi vrcholu D v rovnoramenném trojthelniku
EQD (36° — 72° — 72°). Trojtahelniky FQD a DP(Q jsou rovnoramenné
(podobné) se zakladnami po fadé QD a PQ. Protoze i trojahelnik EPD

Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022 15



je rovnoramenny se zakladnou DFE, plati

+=|EP| = |PD| = |DQ|.

A B
Obr. 1

Podle véty o ose (vnitiniho) thlu pfi vrcholu D v trojahelniku FQD
plati

T_C_THY 4 Y
Yy T T

Uzitim substituce u = z/y > 0, tj. y/x = 1/u, dostaneme z piedeslého
vztahu po tpravé kvadratickou rovnici o neznamé u

u? —u—1=0,

kterd ma pravé jeden kladny realny kofen u = z/y = (1 + Vv5). Y
ZAVER. Pro hledany postupny pomér tak plati

zry:x=31+V5):1: 11+ V5).

DBod P tedy déli tsecku EQ v poméru tzv. zlatého Yezu.
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Piiklad 2 (84. Moskevska matematicka olympiada, 2021)
Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Ozna¢me M stied strany AB
a K prisecik osy tsec¢ky DM s uhloprickou AC. Dokazte, ze AK | DK.

Resent. Uvazujme bod A’ soumérné sdruzeny s vrcholem A vzhledem ke
stfedu K. ProtoZe bod K leZi na ose tsecky DM, leZi bod A’ na rovnobéZce
s pfimkou AB, ktera prochazi vrcholem D (obr. 2). St¥idavé uhly A’AB a
DA’ A jsou shodné s tthlem DAC, tedy s tthlem DAA’. Trojthelnik AA’D
je tudiz rovnoramenny, pficemZ bod K je stiedem jeho zdkladny AA’.
Odtud jiz pfimo plyne AK 1 DK, coz jsme chtéli dokéazat.

D A

A M B
Obr. 2

Jiné Feseni. Uvazujme konvexni ¢tyfiuhelnik AM K D. Protoze
|XDAK| = |xDAC| = |CAB| = | K AM|,

je tento ¢tyfuhelnik tétivovy. Osa vnitiniho thlu pfi vrcholu A (v riz-
nostranném trojuhelniku M DA) se totiz protina s osou jeho strany M D
v bodé (K), ktery lezi na kruZnici opsané tomuto trojuhelniku. Pak ale
plati [XAKD| = [ AMD| = 90°, tj. AK L DK. Tim je dikaz uzavien.

Pozndmka. Kruznice opsana uvazovanému ¢tyiihelniku AM KD je tedy
Thaletova kruznice o prauméru AD.
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Pi#iklad 3 (4. franska geometricka olympiada, 2017)
Je dén pravidelny pétithelnik ABCDE. Necht F je prusecik kolmice
k pfimce AB prochézejici vrcholem B se stranou C'D. Dokazte, Ze plati

\ED| + |DF| = |EC].

Regeni. Ozna¢me P prisecik pifmek BF a DE. Snadnym vypoctem zjis-
time, Ze [XEBP|=90° — |[X ABE| = 90° — 36° = 54°.

P

; AN

A B
Obr. 3
Analogicky pak [PEB| = 2-36° = 72°, a tudiz |XEPB| = 54°.
Trojihelnik BPE je tedy rovnoramenny se zakladnou BP.
Protoze pfimky BE a C'D jsou rovnobézné, jsou EBP a DF P souhlasné
(shodné) tihly, pro néz plati |[X EBP| = [ DFP| = 54°. Odtud plyne, ze
i trojuhelnik F/PD je rovnoramenny se zakladnou F P, plati tedy

|EC| = |EB| =|EP|=|ED|+ |DP| = |ED| + |DF],

coZz znamend, ze délka lomené ¢ary EDF je rovna délce uhlopticky EC.
Tim je dikaz ukoncen.
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Priklad 4 (15. Japonska matematicka olympiada, 2005)
Uvniti daného pravidelného pétithelniku ABCDE je déan bod P ta-
kovy, ze |[XABP| = 6° a | AEP| = 12°. Urcete velikost uhlu PAC.

Resent. Pripisme strané AE daného pravidelného pétithelniku ABCDE
vné rovnostranny trojihelnik AEF. Z obr. 4 je patrné, Ze trojuhelnik ABF
je rovnoramenny se zakladnou BF', pfiCemz plati

|XBAF| = |[X BAE| + |< EAF| = 108° + 60° = 168°.

D

P
A B
Obr. 4
Odtud |[XABF| = |X AFB| = 6°. To znamen4, %e body B, P, F le7i na
téze piimce (jsou kolinearni). Dale plati

IXEFP| =60°—6° =54° a |IFPE|=180° — (54° 4 72°) = 54°.

Trojuhelniky EF P a EAP jsou tedy rovnoramenné po radé se zakladnami
FP a AP, aproto plati [X{EAP| = |[< EPA| = £(180°—12°) = 84°, a tedy

[XPAC| = |XEAP| — | EAC| = 84° — 72° = 12°.

ZAVER. Velikost thlu PAC je tedy 12°.
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Posledni — 5. priklad — ponechavame (v ramci procviceni) pozornosti
tenart. Resent této tlohy miiZete zaslat na adresu ¢asopisu Matematika—
fyzika—informatika (nejpozdé&ji do 15. 5. 2022). Nejzdarilejsi FeSeni této
tlohy zverejnime v nékterém z nasledujicich ¢isel naseho ¢asopisu.

Priklad 5 (29. Japonska matematicka olympiada, 2019)

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Necht P je prusecik thlopii¢ek
AD a CE. Primka, kterda prochézi bodem P, protina strany AB a DE
daného pétithelniku po fadé ve vnitinich bodech H, G, kde |[AH| =5 a
|EG| = 4. Urcete délku usecky DG.

D

A 5 H B
Obr. 5

[Spravny vysledek: 2¢/6 — 2. Navod: Uvazujte prisecik R thlopiicky AC
s tsetkou (piitkou) GH a dale vyuzijte podobnosti trojthelniki CPR,
AHR a EPG.]

Literatura

[1] Svrcek, J.: Konstrukce pravidelného pétinhelniku. Matematika a fyzika ve
gkole, ro¢. 16 (1986), ¢. 8, s. 524-527.

[2] Fabidn, J.: Pétighelnik — NENTATON. Lupus, Hradec Kralové — Trutnov,
2005.

[3] Londyovd, M.: Posvatna geometrie. Dokofan, Praha, 2013.

20 Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022



Mnohocleny
v matematickych soutézich

PAVEL CALABEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Zaci eskych skol se s pojmem mnohoclen') setkavaji jiz v osmém roé-
niku ZS. Na zakladé znalosti mnohoéleni si Zéci osvojuji dalsi dulezité
matematické pojmy, jako je proménna, funkce, jeji vlastnosti a graf. Mno-
hoélen je na stfednich Skolach chapan jako funkce, ktera k vyjadreni své
funkéni hodnoty potiebuje pouze operace s¢itani, od¢itani a nasobeni.
V dalsim textu budeme mnohoélenem (v zakladnim tvaru) rozumét funkci
P(z) realné proménné x ve tvaru

P(z) = apa™ + ap_12" ' 4 ...+ a1z + ao,

kde n je celé nezaporné &islo (stupenn mnohoc¢lenu) a ag, ay, ..., a, jsou
dana realna &isla (koeficienty mnohoclenu). Nulovy mnohoélen P(z) = 0
budeme povazovat za specialni pfipad mnohoclenu, u nenulovych mnoho-
¢lent je a, # 0.

Pokud maji dva mnohoc¢leny stejné koeficienty, nabyvaji pro vSechna
realna ¢isla x stejnych hodnot. Otazkou je, zda plati také obracené tvr-
zeni: Nabyvaji-li dva mnohoc¢leny stejnych hodnot, musi mit také stejné
koeficienty? Tento problém fesi dvé nasledujici véty, které uvadime bez
dikazu.

Véta 1 (o rovnosti mnohoclent stupné n) Jestlize dva mnoho¢leny stupné
nejvyse n nabyvaji stejnych hodnot alespon pro n + 1 riznych reilnych
Cisel, potom maji stejné koeficienty (a tedy i stejny stupe).

Véta 2 (o rovnosti mnohoélenit) Jestlize dva mnoho¢leny nabyvaji stej-
nych hodnot pro nekoneéné mnoho realnych ¢isel x, potom maji stejné
koeficienty (a tedy nabyvaji stejnych hodnot pro vSechna realna &isla).

1>éesky pojem mmnohodélen vznikl prekladem slova polynom vzniklého spojenim fecké
pfedpony poly (mnoho) a latinského nomen (jméno), které je uzivano v mnoha svéto-
vych jazycich i v ¢eské odborné literatufre.
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V dalsi ¢asti predkladame ¢tenaiam nékolik tiloh o mnohoclenech, které
svym obsahem navazuji na stfedoskolské uc¢ivo, ovsem pii jejich FeSeni jsou
zdiraznény jiné aspekty nez v béznych skolskych tlohach. Zaci tak hloubéji
chapou uzivané pojmy a nachézeji mezi nimi pro né nec¢ekané souvislosti.

Nasobeni mnohodélena

Jednou z prvnich ¢innosti, s niz se zaci ve Skole setkavaji, je nasobeni
mnohoc¢lent. Velmi uZiteénym vztahem je néasledujici identita

a" —b" = (a—b)(a" P+ a" b4 .. DY),

ktera plati pro libovolna realna ¢isla a, b a libovolné pfirozené ¢&islo n,
piipadné jeji varianta, kdy uvazujeme n liché a misto ¢isla b polozime —b.

Priklad 1
Dokazte, ze mnohoclen

P(CU)Z(1+x+x2+...+x100)(1_x+x2_”_+$100)

mé koeficienty u lichych mocnin x rovny 0.

Reseni. Pro v8echna realna ¢&isla ¢isla x rtizna od +1 plati

Pla) = 1 _ gl01 . 1 4 gl01 1 — 2202 11— (932)101 B

1—2z 1+  1—22  1—2z2

=1+22+at+a25+.. . 422,
Protoze rovnost
A+z+2?+.. 4290 —z+2?—. . 429 = 1422 42 4204 422

plati pro nekoneéné mnoho redlnych ¢isel x, mnohocleny na levé a pravé
strané maji podle véty o rovnosti mnohoclenii stejné koeficienty, tedy uve-
dené rovnost plati pro viechna redlna ¢isla x.

Zde vidime jeden z piikladd uziti véty o rovnosti mnohocleni, uka-
zeme, ze se dva mnohoc¢leny rovnaji pro nekoneéné mnoho hodnot realné
proménné z a pak se podle véty o rovnosti mnohoclent rovnaji. Tato iivaha
je pfi praci mnohocleny casta a v dalsich prikladech ji budeme provadét
implicitné, k rovnosti dvou mnoho¢lentt ndm bude stacit ukazat jejich rov-
nost v nekone¢né mnoha hodnotach realné proménné x.
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Priklad 2

Necht k je pfirozené ¢islo. Urcete zékladni tvar mnoho¢lenu P(z), pro
ktery plati

Zk—l

P(x)=(1+z)1+2*)(1+a")(1+2%)...1+2> ).

Reseni. Pro x # 1 plati

W(l ) | s 1 R DU

ZEL:%¥%i§30+xﬂﬂ+w%~Wl+x

2k—1

P(z) = ) =

2k—1

y=...=

1— 22"
i =l4+z+2®+.. . +zx

2k 1

ODbtiznéjsi variantou obou pfedeslych tloh je nasledujici priklad, kdy
zkoumame soudin ¢ty trojclenti. Pouzitda metoda feSeni umoziuje tuto
tlohu zobecnit na soudin libovolného poctu trojélent. Ctenafi, kteff znajf
komplexni ¢isla, se mohou pokusit najit jednodussi feseni jejich uzitim.

Priklad 3
Uréete zakladni tvar mnohoclenu P(z), pro ktery plati

P(x) = (2" =z + 1)(a* =2 +1)(a® — 2" + 1) (@' - 2% +1).

Reseni. Pro x # —1 plati

»+1 2541 21241 2241
r+1 2241 2441 841"

P(x) =

Stejné jako v predchazejicim piikladé ukazeme

48

-1

(@ + D + D + D +1) = 5,

20 —1

(@+ D@+ D"+ 1)E" +1) = —,

je tedy

-1 -1 -1 -1 r—1
j2) — . _ . — 32 16 1) - .
(z) 3 —1 216-1 2161 23-1 (@ 42+ 1) 3 —1
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Z rovnosti

22420 41 = (%2 - 2®) + @ —22) + ...+
+ @ -2 +2*) + (@0 —2")+ @ -2+ ..+ (@t —2)+ ) +1
koneéné plyne

P)=(@*+2+.. . +29)+ @ +2"+.. . 4+2)2-1)+1=
— 80 229 4 027 26 4 18 A7 4 15

*ZL’13+(E12*(tlo+1’97...*x4+l‘3*

Priklad 4

Necht P(z) a Q(x) jsou libovolné dva mnohoc¢leny stupné n. Potom
mnohoclen P?(z) — Q?(z) je bud nulovy mnoho¢len, nebo mnohoélen
stupné alespon n.

Resens. Plati

P(z) = Q*(z) = (P(z) - Q(2)) (P(x) + Q(x)).

Pokud je jeden z mnohoélent P(z) — Q(x), P(x)+ Q(z) nulovy, je mnoho-
¢len P?%(z) — Q?%(z) nulovy, jinak tyto mnoho¢leny maji stupeii alespoii 0
a jeden z nich ma stupei n, tedy stupeii mnoho¢lenu P?(z) — Q%(x) je
alespoii n + 0 = n.

Priklad 5
Urcete v8echny mnohocleny P(z) takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x

plati
P(z?) = P?(x).

Resent. Nulovy mnoho¢len ma pozadovanou vlastnost. Uvazujme déle ne-
nulové mnohocleny P(x), které maji stupeit n > 0, a lze je tudiz zapsat ve
tvaru

P(z) = apa" + apn_12" 1 + ...+ ayz + ao,

kde a; (i =0,1,...,n) jsou realné koeficienty a a,, # 0. Potom
P(xQ) = a2+ ap_ 122+ L+ a2 + ag,

P2(z) = a22®" + 2ana,—12°" " + (a2, + 2a00n_2)2"" "% + ...+ ap.
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Pritom neuvedené ¢leny v téchto mnohoc¢lenech obsahuji v mocniné nej-
vysSe 2n — 3. Dva mnohocleny jsou si rovny, pokud maji stejné koeficienty.
Pro koeficient u %" tak plati a,, = a2, vzhledem k podmince a, # 0
tak plati a, = 1. Pro koeficienty u 22"~! plati 0 = 2a,a,_1, tedy nutné
an—1 = 0. Pro koeficienty u 22" ~! plati a,,_1 = a2 _; +2a,,a,,_2, vzhledem
ka,=1aa,—1 =0 odtud dostaneme a,,_o = 0. PoloZme si nyni otazku:
Musi byt i nasledujici koeficient a,,_3 roven 0?7 To bychom mohli zjistit
bud porovnanim koeficient@ u 22”3 nebo nasledujicim postupem.

Predpokladejme, ze mnohoélen P(z) ma kromé a,, = 1 i jiny nenulovy
koeficient. Potom lze P(z) zapsat ve tvaru

P(z)=2"+ apz® + ap_ 12"V + ..+ a1z + ag,

kde k < n je pFirozené ¢islo a ay # 0. Potom
P(x?) = 2®" + apa® + ... + ao, (1)
P2(z) = 2" + 242" F + .. 4 al. (2)
Pfitom ¢leny v mnohoé¢lenu (1) obsahuji v mocniné nejvyse 2k — 1 (s vy-
jimkou ") a v mnohoélenu (2) nejvyse v mocniné n + k — 1. Vidime, Ze
koeficienty u 22" jsou stejné, nejvyssi nenulovy koeficient je pak u &lenu
2" tF protoze 2k < n+k, porovnanim koeficientt u néj dostaneme 2a;, = 0.
To je ovSem ve sporu s podminkou ay # 0, tedy mnoho¢len P(x) neobsa-
huje jiny nenulovy koeficient kromé koeficientu a,, = 1. Jak snadno ovéfime

zkougkou, danému vztahu vyhovuje bud nulovy mnohoélen, nebo mnoho-
¢len P(x) = 2™, kde n je libovolné nezaporné &islo.

Priklad 6
Najdéte vSechny mnohoc¢leny P(x), které pro vSechna redlna ¢isla x, y
splhuji
P2(z) = P*(y) = P(z +y)P(x —y).

Regent. Nulovy mnoho¢len zfejmé dané rovnici vyhovuje. Déle tedy hle-
dame nenulové mnohocleny, které rovnici vyhovuji. Necht

P(z) = apz" + ap_12" ' + ...+ ayz + ao,

je (pro a, # 0) takovy mnoho¢len. Déle uvazujme libovolné realné ¢&islo ¢,
polozme x = 2t, y = t, plati tak

P2(2t) — P%(t) = P(3t)P(t).
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Vsechny mnohocleny P(t), P(2t) i P(3t) maji stupeii n, jedna se tak o rov-
nost mezi dvéma mnohoc¢leny stupné 2n, porovnanim jejich koeficientt
22" dostaneme
22"a2 — a2 = 3"ay, - an.
Po vydéleni nenulovym &islem a2 zjistime, Ze
2% —1=3"
Upravou této rovnice dostavame

1=2%"—3"=4"-3"=(4-3) 4" 1 +4"2.3+...+3"7 1),

odkud snadno vidime, Ze tato rovnice méa jediné feSeni n = 1. Nenulovy
mnohoclen vyhovujici danému vztahu tak nutné musi mit stupenn 1 a plati
P(z) = a1z + ag. Dosazenim do daného vztahu dostavame

P*(z) = P*(y) = ai(«® = y*) + 2a1a0(z — y),
Pz +y)P(z —y) = ai(z® — y?) + 2a1002 + af.

Proto ag = 0 a ay je libovolné realné ¢islo. Timto dosazenim jsme sou-
¢asné provedli zkousku, proto vSechny nenulové mnohocleny, které danému
vztahu vyhovuji, maji tvar P(z) = ayx, kde a1 je libovolné nenulové realné
¢islo a v8echny vyhovuji mnohocleny dostaneme tak, ze pripustime také
a; = 0.

Déleni mnohoclenii, korenovi Cinitelé

Dalsi operaci s mnohocleny, s niz se zaci setkavaji, je déleni{ mnoho¢lenu
mnohoclenem. Je znamo, ze podil i zbytek pfi déleni mnohoclent jsou
jednoznad¢né urceny a stupen zbytku je mensi nez stupeii délitele. S délenim
mnohoclent je tzce spjat i pojem koFenového ¢initele. Mnohoclen P(x) je
délitelny kofenovym ¢&initelem x — a beze zbytku, tj. algebraickd rovnice
P(z) = 0 ma realny kofen z = a.

Priklad 7

Jaké podminky musi spliiovat realné koeficienty a; a b; (i = 1,2, 3), aby
mnohoélen (a1z + b1)? + (agz + b2)? + (azz + b3)? byl druhou mocninou
linedrniho mnohoc¢lenu?

Resent. Dany mnoho¢len bude druhou mocninou linedrniho mnohocélenu,
pravé kdyz lze zapsat ve tvaru Q(z) = (ax + b)?, kde a # 0 a b jsou
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realné koeficienty. Z rovnosti mnohoclent plyne, Ze se musi rovnat ve v8ech
hodnotéch, tedy i v &isle x = —k = —b/a. Potom Q(—k) = 0, musi tak
platit
(7(11]{7 + 61)2 + (7(12]9 —+ b2)2 —+ (7@3]{3 —+ b3)2 = 0,

tedy by = ka1, b = kas a bs = kas. Pokud je vysledny polynom dru-
hou mocninou linedrnitho mnoho¢lenu, ma stupen alespon 2, tedy alespon
jeden z koeficienti a; je nenulovy. UkaZzeme, Ze je to zaroven postacujici
podminka, provedeme tedy zkousku. Predpoklddejme, Ze existuje realné
¢islo k tak, Ze pro realné cisla a; a b; plati b; = ka;, pfiCemz alespon jedno
z Cisel a; je nenulové, potom

(alsc + b1)2 + (agx + b2)2 + (CL3£C + 63)2 =
= (a17 + kay)? + (agw + kaz)? + (azx + kaz)? = (a? + a3 + a3)(z + k)?,

coz je druhou mocninou linedrnitho mnohoclenu

\/ a3 + a3+ a3z +ky/ai + a3 + a3.

Priklad 8

Najdéte zbytek po déleni mnohoélenu 2243 + 231 4+ 227 + 2° + 23 + 2
mnohoclenem

a)x—1, b) 2% — 1.

Resent. a) Mnohoclen x — 1 je linearni, zbytek po déleni tak bude kon-
stantni mnoho¢len, feknéme a. Dale existuje takovy mnohoclen Q(x), Ze

P4 12?12 e =(2-1)-Q2) +a.

Uvedena rovnost plati pro vSechna realna ¢&isla x, plati tak i pro z = 1,
proto 6 = a, tedy hledany zbytek je 6.
b) Podobné jako v predchozim piipadé, zbytek je linearni mnohoclen

ax +b. Dosazenim x = 1 a x = —1 do vztahu pro déleni dostaneme
a+b=06,
—a+b=—6.

Je tedy b =0 a a = 6. Zbytek po déleni daného mnoho¢lenu kvadratickym
dvojélenem 22 — 1 je tedy 6z.
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Priklad 9
Pro ktera prirozena ¢isla n je mnohoclen

Pz)=a"+@-1)"+2z-1)"—-(3"+2"+1)

délitelny mnohoélenem G(z) = 2% — x — 27
Regend. Plati G(z) = (z 4+ 1)(z — 2). Dany mnohoclen P(z) je délitelny
mnohoclenem G(z), pravé kdyZ ma kofeny z = —1 a = 2, tedy pravé
kdyz plati
P(-1)=(-1)"+(=2)"+(=3)" = (3"+2"+1) =0, (3)
P(2)=2"+1"+3" — (3" + 2" + 1) = 0. (4)

Vidime, Ze rovnice (4) plati pro vSechna cela nezaporna ¢isla n, kdezto
rovnice (3) plati jen pro n suda. Pro licha n totiz dostavame ze vztahu (3)

_2_2.2'”_2.3’”:0,
kde leva ¢ast této rovnice je evidentné zaporna. To znamend, Ze (3) neplati
pro zadné liché ¢&islo n.
Uvedeny mnohoélen je délitelny mnohoclenem G(z) pro vSechna suda

cela nezaporna ¢isla n (tento p¥ipad zahrnuje i n = 0, kdy se jedna o nulovy
mnoho¢len).

Priklad 10
Urcete, pro ktera realna a, b a pro které pfirozené ¢islo n je ¢islo 1 aspon
dvojnasobnym kofenem rovnice z" — az™ ! +bx — 1 = 0.

Resent. Cislo 1 je kofenem dané rovnice, proto 1" —a - 1! +b—1 = 0.
Odtud nutné a = b. Leva strana dané rovnice mé tedy tvar

" —ar" ' tar—1=2"-1—ax(z""*-1)=
(z—1)(a" ' +2" 2+ +1l—az(@"? +2" .+ 1)).

Protoze ¢islo 1 je asponn dvojnasobnym kofenem dané rovnice, musi byt
rovnéZ kofenem rovnice

" "l —ax(a" 42" 4+ 1) =0,

tin—a(n—2)=0,atedyn#2ab=a=n/(n-2).
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Pokud ¢tenar zna pojem derivace mnohoc¢lenu a vi, ze k-nasobny kofen
mnohoclenu je (k—1)-nasobnym kofenem jeho derivace, miZe predchézejici
postup zjednodusit.

Priklad 11
Pro ktera prirozena ¢isla n je mnohoclen

Plx)=1+z>+z*+ .. 22"
délitelny mnohoclenem
Qz)=14+z+2>+.. . +a2™

Regend. Vsimnéme si, Ze pro licha ¢isla n ma mnohoclen Q(z) kofen —1,
pfitom toto ¢islo ovSem neni kofenem mnohoc¢lenu P(z), tedy v tomto
piipadé jisté Q(z) neddli P(x). Naopak, pro suda &sla n (nyni véetnd
nuly) plati pro « ¢ {—1,1}

I2n+2 -1 (Z.nJrl o 1)(In+1 + 1) I,n+1 + 1

Pla) = 2 -1 (x—=1)(xz+1) = Q@) z+1

Navic &islo —1 je kofenem mnohoélenu x"*t! + 1, tedy kofenovy &initel
2+ 1 déli tento mnohoclen, a proto mnohoclen Q(z) déli mnohoc¢len P(z).

Rovnost mnohocélenti podruhé

Vyuzitim predchézejicich poznatki mizeme nyni snaze fesSit nékteré
stfedoskolské tlohy, viz nésledujici priklady.

Priklad 12

Dokazte, ze pro navzajem rizné realna &isla a, b, ¢ plati

=1

(a+b)(ate)  (b+b+a)  (c+a)c+d)
(@Ba—o  G-ob-a)  (c—alc—b)

Resend. Uvazujme kvadratickou rovnici

(r—c

~
—

x—>b) (z—a)(x—c) (z—=b)(z—a)
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o neznamé z. Tato rovnice ma evidentné t¥i rtizné kofeny a, b, ¢ (jak
snadno ovéfime piimym dosazenim). Na pravé i levé strané této rovnice
jsou mnohocleny stupné nejvyse 2, které se shoduji aspon ve t¥ech rtiznych
realnych hodnotach. Oba mnohocleny jsou tedy shodné a nabyvaji tak
stejnych hodnot pro v8echna realna ¢isla x, tj. plati

(z—c)xz—=b) (r—a)(z—c) (x—0)(xz—a) B
(a —b)(a—c) + (b—c)(b—a) + (c—a)(c—1b) =L

Volbou = = a + b 4 ¢ dostaneme poZzadovanou rovnost.

Priklad 13

Pro realna &isla a, b, ¢ plati ¢3 = a® + b3 + 3abc. Dokaizte, Ze pokud
a#b,jec=a+b.
Resent. Opét se jedna o piiklad FeSitelny pomoci algebraickych tuprav.
I zde uvedeme feSeni uzitim mnohoclent. Snadno ovéfime, Ze mnohoclen

P(z) = 2 — 3abx — a® — b°

mé realny kofen x = a+b. Po déleni polynomu P(z) kofenovym ¢initelem
z — (a+b) dostaneme

P(z) = (z — (a+b))(z® + (a + b)x + (a® — ab + b%)).
Kvadratickd rovnice 22 + (a + b)x + (a® — ab + b?) = 0 m4 diskriminant
D = (a +b)? — 4(a® — ab + b*) = —3a® + 6ab — 3b* = —3(a — b)?,

ktery je pro a # b zaporny, a nemé tedy realné kofeny. Cislo a + b je
tak jedinym realnym kofenem mnohoc¢lenu P(z). Podle zadani mé vsak
mnohoclen P(z) téZ kofen ¢. Nutné proto plati ¢ = a + b, coZ jsme chtéli
dokazat.

Zavér

Uvedli jsme nékolik tloh, které nejsou vyslovené Skolské, tésné vsak
navazuji na u¢ivo o mnohoélenech a mohou tak zakim ukazat moZnosti
jejich dalsiho vyuziti.

Navic nékteré ulohy mohou slouzit jako propedeutika k dalsim oblastem
matematiky, které jiz nejsou obsahem stredoskolského kurikula, napfiklad
ke komplexnim ¢islam (piiklady 3, 5, 6, 8), funkcionalnim rovnicim (pii-
klady 5 a 6) ¢ derivacim mnohoé¢leni (ptiklad 10).
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsf dvojice dloh. Resenf novych tdloh 275 a 276 mtzete
zaslat nejpozdéji do 31. 6. 2022 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 275
Uvazujme rovnostranny trojihelnik ABC se stranou délky 60 a bod P
strany AB ve vzdalenosti 40 od bodu A. Paprsek z bodu P se od strany
BC odrazil v bodé @ a po odrazu od strany C'A dopadl opét do bodu P.
Urcete vzdalenost bodi B a Q.
Pavel Calabek

Uloha 276
Urcete pocet vSech ¢tyfmistnych &isel, v nichz je souéet poslednich t¥{
¢islic roven trojnasobku sou¢tu prvnich tif ¢islic.
Jaroslav Zhouf
Dale uvadime FeSeni tloh 271 a 272, jejichz zad&ni jsme zverejnili v tie-
tim ¢isle loniského (30.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 271
Urcete vSechny dvojice (a,b) pTirozenych ¢isel, pro néz nabyva vyraz
a® + ab+ v?
a+b

celociselnych hodnot. 5
Jaroslav Svrcek

Resend. Pro vSechna pfirozené ¢isla a, b plati

a’+ab+b*>  (a+b)?—ab ab
= =a+b-— .
a+b a+b a+b
Dany vyraz tak nabyva celo¢iselné hodnoty, pravé kdyz ji nabyva vyraz
_ab
Ca+b
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Predpokladejme, ze pro dvojici ¢isel a a b je nabyva vyraz V celo¢iselné
hodnoty. Ozna¢me d nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a b. Potom exis-
tuji takova nesoudélna prirozend &isla u, v, pro kteréd plati a = du, b = dv.
Po upravé plati

duv
u+ov
Protoze u a v jsou nesoudélna ¢isla, jsou nesoudélné i s ¢islem u+wv. Cislo V
je tedy celé, pravé kdyz u + v bude délitelem ¢isla d, tedy pravé kdyz bude
existovat takové pfirozené ¢islo k, Ze

d=k(u+v).

Vsechny dvojice pfirozenych &isel, pro néz dany vyraz nabyvé celoCi-
selné hodnoty, tak jsou

(a,0) = (k(u+v)u, k(u+v)v),
kde k, u, v jsou libovolna pfirozené Cisla, pfi¢emz u a v jsou nesoudélna.

Spravna feeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Veronika Borkovd z GVM v Novém Mésté na Moravé, Ondrej Dulansky
a Vendula Onderkovd, oba z GJS v Pierovs, Tomds Flidr z G v Kojeting,
Martin Fof z MG v Opaveé, Jiri Harvalik z G v Plzni, Mikulasské nam.,
Adéla Heroudkovd a Anna Hronovd, obé z G v Brng, t¥. Kpt. Jarose, Hynek
Jakes ze SG v Olomouci, Viclav Mastera z GPAC v Tabote, Samuel Rosiar
a Michal Janik, oba z GJK v Praze 6. Ondiej Trinkewitz z G a SPSE ve
Frenstate pod Radhostém a Karolina Zemene z G a ZUS ve Slapanicich.

Netplna feseni zaslali Lubomir Hajdanka z Michalovet, Jakub Hordk
z GML v Brné a Ladislav Nagy z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova.

Uloha 272

V soutézi pro ¢tyfi icastniky je 10 kol ohodnocenych postupné jednim
az deseti body. Body za kazdy tkol dostane jen ten, kdo tkol splni jako
prvni. Jakmile jsou vSechny tikoly splnény, kazdy soutézici si secte své body
a urci se poradi soutézicich (nejprve dle bodu, pfi rovnosti bodi rozhoduje
o pofadi los). Pepa za¢ina dfive neZ ostatni, miZze si vybrat, které ukoly
splni, a chce mit zaruceno, Ze nebude posledni. Dokazte nésledujici dvé
tvrzeni:

a) Sta¢i mu k tomu ziskat 14 bodi.

b) Sta¢i mu k tomu ziskat 13 bodu.
Josef Tkadlec
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Reseni.

a) V uvedené soutézi je mezi ¢tyii ucastniky rozdéleno celkem 55 bodua
(1424 ...4 10 = 55). Ziska-li Pepa 14 bodu, pak bude mezi zbyvajici
t¥i acastniky rozdéleno 41 bodi. Bude tedy existovat tcastnik, ktery ziska
nejvyse [41/3] = 13 bodd, coZ je méné nez ziskad Pepa, ktery tak nebude
posledni.

b) Predpokladejme, Ze si Pepa vybere tlohy za 1, 3, 4 a 5 bodi, celkem
tedy za 13 bodi. Potom soupeiim zbude 6 tloh za 2, 6, 7, 8, 9 a 10 bodi.
Mohou nastat 2 pfipady:

(i) bud existuje soupef, ktery vyfesi nejvyse jednu tlohu. Potom za ni
ziska nejvyse 10 bodd, nebo

(ii) kazdy ze soupert vyfesi 2 tlohy. Potom ten, ktery vyfesi tlohu za
2 body, muzZe za obé ziskat nejvyse 2 4+ 10 = 12 boda.

V obou piipadech jsme nasli soupefe, ktery skonéi jisté za Pepou, tedy
v pfipadé vhodného vybéru tuloh Pepovi sta¢i dokonce 13 bodi.

Spravné feeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Petr Vach z Jablonce nad Nisou, Veronika Borkovd z GVM v Novém Mésté
na Moravé, Ondrej Dulansky a Vendula Onderkovd, oba z GJS v Prerové,
Tomds Flidr z G v Kojeting, Martin Fof z MG v Opavé, Jiri Harvalik z G
v Plzni, Mikulasské nam., Jakub Hordk z GML v Brné, Hynek Jakes ze SG
v Olomouci, Anna Hronovd z G v Brné, tf. Kpt. JaroSe, Vdclav Mastera
z GPAC v Taboie, Ladislav Nagy z G v Ceskych Budgjovicich, Jirovcova.
Samuel Rosiar a Michal Janik, oba z GJK v Praze 6. Ondiej Trinkewitz
z G a SPSE ve Frenstaté pod Radhostém a Karolina Zemene z G a ZUS
ve Slapanicich.

Neuplné feSeni zaslali Lubomir Hajdanka z Michalovca a Frantisek Jd-
chim z Volyné.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Overenie pohybovej rovnice otac¢avého pohybu
pomocou videomerania

ZUZANA GIBOVA
Fakulta elektrotechniky a informatiky, Technicka univerzita v Kosiciach, SLOVENSKO

Uvod

Na demongtrovanie rota¢ného pohybu je vhodné rotaéna aparatura [1],
v ktorej otacavy pohyb vykonéva hlinikova duta ty¢ okolo osi prechéd-
zajucej jej stredom (obr. 1). Stcastou aparatury je kladka, zavazia roz-
nej hmotnosti, lanko, disky réznych hmotnosti, drziak zavazi a svorky na
upevnenie diskov. Lanko sa upeviiuje na os otacania navinutim na hriadel
a vedie sa cez kladku. Na jeho koniec sa zavesi zavazie, ktoré sluzi ako
hybna sila pre roztocenie celej aparatury. Pomocou diskov réznych hmot-
nosti, ktoré mozno upevnit na ty¢ v roznych polohach, sa meni moment
zotrvaénosti tyce a jej rotaény pohyb. Pouzitim zavaZzi réznej hmotnosti je
mozné menit moment sily, ktora roztaca rota¢ni aparattru. To umoziuje
sktmat vztahy medzi uhlovym zrychlenim, momentom zotrva¢nosti a mo-
mentom sil, teda overit pohybova rovnicu M = Ie.

Obr. 1 Otacavy pohyb vykonava hlinikova duté ty¢ okolo osi prechadzajucej je
stredom
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Podstatou merania je odmerat uhlové zrychlenie rotaénej aparatury.
V ¢lanku prezentujem sposob jeho uréenia pomocou videozédznamu ota-
¢avého pohybu rotacnej aparatury, z ktorého sa odmeria zéavislost po¢tu
polotacok od ¢asu zastavovanim videa v prislusnych polohach hlinikovej
tyce (po prejdeni polotacky). (Vplyv odporu prostredia nie je pre experi-
ment vo videomerani vyznamny, preto ho zanedbavame, podrobnejsiu dis-
kusiu k otazke tlmenia pohybu moZno najst v [2].) Videomerania pouZité
v tomto ¢lanku st dostupné na stranke Katedry fyziky FEI TUKE [3].

Princip merania

7 pohybovej rovnice
M
= (1)

vyplyva, ze ak teleso vykonava otaCavy pohyb vplyvom nemenného mo-
mentu sily M, je moZné zmenou momentu zotrvacnosti I menit jeho uhl-
ové zrychlenie €. Na overenie tohto predpokladu pouZijeme dve videé, na
ktorych je rota¢na aparatira uvadzana do pohybu prostrednictvom rovn-
akého zavazia m = 30 g, ktoré je zavesené na lanku navinutom na malom
hriadeli, tym je zabezpeené, Ze moment posobiacich sil je konstatny.

Na zéavazie posobi tiazova sila Fy a tahova sila zavesu Fi, ktorych vys-
lednica udeluje zavaZziu kongtantné zrychlenie a, s ktorym klesa nadol,
pohybova rovnica ma tvar

ma = Fy — F. (2)

Moment sily, ktory roztaca kladku, je rovny sucinu tahovej sily zavesu F
a polomeru hriadela r
M =rH, (3)

v dosledku ktorého vykonava rota¢na aparattira rovnomerne zrychleny ota-
¢avy pohyb, ktorého uhlova draha je dana

1
= wot + 551?2 + ¢©p. (4)
Na videach [3, 4] su disky hmotnosti 200 g umiestnené v roznych vzdialen-
ostiach od osi otacania, rotacna aparatira mé roézne momenty zotrvac¢no-
sti, preto odmerané hodnoty uhlovych zrychleni pre jednotlivé vzdialenosti
budt mat réznu hodnotu.
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Pri merani pomocou videa [3] je dobré si najpr pozriet celé video a vy-
brat polohu, v ktorej video bude zastavované pri dosiahnuti pozadovanej
polotacky. Najlepsie je zastavit video, ked sa ty¢ nachadza vo vodorovnej
polohe na obrazovke a odéitavat polootacky na lavej strane videa. Potom
video pustime este raz spomalene. Zaznamenédme ¢asovy okamih, v ktorom
sa rotafna aparatura dala do pohybu, ten budeme odéitavat od ¢asovych
udajov pre jednotlivé polotacky. Na videu je ¢as merany v sekundach a
zobrazovany vo formate 0:05 s (tento udaj predstavuje 5 s). Video zasta-
vujeme postupne pri jednotlivych polotackach a odéitame prislusny cas.
Odporuc¢am odmerat ¢as pre 20-24 poloh polootacok. Ked'Ze ¢as merania je
zobrazovany v celych sekundach, pri vyssich otackach odmeriame rovnaky
¢as pre dve alebo tri polotacky, ¢o je uréita nepresnost merania. V tomto
pripade vyberieme len kazdé druhé meranie. Ako bude diskutované neskor,
je moZné spresnit meranie ¢asu aZ na milisekundy.

a0 o5
70 = & 1 videomeranie
3 ® 2 videomeranie
£0 3 fitované, 1. videomeranie
1  — fitovang, 2. videomeranie
504
-
T
£40 3
g 7
304
20 3
10

0 5 10 15 20
t(s)

Obr. 2 Odmerané zavislosti
Kazdej polotacke prislicha uhlova draha ¢ = nw, kden =1,2,...V ¢a-
sovom okamihu, ked sa rota¢na aparatira zaéina otacat, t. j. ¢ = 0's je
¢ = Orad. Z odmeranej zavislosti ¢ = f(t) je mozné uréit hodnotu uh-
lového zrychlenia rota¢nej aparatiry. KedZze uhlova draha (4) je kvadra-
tickou funkciou ¢asu, na odmerant zavislost moZeme nafitovat funkciu
y=co+ 1z + oz (5)

Porovnanim koeficientov fitovacej funkcie s rovnicou uhlovej drahy (4) pre
uhlové zrychlenie plati [5]
g = 202. (6)
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Vysledky merania

Videa, ktoré boli pouzité na meranie si umiestnené na stranke [3].
V prvom videomerani (web.tuke.sk/feikf/video/files/UR1 4tsc9t61.mp4)
sa rotafna aparatura zacina otacat v case 14 s. V druhom videomerani
(web.tuke.sk/feikf/video/files/UR2 hqgjtmhl.mp4) sa rotaéné aparatura
zalina otacat v Case 5 s. Tento ¢as odéitame od odmeranych hodnot ¢asu
pre jednotlivé polootacky. Pre prvé meranie je poloha prvej polotacky od-
merané v Case 17 s, redlne je to t = 17 s — 14 s = 3 s (tab. 1). Odmerané

zavislosti ¢ = f(t) spolu s ich fitmi st na obr. 2.

polotacka | 1. videomeranie | 2. videomeranie

n t/s p/rad t/s p/rad
0 0 0 0 0

1 3 3,14 3 3,14
2 4 6,28 4 6,28
3 5 9,42 6 9,42
4 6 12,56 7 12,56
5 7 15,7 8 15,7
6 8 18,84 9 18,84
7 8 21,98 9 21,98
8 9 25,12 10 25,12
9 9 28,26 11 28,26
10 10 31,4 12 314
11 11 34,54 12 34,54
12 11 37,68 13 37,68
13 12 40,82 13 40,82
14 12 43,96 14 43,96
15 13 47,1 14 47,1
16 13 50,24 15 50,24
17 14 53,38 15 53,38
18 14 56,52 16 56,52
19 14 59,66 16 59,66
20 15 62,8 17 62,8
21 15 65,94 17 65,94
22 16 69,08 18 69,08

Tab. 1 Vysledky videomerania
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Fitovanim oboch zavislosti polynémom (5) ur¢ime hodnoty parametrov
c2, pomocou ktorych vypocitame uhlové zrychlenie o pre obe merania
podla vztahu (6); vid (tab. 2).

co/s™t | g/s7h | I/(kgm?) | M/(N-m)
1. videomeranie | 0,217 0,434 0,00428 0,00185
2. videomeranie | 0,193 0,386 0,00563 0,00217

Tab. 2 Zrychlenie, moment zotrvacnosti a moment sily

Pre moment zotrvacnosti ststavy ty¢ a disky plati

I= imTﬂ + 2mqR?, (7)
12

kde I a my st dlzka a hmotnost tyce, mq je hmotnost diskov a R je ich
vzdialenost od osi otacania. Zo vztahu (7) vyplyva, Ze moment zotrvacnosti
rota¢nej aparattury zavisi len od polohy valé¢ekov umiestnenych na tyci.
Porovnanim poloh diskov na obr. 3 a obr. 4 je zrejmé, Ze pri druhom
videomerani st disky umiestnené vo vécsSej vzdialenosti od osi otacania
ako pri prvom merani, a teda I; < Is.

Obr. 4 Druha poloha disku
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Potom z pohybovej rovnice (1) vyplyva, Ze €1 > €9, pri prvom videome-
rani sa rota¢na aparattra pohybuje s va¢sim zrychlenim, ¢o bolo meranim
potvrdené (vid tab. 2). Tym sme overili platnost pohybovej rovnice. (Od-
portiGam pozriet aj nase demonstracné video, kde je to pekne vidiet [4]).
Pomocou pohybovej rovnice je mozné dopocitat hodnotu momentu podso-
biacich sil na rota¢nu aparatiru, ktory by mal byt konstantny. Z tab. 2
je zrejmé, ze vypocitané hodnoty momentov posobiacich sil na rotacni
aparatiuru nie st vdaka nepresnostiam pri merani uplne rovnakeé.

Pre naroc¢nejsich

Skuto¢ni hodnotu momentu zotrvacnosti je mozné v oboch videome-
raniach vypocitat, ak pozname skuto¢né hodnoty dizky tyce, jej hmot-
nost a hmotnost diskov umiestnenych na ty¢i. Ich hodnoty st | = 60 cm,
mr = 0,05817 kg, mgq = 200 g. Potom odmeriame na videu pasmovym
meradlom dlzku tyce I’ a vzdialenost diskov od osi ota¢ania R’. Skutocnu
hodnotu vzdialenosti diskov od osi ota¢ania nanormujeme podla vztahu

l /
Moje vypocitané hodnoty sa R; = 7,97 cm, Ry = 9,86 cm. Na vypocet
momentu zotrva¢nosti rotaénej aparatiry pouZzijeme vztah (7), vypocitané
hodnoty st uvedené v tab. 2.

Spresnenie merania ¢asu

Navrhnutym spésobom overovali platnost pohybovej rovnice otacavého
pohybu dvaja Studenti druhéci na bakalarskom stupni $tudia FEI TUKE
v ramci predmetu Fyzikdlne meranie. Ako som vyssie v ¢lanku spomenula,
je meranie ¢asu poldh polota¢ok ovplyvnené chybou, ktora je spésobena
malou presnostou ¢asu na videu. Je mozné tuto presnost zlepsit stiahnutim
doplnkového modulu pre program VLC v prostredi Windows 10 (link [6])
a naingtalovat si ho podla pokynov [7]. Potom sa ¢as na videu zobrazuje
v milisekundéch. Spomenuté vylepSenie navrhli moji $tudenti, ktori toto
meranie robili sami z domu. Odmerané zavislosti ¢ = f(¢) st v tab. 3
a na obr. 5. Tymto spdsobom odmerali porovnatelné hodnoty uhlovych
zrychleni e; = 0,467 s72, €3 = 0,35 s~2 vzhladom na hodnoty v tab. 2.
Hodnoty momentov sil vypod&itané Studentmi si vzhladom na hodnoty
v tab. 2 ovela presnejsie, su takmer rovnaké (M; = 0,00199 N - m, M, =
= 0,00197 N - m).
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polotacka | 1. videomeranie | 2. videomeranie

n t/s p/rad t/s p/rad
0 0 0 0 0

1 3015 | 3,14 | 3,201 | 3,14

2 4,403 6,28 4,702 6,28

3 5503 | 942 | 6,202 | 942

4 6,365 | 12,56 | 7,202 | 12,56
5 7,069 | 157 | 7,701 | 15,7

6 7819 | 18,84 | 8,951 | 18,84
7 8,369 | 21,98 | 9,701 | 21,98
8 9,119 | 25,12 | 10,451 | 25,12
9 9,619 | 2826 | 11,201 | 28,26
10 10,369 | 31,4 | 11,701 | 314

11 10,869 34,54 12,451 34,54
12 11,369 37,68 12,951 37,68
13 11,869 | 40,82 13,701 40,82
14 12,369 | 43,96 14,151 43,96
15 12,869 47,1 14,901 47,1

16 13,369 50,24 15,401 50,24
17 13,619 | 53,38 | 1595 | 53,38
18 14,12 | 56,52 | 16,201 | 56,52
19 14,619 | 59,66 | 16,952 | 59,66
20 15,119 | 62,8 | 17,451 | 628

21 15,619 65,94 17,709 65,94
22 15,869 69,08 18,202 69,08

Tab. 3 Vysledky spresneného videomerania

Dalsie moznosti merania s rotaénou aparatirou

Pomocou rota¢nej aparattiry je mozné overit vztah (7), podla ktorého
moment zotrvacnosti aparatiry I zavisi od druhej mocniny vzdialenosti
diskov od osi otacania R, pricom sa nemeni moment zotrva¢nosti tyce

1
IT = TQ TTLTZ2.

Pri overovani tohto vztahu, sta¢i menit vzdialenost diskov od osi otacania
R, ktort menime s krokom po troch centimetroch po stred diskov. Pre
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kazdu vzdialenost odmeriame uhlové zrychlenie € a pomocou vztahu I =
= M /e uréime moment zotrvacnosti pre dané R. Zavislost I = f(R?) je
priblizne linedrna, ¢im je potvrdena platnost tohto vztahu (obr. 6).

o
fas]
|

70
&0

50
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Obr. 5 Odmerané zavislosti ¢ = f(t)
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Obr. 6 Fitovanie momenta zotrvacnosti
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Ak odmeriame drahu s, ktora prejde zavazie hmotnosti m smerom na-
dol pocas rovnomerne zrychleného otacavého pohybu rota¢nej aparatiry
a dobu t, je mozné ur¢it hodnotu uhlového zrychlenia ¢ aj pomocou od-
meranej drahy a porovnat ju s nameranou hodnotou urcenou pomocou
videozdznamov. Smerom nadol zévazie vykonava rovnomerne zrychleny
priamociary pohyb, ktorého draha je dana s = at?/2. Pre uhlové zrychle-
nie plati
a
e = —

(8)

kde r je polomer hriadel'a a zrychlenie

2s
a= 2 (9)
Drahu s nevieme ur¢it z videozédznamov, nie je celd zaznamenané, preto
urobime redlne meranie, pri ktorom pre zvolené hodnoty vzdialenosti R
odmeriame prislusné drahy a doby (tab. 4).

R/cm | s/m t/s | a/(ms7?) | g/s72
1. meranie 7,97 0,62 17,94 0,00385 0,428
2. meranie | 9,86 | 0,625 | 18,68 0,00358 0,398

Tab. 4 Uré&enie tlového zrychlenia z dréhy s

Porovnanim ziskanych hodnét uhlového zrychlenia, pomocou odmerane;j
drahy a doby zavazia klesajuceho nadol (tab. 4), s hodnotami uréenymi
pomocou videozéznamov (tab. 2) vychadzaja podobné hodnoty. Je mozné
pomocou odmeranych hodnét v tab. 4 uréit aj moment zotrvacnosti a
porovnat ho s hodnotami uréenymi pomocou rovnice (7). Z rovnice (1) pre
moment zotrvaénosti I = M/e, kde na uréenie momentu sily pouZijeme
rovnice (2) a (3)

M = m(g - a)r,
v ktorej F} = mg — ma. Uhlové zrychlenie vyjadrime pomocou rovnic (8)

a (9)
25

= e

Potom pre moment zotrvacnosti ziskime

€

m (g — a) rt?

I:
2s

(10)
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Pouzitim odmeranych hodndt v tab. 4, hmotnosti zévazia m = 0,03 kg a
polomeru hriadela » = 0,009 m uréime hodnotu momentu zotrvacnosti pre
obe vzdialenosti R (tab. 5).

R/cm | ILiovr/(kg - m2) Liovio/ (kg - m2)
1. meranie 7,97 0,00428 0,00618
2. meranie 9,86 0,00563 0,00665

Tab. 5 Urcenie momentov zotrvacnosti

Hodnoty momentu zotrva¢nosti uréené pomocou rovnice (10) sa vyssie
ako hodnoty ur¢ené pomocou rovnice (6). Je to z toho dovodu, Ze sa vzdy
pri pohybe rota¢nej aparatury pritomné odporové sily, ktorych velkost
nepozname. Odporové sily ovplyviiuju velkost uhlovej rychlosti otacania
rotacnej aparattry [8]. Tieto sily nie st konStantné, preto pohybova rovnica
M = Ie neposkytuje tplne hodnoverny idaj o momente. Napriek tomu,
pohyb rota¢nej aparatary pri men$ich rychlostiach, moze byt modelovany
ako priblizne rovnomerne zrychleny.

Pozndmka: Pri uréovani uhlového zrychlenia rota¢nej aparatiry mozeme
pouzit okrem videozaznamov aj dalSie dva postupy merania. PouZijeme
sposob navrhnuty vyrobcom [1], kde sa urcuje stredné hodnota uhlového
zrychlenia, tak, Zze sa odmeria doba, za ktoru prejde zavazie celi drahu
zostupu t1, v zapéati sa odmeria doba t5, za ktort ty¢ vykoné posledné dve
otacky. Pomocou doby t2 sa uréi uhlova rychlost na konci zostupu

A

W=
ta

a nasledne priemerné uhlové zrychlenie
w—-—0 w

£ = = —,
t1—0 t1

Tento postup je mozné pouzit aj pri vysSie navrhnutom overovani pohybo-
vej rovnice pomocou videomerani, z ktorych vieme jednotlivé ¢asy urcit.

Alebo je moZné pouzit systém Coach, kde sa k rotacnej aparatire pripoji
meraci panel, senzor polohy a pocitaé (obr. 7).

Senzor polohy zaznamenéva zavislost po¢tu polotacok od ¢asu pri ota-
¢avom pohybe. Pri spracovani nameranych dat postupujeme rovnako, ako
to bolo navrhnuté pri merani pomocou videozaznamov, kde pomocou fi-
tovania uréime hodnotu uhlového zrychlenia.
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Obr. 7 Propojenie zo systémom Coach

Zaver

Videomeranie uplne nenahradi redlne meranie v danom ¢ase, Studen-
tom pri fiom chyba kontakt s pristrojmi. Napriek tomu navrhnuty sposob
merania pomocou videomerania pokladdm za moznu alternativu reélneho
merania. Z reakcii mojich studentov vyplyva, Ze toto meranie bolo pre nich
zaujimavé, dokazom bola ich snaha zlepSit presnost merania ¢asu a aj sa
vyjadrili, Ze sa im toto meranie pacilo. Museli pri fiom pouZit aj nejaké
meradla a zistit spravny sposob merania ¢asu pre dané polohy polota-
¢ok. Boli dontteni k véc¢Sej samostatnosti, ale aj k vzajomnej spolupraci,
pretoZze do ich merania som nevstupovala, poskytla som im iba navod a
instrukcie k meraniu. NavySe porovnanim odmeranych hodndt uhlovych
zrychleni uréenych s mensSou presnostou merania ¢asu s hodnotami od-
meranymi s lepSou presnostou, sa javi navhrnuty sposob merania pomerne
presny a dostatocny.

Okrem toho vyhodou videomerania je moznost ho pouZit pri prezenc-
nej vyucbe, v pripade, ze neméame k dispozicii podobnui aparatiiru na ota-
¢avy pohyb. MoéZeme ho pouZit aj v pripade, ak chceme odmerat len uhl-
ové zrychlenie, resp. dalie kinematické veli¢iny ota¢avého pohybu (uhlova
rychlost, pociatoéné uhlova draha, ktoré dostaneme fitovanim rovnice pre
uhlova drédhu a porovnanim koeficientov), kde pouZijeme jedno videome-
ranie a stcasne s nim demonstrovat rovnomerne zrychleny ota¢avy pohyb.

Pri realnom merani rota¢na aparattra pokytuje aj dalsSie moZnosti me-
rania, napr. overit Steinerovu vetu, skumat vplyv trecich a viskéznych
sil na otac¢avy pohyb, urcit uhlové zrychlenie viacerymi spdsobmi, ale aj
skiumat dalsie kinematické a dynamické veli¢iny pri tomto pohybe.
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mésté Koszalinu) v Pomoransku. Stal se
Sestym ditétem velké rodiny, ktera se ca-
sem rozrostla az na osmnéct déti. Jeho
otec pusobil jako feditel soukromé skoly,
kterou zalozil a v niz také slouzil jako
protestantsky pastor. Skolu svého otce
navstévoval Rudolf nékolik let. Pozdéji
studoval na gymnéaziu ve Stéting, kde se
t&8il povésti velmi spolehlivého a nada-
ného studenta, jehoz tusudku si mnozi
vazili. V roce 1840 nastoupil na univer-
zitu v Berliné. Ptestoze ho velmi zaji-
mala historie, rozhodl se nakonec pro p¥i-

rodni védy. Po &tyfech letech dokoncil = e
studia matematiky a fyziky a svaj prvni % /Zu/ﬂ
rok praxe stravil vyukou na Friedrich-

Werder-Gymnasium v Berling [1]. Obr. 1 Zdroj Wikipedie

Dal se vzdélaval a pracoval na své di-
sertacni praci, tykajici se problematiky odrazu a lomu slune¢niho svétla
v atmosféfe (zabyval se v ni také vysvétlenim modré barvy oblohy, sou-
mrakovymi jevy a polarizaci svétla). V roce 1847 ji predlozil védecké radé
univerzity v Halle a ziskal doktorat s vyznamenédnim. Pozdéji lord Ray-
leigh (1842-1919) ale ukéazal, Ze misto odrazu a lomu, jak predpokladal
Clausius, souvisi modra barva oblohy s rozptylem svétla. I presto byla ve
své dobé jeho disertaéni prace velmi cenéné pro nezvykle hlubokou aplikaci
matematiky [2].

V nasledujicich letech se Clausius zabyval kalorickou teorii, ktera po-
vazovala teplo za neznicitelné tepelné fluidum, jez si latky vzajemnym
kontaktem predavaji. V té dobé jiz byla dobfe znama analyza t¢innosti
parniho stroje, kterou v roce 1824 publikoval Sadi Carnot (1796-1832). Z4a-
véry této analyzy prevedl Emil Clapeyron (1799-1864) o deset let pozdéji
do matematickych vztahti. Koncem ¢tyticatych let 19. stoleti se zavedeni
pojmu energie a hledani co nepiesnéjsi formulace zédkona zachovani energie
vénovala fada védet — byli to predevsim Julius Mayer (1814-1878), Her-
mann von Helmholtz (1821-1894) a William Thomson (1824-1907), jejichz
tvahy experimentalné doplnil James Joule (1818-1889) [1, 3, 5].
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?title=File:Rudolf_Clausius_01.jpg&oldid=622540999

Rudolf Clausius dokazal vyfesit protikladné vysledky jejich zavéria') a
18. tinora 1850 v Berlinské akademii zavrsil své tsili pfednesenim piispévku
O hybné sile tepla (Uber die bewegende Kraft der Wirme), ktery byl ve
stejném roce publikovan v Annalen der Physik [3]. Tato jeho nejslavnéjsi
préace se stala zakladem pro vznik termodynamiky jako teoretické disci-
pliny s moznosti aplikovat ji na obecné makroskopické procesy.

Clausius nejprve rozvedl myslenku, ze maximélni prace ziskana z tepla
prenaseného médiem v Carnotové cyklu mezi teplejSim a chladngj$im za-
sobnikem zavisi pouze na jejich teplotach. Samovolny prechod tepla tedy
neni mozny z chladnéjsiho télesa na teplejsi, ¢imz formuloval druhy ter-
modynamicky zékon.?) Dale se vénoval matematickému zapisu prvniho
termodynamického zakona, ktery vyjadril v dodnes pouzivaném tvaru:

0Q = dU + oW’

kde 0Q je teplo dodané do termodynamického systému, které se spotiebuje
na zménu vnitini energie dU a préaci vykonanou timto systémem OW’.

Clausius pritom vychéazel jak z vlastnich experimentalnich vysledku, tak
1 ze zavéra Jouleovych pokusii. Netplné diferencialy tepla 9Q a prace OW'
tak odlisily procesni veli¢iny od stavové veli¢iny vnitini energie U, jejiz
zménu urcuje tplny diferencial dU.

Rok 1850 uzaviel Rudolf Clausius ziskanim titulu soukromy docent na
berlinské univerzité, kde 18. prosince prednesl svou inauguraéni prednasku.
Kromé toho uz od zafi tohoto roku pusobil jako profesor fyziky na Kra-
lovské délostielecké a inzenyrské skole v Berling.

Jeho védecka prace se tésila uznani odborné vefejnosti, a tak mu byla
0 pét let pozdéji, v srpnu 1855, nabidnuta profesura na polytechnice v Zii-
richu.?) Piijal ji a na tomto vynikajicim misté, obklopeny vyznamnymi
matematiky a fyziky, stravil dalsich dvanact let. Pfestoze se mu styskalo
po vlasti, odmitl v roce 1858 nabidku z polytechniky v Karlsruhe i n€kolik
dalsich nabidek v nasledujicich letech [1].

V Ziirichu se vrhl do védecké prace s plnym nasazenim. V roce 1857
uvetejnil élanek O povaze pohybu, ktery nazyvame teplo (Uber die Art der

1) Na protiklad zavért Clapeyrona ohledng Carnotovy predstavy, ktera zdiraziovala
zachovani celkového mnoZstvi tepla (pFenos tepla beze ztrat), a vysledki Jouleovych
meéfeni, ze kterych vyplyval opak, poukazal jako prvni William Thomson. Reseni viak
nenavrhl.

2) Je nemoZné pro samovolng pracujici stroj, kterému neni poméahano zvnéjsku, pre-
vadét teplo z té&lesa pifi jedné teploté na jiné téleso s teplotou vyssi.“ [3]

3)ETC Ziirich — §vycarsky federalni technologicky institut
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Bewegung, welche wir Warme nennen) [4], ve kterém rozvinul své pred-
stavy o mikroskopickych zakonitostech v plynech. Novou teorii plyni na-
zval kinetickou a vénoval se zejména urceni rychlosti molekul v plynech
nebo tlaku plynu na sténu nédoby. Pfedpokladal, Ze molekuly se pohy-
buji pfimodaie konstantni rychlosti, pfi¢emz sviij smér mohou ménit bud
srazkou s jinou molekulou nebo se sténou nddoby. Kromé transla¢niho po-
hybu nevylouc¢il ani rotaci a vibraci molekul a zavedl pojem stfedni volné
drahy castic. Jeho vypocty se staly inspiraci pro skotského genialniho fy-
zika Jamese C. Maxwella (1831-1879), ktery zminénou konstantni rychlost
molekul nahradil rozdélovaci funkef rychlosti [5].

Jako sedmatricetilety zalozil Rudolf Clausius v Ziirichu rodinu — 19. lis-
topadu 1859 se ozenil s Adelheid Rimpam. NaSel zde i celoZivotniho piitele
v Albertu Moussonovi (1805-1890), ktery vyucoval experimentalni fyziku
a zajimal se o zoologii [6].

V Sedesatych letech 19. stoleti zacal vénovat Clausius velkou pozornost
matematickému vyjadieni termodynamickych zékonitosti. V roce 1865 pro-
vedl matematicky rozbor obecného cyklického déje, ze kterého vyvodil zna-
mou, pozdé&ji po ném pojmenovanou, Clausiovu nerovnost:

9Q
> .
s > =

Touto nerovnosti zavedl novou stavovou veli¢inu entropii S.* Ta se pozdé&ji
Boltzmannovi (1844-1906), ktery nalezl vztah mezi entropii a pravdépo-
dobnosti makrostavu zkoumaného systému. Boltzmannova mikroskopicka
interpretace tohoto pojmu umoznila, aby entropie prekrocila hranice ter-
modynamiky a uplatnila se v mnoha védnich oborech (jako napf¥. v chemii,
biologii, matematice, teorii informace aj.).

V roce 1867 byla Clausiovi nabidnuta profesura na univerzité v némec-
kém Wiirzburgu, kterou pfijal, protoze uz nemohl déle odolat své touze
vratit se zpét do vlasti. K vyznamnym pracim z obdobi 1865-1867 patii
nap¥. Mechanickd teorie tepla (Die mechanische Warmetheorie) [7], ktera

4) Entropie (z Fectiny éntrépein = obraceti) byla v néméiné vyjadfovana slovem
Verwandlungsinhalt, coz se d4 doslovné prelozit jako zména obsahu. Lze se setkat i
s jinymi volnymi preklady jako tfeba zména sméru nebo zmeéna formy.

5)Historickou zajimavosti je, ze Clausius stanovil i jednotku entropie:

1 Clausius = 1 kalorie/1 stupen Celsia.

V soudasnosti se entropie vyjadiuje v jednotkach J - K—1.

48 Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022



kompiluje a zpresfiuje jeho puvodni prace v termodynamice a kinetické
teorii.

Sotva vsak Clausius pobyl ve Wiirzburgu jeden rok, projevila o néj
zédjem mnichovské univerzita. MoZznost brzkého stéhovani odmitl, ale roku
1869 prijal nabidku univerzity v Bonnu. Nedlouho poté vsak politické uda-
losti, které vedly k prusko-francouzské valce, vyznamné ovlivnily i Zivot
Clausitv. Pfestoze se blizil padesétce, jeho vlastenecké citéni mu nedo-
volilo, aby se nepfihlasil do vojenské sluzby. Ujal se vedeni zachranného
sboru, ktery vytvofil z bonnskych studenti, a ve dvou kli¢ovych bitvach®
poméhal mirnit utrpeni ranénych. Sam vsak byl béhem némeckého tazeni
zranén a po zbytek Zivota trpél silnymi bolestmi v noze. Za své zasluhy
obdrzel v roce 1871 Zelezny kifz.

O ¢ty roky pozdéji postihla Clausiovu rodinu tragicka udalost. Pii
porodu Sestého ditéte zemiela Adelheid a Rudolf zistal na vychovu svych
déti sdm. Spolu s bolestmi z véleéného zranéni se jen obtizné dokézal
v tomto obdobi soustfedit na védeckou praci. Na doporuceni lékafe se
rozhodl vénovat se jizdé na koni, brzy se stal zkuSenym jezdcem a vyrovnal
se tak s problémy, které mu pfinaselo dlouhé prednéaseni na univerzité |1, 6].

V roce 1884 se stal rektorem univerzity v Bonnu a o dva roky pozdé&ji
se pak znovu oZenil se Sophii Stack. Z jejich kratkého manzelstvi se jesté
narodil syn.

Uvahy tykajici se prvniho i druhého termodynamického zakona a jejich
prevedeni do matematické podoby ho sice provazely fadu let, ale zabyval
se i dalsimi oblastmi fyziky — spole¢né s Emilem Clapeyronem formulovali
dilezitou rovnici,” umoziujici zjistit, jak zména tlaku ovlivni zménu te-
ploty fazového prechodu 1. druhu. Také se vénoval elektrolyze a vysvétleni
termoelektrickych jevii a angazoval se pifi formulovani elektrodynamické
teorie.

Kromé vysSe zminénych charakternich vlastnosti je tfeba k dokresleni
Clausiovy povahy zminit i s nim spojovanou vyraznou kriti¢nost. Vedl
spory s vyznamnymi védci své doby o prvenstvi ve stanoveni rtznych
experimentélnich dat nebo ohledné tvrzeni o rovnocennosti prace a tepla
(napf. s Williamem Thomsonem nebo Peterem Taitem). Tyto kritiky a
rozepfe byly patrné nejcastéji motivovany Clausiovym vlastenectvim, kdy
se svym ostrym postojem snazil zajistit historické prvenstvi pro némecky

6)V bitvach u Vionville a Gravelotte (1870-1871) ztratili Némci zhruba, 20 tisic muza
na rozdil od Francouzi, ktefi prisli o 13 tisic vojaka.
7V teorii fazovych prechodi je znama jako Clausiova—Clapeyronova rovnice.
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narod [6, §].

Béhem svého zivota obdrzel fadu ocenéni a vyznamenani. Stal se ¢le-
nem Kralovské spolecnosti v Londyné (1868), ¢lenem Kralovské svédské
akademie v&d (1878) a €lenem Némecké akademie véd (1880). Ziskal Huy-
gensovu (1870) a Copleyho medaili (1879) a za vyznamny védecky pokrok
mu byla udélena Francouzskou akademii véd Ponceletova cena (1883).

Rudolf Julius Emanuel Clausius zemiel v Bonnu 24. srpna 1888.
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Motivacni videoexperimenty
ve vyuce tyziky mikrosvéta

ANNA KUFOVA - LUKAS RICHTEREK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Motivace

Jak demonstracni, tak zakovské experimenty jsou nezbytnou soucasti
hodin fyziky. S pfichodem bfezna roku 2020 se vyuka pfesunula na moni-
tory pocitacu a mobilnich zafizeni. Rada z nés si vyzkousela, ze skloubit
distanc¢ni vyuku fyziky s demonstra¢nimi experimenty je pomérné naroc¢né.
Zatimco nékteré pokusy z mechaniky nebo molekulové fyziky a termiky
mohou Zéci realizovat sami i v doméacich podminkéch, hodné experimentt
z elektfiny a magnetismu, optiky a fyziky mikrosvéta vyzaduje vybaveni,
které neni bé&znou soucasti dokonce ani stfedoskolské laboratofe. V ta-
kovych situacich se jako nejprijatelnéjsi feSeni nabizi poskytnout zakim
webové odkazy na vybrané videoexperimenty. V tomto ¢lanku shrnujeme
zkuSenosti z vytvareni motiva¢nich videi z oblasti fyziky mikrosvéta, jez
vznikala v ramci diplomové prace [2] a jsou voln& dostupnd na serveru
YouTube [1].

Volba tématu navazovala na bakala¥skou praci [3, 4] vénovanou video-
experimentiim z mechaniky a akustiky. Uz reSerSe ukazala, ze v oblasti
vyukovych videi je pomé&rné opomijena fyzika mikrosvéta. P¥itom se jedna
o problematiku, ktera miize byt uziteéné a potfebné. Navic detektory ioni-
zujiciho zafeni, vzorky radionuklidi nebo katodové trubice nejsou levnou
zélezitosti a cela fada Skol si proto takové pomucky nemuze dovolit. Pokusy
z fyziky mikrosvéta, vhodné modely a animace (obr. 1) jsou uZite¢nym pro-
stfedkem k lepsimu pochopeni déju ze svéta atomi a molekul, které nelze
pozorovat primo.

Obsah prace a videi

Cilem bylo navrhnout, nato¢it a zpracovat nékolik experimenti, jez by
mohly byt doplitkem k ucebnici fyziky pro gymnézia vénované fyzice mik-
rosvéta [7], a to bud jako motivace nebo ilustrace probiraného uciva.
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FERMIONY BOSONY

Obr. 1 Ukazka grafického zpracovani tabulky zakladnich elementéarnich ¢astic

Soucasti videi je vzdy stru¢né vysvétleni pozorovanych déji s pomoci
vhodnych modelt pfiblizujicich abstraktni a obtiznou problematiku. Text
diplomové prace [2] je ¢lenén do péti kapitol zahrnujicich resersi videoex-
perimentu z fyziky mikrosvéta z hlediska ¢eské i zahrani¢éni tvorby, popis
pouzitého vybaveni a pomtcek i néstin principt riznych detektort io-
nizujiciho zafeni a charakter pfemén zkoumanych radionuklidia. Dale je
popséana zékladni konstrukce katodovych trubic, pfipomenuty jsou i bez-
pecnostni zasady pro praci se zdroji ionizujictho zafeni. VSech deset vytvo-
fenych videf je podrobné popséano (v piiloze prace [2] lze nalézt kompletni
scénafe) a je diskutovana moZnost jejich vyuZiti ve vyuce fyziky ¢i chemie.

Multimedialn{ ¢ast tvori samotné videa o celkové délce 100 min. Jednot-
livym ¢astem udiva v ucebnici [7] odpovidaji i nazvy videoexperimenti:

1. Co je fotoelektricky jev?

Elektron — ¢astice nebo vina?

Luminiscence aneb jak vypada studené svétlo
Radioaktivita: alfa zareni

Radioaktivita: beta zafeni

Radioaktivita: zdroje gama zafeni

Ochrana pfed gama zafenim

e B

Zakony radioaktivnich pfemén aneb pravdépodobnost a statistika
v jaderné fyzice
9. Méfeni radiace s dozimetrem

10. Standardni model ¢astic a detekce miona
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Videa, jak napovida nazev, zahrnuji pfedevsim experimenty (obr. 2) a
jejich vysvétleni, dale zékladni teoretické poznatky, motivac¢ni prvky i pii-
klady aplikace v praxi (napf¥. v medicing). V pokusech se vyuzivaji nejriiz-
né&jsi pomiicky, véetné ¢asticové kamery (obr. 3) nebo dozimetru (obr. 4).
Nekteré vyuzivaji i vlastnoruéné vyrobend zafizeni (obr. 5) a mohou byt
i na pohled vizualné vdééné (obr. 6). Naméty na dalsi experimenty lze
najit napf. v [6, §].

a) b)

Obr. 2 a) Difrakce elektront na vrstvé grafitu; b) Detekce v zareni ze vzorku

metastabilniho barya 3%2Ba; ¢) Snimek z Casticové kamery MX-10 zachycujici

stopy ¢tyF miona (delsi ¢ary) a dvou &astic a (veétsi bilé tecky)

3 (column num!

1 7.25 135 19.75 F3

Obr. 3 a) Polystyrenovy kvadiik obsahujici neznamy kovovy pfedmét; b) Snimek
kvadiiku pofizeny ¢asticovou kamerou pii jeho prozarovani gama zaficem
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Obr. 4 Méfeni ekvivalentniho davkového prikonu dozimetrem v laboratofi i v te-
rénu: a) v misce s draselnym hnojivem; b) na Vaclavském namésti; ¢) v blizkosti
sklenice z uranového skla

A

Obr. 5 Pokusy s vlastnoru¢né vyrobenou ionizaéni komorou podle navodu z [5]
v domacim studiu

a)

Obr. 6 a) Fotoluminiscence vody s barvivem na bézi hlinitanu strontnatého;
b) Sklenice a naramek z uranového skla ve tmé pfi ozafovani UV zafivkou
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Tvorba videi

Jedna z kapitol prace [2| popisuje samotny proces tvorby videf a mize
tak poslouzit pfipadnym zajemctm, ktef'i by se do natac¢eni chtéli sami pus-
tit. V souladu s tradi¢ni filmovou tvorbou je rozdélena na tfi ¢asti — pred-
produkei, produkei a postprodukci. K nataceni byla pouzita kamera Sony
HDR-~XRI155E s HD rozlisenim, nahlavni mikrofon, LED reflektory pro
dostatecné osvétleni scény a poditaé. Z pomtcek k experimentiim uvedme
jen nejdulezitéjsi: ¢asticova kamera MX-10, detektor radiace znacky Ver-
nier, dozimetr GMC-300E Plus, amatérska ioniza¢ni komora, vzorky radi-
onuklidi, katodové trubice, zdroje UV zafeni, laserova ukazovatka a dalsi
zdroje svétla atd. Kromé laboratofe Skolnich pokustu a dalsich vyukovych
laboratofi na P¥F UP (obr. 7a) byla vytofena i vlastni doméaci scéna s fy-
zikalnimi motivy (obr. 7b), kde bylo moZné pracovat i v dobé covidovych
omezeni.

Obr. 7 a) Nataceni s ¢asticovou kamerou MX-10 v laboratofich P¥F UP; b) Do-
maci studio pro nataceni

Zpracovani natoCenych zabéri, jejich propojeni s modely, animacemi a
dalsim obrazovym i zvukovym materidlem se neobejde bez vyuziti vhod-
ného software. Pro stfih videi se osvédéil Windows Movie Maker, pro na-
hravani a zpracovani zvuku program Audacity, pro uprava fotografii Adobe
Photoshop, pro pfipravu animaci a dal$ich grafickych prvka MS Power-
Point a Blender. K ziskidni dat z méfeni i fizeni experimentt programy Lo-
gger Lite (k detektoru radiace Vernier) a Pixelman (k ¢asticové kamefe).
K dalgimu zpracovani naméfenych hodnot byly postac¢ujici MS Excel nebo
GNU Octave. Az na vyjimky jde o volné dostupné programy, coZ pro vy-
ukové ucely predstavuje idealni volbu.
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Vyuziti a sledovanost

Videoexperimenty maji nepochybné velky potencial a Siroké spektrum
vyuziti ve vyuce. Namatkou zmifime prezenc¢ni i distanéni vyuku fyziky
nebo chemie na SS, prirodovédné krouzky a tabory, vzdélavaci kurzy a
v neposledni fadé popularizaci védy mezi lidmi v8ech vékovych kategorii.

Kazdého tvirce proto prirozené zajimé, zda a jaky maji videa ohlas
a jak je hodnoti samotni zaci. Pripravena videa byla v bfeznu roku 2021
zaclenéna do distan¢ni vyuky fyziky a chemie na 5 vybranych stfednich
skolach v CR i SR a do jednoho vzdélavaciho kurzu. V nasledném dotaz-
nikovém Setfeni 95,3 % zaka (123 z celkového pocétu 129) uvedlo, Ze jim
videa pomohla lépe pochopit probirané ucivo.

Videa jsou vefejné piistupna na serveru YouTube [1]. Podle statistik
serveru k poloviné inora 2022 méla celkem 15000 zhlédnuti a 840 hodin
sledovani. Vyznam videoexperimentt v distanéni vyuce dokumentuje né-
riist sledovanosti videoxperimentii z mechaniky a akustiky [3] v souvislosti
s uzavienim skol v bfeznu 2020 a Fijnu 2021 v disledku epidemie COVID-
19 (obr. 8).

i(h)

DOBA SLEDOVANI

DATUM

Obr. 8 Sledovanost videoexperimentti z mechaniky a akustiky na serveru You-
Tube; zvyraznéna data odpovidaji vyhlaseni 1. a 2. nouzového stavu v souvislosti
s COVID-19

Véfime, ze publikované videoexperimenty budou oporou pro uéitele fy-

ziky nejen v tézkych Casech distan¢ni vyuky, k niZz se asi vétSina z nas
nechce Gasto vracet, ale i v ¢asech postcovidovych, kdy jimi lze zpestiit

56 Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022



béznou prezenéni vyuku a mohou i zdktim pomoci k hlubsimu pochopeni
zékladnich, nékdy abstraktnéjsich zakonitosti fyziky mikrosvéta.
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INFORMATIKA

Bipartitni grat
(Ulohy z MO kategorie P, 43. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnesnim pokracovani série ¢lankt o soutéznich ulohach Matematické
olympiady kategorie P (programovani) si ukaZzeme, jak se postupy pouzi-
vané pii feSeni ruznych uloh obé¢as opakuji. Autofi tloh maji k dispozici
jenom omezeny pocet standardnich algoritmu, jejichZ znalost mohou od
Tesitelii ofekavat. Olympiada pFitom existuje jiz 36 let a v soucasné dobé
zadavame v kazdém roc¢niku 14 soutéznich tloh: po Etyfech ve Skolnim a
v krajském kole, Sest v astfednim kole. Archiv soutéze tak dosahuje tucty-
hodného rozsahu kolem 500 tloh.

Ukazeme si dvé soutézni tlohy ze star$ich ro¢niki olympiady, které
vypadaji na prvni pohled rozdilné a tykaji se kazda uplné jiné problema-
tiky. Jejich feSeni ale bude v principu naprosto shodné — v obou pfipa-
dech budeme zjistovat, zda je doplnék zadaného grafu bipartitni. Studenti
se znalostmi zékladnich grafovych algoritmi mohli p¥i feSeni téchto tloh
vyuzit standardni algoritmus a obé& tlohy vyftesili bez velkého vlastniho
usili. Spravné tesSeni ale dokazali nalézt i ti soutézici, ktefi nebyli sezna-
meni zrovna s bipartitnimi grafy, ale ovladali oby¢ejné prochézeni grafu do
hloubky nebo do sitky, coz se u fesitelt olympiady predpoklada. Zbytek
uz nebylo tézké samostatné vymyslet.

ODbé prezentované tlohy jsou jiz pomérné staré — prvni z nich pochézi
z krajského kola 43. roéniku MO (8kolni rok 1993/94) a druha z doméciho
kola 47. ro¢niku MO (8kolni rok 1997/1998). Pro potfeby naseho ¢lanku
jsme puvodni zadani tloh formula¢né trochu upravili, na charakteru taloh
a jejich feSeni se tim ov8em nic nezménilo.
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Uloha 1

V zemi je N mést oznacenych ¢isly od 1 do V. Mezi mésty je vybudo-
vana silni¢ni sit. Kazda silnice spojuje vzdy dvojici mést, vSechny silnice
jsou obousmérné. Mezi nékterymi dvojicemi mést piima silnice nevede, ale
z kazdého mésta je mozné dojet po silnicich do libovolného jiného mésta,
tfeba i vice riznymi zpisoby. VSechna piipadné kiizen{ silnic mimo mésta
jsou mimoudroviova (pomoci mostil) a neumoziuji vozidlam piejet z jedné
silnice na druhou.

Napiste program, ktery urci, zda je mozné rozdélit mésta do dvou sku-
pin tak, aby kazda dvojice mést patficich do stejné skupiny byla spojena
primou silnici (jinymi slovy: uvniti kazdé skupiny vede p¥ima silnice mezi
kazdymi dvéma mésty). Nezalezi pfitom na velikosti jednotlivych skupin,
jedna ze skupin muze byt pfipadné i prazdna. Kazdé mésto ale musi byt
do nékteré skupiny zarazeno.

Vstupem programu je poc¢et mést N a déle seznam vSech silnic vedoucich
mezi mésty. Kazda silnice je zadana dvojici ¢isel mést, mezi nimiz vede.
Vystupem programu je jedno vyhovujici rozdéleni mést do dvou skupin
nebo zprava, ze zadné takové rozdéleni neexistuje.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze se jedna o grafovou tlohu. Zadanou sil-
niéni sit reprezentujeme pomoci souvislého neorientovaného grafu: vrcholy
grafu piedstavuji mésta a hrany odpovidaji silnicim. Ukolem je zjistit, zda
lze vSechny vrcholu grafu rozdélit do dvou skupin tak, aby obé& skupiny
byly tzv. klikou. Klikou nazyvame takovy podgraf zadaného grafu, ktery
je tplny, tzn. mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy vede hrana.

Ulohu vyfesime nejsnaze tak, ze budeme zkoumat doplnék zadaného
grafu. Doplitkem grafu G rozumime graf se stejnou mnozinou vrcholi, ve
kterém jsou vrcholy u, v spojeny hranou pravé tehdy, kdyz v ptvodnim
grafu G hrana mezi vrcholy u, v nevede. V nasi tloze chceme zjistit, zda lze
rozdélit vrcholy doplitku zadaného grafu do dvou skupin tak, aby v ramci
kazdé skupiny nevedla Zadna hrana, neboli aby kazda hrana spojovala
dvojici vrcholu nalezejicich do rtznych skupin. Graf s touto vlastnosti
nazyvame bipartitni. Zadani ulohy tedy muzeme pieformulovat: chceme
zjistit, zda je doplnék daného grafu bipartitni.

Regenf tlohy zahéjime nactenim vstupnich dat, na jejichz zakladé si
vybudujeme graf predstavujici doplnék zkoumané silni¢ni sité. Uvédomte
si, Ze ackoliv je silni¢ni sit podle zadani souvisla, graf predstavujici doplnék
této silni¢ni sité byt souvisly nemusi. Souvislost pivodni silni¢ni sité pii
feSeni dlohy vibec nevyuzijeme.
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Jak jsme jiz uvedli, ovéfeni bipartitnosti grafu je zalozeno na postup-
ném prochézeni celého grafu. Je pfitom jedno, zda zvolime prochazeni do
hloubky pomoci rekurzivni funkce, nebo priichod grafu do hloubky pomoci
zasobniku a cyklu, nebo prichod do $ifky pomoci fronty a cyklu. Ve viech
pripadech dojdeme ke stejnému spravnému vysledku a ve vSech pripadech
bude mit feSeni i stejnou ¢asovou slozitost.

Algoritmus FeSeni tlohy si miZeme nazorné predstavit tak, Ze pii pro-
chéazeni grafu a rozdélovani jeho vrcholi do dvou skupin budeme jednotlivé
vrcholy ,,obarvovat®“ dvéma barvami podle toho, do které skupiny byl vr-
chol zafazen. Vrcholtim zafazenym do prvni skupiny pfifadime barvu 1 a
vrcholim z druhé skupiny barvu —1. Na zac¢atku vypo¢tu neni zadny vr-
chol nijak obarven, nebot dosud nebyl zafazen do zadné ze skupin (vSechny
vrcholy tedy maji barvu 0). Evidence obarveni jednotlivych vrcholid nam
pfi prochézeni grafu poslouZi k tomu, abychom nevstupovali opakované do
vrcholi, které jsme jiz navstivili a obarvili dfive. Po tspé$ném ukonceni
vypoctu ndm pak obarveni vrcholi uréuje hledany vysledek, tedy jedno
pripustné rozdéleni vrcholi do dvou skupin.

Prochézeni grafu zahajime tim, Ze jeden libovolny vrchol (napiiklad
vrchol s Cislem 1) zafadime do skupiny 1. Vrcholy, do kterych z néj vede
hrana, nesm{ patfit do stejné skupiny. Zaradime je proto do druhé skupiny
a obarvime je barvou -1. Podobné postupujeme dale. Obecné plati, ze kdyz
byl néjaky vrchol zafazen do jedné ze skupin, musi byt vSechny jeho sou-
sedni vrcholy zarfazeny do opa¢né skupiny. PFitom musime priabézné kon-
trolovat, zda nenastal konflikt. Konflikt nastane tehdy, objevi-li se v grafu
dva sousedni vrcholy obarvené stejnou barvou. V takovém piipadé rozdé-
leni vrchold do skupin neni mozné, zkoumany graf neni bipartitni a vypocet
ihned ukonéime. Jinak pokrac¢ujeme v obarvovéani vrcholi tak dlouho, do-
kud jsme nuceni podle uvedenych pravidel obarvovat dalsi vrcholy (vlastné
jako dusledek pocatetniho obarveni prvniho vrcholu). Timto zpisobem
projdeme celou komponentu souvislosti, do niz nélezi poc¢ate¢ni vrchol.
Pokud je graf souvisly, obarvime takto vSechny jeho vrcholy a po bezkon-
fliktnim skonceni vypoctu vime, Ze graf je bipartitni. V opa¢ném piipadé
se proces zastavi, ale v grafu jesté existuji neobarvené vrcholy. Budeme
tedy pokracovat stejnym zptsobem. Jeden libovolny z nich (napiiklad ten
s nejmensim ¢&islem) muZeme obarvit libovolnou barvou (tfeba 1) a od
néj opét projdeme a obarvime jeho komponentu souvislosti. Cely vypocet
skonéi ve chvili, kdyZ bud jsou v8echny vrcholy grafu obarveny a zkont-
rolovany, Ze jejich obarveni nezptisobuje zadny konflikt (graf je bipartitni,
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vysledné obarven{ vrcholi uréuje jedno mozné rozdéleni vrcholi do sku-
pin), nebo kdyZ pii obarvovani dojde ke konfliktu (graf neni bipartitni,
neexistuje zadné piipustné rozdéleni jeho vrcholt do dvou skupin).

Z uvedeného postupu primo plyne spravnost algoritmu. Postupem obar-
vovani je zajiSténo, Ze se nikdy nemohou dostat do téze skupiny dva vr-
choly grafu, mezi nimiz vede hrana. Pokud tedy nalezneme bez konfliktu
obarveni vSech vrcholi, urcuje toto obarveni spravné rozdéleni vrchola do
skupin a graf je proto bipartitni. Naopak, konflikt nastane jediné ve chvili,
kdy by jiz obarveny vrchol mél byt zafazen do opa¢né skupiny, nez kam
nyni{ patfi, tj. kdyz rozdéleni vrcholti do skupin neexistuje. Kone¢nost vy-
poctu je déna tim, Ze v kazdém kroku je zpracovan jeden vrchol a zadny
vrchol neni zpracovavan opakované vicekrat. Pocet kroka vypoctu je tedy
roven nejvysSe poc¢tu vSech vrchola N. Kazdy krok vypoctu predstavuje
provedeni tolika operaci, kolik hran z tohoto vrcholu vede — prochézi se
seznam vSech jeho sousedii. Béhem celého vypoctu se tedy projdou do-
hromady seznamy naslednikii vSech vrcholi grafu. Soucet jejich délek je
2M, kde M je pocet hran prochézeného dopliikkového grafu (kazda neori-
entované hana je v seznamech naslednikti ulozena dvakrat). Odtud plyne
¢asova slozitost uvedeného algoritmu O(N + M), coz lze také odhadnout
jako O(N?).

Budeme-li chtit odvodit ¢asovou slozitost celého Feseni tlohy, musime
zapocditat jeSté naro¢nost vytvoreni doplitkového grafu ze vstupnich dat po-
pisujicich silni¢ni sit. Zde bude zéaleZet na tom, jakou datovou reprezentaci
grafu zvolime. Testovani bipartitnosti grafu je zaloZeno na prochézeni grafu
do hloubky nebo do sitky, pfi kterém potiebujeme ke kazdému zpracova-
vanému vrcholu co nejrychleji uréit jeho sousedni vrcholy. Pro efektivni
implementaci takového algoritmu si muZzeme uloZit graf bud ve formé se-
znamu naslednikd jednotlivych vrcholt, nebo pomoci matice sousednosti.
Pfipominame, Ze vSechny silnice jsou obousmérné, takze pokud mezi mésty
u, v nevede silnice, v pripadé prvni uvedené volby musime vlozit vrchol
v do seznamu naslednikt vrcholu wu, ale také vlozit vrchol u do seznamu
naslednikt vrcholu v. P#i druhé volbé datové reprezentace bude matice
sousednosti A symetrickd a musime tedy zajistit hodnotu True v jejich
prvcich Afu][v] a také A[v][u]. ReSeni s matici sousednosti je sice pamétové
naro¢néjsi, ale implementacné jednodussi. Piipravime si matici A velikosti
N? se samymi hodnotami True, poté budeme &ist ze vstupu jednotlivé sil-
nice a vzdy pii zpracovani silnice (u,v) vlozime hodnotu False do prvki
Alu][v], Alv][u]. Tim bude doplitkovy graf vytvoren v ¢ase O(N?), takze i
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celé feSeni tilohy bude mit asymptotickou ¢asovou sloZitost O(N?).

Ukazeme si nyni jednu moznou implementaci popsaného algoritmu v pro-
gramovacim jazyce Python. PouZijeme v ni reprezentaci doplitkového grafu
pomoci matice sousednosti, tento graf budeme prochézet do hloubky s po-
uzitim vlastniho zésobniku a cyklu.

# Uloha 1 - rozdéleni mést

import sys
n = int (input ("Poet_mést:_ "))
a = [[True|] * (n+1) for  in range(n+1)] # matice sousednosti
print ("Silnice:")
for line in sys.stdin:
line = line.split ()
1)

u, v = int(line[0]), int(line[1])

alu][v] = False

a[v][u] = False
for i in range(l, n+1):

ali][i] = False # mame uloZen doplikovy graf
barva = [0] * (n+1) # barvy jednotlivych vrchold
obarven = 0 # poCet obarvenych vrchold
konflikt = False # nenastal konflikt
start = 1 # vychozi vrchol pro obarvovani

while not konflikt and obarven < n:
while barva|[start] != 0:
# hledame prvni neobarveny vrchol
start += 1
barva[start]| = 1
obarven 4= 1
seznam = [start |
while not konflikt and seznam != []:
# jedna komponenta souvislosti
u = seznam . pop ()
for v in range(l, n+1):
if aul[v]:

if barva|v] = 0:
# souseda obarvime opacnou barvou
barva[v]| = —barva|u]

obarven += 1
seznam . append (v)

elif barva|[v] = barva|u]:
konflikt = True

if konflikt:
print ("Rozdé&leni_mé&st_do_skupin_neexistuje")
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else:
print ("Jedno_pfipustné_rozdéleni_mést:")
for v in range(l, n+1):

if barva|v]| 1: # prvni skupina mést
print (v, end = "_")
print ()
for v in range(l, n+1):
if barva|v] = —1: # druhd skupina mést
print (v, end = "_")
print ()
¥ %k k ok k Kk % % Kk k k ok
Uloha 2

Na vecirku se se$lo nékolik hostti. Vime, ktefi z nich se vzajemné znaji a
ktefi ne. Vztah ,,znét se“ uvazujeme zasadné jako symetricky, takze o libo-
volné dvojici lidi plati, Ze bud se oba navzajem znaji, nebo ani jeden z dvo-
jice nezna toho druhého. Hostitel chce posadit kazdého hosta bud v hale,
nebo v obyvacim pokoji. Napiste program, ktery urci, kolika zpiisoby muize
hostitel rozmistit své hosty do obou mistnosti tak, aby se v ramci kazdé
mistnosti vSichni navzijem znali.

Vstupem programu je pocet hostii IV a déle seznam téch dvojic host,
ktefi se spolu znaji. Jednotlivé hosty si ozna¢ime celymi ¢isly od 1 do N,
takze na vstupu bude zadan seznam dvojic ¢isel hosti. Vysledkem bude
jedno ¢islo udavajici pocet moznych rozmisténi hosti.

Priklad: Je-li N = 4 a znaji se pouze dvojice hosti (1,2) a (3,4), ma
hostitel dvé moznosti: bud usadi hosty 1 a 2 do haly a hosty 3 a 4 do
obyvaciho pokoje, nebo naopak hosté 1 a 2 budou sedét v obyvacim pokoji
a hosté 3 a 4 v hale. Vysledkem bude tedy ¢islo 2.

Také tato tloha je zjevné grafovéd, pomoci neorientovaného grafu mii-
zeme reprezentovat vztahy mezi pozvanymi hosty na veéirku. Vrcholy grafu
odpovidaji jednotlivym hostim, hrany propojuji dvojice vrcholi odpovi-
dajici hosttim, ktefi se vzajemné znaji. Podobné jako v prvni iiloze popsané
vysSe chceme rozdélit vrcholy grafu do takovych dvou skupin tak, aby obé
skupiny predstavovaly kliku v grafu, neboli aby se vSichni ¢lenové skupiny
vzéjemné znali. Namisto nalezeni jednoho konkrétniho vyhovujiciho roz-
déleni tentokrat ale chceme urcit, kolik takovych rozmisténi hostt existuje.

Jedn4 se v podstaté€ o tplné stejnou tulohu, jakou jsme Tesili v prvnf ¢asti
¢lanku, shodny proto bude také postup fesSeni: opét sestrojime doplikovy
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graf a budeme zkoumat, zda je bipartitni — tedy zda lze jeho vrcholy roz-
délit do dvou skupin tak, aby uvnit¥ zaddné skupiny nevedla zadna hrana.
K tomu pouZijeme algoritmus prochézeni grafu popsany v feSeni pred-
chozi tlohy. Vrcholy grafu pfitom budeme obarvovat barvami 1 a —1, coZ
odpovida umisténi hosti do mistnosti oznacenych &isly 1 a —1. Prvniho
hosta muzeme umistit dvéma zptsoby — do jedné nebo do druhé mist-
nosti. Jakmile zvolime jeho umisténi (tfeba do mistnosti 1), je nezbytné
usadit do mistnosti —1 vSechny hosty, s nimiZz se prvni host nezna. Po-
kud by se mezi nimi nali dva, ktefi se neznaji, iloha nem4 zadné feseni
(takovému stavu jsme Fikali konflikt). Jinak je umistime do mistnosti —1
a jsme pak nuceni umistit do mistnosti 1 vSechny takové hosty, s nimiz
se nékdo z mistnosti —1 nezna. Podobné postupujeme tak dlouho, dokud
je néjaké umisténi hostt takto vynuceno. Jestlize jsme prévé popsanym
postupem rozmistili vSech N hostt, jsme hotovi a vysledkem feSeni tlohy
jsou ptivodni dvé moznosti, s nimiz jsme za¢inali u prvniho hosta (vSechna
ostatni obarveni vrcholi byla vynucena podminkami alohy). Jestlize nam
oviem zistaly néjaké neobarvené vrcholy (zatim neumisténi hosté), ma-
zeme libovolny z nich obarvit kteroukoliv barvou a za¢it od néj obarvovat
dalsi vrcholy jako na zac¢atku. Pokud se nam takto K-krat stane, Ze barvu
vrcholu miZzeme zvolit libovolné, méa nas doplitkovy graf presné K kompo-
nent souvislosti a existuje tedy celkem 2% zptisobil, jak lze viechny hosty
rozmistit do dvou mistnosti.

Programova ukazka se prili§ nelisi od feSeni prvni tdlohy. P¥i procha-
zeni a obarvovani doplitkového grafu si pouze navic evidujeme prozatimni
pocet moznosti, jak lze rozmistit hosty do obou mistnosti. Po skonceni
prichodu pak misto vypsani jednoho mozného rozdéleni vrcholu grafu do
dvou skupin program vypiSe vyslednou hodnotu po¢tu moznych rozmis-
téni. Pokud graf neni bipartitni a pii obarvovani vrcholud nastane konflikt,
tloha nema feSeni a program vypiSe 0. Jestlize graf bipartitn{ je, pocet
pripustnych rozdéleni vrcholit do dvou skupin je roven hodnoté 2°(pocet
komponent souvislosti). Komponenty souvislosti pfitom neni tfeba predem
vyhledévat, nebot algoritmus na testovani bipartitnosti si je uréuje sam.

# Uloha 2 - rozd&leni hostt

import sys

n = int (input ("Pocet_hosta:_"))

a = [[True|] * (n+1) for  in range(n+1)] # matice sousednosti
print ("Dvojice_zndmych:")

for line in sys.stdin:
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line = line.split ()
1

u, v = int(line[0]), int(line[1])

alu][v] = False

al[v][u] = False
for i in range(l, n+1):

ali][i] = False # mame uloZen doplikovy graf
barva = [0] * (n+1) # barvy jednotlivych vrchold
obarven = 0 # polet obarvenych vrchold
konflikt = False # nenastal konflikt
start =1 # vychozi vrchol pro obarvovani
moznosti = 1 # polet moZnych rozmisténi hostl

while not konflikt and obarven < n:

while barva[start] != 0:

# hledame prvni neobarveny vrchol
start +=1

barva|start| = 1

obarven += 1
moznosti *= 2
seznam = [start |
while not konflikt and seznam != []:
# jedna komponenta souvislosti

u = seznam.pop ()

for v in range(l, n+1):

if ajul][v]:

if barva|v] = 0:
# souseda obarvime opacnou barvou
barva[v]| = —barva|u]

obarven += 1
seznam . append (v)

elif barva|[v] = barva|u]:
konflikt = True

if konflikt:
print (0) # rozmist&ni hostd neni moZné
else:
print (moznosti) # vysledny polet moZnjch rozmisténi
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Pocitacova grafika, 2. dil

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Po delsi prestévce se vracime k seridlu o pocitacové grafice. Motivaci pro
napsani nového dilu bylo pro autora mimo jiné setkani se stfedoskolskymi
uditeli, které poradala na konci roku 2021 Katedra informatiky PfF UP
v Olomouci [5]. B&hem setkéani totiz vyjadfili pfitomni stfedoskolsti uditelé
zajem o toto téma.

V predchazejicim dilu jsme uvedli definici digitalniho obrazu. V tomto
pokrac¢ovani se budeme zabyvat jeho tpravou. Duvody, pro¢ je potiebné
vénovat se metodam tpravy digitdlniho obrazu, jsou nasnadé. Digitalnim
obrazem muze byt napiiklad snimek pofizeny digitdlnim fotoaparatem,
tento snimek vSak miize byt nevhodné pofizeny (napiiklad kvili nedosta-
tetnému osvétleni) nebo poskozeny (kvili elektromagnetickému ruseni).
Muzeme také chtit fotograficky snimek ozvlastnit néjakym specialnim efek-
tem.

Vsechny tupravy, kterymi se budeme zabyvat, se provadéji v takzvané
prostorové doméné, tedy piimo s hodnotami pixelt obrazku. Existuji i
upravy, které se provadéji ve frekvencéni doméné. Manipuluje se pak s frek-
vencemi, které jsou jistym zpisobem piitomny v kazdém obrazku. K po-
chopeni této problematiky je v8ak potieba zvladnout aparat teorie signdlu,
zejména pak takzvanou Fourierovu transformaci. Jakkoli je toto téma za-
jimavé, zabyvat se jim v tomto dilu nebudeme. Zvidavého ¢tenafe mizeme
odkézat na pékné napsanou knizku [1].

1. Prevedeni barevného obrazu na Sedoténovy

Predstavme si néasledujici situaci. Digitalnim fotoaparatem pofidime
snimek, ktery ulozime v podobé rastrového obrazu. Na tomto snimku je
znézornén napiiklad hrad Wiirzburg, obr. 1. Pro zdiraznéni nalady tohoto
snimku se rozhodneme pievést ho na sedotonovy."

DV b&zné mluvé se asto pouziva termin cernobdy snimek. Tento termin vdak pou-
kazuje na skutecnost, Ze jsou ve snimku pouzity pouze dvé barvy — ¢erné a bila. Sedoto-
novy obrazek naproti tomu mize obsahovat i rizné stupné Sedi. sedot()novym obrazkim
se také nékdy Fika achromatické.
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Obr. 1 Barevny snimek hradu Wiirzburg, foto autor

Predpokladejme, Ze snimek uloZeny v podobé rastrového obrazu ma ba-
revnou hloubkou 24 bitii a pro reprezentaci barev pouzijeme RGB model.
7 predchoziho dilu vime, Ze barva kazdého pixelu bude popsana trojici
(r,g,b), kde ¢isla r, g, b vyjadiuji zastoupeni zakladnich barev RGB mo-
delu a na reprezentaci kazdého tohoto ¢isla mame k dispozici jednu t¥etinu
z celkové barevné hloubky, tedy 8 bitu. Cislam r, g a b budeme stru¢né
tikat barevné sloZky. Tyto barevné slozky tedy nabyvaji hodnot z mno-
ziny {0,1,...,255}; ¢im v&tsi &islo, tim vétsi zastoupeni dané barvy. Vime
také, ze kazdy pixel ziskaného Sedoténového obrazku bude mit barvu, ktera
se v RGB krychli nachazi nékde na télesové thlopfi¢ce. To znamena, Ze
v8echny tii barevné slozky budou mit stejnou hodnotu, kterou si ozna-
¢ime y (timto oznacenim poukazujeme na anglické slovo gray — Sedy). Zis-
kany Sedotonovy obrazek proto bude mit vyrazné mensi barevnou hloubku,
v nasem piipadé osmibitovou.

Zbyvéa v8ak vymyslet to nejdilezitéjsi — stanovit hodnotu y tak, aby
vysledny Sedotonovy obrazek odpovidal nasi (zkuSenosti dané) predstavé.
Je zjevné, Ze se na hodnoté y musi podilet vSechny tii barevné slozky.
Vzhledem k tomu, Ze RGB model pouziva aditivni skladani barev (jak
jsme si vysvétlili v pfedchozim dilu), musi platit, ze ¢im vétsi bude néktera
barevné slozka, tim bude vysledna barva svétlejsi a proto i hodnota y bude
vétsi. Nabizi se tedy v8echny t¥i barevné slozky seéist:

y=r+g-+b

Se¢tenim by v8ak mohla hodnota y padnout mimo zobrazitelny rozsah (pii
nami zvolené barevné hloubce nad hodnotu 255). Vysledek je tak potieba
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normalizovat, tedy vydélit tfemi (po¢tem barevnych slozek). Ziskavame
tak nésledujici vzorec:

r+g+b
=—. 1
. (1)

Nesmime vSak zapomenout, ze stupen Sedi vyjadifujeme prirozenym &islem,
vysledek vyse uvedeného podilu proto musi byt zaokrouhlen.

Vidime, Ze se ve skutefnosti jedna o aritmeticky prumér barevnych
slozek. Toto feSeni je z technického pohledu zcela spravné. Podivejme se
nyni na vysledny Sedotonovy snimek (obr. 2) a polozme si otazku, zdali je
vysledek presné takovy, jak jsme ocekavali.

Obr. 2 Sedoténovy snimek hradu Wiirzburg

P1i podrobnéjsim prostudovani obrazku mozna dojdeme k zavéru, ze
jednotlivé stupné Sedi neodpovidaji nasi zkuSenosti. Konkrétné&ji feceno,
Casti obrazu, které byly zelené, se mohou jevit jako prili§ tmavé. Naopak
Casti obrazu, které byly modré, jsou v Sedoténovém obrazu piili§ svétlé.

Tento jev je dan skutecnosti, Ze lidské oko (pFesnéji feeno mozek)
vnima zelenou barvu svétlejsi, nez je ve skuteCnosti, a naopak modrou
barvu vniméa tmavéjsi. Demonstrovat to mizeme na barevnych ¢tvercich
zobrazenych na obr. 3. Prvni &tverec je obarven barvou (204, 0,0), druhy
&tverec barvou (0,204, 0) a tieti ¢tverec barvou (0,0, 204). Pro kazdy ¢tve-
rec plati, Ze jedna barevna slozka nabyva hodnoty 204, zbyvajici dvé slozky
pak nabyvaji hodnoty 0. VSechny tfi ¢tverce bychom tedy méli vnimat
jako stejné svétlé. Ve skutecnosti vSak vétSina lidi vnima zeleny étverec
jako nejsvétlejsi a modry Gtverec jako nejtmavsi.
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Obr. 3 Zelenou barvu vnimame jako nejsvétlejsi

Tento problém vyftesime tak, ze misto aritmetického priméru pouzijeme
prumér vazeny:
v -r+vy-g+uvs-b
(% + V2 + V3

pfi¢emz vahy vy, vg, vs nastavime tak, Zze nejvétsi bude vo, mensi vy a
nejmensi vs. Pokud navic tyto vahy zvolime tak, Ze jejich soucet bude
roven jedné, jmenovatel zlomku vypadne. ZkuSenost ukizala, Ze lidskému
vniméni nejlépe vyhovuji nasledujici hodnoty vah: v; = 0,299, vy = 0,587,
vz = 0,114. Konec¢ny vzorec pro vypocet hodnoty y pak vypada takto:

y=0,299- 7+ 0,587 - g+ 0,114 - b. (2)

Opét nezapomenme, Ze je nutné provést zaokrouhleni.

2. Desaturace barvy

Dalsim zajimavym piikladem tupravy obrazku je desaturace barev. Nasi
snahou bude snizit sytost barevnych odstini v obrazku; v tomto smyslu
se proto budeme snazit pfibliZit barevny obrézek k Sedoténovému. Mira
tohoto priblizeni bude dana hodnotou parametru, ktery bude zadan na
vstupu desaturac¢ni metody. Na desaturaci barvy tak miZzeme pohlizet jako
na zobecnéni metody popsané v predchozi sekci.

Uvazujme fialovou barvu, ta ma v RGB krychli soufadnice (128, 51, 230).
Tato barva je znazornéna fialovym bodem na obr. 4. V tomtéz obréazku je
déle na télesové uhlopiicce zobrazen Sedy bod, ktery je Sedoténovou vari-
antou dané fialové barvy. Jeho soufadnice (94,94, 94) jsme ziskali pomoci
vzorce (2):

y = 0,299 - 128 + 0,587 - 51 + 0,114 - 230 = 94.

Geometricky pohled na desaturaci barvy je takovy, Ze se snazime po
pfimce posunout z fialového bodu do Sedého bodu — ¢im blize budeme
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b
Obr. 4 Fialova barva a prislusna Seda barva v RGB krychli

Sedému bodu, tim vice bude fialova barva desaturovana. Musime tedy za-
vést parametr d urcujici, jak moc budeme chtit danou barvu desaturovat;
jinymi slovy, jak moc se budeme chtit vzdalit od fialové barvy smérem
k prislusné Sedé barvé. Parametr d bude proto nabyvat hodnot z intervalu
[0, 1]. Cim vétst bude jeho hodnota, tim vice bude dané barva desaturo-
vand (pro d = 0 nebude desaturovana viibec, pro d = 1 bude desaturovanéa
zcela, splyne tedy s pFislugnou sedou barvou), jak mizeme vidét na obr. 5.

FEEE.

Obr. 5 Desaturace fialové barvy znazornéna v RGB krychli
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Dalsi odvozeni zkusme provést obecné. Uvazujme barvu s barevnymi
slozkami (r, g,b). Nasim tkolem je stanovit barevné slozky desaturované
barvy (rq,gd,bq) v zavislosti na hodnoté parametru d € [0,1]. Neni to
nijak slozité, vyuZzijeme-li zékladnich poznatki z analytické geometrie, do-
staneme nésledujici rovnost:

(rd, 9d,ba) = (r,g,b) +d-{y =7,y — g,y — b),

kde y je Seda barva vypoc¢tena podle vztahu (2). Provedme jesté jednodu-
chou dpravu:

(ra;ga;ba) = (r,9,0) +d-{y—r,y =g,y —b) =
= (r,g,b}—l—d-<y,y,y>—d-<r7g,b> =
= (17d) ! <7“,g,b>+d~ <y7yay>' (3)

Diky této drobné upravé miizeme pékné vidét vliv parametru d na vysled-
nou desaturovanou barvu (r4, g4, ba) — zvétsovani hodnoty d vede k naristu
vlivu Sedé (zcela desaturované) barvy (y,y,y) a soufasné k poklesu vlivu
pivodni (plné saturované) barvy (r, g, b).%)

Vratime se nyni k piikladu s fialovou barvou a pravé odvozeny vzorec
pro desaturaci barvy si vyzkousime na konkrétnich ¢&islech. Jak jsme si
tekli, pokud zvolime d = 0, dostaneme plné saturovanou fialovou barvu

(ro, go,bo) = {r, g,b) = (128,51, 230),
pro d = 0,5 ziskdme
(ro,5,90,5,00,5) = 0,5-(128,51,230) + 0,5 - (94,94,94) = (111,72, 162),
pro d = 0,8 plati
(ro,8,90,8,b0,8) = 0,8 -(128,51,230) + 0,8 - (94,94,94) = (101, 85, 121),
a pro d = 1 na zavér dostaneme
(r1,91,01) = (y,y,y) = (94,94,94).

Vgechny tyto barvy jsou znézornény na obr. 6.

2)Vztahu (3) se rikd konvexni kombinace bodi (y,y,y) a (r, g, b).
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Obr. 6 Desaturovana fialova barva; parametr d je pro jednotlivé ¢tverce (zleva)
nastaven na 0, 0,5, 0,8 a 1

3. Prahovani

Ve zbytku tohoto dilu se omezime pouze na tpravu Sedotéonovych ob-
razku. Uvazovat tedy budeme digitalni rastrovy obraz s barevnou hloubkou
napiiklad 8 bit1, stupné Sedi jednotlivych pixeli vyjadiime ¢isly z mnoziny
{0,1,...,255} (¢im vétsi ¢islo, tim svétlejsi Seda). Viechny zbyvajici me-
tody upravy jsou zaloZeny na transformaci téchto hodnot pixelt. Hledame
tedy funkci

f:{0,1,...,255} = {0,1,...,255}

prevadgjici hodnotu pixelu y € {0,1,...,255} na hodnotu f(y) € {0,1,...,
255} tak, aby to vyhovovalo pozadovanému zaméru. Tuto funkci znézor-
nime pomoci grafu, ktery muze vypadat podobné jako graf na obr. 7.

Obr. 7 Graf funkce, ktera transformuje stupné Sedi
Zduraznéme vsak, Ze tento graf neni spojity, je tvoren oddélenymi body.
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Jako spojity vypada jen kviuli zvolenému méritku. Oznaceni y vodorovné
osy mize pusobit nezvykle, nezapomenime v8ak, Ze na tuto osu vynasime
stupné Sedi jednotlivych pixelt vstupniho obrazku, které oznac¢ujeme praveé
pismenem y.

Prvni velmi jednoduchou tpravou, kterou budeme fesit volbou vhodné
funkce f, je takzvané prahovdni. Jde pouze o to, Ze si nejprve zvolime
hodnotu prahu y;; stupné Sedi, které tuto hodnotu presahnou, zobrazime
na hodnotu H, ostatni hodnoty zobrazime na L. Velmi ¢asto se L nastavuje
na 0 (jedna se tedy o ¢ernou barvu) a H na 255 (jde proto o bilou barvu).
Funkce f je tak dana nasledujicim pfedpisem:

) = {L pro y < y;

H pro y > y:.

Graf funkce f, ktera realizuje prahovéni, je pak znazornén na obr. 8.

Obr. 8 Graf funkce realizujici prahovani

Je zjevné, ze prahovanim je vstupni Sedotonovy obrézek pfeveden na
obréazek obsahujici pouze dvé riizné barvy,”) v tomto piipadé se jedné o dva
ruzné stupné Sedi. Navzdory jednoduchosti prahovani nachazi tato metoda
dpravy obrazu v poé&itacové grafice znacné uplatnéni. Uvedme naptiklad,
ze je mozné volbou vhodné prahové hodnoty y; separovat urcité objekty
v obrazu od pozadi.

3) Takovému obrazku se Fika monochromaticksy.
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ZAavér

V pristim pokracovani se budeme vénovat dal§im upravam digitalniho
obrazu, napfiklad zméné kontrastu, svétlosti a podobné. Postupné se také

vvvvvv

vyuziti v automatickych tapravach obrazu.
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Programovani bez proménnych

JAN LASTOVICKA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Proménné ve vét§iné programovacich jazyki hraji zasadni roli: vkladaji
hodnoty na urcitd mista vyrazi, uchovavaji docasné vysledky a v nepo-
sledni Fadé oznacuji argumenty funkce. Clanek predstavuje jazyk Joy, kde
pojem proménné neexistuje.

Joy je navic ¢isté funkcionalni jazyk. Pfestoze funkcionalni jazyky maji
bohatou historii, jejich prvky prosakuji do modernich jazyku az posledni
dobou. Jazyk Joy tak miize poskytnout netradi¢ni ivod do stéle vice po-
pulérngjsich technik funkcionalniho programovani.
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1. Historie

Odstranovanim proménnych z matematickych tvrzeni se na zadatku
dvacatych let minulého stoleti zabyval rusky matematik Moses Schénfin-
kel. Jeho postupy déle rozvedl americky matematik Haskell Curry, ktery
vznikly formélni systém pojmenoval kombinatorickd logika. Vyznamnou
¢asti kombinatorické logiky je vypocetni model zaloZeny na nékolika abs-
traktnich funkcich zvanych kombindtory. Ukéazalo se, ze kazdy myslitelny
mechanicky vypocet lze vyjadfit vhodnym aplikovinim kombinétorii.

Zatatkem sedmdesatych let americky programétor Charles Moore pied-
stavil jazyk Forth. Jazyk obesSel pouziti proménnych zavedenim jednoho
univerzalniho zasobniku, ze kterého programy ziskavaji a kam ukladaji
hodnoty. Diky jednoduchému zpisobu vykonavani programu nasel jazyk
uplatnéni ve vestavénych systémech. Ridil napfiiklad pristan{ sondy Philae
na kometé.

Australsky filozof Manfred von Thun vytvoril za¢atkem dvacatého prv-
niho stoleti jazyk Joy'). Jazyk vychazi ze zjisténi, ze nékteré programy
jazyka Forth lze chapat jako funkce, které maji zasobnik na vstupu i na
vystupu. Jazyk navic umoziuje pracovat s programy jako s daty. Diky
tomu lze v programech pouzivat obdoby kombinatorti. Na rozdil od kom-
binatorické logiky v jazyce Joy nové programy nevznikaji aplikaci funkei,
ale jejich skladanim.

2. Skladani programi

Ze vSech moznych ¢Cisel se zaméfime pouze na prirozena ¢isla véetné
nuly. Uvazujme nejdfive programy, které ¢islu na vstupu vypoctem pii-
fazuji ¢islo na vystupu. Takové programy muzeme piirozené chapat jako
funkce. Vezméme napiiklad program succ, ktery ¢islu prifadi nasledov-
nika (&islo o jedno vétsi) a program square, ktery pocita ¢tverec (druhou
mocninu) zadaného &isla.

Ze dvou libovolnych programiit A a B miiZeme vytvorit program, ktery
nejprve danému ¢islu N prifadi programem A &islo M a poté ¢islu M pii-
fadi programem B ¢islo K. f{ikéme, ze program vznikl sloZenim programu
A, B a oznac¢ime jej prosté tak, ze programy napiSeme za sebe: A B.

Naprtiklad program succ square vznikly slozenim succ a square pfi-
fadf &slu N &islo (N + 1)2.

1>https ://en.wikipedia.org/wiki/Joy_(programming_language)
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Prdzdnigm programem méame na mysli program, ktery neobsahuje zadny
znak. Prazdny program libovolnému ¢&islu prifadi to samé ¢islo.

Jména programi (napf. succ a square) fadime mezi takzvané atomické
programy.

Dva programy A, B povazujeme za rovné, pokud libovolnému moznému
vstupu pfifadi program A stejnou hodnotu jako program B. Rovnost pro-
gramu ozna¢ime A = B.

Program succ square neni rovny programu square succ. Prvni jme-
novany pfifadi ¢islu jedna &islo 4 = (1 + 1)2, ale druhy ¢&islo 2 = 12 + 1.

Pokud skladame programy A, B a C, je lhostejné, zda jsme nejprve
slozili A a B a vysledek slozili s C, nebo jsme sloZili A s vysledkem slo-
zeni B a C'. V obou pripadech obdrzime programy, které nejprve pouziji
program A, poté program B a nakonec program C'. Tedy zéapis A B C je-
jich slozeni je jednozna¢ny. Program succ square succ pfifazuje ¢islu N
¢islo (N +1)% + 1.

Programy muzeme wvykondvat jen s pouzitim jediného mista v paméti
na uloZeni ¢isla. Vstupni ¢islo vlozime na misto, vykoname program a jeho
vysledek najdeme na misté. Prazdny program se vykoné trivialné tak,
ze neudélad vibec nic. Vykonani neprdzdného programu provedeme tak,
ze vykondme postupné vSechny jeho atomy. Vykonani atomu musi byt
definovano.

Pokud bychom dali na misto v paméti ¢islo jedna, pak by vykonéni pro-
gramu succ square znamenalo nejprve vykonéni programu succ, které
hradi ¢islo na misté jeho ¢tvercem. Na misté se po skonceni vykonavani
naléza &islo ¢tyti, které je tedy vystupem programu.

Pojmenovdnim libovolného programu rozsifujeme jazyk. Nové jméno se
stava atomickym programem a jeho vykonani probihé tak, ze se vykoné
pojmenovany program. Programtm davame jména prirozené pouzitim rov-
nitka. Napfiklad miZeme definovat:

f = succ square

Vykonéani £ pro ¢islo jedna na vstupu povede k vykonani programu succ
square a tim padem na vystupu dostaneme, jak jiz vime, ¢islo Gtyfi.

Jak zadat hodnotu vstupu jen za pouziti skladani programu? Staci
¢islo N povazovat za atomicky program, ktery libovolnému ¢islu na vstupu
prifadi ¢islo N. Cisla lze tedy skladat s jinymi programy. Vystup programu
1 succ bude nehledé na ¢islo na vstupu vzdy 2. Program 1 succ predsta-
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vuje hodnotu, kterou succ priradi ¢islu jedna. Dostavame 1 succ = 2.
Cast programu muzeme nahradit jinym programem, ktery se ¢asti rovna.
Pfesnéji, pokud A, By, Bs, C jsou programy, kde B; = B, pak:

AB C=ABy,C

Vyuzitim predchoziho pravidla odvodime jakou hodnotu program f pfi-
fadi ¢islu jedna:

1 £ =1 succ square =2 square =4

3. Programy s vice vstupy

Zbyvé vytesit, jak umoznit programim mit vice vstupt. Vypocet s¢i-
tajici dvé zadana Cisla muzeme povazovat za program +, ktery na vstupu
dostane dvojici ¢isel a jim prifadi jejich soucet. Program by dvojici ¢isel
(1,2) prifadil 3. Vstup a vystup programu ale nejsou stejného typu: vstup
je dvojice ¢isel a vystup ¢islo. Aby bylo moZné programy volnéji skladat,
potiebujeme sjednotit typ vstupu a vystupu.

Ukazuje se, Ze vhodnym typem pro vstup a vystup programu je zdsob-
nik. Zasobnik si pfedstavujeme jako uspofddanou n-tici hodnot (nazyva-
nych proky zasobniku), kde mtizeme odebrat hodnotu ze zac¢atku (fikdme
také vrcholu) zésobniku a pfidat hodnotu zase na vrchol zasobniku.

Zavedeme program + tak, aby zasobniku Z pfifadil zasobnik, ktery
vznikne tak, Ze se ze Z odeberou dvé vrchni &isla N, M a piida jejich
soucet N + M. Pokud (1,2,3) pfedstavuje zasobnik, kde je na vrcholu 1,
pak + piifadi zésobniku (1,2, 3) zasobnik (3,3). Volnégji budeme fikat, Ze
+ nahrazuje dvé vrchni ¢isla na zasobniku jejich sou¢tem.

Upravime v8echny naSe programy tak, aby pracovaly se zasobniky. Pré-
zdny program zasobnik nezmeéni. Cislo prida samo sebe na zasobnik. Na-
piiklad program 1 pfid4 na vrchol zasobniku ¢&islo jedna. Program succ
nahradi ¢islo na vrcholu zasobniku jeho nasledovnikem a program square
jeho ¢tvercem.

Vykonavani programi probiha piesné tak, jak je popsano vyse, s tim
rozdilem, Ze nyni na misté v paméti neni ¢islo ale zésobnik.

Program 1 2 pfida na vrchol zasobniku nejprve &islo jedna a poté
¢islo dva (to tedy bude na vrcholu zésobniku). Pouziti zasobniku umoznilo
programum mit vice vystupi.

Program 1 2 muzeme slozit s programem + a vypocitat soucet &isel
jedna a dva: 1 2 +=3.

Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022 7



Program 1 + zvysi hodnotu na vrcholu zasobniku o jedna. Program
succ lze nyni definovat jako succ =1 +.

Nahrazeni vrchnich t¥i ¢isel zasobniku jejich sou¢tem provedeme pro-
gramem + +. Napf. dostavame:

123++=15+=86

Zavedeme program * nahrazujici dvé vrchni ¢isla zasobniku jejich sou-
¢inem. Méame napiiklad 2 3 * =6.

Miuzeme pomoci * definovat program square pocitajici ¢tverec Cisla?
Jisté plati, Ze Ctverec Cisla t¥i ziskAme programem 3 3 *. Pro vypocet
¢tverce libovolného ¢isla musime nejprve zavést program dup, ktery znovu
vlozi na zasobnik jeho vrchni prvek. Napiiklad 3 dup = 3 3. Nyni staci
polozit square = dup *.

Hodnotu, kterou program f pfifadi jedni¢ce, mizeme detailnéji ziskat
vypoctem:

1 £f =1 succ square =1 1 + square =
=2 square =2 dup * =2 2 *x=4

Pro praci se zasobnikem si ukazeme dalsi dva uzite¢né programy. Pro-
gram pop odstrani ze zasobniku vrchni prvek a program swap prohodi
dva vrchni prvky zasobniku. MiiZete je zkusit vyuzit k napsani programu,
ktery odstrani druhy prvek ze zasobniku.

Vime, Ze u s¢itani nezalezi na poradi s¢itancii. Konkrétnéji pro libovolna
¢isla N, M je:

NM+=MN +

Bez odkazu na s¢itance lze predchozi rovnost tispornéji zapsat takto:
+ = swap +

Uméli byste (bez proménnych) rovnosti programi vyjadiit, Ze s¢itani
¢isla samo se sebou déva jeho dvojnasobek?

4. Citované programy

Skute¢nost, ze u s¢itani tii ¢isel N, M, K nezalezi na pofadi jejich
sou¢tl, miZeme vyjadiit rovnosti:

NMK++=NM+K+
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Aby bylo moZné odstranit z rovnosti odkazy na ¢isla N, M, K, potfe-
bujeme mit schopnost vykonat + na druhy a tfeti prvek zasobniku. Obecné
chceme vykonat jisty program tak, aby neovlivnil prvni prvek zasobniku.

Uzavienim programu do hranatych zavorek potla¢ime jeho vykonani.
Presnéji pro libovolny program A je [A] takzvany citovany program.
Citovany program povazujeme za atomicky program, jehoz vykonéni spo-
¢iva v tom, Ze se pouze (podobné jako ¢islo) vlozi na zasobnik.

Pro zruSeni citace programu zavedeme program dip, ktery ze zasob-
niku odebere citovany program [A] a libovolnou hodnotu V' (Eislo nebo
citovany program). Dale vykona program A a poté vrati na zasobnik hod-
notu V. Cinnost programu dip lze také popsat rovnosti:

V [A] dip=AV
Nyni dostavame
NMK [+] dip+=NM+ K +
a nezavislost poradi sou¢ti mtazeme tsporné formulovat takto:
+ +=[+] dip +

Program cons vytvari citované programy. Pokud A je program a V
hodnota, pak plati:

V [A] comns = [V Al

Zajimavé je, ze swap muzeme nyni{ definovat programem [] cons dip.
Poznamenejme, ze [] je citace prazdného programu. Sami si miZete oveéfit,
Ze je definice spravna.

5. Kombinatory

Programy rusici citace jinych programil se nazyvaji kombindtory. Pro-

gram dip je tedy kombinator. Pfedstavime si nejjednodussi kombinator i,
ktery pouze zrusi citaci programu; pro program A plati:

[Ali=A

Také muzeme Fici, ze program i odebere ze zasobniku citovany program
[A] a vykoné program A.
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Muzete si sami zkontrolovat, ze vykonavani programu [dup i] dup i
nikdy neskondci.

Vhodnou tpravou pfedchoziho programu lze psat rekurzivni programy.
Jazyk v8ak poskytuje nékolik kombinétori, které psani rekurze znacné
zjednodusuji. Vezméme si kombinator primrec, jehoz chovani vyjadiuji
rovnosti

0 [A] [B] primrec=A
N [A] [B] primrec =N dup 1 - [A] [B] primrec B

kde N je nenulové &islo a A, B jsou libovolné programy.

Zkusime si naprogramovat faktorial ¢isla. Pfipomenme, ze faktorial nuly
je jedna a faktorial nenulového ¢isla N je sou¢in N a faktorialu ¢isla N —1.
Program pocitajici faktorial definujeme:

[1] [#] primrec
Napiiklad dostavame:

5 [1] [*] primrec
=5 dup 1 - [1] [*] primrec *
=5 4 [1] [*] primrec *

=543210 [1] [*] primrec * * * * *
=543211x*x*x*xx%x%=120

Mizete si vyzkouSet pomoc{ primrec napsat program, ktery spocita
soucet ¢tvercli vSech ¢isel mensich nebo rovnych zadanému é&islu.

Ukazuje se, Zze podobné jako v kombinatorické logice, 1ze kazdy program
zapsat jen pomoci nékolika zakladnich programi jejich citovanim a skla-
danim. Za zakladni programy si mizeme vzit dip, cons, dup a pop.

Dokazete vyjadiit program i pomoci zékladnich programa?

Jak bylo zminéno v tivodu, kombinatorova logika je predev§im mate-
maticka teorie. V pfipravovaném ¢lanku nabidneme formou jednoduché
deskové hry tvod do teorie kombinétora. Karticky ve hie predstavuji kom-
binatory a vhodné umisténi karticek na herni ploSe jejich aplikaci.
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