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MATEMATIKA

Reseni soustav polynomickych
TOVIIC

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd ZCU v Plzni

Soustavy polynomickych rovnic

Uvodem pfipomeiime, Ze v algebfe na 2. stupni ZS se setkavame s ele-
mentdrnimi metodami FeSeni soustav linedrnich rovnic (dosazovaci me-
todou a scitaci metodou), které jsou objasiiovany na jednoduchych pii-
kladech soustav linearnich rovnic o dvou (vyjimecné o t¥ech) neznamych
a jsou aplikovany na feSeni slovnich tuloh. V algebie na SS se tato tematika
prohlubuje a roz$ifuje i na soustavy linearnich rovnic o tfech, popt. vice
neznamych. Pfitom v souc¢asnych stFedoskolskych ucebnicich elementéarni
metody jejich FeSeni jsou rozsifeny o Gaussovu eliminacni metodu TeSent
soustav linedrnich rovnic (viz [5, s. 104-116]). Nasledné se v algebfe a
v analytické geometrii na SS Fesi téz jednoduché soustavy obsahujici line-
arni a kvadratické rovnice o dvou neznamych. S obecnéjsimi piipady feSeni
nelinearnich soustav polynomickych rovnic se lze ¢asto setkat v tlohach
matematické olympiady (MO) u nés i v zahranidi, pfi¢emz k jejich tspés-
nému vyteseni je zpravidla potFebné tvirci uplatnéni elementarnich metod
feSeni.

V soucasné gkolni praxi je ovSem zarovenn nutné si uvédomit, Ze uci-
telé i studenti mohou mit vcelku snadno k dispozici stéle se rozvijejici
pouziti digitalnich technologii (programovatelnych kalkulatord, pocitacii),
jez umoznuji relativné snadné feSeni i velmi slozitych soustav polynomic-
kych rovnic pomoci riznych softwarovych systémi (programi). Zejména
to jsou Siroce rozsifené a dostupné systémy Maple, Wolfram Alpha aj.
v soustavné zdokonalovanych verzich. Algoritmy feSeni nelinearnich sou-
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stav polynomickych rovnic v nich jsou obvykle zaloZeny na eliminacnich
metoddch jejich feSeni. Specidlnim piipadem téchto metod, vhodnym i pro
ru¢ni (nepocitacové) vypocty, je metoda postupné eliminace neznamych
soustavy rovnic, kterd je zaloZena na postupném snizovani stupné rovnic
vzhledem k jedné neznamé.

Cilem naseho ¢lanku je ukazat, ze princip této metody lze vysvétlit
jednoduse na stiedoskolské tirovni (bez pouZiti pojmii abstraktni algebry)
a ilustrovat jeji pouziti na piikladech FeSeni nelinearnich soustav poly-
nomickych rovnic. Pfitom zdiiraznéme, Ze i kdyz vyhodou této metody je
jeji obecnost (v jistych mezich) a moZnost algoritmizace, pro specialni typy
soustav rovnic (napf. v tlohach MO) miZe byt nékdy jednodussi, popf.
elegantnéjsi uziti alternativnich elementarnich zptsobu feSeni.

Pozndmka 1.V soucasné Ceské literatuie se lze ¢asto setkat s tim, Ze misto
nazvu polynomické rovnice je uzivan termin polynomidlni rovnice, ktery
vznikl ne zcela vhodnym prekladem z angli¢tiny (angl. polynomial = Ces.
polynom, mnohoclen). Tradi¢né v nasi literatuie byl v tomto vyznamu
pouzivan nazev algebraické rovnice, jimz se ovSem v soucasnosti zejména
v zahrani¢ni literatufe obvykle rozuméji nejen polynomické rovnice, ale
také rovnice s nezndmymi v lomenych vyrazech (racionalnich lomenych

funkcich).

Soustava m polynomickyjch rovnic o n nezndmiych v anulovaném tvaru
se zapisuje takto:

fl(xlax27 s 7xn) = 07
f2($1;$27 e ,.’L’n) = 07
(1)
fm(x1, 22, ..., 2n) = 0,
kde f1, f2, ..., fm jsou polynomy n proménnych x1, xs, ..., T, s redlnymi,

popf. komplexnimi koeficienty, tj. z ¢iselného oboru R, popt. C. Zkracené
se soustava rovnic (1) zapisuje

f1:07 f2:07 IR fmzo

Proménné x1,xs, ..., x, se nazyvaji nezndmé soustavy rovnic (1).
Mnozina v8ech polynomd n proménnych xi, o, ..., x, s Koeficienty
z Ciselného oboru R, resp. C, se zna¢i symbolem Rz, xo,...,x,], resp.
Clz1, z2,. .., zy,]. Pfitom, obdobné jako p¥i zapisech polynomit jedné pro-
ménné x, u nichZ se vyuzivd bud sestupné, anebo vzestupné potfadi ¢lent
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(jednoclentt) podle jejich mocniteli, také u polynomt n proménnych 1,
X9, ..., Ty je ucelné prijmout tmluvu o pofadi (usporadani) ¢lent v za-
pisech polynomu. Obvykle se pouziva tzv. lexikografické uspoidaddni na
mnoziné vsech jednocdlend (monomi) z mnoziny Rlzi,xa,...,2,], Tesp.
Clz1, 22, ..., @y, viz napt. [1] nebo [9].

Resenim soustavy rovnic (1) je nazyvana kazda usporadana n-tice ¢isel
c1, C2, ..., ¢y z R, resp. C, kterd jsou takovymi hodnotami neznamych
Z1, Ta, ..., T, Pro nez plati viechny rovnice soustavy (1), tj. po jejichz
dosazeni za neznamé do téchto rovnic se dostavaji platné rovnosti. Znaci
se (c1,C2y ..., Cn).

Metody FeSent soustav rovnic jsou zaloZeny na pouziti jejich dusledko-
vych a specidlné ekvivalentnich uprav. Disledkové upravy soustavy rovnic
jsou takové, u nichz upravena soustava rovnic ma vSechna FeSeni jako pu-
vodni soustava a pfipadné (u neekvivalentnich uprav) néktera Feseni navic,
takZe nutnou soucésti procesu TeSeni je zkouska dosazenim vypoctenych
hodnot feSeni dodané soustavy rovnic. Ekvivalentni dpravy soustavy rov-
nic jsou takové, u nichz upravena soustava rovnic mé v8echna feSeni tataz
jako ptvodni soustava rovnic a zadnéa dalsi. Kazdé dvé soustavy rovnic,
které maji pravé tataz feSeni, se nazyvaji ekvivalentni soustavy rovnic.

V linearni algebfe se zavadi vyznamny pojem linedrni kombinace vek-
torté (prvki vektorového prostoru). Specialné jej lze uzit pro polynomy
s realnymi koeficienty: Linedrni kombinaci polynomd fi1, fa, ..., fm nazy-
vame vyraz tvaru ky f1 + kafo 4+ ... + ki fm, kde k1, ko, .. ., kp, jsou redlna
¢isla (prvky oboru R).

Pro ekvivalentni dpravy soustav polynomickych rovnic se pak formuluje
a dokazuje nasledujici véta (viz [8, 10]):

Véta 1
Dvé soustavy polynomickijch rovnic s redlnymi koeficienty jsou ekviva-
lentni, jestliZe jednu z mich dostaneme z druhé nékterou z téchto ekviva-

lentnich uprav:
a) Zaménime pofadi rovnic v soustave.

b) Vyndsobime nékterou rovnici soustavy nenulovym redlngm cislem.

c) K nékteré rovnici soustavy pficteme linedrni kombinaci ostatnich rov-
nic soustavy (specidlné k-ndsobek jiné rovnice, kde k € R\ {0}).

d) Vynechdme rovnici soustavy, kterd je linedrni kombinact ostatnich rov-
nic soustavy.

e) Nahradime nékterou rovnici soustavy linedrni kombinact vSech rovnic
soustavy.
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Algebraickou kombinaci polynomi f1, fo, ..., fmn proménnych i,
T2, ..., Tp Nazyvame vyraz tvaru

hifi+hofo+ ...+ b fm,

kde h1, ha, ..., hy jsou polynomy z mnoZiny Rz, zo,...,z,]. UZitim
tohoto pojmu definujeme: Algebraickou kombinaci polynomickijch rovnic
fi=0, fo=0, ..., f,n =0 nazyvame polynomickou rovnici tvaru

hlfl + h2f2 +...+ hmfm = 07

kde koeficienty hi, ha, ..., hy, jsou polynomy z mnoziny R[z1, 2o, . . ., Z,].

Véta 2

Ekvivalentni upravy soustav polynomickygch rovnic ve vété 1 miZeme
roz§ivit (doplnit) o ekvivalentni dpravy c), d), e), v nichZ misto linedrnich
kombinact rovnic soustavy vezmeme jejich algebraické kombinace. (Speci-
dlné v bodé ¢) pricitdme h-ndsobek jiné rovnice, kde h € Rlz1, 2, ..., Zx].)

Dokazte napiiklad, Ze jsou ekvivalentni soustavy rovnic: f1(z,y) = 0,
f2(z,y) = 0 a fi(z,y) + h(z,y) - f2(2,y) = 0 (kde h(z,y) je libovolny
polynom), fo(z,y) = 0.

Elementarni metody feSeni soustav polynomickych rovnic

Piehled elementarnich metod Feseni soustav rovnic viz v publikaci [11].

Uvedeme nazvy a charakteristiky ¢tyf nejéastéji uzivanych eliminacnich
elementdrnich metod Teseni soustav polynomickiych rovnic:

Metoda séitact (adicni) je zaloZena na principu secteni vhodné zvo-
lenych dvojic rovnic soustavy, resp. jejich nasobkd nenulovymi realnymi
Cisly. (Specialné pii FeSeni soustav linearnich rovnic se na zakladé tohoto
postupu piimo eliminuje jedna neznama rovnic soustavy.)

Metoda dosazovaci (substituéni ve vyznamu substituce jako dosazeni)
spociva ve vyjadfeni jedné nezndmé z nékteré rovnice soustavy a jejiho
dosazeni do ostatnich rovnic soustavy.

Metoda faktorizace (rozkladu na souciny) vychazi z rozkladu polynomu
soustavy rovnic na sou¢iny linearnich polynomt.

Metoda ,iplngjch ctverci® je zalozena na doplnéni kvadratickych troj-
¢lenti v dané soustavé rovnic, popf. v jejich souctech na ,uplny ¢tverec,
tj. na druhou mocninu linedrniho dvojélenu.
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Metoda substituce (ve vgznamu substituce jako zdmény pivodnich ne-
zndmygch novgmi) spoiva v pouziti vhodné transformace (zamény, na-
hrady) neznamych dané soustavy rovnic vhodné zvolenymi novymi nezna-
mymi.

Uvedené metody jsou uzivany bud samostatng, anebo v kombinaci dvou
nebo vice z nich.

Princip metody postupné eliminace neznidmych

Zopakujme, Ze princip Gaussovy eliminacni metody (GEM) pro feSeni
soustavy n linearnich rovnic o n nezndmych (viz napt. [8, s. 273-275]) spo-
¢iva v postupném pievedeni dané soustavy linearnich rovnic ekvivalentnimi
dpravami na ekvivalentni soustavu linearnich rovnic v tzv. trojihelniko-
vém tvaru, kde ve druhé rovnici je eliminovana prvni neznama x1, ve treti
rovnici navic druhd neznama x5 atd., azZ v n-té rovnici jsou eliminovany
vSechny neznamé kromé n-té nezndmé z,,.

Algoritmus GEM je rozdélen na tzv. primy chod postupné eliminace ne-
znamych a tzv. zpétny chod vypoctu hodnot neznamych na zakladé zpétné
aplikace ziskané ekvivalentni soustavy rovnic v trojuhelnikovém tvaru.

Princip metody postupné eliminace nezndmgjch pro FeSeni nelinearni
soustavy n polynomickych rovnic o n neznamych (1) lze formulovat ob-
dobné takto: ReSenou soustavu rovnic (1) pfi m = n pfevedeme postup-
nymi ekvivalentnimi ipravami na soustavu ekvivalentnich polynomickych
rovnic v trojihelnikovém tvaru:

gl(xl,xg,...,xn)

92(932, .- -,ﬂfn)

Il
o o

gn71($n71,$n) = 07
gn(xn) =0,

kde g1, 92, ---, gn—1, gn jsou polynomy uvedeného pocétu proménnych.
Algoritmus MPE opét rozdélujeme na piimyg chod (postupnou eliminaci
neznamych) a zpétny chod (vypocet jejich hledanych hodnot postupnou
zpétnou aplikaci ziskané ekvivalentni soustavy polynomickych rovnic v troj-
thelnikovém tvaru (2)).

Pozndmka 2. Podobné jako je pouzivano standardni oznaceni Gaussovy
elimina¢ni metody GEM, budeme pouzivat také struéné oznacéeni metody
postupné eliminace nezndmych MPE. V jejim pfimém chodu postupu-
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jeme obdobné jako v GEM, avSak podstatna odlisnost je v tom, Ze pfi
ekvivalentnich dpravach nelinedrni soustavy rovnic vyuzivame téz alge-
braické kombinace polynomu a p¥islusnych polynomickych rovnic. P¥itom
tyto ekvivalentni tpravy jsou zalozeny na postupném snizovani stupné
rovnic vzhledem k jedné nezndmé. Pii zpé&tném chodu MPE vypocéteme
FeSeni soustavy rovnic (2) a tim i ekvivalentni pivodni soustavy rovnic (1)
tak, Ze z rovnice g, = 0 uré¢ime hodnoty nezndmé z,,, z rovnice g,_1 = 0
pak pfislusné hodnoty nezndmé x,,_, atd. az z rovnice g; = 0 piislusné
hodnoty neznamé x;.

Pozndmka 3. PTi feSeni nelinearnich soustav polynomickych rovnic pomoci
pocitaci se v pouZivanych softwarovych systémech (Mathematica, Maple,
WolframAlpha aj.) vychazi ¢asto nejen piimo z MPE, ale z obecn&jsi me-
tody Grobnerovych bdzi (systémi elimina¢nich polynomt) a Buchbergerova
algoritmu pro jejich uréovani [1, 9]. Za autora této metody a algoritmu je
povazovan rakousky matematik Bruno Buchberger, ktery je originélné for-
muloval s tviréim vyuZitim pojmu abstraktni algebry v doktorské (Ph.D.)
dizertacni praci z roku 1965 a metodu jim objevenou pojmenoval na po-
¢est vedouciho své prace Wolfganga Grobnera. V nasledujicich letech byl
Buchbergeruv algoritmus zdokonalovan a modifikovan nejen samotnym au-
torem, ale téZ dalsimi matematiky. Termin ,,baze* tu mé ovSem jiny vy-
znam nez v analytické geometrii a Buchbergeriv algoritmus je urcen pro
pocitacové vyuziti, takze ruéni vypocty pomoci ného jsou zpravidla velmi
naro¢né az prakticky nerealizovatelné. Vzhledem k tomu a zejména téz
proto, Ze objasnéni této metody a algoritmu vyZzaduje porozuméni mnoha
naroénym pojmum abstraktni algebry (pfekracujicim zna¢né ramec stie-
doskolské matematiky), je velmi tézko realizovatelné a predcasné sezné-
meni s nimi talentovanych stfedoskolskych studentd (G¢astniki MO) podle
predstav vyjadfenych v piispévku [4] inspirovaném ¢lankem [3]. Z vécného
i didaktického hlediska je podstatné jednodussi a pfirozenéjsi, aby se tito
studenti seznédmili na stfedoskolské trovni s uzitim MPE a ziskali tak mj.
vhodnou motivaci pro pozdéjsi (vysokoskolské) studium pojmi abstraktni
a pocitacové algebry.

Priklady FeSeni soustav nelinearnich polynomickych rovnic me-
todou postupné eliminace

V prvnim ilustrativnim piikladu vyfesime uzitim MPE soustavu poly-
nomickych rovnic z [6, s. 247-248].
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Priklad 1

V oboru komplexnich ¢isel feste soustavu rovnic
2 —y? 20 = —1,
2?4 y? -2y = —1.
Regend. Danou soustavu rovnic vyjadiime v anulovaném tvaru (1):
fi=a2—y>+224+1=0,
f2 = ;p2+y272y+1:0.

Z prvni rovnice eliminujeme z? tak, Ze od ni odedteme rovnici druhou.
Dostavame ekvivalentni soustavu rovnic:

fo :x2+y2—2y+120,
f3=f1—f2:$—y2+y20.

Eliminaci z* v rovnici fo = 0 docilime tim, Ze od ni ode¢teme z-nasobek
rovnice f3 = 0. Ziskame ekvivalentni soustavu rovnic:

2

fa=z—y*+y=0,
fi=fo—zfs=z@’—y)+y*—2y+1=0.

Z rovnice f4 = 0 eliminujeme z ode¢tenim (y? —y)-nasobku rovnice f3 = 0,
¢imz po upravé dostavame rovnici

=h—--y9fh=W-1+1) =0
Zavérem tak dospivame k ekvivalentni soustavé rovnic trojihelnikového
tvaru (2):
n="fa=z—y’+y=0,
92 =fi=H-1+1) =0

Rovnice go = 0 ma v oboru C kotfeny y; = 1, yo = i, y3 = —i, k nimz
dopocteme z rovnice g1 = 0 piislusné hodnoty: 1 = 0, zo = —1 — i,
x3 = —1 — i. Dan4 ekvivalentni soustava rovnic méa tedy v oboru C praveé

tii Feseni: (0;1), (=1 —i;1), (=1 +1; —i).

V prikladu 2 budeme fesit uzitim MPE soustavu polynomickych rov-
nic z publikace [4], v niZ byla FeSena metodou Grobnerovych béazi uzitim
Buchbergerova algoritmu.
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Priklad 2

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

TH+y+z=2
T+2y—=z
22 +y? 422 = 12.

I
|
=~

Reseni. ReSenou soustavu rovnic vyjadiime opét v anulovaném tvaru (1):

f1:x+y+z—2:0,
fo=xz+2y—2+4=0,
fs=a2+1y2+22-12=0.

Z druhé rovnice této soustavy eliminujeme nezndmou x tim, Ze od ni ode-
¢teme rovnici prvni. Dostaneme rovnici

fa=fo—fHi=y—22+6=0.

Dale ze tieti rovnice této soustavy eliminujeme x? tak, Ze od této rovnice
odeéteme z-nasobek prvni rovnice, ¢imZ vznikne rovnice

fs=fi—zfi=a(-y—z+2)+y*+2*—12=0.

Z ni eliminujeme neznamou y dosazenim z rovnice fy = 0: y = 2z — 6.
Ziskdme tak rovnici pro jedinou nezndmou z, kterou upravime do tvaru:

fo =722 —362+44=0

Danéa soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-
kovém tvaru (2):

g =f=x+y+2—2=0,
g2 = fa=y—22+6=0,
g3 = fo = T2% — 362+ 44 = 0.

Kvadraticka rovnice g3 = 0 ma kofeny: z1 = 2, 29 = 2—72, k nimz dopoé-

teme z rovnice go = 0: y; = —2, yo = % a z rovnice g1 = 0: 1 = 2,
Ty = —%. Dané ekvivalentni{ soustavu rovnic ma tedy pravé 2 feSeni:

(25-2:2), (-%: 5 %).
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Pozndmka 4. V nésledujicich piikladech 3, 4 a také v piikladu 8 budeme fe-
8it soustavy polynomickych rovnic specialniho typu, tzv. cyklické soustavy
polynomickgch rovnic, jez se vyskytuji ¢asto v ilohach MO. Jejich charak-
teristickou vlastnosti je, Ze z kazdé rovnice této soustavy dostavame ostatni
jeji rovnice cyklickou zaménou neznamych. Odtud pak ziejmé plyne: Je-li
usporadana n-tice (c1,co, .. ., ¢,) FeSenim cyklické soustavy rovnic, potom
také kazdéa cyklickd permutace jejich prvki je feSenim této soustavy rovnic.

V piikladu 3 vyfesime uzitim MPE soustavu polynomickych rovnic,
ktera byla fesena v oboru realnych &fsel v [11, s. 10-12] elementarnimi
metodami, mj. dosazovaci metodou a kombinaci adi¢ni metody s metodou
faktorizace.

Priklad 3
Reste v oboru komplexnich ¢&isel soustavu rovnic

2’ +1 =2y,
y?+1 = 2.

Reseni. Danou soustavu rovnic vyjadiime v anulovaném tvaru (1):

fi=a2>=2y+1=0,
fao=2x—9y*—1=0.

Nejprve eliminujeme v prvni rovnici 22 tak, Ze ji vynasobime dvéma a ode-
¢teme od ni z-nasobek druhé rovnice, ¢imz dostavame rovnici

fa=2fi —afo=x(y’ +1) -4y +2=0.

7 této rovnice eliminujeme neznamou x tim, Ze od jejiho dvojnasobku
ode¢teme (y? + 1)-nasobek rovnice fo = 0. Ziskdme tak rovnici s jedinou
neznamou y:

fi=2fs— W+ ) fa=y"+2y> -8y +5=0.

Dané soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-
kovém tvaru (2):

g1 = fa=20—1y*—1=0,
9= fa=y* +2y* -8y +5=0.
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Rovnice g2 = 0 ma dvojnasobny kofen y; 2 = 1 a lze ji proto upravit na
soucinovy tvar:
(y—1)*(y*+2y+5) =0.

Kvadraticka rovnice y? + 2y + 5 = 0 méa zaporny diskriminant D = —16,
a tedy imagindrni kofeny ys3 4 = —1 &£ 2i. Z rovnice g; = 0 dopocteme pii-
slusné hodnoty: 1 » = 1, 23 4 = —1F2i. Dana ekvivalentni soustava rovnic
mé4 tedy v oboru komplexnich ¢isel pravé 3 Feseni: (1;1), (=1 + 2i; —1—2i),
(=1 —2i;—1+ 2i).

V prikladu 4 budeme fe$it uzitim MPE soustavu rovnic z knihy [1,
s. 115-116], v niZ byla feSena metodou Grébnerovych bézi.

Priklad 4
Reste v oboru redlnych ¢isel soustavu rovnic

P ry+z=1,
v+ 2 =1,
r4+y+22 =1

Reseni. ReSenou soustavu rovnic vyjadiime po zdméné jejich poradi v anu-
lovaném tvaru (1):

fl :x+y+2271:0,
fo=2+y*+2-1=0,
fa=a4+y+2-1=0.

Z druhé rovnice eliminujeme neznidmou = ode¢tenim prvni rovnice, ¢imz
dostavame rovnici

fi=fa—h=y"—y—-2"+2z=0.

7 tieti rovnice eliminujeme x? dosazenim z prvni rovnice x = —y — 22 + 1,
coz vede na rovnici

f5:y2+2y22*y+247222+z:0.
Odeé¢tenim rovnice f4 = 0 od ni eliminujeme v ni y? a dostavame rovnici
fo=fo—fa=2y +2' - 22 =22+ —1)=0.
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Tato rovnice v sou¢inovém tvaru je splnéna, je-li 22 = 0 nebo

—_

fr=2y+22-1=0, &l y==(1-27.

[\)

Rovnice z? = 0 ma dvojnasobny kofen z; 2 = 0, k némuZ vypocteme
pfislugné hodnoty y z rovnice f5 = 0, ktera pro z = 0 ma tvar y2> —y = 0
¢ili y(y — 1) = 0, a tedy kofeny y1 = 0 a yo = 1. Pfislusné hodnoty =
uréime z rovnice fi =0 vetvaruz+y—1=0¢lix=—-y+1: z; = 1,
To = 0.

Pro z # 0 dosadime y = 1(1 — 22) do rovnice f; = 0 a odtud po
apravach vyplyva rovnice pro neznamou z

fo=2' =422 +42—-1=0,
kterou lze vyjadfit v sou¢inovém tvaru
fs=(z—-12%Z*+2:-1)=0.

Dané soustava rovnic je tedy pro z # 0 ekvivalentni se soustavou rovnic
v trojuhelnikovém tvaru (2):

g =h=z+y+2"—-1=0,
g2 = fr=2y+2>-1=0,
g3 = fa=(z—1)(*+2z-1)=0.

Rovnice (z — 1)? = 0 ma dvojnasobny kofen z3 = 1, k némuz vypocteme
prislusné hodnoty y a z z rovnic go = 0 a g1 = 0: y3 = 0, z3 = 0.
Kvadratickid rovnice 22 + 22 — 1 = 0 ma diskriminant D = 8 a kofeny
Zy5 =—1% V2. Piislusné hodnoty y a 2 opét dopoéteme z rovnic gy = 0
agr=0:yss=mz45=—1+£V2

Dané ekvivalentni soustava rovnic ma tedy pravé 5 feSeni: (1;0;0),

(0;1;0), (0;0; 1), (=142 —14+v2; =14+v2), (-1-v2; —1-v2; - 1-V2).

Poznamka 5. V pirikladech 5 a 6 budeme Tesit uzitim MPE dalsi specialni
typy soustav polynomickych rovnic, tzv. symetrické soustavy polynomic-
kgch rovnic. Jsou to takové soustavy rovnic (1), v nichz fi, fa, ..., fm
jsou symetrické polynomy, tj. polynomy proménnych x1, xo, ..., Ty, jez
se neméni pii libovolné zaméné poradi (permutaci) proménnych. Ziejmé
proto pro né plati: Je-li usporadana n-tice (c1,ca,...,c,) FeSenim symet-
rické soustavy rovnic, pak také kazda permutace prvki ci, co, ..., ¢, je
rovnéz reSenim této soustavy rovnic.
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V prikladu 5 vyfesime ilustrativné uzitim MPE dvé soustavy jednodu-
chych rovnic z rovinné analytické geometrie.

Priklad 5
V oboru realnych ¢isel feste soustavy rovnic

a)

2%+ y2 = 25,
Ty = 12
b)
zy =1,
r+y=—1
Re§en}’.

a) ReSenou soustavu rovnic vyjadiime v anulovaném tvaru (1):
f1 = XY — 12 = 0,
fo=a"+y* —25=0.

Z prvni rovnice vyplyva: x #£ 0, y = 1—3 Po dosazeni do druhé rovnice z ni
eliminujeme y2? a dostévame rovnici pro neznamou z:

fa=at —252% + 144 = 0.

Dana soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-

¢

kovém tvaru (2):

g = fi=zy—12=0,
g2 = f3=a* — 2522 +144 = 0.
Bikvadratickou rovnici go = 0 pfevedeme substituci © = x? na kvadratic-

kou rovnici u? — 25u + 144 = 0, kterd méa diskriminant D = 49 a kofeny
u; = 16, up = 9. Uzitim zpétné substituce x = ++/u dostavame kofeny

rovnice go = 0: z1 = 4, x9 = —4, z3 = 3, x4 = —3, k nimZ dopocteme y
uzitim rovnice g; = 0 ¢ili y = 1?2: Y1 =3,y2=—3,y3 =4, ys = —4.

Ekvivalentni soustava rovnic ma tedy pravé 4 FeSeni: (4;3), (—4;—3),
(3:4), (=3;—4).

b) ReSenou soustavu rovnic upravime na ekvivalentni anulovany tvar (1):

h=2+y+1=0,
fo=a2y—1=0.
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Z prvni rovnice vyjadiime x = —y—1 a dosazenim do druhé rovnice v ni eli-
minujeme neznamou x a dostavame kvadratickou rovnici pro neznamou y:

fs=y"+y+1=0.

Dané soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-
kovém tvaru (2):

g =f=xz+y+1=0,
g =fr=y"+y+1=0.

Avsak kvadraticka rovnice go = 0 mé zaporny diskriminant D = —3 a je
tedy nefesitelna v oboru R, takze dana ekvivalentni soustava rovnic nema
zadné feSeni v oboru realnych Cisel.

t¥i polynomickych rovnic inspirovanou sbirkou naro¢néjsich tloh z elemen-
tarni matematiky [7].

Priklad 6
V oboru komplexnich éisel feste soustavu rovnic

r+y+z=1,
Pyt =2,
2?4+t 427 =

Resent. Vyjadiime feSenou soustavu rovnic v anulovaném tvaru (1):
fl = $+y+271:07

fo=a?+y*+2"-2=0,
fa=ad+yP+23-3=0.

V druhé rovnici této soustavy nejprve eliminujeme x? tak, ze od ni ode-
¢teme z-nasobek prvni rovnice. Po tpravé dostavame rovnici

fi=fo—afi=ax(l-y—2)+y*+2>-2=0.

Z této rovnice pak eliminujeme neznamou z tim, ze od ni ode¢teme (1 — y — z)-
-nésobek prvni rovnice, coz vede k rovnici

fs=fi—(1—y—2)fi=20"+22+2yz -2y — 22 — 1 =0.
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Po jejim vydéleni dvéma a po tpravé ziskdvame rovnici

1 1
f6=§f5=y2+y(z—1)+z2—z—§:0.

Z rovnice f3 = 0 miZeme jednoduSe odvodit rovnici obsahujici pouze ne-

zndmou z pomoci vhodného pouziti vzorci:

1
(x+y)? = m2+2my+y2:>xy:§{(x+y)2—(x2+y2)},

(z+y)® =2 +32%y+32y” + 3 = 2® +¢° = (v +y)° — Bay(z +y).

Po dosazeni do rovnice f3 = 0 nabyva tato rovnice tvaru

@+ 9 = S|+ 9P = (@ +9) @+ )+ =3 =0,

Ptitom z rovnice f; = 0 vyplyva, ze * +y = 1 — z a z rovnice fo = 0 po
provedenych tpravich dospivame k rovnici

3 1
f7:3z3—3z2—§z—§:0.
Vydélenim tfemi ji upravime na tvar
1 1 1
f8:§f7:2’3—22—52—6:0_

Ziskali jsem tak ekvivalentni soustavu rovnic v trojahelnikovém tvaru (2):

g =fi=x+y+z2—1=0,
1

9= fo=y+ylz-1)+2"-2-5=0,
. 1 1
3.2
= fo=23 22, =0.
g = fo=2t == spo
Kubickou rovnici g3 = 0 pfevedeme substituci z = ¢ + % do redukova-
ného tvaru t* — 3¢ — 2L = 0 s koeficienty p = —2, ¢ = —11. Protoze je

tedy D = % + % > 0 = kubickd rovnice méa jeden redlny kofen a dva
komplexné sdruzené koreny. Pfibliznou hodnotu redlného kofene z; rov-
nice g3 = 0 uréime nékterou z numerickych metod, nejsnaze vypoctem
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pomoci pocitac¢ového softwaru: z; = 1,431. Rovnici g3 = 0 lze pak vyjadrit
v soucinovém tvaru

1
(z —21) ,22—(21—1)2—1—a =0

a komplexné sdruzené kotfeny zs, z3 vypoc¢teme feSenim kvadratické rovnice

22— (21 — 1)z + i = 0 s diskriminantem Dy = (23 — 1) — % <0

z23 = —0,215 £ 0,265i. Pfislusné hodnoty y a x pak miZeme vypocitat
z rovnic go = 0 a g1 = 0. Jednodussi je v8ak vyjit z toho, Ze feSena soustava
rovnic je symetricka, a tedy ma pravé 6 feSeni, jez jsou vemi permutacemi
pravé jednoho z nich: (z3, 22, 21).

V piikladu 7 ukazeme, jak uzitim MPE lze snadno vyfesit soustavu po-

lynomickych rovnic z ¢lanku [2], ve kterém byla FeSena podstatné slozitéji
metodou Grébnerovych bézi.

Priklad 7
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

203 f oy —x +y° = —1,
22y —zy+y* = 1.

Reseni. Danou soustavu polynomickych rovnic vyjadfime z anulovaného
tvaru

f :2x3+xy—x+y3+1:0,
fo =2y —zy+y>—1=0.

Z prvni rovnice eliminujeme nejprve z3 tak, ze od jejiho y-nasobku ode-
¢teme 2z-nasobek rovnice druhé. Dostdvame tim po dpravé rovnici

fs=yfi—2zfs =22y — 2y’ —ay+2z+y* +y=0.

Odtud dale vyloudime z? jejim ode¢tenim od dvojnasobku druhé rovnice,
ziskdme po tpravé rovnici

fi=2fo—fs=a(®—y—-2)— (¥ =2 +y+2) =0,
kde
v -y—-2=(y+1)(y-2),
y' -2 ty+2=(y+ 1) -y —y+2).
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Pro y # —1 a y # 2 vyplyva z rovnice f; = 0:

Y-y -yt
y—2

T

a po dosazeni do rovnice fo = 0 dospivame po upravéich k rovnici:
fs =97 — 2% — 25 +10y* — 8y® — 5y® + 12y —4 = 0.
Rovnice fi1 = 0 je ekvivalentni s rovnici

fo=(@y+1)fs.

Dospéli jsme tak k soustavé rovnic v trojuhelnikovém tvaru (2), ktera
je ekvivalentni s danou soustavou rovnic:

g1 =f2=$2y—l‘y+y2—120,
g2 = fo=v—y  — 40 +8° + 2" — 135 + Ty + 8y —4 = 0.

Rovnice go = 0 ma kofen y; = —1, k némuz dopocteme z z rovnice g1 = 0:
(1 =0)= ((z1 =0)V (z1 =1)).

Dalsi realné kofeny rovnice go = 0 muzeme urcit uzitim numerickych me-
tod, nejjednoduseji pomoci pocitacového softwaru (napf. WolframAlpha ¢
Maple): yo = 0,447, y3 = —1,105, y4 = —1,935. K nim p¥isluseji hodnoty:
o = —0,929, z3 = —0,171, x4 = 1,791. Dana soustava rovnic mé tedy
v oboru redlnych ¢isel pravé 5 feSeni: (0;—1), (1;-1), (z2,y2), (z3,¥3),
(24,y4). (V oboru komplexnich ¢isel mé dalsi ¢tyfi FeSeni.)

Pozndmka 6. V prikladech 8 a 9 ukdzeme alternativni moznost uziti MPE
pro feSeni soustav polynomickych rovnic v tlohach matematické olympi-
ady z 61. ro¢niku (2011/2012) a 71. roéniku (2021/2022). P¥i odkazech
pouZijeme standardni oznaceni uloh MO.

Nasledujici priklad vyfesime uzitim MPE.
Priklad 8 (61. MO, A-S-1)

V oboru realnych ¢isel feste cyklickou soustavu rovnic

y+ 3z = 423,
x+ 3y = 49
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Reseni. Dana soustava rovnic ma trivialni feSeni (zg, yo) = (0;0). Dale ji
pro y # 0 vyjadfime v anulovaném tvaru

fi =42® -3z -y =0,
fo =2 —4y* +3y=0.

Z rovnice f; = 0 eliminujeme neznamou zx nejjednoduseji tak, ze z rovnice
f2 = 0 dosadime = = 4y> — 3y. Po tpravach dostavame rovnici

fa = 2561° — 57617 + 432y° — 120y° + 8y =0
a po vydéleni osmi rovnici
fa= %f?, = 32y" — 729" + 54y° — 15y° +y = 0,
ktera je pro y # 0 ekvivalentni s rovnici
f5=32¢% —72y° + 54 — 152 +1=0.

Ziskali jsme tak (za pfedpokladu y # 0) ekvivalentni soustavu rovnic
v trojahelnikovém tvaru (2):

g1 = fa=z—4y>+3y =0,
go = f5 = 32y% — 7245 + 54y* — 1592 +1=0.

Rovnice go = 0 m4 ziejmé kofeny y; = 1, yo = —1 (délitelé absolutniho
¢lenu polynomu gz). Souinem kotrenovych &initelit (y+1)(y —1) = y? — 1
vydélime polynom g, ¢imz dostaneme vyjadreni rovnice go = 0 v soudi-
novém tvaru

(y? — 1)(32¢° — 40y* + 149> — 1) = 0.

Dalsi kofeny rovnice go = 0 tedy ur¢ime vyfeSenim rovnice
32y5 — 40y* + 149> — 1 =0.

Pouzijeme k tomu substituci 2y? = ¢, jiz po tpravé ziskame kubickou
rovnici ve tvaru
463 — 1062 + 7t — 1 = 0.

Jednim z kofent této rovnice je délitel jejtho absolutniho élenu ¢ =1
a k nému zpétnou substituci vypocteme piislusné hodnoty neznamé y:
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Y3 = §> Ya = *g. Dale miZzeme vydélit polynom 43 — 10t2 + 7t — 1
kofenovym ¢initelem ¢ — 1 a na zikladé ziskaného podilu 4t? — 6t + 1

prepsat kubickou rovnici pro ¢ v souc¢inovém tvaru
(t—1)(4t> =6t +1) = 0.

Zbyvé vytesit kvadratickou rovnici 4t — 6t + 1 = 0, jez ma diskriminant
D = 20, a tedy kofeny tp3 = 1(3 £ V/5). Zpétnou substituci ziskdvame
prislusné hodnoty neznamé y ve tvaru y; = :I:%\/ 3++5 (i =5,6,7,8),
ktery lze zjednoduéit uzitim vzorce odvozeného v [8; s. 91], podle néhoZ je
V3+45 ‘[ (VB5+1), a tedy y; = £1(v/5+1). Dopoétenim pifslusnych
hodnot Tz rovmce g1 = 0 dospivame k vysledku, ze dana soustava rovnic
ma prave 9 reSeni:
(0:0), (1; 1> (“1-1), (=3V2:5v2), 5V —3V2). (5 = 1V 5+ 3V5),
(%JFZ 71 411\[)’ (*1*411\[7 4 4\[)7 ( it 4\[’ 4 4 )

Posledni piiklad vyfesime nejen pomoci MPE, ale pro porovnani uve-

deme téZz standardni postup jeho feSeni uzitim elementarni metody fakto-
rizace.

Piiklad 9 (71. MO, A-1-4)

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

zy+1 =22,
yz 42 = 2,
2z +3 =y

Regend. ReSenou soustavu upravime na anulovany tvar (1):
fi=zy—22+1=0,
fa=a?—yz—-2=0,
f3 =a2z—y*+3=0.

Z rovnice f; = 0 eliminujeme ¢len s neznamou z tak, Ze od jejiho z-nasobku
odeéteme y-nasobek rovnice f3 = 0. Dostavame rovnici

fa=y?=3y—22+z2=0.

Déle z rovnic f1 = 0, fo = 0, f3 = 0 odvodime dvéma zpusoby linearni
rovnice s neznamymi z,y, 2

Js=zfi—yfetzfs=z+2y+32=0,
fo=yfi—z2fo+afs=3c+y+22=0
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a odtud plyne rovnice

f7:3f57f6:5y+7z:0.

Z této rovnice dosadime y = —%z do rovnice fy = 0, ¢imz z ni eliminujeme
neznamou y a pro neznamou z ziskdme po provedeni tprav rovnici
fg = 2’2 - § =0.
18

Dospéli jsem k ekvivalentni soustavé rovnic v trojthelnikovém tvaru (2):
G =fs=x+2y+32=0,

go = fr=5y+72=0,
25
= fsg=2"——=0.
gs = fs = 2° 13
Odtud vypocteme:
5V2 V2 V2
9320?21,22177 92:0=>y1’2:$7, 91=0=>$1,2=$?-
Dané soustava rovnic mé tedy pravé dvé feSeni:

(1228, (728,

Regent metodou faktorizace. V FeSené soustavé rovnic v daném (neanulo-
vaném) tvaru odet¢teme od 1. rovnice 2. rovnici a od 2. rovnice 3. rovnici.
Dostavame tak dvojici rovnic

zy—yz—1 = 2" —2°

yz —zex —1 = z° — y~,
jez upravime na souc¢inové tvary

(x—2)(@+y+2) = 1,

(y—x)(z+y+2) =1
Odtud plyne, ze z4+y+2z #OQar—z =y—z & x = %(erz), takZe hodnoty
neznamych x;, y;, z;, pro které je splnéna dané soustava rovnic, jsou tfi po
sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti x;, y; = z; +d, z; = x; Fd, kde
d je jeji diference. Po dosazeni do dané soustavy rovnic a tupravé ziskanych

2

rovnic z nich vyplyva, ze z; = d3d , Tesp. x; = 3‘5 ad’>=2=d=+V2,
atedy y; =x; £d = :i:7f 2 =a;, Fd=F22 ‘f . Dospivame tedy k témuz
vysledku jako pii FeSeni uzmm MPE.
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Druhy zpisob feSeni jsme pfipojili proto, abychom ukazali, Ze feSeni
soustavy rovnic MPE mé sice vyhodu pro svou obecnost pouziti, ovSem
nemusi byt nejvyhodnéjsim z hlediska jednoduchosti postupu feSend.

Zaveér

Pfi feSeni nelinedrnich soustav polynomickych rovnic s vyuzitim di-
gitalnich technologii jsou mnohé softwary (programy) zaloZeny na prin-
cipu metody postupné eliminace neznamych. V nasem ¢lanku jsme ukézali
a na prikladech ilustrovali, jak lze princip MPE vysvétlit na stfedoskol-
ské trovni bez pouziti pojmi a metod abstraktni algebry. Tento vyklad
je vhodny a uziteény z didaktického hlediska, ale mize byt také ve vy-
sokoskolském studiu motiva¢nim zdrojem pro zavedeni nékterych pojmi
abstraktni algebry, popf. algebraické geometrie i pfi odvozovani na nich
zalozenych metod a algoritmu pocitacové algebry.
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O jedné nerovnosti z polské MO

JOZEF KALINOWSKI
Slezska univerzita, Katowice, POLSKO

V tomto piispévku uvidime tii odlisna feSeni jedné geometrické nerov-
nosti z I. kola aktualniho — 73. ro¢niku (2021,/2022) polské MO — piiklad 8,
viz [1]. Pfi koordinaci aloh I. kola v katowickém regionu, na niz se podilel
autor ¢lanku, se objevily ruzné zakovské pristupy lisici se podstatnym zpu-
sobem od oficidlniho FeSeni uvedené tlohy. Prvni dvé prezentovana feSeni,
s nimiz se mohou ¢tenafi seznamit, jsou ryze geometrické, tfeti feSeni se
opira o zakladni prostfedky analytické geometrie.

Text ulohy

Je dan trojihelnik ABC'. Necht D je pata vysky z vrcholu A a E je
pata kolmice z bodu D k pfimce AC. Ozna¢me M stied jeho strany AB.
Dokaite, 7e plati /2 - |ME| < |AB|.

Pozndmka. V pripadé prvnich dvou prezentovanych feSeni této tlohy bu-
deme uvazovat ptipad, kdy pata vysky z vrcholu A v trojuhelniku ABC
je bodem jeho strany BC'. V opa¢ném piipadé lze ditkkaz dané nerovnosti
vést zcela analogicky.

Resent. Oznacme X patu kolmice z bodu M k p¥imce AC (v pfipadé, kdy
vnitini thel pfi vrcholu A daného trojahelniku ABC je pravy, je X = A).

A

B D C
Obr. 1
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V pravouihlém lichobézniku DEX M tak plati
1
XE| < |MD| = ;|AB]

a podobné v pravotihlém trojihelniku MX A je |MX| < |M A|. Kone¢né,
v pravothlém trojthelniku BDA (popf. v jeho degenerované verzi) plati

1
MA| = [MD| = 5| AB|,

viz obr. 1. Uzitim Pythagorovy véty v pravothlém trojahelniku EX M
(obr. 1) dostaneme

IME?> = |MX*+ |[EX|> < |MAP +|MD|? =
1 1 1
= —|AB|* + - |AB|* = ;|ABJ?
coz po snadné tpravé dava primo kyzenou nerovnost.

Rovnost zde (s ohledem na pouzité nerovnosti) nastane, prave kdyz troj-
thelnik ABC je pravouhly rovnoramenny, s pravym thlem pii vrcholu A.

Jiné teseni. Oznacme N st¥ed tusefky (vysky) AD. Pak MN je stifedni
pritka v trojahelniku ABD, priemz plati |[MN| = $|BD|.

A

/1
B D C

Obr. 2

V pravotuhlém trojihelniku ADE je N stfedem jeho pfepony, tj. stie-
dem Thaletovy kruznice s primérem AD, tudiz plati |[NE| = 1|AD|. Uzi-
tim trojahelnikové nerovnosti v trojuhelniku M EN déle obdrzime

|AD| + |BD|

IME| < |MN| + |NE| = =210
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Aplikaci nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym primérem pro | BD|
a |AD| a dale Pythagorovy véty v pravouhlém trojuhelniku ABD (obr. 2)
dostaneme

|BD| + |AD)| |AD|? + |BD|? AB? 1

V2

coz po snadné tpravé opét dava zddanou nerovnost.

Jiné Feseni. Trojuhelnik ABC umistime do kartézské souradnicové sou-
stavy Oxy tak, ze A(0,a), a > 0 a aby vrcholy B a C lezely na ose z
(obr. 3), tj. B(b,0), C(c,0), kde b a ¢ jsou realna ¢isla. Podatek soufadni-
cové soustavy O(0,0) je totoZny s patou D vysky z vrcholu A.

Ya
A(0,a)
M
E
Al &
B(b,0) [0(0,0)  C(c,0)
Obr. 3

Rovnice primky AC' je pak
ar + cy = ac
a kolmice k AC, ktera prochazi poc¢atkem, tj. bodem O(0,0), ma rovnici
cx —ay = 0.
Priisec¢ikem téchto piimek je bod FE, jehoz soufadnice z, y vyhovuji sou-
stavé dvou linearnich rovnic

ar +cy = ac,

cx —ay = 0.
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Jejim feSenim dostaneme

CLQC a02

= — yzi.
a? 4 c2’ a? + ¢?

Stied M strany AB ma soufadnice (%b, %a), viz obr. 3. Odtud plyne

b a’c 2 a ac? 2
MEP=|-- —— - .
IME] (2 a2+62) +<2 a2+02)
Danou nerovnost
VZ-|ME| < |AB|

lze pak po snadné tpravé zapsat ve tvaru

9 b a%c 2+ a ac? 2 <a? 4B
Z_ 2% L a
2 a?+c2 2 a?+c2 - ’

coz po upravé dava

9 a*c? n a?ct ac? < a® 4+ b? i 2a2bc
(@+2)? " (@+32)? a+c2 9 2+

(1)
Nyni dokdZeme nerovnost (1) pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢, tj. pro
uvedené soufadnice bodu A, B, C. Nerovnost (1) nejprve upravime do

tvaru
a’c?(a® + c?) a’c? < a? +v? n 2a2be
(a2 + ¢2)? a?+c2) - 2 a?+c?’

ktery dale upravime

022 ( a?c? a?c? ) a® 4+ b? 2a2bc

a2+ a?+ 2 2 a? +c2’
tj.
a’ + b? 2a2be
2 + a2+c¢2 — 7
resp.
(a® 4 )b + 4a”be + (a® + *)a® > 0. (2)

Tuto nerovnost nyni dokdzeme nésledujicimi dvéma zpisoby:
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(i)

Levou stranu nerovnosti (2) rozndsobime a upravime do tvaru evi-
dentné platné nerovnosti

(a® +bc)? +a*(b+c)* >0,

¢imz je dikaz dané geometrické nerovnosti uzavien.

7 posledni nerovnosti je rovnéz patrné, kdy v dané nerovnosti nastane
rovnost. Necht (kromé a > 0) je ¢ > 0, viz obr. 3. Pak ale pro redlna
¢isla a, b a ¢ musi platit b = —c < 0 a soucasné

a2+bc=a?>—-c* =0,

tj. a = ¢, coZ ale znamena, Ze rovnost v (2) nastane, pravé kdyz troj-
thelnik ABC' je pravouhly rovnoramenny, s pravym thlem pi¥i vr-
cholu A.

Na levou stranu nerovnosti (2) lze pohlizet jako na kvadraticky po-
lynom s redlnou proménnou b, s redlnymi parametry a, c. Vzhledem
k tomu, Ze pro diskriminant D této kvadratické funkce plati

D = —4a*(a* — 2a*c* + ¢*) = —4a*(a* — *)* <0,

je nerovnost (2) splnéna pro vSechna realna ¢isla a, b, ¢, coZ jsme chtéli
dokazat.

I pii tomto dikazu nerovnosti (2) snadno zjistime, Ze rovnost zde na-
stane, pravé kdyz trojuhelnik ABC' je pravouhly rovnoramenny, s pra-
vym thlem p¥i vrcholu A.

Z polského originalu psaného pro ¢asopis Matematika-fyzika-informa-

tika prelozil a upravil Jaroslav Svrcek.

Li

[1

teratura

| Sprawozdanie Komitetu Glownego, Warszawa, 2022, dostupné z: http://
WWW.om.mimuw.edu.pl
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111 specidlni body
lezici na jedné primce 111

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

V tomto ¢lanku navazujeme na p¥ispévky [4, 5]. Budeme zde prezentovat
dalsi zajimavé trojice bodi, které leZi na téze pifimce. Stejné jako v [5]
se budeme v TeSenich tloh zasadnim zptisobem opirat o dvé véty — vétu
Menelaovu a vétu Cévovu. Obé tyto véty miiZe Gtenar nalézt napft. v [1, 3]
nebo [5].

Spole¢nym tkolem u vSech Sesti uvedenych piiklada bude dokézat plat-
nost jejich tvrzeni.

Priklad 1

Na stranach AB, BC, C'A trojuhelniku ABC jsou postupné zvoleny
body Cy, Ay, By rtzné od vrcholi A, B, C. Pfedpokladejme, Ze p¥imky
AB a A;B; nejsou rovnobézné a oznaéme Cy jejich prusecik. Obdobné
predpokladejme, ze As je prisecik primek BC a B1C; a By je prusecik
piimek AC a A;C;. Jestlize prochézeji ptimky AA;, BB;, CC; jednim
bodem, pak lezi body As, By, C5 na jedné piimce.

Resent. Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC' a primku CsA; plati
(obr. 1)
ACs| |BAY| |CBil

=1.
|BCy| |CAi| |AB]

Analogicky pro trojihelnik ABC a primky As By a BoCh plati
ACY |BAs| [CB | [AC| |[BAY |CBy|

[BC1| |CAs| [AB| 7 [BCY| |CAL| [ABy

Dvojim pouzitim Cévovy véty pro trojihelnik ABC a piimky AA;, BBj,
C(C4 obdrzime
[BC1| |CAL| |ABy| 1
|ACy| |BA;| |CB| ’

|BC1| [CAi| |AB|
|AC1| |BA1| |OB4]

=1
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Obr. 1

Nyni v8ech pét uvedenych rovnosti vynasobime a dostaneme rovnost

|ACs| |BAs| |CBy|

:]_’
|BCy| |CAz| |ABs|

coz vyjadiuje podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC, Ze body Aa,
B, C5 lezi na jedné pfimce.

Priklad 2

Pro trojuhelnik ABC' a pfimku p, ktera protina pfimky AB, BC, CA
postupné v bodech K, L, M a neprochazi zddnym vrcholem trojihelniku
ABC, plati, ze stfedy P, @, R tuse¢ek KC', AL, BM lezi na téze piimce.

Reseni. Oznacme A, By, Cy postupné stredy stran BC, CA, AB (obr. 2).
Primka, na niZ lezi body By, Ay, P, je rovnobé&zna s pfimkou AB. Analo-
gicky je pfimka, na niz lezi body Bi, C1, @, rovnobézna s pfimkou BC a
primka, na niz lezi body C7, Ay, R, rovnobéZna s piimkou AC.
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Umistime pfimku p napf¥iklad tak, Ze protne strany BC, C'A uvnitf
a tieti bod lezi vné strany AB; pro ostatni polohy pfimky p jsou uvahy
stejné. Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC' a pfimku p postupné
plati

|AK| |BL| |CM|

|BK| |CL| |AM|
2|B1P| 2|ChQ| 2|AR|
2|A1P| 2|B1Q| 2|CiR| ’

|B1P| |CiQ| [AR|
|A1P| |B1Q| |CiR|

1.

Posledni uvedené rovnost predstavuje tvrzeni Menelaovy véty pro troj-
thelnik A1 B1C; a pfimku, na niz lezi body P, @, R. Znamena to tedy, Ze
body P, @, R lezi na jedné pifimce.

Obr. 2

Priklad 3 (van Aubelova véta)

Bodem R, ktery lezi uvnitf trojihelniku ABC, jsou vedeny piimky AR,
BR, CR protinajici strany trojuhelniku postupné v bodech L, M, K, jak
ukazuje obr. 3. V takovém piipadé plati rovnost

|AR| |AK| = |AM]|
|LR| |BK| |CM]|

Resend. Zapisme rovnost z Cévovy vty pro trojuhelnik ABC a bod R
a rovnost z Menelaovy véty pro trojuhelnik ABL a prfimku CK, tedy
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rovnosti

AK| |BL| |CM| _ AK| |BC| |LR| _

. = =1
|BK| |CL| |AM| ’ |BK| |LC| |AR|

Odtud plynou rovnosti
|AR|  |BC]| . |AM|  |CL|+|BL| . |AM|
|LR|  |BL| |CM| |BL| |CM|

_|oL] JAM|  |AM|  |AK| @ |AM]|
~|BL| |CM| |CM| |BK| |CM|

V posledni rovnosti jsme opét vyuzili rovnost z Cévovy véty pro troj-
thelnik ABC a bod R.

Obr. 3

K diikazu dalstho piikladu uvedeme pomocnou vétu.

Lemma

V trojahelniku ABC, jehoz délky stran jsou oznaceny obvyklym zpu-
sobem a, b, ¢ (a # b), protne osa vnitintho thlu pi vrcholu C pfimku AB
v bodé K a osa vngjsiho thlu v bodé Ky (obr. 4). Plati tyto rovnosti

|BK1| a |BK2| o a

AR T AR b
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Obr. 4

Diikaz. Prvnirovnost dokdZzeme pomoci sinové véty pro trojahelniky BK;C'
a AK,C ve tvaru

|BC|  sin([gxBK,C|) sin([QAK,C|)  |AC|’
|BK:| _ |BC| _a

|AK,| |AC| b’

Druhou rovnost dokéZeme pomoci sinové véty pro trojuhelniky BKoC
a AK>C ve tvaru

|BK2| sm(|<BCK2D sm(|<IKlCK2| - |§:BCK1|) _

|BC|  sin([gx BK>C|) sin(j<x BK>C)|)

sin([4 BK,C)) T Sn(FAKSC)) | JAC]
‘BKQ‘ - a
|AK,| b

Priklad 4

Tt body K, L, M lezi na jedné ptrimce, jestlize

a) bod K je prusecikem osy vnéjsiho tthlu pfi vrcholu C' a pfimky AB,
bod L je pruse¢ikem osy vnéjsiho uhlu pii vrcholu A a piimky BC' a bod M
je prisecikem osy vngjsiho thlu p¥i vrcholu B a pifmky AC (obr. 5).

b) bod K je prisecikem osy vné&jsiho thlu pii vrcholu C a pfimky AB,
bod L je prise¢ikem osy vnitfniho thlu pfi vrcholu A a pfimky BC a
bod M je prise¢ikem osy vnitfniho dhlu pfi vrcholu B a pfimky AC
(obr. 6).
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Obr. 5

Obr. 6

Reseni. Dikazy v pifpadech a), b) jsou totozné.
Pouzijeme Menelaovu vétu pro trojihelnik ABC a pifimku KL a dale
vySe uvedené lemma. Plati tak
|AK| |BL| |[CM| b ¢ a

. . —2.2.2-1.
IBK| |CL| |AM| a b ¢

Tim je dikaz hotov.

Priklad 5
Stied I kruznice vepsané trojihelniku ABC se stranami délek a, b, ¢
déli osu CK thlu ACB v poméru [CI]: [IK|= (a+b) : c.
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Reseni. Vyuzijeme obr. 3, kde si pouze piedstavime, ze body K, L, M
jsou priiseciky os uhlia s protilehlymi stranami trojuhelniku ABC.
PouZzijeme Menelaovu vétu pro trojuhelnik K BC a p¥imku AL, takze
plati
|BA| |CL| |KI|
[KA| |BL| [CI| ~
Dale vyuzijeme tvrzeni z vySe uvedeného lemmatu, tj. osa thlu troj-
thelnfku déli protilehlou stranu v poméru pfislusnych ptilehlych stran,
coz zde dava rovnost

1.

|BK| _a
|AK| b’
Vyuzitim obou rovnosti dostaneme
|CI| |BA| |CL| |BK|+|KA| |CL| (ngl) b a+b
IK| |KA| |BL| | KAl |BL|

b

C Cc

Priklad 6
Je dan pétithelnik ABCDE, na pfimkach AB, BC, CD, DE, EA lezi
po fadé body K, L, M, N, P, které jsou vSechny ruzné od vrcholi péti-
uhelniku. Prochézeji-li pfimky AM, BN, CP, DK, EL jednim bodem,

pak plati
|AK| |BL| |CM| |DN| |EP|

=1.
|BK| |CL| |DM| |EN| |AP|

Reseni. Oznacme Q@ spoleény priisecik vSech péti sestrojenych riznobéz-
nych primek podle obr. 7. Ozna¢me jesté S(ABC) obsah trojihelniku
ABC. Pro trojuhelniky AQD a BQD plati

S(AQD)  |AK]|
S(BQD) |BK|’

nebot oba trojuhelniky maji spole¢nou stranu QD a vysky k této strané
jsou v poméru |AK]| : |BK|. Analogické rovnosti plati pro dalsi ¢ty dvo-
jice trojuhelnikt. TakZe celkové plati
|AK| |BL| |CM| |DN| |EP| _
[BK| |CL| |DM]| |EN| AP
S(AQD) S(BQE) S(CQA) S(DQ@B) S(EQC)

= 5(BQD) S(CQE) S(DQA) S(EQB) S(AQC)
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Obr. 7

Ulohy k samostatnému feSeni

Uloha 1

Plati analogické tvrzeni jako v piikladu 6 pro konvexni sedmithelnik,
devitithelnik atd., obecné pro libovolny mnohotihelnik s lichym poctem
stran?

Uloha 2

Je dan trojuhelnik ABC'. Osa vnitiniho thlu p¥i vrcholu A a osa vnéj-
§tho thlu pfi vrcholu B se protinaji v bodé P, analogicky osa vnitinfho
ithlu p#i vrcholu B a osa vnéjsiho thlu pfi vrcholu A se protinaji v bodé Q).
Dokazte, ze body P, C, @ lezi na jedné piimce.

Uloha 3

Je dan trojihelnik ABC, jehoZ obsah je 25 cm?. Bod K lezi na piimce
AB za bodem B a plati |AK|: |[BK| = 8: 3. Bod M lezi na strané AC
a plati [AM| : |[CM| = 2 : 3. Bod L je pruse¢ikem piimek BC a KM.
Urcete obsah trojihelniku BK L.

Uloha 4

Je déan ¢tyfahelnik ABCD, stiedy stran AB, BC, CD, DA oznacme
postupné K, L, M, N a stiedy thlopticek AC, BD ozna¢me postupné
P, Q. Jesté oznatme S stied usecky LN. Dokazte, Ze na jedné piimce lezi
body a) K, M, S, b) P, Q, S.
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Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Tvrzeni plati, dikazy lze vést analogicky jako v piikladu 6.
Uloha 2: Bod P lezi na ose vnitiniho thlu p¥i vreholu A, proto ma stejnou
vzdalenost od piimek AB, AC, analogicky P lezi na ose vnéjsiho thlu pfi
vrcholu B, proto ma stejnou vzdalenost od piimek AB, BC. Odsud plyne,

ze P ma stejnou vzdélenost od pfimek AC, BC, takze lezi na ose vnégjsiho
thlu pfi vrcholu C. Totéz plati pro bod Q.

Uloha 3: Podle Menelaovy véty pro trojihelnik ABC a pifmku KM je

|BL| 1
ICL| 4
Je-li v, vyska na stranu AB, je obsah trojuhelniku BK L roven
1 3 1 3 1 3
BKL)=--Z-|AB| - zv. = — - = - |AB|v, = — - 25 cm?® = 2,
S( ) 5% |AB| U= 50 5 |AB| v, 55 5c¢m” = 3 cm

Uloha 4: étyfﬁhelm’k KLMN je rovnobéznik, jeho thlopficky se protinaji

v bodé S. Analogicky PNQL je rovnobéznik, jehoz thlopficky se protinaji
v bodé S.

Zavér

V tomto pfispévku jsme uvedli nékolik dalsich trojic bodu v roviné,
které lezi na téze piimce. K ditkaztim kolinearity jsme opét vyuzivali Me-
nelaovu vétu a Cévovu vétu. Prednostné jsme zde vyuzili piiklady trojic
kolinearnich bodt uvedenych v publikacich [1, 2, 3]. Dalsi zajimavé trojice
takovych bodt uvedeme v navazujicich ¢lancich.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické dlohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tuloh. Resent novych tloh 277 a 278 zaslete
nejpozdéji do 30. zarf 2022 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listo-
padu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 277
K danému celému ¢&islu D > 1 uréime celé ¢islo n > 1 tak, aby platilo

142+...+(n—-1)<D<1+24+...+n.

Rozhodnéte, zda pak 1ze z libovolné n-prvkové mnoziny po sobé jdoucich
celych ¢isel vybrat neprazdnou podmnozinu prvki s takovym souctem,
ktery je délitelny ¢islem D. .
Jaromir Simsa
Uloha 278
Jsou dany dvé rovnobézné piimky p a ¢. Na pfimce p je dan bod C
a na pifimce ¢ uvazujme tse¢ku AB dané délky d. V trojuhelniku ABC
oznaéme D, E po fadé paty vySek z vrcholi A, B.
a) Dokazte, Ze pfimka p je te¢nou kruZnice opsané trojahelniku CDE.
b) Sestrojte tisetku AB tak, aby kruZnice opsané trojuhelniku C DE méla
primér d. Jdn Mazdk
Déle uvadime feSeni tloh 273 a 274, jejichz zadani jsme zvefejnili ve

¢tvrtém éisle lonského (30.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 273
Urcete vSechny mnohoéleny P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, Ze
pro vSechna pfirozena ¢isla a, b je ¢islo P(a) + P(b) délitelné &islem a + b.
Jan Mazdk

Reseni. Mnoho&len P(z) s celo¢iselnymi koeficienty lze zapsat ve tvaru
P(z) = cpz"™ + cp12™ M 4 .. 4 co,

kde koeficienty ¢ (kK = 0,...,n) jsou cela &isla. Protoze pro libovolné
prirozené ¢islo k a realna ¢isla a, b (zde specialné cela ¢isla) plati

aF —oF =(a—b)(a" P+ P+ .+,
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plyne odtud pro navzajem rizna celd &isla a, b vztah (a—b) | (P(a)—P(b)).
Odtud v8ak také plyne a +b = (a — (=b)) | (P(a) — P(=b)). Podle zadani
plati (a +b) | (P(a) + P(b)), proto

(a+b) | ((P(a) + P(b) = (P(a) = P(=D))) = P(b) + P(=b).

Pro pevné dané pfirozené ¢islo b a libovolné pfirozené ¢islo a nabyva vy-
raz a+b nekone¢né mnoha raznych hodnot. Tedy celé ¢islo P(b)+ P(—b) je
délitelné nekoneéné mnoha riznymi pfirozenymi ¢isly, a to nastane pouze
v pfipadé, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo b plati P(b)+P(—b) = 0. Existuje
tedy nekoneéné mnoho hodnot z (jsou jimi vSechna nenulova celé ¢isla),
které vyhovuji rovnici P(x) + P(—x) = 0. Mnohoclen P(z) + P(—zx) je
tedy nulovy, a pro v8echna realna ¢isla x tak plati P(—z) = —P(x). Tedy
P(z) je licha funkce, coz znamend, Ze ¢ = 0 pro vSechna suda cisla k
(vEetné 0). Z druhé strany v8ak pro vSechna licha k plati

af +0F =aF — (=b)F = (a+b) ("t —a" 2o+ .+ D).

Odtud vidime, 7e pro kazdy takovy mnoho¢len P(z) s celo¢iselnymi koe-
ficienty plati (a +b) | (P(a) + P(b)).

Zjistili jsme tedy, Ze zadani vyhovuje kazdy mnohoclen s celoc¢iselnymi
koeficienty, ktery je lichou funkci.

Spravna teseni zaslali Lenka Poljakovd a Stépdn Pospisil, oba z GJS
v Pferové. Netplné feSeni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Uloha 274
Do dvou krabic rozmistime n ¢ernych a n bilych kouli tak, ze kazda
z nich obsahuje alespon jednu kouli. S pravdépodobnosti % vybereme jednu
z krabic a z ni vytdhneme jednu kouli (v kazdé krabici je vytaZeni v ni
obsaZené koule stejné pravdépodobné). P¥i jakém rozmisténi kouli bude
pravdépodobnost vytazeni bilé koule a) co nejvétsi, b) co nejmensi.
Jozef Kalinowski (Kalety)

Reseni. Oznacme jako krabici jedna tu (jednu z nich), ve které pro pocet
k kouli plati 1 < k < n, necht z nich je b bilych, kde 0 < b < k. V krabici
dvé je pak 2n — k kouli, z nich n — b bilych.

Z prvni krabice vytahneme bilou kouli s pravdépodobnosti b/k, ze druhé
s pravdépodobnosti (n—b)/(2n — k). Pravdépodobnost vytazeni bilé koule
z ndhodné vybrané krabice tak je

1/b n—>b
P<b”“>:2(ﬂzn_k>'
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V pfipadé a) hledame maximum funkce P(b, k) za podminek k € {1,...,n},
be {0,1,...,k}. Pro pevné ¢islo k se na P(b, k) miZeme divat jako na li-
nearni funkci proménné b, kterou upravime na tvar

n—k n

Pbk) = k(2n — k) T

Koeficient u b je vzhledem k pfedpokladiim nezaporny, jedna se tak o ne-
klesajici funkei proménné b, kterd na mnoziné {1,2,...,k} nabyva svého
maxima P(k, k) pro b = k. Plat{ tak

1/k 2n—-k—n n
P(b,k)SP(k,k)=2(k+2n_k> T

Funkce proménné k na pravé strané této nerovnosti je na mnoziné {1,...,n}
zfejmé klesajici, nabyva tak své nejvétsi hodnoty P(1,1) pro k = 1. Doka-
zali jsme, Ze plati

n _3n—2
dn—2 4n—2°

Pravdépodobnost vytazeni bilé koule tak bude nejvétsi, kdyz v jedné kra-
bici bude jedna bild koule a ve druhé krabici budou v8echny zbyvajici
koule.

Protoze pri kazdém pokusu vytdhneme nékterou kouli, bude pravdé-
podobnost vytazeni bilé koule nejmensi, kdyz bude pravdépodobnost vy-
tazeni ¢erné koule nejvétsi. Podle predchazejiciho odstavce to bude v pii-
padé, kdyz v jedné krabici bude jedna ¢erna koule a ve druhé krabici budou
koule zbyvajici. Pravdépodobnost vytazeni bilé koule je v tomto piipadé
n/(4n — 2).

P(b,k) < P(k, k) < P(1,1) =1 —

Pozndmka. Protoze pro libovolné pfirozené n plati

n 1 3n —2 3

m-2-1 * m—2° 71

zjistili jsme, Ze pro libovolné rozmisténi kouli v krabicich bude pravdépo-

dobnost vytazeni koule dané barvy ¢islo z otevieného intervalu (i, i)

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Jachym Kouba, Jindrich Kukla, Lucian Poljak a Lenka Poljakovd,
vSichni z GJS v Prerové.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

K vyvoji osciloskopickych
demonstraci déju
v elektrickych obvodech

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Utditelé fyziky ¢asto maji nékteré okruhy uciva, jejich vyklad a také
demonstrace ve vétsi oblibé nez jiné. U mne tomu nebylo jinak a tak
bych se chtél s ¢tenafi podélit o nékolik osobnich zkuSenosti s vyvojem
demonstraci, v nichz tstfedni pomticku tvoii osciloskop, dnes uz prevazné
nahrazeny pocitatovymi systémy pro podporu fyzikalnich méfeni a de-
monstraci. Vétsina experimentii, o nichz bude Fe¢, tak z analogové éry
2. poloviny 20. stoleti presla do soucasné digitalni éry a v upravené verzi
stale nachéazi uplatnéni ve Skolské praxi.

V priubéhu vysokoskolskych studii, ktera jsem ukoncil v roce 1955, jsem
se sice s zddnym osciloskopem nesetkal, ale o to vic jsem byl zaujat jeho
didaktickymi moZnostmi po nastupu do praxe. Umisténkou mi tehdy byla
prikdzana Jedenactileta stfedni $kola ve Zling (tehdejsim Gottwaldove),
kde byl vyjimeéné bohaté vybaveny kabinet fyziky, véetné amatérsky vy-
robeného osciloskopu s malou obrazovkou. Zelené blikajici kiivky byly do-
state¢né inspirativni k prvnim pokustim a hledédni odpovédi na otazku,
k ¢emu by se to mohlo hodit.

Osciloskopické demonstrace se uplatni pfedevsim v u¢ivu o ¢asové pro-
ménnych déjich v elektrickych obvodech. Ve vyuce fyziky se to tyka hlavné
t¥f okruht poznatki, jimiz jsou:

1. Déje v obvodech stiidavého proudu.
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2. Kmitani elektromagnetického oscilatoru.

3. Prechodné déje v obvodu s indukénosti, popf. s kapacitou.

V ucebnich textech k tomuto ucivu se zak obvykle setkava jen s kres-
lenymi obrazky casovych zéavislosti fyzikalnich veli¢in. Pouziti osciloskopu
umoziuje demonstrovat graficky vystup z realného déje a je do jisté miry
interaktivni tim, Ze lze parametry elektrického obvodu ménit. To je vSak
ovlivnéno technickymi moznostmi pouzitého osciloskopu, popt. dalsich pro-
stfedki, které pfi prvnich pokusech o zarazeni osciloskopu do vyuky byly
dosti omezené. UkaZeme si to na nékolika typickych piikladech z uvedenych
okruht uéiva.

1. Dé&je v obvodech stfidavého proudu

Zdalo by se, Ze neni nic jednodussiho, nez pripojit ke vstupu osciloskopu
zdroj malého stf¥idavého napéti o frekvenci 50 Hz napt. z tzv. zvonkového
transformatoru a zak hned na obrazovce uvidi harmonicky ¢asovy prubéh
stiidavého napéti. Zklamanim byva zkresleni ¢asového priitbéhu napéti,
ktery ovliviiuji jak vlastnosti transformatoru, tak vlastnosti vstupnich ob-
vodt osciloskopu. Lepsiho vysledku lze dosahnout pouzitim napéti o vys-
Sich frekvencich, jejichz zdrojem muze byt napf. ténovy generator. Ten
v8ak obvykle nebyval ve §kole k dispozici a bylo t¥eba se smifit s pouzitim
transforméatoru.

Dalsim krokem vykladu je usmérnéni stfidavého proudu, k jehoz dem-
nostraci byl potfebny vhodny usmériiovaci prvek. Problém byl vyfeSen,
kdyz se na trhu objevily prvni germaniové polovodi¢ové diody. Pak uZz nic
nebranilo tomu, zafadit osciloskopii st¥idavého proudu a jeho usmérnéni
pfimo do uebnic fyziky. Stalo se tak v roce 1965, kdy vysla nova uéebnice
fyziky pro 3. ro¢nik st¥edni vieobecné vzdélavaci skoly [1]. V ni bylo mozné
uplatnit ziskané zkuSenosti zafazenim alternativni tlohy ke klasickému
méfeni charakteristiky polovodic¢ové diody ampérmetrem a voltmetrem.
Laboratorni tloha méla nazev Uréeni charakteristiky polovodicové diody
osciloskopem a jeji soucasti byly experimenty s jednocestnym i dvoucest-
nym usmérnénim stiidavého napéti, jak je to patrné z usporadani obvodii
k této tloze (obr. 1). Zavéretnym tkolem Zika bylo osciloskopicky zobrazit
charakteristiku polovodic¢ové diody v zapojeni podle obr. 1c a vysvétlit jeji
tvar (obr. 2b).

Prvni pokus o zafazeni osciloskopickych méfeni mezi povinné labora-
torni dlohy vSak nebyl pfilis tispésny vzhledem k vybaveni gkol a tak se
iloha v praxi realizovala jen ojedinéle. To vedlo k tomu, Ze v nasledujici

Matematika — fyzika — informatika 31 (2) 2022 119



ucebnici pro 3. ro¢énik gymnazii [2] bylo od Zédkovkych tloh s osciloskopem
upusténo, ale o to vétsi vyuziti nasly jiz podstatné kvalitnéjsi oscilogramy
periodickych déju ve vykladovém textu, napf. v ufivu o usmérhovaci a
v dalsich tématech (obr. 2a).

Obr. 1

AT

VVVVVY

~N YT
a b

Obr. 2

Vyznamnou osciloskopickou demonstraci v u¢ivu o stiidavych proudech
jsou ukazky fazového posunuti napéti a proudu v obvodech s reaktanci. To
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~ive

ovSem vyzadovalo ponékud naro¢néjsi vybaveni, které by umoznovalo sou-
¢asné zobrazeni dvou ¢asové proménnych napéti s riznou pocateéni fazi.
Tento pozadavek spliioval specidlné pro skolské ticely vyvinuty a dnes uz
v podstaté zapomenuty $kolni osciloskop Tesla M 114 (obr. 3). Tvofily
ho ¢tyfi samostatné moduly (napajeci zdroj M 110, zdroj vysokého na-
péti M 111 pro napéjeni vyjimatelné obrazovky, zesilova¢ s generatorem
Casové zakladny M 112 a elektronkovy piepina¢ M 113). Funkce elektron-
kového prepinace spocivala v tom, Ze proménné napéti privedena na dva
samostatné vstupy prepinace byla s urcitou frekvenci st¥idavé pfivadéna
na vstup modulu M 112. Ziskané oscilogramy pak byly vyuzity v ucebnici
[2] (napf. oscilogramy na obr. 4, znazoriwjici fazova posunuti v obvodech
s civkou a kondenzatorem). Jak podobnou demonstraci mizeme realizovat
v soucasnosti ukazuje ¢lanek [3].

Obr. 3

2. Kmitani elektromagnetického oscilatoru

Zatim co pfi demonstraci stfidavého napéti dé€j probiha plynule s kon-
stantni amplitudou zobrazovaného napéti, pfi demonstraci kmitani elek-
tromagnetického oscilatoru musime resit problém, ze jde o kratkou dobu
trvajici neperiodicky dé&j, kdy oscilator nékolikrat tlumené zakmité. Je tedy
tfeba zajistit, aby se dé&j opakoval v pravidelnych intervalech, synchronné
s periodou ¢asové zakladny osciloskopu. To se podafilo vyfesit pouzitim
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zdroje kratkodobych napétovych impulzi s nastavitelnou frekvenci, kte-
rymi je kondenzator periodicky nabijen, nacez oscilaéni obvod tlumené
zakmita. Funkci tohoto zdroje plnil relaxa¢ni oscilator s doutnavkou v po-
dobé stabilizatoru napéti, ktery generoval pilové kmity, a ty byly nésledné
deriva¢nim obvodem CR (tvofila ho kapacita kondenzatoru Cs a celkova
rezistance obvodu) pfeménény do podoby pozadovanych impuzii. Schéma
celkového usporadani experimentu je na obr. 5 a podrobnéji je popsano
v publikaci [4], ktera je shrnutim zkuSenosti s vyuZzitim osciloskopu a jinych
elektronickych piistroji ve Skolni demonstraéni technice.

Obr. 5

Vysledek pokust v tomto usporadani nebyl pfilis oslnivy, ale postaéil
k tomu, aby ziskany oscilogram poslouzil jako ilustra¢ni vyobrazeni v u¢eb-
nici [1] (obr. 6).

Obr. 6

Podstatné zlepseni tohoto kli¢ového experimentu uciva o elektromagne-
tickém kmitani navrhl P. gedivy’, kdyz relaxaé¢ni oscilator nahradil polari-
zovanym relé Tesla HL 100, které se tehdy pouZivalo v telefonnich tustied-
nach. Civka relé byla pfipojena ke zdroji stfidavého napéti s nastavitelnou

122 Matematika — fyzika — informatika 31 (2) 2022



frekvenci az 200 Hz a s touto frekvenci kmitala kotva relé. Usporadani ex-
perimentu se blizilo demonstraci popsané v ucebnici, kdyz kmitajici kotva
periodicky pfipojovala kondenzator oscila¢niho obvodu ke zdroji stejno-
smérného napéti a k civce. Spoletné se zlepSenim pfistrojového vybaveni
tak bylo mozné ziskat kvalitni oscilogramy, vyuzité jako ilustrace v uc¢ebnici
[2] (obr. 7). Zde také éra analogoveé osciloskopie konéi a v8echna vyobrazeni
v nésledujici ucebnici [5] byla jiz ziskina s pouzitim poéitacovych systémi
pro podporu fyzikilnich experimentii. Soucasné feSeni demonstrace tlume-
ného elektromagnetického oscilatoru je popsano v [6].

)

Obr. 7

Ucebnice [5] se také vratila k zakovskym experimentim s pouZitim osci-
loskopu v laboratornich cvicenich, ktera rovnéz zpracoval P. Sedivy. V nej-
novéjsim vydéani, v némz jsou laboratorni cvi¢eni na pfilozeném CD, byly
tlohy inovovany s pouzitim Skolniho experimentalniho systému Vernier.

3. Prfechodné dé&je v obvodu s indukénosti

Prechodny dé&j v elektrickém obvodu nastavéa pfi skokové zméné napéti
v obvodu, tzn. kdyZ je obvod v uréitém okamziku pf¥ipojen ke zdroji elek-
trického napéti, a kdyz je od zdroje odpojen. Pro osciloskopické zobrazeni
tohoto dé&je je v8ak nutné, aby proud v obvodu vznikal a zanikal opakované
se stejnou periodou, jakou mé ¢asova zékladna osciloskopu. Schematické
zobrazeni experimentu je na obr. 8, kde V je vibra¢ni spinac¢, kterym je
obvod pfipojovan, popf. odpojovan od zdroje. Odpojeni je v podstaté rea-
lizovano zkratem zdroje, ktery je chranén rezistorem R; o malém odporu.
Jako vibra¢ni{ spina¢ bylo pouzito tzv. Wagnerovo kladivko, které byvalo
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soucasti elektrickych zvonku (obr. 8b). P¥i demonstraci pfechodného déje
v obvodu s indukénosti byla pouzita civka z rozkladného transformatoru
s 600 zavity. Ziskané oscilogramy jsou na obr. 9a (obvod jen s rezistanci R)
a 9b (obvod s dvojbranem RL). Vstup osciloskopu je moZné p¥ipojovat
k civce nebo k rezistoru R, a ziskat tak oscilogram napéti nebo proudu.

b)

Obr. 9

V soucasnosti k obdobnému experimentu pouzijeme pocita¢ ve funkci
pamétového osciloskopu, takZe vibracni spina¢ neni nutny. Tento expe-
riment se systémem Vernier popisuje V. Pazdera (viz [7]) a podrobné&jsi
rozbor problematiky pfechodného d&je v obvodu RL je v ¢lanku [§].

Prechodny déj mizeme demonstrovat také tak, ze obvod RL pfipojime
ke zdroji obdélnikového napéti. Schéma experimentu je na obr. 10 a ziskané
oscilogramy jsou na obr. 9c a 9d.
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Obr. 10

I kdyz éra analogovych osciloskopt skonéila, ziskané zkuSenosti ztista-
vaji a lze je vyuzit pfi praci se §kolnimi systémy pro podporu fyzikalnich
experimenti pocita¢em. Tim spiSe, ze v fadé pripadi, jak je z popisu minu-
lych zkuSenosti patrné, 1ze dnes experimenty realizovat snadnéji a s vétsim
pfinosem nejen obsahovym, ale i motiva¢nim.
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Interaktivni e-learning —
Mikroskopie

MARTIN SMUTNY — VLADIMIR MASIN — DAVID KORDEK — JIRI ZAHORA -
ALES BEZROUK

Lékarska fakulta v Hradci Kralové, Univerzita Karlova, Hradec Kralové

Mikroskopie je soubor technik uréenych k zobrazovani malych objekti.
Opticka mikroskopie dnes patii k jedné ze zékladnich a nejc¢astéji uzivanych
zobrazovacich technik v praxi i vyzkumu. Od 16. stoleti, kdy byl sestrojen
prvni mikroskop, az do 21. stoleti prosla mikroskopie znaénym vyvojem.
Moderni optické svételné mikroskopy dosahuji zvétseni 2000x a elektro-
nové mikroskopy mohou dosdhnout zvétseni az nasobkii nékolika miliont.
zobrazit detaily pozorovaného objektu, je rozligeni (rozliSovaci mez) mikro-
skopu (viz napf. [1]). Za G€elem vylepSeni rozliSeni svételné mikroskopie a
ziskani vice informaci o pozorovaném vzorku doslo k vyvoji novych technik
jako je fazové kontrastni, fluorescen¢ni, konfokalni, super-rezolu¢ni mikro-
skopie a dal3i [2, kap. 12.4].

Se svételnou mikroskopii se zaci gymnézii a odbornych stfednich skol
s prirodovédné technickym zaméfenim bézné setkavaji pii laboratornich
cvidenich. Avsak, pfedevsim z ¢asovych diavodii, neni leckdy ani zékladni
teorii zobrazovani a prace s optickym mikroskopem vénovana pFiméfené
pozornost, kterd by zajistovala dostateéné porozuméni tomuto tématu.
S obdobnou situaci se, bohuZel, setkavame i ve vysokém Skolstvi, kde mi-
kroskopie nebo optometrie neni pfimo zdkladem daného studijnfho oboru.

V lékatstvi patfi mikroskopie k zakladnim technikam, které se neome-
zuji pouze na diagnostiku, ale jsou uzite¢nymi pomocniky pii operativnich
zékrocich v chirurgii malych struktur, neurochirurgii, zubnim lékafstvi atd.
Kazdy student lékaistvi by proto mél zvladnout zakladni teoretické prin-
cipy fungovani mikroskopu a jeho ovladani. Zakladni znalosti tohoto té-
matu jsou vyufovany b&hem prvniho ro¢niku studia na Lékarské fakulté
v Hradci Kralové Univerzity Karlovy béhem praktickych cviceni z 1ékar-
ské biofyziky. Nicméné s ohledem na velky rozsah studované latky vsech
obori, které musi student prvniho ro¢niku tspésné absolvovat, je i zde
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limitujicim faktorem ¢as. Praktické cviceni z mikroskopie pfi vyuce lé-
kaiské biofyziky je zaroven pomérné komplexni studijni latkou. Zahrnuje
obory fyzika, statistika a biologie. Obdobné je tomu i v p¥ipadé praktic-
kych cvi¢eni na stfednich Skoléch, vyuzivajicich optickou mikroskopii. Na
stfednich skolach obecného zaméreni se nej¢astéji do vyuky biologie zara-
zuje praktickd dloha na seznameni s optickym mikroskopem nebo labora-
torni tloha na vytvorfeni preparatu (napf. slupky cibule) a jeho pozorovani
pod mikroskopem. Pro tuto oblibenou tlohu si §koly, ¢asto v ramci riz-
nych projekti, pripravuji vlastni navody a piipadné i protokoly pro zaky
[3, 4]. Také nékteré stiedni odborné skoly zafazuji sérii praktickych cvi-
¢eni obsahujici zejména praci s optickym mikroskopem. Pfikladem miize
byt Stfedni primyslova skola Pardubice, kde vytvorili na celou praktickou
vyuku elektronicky navod [5].

Aby se sniZila ¢asova naro¢nost a usnadnila pfiprava na téma mikrosko-
pie v praktickych cvicenich z lékaiské biofyziky na LFUK v HK, bylo po-
tfeba vytvorit nastroj, ktery by studenta rychle a efektivné provedl studo-
vanou latkou. Pfirozenou volbou je v dne$ni dobé uziti ICT — Information
and Communication Technologies. Je znamo, ze ICT vytvari studentium
vzdélavaci proces atraktivngjsim [6]. Celkové je ICT uzitetny nastrojem
ve vzdélavani umoziujici urychlit proces u¢eni. Shromézdénim vsech infor-
maci na jednom misté mize studenttim také usetfit ¢as a naklady spojené
se shanénim a pofizovanim knizniho materialu a jeho skladovanim.

S vyuzitim pfedchozich zkusenosti s ICT [7, 8, 9, 10] a optikou [11] ve vy-
uce byl pomoci vzdélavaciho systému Moodle [12] vytvofen e-laerningovy
kurz Mikroskopie. Ukoly tohoto kurzu jsou ziskani znalosti potfebnych
k porozuméni principu funkce optického svételného mikroskopu, k ovla-
déani mikroskopu, ziskédni informaci o spravném postupu méfeni a ziskani
znalosti potfebnych ke spravnému zpracovani a vyhodnoceni naméfenych
dat vedoucimu k tspésnému dokonceni praktického cvi¢eni z mikroskopie.
Kurz také obsahuje interaktivni protokol pro automatizovanou kontrolu
nad zpracovanim dat. Prvni verze kurzu byla zavedena do vyuky jiz pred
Skolnfm rokem 2020/2021. Ze zp&tné vazby studentt a pedagogii vyvstaly
pozadavky na tupravy navodua a teoretické ¢asti. Navic kvili pandemii vi-
rové choroby covid-19 vyvstala potfeba plné distanéni vyuky. Na zakladé
téchto pozadavkil a potfeb byl ptavodni kurz Mikroskopie rozsifen o novy
step-by-step laboratorni navod a video tutorial.

Cilem této studie je zhodnotit dopad nové zavedenych vylepseni v kurzu
a poskytnout ¢tenaii prehledné informace o kurzu Mikroskopie, véetné sa-
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motného kurzu [13] a videonavodu [14] pro inspiraci k vytvofeni svého
vlastniho e-learningového kurzu. Cely kurz Mikroskopie je navic koncipo-
van tak, aby vyzadoval pouze stfedoskolské znalosti a dovednosti. Je tedy
dobfe vyuZzitelny i p¥i vyuce na stiednich skolach (napf. p¥i vyuce biologie
na gymnaziich, stfednich zdravotnich a veterinarnich skolach atp.). Zhod-
noceni kurzu bylo provedeno statisticky na sadé typizovanych piikladi,
které jsou véetné postupu feSeni nabidnuty ¢tenafi dale v textu ¢lanku.

Materialy a metody

Smyslem laboratorniho cvi¢eni Mikroskopie ve vyuce lékai'ské biofyziky
je seznamit studenty se zakladnimi principy zobrazovani pomoci svételné
mikroskopie. Studenti nejprve ziskaji zakladni znalosti z oblasti fyzikal-
nich principi zobrazovani pomoci svételného mikroskopu, postupu méreni
a hodnoceni erytrocytt a zpracovani a vyhodnoceni dat. Ziskani znalosti
je zprostfedkovino pomoci e-learningového kurzu. K uplatnéni znalosti a
ziskani dovednosti pak dochazi pti vlastnim laboratornim cviceni. Ke zpra-
covani vysledku je nakonec opét vyuzit e-learningovy kurz — interaktivni
protokol a centralni lékaisky informacni systém. Centralni lékaisky infor-
macni systém, pouzivany na Ustavu lékaiské biofyziky LFUK v Hradci
Kralové [15], je jeden z b&nych systému pouZivanych v nemocnicich a
soukromych praxich. Studenti jsou seznameni s timto systémem hned v za-
¢atcich vyuky, coz muze byt velmi vyhodné v jejich budouci praxi. Vyse
uvedené vyukové schéma lze bez (vét$ich) uprav vyuzit nejen pii vyuce
lékarstvi na vysokych skolach, ale naptiklad také na stfednich zdravotnic-
kych nebo veterinarnich skolach.

Struktura kurzu

Kurz Mikroskopie [13] byl rozdélen do nasledujicich zékladnich Gasti:
Uvod (zakladni popis konstrukce mikroskopu a jeho vyuziti); Teorie (hlavni
¢ast kurzu Mikroskopie, vysvétleni matematickych a fyzikalnich principta
pro prakticky kurz, co se bude pocitat a které rovnice se vyuziji); Vzorové
otazky (vybér vzorovych otézek se spravnymi odpovédmi); Vzorovy test
(vzorovy test pro procviceni); Navod (jak pouZivat zafizeni a popis po-
stupu méfeni); Video tutorial [14] (podrobny step-by-step video navod na
méfeni a zpracovani dat); Protokol (interaktivni protokol s automatizova-
nou kontrolou vypoétu ve formé excelovského souboru); Slovnitek pojmi;
Otazky a odpovédi; Online chat (chat s vyu¢ujicim); Dotaznik (otézky pro
zpétnou vazbu pro kurz Mikroskopie).
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Interaktivni protokol

Interaktivni protokol je tabulka (.xlsm) se zapnutymi makry vytvofena
v MS Excel 2007 a MS Visual Basic for Applications (VBA). Protokol ob-
sahuje tfi MS Excel listy. Prvni je pouze omezen na vkladani namérenych
hodnot. Druhy je kompletné odemknuty a slouzi studentim k vypoctim.
Treti list (obr. 1) je éastetné odemknut, kde odeméené interaktivni buiiky
jsou barevné zvyraznény a slouzi ke vkladani vysledku (vloZzena data —
Sedé pozadi; spravna odpovéd — zelené pozadi; nespravna odpovéd — Cer-
vené pozadi). Tladitko ,,Odeslat Data‘“ slouzi k odeslani vybranych dat a
vysledki do centralniho lékaiského informa¢niho systému.

Protokol - datové karta
Prakticka cvifenl z 1€kafské biofyziky
Mé&Feni mikroskopickych objektd - Zubni lékafstvi

isic Io;| 3864521232 | Cislo vzorku: 32
Jméno a piijmeni: Jan Novak Skupina: 10 Podskup.: 1
Pokud neni uvedeno jinak, vklddejte hondoty zaokrouhlené na 3 platné &islice.

Naméfend hodnota Frekvence |

4 0

5 =

6 16

7 18

8 9

9 2

10 0

11 0

12 0

Statistické zpracovani

Aritmeticky pramér [um): 6,2 |
Vyb&rovd smérodatné odchylka[pum]: 2
Stfedni chyba priméru[pm]: 03
Variaéni koeficient [ %]: 16,50% Odeslat Data

Obr. 1 Ukéazka ¢asti interaktivniho protokolu — Mikroskopie

Bunky v tabulce pouzivaji podminéné forméatovani ménici barvu pozadi
bunky, pomoci néjz informuji studenta o spravnosti zapsaného vysledku.
Studenti nejsou nikterak limitovani a mohou k vypoc¢tiam kromé MS Excel
pouzivat i jiné programy nebo i bé&znou kalkulacku. Nicméné kvilli zao-
krouhlovacim chybam a pfipadnym vypocetnim aproximacim muze stu-
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dent ziskat vysledek, ktery se mirné lisi od vysledku vypocitaném v proto-
kolu (skrytém v pozadi buiiky jako ovéfovaci hodnota). Proto byl ovéfovaci
systém naprogramovan tak, aby akceptoval vysledky v uréitém rozsahu
ohrani¢eném dvéma limitami. Horni limita je nastavena jako ovérovaci
hodnota X zvySena o 1 % (1,01X), dolnf pak sniZend o 1 % (0,99X). Po
studentech je zaroven vyzadovano, aby vysledky spréavné zaokrouhlili, tj.
dle konvence, nebo dle pfesnosti méfici metody, popf. na t¥i desetinna
mista, coz je zaroven uvedeno v napovédé protokolu a napovédé v pii-
slusnych buiikach. Jelikoz originalni zaokrouhlovaci funkce programu MS
Excel nepracuji vzdy spravné, musela byt i pro tyto tacely naprogramo-
véna specialni ov&fovaci funkce v prostfedi VBA MS Excel. Vystup této
speciélni ovérovaci funkce je hodnota true nebo false, ktera je pak vyuzita
podminénym formétovanim. Zelené pozadi (obr. 1) pole odpovida hodnoté
true a znadi spravnou odpovéd vloZenou studentem, Gervené pozadi pole
znadi opak.

Vyhoda interaktivniho protokolu spoé¢iva v okamzité zpétné vazbé. Stu-
dent ihned vidi, zdali je jeho vysledek vypocteny z vlozenych méfenych dat
spravny. Predchézi se tak zdlouhavému hledani chyb ze strany studenta,
¢asto vyzadujicimu konzultaci s vyucujicim, coz Set¥i velké mnozstvi Casu.

Pro ucely vyuky v lékaistvi byla v souboru naprogramovana funkce,
ktera zpracuje vybrana data a vysledky do souboru XML [16] v datovém
standardu DASTA [17] a odesle do centralniho lékaiského informac¢niho
systému pro dalsi zpracovani. V centralnim lékarském informadnim sys-
tému méa kazdy student svoji kartu pacienta. Hodnoty (vysledky) z proto-
kolu mohou byt sparovany s kartou konkrétniho pacienta vyuzivajici paci-
entova ID (typicky &islo ISIC karty), tudiZ student ma piistup k vysledkiim
protokolu skrz laboratorni hodnoty v karté pacienta.

Ndvod

Obr. 2 ukazuje vylepSeny podrobny pracovni navod ,krok za krokem*
[16]. Kazdy krok pracovniho postupu ,krok za krokem* je doplnén piislus-
nymi fotografiemi ovladacich prvku zafizeni a pouzitého software. Kli¢ové
body méfictho postupu jsou barevné zvyraznény v textu.

Video tutoridl

Video tutorial [16, 17] slouzi jako uceleny soubor postupt ,,krok za kro-
kem* od zapnuti zafizeni (mikroskopu), pfes ostfeni, kalibraci, zachazeni
se vzorkem, aZ po export ziskanych hodnot méfreni do souboru MS Excel.
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2 Kalibrace

« Otodenim hlavice pod stolk ikroskop bjektiv zvétiujici 60x (objektiv s modrym pruhem). Vioite na stolek
mikroskopu kalibraéni sklitko (dodé vyudujici) a zaostiete pomoci dvojice mikrodroubd (je umisténa vievo dole na téle
mikroskopu) na kalibraéni obrazec ASPECT - jedné se o sadu ¢tvercd s délkou strany 20 ym, 100 pm, 200 pm, 500 pm, 1000
pm a 5000 pm.

* Vprog LevenhukLite spustte sniméani obrazu kliknutim na nazev kamery Levenhuk1000.

« Sejméte obraz kalibra¢niho obrazce ASPECT kliknutim tladitko SNAP:

siamemMalwNunn.

Obr. 2 Ukézka ¢asti podrobného pracovniho navodu

Statistické hodnocent

Vysledky byly zpracovany, porovnéany a statisticky vyhodnoceny v MS
Excel 2016 a NCSS 2007 (NCSS LLC, Kaysville, UT, USA. www.ncss.com).
Byl pouzit chi-kvadrat test. Hodnota P < 0,05 byla povazovana statisticky
vyznamnou.

Uspé&nost nové zavedenych vylepSeni e-learningového byla hodnocena
s vyuzitim vysledki z rigoréznich testt reprezentujicich téma Mikroskopie.
Byly porovnany individualni i celkové tirovné tispésnosti v feSeni typizova-
nych otazek v rigoréznim testu 2020,/2021 (po vyuziti modifikovaného in-
teraktivniho e-learningového kurzu Mikroskopie) oproti rigordéznimu testu
2019/2020 (pfed modifikacemi). V t&chto testech téma Mikroskopie repre-
zentovaly 2 kategorie typizovanych otazek:

LASER - intenzita/energie/optika;

OKO — geometricka optika.

Individualni irovné tdspésnosti byly stanoveny z vysledu typizovanych oté-
zek konkrétni kategorie a celkové urovné uspéSnosti byly stanoveny ze
v8ech typizovanych otazek v daném testu jako podil spravnych odpoveédi
k celkovému poctu odpovédi.
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Priklady TeSenyjch typizovanijch otdzek

LASER (piiklad 1): Na plochu 1 mm? dopada z laseru 3,9 - 1019 fotonii
za 1 s pii intenzité 10 mW - m~2. Jaka je vlnova délka (v nm) pouZitého
svétla? Dgj probiha ve vakuu. [776 nm]|

Resend. PFi FeSeni této tlohy je klidem nalézt (fyzikalni/matematické) spo-
jeni mezi zadanymi veli¢inami — intenzitou I a vlnovou délkou A\ zafeni.
Vyjdeme z definice intenzity I jako mérné veli¢iny (zafivého) vykonu P na
jednotku plochy S

I:%:lo mW - m~2, (1)

Déle vime, Ze (zafivy) vykon P vyjadiuje préci (v tomto piipadé energii E)
vykonanou (v tomto piipadé vyzafené laserem a dopadajici na danou plo-

chu) za jednotku Casu ¢

P= % 2)

Laser vyzafuje velky pocet N fotoni, které dopadaji na definovanou plochu
S a kazdy mé energii Fy, takze celkova energie E vyzafena laserem

E=NE;=39-10"E;. (3)
Energii jednoho fotonu Ef urcuje vztah
Ef = hf7 (4)

kde h je Planckova konstanta (h = 6,63-1073% J-s) a f je frekvence fotonu
svétla vyzarovaného laserem.

K vyfeSeni tulohy potfebujeme nalézt vztah obsahujici vinovou délku
fotonu . Pro vypocet vinové délky svétla plati

c
A=, )
7 (5)
kde ¢ je rychlost svétla, takze pro energii fotonu dostaneme vztah
c

Celkova energie vyzéarenych fotona

(&
E=Nh—-
:, 7
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vykon zareni laseru
c

E=Nh— 8
<, (3)
a intenzita jeho svétla
Nhc
OMST ©)

Ze vztahu (9) ur¢ime vlnovou délku zafeni laseru a po dosazeni ¢iselnych
hodnot v nenasobnych jednotkach dostaneme
Nhe . 3,9-1019.6,63-10734-.3-108

A\ = - =775,71-10"° m = 776 nm.
tS 102-1-10-6 m ’ m o

LASER (piiklad 2): Rubinovy laser je pumpovan z xenonové vybojky,
jejiz spektralni maximum je 560 nm. Energie vyboje zptisobi prechod elek-
tront v rubinovém laseru do excitovaného stavu. Tento stav je nestabilni
a excitované atomy ztratou energie 0,428 eV prechézeji do metastabilnfho
stavu. Prechod mezi metastabilnim a zakladnim stavem je pracovni pre-
chod rubinového laseru. Vypoc¢téte vlnovou délku svétla (v m) vyzafova-
ného rubinovym laserem v prostiedi o indexu lomu 1,4. [4,96 - 10~7 m]
Resent. K vyTeSeni této tlohy je zapotiebi nejprve urcit energii pracovniho
pfechodu a z ni vypodcitat vlnovou délku s pfihlédnutim k prostiedi, ve
kterém se svétlo Siti.

Aktivni prostiedi laseru se musi skladat z atomi, které kromé zaklad-
niho stabilntho stavu (zdkladni energetické hladiny pfislugného elektronu)
FEy maji alesponi jeden nejvyssi excitovany nestabilni stav F, a alespon je-
den nizsi metastabilni excitovany stav E,, (alespoi tfi-hladinovy systém).

Okamiity pfechod
2 nestabilniho stavu
do metastabilniho se

ztratou energie

Ez
............ Vo Ec=> En

1. L
ZDROJ ' -I
Mo ' ; .
W g  Aktivni ;
- ﬁ § prostredi laseru | oo
Excitace fotonem (pracovni pfechod)
2z budiciho zdroje ‘ vyzaFenim fotonu
Ep => E; . ED v Em => Ep

Obr. 3 Piechody mezi energetickymi hladinami v tfi-hladinovém systému ak-
tivniho prostredi laseru
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Princip funkce laseru je nésledujici. Nejprve jsou atomy aktivniho pro-
stfedi laseru excitovany absorpcemi fotont (obr. 3 — 1.) o energiich Ep;
vyzafovanych primarnim zdrojem (napf. xenonovou vybojkou). Elektrony
atomt pfitom prechazeji ze zékladni energetické hladiny Ey na vySsi ener-
getickou hladinu F,. Zaroven plati:

Ep = E, — Ey. (10)

Tento excitovany stav je vSak nestabilni a atomy témét okamzité (pfiblizné
za 1078 s) piechazeji na o néco nizi, metastabilni energetickou hladinu E,,
(obr. 3 — 2.), se ztratou energie E, (v konefné fazi jde o ztraty ve formé
tepla). Zde plati E, = E, — E,;,, neboli

E, = E, + En. (11)

V tomto stavu atomy setrvavaji pfiblizné 103 s. Poté jeden z atomd,
jehoz elektron prejde zpét do klidové hladiny Fy jako prvni, vyzaii foton
o energii Fpy (obr. 3 — 3.), pro niz plat{

Epy = E,,, — E. (12)

Tento foton narazi do jednoho ze sousednich atomu aktivniho prostiedi la-
seru, neni absorbovén, ale vyvola (stimuluje) v ném pfechod do zakladniho
klidového stavu, opét za vyzafeni fotonu o energii Fpy, ktery méa zaroven
stejnou fazi, jako foton, ktery prechod zptsobil. Mame tedy fotony dva,
které dale narazeji do sousednich atomu a kazdy z nich vyvola pfechod
téchto atomi do zakladniho stavu, ¢imz vzniknou dalsi dva fotony. Cel-
kem tak mame 4 fotony se stejnou energii a fazi. Cely proces lavinovité
pokracuje (obr. 4). Vzniki tak proces stimulované emise.

Vzajemnym porovnanim a substituci vztahi ((10), (11) a (12)) dosta-
vame vysledny vztah mezi energiemi fotoni Ep; a Eps a ztratovou ener-
gii E,

Ery :Ez+Em_EO :Ez+EF2;

neboli
Fpy = By — E,. (13)

Energii fotonu Eprs emitovaného aktivnim prostfedim laseru spocitame
substituci vztahu (6) za Ep; a dosazenim zadanych hodnot pro vlno-
vou prvniho fotonu z xenonové vybojky A; = 560 nm a ztratovou energii
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E, = 0,428 €V do vztahu (13). Nejprve je v8ak nutné prevést zadané hod-
noty do nenasobnych jednotek A; = 560 nm = 560 - 10~ m,

E, =0,428 eV = 0,428 - 1,602 - 1071 J = 0,686 -1071° J
(e = 1,602 - 1071 C je elementarni naboj). Po dosazeni vychazi energie
FErs emitovaného fotonu

C
EF2:hX_EZ:

3107 0,686 - 10—19> J=287-107"*17J.  (14)
560-10—9 7 '
Nakonec k urceni vlnové délky emitovaného fotonu Ao vyuZijeme vztah
podobny vztahu (6). Vinova délka emitovaného fotonu A je v8ak uréovana
aktivnim prostfedim laseru (krystal rubinu), kde se svétlo §ifi pomaleji nez
ve vakuu, a to rychlosti v, pro kterou plati

. 108
3 T — o mes !, (15)

n 14

kde n je (absolutni) index lomu rubinového krystalu (n = 1,4).

= (6,63 .1073.

N

o

4

¥

)

VA |
...‘0000000....

-—
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Obr. 4 Lavinovy proces stimulované emise v aktivnim prostfedi laseru

Po tprave vztahu (6) a dosazeni rychlosti svétla ze vztahu (15) ziskame
vyslednou vlnovou délku emitovaného svétla v aktivnim prostiedi laseru

(rubinovém krystalu)
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OKO (piiklad 1): Dva navzajem spojené balonky jsou od sebe vzdaleny
5,4 m. Z jaké nejvétsi vzdalenosti (v m) je zdravé oko dokaZe rozlisit jako
samostatné objekty? [1,9 - 10* m]

Reseni. K vyfeSeni této tlohy si nejprve musime popsat pojem souvisejici
se zrakovou ostrosti, tj. minimalni Ghel rozliSeni oka neboli minimum se-
parabile. Jedné se o nejmensi mozny thel paprskit vychézejicich ze dvou
bodt a vstupujicich do oka, kdy je oko jesté schopno rozlisit obrazy téchto
bodu (promitajicich se na sitnici oka) jako dva samostatné (nesliji se do
vjemu obrazu jednoho bodu). Vychézi se pFitom z optické geometrie oka,
prumeérné hustoty fotoreceptoru ve zluté skvrné sitnice oka a predpokladu,
ze dva obrazy jsou vnimany jako samostatné, pokud je mezi nimi na sitnici
oka alespoii jeden receptor neaktivovany t&mito obrazy (obr. 5; velikosti
bodt, obrazi, fotoreceptoru a velikost thlu nejsou z divodu nézornosti
v odpovidajicim méfitku). Fyziologickd hodnota minimum separabile tak
vychazi 1/, coz je pfiblizné 0,3 - 1073 rad.

minimum separabile
1'=0,3-10? rad

Obr. 5 Schematické znazornéni minimum separabile

Nyni je mozné s vyuzitim goniometrickych funkci spocitat vzdalenost
balénkt od oka tak, aby je oko stéle rozlisilo jako dva samostatné objekty.

minimum separabile

Obr. 6 Schematické znazornéni pozorovani balénki okem
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Obr. 6 schematicky znazoriuje oko, pozorujici dvojici balonki svaza-
nych provazkem o délce d = 5,4 m z nejvétsi mozné vzdalenosti x. Pa-
prsky dopadajici z balénki do oka pii tom sviraji minimalni thel rozliSeni
oka o = 1’ a tvof{ rovnoramenny trojihelnik o vySce x a zakladné d.
Rozpitlime-li si tento trojuhelnik symetricky podél jeho vysky, ziskame
tak dva pravouhlé trojthelniky o zakladné d/2, vysce x a vrcholovém thlu
a /2. Mezi zékladnou d/2 (strana protilehla vrcholovému thlu), vyskou z
(strana prilehla vrcholovému thlu) a vrcholovym thlem «/2 pravotuhlého
trojuhelniku pak plati znamy vztah

tg > %
2 T
Upravou vztahu (16) a dosazenim zadanych hodnot pro vzdéalenost balonki
d = 5,4 m a minimum separabile ve stupnich o« = 1’ = (1/60)° ziskame
maximalni moznou vzdalenost x, ze které je zdravé oko schopno rozlisit
pozorované balénky jako samostatné objekty,
d/2 L

== - =1,9-10* m.
g5 tg (L0

(16)

OKO (priklad 2): Pouhym okem pozorujeme dvé rovnobézné ¢ary na ta-
buli vzdalené 12 m. Jak velkd musi byt mezera mezi témito ¢arami (v m),
abychom je dokazali rozlisit? [0,0035 m)]

Resent. Jedna se o obdobu predchoziho ptikladu. K vyfeSeni tedy potie-
bujeme znat hodnotu minimalniho thlu rozliSeni a sestavit vztah mezi
vzdalenosti tabule x = 12 m, mezerou mezi ¢arami d a minimalnim thlem
rozliSeni oka o = 1'.

minimum separabile
v @=1"=0,3-10% rad

-.,5:3,.

A

Obr. 7 Schematické znazornéni pozorovani rovnobéznych ¢ar okem
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Z obr. 7 odvodime stejnym postupem jako v predchozim pfipadé vztah
mezi vySe zminénymi veli¢inami (16). Naslednou upravou vztahu (16) zis-
kame hledanou velikost mezery mezi pozorovanymi rovnobéznymi ¢arami:

(1/60)°

(07
d=22tg S =2.12.¢
Ty 87

m = 0,0035 m.

Vysledky

Doba trvani praktické ¢asti laboratorniho cvi¢eni z Mikroskopie v pre-
zen¢ni formé v akademickém roce 2020/2021 byla okolo 2 hodin. To je
pfiblizné patnactiminutové zkraceni oproti akademickému roku 2019,/2020.

Individualni tirovné aspésnosti (obr. 8) pro oba typy otazek (LASER
a OKO) ukazuji signifikantni (P = 0,031 a P = 0,006) zlepSeni v testu
2020/2021 v porovnani s testem 2019/2020.

Srovnani vysledkd testii 2019/20 vs. 2020/21

70,0
60,0
I
= 50,0
-1 — l——
W
3 40,0
o — —
H
S 300
= —
=
g 20,0 2020/2021
wi
10,0
2019/2020
0,0
LASER OKO
= 2015/2020 30,3 50,4
=2020/2021 38,4 61,3

m2019/2020 ® 2020/2021
Obr. 8 Porovnani celkovych trovni aspésnosti pro konkrétni test a typ otazky
Také celkové trovné uspéSnosti testu 2020/2021 jsou signifikantné

(P < 0,001) lepsi (vyssi) v porovnani s testem 2019/2020, coZ je vidét
v Tabulce 1.
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Skolni rok Pocet odpovedi

spravné 277
2019/2020 celkové 686
pomér |%)] 40,4
spravné 301
2020/2021  celkové 604
pomér (%] 49,8

hodnota P < 0,001

Tabulka 1 Srovnani celkovych drovni GspéSnosti v zavéretném testu

Diskuze

Vyuziti inovovaného interaktivniho e-learningového kurzu Mikroskopie
ve Skolnim roce 2020/2021 pfineslo zlepSeni v mnoha ohledech.

Prvnim piinosem vylepseného e-learningového kurzu Mikroskopie [13]
s novym video tutoridlem [14] bylo uSet¥eni ¢asu potifebného ke zvladnuti
praktické ¢asti laboratorniho cviceni. Nicméné malé mnozstvi praktickych
cviceni uskuteénénych v prezenéni formé ve studijnim roce 2020,/2021, nez
pfisel lockdown, neumoziiovalo dostateéné statistické vyhodnoceni. Pfesto
bylo vidét, ze b&éhem praktickych cviceni méli studenti vice ¢asu na zpra-
covani protokolu z naméfenych hodnot a uéitelé stravili méné ¢asu s vy-
svétlovanim méticich postupti. USetfeny Cas byl vénovan vysvétlovani ne-
zbytnych fyzikalnich principt, problematickych témat tohoto predmétu a
diskusi se studenty. To dfive nebylo mozné.

Inovovany e-learningovy kurz signifikantné zlepsil znalosti studentt v mi-
kroskopii, coz bylo prokizano ve vSech statistickych srovnéni individual-
nich i celkovych trovni aspésnosti u obou typi (LASER a OKO) otéa-
zek. Statistické srovnéani ukazalo signifikantné lepsi vysledky v testu skol-
niho roku 2020/2021 s porovnanim s testem ve Skolnim roce 2019,/2020.
Nicméneé vysledky nemohly byt normalizovany vii¢i moznym riznym vstup-
nim znalostem studentii ve studijnim roce 2019,/2020 oproti roku 2020,/2021,
protoze z divodu pandemie virové choroby covid-19 se v roce 2020 neko-
naly pfijimaci zkousky na Lékafskou fakultu Univerzity Karlovy v Hradci
Kralové. AvSak diky dostateénému mnozstvi studenti testovanych v obou
testech a zvySeni celkové tispésnosti o vice nez 9 %, povazujeme vysledky
dostate¢né priikazné.

Matematika — fyzika — informatika 31 (2) 2022 139



Piedlozeny e-learningovy kurz Mikroskopie [13, 14] i jeho obsah jsou
zéroven zaloZeny na znalostech stfedoskolské fyziky a matematiky a kurz
je koncipovan tak, aby jej bylo mozné bez nutnosti aprav vyuZzit pfi vyuce
na stiednich skolach.

Zavér

VylepSeny kurz pomohl snadnéji a v kratsim case zvladnout métici ¢ast
v praktickém cvic¢eni, coz umoznilo ucitelim zamérit se na dillezité otazky
daného tématu.

Inovovany e-learningovy kurz statisticky signifikantné zlepsil testované
znalosti studentd v mikroskopii.

E-learningovy kurz Mikroskopie je zaloZen na znalostech stfedoskolské
fyziky a matematiky a je koncipovéin tak, aby jej bylo mozné bez nutnosti
aprav vyuzit pfi vyuce na stfednich skolach.

Podékovani. Prace byla podpofena programem PROGRES Q40-09.
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INFORMATIKA

Stroje |

JAN LASTOVICKA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V tomto seridlu se podivame na zéklady kombindtorového kalkulu. Jedna
se o velmi jednoduchy model vypoctu postaveny na nékolika zékladnich
funkci, které se nazyvaji kombindtory. Poutavost kalkulu spoc¢iva v tom, Ze
libovolny vypocet, ktery jsme schopni provést na poé¢itaci, mizeme vyjad-
it vhodnou aplikaci kombinatori. Zakladni rysy kombinatorového kalkulu
si predstavime na jednoduché deskové hte.

Zakladni stroje

Stual pred vami je herni deskou, kterou v ramci hry povazujeme za vy-
robni linku. Ze ¢tvrtky vyrobte ¢tvercové karticky o hrané 6,5 cm. Dvé
z nich popiste nasledovné.

Zohod Up%esni.

druhy 4
= 8]
D24 &l

Kazda karticka predstavuje stroj. Tyto dva stroje se nazyvaji zdkladni.
Ostatni stroje budeme tvofit jen pomoci nich.

Karticka vzdy urcuje jméno stroje. Napiiklad ,, Upfesni. Tu¢n4 pismena
ve jméné tvoii zkratku stroje. Zkratka U zastupuje stroj ,,Upfesni“ a Zd
stroj ,,Zahod druhy.“ V pravém dolnim rohu karticky miZe byt uveden
popis ¢innosti stroje. Zapis vysvétlime za chvili.

Stroj muzeme umistit na vyrobni linku. Vyrobni linka mize obsahovat i
vice stroji, ale jejich karticky se nesmi dotykat. Umistéte na vyrobni linku
oba stroje.

Libovolnému stroji na vyrobni lince mtzeme wurcit vstup. Za vstup mu-
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zeme vzit libovolny stroj na vyrobni lince. Stroji, kterému vstup urcujeme,
rikdme operdtor.

Vstup stroji ur¢ime tak, ze jej umistime pod néj a odsadime o sitku
jedné karticky. Napfiklad stroji Zd urc¢ime vstup U:

Zohod
druhy eopewitor
Y ]
: Up%esni.
odsazent € vstup
' 8]
' bl

Stroj s uréenym vstupem je opét strojem. Ziskali jsme tedy stroj Zd
s jednim uréenym vstupem U.

7 duvodu uspory mista budeme stroje znézoriiovat za pouziti jejich
zkratek. Predchozi situaci zkracené vyjadiime nésledovné:

Zd

U

Miizete si vyrobit kolik chcete kopif kartic¢ek libovolného stroje. Udélame
si kopii stroje Zd. Stroji Zd se vstupem U, uréime stroj Zd za vstup:

/d

1
id]

Ziskany stroj urcuje stroji, ktery jiz jeden vstup ma, dalsi vstup. Na
situaci se muzeme také divat tak, Zze jsme obdrzeli stroj Zd, ktery ma
urcené dva vstupy: stroje U a Zd. Predchozi stroj miizeme vnimat i takto:

operdtor
prvne vstup
druhy vstup
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Pokud ma zékladni stroj uréeny dostatek vstupt, mizeme jej spustit.
Stroj Zd vyzaduje ke spusténi dva vstupy a stroj U vstupy tfi. Spus-
tény stroj odstranime z vyrobni linky. Stroj Zd navic odstrani i druhy
vstup. Vysledkem spusténi stroje Zd bude prvni vstup, ktery nahradi
misto spousténého stroje. Volné feceno spusténi stroje Zd vede k zahozeni
druhého vstupu. Odtud pochéazi i jméno stroje: ,,Zahod druhy.* Cinnost
stroje U popiSeme za chvili.

Proménu vyrobni linky po spusténi stroje Zd znéazorhuje nésledujici
obrazek.

Pokud prohodime potadi vstupt, spusténi stroje povede k jinému vy-

sledku:

2d  —lzd]
/d
y

Vysvétlime si popis ¢innosti stroje Zd, ktery je uvedeny v pravém dol-
nim rohu jeho karticky:
4

A

Vstupy stroje budeme znacit pismeny z pocatku fecké abecedy. Prvni
vstup oznaéime jako alfa («), druhy beta (), t¥eti gama (), ¢tvrty delta

(9). .. Napiiklad:

U (e

Zd|5
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Preskrtnuté vstupy odstranime z vyrobni linky. U stroje Zd je preskrt-
nuty vstup S a proto odstranime druhy vstup. Zbyde prvni vstup oznaceny
pismenem «, ktery bude i vysledkem spusténi stroje.

Stroj ,,Upfesni.“ vyZzaduje ke spuSténi tii vstupy. Nékteré stroje mu
vybereme za vstupy a oznacime je a, 3 a :

J

[d| o

U5
[Zd]~y

Stroj pracuje tak, ze provede kopii vstupu 7. Poté uréi stroji o za vstup
stroj . Tim obdrzi stroj «'. Dale urdi stroji 8 za vstup kopii stroje ~.
Takto ziska stroj B’. Nakonec stroji o’ uré¢i za vstup stroj 8’. Spusténim
stroje U z predchozi vyrobni linky ziskdame stroj:

Zd|oe P
Zd|[Y
U5

Volnéji muzeme fici, ze stroj U po spusténi upfesni stroje « a S stejnym
strojem ~ a poté upfesnénému stroji a uréi za vstup upfesnéni stroje 3.
Odtud pochéazi nazev stroje ,,Upfesni.“ Nyni by nam jiz mél byt jasny
popis ¢innosti stroje U:

Obecné pocet pouzitych pismen v popisu ¢innosti urcuje kolik vstupt
stroj vyzaduje. Pfeskrtnuté vstupy odstranime z vyrobni linky a vyrobime
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kopie vstupi, které jsou v popisu znazornény vicekrat. Takto ziskanym
strojim ur¢ime vstupy podle znézornéni feckych pismen na popisu.
V predchozim stroji lze stale spustit stroj Zd:

/d

/d|o
U

/d

s 5 S P

Jeho spusténim ziskame stroj:

/d

Celou proménu vyrobni linky mizeme zachytit obrazkem:

Ul —zd  —[
Zd /d
U U

zd] zd]

Postupné spousténi stroji nazyvame vygrobou. Pokud uz zadny stroj
spustit nemuzeme, obdrzeli jsme vijrobek. Pfedchozi obrazek zachycuje vy-
robu, kde posledni stroj je vyrobkem.

Tento dil zakon¢ime otazkou: Co bude vyrobkem néasledujiciho stroje?

U

/d

/d
U
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Skupinové testovani

ANTONIN JANCARIK - TOMAS KEPKA
Pedagogicka fakulta UK, Praha — Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Béhem pandemie covid-19 byla ¢asto diskutovana kapacita testovacich
zalizeni a moznosti, jak ji navysit. Jednou z metod, ktery byla v praxi
skute¢né realizovana, bylo i poolovani. Jedna se o metodu, kdy je smi-
chano a soucasné testovano vice vzorka. V praxi bylo poolovani pouzito
tak, Ze test probihal ve dvou krocich. V prvnim kroku byly testoviny malé
skupiny vzorki (dle doporuceni MZCR o velikosti 6-10 vzorkit). Pokud
néktera skupina byla pozitivni, byl ve druhém kroku testovan kazdy vzo-
rek dané skupiny samostatné. V tomto ¢lanku predstavime metody sku-
pinového testovani (Combinatorial group testing), které stoji na pomezi
mezi matematikou a informatikou a které umoznuji pfimo v prvnim kroku
testu detekovat konkrétni infikované vzorky. Prezentované algoritmy jsou
dostupné zaktm stfednich 8kol a vyuzivaji predevsim vlastnosti zapisu
¢isla v soustavé o jiném zakladu.

1. Skupinové testovani

Metody skupinového testovani (Group testing) byly poprvé predstaveny
v roce 1943 jako nastroj pro ekonomicky vyhodnéjsi testovani vzorku krve
vojakt (Dorfman, 1943). Cilem pouZiti matematickych metod je sniZeni
poctu testi, které je nutné realizovat, oproti stavu, kdyby byl kazdy vzorek
analyzovan samostatné. Je zjevné, ze metody pro testovani krve lze pfimo
prenést na PCR testovani vzorki covid-19. Ukazuje se vSak, Ze metody,
které byly puvodné pfipraveny pro potieby zdravotnictvi, jsou uplatnitelné
v mnoha dalsich oblastech, jako je kontrola kvality vyrobku ¢i prohledavani
souborovych ulozist.

V tomto textu se budeme nejprve zabyvat pouze piipady, kdy vSechny
testy musi probihat v jednom okamziku a pocet ,infikovanych* vzorki je
velmi maly. Predstavime znamé algoritmy na nalezeni jednoho, dvou a t¥i
yinfikovanych® vzorkt. Pri¢emz u testu sméfujicim k nalezeni tii infiko-
vanych vzorkid predstavime test v drobné modifikaci, kterda v nékterych
pripadech prinési zlepSeni oproti doposud znamym testtim. V navrzenych
metodach, na rozdil od soucasnych pozadavki praxe, neuvazujeme zadné
omezeni na pocet vzorki, které lze smichat a testovat soucasné.
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2. Nalezeni jednoho vadného vzorku

Na pfipadu jednoho infikovaného vzorku si predstavime postupy, které
jsou pri skupinovém testovani pouzivany a otazky, které si miazeme v sou-
vislosti s testovanim klast.

Cilem je nalézt jeden ,infikovany“, resp. ,,vadny* vzorek mezi n vzorky.
Ulohu Ize rozdélit na dva piipady, na piipad, kdy vime, Ze je pravé jeden
vzorek infikovan a pripad, kdy muze predpokladat, Ze je nejvySe jeden
vzorek infikovan. Dalsi dalezitou otazkou je, zda test dokaze odhalit pripad,
kdyby mezi vzorky bylo vice infikovanych a upozornit na tuto skutecnost.

Uloha tohoto typu je ¢asto FeSena, ¢tenaitim doporu¢ujeme piedeviim
knihu Dennisa E. Shashy, kde téma testovani krve predstavuje pomérné
atraktivni formou (Shasha, 2005, s. 30-35).

Uloha 1

Predpokladejme, ze mame n = 27 vzorki, pfi¢emz pravé jeden z téchto
vzorki je infikovany. Navrhnéte postup, jak pomoci co nejmensiho pocétu
testi zjistit, o ktery vzorek se jedna, za predpokladu, ze v pribéhu jednoho
testu miuzete smichat vice vzorka dohromady a test vyjde pozitivni pravé
tehdy, kdyZ jeden ze vzorka byl infikovan.

Resent. Kazdému ze vzorki prifadime index X = X,_; ... Xy, ktery od-
povida zéapisu jeho poradového ¢isla v binarni soustavé, tedy X, € {0,1}.
Nyni sta¢i provést pravé q testl, pfiCemz v testt i, 0 < ¢ < g, otestujeme
v8echny vzorky, pro jejichZz index plati X; = 1.

Protoze ze zadani vime, Ze pravé jeden ze vzorku je pozitivni, muzeme

snadno sestavit jeho index. Pokud X; = 1 v pfipadé, Ze test ¢ byl pozitivni,
v opa¢ném piipadé X; = 0.
Diskuze FeSeni. Takto navrzeny algoritmus je velmi efektivni, dokaZe na-
lézt konkrétni infikovany vzorek v ¢ase O(logyn), tedy napiiklad mezi
tisicem vzorki je schopen infikovany identifikovat na zakladé pouhych 10
testi. Na druhou stranu v kazdém testu musi byt vzdy zahrnuta polovina
sledovanych vzorkt, coz mutze prevySovat technické moznosti realizace.

Test v predlozené podobé neni schopen rozligit piipad, kdy mezi na-
kazenymi vzorky neni zadny infikovany od pfipadu, kdy ma infikovany
vzorek pofadové ¢islo 0. Tento problém by bylo mozné odstranit pfidanim
jediného testu.

Stejné tak neni test schopen identifikovat, zda mezi testovanymi vzorky
neni vice nez jeden infikovany. Tento problém by §lo fesit pomoci zdvoj-
nésobeni poctu testl, kdy pro kazdou pozici X; by jeden test ovéfoval,
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vzorky pro které X; = 1 a druhy X; = 0. Takto upraveny test by byl scho-
pen urcit, zda jsou v8echny vzorky negativni, rozpoznat infikovany vzorek
za predpokladu, Ze je pravé jeden a urcit, Ze v testované sadé je vice nez
jeden infikovany vzorek. Tato situace nastéava v piipadé, kdy pro nékteré
i budou oba testy spojené s touto pozici pozitivni. Ve specialni piipadé,
kdy tato situace nastane pravé pro jedno i, je test schopen presné uré¢it i
oba infikované vzorky.

3. Nalezeni dvou vadnych vzorku

V rozsifeném testu z predchoziho pfikladu mize ale nastat situace, kdy
oba testy vyjdou pozitivni pro dvé (a vice) raznych pozic. Piedpokladejme,
ze oba testy vychézi pozitivni pro pozice i a j a testovana sada obsahuje
pravé 2 infikované vzorky. Za této situace nemame zadny indikator, dle
kterého by bylo mozné rozhodnout mezi moznosti, Ze jeden z infikovanych
vzorkii mé na pozicich i a j kombinaci (0,0) a druhy (1,1) a moznosti, Ze
prvni ze vzorkd m4 na pozicich i a j kombinaci (1,0) a druhy (0,1).

V nejhor§im mozném piipadé muze nastat situace, kdy vSechny testy
vyjdou i pfi pouhych dvou infikovanych vzorcich pozitivné, a to v pri-
padé, kdy prvni vzorek ma index X, ;... Xp a druhy X ;... Xj, kde
{X; X[} ={0,1} pro v8echna i.

Tuto situaci lze samoziejmé Fesit tak, ze budeme pro kazdou dvojici in-
dexi testovat, kterd z moznosti nastava. Ve skute¢nosti vSak neni potieba
testovat v8echny piipady, které pro danou dvojici mohou nastat, ale pouze
jeden z nich, tedy by stacilo pridat (%) testi, kde pro dvojici (4, j) by byly
testovany vSechny vzorky, kde X; = 1 = X;. Napfiklad pro otestovani jiz
vysSe zmihovaného tisice vzorka by stacilo pfidat 65 testi. Takto navrzeny
test vSak jde jesté vylepsit.

Uloha 2

Predpokladejme, ze mame n = 37 vzorku, pfi¢emz nejvyse dva z téchto
vzorki jsou infikované. Navrhnéte postup, jak pomoci co nejmensiho poctu
testi zjistit, o ktery vzorek se jedna, za predpokladu, ze v pribéhu jednoho
testu muzete smichat vice vzorka dohromady a test vyjde pozitivni pravé
tehdy, kdyZ jeden ze vzorka byl infikovan.

Reseni. Kazdému ze vzorki piifadime index X = X, ... Xo, ktery odpo-
vida zapisu jeho pofadového ¢isla v soustavé zakladu 3, tedy X, € {0,1, 2}.
Soucasné provedeme 3q + (g) testli. Jednu skupinu testit budou obsahovat
testy, ve kterych budeme vzdy pro kazdou pozici testovat vSechny vzorky,
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kde X; = j, j = 1,2,3. Téchto testi je 3¢g. Druhou skupinu testi budou
obsahovat testy, ve kterych pro kazdou dvojici indext (7,), 0 <i < j < ¢,
testujeme vSechny vzorky, pro néz X; = X;.

Pokud zZadny z prvni skupiny testti nevysel pozitivni, testovana skupina
neobsahuje zadny infikovany vzorek. Pokud pro kazdou pozici vysel pravé
jeden pozitivni test, obsahuje testovana skupina préavé jeden infikovany
test a jeho index na kazdé pozici odpovida testu, ktery byl pozitivni.

Pokud u praveé jedné pozice vysly dva pozitivni testy a pro ostatni pozice
jen jeden pozitivni test, obsahuje testované skupina dva infikované vzorky
a jejich indexy uré¢ime snadno.

Zbyvéa tedy diskutovat pripad, Ze pro dva a vice pozic vySly dva pozitivni
testy (t¥i nemohou vyjit, protoZe soubor obsahuje nejvyse dva infikované
vzorky).

Pfedpokladejme, Ze pro pozice i, j vysly prvni skupiné testu vzdy dva
pozitivni testy. Mohou nastat pouze dva piipady:

1. Pro oba indexy vysly pozitivni testy pro stejné dvé ¢islice (ozna¢me je

a, b), mohou tedy nastat dvé situace:

a. Oba infikované vzorky maji na pozicich 4, j stejné &islice a test
s indexem (4, j) z druhé skupiny testl je pozitivni.

b. Oba infikované vzorky maji na pozicich ¢, j rtizné ¢islice a test s in-
dexem (4, 7) z druhé skupiny testt je negativni.

2. Pro oba indexy vysly pozitivn{ testy pro rtzné dvojice ¢islic. Protoze
ale mame k dispozici jen t¥i rtzné &islice, musi byt testy pro jednu
z Cislic pozitivni pro oba indexy. Predpokladejme tedy, ze pro index ¢
vysly pozitivni testy pro éislice a, b a pro index j vySly pozitivni testy
pro ¢cislice b, c. Opé&t mohou nastat jen dvé situace:

a. Jeden infikovany vzorek ma v indexu na pozicich ¢, j €islice (a,c)
a druhy vzorek méa na téchto pozicich ¢islice (b,b) a test s indexem
(i,7) z druhé skupiny testii je pozitivni.

b. Jeden infikovany vzorek ma v indexu na pozicich i, j &islice (a,b)
a druhy vzorek mé na téchto pozicich ¢islice (b, c) a test s indexem
(4,4) z druhé skupiny testd je negativni.

Diskuze. Prechod od binarni soustavy k soustavé o zakladu tii pfinesl
vyznamné vylepSeni testu, napf. pro vySe zmifiovanych 1000 vzorka po-
tfebujeme 42, tedy o 23 testti méné, nez u predchoziho algoritmu. Na-
vic v kazdém testu postaci testovat tfetinu vSech vzorki, oproti poloviné
u predchoziho testu. Efektivita celého testu vychézi z ¢iselného zékladu,
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ktery byl zvolen tii pravé proto, aby bylo mozné rychle testovat ptripady
dvojic.

4. Nalezeni tii vadnych vzorka

Eppstein, Goodrich & Hirschberg (2007) pfedstavili ve svém ¢lanku
algoritmus, ktery je schopen nalézt az t¥i vadné vzorky. My zde v tomto
¢lanku predstavime mirné vylepSenou verzi tohoto algoritmu, ktera spociva
v tom, Ze algoritmus modifikujeme pro soustavy o rizném zékladu.

Mgjme n = k% vzorkiu, které budou ocislovany pomoci ¢isel v sou-
stavé o zakladu k, tedy pomoci ¢isel ve tvaru X = X,_;...Xo s ¢isli-
cemi X, € {0,1,...,k—1}. Nyni X pfedstavuje konkrétni ¢islo z mnoziny
{0,1,...,n — 1}, p pozici &islice v zapise ¢isla (tedy p € {0,1,...,q — 1}),
a v je ¢islici v dané soustavé (tedy v € {0,1,...,k —1}).

Nyni sestavime matici M tak, Ze bude mit n sloupcii (tedy kazdy slou-
pec odpovida jednomu vzorku) a kazdy jeji fadek odpovidé jednomu testu.
Radky budou obsahovat pouze nuly a jednicky. Pokud je ve sloupci nula,
nen{ piisludny vzorek zahrnut do testu, pokud je ve sloupci jednicka, nao-
pak pfislusny vzorek je soucasti testu.

Matice M méa k2 (g) fadki. Radek (p,p’,v,v") matice M je spojen s po-
zicemi ¢islic p a p’ (kde p < p’) a &islicemi v a v'. M[(p,p’,v,v"), X] =1,
pravé kdyz X, =v a X, =v'.

Nyni oznaéme testys(p, p’,v,v’) vysledek (1 pro pozitivni a 0 pro ne-
gativn{) testu, ktery odpovida radku (p,p’,v,v") v matici M. Pro tplnost
dodefinujme pro p’ > p, Ze testps (p’, p,v,v") = testpr (p,p’, v,0").

Pomoci funkce testy; miazeme definovat nasledujici t¥ funkce:

test g (p, v) mé hodnotu 1 pokud néjaky test ukazuje na pozitivni vzorek,
ktery mé ¢islici v na pozici p a hodnotu 0, pokud takovy test neexistuje.
Jinymi slovy testp(0,v) = 0, pravé kdyz Zi:ol testas(0,1,v,4) = 0, jinak
testp(0,v) = 1.

f L k-1 ) .

Pro p > 0, testg(p,v) = 0, pravé kdyz >, testas(0,p,i,v) = 0, jinak
testg(p,v) = 1.

test1(p) predstavuje pocet &islic, pro které byl detekovan pozitivni vyskyt
na pozici p. Tedy, testl(p) = Zf;ol testp(p, 0).

test2(p, p’) oznadime podet usporadanych dvojic &islic, pro které je za-
znamenén pozitivni vyskyt na uvedenych pozicich. Jinymi slovy

k—1k—-1

teSt2(p7p/) = Z Z teStM(p7p/7 7’7])

i=0 j=0
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Nyni uréime pocet vadnych vzorku a jejich ¢iselné oznaceni.

Necht T' = max(test1(p)).

Pokud T' = 0, nejsou v souboru zadné vadné vzorky.

Kdyz T = 1, pak test 1(p) = 1 pro v8echna p. Ozna¢me X, takovy
prvek, pro ngjz testp(p, X,) = 1. Pak existuje pravé jeden vadny vzorek
X =X4-1... Xo.

Kdyz T = 3, pak existuji pravé 3 vadné vzorky. Necht p je takové, Ze
testl(p) = 3 a X,,, Xp,, Xp, takové, ze testg(p, Xp,) = 1. Pak pro kazdé p’
rizné od p a X, existuje prave jedno X, tak, Ze test (p, ', Xp, Xp) =1
Hledané vadné vzorky pak odpovidaji ¢islim X; = X 41y, ... Xo,.

Zbyvé tak vyresit pripad, kdy T = 2. Mohou nastat dva pripady,
max(test2(p, p’)) = 2 a max(test2(p,p’)) = 3.

Necht max(test2(p,p’)) = 3. Potom existuji pravé tii vadné vzorky.

Necht p, p' je takové, ze test2(p,p’) = 3 a X, Xp,, X, X,y takové, ze
testar (p,p', Xp,, Xpr) = 1 a testp(p, Xp,) = 1. Potom pro kazdé p’ rizné
od p a Xp, existuje pravé jedno X, takové, zZe testa (p,p', Xp,, Xpr) = 1.
Pak jeden hledany vzorek odpovida ¢islu X = X(,_1), ... X(0;). U dalSich
dvou vadnych vzorkt zname ¢islici na pozici p (ktera je u obou vzorku
stejnd) a na pozici p’, kde se ¢islice vadnych vzorku lisi. Vhodnou kombi-
naci obou vlastnosti miZeme opét s pouzitim funkce test; urcit u vadnych
vzorki ¢&islice na vSech ostatnich pozicich.

A nakonec zbyva vytesit pfipad, kdy T = 2 a max(test2(p,p’)) = 2.
Ukézeme, Ze v tomto piipadé existuji pravé dva vadné vzorky, jejich uréeni
pak neni naroc¢né.

Predpokladejme, Ze existuji 3 vadné vzorky a p je takové, Ze test1(p) = 2.
Potom jeden vzorek (nazvéme ho A) ma na pozici p &islici v a dalsi dva
vzorky (nazvéme je B a C) zde maji ¢islici u (riznou od v). ProtoZe
vzorky B a C jsou rizné, musi existovat pozice p’, na které maji roz-
dilné ¢islice. Potom ale test2(p,p’) = 3, coZz je ve sporu s predpokladem
max(test2(p,p’)) = 2.

5. Diskuze

Algoritmus jsme predstavili v podobé, kdy si mtuzeme volit zaklad sou-
stavy, ve které Cislujeme jednotlivé vzorky. V situaci, kdy pocet vzorku
neni presné k7, miZzeme doplnit sestavu neutralnimi vzorky do nejblizsi
mocniny ¢isla k a nésledné postupovat pfesné dle predlozeného algoritmu.

Algoritmus je samoziejmé nejefektivnéjsi v okamziku, kdyZ pocet vzorku
je mocninou zvoleného zékladu. V néasledujici tabulce pro mocniny malych
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¢isel ukazujeme, kolik testi je pfi rizném zakladu potieba pro nalezeni tii
vadnych vzorki.

16 | 25 | 27 | 32 | 64 | 81 | 125 | 128 | 243 | 256 | 512 | 625 | 729 | 1024
k=2 |24 40 | 60 84 112 | 144 180
k=3 27 54 90 135

16 48 96 160
k=5 25 150

Z uvedené tabulky vidime, ze v nékterych pripadech miZe byt pocet
testlt vétsi, nez pocet testovanych vzorki. Potom je samoziejmé efektiv-
néjsi testovat kazdy vzorek samostatné. S nariistajicim poctem vzorki se
pouziti navrzeného algoritmu, oproti samotnému testovani kazdého vzorku
samostatné, stava stile vyhodnéjsim. Vidime také, Ze pocet potiebnych
kroku je velmi zavisly na bézi, kterou volime, napiiklad pro 625 vzorkiu
je vyhodné&jsi pouzit bazi 3 (a testovat vlastné 729 vzorki), neZ pouZit
béazi o zakladu 5, kterd by se v tomto pfipadé nabizela, ale vyzadovala
0 15 testi vice.

6. Zavér

Prace s daty a algoritmizace patii mezi zakladni témata, kterym se ma
vénovat nové koncipovany pfedmét Informatika. V ¢lanku jsme predstavili
nékolik algoritmi, které vychéazi z problémi praxe a které se uvedenym
tématim vénuji. Jejich vyhodou je, Ze jsou relativné jednoduché, vyuzi-
vaji pouze zakladni matematické znalosti (pfedevsim zapis ¢isla v soustave
o jiném zakladu), zaroven velmi srozumitelné oteviraji otazky spojené se
spravnosti a efektivitou algoritmu, které jsou pro rozvoj algoritmického
mysleni zasadni.
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JUBILEUM

FrantiSek Kufina — 90 let Zivota — 60 let spoluprace

Tato vzpominka je ohlédnutim za kontakty eme-
ritntho profesora Univerzity Hradec Krélové Fran-
tiska Kufiny s Casopisy Matematika a fyzika ve gkole
(MFVS) a Matematikafyzika-informatika (MFT).

Profesor Frantisek Kufina (* 1932) napsal v letech
1962 az 2022 pro oba Casopisy témeér 50 prispévka.
Prvni z nich, ktery se nasi redakci podafilo dohledat,
vysel v MEVS, predchiidei naseho ¢asopisu, jiZz v roce
1962, a to v ¢&isle 3. Mél nazev Pripominky k tématu
geometrickd mista bodi, posledni pak v 1. ¢isle MFI
v roce 2022 s ndzvem Matematika pro vsechny nebo
matematika pro kaZdého. Na téchto dvou ¢lancich je patrny charakteris-
ticky celozivotni rys Kufinovy tvorby — vyjadfeni postoje k aktualnim
otazkdm matematického vzdélavani. V roce 1962 slo o pfipominky k nové
ucebnici geometrie pro 7. ro¢nik, v roce 2022 pak o pojeti pfipravované
reformy 2030+.

Kufinovy ¢lanky jsou raznorodé. Od ¢lankt se ,,spolecenskou® temati-
kou az k zasadnim ¢lankim didaktického charakteru. Do prvni kategorie
nalezi napf. ¢lanky K novému pojeti vyucovdni matematice (1965), Co
s mnozinami na prondém stupni (1981), Matematika jako zdklad evropské
vzdélanosti (2008), zpravy o konferencich, vyroc¢ich apod. Do druhé ka-
tegorie patii zhruba 20 ¢lanki, které jsou jadrem Kufinovy tvorby. Pii-
pomeiime z nich nap¥. Postaveni geometrie v soucasné skole (1996), Ma-
tematika a kalkuly (2008), Rozumét nebo umeét (2011). Témér ve vsech
Kufinovych ¢lancich se objevuje mnozstvi vhodné vybranych tloh.

Od vzniku naSeho ¢asopisu v roce 1991 pracoval prof. Kufina vice nez
deset let také v jeho redakéni radé. Jsme radi, Ze spojil své usili o zlep-
Sen{ vyuky matematiky pravé s naSim Casopisem a piejeme si, aby naSe
spoluprice pokracovala i v dalsim obdobi.

Redakce MFT pieje Frantiskovi, ktery své zivotni jubileum oslavi v po-
loviné ¢ervna letosniho roku, pfedev8im hodné zdravi, osobni pohody a
dostatek tvircich sil.

Jaroslav Svréek (vedouci redaktor MFT)
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LITERATURA

Recenze knihy F. Kufiny Puvab elementarni geometrie

Knihu prof. Frantiska Kufiny Pivab elementdrni
geometrie vydalo v roce 2021 nakladatelstvi Gaude-
amus Univerzity Hradec Kralové. Kniha o rozsahu
225 stran neni souvislym vykladem geometrie, vy-
bér obsahu jednotlivych, na sobé jen méalo zavislych
kapitol, autor podrizuje zakladnimu cili — ukazat za-
jimavost a ptvab elementarni geometrie, predestiit
¢tenari hezké, nékdy i prekvapujici problémy, ukazo-
vat alternativni moznosti jejich feSenf a FeSenim tloh
jej vtahnout do intelektualné narocné, ale tim také
pritazlivé matematické ¢innosti.

Velmi rtznorody obsah knihy je mozné stru¢né charakterizovat heslovi-
tym vyctem témat, kterym se vénuje. Postupné jsou to: elementdrni ma-
tematika, obsahy obrazci a objemy téles, geometrickd zobrazeni, dikazy
geometrickych vét, mnohouhelniky, metrické prostory, problematika déleni
uhli, afinity a kolineace, kombinatorickd geometrie, chyby v matematice a
axiomatika. V kazdé této oblasti autor ukazuje zajimavé a vétsinou snadno
formulovatelné véty, problémy a tlohy, pfi jejichz dukazech a feSenich se
Ctenar setka s duvtipnymi metodami a elegantnimi postupy. Cely text vni-
mavému ¢tenafi dokonale ukazuje krasu matematiky, specialné geometrie.

Jazyk publikace je velice ¢tivy, text neni znehodnocen prehnanou formu-
la¢ni presnosti, ¢tenaf neni odrazovan nadmérnym uzivanim slozité sym-
boliky. Je to autorova dlouholeta pedagogicka zkuSenost, kterd umoziuje
tohoto dosdhnout, aniz by byla dotéena matematicka korektnost vykladu.
Nejen vyborny vybér matematické matérie, ale i tato formalni stranka
zpusobuje, ze ¢teni knihy je pro ¢tenafe prijemnym potéSenim.

Podle mého nazoru bude mit kniha profesora Kufiny Siroké spektrum
¢tenart. Vétsina jejitho textu miiZze oslovovat i studenty stifednich skol,
velmi uzite¢né a inspirativni bude pro studenty ucitelstvi matematiky i pro
uditele, pfinosna bude pro kazdého zajemce o matematické mysleni, a jisté
bude zajimava i pro profesionalni didaktiky matematiky.

Jiri Cihldr
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ZPRAVY

Ustfedni kolo 71. ro¢niku MO
kategorie A

Usttedni kolo 71. ro¢niku Mate-
matické olympiady kategorie A po
dvou odkladech zpusobenych kovido-
vou pandemii uspofadala krajska ko-
mise MO Usteckého kraje v Tepli-
cich za velké podpory vedeni mist-
niho gymnazia. VS8ichni soutézici, ¢le-
nové Ustiedni komise komise MO a po-
zvani hosté byli ubytovéani v hotelu Pa-
norama, v jehoz dvou vétsich mistnos-
tech také soutéz probéhla. Slavnostni
zahajeni ustfedniho kola se uskutec-
nilo v nedéli 20. bfezna v neorene-
santni aule Gymnézia Teplice. Sou-
tézici a hosty privital Feditel gymna-
zia RNDr. Zdenék Bergman, radni Us-
teckého kraje Ing. Jindra Zalabdkovd,
predsedkyné Jednoty Ceskych matema-
tikt a fyzikd doc. RNDr. Alena Sol-
covd, zastupce feditele Matematického
astavu AV CR doc. Dr. Ing. Miroslav
Rozloznik, DSc., dékan Matematicko-
fyzikalni fakulty UK v Praze doc.
RNDr. Mirko Rokyta, CSc. a pred-
seda Ceské matematické spole¢nosti
prof. RNDr. Lubos Pick, CSc., DSec.
Po tvodnich projevech néasledovala
tradi¢né skvéla, motivacéni prednéaska
doc RNDr. Jaromira Simsi, CSc.

Na zakladé jednotné koordinace
uloh krajského kola kategorie A po-
zvala Ustiedni komise MO k ucasti
v ustfednim kole 50 nejlepsich ucast-
nikil, mezi kterymi bylo 14 divek. Sou-
téze se vSak zucastnilo pouze 49 nej-
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trojic soutéznich tloh méli soutézici po
oba dny, 21. a 22. 3. 2022, vzdy 4,5 ho-
diny cistého c¢asu. Za kazdou tlohu
mohli soutézici ziskat nejvyse 7 bodu
(s celoCiselnymi bodovymi zisky).

Organizatori zavéreéného kola MO
pfipravili pro soutézici a pro cleny
Ustfedni komise MO pestry dopro-
vodny program. Odpoledne po prv-
nim soutéZznim dnu absolvovali sou-
tézici i Clenové ustifedni komise MO
spole¢nou prochézku centrem Teplic.
Poté nasledovala exkurze v mistni bo-
tanické zahradé a po veceri koncert
barokniho orchestru teplické konzer-
vatofe v kapli Neposkvrnéného poceti
Panny Marie mistnitho gymnézia vy-
zdobené v beuronském stylu. Druhy
den to pak byl spole¢ny vylet do hor-
nického mésta Krupka spojeném s pro-
hlidkou $toly Svaty Martin a po vecefi
probéhl program v teplické hvézdarné.

Vyhlaseni vysledki soutéZe a pie-
dani cen nejlepsim Fesitelim III. kola
MO se uskutecnilo ve stfedu 23. bfezna
dopoledne opét v Beuronské kapli.
Predseda UK MO doc. RNDr. To-
md$ Bdrta, Ph.D. v zavéretném pro-
jevu podékoval celému tymu organiza-
tort, predevsim pak fediteli Gymnéazia
Teplice a predsedkyni krajské komise
MO v Usteckém kraji Mgr. Pavle Hof-
manové, za kvalitni p¥ipravu a mimo-
fadné zdafrily prubéh celého tstfedniho
kola.

Podle organiza¢niho fadu MO bylo
vyhlaSeno deset vitézti ustfedniho
kola, z nichz Tomds Flidr z G v Ko-
jetingé jako jediny zcela vyfeSil po-
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sledni ulohu a ziskal tak plny po-
c¢et 42 bodu. Dale bylo ocenéno tri-
néct uspésnych resitelia. Podrobné vy-
sledky 71. ro¢niku Matematické olym-
piddy najdete na strankdch http:
//www.matematickaolympiada.cz/
cs/olympiada-pro-stredni-skoly/
71-rocnik-21-22. Tam také najdete
vzorova TeSeni soutéznich tloh, jejichz
zadani uvadime.

21. brfezna 2022

1. Na papife je v fadé vedle sebe
napsano 71 nenulovych realnych &isel.
Plati, ze kazdé ¢islo kromé prvniho a
posledniho je o jedna mensi nez soucin
jeho dvou sousedt. DokaZte, Zze prvni a
posledni ¢islo se rovnaji.

(Josef Tkadlec)

2. Rekneme, ze kladné celé cislo k
je spravedlivé, pokud pocet 2021mist-
nych palindromi, které jsou nésobky k,
je stejny jako pocet 2022mistnych pa-
lindromd, které jsou nésobky k. Obsa-
huje mnozina M = {1,2,...,35} vice
téch Cisel, ktera jsou spravedliva, nebo
t&ch, ktera spravedliva nejsou? (Palin-
dromem nazyvame pfirozené &islo, je-
hoz dekadicky zapis se Cte zleva do-
prava stejné jako zprava doleva.)

(David Hruska, Josef Tkadlec)

3. V ostrothlém ridznostranném
trojahelniku ABC' oznatme M stfed
strany BC' a N stfed oblouku BAC
jeho kruznice opsané. Déle oznacme w
kruznici s primérem BC a D, E prise-
&iky w s osou tthlu BAC. Body D', E’
lezi na kruznici w tak, Ze ¢tyiftahelnik
DED’'E’ je pravotihelnik. Dokaite, Ze
body D', E’', M, N lezi na jedné kruz-
nici.

(Patrik Bak)
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22. brfezna 2022

4. 'V  konvexnim ¢étyrahelniku
ABCD plati |AB| = |BC| = |CD|.
Oznacéme P prusecik jeho thlopficek
a O1, Oy stfedy kruznic opsanych po
fadé trojuhelnikim ABP a CDP. Do-
kazte, ze ¢tyruhelnik O1 BCO3 je rov-
nobéznik.

(Patrik Bak)

5. Najdéte vSechna cela ¢isla n, pro
ktera je ¢islo
2" 4 n?
druhou mocninou né&jakého
cisla.

celého

(Tomds Jurik)

6. Pri pokusu o kolonizaci Marsu za-
plavilo lidstvo sluneéni soustavu 50 sa-
telity, které mezi sebou vytvorily 225
komunika¢nich linii (kazda linie exis-
tuje mezi jednou dvojici sateliti a
z&dné dva satelity mezi sebou nemaji
vice nez jednu linii). Rekneme, Ze tro-
jice satelitd je propojend, pokud aspon
jeden z nich mé vytvorené komunika¢ni
linie s obéma ostatnimi satelity. Urcete
nejmensi a nejvétsi mozny pocet pro-
pojenych trojic satelitti. (Poradi sate-
liti ve dvojicich ani trojicich nerozli-
Sujeme.)

(Jdn Mazdk, Josef Tkadlec)

Vsichni vitézové a vybrani tspésni
fesitelé byli na zavér pozvani na vybé-
rové soustiedéni, které probéhlo v Kos-
telci na Cernymi lesy v dubnu 2022,
po némz bylo rozhodnuto o sloZeni ¢es-
kych druZstev pro 63. mezindrodni ma-
tematickou olympiddu a 16. stfedoev-
ropskou matematickou olympiddu ko-
nanych v Cervenci a srpnu letosniho
roku.

Pavel Caldbek
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UstFedni kolo 71. ro¢niku MO
kategorie P

Ustfedni kolo 71. roéniku Matema-
tické olympiady kategorie P se ko-
nalo v Teplicich ve dnech 23.—25. 3.
2022. Jako obvykle pfimo navazovalo
na ustfedni kolo MO kategorie A.
Gymnéazium v Teplicich bylo povéfeno
usporadanim soutéze jiz pred dvéma
lety, ale v roce 2020 a nésledné i v roce
2021 nebylo mozné prezencni soutéz
uspofadat kvili epidemii koronaviru.
Ust¥edni kola 69. a 70. ro¢niku MO ka-
tegorie P proto probé&hla formou online
soutéZe. Az letosni t¥eti pokus se vyda-
fil a 71. roénik se dockal ,norméalniho*
ustifedniho kola v Teplicich.

Vybér ucastnikt tstredniho kola se
provadi na zakladé vysledkti dosaze-
nych v krajském kole. Krajské kolo
MO-P se tentokrat konalo v utery 18.
1. 2022, tedy v dobé vrcholici epide-
mie. N&ktefi z pozvanych tspésnych fe-
Sitelit domaciho kola se proto soutéze
nezucastnili, i kdyz v8echny krajské ko-
mise MO vstficné nabidly soutézicim
nachézejicim se v karanténé nebo izo-
laci moZnost soutézit distanénim zpi-
sobem. Nakonec v krajském kole souté-
zilo celkem 72 studenti, z nichz 35 se
stalo tspéSnymi Tesiteli a 30 nejlepsich
z nich postoupilo do kola tstifedniho.

Ustfedniho kola se zucastnilo 28
ze 30 vybranych soutézicich. Nejvetsi
zastoupeni mély tradi¢né kraj Praha
s osmi ucastniky a Jihomoravsky kraj
se sedmi ucastniky. Z jednotlivych §kol
bylo nejvice zastoupeno gymnazium na
tf. Kpt. Jarose v Brné, odkud pfijelo
soutézit 5 studenti. Ctyfi kraje nemély
v letosnim udstfednim kole zadného fe-
sitele. Jedenact ucastniki bylo z nema-
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turitnich ro¢nikd, jeden z nich dokonce
z 9. t¥idy zakladni 8koly. Z celkového
poctu 28 soutézicich se 10 zucastnilo
také ustfedniho kola MO kategorie A,
které probihalo na stejném misté na za-
¢atku tydne. Tito studenti tedy ztstali
v Teplicich cely tyden, v némz absolvo-
vali obé ustfedni kola po sobé.

Celé ustfedni kolo MO vyborné pii-
pravili pracovnici Krajské komise MO
Usteckého kraje a Gymnazia v Tep-
licich. Na pripravé a zajisténi od-
borné ¢asti tstfedniho kola MO kate-
gorie P se podileli zejména pracovnici
z Matematicko-fyzikalni fakulty Uni-
verzity Karlovy v Praze, ktefi se posta-
rali o pripravu soutéznich tdloh, opra-
vovani a vyhodnoceni odevzdanych fe-
Seni a pfipravu soutézniho prostiedi
pro praktickou ¢ast soutéze.

Pribéh letosniho tustfedniho kola
MO-P se nijak nelisil od ustfednich kol,
kterd jsme znali v poslednich letech
pfed koronavirem. VSichni ticastnici se
sesli ve stfedu vecer v teplickém hotelu
Panorama, kde byli ubytovani, a na ve-
Cernim zahajeni se seznamili s pravidly
a organizaci soutéze a zpusobem hod-
noceni soutéznich tloh. V prostorach
hotelu se konala i ¢tvrte¢ni teoretickd
Cast soutéze, zatimco na patecni prak-
tickou CGést se soutézici premistili do
pocitacovych uceben gymnazia. V pro-
storach skoly se pak uskutecnilo také
slavnostni zakonceni tstfedniho kola.

V prvnim soutéznim dnu studenti
fesi ve vymezeném ¢ase 4,5 hodiny tfi
teoretické ulohy. Tato Cast soutéze ma
podobny charakter jako krajské kolo,
zadané ulohy jsou zaméfeny na navrh
efektivnich algoritmi. Jedna z teore-
tickych dloh vyuziva né&jaky neobvykly
vypocetni model, ktery je zaveden pro
cely ro¢nik soutéze jiz v domacim kole
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a kazdy rok je jiny. Letosni model spo-
¢ival v programovani pohybu prizkum-
ného vozidla, které muze previzet ka-
meny mezi riznymi lokalitami. V pod-
staté se jednalo o programovani v ja-
zyce blizkém assembleru s velmi ome-
zenou sadou zékladnich instrukei. Re-
Seni teoretickych tloh opravuji a hod-
noti povéreni opravovatelé. Hodnoti se
nejen spravnost navrzeného algoritmu,
ale také efektivita zvoleného feSeni.

Druhy soutézni den je prakticky a
probihd v pocitacovych ucéebnach za
obdobnych podminek a podle stejnych
pravidel, jako jsou organizovany i mezi-
narodni stfedoskolské olympiady v in-
formatice. Kazdy soutézici pracuje na
pridéleném osobnim pocitaci se soutéz-
nim prostfedim a v prubéhu 4,5 ho-
diny ma za tkol vyTesit t¥i ulohy. Re-
Seni praktickych tloh je tfeba dovést
do podoby odladénych a plné funkénich
programu. Studenti odevzdavaji svoje
programy prostfednictvim vyhodnoco-
vactho soutézniho systému, odevzdané
programy jsou v pribé&hu soutéze au-
tomaticky okamzité testoviny pomoci
pfedem pripravené sady testovacich
vstupnich dat. Opét se hodnoti nejen
spravnost dosazenych vysledki, ale po-
moci nastavenych ¢asovych limitt také
rychlost vypoc¢tu. V bodovém hodno-
ceni lze diky tomu odlisit kvalitu raz-
nych feSeni z hlediska ¢asové slozitosti
pouzitého algoritmu. Kazdy resitel se
prubézné dozvida ohodnoceni svych te-
Seni, ma moznost feSeni opravit a ode-
vzdat ho opakované vicekrat. Vyhod-
nocovaci systém také automaticky pfi-
déluje body, takZze ihned po skonceni
praktické Céasti soutéze mame k dispo-
zici vysledkové listiny.

Tradi¢ni soucéasti ustfedniho kola
Matematické olympiaddy byva vzdy i
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zajimavy doprovodny program. Orga-
nizatori obvykle pfipravuji jiny vylet
pro ucastniky kategorie A a jiny pro
ucastniky kategorie P, aby byl pro-
gram stéle zajimavy i pro ty studenty,
ktefi soutézi v obou kategoriich. Za-
timco soutézici kategorie A méli letos
naplédnovanu prohlidku mésta Teplice,
navstévu hornického mésta Krupka a
hvézdarny v Teplicich, pro ucastniky
kategorie P byla pfipravena prohlidka
Usti nad Labem.

Celé ustfedni kolo 71. ro¢niku Ma-
tematické olympiady bylo zakonéeno
slavnostnim vyhlasenim vysledka ka-
tegorie P v aule Gymnézia Teplice.
Kazdé soutézni dloha byla hodnocena
maximalné 10 body, celkem tedy mohli
soutézici ziskat az 60 bodid. Letosni
ulohy se ovSem ukazaly byt znacné ob-
tizné, takze celkovy vitéz dosahl pouze
40 bodi. Za posledni praktickou tlohu
dokonce nikdo ze soutézicich neziskal
ani jeden bod, coZ se za 37 let trvani ka-
tegorie P dosud nestalo. Podle souctu
dosazenych bodt z obou soutéznich
dni dohromady se stanovi vysledné po-
fadi. V souladu s organiza¢nim fadem
Matematické olympiady se GspéSnymi
fesiteli stali ti studenti, kteri se umis-
tili na prvnich étrnacti mistech celko-
vého poradi. Sest nejlepsich z nich bylo
vyhlaSeno vitézi ustifedniho kola. Po-
mocné pravidla slouzi k urceni vza-
jemného poradi téch tspésnych souté-
zicich, ktefi ziskali stejny pocet bodu.
Vysledky tustfedniho kola 68. roc-
niku MO kategorie P

Vitézové

1. Robert Jaworski, 8/8, Gymnazium
Ustavni, Praha 8, 40 boda

2. Daniel Skypala, 8/8, Gymnazium
Olomouc-Hejé¢in, 38 bodu
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3. Kristyna Petrlikova, 4/4, VOS a
SPS Ji¢in, 37 bodi
4. Stépan Mikéska, 7/8, Gymnazium
t¥. Kpt. Jarose, Brno, 35 bodu
5. Petr Sicho, 8/8, Gymnéazium Jana
Keplera, Praha 6, 35 bodu
6. Benjamin Swart, 7/8, Mensa gym-
nézium, Praha 6, 34 bodua
Uspésni fesitelé:
7. Viktor Cthal, 2/4, Smichovskéa SPS
a gymnazium, Praha 5, 32 boda
8. Lukas Veskrna, 8/8, G J. Keplera,
Praha 6, 32 bodu
9. Jiti Kvapil, 8/8, G Olomouc-
-Hej¢in, 31 bodu
10. Lukas Tomoszek, 6/6, G Tfinec,
30 bodu
11. Adam Cervenka, 7/8, G tf. Kpt.
JaroSe, Brno, 30 bodu
12. Tomas Cajan, 4/4, G F. Palackého,

13. Véaclav Mastera, 8/8, G Pierra de
Coubertina, Téabor, 29 bodu
14. Petr Slonek, 7/8, G tf. Kpt. Jarose,
Brno, 28 bodu
Ostatni ucastnici: Adam Kundrat, 7/8,
G Brno—f{eékovice, 25 b., Prokop Ran-
dacek, 5/6, G F. X. Saldy, Liberec,
25 b., Richard Blazek, 8/8, G t¥. Kpt.
Jarose, Brno, 24 b., Martin Fof, 8/8,
Mendelovo gymnézium, Opava, 24 b.,
Filip Miiller, 4/4, G Na Vit&zné plani,
Praha 4, 23 b., Martin Cerveny, 4/4,
G Jirovcova, Ceské Budé&jovice, 22 b.,
Simon Genéur, 6/8, Biskupské gymnéa-
zium Brno, 22 b., Michal Pavlidek, 8/8,
Mendelovo gymnézium, Opava, 22 b.,
Erik Jezek, 9, ZS Svehlova, Praha 10,
20 b., Jan Sliva, 5/8, Mensa gymna-
zium, Praha 6, 18 b., Petr Hladik, 6/6,
G Mikulasské nam., Plzen, 16 b., Adam
Pavelka, 8/8, Mendelovo gymnéazium,
Opava, 15 b., Zdenék Pezlar, 8/8, G tf.
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Kpt. Jarose, Brno, 13 b., Denisa Vit-
kova, 3/4, SS informatiky a cestovniho
ruchu, Humpolec, 12 b.

Kompletni vysledkova listina je
umisténa na webu olympiaddy http:
//mo.mff.cuni.cz/. Na téZe strance se
také muZete seznamit se vSemi soutéz-
nimi dlohami a s jejich vzorovym fe-
Senim. Najdete zde i ulohy ze starsich
roénikid soutéze i aktudlni informace
tykajici se MO kategorie P.

Vsichni tspésni Tesitelé tstfedniho
kola 71. ro¢niku MO-P obdrZeli po-
zvani k tcasti v navazujicim vybéro-
vém kole. Jeho vysledky se séitaji s vy-
sledky dosazenymi v ustfednim kole
MO-P a tak se provadi vybér repre-
zentantli Ceské republiky pro ucast
v mezinarodnich soutézich. Vybérové
kolo ma stejny charakter tuloh, jako
praktickd cast tustfedniho kola, jeli-
koz podobné vypadaji i tlohy zadé-
vané na mezindrodnich olympiadach
v informatice. Na celosvétovou Mezi-
nérodni olympiaddu v informatice 101
kazdoro¢né vysilame Ctyirélenné druz-
stvo tvofené nejlepsimi fesiteli, za-
timco Stfedoevropské olympiady v in-
formatice CEOI se zucastni v pofadi
dalsi ¢tyfi mladsi soutézici vybrani
z téch, ktefi v tomto roce jesté nebudou
maturovat. Letosni soutéz 101 2022 se
bude konat v Indonésii ve dnech 7.—14.
8. 2022, podle situace v jednotlivych
zemich bude umoZnéna cast prezenéni
nebo distané¢ni. StFedoevropska CEOI
2022 se uskuteéni v chorvatském hlav-
nim mésté Zahiebu pravdépodobné ve
dnech 24.—30. 7. 2022. O prubé&hu a
vysledcich obou mezinarodnich olym-
piad v informatice vam podéme zpravu
v nékterém z dalsich ¢isel naseho ¢aso-
pisu.

Pavel Téopfer
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