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MATEMATIKA

K zakladnim vétam
o pravouhlém trojuhelniku

MARIE CHODOROVA — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Jiz na zakladni a déle i na stfedni skole se zaci seznamuji se tfemi diile-
zitymi vétami z geometrie pravothlého trojihelniku. Jsou jimi Eukleidovy
véty (o odvésnach a o vysce) a Pythagorova véta.

Diive nez pripomeneme jejich znéni, zavedeme nasledujici oznaceni,
které budeme vyuzivat v celém prispévku. V libovolném trojahelniku ABC,
jehoZ pata vysky D z vrcholu C je vnitfnim bodem strany AB, budeme
delky jeho stran znacit a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| a déle ¢, = |BD|,
¢ = |AD| a v, = |CD| — stejné jako v pravouhlém trojahelniku ABC
s preponou AB na obr. 1.

C

A Cb D Ca B
Obr. 1
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Véta 1 (Eukleidova — o odvésnéch)
Je-li ABC pravouhly trojihelnik s pfeponou AB, pak plati rovnosti

a’ =c-cq, V¥ =c-c. (1)
Véta 2 (Eukleidova — o vysce)
Je-li ABC pravouhly trojahelnik s pfeponou AB, pak plati vztah
V2 =cq - (2)

Véta 3 (Pythagorova)
Je-li ABC pravotuhly trojahelnik s pfeponou AB, pak pro délky jeho
odvésen a, b a délku ¢ pfepony plati rovnost

a’+b? =2 (3)

V nékterych ucebnicich matematiky pro 7S a SS se mizeme setkat
s alternativnimi formulacemi vyse uvedenych t¥{ v&t. Napf. v [1] je Pytha-
gorova véta formulovana nasledovné:

Véta 3’/
V kazdém pravotuhlém trojihelniku je druhd mocnina délky pFepony
rovna sou¢tu druhych mocnin délek obou odvésen.

V této formulaci Pythagorovy véty se vSak primérnému zakovi muze
ztracet struktura této véty, v niz se jedna o sloZenou vyrokovou formu ve
tvaru implikace.

Diikazy prvnich dvou vét (véta 1 a 2) se opiraji o uziti podobnosti troj-
tthelnikt. Snadno se totiz vidi (obr. 1), Ze podle véty wu plati

AABC ~ ACBD ~ ANACD.

Uvedenim odpovidajicich podobnostnich pomérii dostaneme (po jejich snad-
né tpravé) piimo vztahy (1) a (2).
Ze vztaht (1) a z rovnosti ¢, + ¢, = ¢ pak plyne pifmo (3). Plati totiz
>+ =c-cq+c-cp=clcqg+cp) =2,
coz dokazuje tvrzeni véty 3 (Pythagorovy).

Cilem dalsi ¢asti naseho pfispévku je poukazat na vyuziti nékdy méné
akcentovanych — obracenych vét k vétam 1-3, a to zejména pri feSeni kon-
krétnich dloh. NiZze uvedend trojice tvrzeni (vét) je totiz z praktického
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hlediska mnohem vice vyuziteln& nez jen napf. pti dikazech kolmosti dvo-
jice pfimek (usefek) nebo k ovéfeni skutecnosti, Ze trojuhelnik s danymi
prvky je pravotuhly.

V nasledujicich dvou vétach (véty 4 a 5) budeme predpoklddat, ze pata D
vysky z vrcholu C' v trojuhelniku ABC' je vnitinim bodem jeho strany AB
(obr. 2).

a
A Cp D Ca B

Obr. 2

Véta 4 (obracena véta k Eukleidové vété o odvésnach)
Jestlize v trojihelniku ABC plati a? = ¢- ¢, nebo b? = c- ¢, pak tento
trojthelnik je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C.

Diikaz provedeme pouze za predpokladu rovnosti a? = c-¢, (v p¥ipadé rov-
nosti b2 = ¢ ¢, lze postupovat analogicky). Z dané rovnosti v piedpokladu
véty tak plyne

Protoze navic

X ABC| = |xCBD|,
jsou trojuhelniky ABC a C'BD podle véty sus podobné. Vzhledem k tomu,
7e thel BDC je pravy (obr. 2), je pravy také tthel BCA, tj. trojuhelnik
ABC je pravothly s pravym thlem pii vrcholu C, coZ jsme chtéli dokéazat.

Véta 5 (obracena véta k Eukleidové vété o vysce)
Necht v trojuhelniku ABC plati v2 = ¢, - ¢, pak tento trojthelnik je
pravouhly s pravym thlem p¥i vrcholu C.
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Drikaz. Podle predpokladu véty plati

Ve Cp

Ca Ve

Odtud plyne, Ze trojihelniky ADC a CDB jsou podobné (sus), nebot
plati [ ADC| = |[xCDB| = 90° (vnitini thly pfi vrcholu D v obou troj-
tthelnicich jsou pravé, viz obr. 2). Pak ale |XCAD| = |[XBCD| = a a
|XCBD| = |[XACD| = B, viz obr. 2. Pro soudet vnitfnich ahlid v troji-
helniku ABC pfitom plati

a+ B+ (a+B) =2(a+ p) =180°,

tedy [ BCA| = a+ 8 = 90°, coz znameni, Ze trojihelnik ABC' je pravo-
uhly s pravym thlem p#i vrcholu C. Tim je dikaz uzavien.

Véta 6 (obracena véta k vété Pythagorove)

Jestlize pro délky a, b, c stran trojuhelniku ABC plati a? +b? = ¢2, pak
je tento trojuhelnik pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C.
Diikaz. Protoze plati a® + b = ¢2, je (a < ¢) A (b < ¢). Kromé toho plati
také

(a+0b)* = (a® +b*) + 2ab = ¢* + 2ab > *.

Odtud plyne a + b > ¢, coz predstavuje nutnou a postacujici podminku
pro existenci trojuhelniku ABC o stranach délek a, b a c.

Podle predpokladu pro délky a, b, ¢ stran trojuhelniku ABC plati
a? +0? =2 (4)
Uzitim kosinové véty v trojihelniku ABC' dostavame také
a® + b* — 2abcosy = ¢, (5)

kde v = | BCA|. Odettenim (5) od (4) pak po upravé obdrzime cosy = 0,
tj. v = 90°. To znamena, Ze trojihelnik ABC' je pravouhly s pravym thlem
pri vrcholu C, ¢imz je diukaz této véty ukoncen.

Zavérem uvadime trojici prikladi, v jejichz feSenich najdete pfimé apli-
kace vyse uvedenych zakladnich vét o pravothlém trojuhelniku. Posledni

z piikladt je uréen c¢tenaitim k samostatnému procviceni prezentované
problematiky.
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Priklad 1

Necht AC a BD jsou navzajem kolmé tusecky, které se protinaji v bodé P,
pro ktery plati |AP|: |CP| =1:4 a |BP| = |DP| = 4. Ur¢ete délku uhlo-
pricky AC ¢étyttuhelniku ABCD, ktery je tétivovy.

Resent. Ze zadani je patrné, ze ¢tyithelnik ABCD je deltoid, ktery je
osové soumérny podle piimky AC. Tento deltoid je tétivovy, praveé kdyz je
jeho thlopficka AC priamérem kruZnice tomuto deltoidu opsané, tj. pravé
kdyZ oba jeho vnitini ahly pii vrcholech B a D jsou pravé (jedna se tedy
o Thaletovu kruznici sestrojenou nad primérem AC).

Ozna¢me u = |AP|, pak |CP| = 4u (obr. 3). Podle véty 2 (Eukleidova
véta o vysce) v pravoihlém trojihelniku ABC plati

16 = 4> = |BP|?> = |AP| - |CP| = u - 4u,
tj.
4u? = 16.
Kladnym kofenem této ryze kvadratické rovnice je u = 2. Plati tedy

|AC| = |AP|+|CP| =u+4u =2+ 8 = 10.

D

B
Obr. 3

ZAVER. Uhlopiictka AC étyfuhelniku ABC D, ktery vyhovuje podminkam
ilohy, ma délku 10.
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Priklad 2

Necht AC a BD jsou navzajem kolmé tusecky, které se protinaji v bodé P,
kde |AP| = 27, |BP| = 64, |CP| = 48, |DP| = 36. Dokazte, ze ABCD je
pravouhly lichobéZnik s pravymi thly p¥i vrcholech C a D.

Resend. P feSeni této tlohy Ize zvolit nékolik moznych postupt, které se

Seni v8ak bezesporu pat¥i dvoji vyuziti véty 5 (obracené véty k Eukleidove
vEté o vysce).

V trojuhelniku BCD je patou vysky z vrcholu C priseéik P obou da-
nych, navzajem kolmych tsefek AC' a BD. Podle véty 5 tedy v trojuhel-
niku BC'D (obr. 4) plati

2304 = 48% = |CP|* = |BP| - |DP| = 64 - 36,

a proto je thel BC'D (podle véty 5) pravy.
D

36

27 48

64

B
Obr. 4

Podobné v trojihelniku AC'D s patou P vysky z jeho vrcholu D plati
1296 = 362 = |[DP|* = |AP| - |CP| = 27 - 48,
a tedy i ithel CDA je pravy.
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Tim jsme dokézali, ze ABCD je pravouhly lichobéznik s pravymi thly
pii vrcholech C' a D a se zékladnami BC' a DA (BC' || DA).

Jiné fesent vyuziva nejprve vétu 3 (Pythagorovu) v pravouthlych trojtuhel-
nicich BCP, CDP a DAP s pravymi uhly pfi vrcholu P. Plati tak
|BC|* = |BP)? +|CP|* = 64% 4 482 = 4096 + 2 304 = 6 400,
|CD|? = |CP|* + |DP|? = 48% + 36 = 2304 + 1296 = 3600,
|IDA* = |DP|* 4 |AP|* = 36% 4 27 = 1296 4 729 = 2025.
Dale pro délky stran trojuhelnika BC'D a AC' D pouZijeme obrdcenou vétu
k vété Pythagorové (véta 6). Plati, viz obr. 4,
6400 + 3600 = |BC|? + |CD|* =
= |BD|?> = (|BP| +|DP|)* = (64 + 36)? = 10000

a také

2025 + 3600 = |AD|*> + |CD|* =
= |AC|? = (|JAP| + |CP|)* = (27 + 48)* = 5625.
Odtud plyne, ze oba trojuhelniky BCD a ACD jsou pravouhlé s pre-

ponami po fadé BD a AC, a tudiz ABCD je pravouhly lichob&Znik se
zakladnami BC' a DA, coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 3 (XVII Olimpiada Matematyczna Juniorow, 2021/2022, viz [2])

Jsou déany dvé navzajem kolmé usecky AB a CD, které se protinaji
v bodé P. Je znamo, ze |AC| = |BD|, |AD| = |BP| a |DP| = 1. Urcete
délku usecky C'P.

Literatura
[1] Pomykalovd, E.: Matematika pro gymnézia — planimetrie (5. vydani). Pro-
metheus, Praha, 2018.

[2] Olimpiada Matematyczna Junioréw. Dostupné z: https://omj.edu.pl
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Z historie vyuky
infiniteziméalniho poctu 2

DAG HRUBY
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Tento text navazuje na ¢lanek [1], v jehoz zavéru bylo piipomenuto
vydani knihy Eduarda Weyra Pocet differencidlny v roce 1902. Protoze
brzy po vydani této knihy Eduard Weyr zemfel (1903), nedoslo k vydani
po¢tu integralniho, jak mél Weyr v tamyslu.

Knihu Pocet integrdlni, ktera méla byt pokrac¢ovanim knihy Eduarda
Weyra napsal na podnét JCMF Karel Petr (1868-1950). Byla vydana
v roce 1915 nékladem JCMF. Jako zajimavost uvadim, Ze na strané 101
této ucebnice se objevuji nasledujici pojmy: koneéné mnoZstvi ¢isel, horni
hranice mnoZstvi ¢iselného, dolni hranice mmnoZstvi ciselného. Zfejmé se
jedna o prvni uvedeni pojmu mnoZstvi v ucebnici matematické analyzy.
Z toho lze usuzovat, Ze v roce 1915 byl pojem die Menge (mnoZina) pre-
kladan do ¢estiny jako mnoZstvi. Petrova kniha byla podruhé vydana v roce
1931, opét nakladem JCMF. Soudésti tohoto druhého vydani je dodatek
s nazvem Uvod do teorie mnozZstvi, ktery napsal, na zadost Karla Petra,
Vojtéch Jarnik. Jak uvad{ v pfedmluvé Karel Petr, jedna se o prvni vyklad
teorie mnozstvi v Ceské Teci.
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Prvni vysokoskolskou uéebnici, ktera se soustavné zabyva teorii mno-
7in napsal Eduard Cech (1893-1960). Kniha Bodové mnoZiny byla vydana
nékladem JCMF (Jednota ¢eskoslovenskych matematiki a fysikd) v roce
1936. Na rozdil od Vojtécha Jarnika uz nepouziva pojem mnoZstvi, ale po-
jem mnoZina. Podle Karla Havlitka (Cesty moderni matematiky, Horizont
Praha 1976) se slovo mnoZstvi Spatné sklonuje a proto ¢e$ti matematici
volili slovo mnoZina, jehoz pady jsou jasnéji odliSeny koncovkami. V roce
1926 vychazi ndkladem J CMF kniha Uvod do poctu diferencidlniho, kterou
napsal Milo§ Késsler (1884-1961). V predmluvé Kossler uvadi, ze v knize
jsou vynechany témeér v8echny aplikace diferencidlniho poctu v geometrii,
fyzice a jinych pfirodnich védach a odkazuje ¢tenare na ucebnici Zdklady
matematiky ke studiu véd prirodnich a technickgch, kterou napsal Jan Voj-
téch (1879-1953). Vojtéchova kniha vysla v sedmi vydanich v letech 1916
az 1946, dotisky poslednich vydani v roce 1949. Jako pokracovani Kossle-
rovy knihy vychézi v roce 1938, nakladem J CMF, kniha Uvod do integrdl-
niho poctu, kterou napsal Vojtéch Jarnik (1897-1970). V roce 1942 vydava
JCMF v edici Cesta k védénd, sv. 20 publikaci Co je a nac je vyssi matema-
tika?, kterou napsal Eduard Cech (1893-1960). Uvodni ¢ast této knihy je
vénovana pojmu funkce, druhé ¢ast se zabyva spojitosti, limitou a derivaci
funkce, treti ¢ast je vénovana integralu a posledni ¢ast se zabyva meto-
dou postupného ptleni, obecnymi vlastnostmi spojitych funkci a derivace
a dikazem existence integralu. Po valce, v roce 1946, vychazi Jarnikuv
Uvod do poctu diferencidlniho. Pokratovanim této knihy je Uvod do poctu
integrdlniho, ktery vychazi v roce 1948. Tato kniha je podstatnym rozsi-
fenim Jarnikovy knihy stejného nazvu z roku 1938. Z ucebnic vydanych
v roce 1946 a 1948 vznikly postupné ¢tyfi slavné Jarnikovy ucebnice Dife-
renciding pocet I. (7. vydani v roce 1984), Diferencidlni pocet II. (4. vydani
v roce 1984), Integrdlni pocet I. (6. vydani v roce 1984), Integrdlni pocet
II. (3. vydani v roce 1984).

ferencialni’.  [ntegrilnl
ant{-chle.muk _p aé%t ({)

Vaojtéch Jarnik

Vojtéch Jarnik

ACADEMIA
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V dalsim textu se zaméfim na stfedoskolské u¢ebnice matematiky, které
byly vydany jesté v dobé Rakousko—Uherska. Jak bylo uvedeno v ¢lanku
[1], infinitezimalni pocet se stal soucasti osnov matematiky stfednich skol
az po roce 1908 v disledku Marchetovy reformy. V ramci této reformy byly
vydany nové osnovy pro gymnézia, realky, realnd gymnéazia a reformni re-
alnd gymnéazia. Prvni udebnice podle téchto novych osnov byly vydany
v roce 1910. Diive, nez se k nim vyjadiim, rdd bych prfipomnél nékteré
publikace, které se zabyvaji infinitezimalnim po¢tem a byly vydany pred
rokem 1908. V roce 1864 vysla kniha Pridavek k Algebie pro vyssi gym-
nasia 2|, kterou napsal Viclav Simerka, farar ve Slating. Simerkova kniha
Pridavek k Algebie pro vyssi gymnasia je prvni Cesky psanou publikaci,
ktera obsahuje diferencialni a integralni pocet. Puvodné byl tento text
soucasti jeho ucebnice Algebra cili poctdtstvi obecné pro vy$si gymnasia
[3]. Na této knize zacal pracovat na gymnéaziu v Ceskych Budgjovicich,
kde puisobil v letech 1853-1862 jako suplent. Jeho Sance na ustanoveni c.
k. profesorem byla na gymnaziu mala. Divodem byly, jak uvadi K. Cupr
[4], t¥enice mezi Eeskou a némeckou narodnosti a Simerkova svobodomysl-
nost. Na svou vlastn{ zddost se stal 20. Cervence 1862 farafem ve Slatiné
u Zamberka. Rukopis knihy Algebra ¢ili poctdrstvi obecné pro vyssi gym-
nasia odevzdal v kvétnu 1861 c. k. mistodrzitelstvi se zadosti, aby byl
pfijat za Skolni knihu. Po roce dostal rukopis zpét spolu se ¢tyfmi recen-
zemi. Jedna z nich, jak uvadi K. Cupr [4], od profesora Jandecky z Hradce
Kralové, byla velmi pochvalna, dalsi dvé se drzely ve védeckych mezich, ale
¢tvrta od némeckého profesora Macka z Malostranského gymnazia v Praze
prekypovala zluéi, bezpochyby proto, ze kniha od Cecha sepsana byla. Mi-
nisterstvo souhlasilo s tim, aby rukopis mél pravo ufebné knihy, ale bez
diferencidlniho a integralniho podctu. Zaci by tim pry byli pretiZeni. Si-
merka se proto rozhodl vydat infinitezimalni pocet samostatné. Puvodné
mél vydat tuto knihu knihtiskai Augusta z Litomysle, se kterym Simerka
vSe projednal na podzim 1862. Rukopis byl vytistén, ale bez tii prvnich ar-
chi, protoze v tiskarné nemeéli zlomkové pismo. Brzy na to udélal Augusta
bankrot a ujel do Ameriky. Simerka zatim nagel prostFednictvim G. Skii-
vana, profesora na praZské technice (spolupracovnik F. J: Studnicky), ji-
ného nakladatele, dr. E. Grégra, ktery knihu Pridavek k Algebie pro vyssi
gymnasia v roce 1864 vydal. K. Cupr v roce 1914 napsal [4]: ,,Pokus Si-
merktv nelze nazvati zdafilym, jest prilis struény a uceny, nez aby mu
stFfedogkolsky student mohl porozuméti. Ani vybér latky neni stastné vo-
len, jest ji prili§ mnoho. Z kazdé stranky jest patrno, Ze jest to ucebnice
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knizni, nezalozena na zkuSenosti ziskané ve gkole.“ Z druhé strany je nutno
poznamenat, ze Simerka svoji knihou pfedbéhl dobu.

Vaclav Simerka Josef Ulehla

Pozoruhodnou udalosti v roce 1906, tykajici se infinitezimalniho poctu,
bylo vydani knihy Infinitesimdlni pocet, kterou napsal Josef Ulehla [5],
vyznamny moravsky pedagog, ucitel na obecnich a méstanskych skoléach.
Josefem Ulehlou a jeho knihou se zabyva ve své praci Lukas Vizek [6].
Piipominam, ze v roce 1906 byly k dispozici ¢esky psané ucebnice ma-
tematické analyzy F. J. Studnicky a E. Weyra, které v8ak byly urceny
pro studium na vysokych Skolach. Pro stfedoskolaky existovala pouze ne-
schvalena ucéebnice V. gimerky, kterou poklada J. Ulehla za p¥ili§ struénou.
Podle L. Vizka [6] Ulehlova kniha nevyvolala zdjem odborné matematické
vefejnosti, nebyly zaznamenany ani zadné rekace ze strany Jednoty Ces-
kych matematiki, jejimz byl ¢innym ¢lenem. L. Vizek dohledal pouze tii
nepodepsané recenze a to v ¢asopisech Komensky, Skola méstanskd a Pe-
dagogické rozhledy. Ulehlova kniha se dockala druhého vydani a to v roce
1944 [7]. Z této knihy jsem vybral nasledujici alohu:

Hodnota zlomku 9
Zlomek y = 5 2_836 bude prox = 0,1,2,3,4,5,... miti hodnoty y = 2 21 3}17 8,
6%, ... Vidéti, ze y také pro x = 3 mé urcitou hodnotu. Kterou‘? y jest zlo-

mek, jehoZz Citatel a jmenovatel jsou funkce proménné x. Smime psati y = %
Hodnota tohoto zlomku se nezméni, zvétsi-li se ¢itatel i jmenovatel o veli¢inu
fx+dfz

Frt+dFz’

budefa:inszO,budey:jﬁizlél,z‘z: fz . Zde je fz = z* — 81,

fle =423, Fo =42 — 36, F'z = 8x. Pro © = 3 jest paky: 72 =3

nekoneénd malou, o sviyj diferencial. Pak bude y = a kdyz se stane, ze
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I kdyZ neni cilem tohoto ¢lanku vénovat se némecky psanym texttm,
udinim jednu vyjimku. Vyznamnym stfedoskolskym profesorem, ktery pi-
sobil na némeckych gkolach v Prost&jové, Olomouci a ve Vidni byl Ludwig
Erik Tesar (1879-1968), nékdy také Tesar. Studoval matematiku a fy-
ziku na technice a univerzité ve Vidni. Vedle matematiky a fyziky se za-
byval teorii uméni, kulturni kritikou a psal socidlné-filozofické eseje. Byl
respektovanou osobnosti v oblasti reformni peda- G
gogiky a ¢lenem spolku Deutsche Mittelschule fiir
Nordmdhren in Olmitz. V dobé, kdy vyucoval ma-
tematiku a fyziku na némecké redlce v Olomouci
(K. k. deutsche Staats—Realschule, Olmiitz) napsal
knihu [8], ktera se zabyva diferencidlnim a integral- |
nim pocétem. Podrobnou recenzi této knihy napsal
B. Bydzovsky pro C'asopis pro péstovdani mathema-
tiky a fysiky, Vol. 36 (1907), No. 2, 157-160. Své na-
zory na zavedeni infinitezimalniho po¢tu do stied-
nich kol vyjadril Tesaf v ¢lanku [9)]. Ludwig Tesa¥

Pted Marchetovou reformou patfila mezi nejznaméjsi ucéebnice Algebra
vy$sim triddm strednich Skol ceskijch, kterou napsal Emanuel Taftl (1842—
1920). Tato kniha se dockala sedmi vydani (1883, 1885, 1887, 1892, 1901,
1903, 1907). Posledni tii prepracoval Hynek Solddt (1850-1915). V této
ucebnici a v ucebnici Algebra pro vyssi redlky z roku 1892, kterou napsal
Frantisek Hoza (1843-1914) jsou zminény pojmy maximum a minimum
v souvislosti s kvadratickou rovnici. Pojem funkce nebyl do vyuky ma-
tematiky v té dobé jesté zaveden. Z Taftlovy ucebnice z roku 1907 jsem
vybral nasledujici ulohy:

1. Danou délku a rozdéliti je na dvé usecky tak, aby soucet jich ¢tverct byl
veli¢inou stalou (s2). Jak dlouhé jsou tisecky ty? Kdy bude soucet &tverci
nejmensi?

2. Do trojahelniku o podstavé a a vySce v vepsan jest obdélnik, jehoz
plocha je ¢2, tak, Ze jedna jeho strana je na podstavé trojihelnika. Které
jsou strany obdélnika? Kdy bude obdélnik obsahem nejvétsi?

3. Ktery obdélnik ma p¥i uréitém obvodu (2s) nejvétsi plochu, a ktery pii
uréité plose (a?) nejmensi obvod?

Po roce 1908 se do vydéavani novych ucebnic matematiky vyrazné za-
pojila Jednota ¢eskych matematiki. Na navrh Karla Petra a Bohumila
Kucery byly ziizeny dvé komise, matematicka a fyzikalni, které se poprvé
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seSly 26. dubna 1909. Jejich hlavnim tkolem bylo vybrat autory novych
ucebnic a zajistit jejich piisné recenzni Iizeni. Za autory ucebnic mate-
matiky byli vybrani: Bohumil BydZovsky (1880-1969), Ladislav Cervenka
(1874-1947), Jan Vojtech (1879-1953), Miloslav Valouch (1878-1952).

Bohumil Bydzovsky Miloslav Valouch Jan Vojtéch

V letech 1910-1912 byly vydany na zékladé novych osnov z let 1908—
1909 nasledujici uc¢ebnice matematiky:

BYDZOVSKY, Bohumil. Arithmetika pro IV. a V. tfidu gymnasii a redlngch
gymnasii. Schvaleno vynosem ministerstva kultu a vyucovani 11. ¢ervna 1910,
¢. 16.102. Praha: Jednota ¢eskych mathematikt, 1910.

BYDZOVSKY, Bohumil. Arithmetika pro IV. t¥idu §kol redlngjch. Schvaleno vy-
nosem ministerstva kultu a vyucovani 14. kvétna 1910, ¢. 15.654. Praha: Jednota
Ceskych mathematiki, 1910.

BYDZOVSKY, Bohumil. Arithmetika pro VI. a VII. t¥idu gymnasii a redlngch
gymnasii. Schvaleno vynosem ministerstva kultu a vyucovani 27. tnora 1911,
¢. 6903. Praha: Jednota ¢eskych mathematiki, 1911.

BYDZOVSKY, Bohumil. Arithmetika pro V. aZ VII. t¥idu redlek. Schvéleno
vynosem ministerstva kultu a vyucovani 16. bfezna 1911, ¢. 8667. Praha: Jednota
Ceskych mathematikt, 1911.

CERVENKA, Ladislav. Arithmetika pro I. t¥idu stFednich skol. Schvaleno vyno-
sem ministerstva kultu a vyucovani 22. dubna 1910, ¢. 11.267. Praha: Jednota
Ceskych mathematikt, 1910.

CERVENKA, Ladislav. Arithmetika pro II. tridu st¥ednich $kol. Schvaleno vy-
nosem ministerstva kultu a vyucovani 27. srpna 1910, ¢. 30.330. Praha: Jednota
¢eskych mathematikt, 1910.
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CERVENKA, Ladislav. Arithmetika pro III. tiidu stiednich $kol. Schvaleno vy-
nosem ministerstva kultu a vyucovani 11. kvétna 1911, ¢. 20847. Praha: Jednota
Ceskych mathematika, 1911.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro IV. tiidu gymnasii. Schvaleno vynosem minis-
terstva kultu a vyucovani 11. ¢ervna 1910, ¢. 20.212. Praha: Jednota ¢eskych
mathematikt, 1910.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro IV. tiidu redlek. Schvaleno vynosem minister-
stva kultu a vyucovani 11. ervna 1910, ¢. 23.224. Praha: Jednota ¢eskych mathe-
matiki, 1910.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro V. tiidu gymnasit. Schvaleno vynosem minister-
stva kultu a vyucovani 8. ¥ijna 1910, ¢. 32.418. Praha: Jednota ¢eskych mathe-
matiki, 1910.

VOJTECH7 Jan. Geometrie pro V. tiidu redlnijch gymnasii. Schvaleno vynosem
ministerstva kultu a vyucovani 8. fijna 1910, ¢. 32.418. Praha: Jednota Ceskych
mathematikt, 1910.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro V. tFidu redlek. Schvaleno vynosem ministerstva
kultu a vyucovani 4. ledna 1911, ¢. 49.813. Praha: Jednota ¢eskych mathematikii,
1911.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro VI. tiidu gymnasii a redlnych gymnasii. Schva-
leno vynosem ministerstva kultu a vyucovani 20. bfezna 1911, ¢. 5701. Praha:
Jednota ¢eskych mathematika, 1911.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro VI. tridu redlek. Schvaleno vynosem minister-
stva kultu a vyucovani 20. bfezna 1911, ¢. 11.731. Praha: Jednota ¢eskych mathe-
matikd, 1911.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro VII. t¥idu gymnasit a redlngch gymnasii. Schva-
leno vynosem ministerstva kultu a vyu¢ovani 10. ledna 1912, ¢. 49.187. Praha:
Jednota Ceskych mathematika, 1912.

VOJTECH, Jan. Geometrie pro VII. t¥idu redlek. Schvaleno vynosem minis-
terstva kultu a vyucovani 10. ledna 1912, ¢. 49.187. Praha: Jednota ceskych
mathematikt, 1912.

VALOUCH, Miloslav. MéFictvi pro I. tFidu stfednich Skol. Schvéaleno vynosem
ministerstva kultu a vyucovani 9. ¢ervna 1910, ¢. 23.488. Praha: Jednota ¢eskych
mathematikt, 1910.

VALOUCH, Miloslav. Meévictvi pro II. tFidu gymnasii a redlnijch gymnasii. Schva-
leno vynosem ministerstva kultu a vyucovani 29. srpna 1910, ¢. 34.312. Praha:
Jednota ¢eskych mathematiki, 1910.

VALOUCH, Miloslav. MéFictvi pro II. tiidu kol redlnijch. Schvéaleno vynosem
ministerstva kultu a vyu¢ovani 29. srpna 1910, ¢. 34.312. Praha: Jednota Ceskych
mathematika, 1910.
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VALOUCH, Miloslav. Méfictvi pro III. tFidu gymnasii a redlnych gymnasii.
Schvéleno vynosem ministerstva kultu a vyucovani 11. éervence 1911, &. 28009.
Praha: Jednota ¢eskych mathematika, 1911.

VALOUCH, Miloslav. MéFictvi pro III. tiidu Skol redlngch. Schvaleno vynosem
ministerstva kultu a vyucovani 11. ¢ervence 1911, ¢. 28009. Praha: Jednota Ces-
kych mathematikt, 1911.

Tyto ucebnice se staly nejpouzivanéj$imi ucebnicemi na gymnaziich a
realkach az do roku 1950. Vedle téchto uéebnic byly vydavany tzv. pomocné
knihy, které podle vynosu ministerstva kultu a vyucovani ze dne 18. biezna
1912, ¢. 13 237 nepotiebuji schvaleni ministerstva. Matematiky se tykaji
néasledujici publikace:

BYDZOVSKY, Bohumil a Jan VOJTECH. Mathematika pro nejoyssi tiidu gym-
nasii a redlngch gymnasii. Praha: Jednota ¢eskych mathematika, 1912.

BYDZOVSKY, Bohumil a Jan VOJTECH. Mathematika pro nejuyssi tridu re-
dlek. Praha: Jednota ¢eskych mathematika, 1912.

BYDZOVSKY, Bohumil a Jan VOJTECH. Sbirka loh z matematiky. Praha:
Jednota ¢eskych mathematika, 1912. Sbirka byla vydana jv roce 1948 ve 4. vy-
déni za spoluprace Stanislava Teplého a Frantiska Vy¢ichla pod nézvem Sbirka
dloh z matematiky pro IV.-VIII. tridu stiednich skol.

ProtoZe nas zajima ucivo, které se tyka infinitezimalniho poctu, vybral
jsem ukézku z uéebnice B. Bydzovského Arithmetika pro V. aZ VII. tridu
Skol redlngch (1911). Na stranach 122-124 je kapitola s nazvem Secna,
te¢na paraboly.

Bud'tez oba body M, M, dany na parabole o rovnici y = az? + bz + ¢. Budiz
1 =+ Az, y1 =y + Ay, t. j. Ax = x1 — z, Ay = y1 — y. Pokladejme (z,y)
za pevné hodnoty; pak Az je prirastek proménné, Ay piislusny prirtstek jeji
funkce. Smérnice pfimky uréené body M, M; je tga = % t. j. rovna podilu
obou prirtstki. Jezto body M, M; lezi na parabole, vyhovuji jejich soufadnice
rovnici paraboly, t. j. y = az® + bx + ¢, y1 = ax? + bx1 + ¢. Odeétenim obdrzime

y1 —y = Ay =a(z] —2°) + b(x1 — ) = aAz(z 4 21) + bAz.
Dosadime-li do vyrazu pro smérnici:

A
tga = =Y =a(x+z1)+b=2ax + b+ Ax.
Az
Predstavme si, ze bod M; se pohybuje po parabole a blizi se bodu M ne-
omezené, t. j. tak, Zze délka obloucku M M; se stdva mensi nez délka libovolné

malé. Pak pfimka M M; se otaéi kol bodu M a blizi se pfitom neomezené urcité
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mezné poloze, ve které ji nazyvame — jak znamo — te¢nou. Zaroven Ax se blizi
neomezené 0 a totéz se déje s Ay; avSak pomér % znadi stile smérnici secné,
a kdyz se¢na se blizi k te¢né, bliZi se tento pomér urcité mezné hodnoté, totiz
smérnici te¢né. Avsak z hofejsi rovnice vysvita, ze kdyz Ax se blizi k 0, blizi se
% hodnoté 2ax + b; je tedy tga = 2ax + b smérnice tecné. Pravime, Ze vyraz

Az blizi se mezi (limité) rovné 2az + b, kdyz Az se bliz{ nulle; piseme

A

. Ay
A py T 200 HD
a Cteme: limes 2—1, kdyz Az se blizi nulle (stru¢néji, avSak méné pfesné: pro
Az =0).

Obr. 1

Porovname-li vysledek této uvahy s vysledkem odst. 120 (v tomto odstavci
byla zkouméana funkce y = az?+bz+c a vyraz 2ax+b oznaden jako derivace kva-
dratické funkce), mizeme vyslovit vétu: Derivace kvadratické funkce pro urcitou
hodnotu proménné je rovna smérnici tecné v pFislusném bodu paraboly funkci
graficky zndzornujici. Vyraz lim% oznacujeme struéné y'; jinak také Z—z, pii
¢emz vSak tento vyraz nutno pokladati zase za pouhy znak, nikoliv za zlomek,
jehoz citatel by byl dy atd. Tvarem zlomku oznacujeme pravé, Ze tento vyraz
vznikl jako mez zlomku 2—1. Vzhledem k tomu byva derivace nazyvana také
differencidlngm pomérem.
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Pozorného ¢tenare muze prekvapit, ze zadné z vyse uvedenych ucebnic
nemé v nazvu, ze je urena pro reformni redlné gymnazium. Vysvétleni
je pomérné jednoduché. I kdyz existence téchto gymnazii byla mozna od
roku 1908, tak pfed prvni svétovou valkou byla v Cechach, na Moravé
a ve Slezsku jen dvé némecké reformni redlna gymnazia (Novy Bohumin,
Vrchlabi). Teti reformni redlné gymnéazium, rovnéz némecké, vzniklo v Je-
seniku v roce 1918 [10].

Po roce 1918 postupné dochézelo k tvorbé uéebnic od dalsich autort.
Mezi znaméjsi patiili Karel Silhdcek 1882-1957), Hynek Sechovsky (1882—
1935), Josef Ving (1872-1956), Jindiich Muk (1871-1945), Stanislav Teply
(1878-1929), Frantisek Vydcichlo (1905-1958). U¢ivo z infinitezimalniho po-
¢tu bylo zastoupeno jak v ucebnicich aritmetiky, tak v uéebnicich geome-
trie. Ke zménam doglo v souvislosti s vydanim novych osnov stfednich
skol v roce 1933 (Dérerova reforma). Vyuka infinitezimalniho poctu byla
omezena na reformni readlna gymnazia a realky.
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Matematicky klokan pro zaky
zakladnich skol I

DAVID NOCAR - VLADIMIR VANEK
Pedagogicka fakulta UP — Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Mezinarodni soutéz Matematicky klokan (MK) neni t¥eba pfedstavovat.
Soutéz na zékladnich skolach, resp. v ekvivalentnich ro¢nicich viceletych
gymnazii, probiha ve ¢tyfech kategoriich: Cvréek (2.-3. ro¢nik), Klokanek
(4.-5. ro¢nik), Benjamin (6.—7. ro¢nik) a Kadet (8.-9. ro¢nik). Schéma
sout&ze, jeji historii, organizaéni zalezitosti i statistiky najdete napt. v [1].

Cilem tohoto prispévku je nabidnout ¢tenaitm — zajemctim o uvedenou
soutéz — uplna feSeni vybranych zajimavych tloh z kategorie Benjamin,
kteréa je urCena zakum 6. a 7. ro¢nikt zakladni Skoly a 1. a 2. roénikiim
osmiletych gymnazii. Ulohy byly pievzaty z ro¢nikit soutéze Matematicky
klokan poradanych v letech 2017-2021, piipadné se jedné o tdlohy, které
byly navrZeny mezinarodni asociaci (Association Kangourou sans Fron-
tieres), av8ak do findlniho vybéru se nedostaly.

Vsechny , klokanské“ tlohy jsou formulovany tak, aby byly FeSitelné
pouhou tvahou pfiméfenou véku fFeSitele. V textu lze nalézt jak TeSeni,
ktera vyuzivaji matematicky aparat, ktery muze pfesahovat znalosti zaka
daného véku, tak feSeni tvahou, kterd se u tloh tohoto typu ocekava.
Neklademe si za cil predlozit vSechna mozna feSeni tloh. Vybirali jsme
predevsim ta TeSeni, jez mize ucitel vyuzit pfi vyuce pfislusné oblasti
skolské matematiky.

Pripomenme, Ze v piipadé Matematického klokana hovofime o uzavie-
nych tlohach, tj. Zdci si vybiraji z nabizengch odpovédi, z nichz prave jedna
je sprdavnd. Mohou tak vyuzivat i strategii, které jsou zaméfeny na elimi-
naci distraktort, aniz by danou tlohu pfimo fesili.

Benjamin (MK 2017, dloha ¢. 16) D
Na obrazku vidis tii ¢tverce, které se prekryvaji. Nej-
mensi ¢tverec mé délku strany 2 cm, stfedni ¢tverec
ma délku strany 4 cm a jeden z jeho vrcholi lezi ve
stfedu nejmensiho ¢tverce. Nejvetsi ¢tverec ma délku
strany 6 cm a jeden z jeho vrcholu lezi ve stfedu
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stfedniho ¢tverce. Urci obsah celého atvaru.
(A)51em?  (B) 7,5cm?  (C)8cm? (D) 82cm?  (E) 8,5cm?

Reseni. Zatnéme metodou, ktera nenf nejrychlejsi, ale zaky pravdépo-
dobné napadne nejdiive. Oznaéme S, S, S3 po fadé obsahy ¢tverci od
nejmensiho po nejvétsi. Je-li vrchol stfedntho étverce stfedem nejmenstho
¢tverce, je jejich prunikem opét ¢tverec o strané, jejiz délka je polovinou
délky nejmensiho ¢tverce a tudiz o obsahu i obsahu nejmensiho ¢tverce.
Obdobné pro prinik nejvétsiho a prostfedniho ¢tverce. Obsah zadaného

dtvaru je tedy

S=51+8+8;5—(S1N8%)—(S2NS3) =
=(4+16+32—1—4)cm? =51 cm?.

Podobné bychom mohli fesit tlohu jen pri¢itanim obsahii nepiekryva-
jicich se ploch. Za¢neme obsahem nejvétsiho ¢tverce a pricteme % obsahu
mensiho ¢tverce a nakonec jesté pricteme % obsahu nejmensiho ¢tverce:

3 3
S=33+152+151=(36+12+3)cm2=51cm2.

Jiné feSeni vychazi z doplnéni daného utvaru na je-
den velky ¢tverec, viz. obrazek. Diky symetrii tohoto
atvaru (osova soumérnost podle thlopticky doplnéného
Ctverce) stadi zjistit obsah poloviny dtvaru a vysle-
dek zdvojnasobit. Doplnény ¢tverec ma délku strany
as = a3+%a2+%a1 =9 cm aobsah Sy = 81cm?. Od ob-
sahu poloviny tohoto ¢tverce odecteme obsahy dvou vy-
znacenych obdélniki (S,, = lem-7em = 7Tem?, S, = 2cm-4em = 8cm?),
¢imz ziskdme polovinu hledaného obsahu zadaného dtvaru:

S _ 5
2 2

— S0, — S0, =255 cm?.

Celkem tedy S = 51 cm?.

Nebyla by to ,klokanska*“ dloha, kdybychom ji nezkusili feSit posouze-
nim nabizenych odpovédi.

Je potifeba opét stanovit kritéria, na jejichz zédkladé je mozné distrak-
tory eliminovat. Mame ur¢it obsah tutvaru slozeného ze tii ¢astecné se
prekryvajicich ¢tverci. Je zfejmé, Ze jeho obsah musi byt vétsi, nez obsah
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nejvétsiho ze étverct (S > S3 = 36 cm?). Jedina nabizena odpovéd, ktera
spliluje stanovené kritérium je (A).

Zdvér: Obsah zadaného ttvaru je 51 cm?.

Benjamin (MK 2018, aloha ¢. 18)

Pét micka vazi 30 g, 50 g, 50 g, 50 g a 80 g. Podle obrazkt rovnoramennych
vah uréi, ktery z micki vazi 30 g.

(A) A (B) B ©) C (D) D (E) E

Resend. Pi standardnim Fesenf mizeme vyuZzit rovnice a nerovnice. Z dru-
hého obrazku vidime, Ze pro hmotnosti plati B + E > A + C. Treti
obrazek pak dava do rovnosti hmotnosti A + D = B + C + E. Jestlize
B+FE>A+C,pak B+C+ FE > A+ C + C. Dosazenim do rovnosti
ziskime A+ D =B+ C+ FE > A+ C+ C, neboli D > 2C. Vzhledem
k hmotnostem uvedenym v zadanf dlohy je zFejmé, Ze hledanym mickem
je C.1

Ulohu lze fesit ekvivalentni tvahou: Z t¥etiho obrazku vidime, Ze nej-
lehéi micek musi byt na pravé strané vah. Tedy B, nebo C', nebo E. OvSem
druhé vahy nam fikaji, B + F je téz8i nez A + C. Ziejmé je C nejleh¢im
mickem na vahéch.
Zaveér: Micek C vazi 30 g.
Benjamin (MK 2018, dloha ¢. 22) ©)
Kolem kulatého stolu sedi 14 osob. Kazda z nich 0)
je bud 1har, nebo mluvi pravdu. Kazda tvrdi:
,Oba mi sousedé jsou 1hari.” Zjistéte nejvétsi mozny ©
pocet 1Thara u stolu.

(A)7 (B)S (C)9 (D)10 (E)14 De®

®9eE

©
©

@

Resent: Jedna se o pomérné béznou logickou tlohu Matematického klo-
kana. Jeji feSeni, jak uz to u ,klokanskych“ uloh byvé, je postaveno na
jednoduché tvaze. Misto na maximéalni pocet lhafi (L) se zaméfime na

DV originalnim celosvétovém zadani se skuteéné v obrazku objevily t¥i rovnoramenné
vahy. V Ceské verzi byly prvni vahy odstranény, protoZe zjevné nejsou k feSeni potieba.
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minimélni pocet pravdomluvnych (P). Kazdy pravdomluvny ¢lovék musi

Tyto skupinky mohou byt maximalné ¢tyfi. Mame tak usazeno vedle
sebe 12 osob, zbyvaji dvé osoby. Obé nemohou byt lhafi, protoze pak by
sedéli ¢tyti Ihari vedle sebe a jeden z nich by fikal pravdu, coz neni mozné.
Oba nejsou ani pravdomluvni, protoze dva pravdomluvni vedle sebe sedét
nemohou. Musi zde byt tedy jeden pravdomluvny a jeden lhar. Celkem
jsou ve ¢tyfech skupinkdch LPL ¢tyti pravdomluvni a jeden ve zbyvajici
dvojici. U stolu tak sedi pét pravdomluvnych.

Zaveér: U stolu sedi 9 lhara.

Benjamin (MK 2018, aloha ¢&. 23) 0«0
Na obréazku je 8 klasickych dominovych kostek. .. Q
Polovina jedné dominové kostky je prekryta. Ze % m- ¥
v8ech osmi dominovych kostek jsme vytvorili

Gtverec 4 x 4 tak, Ze pocet ok v kazdém tadku
i sloupci byl stejny. Kolik ok je na zakryté ¢dsti |*s | e ‘
dominové kostky? ‘

A1 B2 (€3 D4 (E)S

Reseni: Nejprve si uvédomme, Ze na poloving dominové kostky miize byt
nejvySe 6 ok. Predstavme si, ze jiz mame z dominovych kostek sesta-
ven poZadovany ¢tverec. V kazdém fadku (sloupci) je soucet ok stejny,
oznacme jej n. Celkovy soucet vSech ok ve ¢tverci je pak 4n, tedy ¢islo
délitelné ¢tyfmi. Na obrazku vidime pouze 37 ok. Nejblizsi vétsi ¢islo dé-
litelné ¢tyfmi je 40.

Zaveér: Na zakryté ¢asti dominové kostky jsou 3 oka.

Benjamin (MK 2018, nepouZita)

Mikulas chce rozdélit ¢isla 2, 3, 4, ..., 10 do nékolika skupin tak, aby
soucet Cisel v téchto skupinach byl stejny. Urcéete nejvétsi mozny pocet
takovych skupin.

(A) 2 (B) 3 (C) 4 (B) 6 (B) jina odpoved

Resent: Se¢teme-li viechna MikulaSova ¢isla, dostaneme 54. Soucet Cisel
v kazdé skupiné musi byt minimélné 10. Hleddme tedy nejmensiho délitele
¢isla 54 (54 = 2-3-3-3), ktery je soucasné vétsi nez 10. Hledanym ¢islem je
18 (2-3-3 = 18). Tato hodnota udava soucet ¢isel v kazdé ze skupin. Je-li
soudet ¢isel v kazdé skupiné 18, pak existuji 3 takové skupiny (54 : 18 = 3).

Zaveér: Mikulag mohl ¢isla rozdélit maximalné do t¥f skupin.
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Benjamin (MK 2019, aloha ¢. 24)

Mirek mé 2 automaty: v prvnim ziska za 1 bily Zeton 4 Cervené Zetony,
zatimco ve druhém ziské4 za 1 Cerveny zeton 3 bilé. Mirek mél na zacatku
4 bilé Zetony. Po 11 vyménach ma 31 Zetoni. Kolik z nich je ¢ervenych?

(A) 11 (B) 14 (C) 17 (D) 21 (E) 27

Reseni: Oznaéme z pocet vymén prvntho typu (1 bily — 4 cervené) a
y pocet vymén druhého typu (1 Gerveny — 3 bilé). Kazda vymeéna prv-
niho typu zvysi pocet zetoni o 3 kusy, kazd4 vyména druhého typu zvysi
pocet Zetond o 2 kusy. Na pocatku mél Mirek 4 Zetony a po 11 vymé-
nach 31 zetonu. Ziskal tak celkem 27 Zetont navic. Mizeme tak sestavit
néasledujici soustavu rovnic

3z + 2y = 27,
r+y =11,

jejimz vyreSenim (dosazovaci, nebo s¢itaci metodou) ziskame feSeni z = 5
a y = 6. Pro pocet Cervenych zetoni plati 4 -z — 1 -y = 14.

7Zaci 6. a 7. roéniku ZS ovem FeSeni soustav linearnich rovnic neznaji.
Ulohu je ale mozné Fesit jednoduchou tvahou. Ponechme oznaceni jako
v predchozim textu, tedy x zna¢i pocet vymén prvniho typu (1 bily —
4 Cervené) a y pocet vymén druhého typu (1 Cerveny — 3 bilé). Kazda
vyména prvniho typu nam zvysi pocet zetond o 3 kusy, kazda vyména
druhého typu zvysi pocet Zetonu o 2 kusy, tedy o jeden méné. Na pocatku
jsme méli 4 Zetony a po 11 vymeénach 31 Zetonu. Ziskali jsme tak celkem
27 zetonu navic. Pokud bychom provadéli pouze vymény prvniho typu,
ziskali bychom po 11 vyménach navic 33 Zetont coz je o Sest vice, nez
potfebujeme. Proto musi byt Sest vymén prvniho typu nahrazeno Sesti
vyménami druhého typu. Celkem =z =5 a y = 6.

Zaver: Po jedenacti vyménach ma Mirek 14 Cervenych Zeton.

Benjamin (MK 2019, dloha &. 13)
P&t shodnych ¢tverci je rozdéleno na mensi ¢tvercové dily (¢erné a bilé).
U kterého ¢tverce je nejvétsi obsah vSech Cernych ¢asti?

m m=" e
||
(A) o1 B e (D) O n

Reseni: Mtzeme samoziejmé rozhodnout o tom, ktery ¢tverec méa nejvetsi
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obsah Cernych ¢asti i bez znalosti konkrétnich vyjad¥eni jednotlivych ob-
sahtli, nejprve si v8ak ukdZeme FeSeni, v némz jednotlivé obsahy ¢ernych
Casti ¢tvercit konkrétné vyjadiime. PouZijeme pfitom znamy vzorec pro
vypodcet obsahu &étverce S = a?.

Oznac¢ime-li délku strany celého ¢tverce a, budou mit délky stran ¢er-
nych ¢tvereckt u jednotlivych pfipadid hodnoty uvedené v nasledujici ta-
bulce. Déle dopoc¢itame obsah ¢erného ¢tverecku a na zakladé zjisténého
poctu ¢tvereckil spocitame obsah celé ¢erné ¢asti pivodniho Ctverce.

Pripad (A) | B) | (©) | (D) | (E)
Délka strany ¢erného ¢tverecku % % % % %
2 2 2 2 2

Obsah ¢erného ¢tverecku < & % 5 %
Pocet cernych étverecku 2 5 8 13 18
. 4 cornveh & ki a? 5a% a2 | 13 | a2
Soucet obsahi ¢ernych ¢tvereckii 5 9 5 5 5

- o a1 9y | 225 2| 250 2 | 225 2 | 234 2 | 225 2
Soucet obsahii ernych ctverecku? | 756¢° | 209" | 150@ | 1509 | 150

Ze ziskanych hodnot, vyjadfujicich obsah vSech ¢ernych c¢tverecki, je
nejvétsi hodnota v pripadé (B).

Dalsim moZnym feSenim je porovnani zlomk, vyjadiujicich podil po¢tu
Cernych ¢tverecki (oznacme c) ku poétu viech Gtverecki (oznacme v).

Pripad | (A) (B) (©) (D) (E)
v 4 9 16 25 36
c 2 5 8 13 18

_ 5 _NEE 1 _ 13 __ _
=05 3=055|1=05|28=052|1=05

[SH e}
N[
[

Muzeme vidét, Zze oba predeslé pristupy k feSeni tlohy jsou témér to-
tozné. Pokud bychom si zvolili v prvnim postupu feSeni za délku strany
velkého ¢tverce jednotku (a = 1), bude soucet obsahi ¢ernych ¢tvereckii
totozny s podilem ¢ernych étvereckt ku vSem ¢étvereckim v celém velkém
¢tverci.

2)Rozsifeno na zlomky o stejném jmenovateli.
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Jesté ukdzeme postup, ktery bychom od zakt pii feSeni této tlohy oce-
kavali. Pri predeslém feSeni jsme ukazali podil obsahu ¢ernych ¢asti na
celkovém obsahu ¢tverce. Kromé toho se lze podivat i na pomér obsahu
¢ernych ¢asti ku obsahu bilych ¢asti. Zde si vSimnéme, ze pokud je strana
¢tverce rozdélena na sudy pocet stejnych ¢asti, je pomér ¢erné ¢asti ku bilé
¢asti 1 : 1. Takové moZné odpovédi jsou zde t¥i: (A), (C), (E). To je z prin-
cipu pravidel soutéze Matematicky klokan vylucuje (vzdy je jediné spravné
odpovéd). Odpovédi tedy miZe byt bud (B), nebo (D). V obou pfipadech
je vzdy o jeden Cerny Ctverecek vic nez je ¢tvereckil bilych. Tento Cerny
Ctverecek navic je nejvétsi u prvniho lichého déleni (tj. rozdéleni strany
¢tverce na 3 ¢asti).

Zdvér: Nejvetsi obsah ¢ernych Easti je u ¢tverce v piipadé (B).
Benjamin (MK 2020, dloha &. 12)

Na nésledujicich obrazcich je vyznaCeno 5 ruaznych cest z bodu X do
bodu Y. Ktera z nich je nejkratsi?

X X

(A) (B) (©)

(D) (E)

Resent: Chceme-li tlohu vyTesit pomoci konkrétnich ¢&iselnych hodnot,
muzeme zvolit polomér nejmensi kruznice jako jednotku. Polomér kazdé
dalsi kruznice je o tuto jednotku vétsi: k1 (Y,r; = 1), ka(Y,r2 = 2),
k3(Y,rs = 3). Spocitame-li délku kruznice o = 2nr, ziskdme i délku po-
lokruznice a ¢tvrtkruznice. Vsechny rovné tseky pak maji délku zvolené
jednotky: 01 = 2n, 02 = 4n, 03 = 6n. Délky tras z bodu X do bodu Y jsou
potom nésledujici:
A) jos+1+2too+1+2os+1+20o+1+4 201 4+1=06n+05,
) tos+1l4+iop+1+3205+1+20s+1+201+1=21n+5,
) 1+joo+1+j03+1+ 300+ 143501 +1=5n+5,
D) Zo3+1+20os+1+2o5+1+21oo+1+420;41=06n+5,

)

1+ 302+ 1+ 503+ 14 j0oa+1+ 01 +1=Hn+5.
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Nejmensi ¢iselnou hodnotou predstavujici délku trasy z bodu X do bodu Y
je %n + 5, tj. trasa (C).

Takto ale v ramci soutéze, kterd je ¢asové omezend, nebude urcité ni-
kdo tulohu tesit. V této tloze nejde ani o konkrétni hodnoty délek tras,
a dokonce ani o znalost vypo¢tu délky kruZnice (obvodu kruhu). Kratsim
FeSenim je omezeni vypoctu jen na soulty Casti kruznic — bez vypoctu
jejich délek.

Jesté snazsi feSeni plyne pouze z porovnani téch c¢asti, ve kterych se
zadané trasy lisi. VSechny rovné tseky jsou stejné dlouhé a ve vSech pfi-
padech je jejich pocet stejny, proto je muzeme ignorovat. Stejné tak mu-
zeme ignorovat vSechny ¢asti kruznic, které jsou spole¢né vSem pripadim
(%03, %02, iol). Stac¢i tedy porovnat jen pocet zbyvajicich ¢asti kruznic:

(A) i03 + iol, (B) iOg7 (C) iol, (D) i03 + iol, (E) %03.
Vzhledem k jednozna¢nosti feSeni, nemiize byt spravnym feSenim zadny
z distraktort z dvojice stejnych hodnot (A), (D), resp. (B), (E).

Zaveér: Nejkratsi vyznacena cesta z bodu X do bodu Y je tedy znazornéna
na obréazku (C).

c ? D
Benjamin (MK 2021, aloha ¢. 12) < - >
Obdélnik na obrazku je rozdélen na t¥i mensi
obdélniky, kde ¢isla uvnitf udavaji jejich obsahy 12 18 29

v cm?. Jestlize délka tsecky AB je 6 cm, jaka je
délka tsecky C'D?

>
(AY7cm  (B)7,5ecm  (C) 8 cm A 6cm B
(D)82cm (E) 8,5 cm

Resent: K feseni tlohy lze pfistoupit riznymi zptisoby. Na obrazku vidime
t¥i obdélniky a jim piislusné obsahy. Tyto ¢iselné hodnoty jsou v uréitém
pomeéru. Nebudeme poé&itat pomér vSech t¥f obsahii, nebot dalsim znamym
udajem je soucet stran dvou sousedicich obdélnikt. PouZijeme poméry po
dvojicich. Nejprve zavedeme néasledujici ozna¢eni: Strana b mé pro vSechny
t¥ obdélniky stejnou délku. Ostatni strany dil¢ich obdélniki ozna¢ime po
fadé (zleva doprava) a1, as, as. Pak pro jednotlivé obsahy obdélniki plati:

51:12:a1~b, S2:18:a2-b, 5’3:22:a3-b, a1+a2:6.
Pro pomér obsahii prvniho a druhého obdélniku plati:

5’1_2_a1_6—a2

So 3 ay as
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Odtud a3 = 3,6 cm a a; = 2,4 cm
Pro pomér obsahii druhého a tretiho obdélniku plati:

S 9 ag 18

53 o 11 - as - 5(13.
Odtud a3 = 4,4 cm, tudiz as + ag = 8 cm.

Jde o jednu z moznosti, jak tlohu vyfTesit, ale opét se v radmci soutéze
Matematicky klokan (ani mimo ni) takovyto postup neocekava.

Mnohem rychlejsi a jednodussi pristup k feSeni této tlohy vychazi z roz-
déleni pivodniho obdélniku na t¥i mensi obdélniky a na jejich opétovné
sluéovani po dvojicich, nebot je zadana i dotazovana délka sou¢tu dvou
stran. Tento soucet pfedstavuje délku strany néjakého dalsiho obdélniku
podle obrazku.

Spojenim prvniho a druhého obdélniku vznikne obdélnik o strané délky
6 cm a obsahu rovnajicimu se souétu obsaht S a S, tj. 30 cm?. Ze vzorce
pro vypocet obsahu obdélniku (v nasem ptipadé S; + S = (a1 + az) - b)
dostaneme

b— S1+ 852 30 cm?
a1 +a;  6cm
Délka strany b je stejné pro viechny vytvorené obdélniky. Délku usecky C' D
v obdélnfku, ktery vznikne spojenim druhého a t¥etiho obdélniku s obsahy
Sy a S3, v souctu 40 cm?, ziskdme opét ze vztahu pro vypocet obsahu
obdélniku a znamé spolecné strany b:
So + S3 40 cm?

D: Q = = = .
|CD| = as + a3 b Eom 8 cm

Zaver: Délka usecky C'D vyznacené na obrazku je 8 cm.

Benjamin (MK 2021, aloha ¢&. 23) @ @ @ eee
Na kazdé polici je uskladnéno 64 decilitrit dzusu. Lahve

s dZzusem maji tii rizné velikosti: velkou, stfedni a ma- (g @& g g ﬁﬂ
lou. Kolik decilitri dZusu obsahuje stfedni ladhev?

(A)3  (B)6 (C)8 (D)0 (B) 14 Migklaeeee

Resent: Ulohu lze Fesit pomoci soustavy linearnich rovnic, kde V' znaci
objem dzusu ve velké 1lahvi, S ve stfedni lahvi a M v malé lahvi.

=5 cm.

3V +4M = 64,
2V + 25+ 3M = 64,
45 + 6M = 64.
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Regenim této soustavy (metodou dosazovaci, s¢itaci nebo jejich kombinaci)
obdrzime V =16, S =10 a M = 4.

Zaci ovsem mohou Fesit tlohu bez uziti soustavy linearnich rovnic na-
sledovné:

1. moznost

Ze spodnich dvou polic je zfejmé, Ze objem dvou velkych lahvi je stejny
jako soucet objemii dvou stfednich a t¥i malych lahvi. V prostfedni polici
tudiz mizeme nahradit dvé stfedni a tii malé lahve dvéma velkymi.

V V. Vv V =64

Celkem tedy 4 velké lahve obsahuji 64 decilitr dzusu. Z horni police do-
pocitame objem dzusu v malé l14hvi a nasledné z dolni police objem stifedni
lahve.

2. mozZnost

Jinou moznosti je vyuziti horni a prostfedni police k urceni vztahu
V + M = 2S. V prostfedni polici nahradime dvé velké lahve a dvé malé
ladhve ¢tyfmi stfednimi ldhvemi.

M S § 5§ 5 5§ 5 =64

Stoji na ni tak jedna malé ldhev a Sest stfednich lahvi. Projdéme si nyni
distraktory. Pokud by stfedni lahev obsahovala 14 decilitri dzusu, pak
Sest stfednich lahvi obsahuje 84 decilitri dzusu, coz neni pfipustné. Pokud
by stfedni ldhev obsahovala 8 decilitrit dzusu, pak Sest stfednich lahvi
obsahuje 48 decilitrii dzusu a mala lahev by musela pojmout 16 decilitri
a byla by vétsi nez st¥edni lahev, obdobné pro distraktory (A) a (B).
Jedinym moZnym feSenim je tak (D).

Zaveér: Ve stiedni 1ahvi je 10 decilitra dzusu.

V nésledujicim ¢isle ¢asopisu Matematika—Fyzika—Informatika najdou
¢tenafi obdobny piispévek obsahujici feSené tulohy z kategorie Kadet.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetrejiiujeme dalsi ¢ast nasi pravidelné rubriky Zajimavé matematické
tlohy, v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni
miiZete zaslat nejpozdéji do 31. 12. 2022 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emai-
lovou adresu mfiQupol.cz.

Uloha 279
Dokazte, ze pro vSechna realné ¢isla a > 1, b > 2, ¢ > 1, d > 2 plati
nerovnost

Va2 —14+2V0 — 444/ —142V/d2 =4 < (a+c)(b+d)

a uréete, pro které hodnoty piirozenych &isel a2, b2, ¢?, d? nastane rovnost.
Jaroslav Zhouf

Uloha 280
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic
r(z?+1) = y* +1,
y(y? +1) = 2° +1,
2(2241) = 23 + 1.

Jaroslav Svréek

Dale uvadime FeSeni tloh 275 a 276, jejichz zadani jsme zvefejnili v prv-
nim ¢&isle letosniho (31.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 275
Uvazujme rovnostranny trojihelnik ABC se stranou délky 60 a bod P
strany AB ve vzdélenosti 40 od bodu A. Paprsek z bodu P se od strany
BC odrazil v bodé @ a po odrazu od strany C'A dopadl opét do bodu P.
Uréete vzdalenost bodi B a Q.
Pavel Calabek
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Regeni. Ozna¢me R bod dopadu paprsku na stranu C'A. Z rovnosti thli
dopadu a odrazu paprsku v bodé @ plyne shodnost dhli PQB a CQR.
Odtud a z rovnosti vnitinich thli rovnostranného trojuhelniku ABC u vr-
cholu B a C plyne podobnost trojihelniki BPQ a C RQ. Podobné z rov-
nosti thlt dopadu a odrazu paprsku v bodé R plyne, Ze tyto dva troju-
helniky jsou navic podobné trojuhelniku ARP. Ze zadani snadno dopoc-
teme |PB| = 20, oznafme dale = hledanou délku tsecky BQ a y délku
usecky CR.

A 40 P 20 B

Z podobnosti trojuhelniki BPQ, CRQ a BPQ, ARP plyne (po tGpravé)
20 [BP| _[CR|

|BQ| |CQ| 60—’

xZ
20 [BP| _|AR| 60—y 3 'y
|BQ| |AP| 40 2 40’

(1)

Z prvui rovnice soustavy (1) obdrZzime

1200
y =
T

— 20.

Dosazenim do druhé rovnice soustavy (1) za y dostaneme

T 2 x 2

20 3 30 1

a odsud jiz snadno vypocéteme x = 25.
Hledana vzdalenost vzdalenost bodi B a @ je 25.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovca, Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jdachim z Volyné, Lukds
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Lukdsek z G Jablonec nad Nisou, U Balvanu, Lenka Poljakovd a gtépcin
Pospisil, oba z GJS v Prerové.

Uloha 276
Urcete pocet v8ech ¢tyimistnych &isel, v nichz je soucet poslednich tif
¢islic roven trojnasobku souctu prvnich t¥i ¢islic.
Jaroslav Zhouf

Resent. Ozna¢me hledané &islo abed. Jeho &slice a, b, ¢, d jsou z mnoziny
{0,1,2,...,9}, a # 0. Podle zadani méa platit

b+c+d=3(a+b+c),

coZ po upraveé dava
d=3a+2(b+c).

Jelikoz d je ¢islice desitkové soustavy, vidime odtud, Ze nutné a € {1,2,3}.
Uvazujme déle t¥i moznosti:

e Pro a =1 dostaneme d — 3 = 2(b+ ¢), coz jednoznaéné urcuje &islici d
pro b+c € {0,1,2,3}. Cislice b a ¢ pak mtuZzeme volit 1+2+3+44 =10
zpusoby.

e Pro a = 2 dostaneme d — 6 = 2(b+ ¢), coz jednoznalné urcuje ¢islici d
pro b+ c € {0, 1}. Cislice b a ¢ pak miizeme volit 1 + 2 = 3 zpftisoby.

e Pro a = 3 dostaneme d — 9 = 2(b + ¢), coz jednoznacné urcuje ¢islici d
pro b+ ¢ = 0. Cislice b a ¢ pak muzeme volit jednim zpusobem.

Celkem tedy existuje 10+ 3+ 1 = 14 &isel dané vlastnosti. Jsou to ¢isla
(v poradi dle nasi konstrukce) 1003, 1015, 1105, 1027, 1117, 1207, 1039,
1129, 1219, 1309, 2006, 2018, 2108 a 3009.

Spréavna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jachym Kouba, Jindiich Kukla, Lucien Poljak
a Lenka Poljakovd, v8ichni z GJS v Prerové, Krystof Tahal z G Jablonec
nad Nisou, U Balvanu.

Netiplné feseni zaslal Lubomir Hajdanka z Michalovei.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Parametrické kmitani oscilatoru

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Obsahem uciva o mechanickém i elektromagnetickém kmitani jsou dva
druhy kmitani, které se lisi tim, jak oscilatoru dodavame z vnéjsku energii.
Je to jednak wvlastni kmitdni, kdy oscilatoru energii doddme jen v poca-
teénim okamziku a pak oscilator tlumené kmita, jednak nucené kmitdni,
pfi némz oscilatoru dodavame energii nepretrzité a oscilator kmita s kon-
stantni amplitudou a s frekvenci zdroje nuceného kmitani. U¢ivo o nuce-
ném kmitani zpravidla konéi vykladem rezonance a poznatkem, zZe ampli-
tuda nucenych kmitia dosahuje maxima pti shodé vlastni thlové frekvence
oscilatoru a frekvence zdroje, ktery kmity v oscilatoru vynucuje. V tomto
prispévku vénujeme pozornost tfeti moznosti, kterou je parametrické kmi-
tani oscilatoru.

1. Parametrické kmitani kyvadla

Jako nézorny ptiklad podminky, pfi niz lze dosdhnout rezonance me-
chanického oscilatoru, se obvykle uvadi pohyb détské houpacky. Tu roz-
kmitdme vychylenim z rovnovazné polohy a dalsim periodickym vnéjsim
silovym puisobenim, napf. iderem do houpacky rukou. Tyto silové impulsy
museji mit stejnou periodou, jakou méa houpacka. Amplituda houpacky pak
zistane konstantni, nebo se i mtize postupné zvétsovat. Kazdé dité ma vsak
zkuSenost, ze k rozhoupani nepotiebuje trvalého pomocnika u houpacky,
ale Ze stac¢i, kdyz houpacku jen trochu rozhoupneme a pak si dité dokaze
amplitudu kmiténi zvétSovat samo. Déje se to tak, ze dité, které napt. na
houpadce stoji, pii pohybu z nejvétsi vychylky (bod A na obr. 1) piejde
do dfepu a naopak pfi prichodu rovnovaznou polohou (bod B), kdy se
houpacka pohybuje nejvétsi rychlosti, se vztyci. To se pak opakuje v pri-
béhu periody kmitani vzdy dvakrat a tim se dosdhne postupného naristani
amplitudy kmitani.
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Obr. 1

7 fyzikalniho hlediska je pohyb ditéte spojen se zménou té&Zisté jeho
téla, coz v podstaté odpovida periodické zméné délky tohoto mechanic-
kého oscilatoru a tedy jeho parametru [. Takové kmitani oscilatoru, jehoz
parametr se v pribéhu kmitani Fizenym zpusobem meéni, se oznacuje jako
parametrické kmitdni a odliSuje se od druhi kmitani, jejichz parametry se
v pribéhu kmitani neméni. Pfi ur¢ité periodé zmény parametri lze tak
dosdhnout udrzeni amplitudy kmitani, nebo jejiho postupného zvétsovani
i bez vnéjsiho plisobeni na oscilator. Dochazi k parametrické rezonanci os-
cildtoru. Charakteristické pritom je, Ze na rozdil od buzeni kmitt vnéjsi
silou, které se déje s frekvenci shodnou s vlastni frekvenci oscilatoru, pro-
biha parametrické buzeni kmita s odlisnou frekvenci, ktera je dvojnasob-
kem vlastni frekvence.

Ve vyuce miizeme ukazat parametrické kmitani jednoduchym pokusem
s kyvadlem v podobé kulicky zavéSené na vldkné, jehoz horni ¢ast vedeme
pres kladku a konec vlakna drzime v ruce (pokus je popsan napt. v [1]).
KdyZz bude kyvadlo v klidu v rovnovazné poloze, tak ho tahanim za ko-
nec zavésu nerozkmitame. Pokud ale kulicka kyvadla bude kmitat alespon
s malou amplitudou, pak se pii periodickém pohybu konce vldkna s polo-
viéni periodou kmiti kyvadla zatne amplituda kmitd postupné zvétsovat
a dosdhneme parametrické rezonance.

Na prikladu tohoto jednoduchého oscilatoru objasnime zdanlivy pa-
radox, ze se energie kmitani oscilatoru zvétSuje, aniz by kyvadlu byla
z vnéjsku dodévana energie. Pro vyklad pouzijeme schematické zobrazeni
predchézejictho pokusu (obr. 2).
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Obr. 2

Kyvadlo tvoi{ vlakno délky [, na némz je zavéSena kulicka o hmot-
nosti m, které vychylime z rovnovazné polohy o thel ¢q (obr. 2, poloha 1).
Kdyz kulicku kyvadla pustime, pohybuje se do rovnovazné polohy (2),
kde mé& maximalni rychlost vy. V tomto okamziku zkratime zévés kyva-
dla o délku Al a kuli¢ka se pfesune do polohy (3), coz ale neméa vliv na
velikost rychlosti vg a tedy ani na kinetickou energii kyvadla. Pohyb ku-
licky pokracuje po trajektorii s mensim polomeérem, az dosahne polohy (4),
ktera je o vzdalenost hg vySe, nez v poloze (3) a zavés se odkloni o thel
® > po. V tomto okamziku se zavés opét prodlouzi o délku Al a kulicka
bude v poloze (5), ktera je ve vySce h > hg nad rovnovaZznou polohou (2).
Téleso kyvadla tedy bude mit v&tsi polohovou energii ve srovnani s energii
v poloze (1) a rovnovaznou polohou pii pohybu vpravo projde rychlosti
vet&i rychlosti vy (v1 > vo).

Jestlize se tento zptusob zmény délky zavésu kyvadla bude opakovat
dvakrat za periodu, bude se celkova energie kmitavého pohybu kyvadla
zvétSovat. Je to dano tim, Ze energie potfebna ke zvednuti kmitajictho
télesa o Al je vétsi, nez energie, kterou ztrati pfi premisténi z polohy (4)
do polohy (5), tzn. kdyz

Aly = Al cos .

PopiSeme premény energie pii tomto parametrickém kmitani. Ponévadz
zaves kyvadla je v rovnovazné poloze (2) napinan tihovou silou Fg = mg

2
o s s . ~ . . v, 2 ~e 2 P
plsobici na kulicku a odstiedivou silou Fy = m~*, vykond se pii zkraceni
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Z&vEsu prace

l
Naopak prodlouZeni zavésu z polohy (4) do polohy (5) odpovida prace

2
AW, = (mg + va) Al.

h
AWy = —mgAl cos ¢ = —mgAl (1 — l) .
Ponévadz rozdil mezi hg a h je maly (b =~ hp), je zvétSeni energie AE
kyvadla

AE = AW, + AW, =

A A A
= mvSTl (1 — ig) = ZTZEO (1 — h) ~ 3TZE0,

kde v = 2gho, i = E.

Popsané premény energie vSak nezahrnuji realné tlumeni pohybu ky-
vadla, pfi némz se ztréci ¢ast energie kmitani v zavislosti na souciniteli
tlumeni §. Za polovinu periody se tak pocatecni energie pohybu kyvadla
FEy zméni na hodnotu

E1 = Eoe_(ST.

Pokud je tlumeni oscilatoru malé (87 < 0,1), dojde p¥i pohybu kyvadla
jen k malému dbytku energie

AE, = Ey — By = Ey (1 — ") = EyT.

Abychom doséhli parametrické rezonance, tzn. udrzeni, popf. zvétSeni
amplitudy kmitani, je tfeba, aby AF > AF;. Tento pozadavek ovliviiuje
tzv. hloubku modulace parametru %, pro kterou pfiblizné plati

Al 1

I Q
kde Q je cinitel jakosti oscildtoru (viz napft. [2]). Cim vétsi je Ginitel ja-
kosti oscilatoru, tim mensi zmény parametru jsou nutné, aby se kmitani
oscilatoru udrzelo.

Parametrické kmitani jednoduchého kyvadla miize nastat i za jinych

podminek. Kdyby napt. télesem kyvadla byla ocelova kulic¢ka a pod jeji rov-
novéaznou polohu bychom umfistili elektromagnet, dosahli bychom urychleni
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kyvadla a tim nahrady ztrat energie periodickym zapinanim elektromag-
netu v okamziku, kdy se kulicka blizi do rovnovazné polohy, a vypnutim
elektromagnetu v okamziku, kdy kulicka projde rovnovéznou polohou. Po-
dobné jako pii houpani na houpadce je tedy pro dosaZeni parametrické
rezonance nutné ménit zvoleny parametr s dvojnasobnou frekvenci, nez je
frekvence vlastniho kmitani soustavy.

2. Model parametrického kmitani oscilatoru

Podminky vzniku parametrické rezonance si mizeme ovéfit jednodu-
chym pocitacovym modelem. Pfedpokladejme, Ze délka zavésu kyvadla se
bude pohybovat okolo stfedni hodnoty [y s amplitudou A = Al podle
vztahu

I(t) =lg — Asin(£2t),

kde {2 je budici frekvence vnéjsiho pusobeni na kyvadlo. Diferencialni rov-
nice tohoto oscilatoru pak bude vyjadfena vztahem

mg

b - J
e A in(20)

z=0,

kde m je hmotnost kyvadla a b je konstanta tmérnosti mezi odporovou
silou a rychlosti tlumeni'). Z rovnice uréime zrychleni a a pro m = 1 kg
sestavime dynamicky model parametrického kmiténi kyvadla (veli¢ina h
je ¢asovy krok: h = 0,05 s):

g

a=- x-b*v
lO—A*sin(Q*t)

X, =X,+tv,*h

v,,,=v,+a,;*h

ti,,=t;th

Pokud bude budici frekvence mensi nez dvojnasobek vlastni thlové frek-
vence kyvadla (wp < 2wp), bude vysledné kmitani tlumené (zelena kiivka

na obr. 3). P¥i dvojnasobné frekvenci dochézi k parametrické rezonanci
a v zavislosti na amplitudé zmén délky kyvadla (parametrické modulaci)

DVe standardni diferencialni rovnici mechanického oscilatoru je tlumeni vyjadfeno
soudinitelem tlumeni § = 5% a thlova frekvence tlumeného oscilatoru je w = 4 /w% — 62,

2m
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vzniknou bud netlumené kmity s konstantni amplitudou (modra kiivka),
nebo se amplituda kmit bude postupné zvétsovat (Cervena kiivka).

Parametrické kmitani kyvadla (/= 0,8 m)

0,05

e A
A

0,03
0,02 A '
0,01 ﬂ

a /\ f\ Fa N
0,01 ‘ ’ ‘ ? l\ 2 | ek
SV Yy AT
0,03 v U

-0,04

—Xm=0 —Xmp=0,12 N — Xx=0,J N |

-0,05

Obr. 3

V piipadé kyvadla délky lp = 0,8 m je wy =~ 3,5rad-s~! a paramet-
rickd rezonance nastane pii £2 ~ 7,0 rad - s~!. Uvedené hodnoty jsou jen
priblizné, ponévadz se v pocitacovém modelu mohou ponékud ligit podle
volby velikosti ¢asového kroku. Podle zvolené hodnoty soucinitele tlumeni b
je pak tfeba nastavit velikost amplitudy A budicich kmita. Pfi malé am-
plitudé nedojde v pribéhu periody k nédhradé ztrat vzniklych tlumenim a
soustava kmita tlumené. Rezonanéniho zesileni kmitii doséhneme zménou
amplitudy A pomoci posuvniku v menu pocitatového modelu. Model je
zédjemedm dostupny v seSitu aplikace MS Excel (ZDE).

3. Parametricka rezonance pruzinového kyvadla

Prikladem oscilatoru, v némz muze nastat parametricka rezonance, je
také pruzinové kyvadlo (obr. 4). Jestlize rozkmitame téleso kyvadla presné
ve sméru osy pruziny, bude kyvadlo konat jen podélné kmity ve svislém
smeéru s thlovou frekvenci danou parametry kyvadla, tzn. hmotnosti m a
tuhosti pruziny k. Jestlize se vSak zavazi tfeba jen nadhodné od svislého
smeéru odchyli, vzniknou p#i¢né kmity v horizontalnim sméru, jejichz pe-
rioda je ur¢ena ménici se délkou pruziny, tedy parametru [ kyvadla. Pfi
vhodné volbé parametrt pruzinového kyvadla lze dosdhnou poméru thlo-
vych frekvenci podélnych a pfi¢nych kmiti 2 : 1 a dojde k parametrické
rezonanci. Soustava pruzinového oscilatoru se chova jako dvojice vazanych
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oscilatori, v niz dochazi k periodické vyméné energie pri¢nych a podélnych
kmitti a to se projevi vznikem razi (obr. 5). Ten to dé&j je v8ak nestabilni a
jiz pri nepatrné zméné nékterého z parametri dochéazi k chaotickému po-
hybu télesa kyvadla. Podrobnéji je tento zajimavy pfipad parametrického
kmitani popsédn v pfispévku [3], k némuZ je pFipojen sesit aplikace MS
Excel s jednoduchym programem, ktery umoziuje interaktivné si ovérit
vznik parametrické rezonance.

Parametricka rezonance pruzinového kyvadla

0.3
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Obr. 4 Obr. 5

4. Meldetv pokus

I kdyZz parametrickd rezonance nasla praktické uplatnéni az v technickeé
praxi 2. poloviny 20. stoleti, jeji historie je delsi. Zkoumal ji v roce 1859
némecky fyzik Franz Melde (1832-1901), ktery studoval interferenci vlnéni
v fadé bodu a objevil tak stojaté vinéni, kterému dal i nadzev. K tomu vy-
tvoril zafizeni, které je z historie fyziky zndmo jako Meldetv pokus a patii
ke klasickym experimentiim, dnes jiz zmodernizovanym do nejriiznéjsich
podob (viz napf. [4]). Melde zkoumal vznik stojatého vInéni v pruzném
vlakné, jehoz jeden konec byl pevny a druhy byl spojen s raménkem la-
dicky (obr. 6). Pfitom zjistil zajimavy rozdil, kdyz ladic¢ka byla bud v po-
loze (a), nebo v poloze (b). Pfi ur¢itém napéti vlakna, které lze ménit

z4t6Z1 na pevném konci, nastane rezonance a na vlakné vzniknou kmitny
a uzly stojatého vlnéni.
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Obr. 6

Obr. 6a je zobrazuje piipad, kdy je volbou zévazi nastaveno napéti
vlakna tak, aby rezonance nastala pri 2. harmonické frekvenci, takze se na
vlakné vytvori cela stojata vina. V1akno je raménkem ladicky rozkmitavano
pricné, takze se napéti vlakna neméni a je to obdoba détské houpacky

V pripadé na obr. 6b je vSak situace odlisna. Raménko ladicky ovliv-
fiuje nepatrnymi vychylkami délku vlakna, tedy jeho parametr. Tim se
periodicky méni napéti vlakna, nastava tzv. parametrické buzeni kmitt ve
vlakné a dochézi k parametrické rezonanci. Na vlakné vznikne pii stejné
frekvenci ladi¢ky stojata vina o dvojnasobné vinové délce, takze zobrazena
je jen polovina vlny.

5. Parametrické kmitani elektromagnetického oscilatoru

Podstatu parametrického kmitani jsme si ukazali na prikladech mecha-
nickych oscilatori. Ty se v8ak praktického vyuziti nedockaly. Soucasna
technicka praxe vyuziva parametrické zesilovani signali v parametrickych
zesilovacich ve vysokofrekvenéni elektronice, kvantové optice nebo radio-
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astronomii. Zakladni pfednosti parametrickych zesilovaci je v téchto pii-
padech hlavné nizka hladina rusivého Sumu.

Princip parametrického zesilovani elektromagnetického kmitani si ukéa-
zeme na jednoduchém modelu oscila¢niho obvodu s ménitelnou kapacitou
(obr. 7).

U
a
s AN 1\
b
/ 4
4

wei O

C . Cl

% T 2T t
Obr. 7 Obr. 8

Kapacita deskového kondenzatoru je uréena zndmym vztahem

S

d b
kde € je permeabilita prost¥edi, S je plocha desek kondenzatoru a d je
jejich vzdalenost. To znamené, Ze pii zvétSeni vzdalenosti desek o Ad se
kapacita zmensi na hodnotu C; < C. KdyZ napéti U na deskach konden-
zatoru dosdhne nejvétsi hodnoty (viz obr. 8a), bude naboj desek ¢ = CU.
V tomto okamziku zvétsime vzdalenost desek o Ad a kapacita konden-
zatoru se zmensi na C; (viz obr. 8c). Naboj kondenzatoru se nezmeéni,
ale jeho napéti se zvétsi. Pritom se vykoné prace potiebna k pfekonanf sil
elektrického pole mezi deskami a tim se zvéts{ energie kondenzatoru o AE:
? ¢# F[C Ad
AE—Efﬁ—% |:C'11:| *EOV*EOIU’?

C=¢

kde Ey = % je energie oscilatoru pred zménou kapacity kondenzatoru a

% = i je opét modulace parametru.
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Od okamziku dosazeni maximélniho napéti se kondenzator za¢ind pies
civku vybijet a napéti na kondenzéatoru se zmensuje. Kdyz dosahne nulové
hodnoty, znovu se desky posunou na piuvodni misto a kapacita konden-
zatoru se zvétsi. Tento déj se opakuje dvakrat v pribéhu jedné periody,
tedy s polovi¢ni periodou nez je perioda vlastniho kmitani oscilatoru. P¥i
kazdém cyklu se také zvétsuje celkova energie kmitani oscilatoru, a pokud
prirtstek je vétsi nez ztraty energie, amplituda napéti na kondenzatoru
nartsté a nastava parametrickd rezonance oscilatoru. Podobné jako u me-
chanického parametrického kmitani je parametrickd rezonance ovlivnéna
¢initelem jakosti oscilatoru. Cim vets je Cinitel jakosti @, tim mensi muaze
byt modulace parametru, pii niz dojde k parametrické rezonanci.

Pro vyklad jsme vyuzili zjednoduseny model, ktery by bylo obtizné rea-
lizovat. V technické praxi plni funkci proménného parametru elektronické
soucastky. Jednou z nich je tzv. kapacitni dioda — varikap, jejiz pfechod PN
zapojeny v zavérném sméru se chové jako kondenzator. Kapacita varikapu
je zavisla na pfipojeném napéti, které se méni podle vztahu

C = Co(1 + psin 2t),

kde p je modulace parametru a (2 je tihlova frekvence buzeni kmitt s dvoj-
nasobnou frekvenci, nez je frekvence zesilovaného signalu.

Jako priklad jsme zvolili zménu kapacity, ale obdobnym zpusobem lze
ziskat parametrické kmitéani také zménou indukénosti oscila¢niho obvodu.
Velmi nazorné je to ukézano ve vyukovém videu [6], které je shrnutim
poznatkil o parametrickém kmitani.
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Vyuka fyziky s vyuzitim
zakovskych mentort

JAROSLAV SMAHEL

Gymnézium Kadan

Jsem ulitelem matematiky a fyziky na stfedni skole. V soucasnosti u¢im
oba tyto predméty Sesty rok, prevazné na vyssim gymnaziu v Kadani. Tuto
praci mam rad, ale asi jako kazdy uditel feSim pii vyuce nékolik stale se
opakujicich problémii, které vSak pfi souc¢asném nastaveni systému vzdé-
lavani mnoho moznosti feSeni nemaji. Neustale hledam cesty, jak do uceb-
niho procesu zapojit aktivné co nejvic zakt a pritom nezanedbat pokroci-
lejsi vyuku téch motivovanych a nadanych.

Pokud nechce zak studovat matematiku a fyziku a tyto predméty ho
ani nebavi, je t&zké ho zaujmout. Zpravidla je ale ve tiidé vzdy nékolik
zéka, které dany predmét bavi. V ur¢ité fazi probirani latky vsak nastane
okamzik, kdy se pravé ti schopnéjsi a motivovani pfi vyuce za¢nou nudit.
Navzdory pedagogickym pouckam prosté neni ¢as pripravovat jim tlohy
navic, a pokud ano, jde jen o okrajovy moment, ktery zdaleka nestaci
naplnit jejich potenciél — je tedy promarnéno néco, co je skuteéné velmi
cenné. V ,maratonu* bézné vyuky zbyva ovSsem na motivované zaky jen
omezeny Cas, vétSinou se zabyvame vice témi, ktefi maji se zvladanim latky
problémy. Ti Sikovnéjsi se tak bohuzel dostavaji na okraj zajmu ucitele.

Témito problémy se zabyva mnoho pedagogickych metod, nicméné ve
své praxi jsem neustale konfrontovan s tim, jak nalézt FeSeni v systému,
ktery je jiz pfedem dan. V systému, kdy je malo ¢asu na vyuku, hodné
zéka ve tridé, zaci jsou pretizeni jinymi predméty a kdy je zaroven tieba
plnit pozadavky na vystup studia — tspésné slozeni maturitni zkousky a
prijimacich zkouSek na vysoké Skoly. Svoji roli hraje v neposledni fadé i
vyCerpani ucitele a jeho v ¢ase ubyvajici motivace.

7 téchto duvodi jsem se rozhodl hledat zpiisob, jak rozvijet nadané
zéky a zaroven pritom co nejvice pomoci ostatnim. Se souhlasem fFedi-
tele jsem se tedy rozhodl vyzkouSet novy pristup, ktery by mél pomoci
vySe uvedené problémy Fesit. Tento pFistup mé (na rozdil od vétSiny pred-
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chozich) vstupni podminku: musi Zakiim pomoci a zaroven nesmi zatiZit
ucitele dalsim narokem na jeho Cas.

Takovym fFeSenim se ukéizalo vytvofeni skupiny tzv. Zdkovskijch men-
tori. Pod pojmem mentor obvykle chdpeme nékoho zkuSenéjsiho, ¢asto i
starsiho ¢lovéka, ktery v dané situaci uvadi do urc¢itého oboru mladsiho a
méné zkuSenégjstho kolegu (z univerzitniho prostfedi zname tutory, starsi
spoluzaky, ktefi poméhaji mladsim). Ve své metodé jsem vytvoril podobné
definovanou roli pro nadanégjsi zaky — pro zjednoduseni je zde dale nazy-
vam ,,mentory“. Na rozdil od toho, jak se podobné role obvykle chapou,
zde neni mentor starsim radcem, ale vrstevnikem.

Zpusob prace s vyuzitim zékovskych mentort, ktery déle kratce pred-
stavim, je zaloZen Cisté na mé osobni zkuSenosti z ucitelské praxe, neni
vysledkem védeckého vyzkumu. Metodu jsem vyuzival v predchozich le-
tech nejprve pfilezitostng, nyni — od za¢atku skolniho roku 2021/22 — ji
zavadim jiZz systematicky celkem ve tiech tiidach vyssiho gymnézia. Stale
vSak jde o jisty experiment.

Popis metody

Nejprve je tfeba definovat roli zakovskych mentori. Od mentora se oce-
kava, ze se stane jakousi prodlouzenou rukou pedagoga. Jakmile mentofi
(nadani Zaci) pochopi probiranou latku, vstupuji aktivné do vyuky. Oni
v této chvili jiz latce rozumi, zatimco zbytek t¥idy jesté ne.

Kdo mize byt mentorem? Oslovuji s touto nabidkou zaky, ktefi maji
na vysvédcéeni jednicky, jsou v daném predmétu nadani, ,jde jim to“ a
jsou v hodinach aktivni. Musi mit schopnost komunikovat a vysvétlovat.
Je také dilezité, aby dopfedu védéli, co je asi ¢ekd a jasné vnimali, Ze
jde o dobrovolnou nabidku. Rovnéz je dtlezité, aby se osloveni zakt a
jmenovani mentort udélo pred tfidou. Stejné tak vysvétleni toho, co tato
role obnasi.

Oslovuji zaky, které sim vyberu. Nékdy odmitnou, sami citi, Ze se jim
do toho nechce. Stalo se mi také, ze mentor ze své funkce odstoupil, protoze
na ni nemél cas. Také je mozné — a uz se to nékolikrat stalo —, Ze se mi
ozvali zaci, ktefi nejsou tak aktivni jak bych si pfedstavoval nebo maji na
vysvédéeni horsi znamky nez jednicky. Je pak na zvazeni ucitele, zda je
prijme, nebo ne. Uz jsem nékterym vyhovél a nékteré odmitl. Role mentora
sama o sobé vSak muze méné aktivni zdky vice aktivizovat. Je jen na
zkuSenostech pedagoga, kolik mentoril v dané t¥idé miize a chce ustanovit.
Ve tridé, kde u¢im nejvice, jsem takto vybral 4 mentory z 16 zaka.
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Mentortum zadavam tkoly. Jde o razné typy tloh k procviceni, pfipravu
experimentii nebo vedeni laboratorni préace. Jejich tkolem je si tyto tukoly
rozdélit. Je-li napiiklad t¥eba procvicit jisté tilohy daného tématu, projdu
s mentory typy tloh k procvi¢eni a mentoii pak musi umét tyto typy tloh
t¥idit i vytvorit sami. Nékdy je potfeba s mentory dané téma probrat do
vétsi hloubky, nékdy to nutné neni. Mentofi se tim dostavaji za bézny
rozsah znalosti spoluzéki. Nakonec se sami rozhodnou, kdo z nich si pifi-

pravi dané typy tloh k procvic¢eni, kdo bude tlohy zadavat a vzorové fesit
u tabule béhem hodiny a kdo bude pracovat v lavicich se skupinkami zak1.

Obr. 1 Préace mentora se spoluzaky

Podobné si mentofi rozdéluji funkce pii laboratornich cvi¢eni. Vzdy
mezi nimi urc¢uji koordinatora, ktery dohlédne na jejich pripravu. Pak uz
se pripravuji sami, bud online, nebo se schazeji osobné.

V urCenych hodinach je tfida rozdélena do skupin. Ty nejsou presné
definované, ale zpravidla se ustali podle vztahi ve tfidé. Ponechéavam zcela
na jednotlivych mentorech, které skupiné budou poméhat. Kazdy mentor
dopfedu vi, co se bude procvi¢ovat. V prubéhu hodiny se mentofi stiidaji
u tabule nebo pomahaji s feSenim tloh ostatnim spoluzaktm.

Préci mentori v hodiné pozoruji ze zadni lavice a snazim se do jejich
vyuky vstupovat co nejméné — nékdy je to v8ak nutné. Zvlasté zpocatku
s nimi jejich praci rozebirdm a hodnotim. Zpétna vazba je pro né dulezita
i v pripadé, kdy neni co zlepSovat.

Mentofi sestavuji dokonce i zkuSebni testy. Kontrola jimi sestavenych
testd z mé strany je samoziejmé nutna. Pokud jim stanovim Kkli¢, jsou
nésledné schopni testy také klasifikovat. Klasifikace testi je ve skutecnosti
proces, ktery se snazim automatizovat. S mentory probirdm, jak se bude
to ¢ ono znamkovat. Nejasnosti pii hodnoceni dofeSim sam. Stejné je to
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s domacimi tkoly v matematice. Mentofi mi svou ¢innosti uSetii spoustu
casu.

Testy nepripravuji vyhradné zaci-mentofi, nékteré zkusebni testy, ¢tvrt-
letn{ pisemné prace i nékteré dalsi stale vytvarim sam. V nékterych tiidach
znamkovani déje tak, jak bylo domluveno. Pfirozenou otézkou je, co za
tuto praci mentofi maji. Dostavaji jednic¢ky. Zatimco svym spoluzakim
pisemky klasifikuji, oni z nich maji automaticky jednicku. To se muZe zdat
i nespravedlivé, kdyz ale zvazime pripravu mentort na procvic¢ovani uciva
se spoluzaky v hodinach, nespravedlivé to neni. Navic, jak jiz bylo zminéno
vyse, jsou do této role vybirani vyborni zaci — jedni¢kari.

S mentory se podle potieby setkavam, zpravidla s celou skupinou z dané
t¥idy najednou. Délka naSeho setkani je dana situaci: od kratké porady
o pfestavce az po dvouhodinové setkani po vyucovani. Setkani byvaji je-
denkrat, nékdy i ¢tyfikrat za mésic.

Ne ve v8ech tiidach lze tuto metodu zavést. V nékterych t¥idach jsem
se doposud mentory jmenovat neodvézil, zatimco v jinych tfidach to byl
v podstaté pfirozeny proces, vychézejici z predchozi prace se t¥idou.

7 vyse uvedeného je patrné, Ze aby tato metoda byla Zivotaschopna, je
dilezité, aby ucitel zaky znal.

Prvni zkuSenosti

Neéktefi z mentort po prvnich mésicich systematické prace potvrzuji, ze
jejich znalosti jsou diky jejich roli vétsi. Duvodem je to, Ze je jejich role
bavi, ur¢itym zptsobem motivuje a vede k védomi spoluzodpovédnosti.
Proto jsou ochotni vénovat predmétu vice tsili nez v pozici fadovych zaki.
Castokrat tak doucuji ostatni doma, aniz bych o tom védél. Tyto poznatky
vychazi z mého pozorovani, nikoliv z exaktntho méfeni, na to teprve musi
dojit. Nicméné tyto zéky uc¢im nékolik let a jejich pokrok sleduji.

Mentofi si ze své ¢innosti odnaseji i celou fadu dalsich dovednosti, které
s fyzikou bezprostiedné nesouvisi. Schopnost mluvit pfed druhymi a néco
vysvétlovat patii jednoznaéné mezi né.

Nedavno byla na nasem gymnéziu 8kolni inspekce. Inspektorka navsti-
vila i jednu z mych hodin. Mentory jsem nepfiznal a uéil jsem jakoby nic.
Kdyz se pak v prubéhu hodiny stiidali u tabule Zaci zvykli mluvit pfed
tfidou, vysvétlovat a fesit dlohy, byla inspektorka nadsena. Svoji metodu
jsem ji predstavil zpétné.

Mentorska vyuka ma i nékteré nec¢ekané piinosy. Mame zéky, ktefi se
stydi zeptat, ale i v&tsina zaki, ktef{ se zeptat nestydi, se po néjaké dobé
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bézného vykladu prosté ptat prestane. Jednoduse proto, Zze nechtéji stale
zastavovat a brzdit hodinu. Pokud je ovSsem v jejich blizkosti pfipraveny
mentor, nevahaji se ho ptat mnohem ¢asté&ji. U¢ivo tak najednou zvladnou
i ti, kterym bé&Zzné unikalo. Také jsem uz slySel, Ze od mentorti chapou
spoluzaci latku vice neZz ode mne.

Existuji v8ak i jista rizika. Stalo se, Ze pii procvi¢ovani udélala mentorka
pocetni chybu a jeji skupinka ji to vycitala. Sledoval jsem, jak tato mala
hédka dopadne — dopadla dobfe, aniz bych musel zasahovat. Kdyz udéla
chybu ucitel, prili§ na néj negativni reakce zaka nedopada, jinak to ale
muze byt u mentor.

Jak uZ jsem se zminil, pfiprava test pomoci mentori mi pfinasi vy-
znamnou usporu ¢asu. Ten mohu vénovat zase jim. Navic jsem zjistil, ze
mentoii jsou pri pripravé test a cvi¢ebnich tdloh ¢asto v uréitém smyslu
mnohem napaditéjsi nez ja. Obdobné jako mnoho mych kolegt si i ja pri-
bé&Zzné vytvaiim soubory piikladd a tloh, ty pozdéji opakované pouzivam.
Kazdy ucitel se tak do jisté miry stane ,kuchafem®, ktery ma za léta praxe
v rukdvu sadu vybornych receptii skvélych jidel (rozuméj dloh), jejichZ ne-
vyhodou ale je, ze se v jidelnicku stale opakuji. Mentofi prosmyc¢i internet
a jsou schopni najit nebo vytvofit tlohy, které bych sdm nehledal.

P1i distanéni vyuce se ukazala i dalsi vyhoda existence mentori. Pravé
proto, Ze jejich spoluzaci védi, Ze jsou oficialné ustanoveni, obraci se na né
s pozadavky na procvi¢ovani uéiva. Dokonce i nap¥ic¢ t¥idami! Schéazeji se se
svymi spoluzaky jak online tak nazivo a pred testy s nimi uéivo procvicuji.
Zatim jsem nezachytil ndznaky toho, Ze by se své roli zpronevéfili a otézky
z test, které spoluvytvari, prozradili. Nicméné i toto je tfeba zaradit mezi
mozné rizika.

Je tfeba se jesté kratce zminit o do uréité miry kontroverznim kroku,
jimZ je rozhodnuti pfenést na mentory ¢ast klasifikace. Zndmkovani spo-
luzédkt ptisobi jako silny motivator, diky nému berou mentofi svoji roli
mnohem vaznéji, pomaha jim to pristupovat k ni zodpovédné.

7 vnéjsiho pozorovani ti¥idnfho kolektivu lze také usuzovat, Ze socidlni
pozice mentort mezi jejich spoluzéky celkové roste. Moznost, Ze je tu né-
kdo, kdo je ochoten pomoci druhym, je v o¢ich spoluzédka posouva vyse.
Nékdy se pak na né, jak jsem jiz uvedl, obraceji i spoluzéci z paralelnich
t¥id. Zda se mi, Ze si jich spoluzaci vice ceni. Opét jde jen o vnéjsi pohled
ucitele, ne exaktni prizkum.

Mize se také Casem ukazat, Ze na roli mentora dany zak ,nem&‘, Ze
precenil své schopnosti nebo ¢asové moznosti. To samo o sobé neni problé-
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mem, pokud to mentor sam uzné, z role prosté odstoupi. I to uz se stalo.
Pokud by na to ovSem z riznych divodid nemél odvahu, mohl by tento
skryty vnitini konflikt pfinést tomuto Zéku misto pozitiv naopak pocity
frustrace a efekt by mohl byt opac¢ny. Tato a dalsi rizika je tifeba dale
sledovat. Jak se ukazalo v nékterych situacich, spoluzaci praci mentoru
kriticky sleduji a pokud se jim zd4a, ze mentor nedéla svou praci dobfe,
daji to najevo.

Zavér a dalsi vize

Uvedenou metodu jsem uplatnil ve skolnim roce 2021,/2022 takto syste-
maticky poprvé. Zatim se ji pokousSim rozvinout ve tfech tridach vyssiho
viceletého gymnézia. Zda se, ze idealni pocet mentort je asi 1 mentor na 3
az 4 zaky — zaleZi to na dané t¥idé. V mensich forméach jsem tuto metodu
pouzival i dfive (jiz asi dva roky), ale to s jednotlivci a jen obasné a na-
hodné. Myslim si, Ze v jistém smyslu tu a tam zavede podobnou metodu
pro vyjimecéné déti fada ucitela. Zde jde o pokus tuto metodu systemati-
zovat a presnéji urcit, jak s mentory pracovat, jak a kde je ustanovit a jak
je dal vést.

Pravé z davodu, aby bylo mozné tuto metodu kvalitné rozvinout a defi-
novat ji jako prenositelny systém, stala se predmétem mé disertacni prace
v ramci studia na Katedfe didaktiky fyziky MFF UK. V praci budu m)j.
zpétné hodnotit zkusenosti, vyhodnocovat pifinosy a systematicky vyhod-
nocovat zpétnou vazbu od spoluzakii ustanovenych mentort i mentort sa-
motnych. Je tfeba zjistit, zda je tento systém préace pfenositelny i na jiné
typy stfednich skol, pfipadné na jiné ucitele. Dalsi dosud nezodpovézenou
otazkou zustava, jak na roli mentora reaguji, pokud vibec, rodice.

V soucasnosti se ukazuje potieba vytvorit dalsi formy prace s mentory.
Byl jsem osloven nékterymi zaky s tim, ze by chtéli také néjakou podobnou
roli. V&I, Ze by je pak pFfedmét zacal bavit, protoze to vidi u mentort. Moz-
nost zapojit se aktivné do vyuky tedy laka i méné nadané zaky, kteti tak
chtéji ziskat pro sebe motivaci. Pfestoze jsou jejich vysledky nedostacujici,
zdé se mi byt jejich odmitani plytvanim jejich moZznostmi. Chtél bych tedy
néjak definovat ,,mékéi“ formy mentorstvi. Zda se, ze aktivni zapojeni do
vyuky motivuje i nékteré z téch, kterfi v daném predmétu neexceluji.

Zavérem bych chtél dodat, Ze ackoliv tento zptsob vyuky v systematické
podobé teprve rozvijim, jiz prvni vysledky ukazuji na vyznamné pozitiva a
musim pfiznat, ze bych se ve svétle vyznamnych posuni u nékterych zaki
této metody uz nevzdal.
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Johann Gregor Mendel
a pozorovani slunec¢nich skvrn

VLADIMIR STEFL
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Slune¢ni skvrny, tmava mista na disku Slunce pozorovala celd fada as-
tronomu jiz od roku 1610. Jak dnes vime, jedna se o oblasti depresi ve
fotosfére s nizsi teplotou, nez mé jejich okoli. Jde o dusledek vyssi in-
tenzity magnetického pole pod nimi, které brz’mi pfenosu energie z nitra
hannes Fabricius (1587 1616) v spisu Popis pozorovanijch slunecnich skvrn
pohybugjicich se soucasné se Sluncem (De Maculis in Sole observatis, et ap-
parente earum cum Sole conversione, Narratio, etc. 1611) [1]. Mimo jiné
se v ném zminil o pfesunu skvrn po disku Slunce. Titulni list spisu je na
obr. 1.

jOH FA,BR!C’][PHRTJ‘II

MACULIS IN
SOLE OBSERVA-

T1S, ET APPARENTE
* garum cum Sole conver-
fione ,
NARR AT10.
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¥VWITEEBE R G AE;
Topés Lasiventij J‘ex&mﬁr fmp i Toban, Bor-
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ANNO M. D‘.‘. XL

Obr. 1
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Ptiblizné od srpna roku 1610 pozoroval slune¢ni skvrny také Galileo
Galilei (1564-1642). Zjistil jejich nepravidelny tvar, nestabilnost, zmény
vzhledu, pohyb ve skupinach a nasledny zanik. Béhem dalsitho roku do-
spél k zavéru, ze souviseji s povrchem a postupuji od vychodniho okraje
slune¢niho disku k zapadnimu. V roce 1612 o svém badani napsal tii do-
pisy, které poslal do Augsburgu némeckému bankéfi a mecenasi Marku
Welserovi (1558-1614). Popsal v nich sva pozorovani Slunce a ukazii na
ném, véetné skvrn. Dopisy pirelozené do anglického jazyka byly publiko-
vany ve spisu [2]|. Skvrny italsky fyzik a astronom chéapal jako tmava ob-
laka v atmosféfe Slunce. Jejich pohyb po disku interpretoval jako otac¢eni
Slunce, skvrny samotné zustavaly na svych mistech povrchu. Domnival se,
ze vsechny skvrny v jakékoliv heliografické Sitce prechézeji pfes sledovany
slune¢ni disk ve stejném case. Ve skute¢nosti Slunce nerotuje jako tuhé
téleso, nybrz doba rotace zavisi na heliografické Sifce, zvét§uje se od rov-
niku k polum. Jedna se o tzv. diferencidlni rotaci. Pfedev§im vsak Galileo
vyvratil hypotézu, Ze skvrny predstavuji objekty, které se nachéazeji mezi
Zemi a Sluncem, a potvrdil jejich souvislost s povrchem Slunce. Opiral
se o skutecnost, ze pohyb slune¢nich skvrn byl nerovnomérny, v blizkosti
okraja Slunce pomalejsi nez uprostied disku. Galileo své poznatky shr-
nul do spisku Popis a dikazy sluneénich skvrn (Historia e dimostrazioni
intorno alle macchie solari e loro accidenti, 1613) [3]. Polemizoval s na-
zorem Christophera Scheinera (1573-1650), ktery se mylné domnival, Ze
skvrny jsou planetami. Peclivy pozorovatel Scheiner zjistil okrajové ztem-
néni disku Slunce ¢i rozdilnou dobu prichodu skvrn v odlisnych heliogra-
fickych sitkach.

Problematiku podstaty slune¢nich skvrn diskutoval Orazio Grassi (1583—
1654) ve spisu Vdha astronomickd a filozofickd (Libra astronomica et phi-
losophica) [4], v souvislosti s moZnymi vlastnostmi povrchu Slunce, jeho
hladkosti respektive drsnosti. Grassi ve Vidze polemizoval s nadzory Gali-
lea, ktery v druhém dopisu Welserovi uvedl: ,,Slunce se otac¢i kolem svého
stfedu pohanéno pohybem svého okoli; toto obklopujici seskupeni vSak
musi byt daleko lehéi nez vzduch.“ Pozd&ji Galileo v Prubdri (Il Saggiatore)
[5], napsal: ,Latka skvrn se nesbihé ke Slunci, ale naopak z néj vychazi.“
Popsal tamtéz metodu promitani obrazu Slunce na stinitko — papir, které
se pouziva dodnes: ,,Velmi dobfe to ukazuje zkusenost se zachytavanim ob-
razu Slunce na papir, jako kdyz se zakresluji jeho skvrny; ¢im vice se papir
oddaluje od konce dalekohledu, tim vétsi kruh obtiskne kuZzel paprski do
papiru, a ¢im vétsi je kruh, tim méné zafivy je v porovnani se zbytkem
papiru, na néjz volné dopadaji paprsky Slunce.

208 Matematika — fyzika — informatika 31 (3) 2022



V' Prubiri bylo 8iroce diskutovano slozeni slunecnich skvrn, italsky as-
tronom odlisil latku komet a sluneénich skvrn: ,,Nikdy jsem netvrdil, Ze
kometa a slune¢ni skvrny jsou ze stejné latky.“ K pochopeni rotace Slunce
vedlo sledovani skvrn, o nichz Galileo uvedl: , Vidim, Ze skvrny se oto¢i
zhruba za ¢tyfi tydny.“ Odhadl tak priblizné dobu rotace, o niz dale zjistil,
ze probiha ve stejném sméru jako obéh planet kolem Slunce. Sklon rotaéni
osy Slunce k ekliptice Galileo neobjevil. Na obr. 2 a 3 vedle sebe mu-
zeme vidét Galileovy zaznamy pozorovani Slunce z 5. a 6. ervence 1612,
ktera zachycuji detaily struktury sluneénich skvrn a zmény jejich vzhledu
v pribéhu jednoho dne.
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Obr. 2 Obr. 3

Pii sledovani Slunce od ¢ervna do srpna 1612 Galileo potidil celkem tii-
cet osm zaznami, ¢asy pozorovani v prib&hu dne neupfesnil. Byly soucasti
zminovaného druhého dopisu Welserovi, umozihovaly zkoumat troven slu-
ne¢ni aktivity. Galileova pozorovani spadala do obdobi postupného ttlumu
aktivity Slunce, k némuz doslo v letech 1612-1644, kdy relativni &islo slu-
nec¢nich skvrn postupné klesalo. Jednalo se o dobu pred Maunderovym
minimem v letech 1645-1715. Podrobné&jsi analyzy Galileovych zaznami
pozorovani slune¢nich skvrn s ohledem na jejich heliografickou sitku byly
provedeny modernimi metodami. Rozbor zdznami a odtud zjistény pohyb
skvrn po slune¢nim disku v roce 1612 umoznil dodateéné stanovit rychlost
rotace Slunce, jeji velikost vyjadfenou pootocenim za jeden den a oveérit
shodnost tdaji s jinymi prameny ze 17. stoleti.

Prejdéme k hlavni postavé naseho ¢élanku, kterou je Johann Gregor
Mendel (1822-1884), jehoz dvousetleté vyro¢i narozeni si pfipominame.
Vedle genetiky se zabyval pfedevSsim meteorologii. V poslednim obdobi
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svého Zivota od roku 1878 také astronomii. Studoval astronomické knihy,
zakoupil si dalekohled a za pouziti projekéniho stinitka v pribéhu roku
1882 pozoroval sluneéni skvrny. Dalekohled tehdy nové konstrukce mimo-
osého zrcadlového systému brachy!) mu opatiil Gustav von Niessl (1839-
1919). Mél hlavni parabolické zrcadlo o priiméru 112 mm, ohnisko 1 360 mm
a vedlejsi hyperbolické zrcatko o primeéru 48 mm. Hlavni a vedlejsi zrcadlo
jsou vzajemné naklonény (obr 4).

Obr. 4

Jeden z jeho zachovanych zaznami z prvnf poloviny roku 1882, reprodu-
kovany ve spisu [6], je na obr. 5. P¥i pfiznivych pozorovacich podminkach
v obdobi bfezna a dubna zachytil na obrazcich polohy slune¢nich skvrn
a skupin. Napfiklad v bfeznu provedl sedmnact pozorovéani, zdznamy tak
ukazaly témét denni zmény skvrn a vyvoj skupin na sluneé¢nim disku, ktery
mél v originale nakresleny primér 30 mm. Jejich dalsi zpracovani, napii-
klad vypocet slune¢ni aktivity ziejmé Mendel neprovedl. Rok 1882 byl
obdobim, kdy slune¢ni aktivita nartstala k maximu, které nastalo v pro-
sinci 1883. Tehdy jiz bylo zndmo CurysSské relativni ¢islo sluneénich skvrn
R = k(10g + f), kde k oznacuje korek¢ni ¢len, g pocet skupin a f pocet
skvrn. Bylo zavedeno Johannem Rudolfem Wolfem (1816-1893) v poloviné

DTzv. brachyteleskop, z fec. brachys — kratky.
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19. stoleti. Wolf ze starych kronik nalezl korelaci vyskytu polarnich zari
s obdobim maxima slune¢nich skvrn. Desetiletou periodu ve vyskytu slu-
ne¢nich skvrn objevil v roce 1843 Samuel Heinrich Schwabe (1789-1875).
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Obr. 5

V Mendelové dobé, v druhé poloviné 19. stoleti existovaly dvé zadkladni
hypotézy puvodu slune¢nich skvrn. Predevsim to byla teorie Angela Sec-
chiho (1818-1878) o tom, Ze erupce prochéazeji neustéle fotosférou a str-
héavaji z nizsich vrstev pary kovi, jenze se vyrazné ochlazuji a padaji do
fotosféry. Vytvareji v ni prohlubné naplnéné hmotou, ktera méné zairi a
pohlcuje svétlo. Prohlubné mély predstavovat sluneéni skvrny. Podrobné
v8e Secchi rozvedl v roce 1877 ve spisu Slunce (Le Soleil) [7]. Druhou
hypotézu formuloval v roce 1887 Herve Faye (1814-1902) ve spisu Vznik
svéta (Sur Uorigine du monde) [8]. Vychézel z principu vzniku vird uvnitf
fotosféry, spojenych s riznymi rychlostmi v diisledku diferencialni rotace
Slunce.

V [8] Faye uvedl: ,,Protoze v jeho rovnob&znych vrstvach existuje nerov-
nost rychlosti, proto zde musi také vznikat velké a malé viry. Ty malé jsou
pory velké sluneéni skvrny.” Pfedpokladal analogii s viry cykloni v zemské
atmosféte. Virova hypotéza neodpovidala pozorovanim tvaru skvrn a jejich
dobé zivota. Pokud by skvrny predstavovaly viry, potom by paprsky tvorici
polostin mély byt zakfivené, coz vSak nebylo pozorovano. Rovnéz riznost
rychlosti dvou bodu v blizkosti povrchu fotosféry by mély byt velmi malé,
témét neznatelné, aby existovaly podminky pro vznik viru.

Matematika — fyzika — informatika 31 (3) 2022 211



V posledni tretiné 19. stoleti zac¢ala byt rovnéz studovana spektra slu-
necnich skvrn, kterd byla odlisna od obvyklého bézného spektra Slunce.
Nékteré ¢ary Fraunhoferova spektra Slunce zmizely, naopak se objevily
nové, napt. Fe, Ti, Ni, Co. RovnéZ se zménila intenzita car. Celkova Cet-
nost absorpé¢nich ¢ar ve spektru ukazovala na zesileni absorpce.

Vratme se k Mendelovi, ktery zkoumal moZnou hypotézu souvislosti
vlivu sluneénich skvrn na mistni pocasi. Na podzim roku 1882 byly pozo-
rovany rozsahlé polarni zafe v Evropé a Severni Americe. Podobné jako i
jin{ v té dob& Mendel zkousel spojovat ¢etnost slune¢nich skvrn s polarnimi
zalFemi, zemskym magnetismem a mistnim pocasim. Lze ho tak povazovat
za jednoho z prukopnika oboru kosmické pocasi. Pozdé&ji Kristian Birke-
land (1867-1917) na vyssi odborné trovni, s modernéjsimi metodami sle-
doval souvislost polarnich zari, geomagnetickych boufi a slune¢nich skvrn.
Mimo jiné pfedpoveédél roku 1916 existenci sluneé¢niho vétru. Vyse uvedené
prvni kroky charakterizovaly pfechod k nové discipling — kosmickému po-
cast, které se definitivné konstituovalo koncem 20. stoleti.

Astronomickd Mendelova ¢nnost byla ocenéna Mezindrodni astrono-
mickou unii (IAU) pojmenovanim krateru o priméru 138 km na odvracené
strané Meésice, jakoz i planetky ¢. 3313 jeho jménem.
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INFORMATIKA

Veletrh dortt
(Ulohy z MO kategorie P, 44. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V Matematické olympiadé kategorie P (programovani) se setkavame
s mnoha velmi zajimavymi tlohami. Nékteré z nich jsou snadné, jiné nao-
pak zna¢né naro¢né. V dnesnim pokracovani dlouhodobého seridlu vénova-
ného vybranym problémium z MO kategorie P (programovani) si ukdzeme
jednu z téch velmi snadnych. Jedné se o teoretickou tlohu z doméciho kola
nedavno skonceného 70. ro¢niku MO (8kolni rok 2020,/21). Pati{ do kate-
gorie ¢asto zadavanych tloh typu ,prace s posloupnostmi &isel“. Uloham
tohoto typu jsme se vénovali jiz nékolikrat, obvykle jsme ale k optimalnimu
vyfeSeni problému potiebovali pouzit néjakou netrivialni programétorskou
techniku typu dynamického programovéani nebo tifeba predvypodcet prefi-
xovych sou¢ti posloupnosti. Jak sami uvidite, v optimalnim feSeni dnesni
tlohy nic takového potfebovat nebudeme, vysta¢ime jenom s jednoduchou
logickou tvahou. Ukézeme si ovSem, ze i takto jednoduchy problém lze
fesit riznymi zptsoby a s rtznou ¢asovou slozitosti.

Nejprve se jako obvykle seznamime s pfesnym zadanim tlohy. Nékteré
jeho formulace jsme pro potieby ¢lanku malicko upravili.

X sk ok ok ok ok ok ok ok kX ok

Radek se letos jako kazdy rok vypravil na veletrh dorti. Ten tvori fada n
stanku ocislovanych od 1 do n. Pravy divod Radkovy pfitomnosti je, Ze za
maly poplatek a; K¢ muze Radek v i-tém stdnku ochutnat predstavovany
dort. Radek by samoziejmé rad ochutnal co nejvice dortl, jenze ma to
dva hacky. Za prvé, Radek disponuje pouze omezenou ¢astkou k K¢. Za
druhé moc dobfe vi, Ze jakmile poprvé ochutné dort v néjakém stanku i,
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nedéd mu to a ochutna poté dort ve vedlejsim stanku ¢ + 1, nasledné ve
stanku 7 + 2 a tak dale, nez mu dojdou penize nebo nez dojde na konec
fady (tehdy skonéi, i kdyby mu je$té penize zbyvaly). Ve kterém stanku
mé Radek zacit, aby ochutnal co nejvice dorta?

Soutézni tloha
Je zadana posloupnost n kladnych celych ¢isel aq, aq, ..., a,, kde a; je
cena i-tého dortu, a kladné celé ¢&islo k, tedy pocet korun, které ma Radek
k dispozici. Zjistéte, kolik nejvice dorti miize Radek snist a u kterého
stanku mé zacit, aby toho dosahl. Vasim tkolem je vypsat dvé ¢isla d a p
takové, ze plati nasledujici podminky:
1.1<d<nal<p<n-—-d+1.
2. ap+apy1+...+apra—1 <k, tedy lze ochutnat d dortii, zacne-li Radek
na pozici p.
3. pro viechna 1 < ¢ < n —d plati ag + ag41 + ... + agra > k, tedy vice
nez d dortti ochutnat nelze.
Pokud existuje vice vyhovujicich pozic p, muzete vypsat kteroukoliv
z nich.

Format vstupu
Prvni fadek obsahuje dvé kladné cela ¢isla n a k. Druhy fadek obsahuje
n kladnych celych ¢&isel aq, ag, ..., ay.

Format vystupu

Vystup je tvoren dvéma ¢isly d a p, kde d je nejvétsi pocet dorti, které
Radek muze ochutnat, a p je ¢islo stanku, u néhoz méa zacit, aby d dortu
snédl.

Priklady
Vstup: Vystup:
76 32
2123221

Radek muze ochutnat t¥i dorty, pokud za¢ne ochutnavkou druhého
dortu: za dorty zaplati 1 + 2 4+ 3 = 6 K¢&. Jiné spravné feSeni by bylo
zacit na prvni nebo paté pozici.

Vstup: Vystup:
310 01
100 100 100

V tomto pfipadé nemize Radek ochutnat ani jeden dort, jeho prazdna
fada dorti pak miZe za¢inat na pozici 1, 2, nebo 3.
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Bodovani

Plnych 10 bodu ziska feSeni s optimalni ¢asovou slozitosti.

Za, feSeni, které na bézném poéitadi vyfesi tlohu pro n = 10° béhem
nékolika sekund, dostanete az 7 bodii.

Za TeSeni dostatecné efektivni pro n = 5000 dostanete az 4 body.

Za jakékoliv funkéni FeSeni dostanete az 2 body.

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Zadani soutéznich tloh MO kategorie P byva obvykle zabalené do né-
jaké ,pohadky*, jejimz cilem je bud ukéazat praktickou vyuZitelnost feSe-
ného problému, nebo jenom jednoduse feSitele trochu pobavit. V tomto
konkrétnim piipadé se zjevné jedna o ten druhy pfipad. Podobnou formu
ovsem maji i tlohy zadavané na mezinarodnich olympiddach stfedoskolakt
v informatice a dokonce i na obdobnych soutézich univerzitnich, takze pro
nase soutézici je to i uzite¢na priprava na to, co je ¢eka v piipadé postupu
do mezinarodnich sout&zi. Reseni kazdé tlohy proto za¢ina tim, ze souté-
Zici musi pozorné piecist cely text zadani, oddélit z néj to nepodstatné a
z dlouhého ,,pohéddkového* povidani vyloupnout jadro feseného problému.
Ulohu je pak zpravidla mozné pietransformovat do mnohem kratsi podoby
a tu vyjadrit strohou matematickou formulaci. N4$ dnesni problém takto
muzeme shrnout jedinou vétou: v zadané posloupnosti n kladnych celych
¢isel naleznéte nejdelsi souvisly tsek se souétem rovnym nejvyse k.

Uloha ma primitivni feSeni spoéivajici v postupném otestovani vsech
souvislych tsekt dané posloupnosti. Pfitom si pribézné pamatujeme nej-
delsi tsek, jehoz soucet nepresahl k; ukladame si jeho délku d a pocateéni
index p. V posloupnosti délky n existuje O(n?) souvislych tseki, nebot n
zpusoby miizeme zvolit zacatek tseku ¢ a pro kazdou volbu zacatku mi-
zeme O(n) zpisoby zvolit koncovy index tseku j. Projit usek a;, ..., aj a
spoditat jeho soucet predstavuje praci O(n), takZe celkova Casova sloZitost
tohoto trivialniho algoritmu je O(n3). Popsany algoritmus vede ke sprav-
nému vysledku, ale je velmi neefektivni, takZe v soutéZzi za néj bylo mozné
ziskat pouze 2 body z celkovych 10 moZnych.

Naprogramovat uvedeny postup je snadné. V Pythonu a také tieba
ve v8ech programovacich jazycich z rodiny C se v8echna pole a seznamy
indexuji od 0, zatimco v nasi tloze jsou stanky na veletrhu oznaceny pofa-
dovymi &isly poc¢inaje od 1. Tento drobny nesoulad vyfesime v programu
nejsnéze tim, ze na zacatek seznamu a s na¢tenymi vstupnimi daty pridame
jeden fiktivni prvek, ktery tak dostane index 0 a s nimz poté v programu
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uz nebudeme viibec pracovat.

n, k = map(int, input().split())
a = |[None| + list (map(int, input().split()))

d, p=20,0
for i in range(l, n+1):
for j in range(i, n+1):
if j — i+ 1>d and sum(a[i:j+1]) <= k:
d=1j i+ 1
p=1i

print (d, p)

Vypocet mizeme zna¢né urychlit lepsi organizaci prace. V predcho-
zim TeSeni jsme pocitali soucet kazdého souvislého tiseku zvl1ast. Zname-li

ovSem soucet né&jakého useku a;, ..., a; a chceme urcit soucet tseku o je-
den prvek delsiho ay, ..., a;41, je zbytetné prochazet tento novy tusek cely

od zacatku. Jednodussi a rychlejsi je vyuzit pfedchozi znamou hodnotu
sou¢tu a pouze ji v konstantnim ¢ase upravit pfi¢tenim posledniho prvku
aj4+1. V programu tedy budeme postupné n zpisoby volit zac¢atek tseku 4
a pro kazdou volbu zacatku zvolime O(n) zpusoby konec useku j. Soucet
prvki v dseku a;, ..., a; poc¢itdme pribézné vidy s vyuzitim znadmého
sou¢tu predchoziho tseku, tedy v konstantnim ¢ase. Celkova ¢asova slozi-
tost takto upraveného algoritmu se tim snizi na O(n?). Za takovéto feSenf
s kvadratickou ¢asovou slozitosti mohli FeSitelé olympiady dostat nejvyse
4 body.

n, k = map(int, input().split())
a = [None| + list (map(int, input().split()))

d, p=20,0
for i in range(l, n+1):
soucet = 0

for j in range(i, n+1):
soucet += alj]
if j — 1 + 1 > d and soucet <= k:
d=3j —i+1
p =i
if soucet > k:
break

print (d, p)

Pfi feSeni riiznych tloh na zpracovani posloupnosti ¢isel lze ¢asto tispésné
vyuzit techniku tzv. prefixovych soucti. Zamyslime se, zda by nam néco
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prinesla i v piipadé této tulohy. Regenf zahajime predvypoctem, pii kte-
rém si postupné pro kazdy koncovy index j ur¢ime soucet prvnich j ¢lent
posloupnosti, tzn. hodnotu s; = a; +az + ... + a;. VSechny tyto soucty
lze postupné vypocitat v linedrnim ¢ase. Nejprve polozime sy = 0 a dale
pak kdyZ uz zname hodnotu s;, snadno z ni spoc¢itame v konstantnim case
hodnotu s;4+1. Po ukonéeni pfedvypoctu muzeme prikrocit k vlastnimu
feSeni tlohy. Tak jako v naSem prvnim feSeni budeme postupné zkoumat
v8echny souvislé tseky zadané posloupnosti. Pro kazdou volbu pocéate¢niho
indexu 7 a koncového indexu j nyni dokdzeme urcit soucet tohoto tiseku
v konstantnim case jako s; — s;_1. Casova slozitost predvypoctu je O(n),
¢asova slozitost nasledného vlastniho vypoctu je urcena poctem souvis-
Iych tseki, coz je O(n?). Cely algoritmus vyuzivajici prefixovych soucti
ma tedy stejnou casovou slozitost O(n?) jako nase predchozi feeni.

n, k = map(int, input().split())
a = [None| + list (map(int, input().split()))

s = [0] * (n+1)
for i in range(l, n+1):
s[i] = s[i—1] + a[i]

d, p=20,0
for i in range(l, n+1):
for j in range(i, n+1):
if j—i+1>dand s[j] — s[i—1] <= k:
d=j—i+1
P i

print (d, p)

Zatim se zd4a, Ze nam pouZiti prefixovych sou¢tt nepfineslo nic nového.
Jiz prece vime, Ze k vyTeSeni tilohy s kvadratickou ¢asovou slozitosti pre-
fixové soucty vibec nepotiebujeme. Popsané FeSeni s prefixovymi soucty
ale dokazeme jesté vylepsit pomoci binarniho vyhledédvani a dosahneme
tak podstatné lepsi Casové sloZitosti O(nlogn). Za takové FeSeni se jiZ
v soutézi udé€lovalo az 7 bodi.

Nejprve si opét v ¢ase O(n) spoditame prefixové soucty zadané posloup-
nosti. Dale budeme prochazet vSechny pocatecni indexy i a pro kazdy
z nich nés zajima, kterym indexem j bude konéit co nejdelsi souvisly tsek
se souc¢tem nepfevysSujicim hodnotu k. Jiz z minulého feSeni vime, Ze tento
isek ma soucet rovny s; — s;_1. VSechny prvky zadané posloupnosti jsou
kladna d¢isla, takze posloupnost jejich prefixovych soucti je rostouci. Ke
zvolenému indexu ¢ chceme tedy nalézt co nejvétsi j takové, aby platilo
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55 —s8;—1 < k. K uréeni takového indexu j miZeme pouZzit binérni vyhleda-
vani (metodu pileni intervalil), které ma logaritmickou ¢asovou sloZitost
vzhledem k délce prohledavaného intervalu. Timto intervalem, v némz hle-
déme index j, je rozmezi od ¢ do n, takZe ¢asova slozitost naseho binarnfho
vyhledavani je O(logn). Binarni vyhled4avani indexu j provadime zv1ast
pro kazdou volbu pocateéniho indexu i, celkova Casova slozitost tohoto
algoritmu je proto skutetné O(nlogn).

n, k = map(int, input().split())

a = |[None| + list (map(int, input().split()))

s = [0] * (n+1)
for i in range(l, n+1):
s[i] = s[i—1] + a[i]

d, p=20,0

for i in range(l, n+1):
levy , pravy = i, n
while levy <= pravy:

j = (levy + pravy) // 2

if s[j] — s[i—1] == k:
break

if s[j] — s[i—1] < k:
levy = j+1

else:

pravy = j—1
if levy > pravy:
i = pravy
if j — 1+ 1>d:
d=3j—1i+1
P i

print (d, p)

Toto ale stale jesté neni nejlepsi mozné reseni, nasi tlohu lze fesit do-
konce s linearni ¢asovou slozitosti vzhledem k délce zadané posloupnosti.
Regeni s casovou slozitost O(n) jiz bude jist& asové optimalni, nebot k na-
lezeni spravného vysledku jist& musime zadanou posloupnost délky n celou
projit.

Reseni s linearni asovou slozitosti nepouziva predvypocet prefixovych
soucti, jako tomu bylo v pfedchozich uvedenych feSenich. Algoritmus je
zalozen na technice dvou postupujicich ukazateld, kterd se asto vyuziva
v podobnych tdlohach s posloupnostmi kladnych ¢isel. Vyuzijeme skutec-
nosti, ze jestlize nejdelsi souvisly tsek se sou¢tem nejvySe k zacinajici
v posloupnosti na indexu ¢ konéf na indexu j, potom nejdelsi souvisly tsek
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se souCtem nejvyse k zadinajici na indexu ¢ + 1 musi konéit bud také na
indexu j, nebo na néjakém indexu vysSim nez j.

Béhem vypoctu si budeme udrzovat dvé proménné ¢, j a soucet vSech
prvka zadané posloupnosti s indexy z rozmezi od ¢ do j (v€etné obou
krajnich mezi), ktery oznac¢ime soucet. Proménné 4, j v kazdém okamziku
vymezuji pravé zkoumany tsek posloupnosti. Na za¢atku vypoctu bude
i =1, j =1 a v prubéhu algoritmu budou obé tyto proménné pouze rust.
Pro kazdou hodnotu proménné 7 budeme postupné zvySovat j a souCasné
prepocitavat hodnotu soucet tak dlouho, dokud j < n a zaroven soucet <
k. Tim najdeme nejdelsi souvisly tsek se sou¢tem nejvysSe k zacinajici
na indexu ¢. Jeho délku si zaznamename a pokud jsme s j dosli az na
konec posloupnosti, vypocet ukonéime. V opa¢ném piipadé proménnou ¢
zvysime o 1, ¢imz se patfi¢éné snizi soucet tseku uloZzeny v proménné soucet.
Proménnou j pfitom ponechame na posledni hodnoté z predchoziho kroku
vypoctu a popsany vypocet zopakujeme pro novou hodnotu ¢. Vysledkem
je nejdelsi ze zaznamenanych délek.

n, k = map(int, input().split())
a = [None| + list (map(int, input().split())) + [0]

d, p=20,0
i, j, soucet = 1, 1, al]
while j <= n:
if soucet <= k:
if j —i+1>4d:
d j—i+1
P i

jt+=1

soucet += alj]
else: #soucet > k

soucet —— ai]

i4=1

print (d, p)

Uvedeny algoritmus pro kazdé i najde nejvétsi mozné j takové, aby sou-
¢et tseku posloupnosti uloZzeny v proménné soucet neprevysil hodnotu k.
Nakonec proto spréavné urc¢i délku nejdelsiho souvislého tiseku posloup-
nosti se souctem nejvyse k. Casova slozitost popsaného algoritmu je sku-
tetné O(n), nebot v kazdém kroku vypoctu bud zvysime hodnotu 4, nebo
hodnotu j; obé tyto proménné jsou vsak na zac¢atku rovny 1 a nikdy ne-
presahnou hodnotu n.
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Pocitacova grafika, 3. dil

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Tteti dil série vénované pocitacové grafice pfimo navazuje na dil druhy.
Zabyvat se totiz budeme dalsimi ipravami digitalniho obrazu. Ukazeme si,
jak zménit svétlost a kontrast, podrobné se pobavime o poziti histogramu
pfi tpravé obrazu.

V celém tomto dilu budeme pracovat s Sedoténovym obrazkem s ba-
revnou hloubkou k. Pixely tohoto obrazku tedy mohou nabyvat celkem
K = 2% riiznych hodnot (stupiiii edi). Dale budeme predpokladat, Ze ma
tento obrazek rozméry m x n pixelil. Hodnoty pixeld jsou popsany obra-
zovou funkef 0: {0,1,...,m—1} x {0,1,...,n—1} —» {0,1,..., K — 1}.

1. Uprava kontrastu

Ze zkuSenosti vime, jak dopadne fotografie pofizena proti silnému své-
telnému zdroji — témdf kazdy pixel bude bud velmi svétly nebo velmi
tmavy; jinymi slovy, obrazek bude pfili§ kontrastni. Bude-li naopak snimek
pofizen za nedostateéného osvétleni, bude ptsobit Sedivé, protoze v ném
budou chybét velmi tmavé a velmi svétlé stupné Sedi. Takovy snimek bude
nekontrastni. Typickou upravou digitalniho obrazu v prostorové doméné
je tedy zvétSeni nebo zmenseni kontrastu. Provadét ji budeme, stejné jako
v piipadé prahovani, aplikaci vhodné zvolené funkce f na vSechny pixely
vstupniho Sedoténového obrazku.

Nejprve se vénujme zvétSeni kontrastu. Jak jsme jiz fekli, v nekontrast-
nim obrazku absentuji velmi tmavé a velmi svétlé stupné Sedi. Lapidarné
feeno, nejtmavéjsi stupné pritomné v obrazku jsou prilis svétlé a naopak
nejsvétlejsi stupné jsou prilis tmavé.

Tento problém je FeSitelny tak, Ze nejtmavéjsi stupné jesté vice ztma-
vime a nejsvétlejsi stupné jesté vice zesvétlime. Stupné Sedi, které se nacha-
zeji uprostied, by nemély byt nasi ipravou vyrazné dotceny. Ze slovniho
popisu by mohlo byt zfejmé, jak bude funkce f definovana:

0 pro ¥ < yo;
fly) = { 255 2= pro yo <y <y
255 pro y > yi,
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kde yo a y; jsou pfedem dané hodnoty stupini Sedi. Graf této funkce je
ukazan na obr. 1. Jako obvykle je kviili pfehlednosti graf funkce f zakreslen
pomoci spojité Cary, prestoze je ve skutecnosti tvoren izolovanymi body.

()

255

0 Yo Y1 255 Yy

Obr. 1 Graf funkce realizujici zvétSeni kontrastu

Volba hodnot yg a y; se urcuje pravé podle hodnoty nejtmavéjstho a
nejsvétlejstho stupné Sedi pfitomného ve vstupnim obrazku. Je velmi jed-
noduché je urcit z histogramu, o kterém se budeme bavit v jedné z nasle-
dujicich sekci.

Funkce f realizujici zmenSeni kontrastu muze byt definovana napiiklad
takto:

Y1 — Yo
fly) = Y+ Yo-

255
Graf této funkce je ukézan na obr. 2.
fy)
255 -
h

Yo

0 255 Y

Obr. 2 Graf funkce realizujici zmengeni kontrastu obrazku
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2. Uprava svétlosti

Pri fotografovani se casto dostavame do situace, kdy je ziskany snimek
piilis svétly nebo naopak tmavy. Uprava svétlosti se da taktéz fesit volbou
vhodné funkce f. Hodnoty pixela vstupniho obrazku pouze zvysime nebo
naopak snizime o konstantni hodnotu, kterd urcéuje miru zesvétleni nebo
ztmaveni.

Funkce f realizujici zesvétleni obrazku je skute¢né velmi jednoducha:

255 —yo +y pro y < Yo;
fly) =
255 pro y > yo,

kde yo je parametr urcujici, jak moc bude obrazek zesvétlen. Hodnotu pa-
rametru yo miZzeme nastavit na libovolné ¢islo z mnoziny {0,1,...,255} —
¢im mensi ¢islo, tim vice bude obrazek zesvétlen. Je celkem jasné, Zze pro
nastaveni yg = 255 ziskame funkci f(y) = y, ktera hodnotu libovolného
pixelu zobrazi na sebe samu — obrazek tedy ztistane nezménén. Pokud vSak
parametr yy snizime, obrazek se stane svétlejSim. Je vSak nutné si uvédo-
mit, %e kazdy pixel majici hodnotu alespon yg se aplikovanim funkce f
stane zcela bilym. VSechny tyto pixely tedy splynou — pouzitim funkce f
pro yo < 255 tedy muze dojit ke ztraté informace obsazené v obrazku. Graf
funkce realizujici zesvétleni vznikne posunutim grafu funkce f(y) = y po
svislé ose o hodnotu 255 — yg. Tento graf je ukdzan na obr. 3.

f)

255 | ----------

255 — yo .

Obr. 3 Graf funkce realizujici zesvétleni obrazku

Funkce f realizujici ztmaveni obrazku je velmi podobné, vSe se vSak
odehrava naopak — misto zvétSovani hodnot pixeld dochazi k jejich zmen-
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Sovani:

0 pro y < yo;
fly) =
Y — Yo Pro y = yo.

Graf této funkce je ukazan na obr. 4.

f)

255 [ --------mmoo---s

255 — Yo

Obr. 4 Graf funkce realizujici ztmaveni obrazku

3. Histogram

Histogram je jednoduchym statistickym nastrojem pouzivanym pro po-
pis rozlozeni ¢iselnych dat. Vyznamné pouziti nachazi také v pocitacoveé
grafice, zejména v analyze digitadlnich obrazi. Histogram popisuje ¢etnosti
barev zastoupenych v obréazku. Omezime-li se na Sedoténové obrazky, pak
muzeme Fici, Ze histogram popisuje ¢etnosti jednotlivych stupni Sedi pfi-
tomnych v daném obrazku.

Histogram h takového obrazku tedy muZzeme definovat jako zobrazeni
h:{0,1,..., K —1} — N pfifazujici stupni 8edi a € {0,1,..., K —1} pocet
pixeli, které maji hodnotu a. Matematicky zapséno,

h(a) = card({(z,y) | o(z,y) = a}),

kde card(...) oznaCuje poCet prvki mnoZiny uvedené na misté t¥i tecek.
Pro histogram h libovolného Sedoténového obrazku zjevné plati
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Jinymi slovy, pocet pixelii, které maji nékterou z hodnot {0,1,..., K — 1}
je roven poc¢tu vSech pixeltt daného obrazku.

Na obr. 5 je znazornéna Sedoténova fotografie s 8 bitovou barevnou
hloubkou, pocet stupiiti edi je tedy K = 28 = 256. Histogram této foto-
grafie je ukadzan na obr. 6. Vidime, Ze je znazornén pomoci sloupcového
grafu; vyska sloupecku, ktery je na vodorovné ose umistény na pozici a,
rika, kolik pixeld mé v daném obrazku hodnotu a.

Obr. 5 Fotografie pofizena autorem
8000 -
7000 -
BO00
5000 -
4000
3000
2000

1000 -

o 128 255

Obr. 6 Histogram obr. 5

7 histogramu muZzeme ledacos vyéist o prislusném obrazku. Napiiklad
z uvedeného histogramu je dobfe vidét, ze velké mnozstvi pixeli je hodné
tmavych (jejich hodnoty se blizi 0) nebo naopak hodné svétlych (jejich hod-
noty se blizi 255). Oproti tomu pomérné malé mnozstvi pixelt méa hodnotu
uprostfed Sedoténove skily (tedy kolem hodnoty 128). Podle toho, jak vy-
padéa tento histogram proto muiZeme usoudit, Ze jemu pfislusna fotografie
je hodné kontrastni.
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Pokud se naopak podivame na histogram na obr. 8, muZzeme okamzité
usoudit, Ze je jemu prislusny digitalni obrézek velmi nekontrastni. Z tohoto
histogramu je totiZ patrné, Ze tmavé (téméF Cerné) a svétle (témét bilé)
pixely nejsou v obrazku vibec zastoupeny. Obrazek bude patrné ptisobit
jako kdyby byl zahalen v mlze. Skutetné tomu tak je, jak se muZzeme
presvédcit z obr. 7.

Obr. 7 Fotografie pofizena autorem

14000
12000 -
10000 -
G000 -
6000
4000 -

2000 -

1)
0 128 255

Obr. 8 Histogram Sedoténového obrazku

Je dulezité si uvédomit, ze histogram nic neiika o umisténi pixeld v da-
ném obrazku — nese pouze kvantitativni informaci o jednotlivych stup-
nich Sedi. Je proto snadné najit nékolik obrazki se stejnym histogramem;
sta¢i pouze zménit umisténi nékterych pixelt, aniz bychom ménili hodnoty
téchto pixelt.

Matematika — fyzika — informatika 31 (3) 2022 225



Zamysleme se nyni nad otazkou, jakym zptsobem histogram vypoéi-
tat. Je to jednoduché. Sta¢i pouze projit kazdy pixel obrazku,") pokud
hodnota daného pixelu bude rovna a, pak v histogramu zvétsime o jedna
vysku sloupecku, ktery je umistény na vodorovné ose na pozici a. Vypocet
histogramu je popsan algoritmem 1.

Algoritmus 1 Vypocet histogramu

Vstup: Sedotonovy obrazek o rozmérech m x n uréeny obrazovou funkci o
Vystup: histogram h
fory=0,1,...,n—1do
forx =0,1,...,m—1do

a=o(z,y)
h(a) = h(a) +1
end for
end for

Rychlost algoritmu 1 zavisi pfedeviim na poctu pixeld vstupniho ob-
razku. Vzhledem k tomu, Ze je nutné projit vSechny pixely, neni mozné
najit jiny algoritmus pro vypocet histogramu, ktery by byl vyraznym zpi-
sobem rychlejsi.

4. Binning histogram

Pro obrazky s barevnou hloubkou vyrazné vétsi nez je 8 bitt se zpravidla
pouzivaji takzvané binning histogramy.”) Myslenka je snadné: celou skalu
stupni Sedi rovnomérné rozdélime do prihradek, stupné patiici do jedné
piihradky pak reprezentujeme v binning histogramu jedinym sloupeckem.

Predpokladejme tedy, Ze je cela 8kala stupnu Sedi obsahujicich K hod-
not rovnomérné rozdélena hodnotami ag, a1, . ..,ag_1. Celkem tedy mame
B prihradek, i-ta prihradka je ohrani¢ena hodnotami a; a a@;y1. Binning
histogram h pak muzeme definovat jako zobrazeni

h:{0,1,...,B—1} - N,

D Casto se pixely prochazeji po jednotlivych fadcich, poéinaje fadkem, ktery je zcela
nahotre. Na zplisobu prichodu v8ak v tomto pfipadé nezalezi, dalezité je pouze projit
je vSechny.

2)Tento néazev je odvozen z anglického slova bin, coz znamena popelnice. V tomto
pfipadé vsak budeme toto slovo prekladat jako pFihrddka.
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které pfirazuje indexu ¢ prihradky pocet pixeli, které maji hodnotu lezici
v této prihradce. Matematicky to mizeme vyjadrit nasledovné:

h(i) = card{(z,y) | @i < o(z,y) < @it}

kde i € {0,1,... B — 1}. Algoritmus 2 ukazuje, jak binning histogram
vypocitat. Mizeme si v8imnout, Ze je tento algoritmus velmi podobny
algoritmu 1, pouze se v ném navic fesf piislusnost stupné Sedi do piislusné
prihradky. Funkce floor pouzita v tomto algoritmu ofezava desetinnou ¢ast
daného d¢isla.

Algoritmus 2 Vypocet binning histogramu

Vstup: Sedotonovy obréazek o rozmérech m x n uréeny obrazovou funkei o;
pocet prihradek B
Vystup: binning histogram h
fory=0,1,...,n—1do
forx =0,1,...,m—1do
a=o(z,y)
i = floor(a- £)
H(i)=H(@G)+1
end for
end for

5. Histogram barevnych obrazku

Zastavme se kratce u vypoctu histogramii barevnych obrazkui. K tomuto
vypoctu je mozné pristoupit velmi jednoduse. Barevny obrézek rozlozime
na jednotlivé barevné slozky. Ziskdme tak t¥i obrazky stejnych rozmérta
jako byl pavodni barevny obrazek — prvni z nich (v p¥ipadé pouziti modelu
RGB) nese informaci o zastoupeni ¢ervené barvy, druhy z nich nese infor-
maci o zastoupeni zelené barvy a posledni z nich informaci o zastoupeni
modré barvy. Na kazdy z téchto obrazku tak mizeme v principu nahlizet
jako na Sedotonovy obrazek (hodnota kazdého pixelu je jednotlivé &islo,
nikoliv trojice, jak tomu bylo v pfipadé barevného obrazku).

Pomoci algoritmu 1 nebo algoritmu 2 pak vypoc¢teme pro kazdou barev-
nou slozku samostatny histogram. Tyto histogramy si v souladu s ozna-
¢enim jednotlivych barevnych slozek pojmenujeme jako hgr, hg a hp. Na
histogram ptvodniho barevného obrazku 9 pak nahlizime jako na trojici
histogramt (hg, hg, hg). Napfiklad pro barevny obr. 9 tak dostaneme his-
togramy znézornéné na obr. 10, 11 a 12.
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Obr. 9 Fotografie pofizena autorem
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Obr. 10 Cervena slozka barevného obr. 9 a jeji histogram hgr
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Obr. 11 Zelena slozka barevného obr. 9 a jeji histogram hg
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Obr. 12 Modré slozka barevného obr. 9 a jeji histogram hg

Pravé uvedeny piistup k reprezentaci histogrami mé vSak jednu po-
mérné podstatnou nevyhodu. Predpokladejme, Ze o jistém barevném ob-
razku zname tyto hodnoty histogramii:

hgr (100) = 250,

ha(100) = 250,

hi(100) = 250.
Kolikrat je v daném obréazku zastoupena barva, kterda ma v RGB krychli
soutadnice (100, 100, 100)? Je dulezité si uvédomit, ze barva (100, 100, 100)
se v obrazku vyskytuje nejugse 250krat — nemusi se proto v obrazku vy-

skytovat vibec. Nevyhoda tak spoc¢iva v tom, Ze ¢etnost barvy v RGB
modelu nemuzeme z dil¢ich histogramii stanovit presné.

6. Automaticka tprava kontrastu

Na zacatku tohoto dilu jsme si ukazali, jak vypada transformaéni funkce f
realizujici zvétSeni kontrastu Sedoténového obrazku. Zopakujme, Ze je tato
funkce dana predpisem

0 pro a < agp;
fla) = 255'% pro ap < a < ay;
255 pro a > ay,

kde a € {0,1,..., K — 1}. Rekli jsme si takeé, ze se hodnoty ag a a; na-
stavuji na hodnotu nejtmavéjsiho a nejsvétlejsiho stupné Sedi pFitomného
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ve vstupnim obrazku. Tyto hodnoty je tedy mozné snadno odecist z histo-
gramu — hodnota ag je rovna pozici sloupecku s nenulovou vyskou, ktery
je v histogramu nejvice nalevo; naopak a; je rovna pozici sloupecku s ne-
nulovou vyskou, ktery je v histogramu nejvice napravo. Formalné zapsano:

ag = min{a| h(a) # 0},
a; = max{a|h(a) # 0}.

Nyni méame k dispozici jednoduché vzorce pro vypocet hodnot ag a
a1 a Uprava kontrastu tak muze byt provedena bez jakéhokoliv zasahu
uzivatele. Vyge uvedena transformadcni funkce f je proto casto nazyvana
automatickou upravou kontrastu.

Tento dil seridlu o pocitacové grafice se vénoval zakladnim apravam ob-
razu v prostorové doméné. VSechny tyto tpravy mély spole¢nou jednu
vlastnost: bylo moZné je realizovat aplikaci transformacni funkce f na
pixely vstupnfho obrazku. Obrazova funkce o' vysledného obrazku tak
vznikne sloZenim obrazové funkce o vstupniho obrazku a transformacni
funkce f. Plati tedy:

o (z,y) = flo(z,y))

pro viechna z € {0,1,....m—1} ay € {0,1,...,n—1}.

Je patrné, ze zminéné tpravy berou v potaz pouze hodnotu upravova-
ného pixelu (pixelu o soufadnicich z a y) a nijak nezohlediiuji hodnoty
nékterych jinych pixeli. V praxi je v8ak obc¢as potiebné provést tpravy,
které z podstaty véci musi zohlednit hodnoty néktery dalsich pixeli; vét-
Sinou se jedné o pixely, které jsou v bezprostfednim okoli upravovaného
pixelu. Mezi tyto tpravy patii napiiklad vyhlazeni nebo naopak vyostieni
obrazku. Zabyvat se jimi budeme v dalsim pokracovani serialu.
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ZPRAVY

10. ro¢nik CPSJ

Po dvou letech improvizaci, zpt-
sobenych pandemii covidu-19, se ve
dnech 15. az 18. kvétna 2022 v Kar-
lové pod Pradédem konal jiz 10. ro¢-
nik Cesko-polsko—slovenské matema-
tické soutéze juniora (CPSJ).") Vznik
této soutéZe iniciovali polsti kolegové,
ktefi chtéli vitéze své Olimpiady Mate-
matycznej Gimnazjalistow (OMG) ne-
chat nasat atmosféru mezinarodni sou-
téZe a motivovat je tak k ucasti na
mezinarodnich soutézich v dalsich le-
tech.?

éesky reprezenta¢ni vybér byl se-
staven na zékladé vysledkd krajskych
kol kategorii A a C 71. ro¢éniku Mate-
matické olympiddy a nasledného vybé-
rového soustiedéni z zaki, kteri navsté-
vuji nejvyse prvni roénik stf¥edni skoly
(kvintu osmiletych gymnézii). Ucast
v reprezentaci si vybojovali: Anastasia
Bredikhina (5/8), Gymnazium Jana
Keplera v Praze 6, Dominik DolezZel
(5/8), Gymnazium Brno, tf. Kapitana
Jarose, Viktor Gola (1/4), Masarykovo
gymnazium, SZS a VOS Vsetin, Erik

Jezek (9), Zakladni skola Praha 10,
Svehlova, Pavla Simovd (5/8), Gymna-
zium Sumperk a Patrik Stencel (1/4),
Mendelovo gymnazium v Opaveé.

Vedoucim  ¢eské delegace byli
RNDr. Jaroslav Svrcek, CSc., z PiF
UP v Olomouci, doc. RNDr. Tomds
Bdarta, Ph.D., z MFF UK v Praze a
RNDr. Pavel Caldbek, Ph.D., z PTF
UP v Olomouci.

VSichni ucastnici se sesli v nedéli
15. kvétna v hotelu Karlov v Karlové
pod Pradédem. V pondéli na né ¢ekala
soutéz jednotliveli, v niz po dobu 3,5
hodiny fesili pét aloh. Zadani piiklada
obdrzeli soutézici jak v matefském ja-
zyce, tak i v angli¢ting, feSeni mohli
odevzdavat ve svém matefském jazyce.
Po odpocinkovém programu a prezen-
taci svych feSeni byli navefer soutézici
rozlosovani do Sesti t¥iclennych druz-
stev; v kazdém z nich bylo po jednom
ceském, polském a slovenském tucastni-
kovi. Druhy den pak tyto tymy v sou-
t&Zi druzstev resily po dobu péti hodin
Sest uloh — po dvou v &estiné, polsting

a slovenstiné. Soutézici si tak vyzkou-

Dy roce 2020 byla soutéz zrusena, v roce 2021 se konala online.

2)V Ceské republice a na Slovensku Fesi zaci MO v péti raznych vékovych kategori-
ich na zakladnich skolach (a v odpovidajicich ro¢nicich viceletych gymnéazii) a dale ve
tfech vékovych kategoriich na stfednich Skolach. Celostatnim kolem vsak soutéz konéi
pouze v kategorii A. V Polsku dlouhodobég existovala matematicka olympiada (OM),
kterou fesili zaci vSech ro¢nikt stfednich skol. Pro zaky druhého stupné zékladnich
gkol (v Polsku d¥ive ¢ty¥leta gymnazia) vznikla pozdgji matematickd olympiada OMG
(ukonéené tietim (celostatnim) kolem) — po posledni Skolské reform& v Polsku pied
5 lety, kdy byla gymnazia spojena se zakladnimi Skolami, byla OMG pfejmenovina
(nyni nese nazev Olimpiada Matematyczna Junioréw).
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geli tymovou spolupréci, pfi niz musel
kazdy svym spolusoutéZzicim objasnit
zadani ulohy i své feSeni.

Ze soutéze jednotlivea (10. CPSJ),
Karlov pod Pradédem, 16. 5. 2022

Jako obvykle uspéli v soutézi jed-
notlivet nejlépe polsti soutézici. Na
prvnim misté se umistil polsky sou-
tézici Michat Jacek, ktery ziskal 24
z 25 moznych bodi. Z ¢eskych soutézi-
cich byl nejlepsi Patrik Stencel, ktery
obsadil délené ¢tvrté a paté misto,
v prvni poloviné ucastnikd se jesté
umistil FErik JeZek, a to na déleném
patém az osmém misté. Podrobné vy-
sledky jak soutéze jednotliveu, tak i
soutéze druzstev muzete najit na stran-
kach Matematické olympiady. Vzorova
FeSeni (v polsting) soutézi jednotlivei i
druzstev na strankach polskych kolegu.

Na zavér uvddime zadani soutéznich
dloh, pfitom tlohy soutéZe druzstev
uvadime tak, jak je obdrzeli soutézici.

SoutéZ jednotlivci
(16. 5. 2022)
1. Necht n > 3 je pFirozené &islo. Pied-
pokladejme, Ze ai,az,...,an je n na-
vzajem ruznych redlnych ¢isel. V zavis-
losti na n urcete nejmensi mozny pocet
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riznych hodnot mezi n ¢&isly

ay +az, a2 +as, ...,
an—1 + Qn, Qn + ai.
(Josef Tkadlec, CZE)

2. V oboru celych ¢&isel feste nasledujici
soustavu rovnic

z2 = yz+1,
2= zx + 1,
22 =zxy+ 1.

(Jaroslav Svréek, CZE)

3. V konvexnim pétithelniku ABCDFE
plati

|X EAB| = 60°,
| ABC| = 100°,
| BCD| = 140°.

Dokazte, ze tento pétithelnik je mozno
umistit do kruhu o poloméru 2|AD].
(Michat Kieza, POL)

4. Necht a, b jsou pfirozena Cdcisla

s vlastnosti 7 > V2. Dokazte, 7e plati

a 1
42 e
TR

(Lukasz Bozyk &

Arkadiusz Mecel, POL)

5. Rekneme, 7e prirozené ¢islo n na-
zveme dobré, pravé kdyz splhuje nasle-
dujici podminku:
Jestlize je nékteré prirozené ¢islo dé-
litelné kazdym z deviti ¢isel n + 1,
n+2,...,n+9, potom je také dé-
litelné ¢islem n + 10.
Kolik pfirozenych ¢isel n je dobrych?
(Josef Tkadlec, CZE)
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http://www.matematickaolympiada.cz/media/6793481/results_i.pdf
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https://omj.edu.pl/uploads/attachments/10cpsj_ind_plr.pdf
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/10cpsj_team_plr.pdf

Soutéz druzstev
(17. 5. 2022)

1. Uréete nejvétsi moznou hodnotu vy-

razu ab+ bc+ 2ac pro nezaporné realna

¢isla a, b, ¢, jejichz soucet je 1.
(Patrik Bak, SVK)

2. Na tabuli je napisané ¢islo 2022.
V kazdom kroku nahradime niektoru
z Cislic 2 ¢islom 2022. Napriklad

2022 = 2020222 = 2020220222 = ...

Po kolkych krokoch méze byt na ta-
buli napisané ¢islo delitelné 22?7 Urcte
v8etky moznosti.

(Pavel Calabek, CZE)

3. Punkty D, E, F leza odpowied-
nio na bokach BC, CA, AB trojkata
ABC w taki sposob, ze 'B = BD,
DC = CEFE oraz proste EF i BC sa
rownolegle. Styczna do okregu opisa-
nego na trojkacie DEF w punkcie F'
przecina odcinek AD w punkcie P. Sy-
metralna odcinka FF' przecina odcinek
AC w punkcie Q. Wykaz, ze proste PQ
i BC sa rownolegte.

(Michal Janik, CZE)

4. Najdéte vSechny trojice (a,b,c) ce-
lych ¢isel, které vyhovuji rovnicim
a+b=caa®+0b=c%

(Lukasz Bozyk, POL)

5. Je dany pravidelny devatuhol-
nik A1A2A3A4A5A6A7A8A9 S dfikou
strany 1. Uhlopriecky AsA7 a A4As sa
pretntt v bode P. Zistite dlzku usecky
PA;.

(Lukasz Bozyk, POL)
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6. Wyznacz wszystkie liczby caltkowite
n > 4 o nastepujacej wlasnosci:
Kazde pole tabeli n X n mozna po-
malowaé¢ na biato albo na czarno
w taki sposob, aby kazde pole tej
tabeli mialo ten sam kolor, co do-
ktadnie dwa sgsiadujace z nim pola.
(Pola sa sgsiaduggce, jesli maja do-
kladnie jeden wspolny bok.)
Ile jest roznych kolorowan pol tabeli
6 x 6 spelniajacych powyzsze warunki?
(Jaroslav Svréek, CZE)

Pristi, jedenacty ro¢nik soutéze se
uskute¢ni v kvétnu 2023 na Slovensku.
Pavel Caldbek

63. ro¢nik Mezinarodni
matematické olympiady

OSLO202

Letosni 63. ro¢nik Mezinidrodni ma-
tematickd olympiady probéhl v cer-
venci 2022 po dvouleté prestavce zpi-
sobené koronavirovou pandemii opét
prezencné, a to v norském hlavnim
mésté Oslu. Aktualniho rocéniku sou-
téze se zucCastnilo 589 soutézicich ze
104 zemi celého svéta.

Jako prvni do Norska pficesto-
vali vedouci nérodnich delegaci, jejichz
hlavnim tkolem bylo vybrat Sestici
uloh pro soutéz z 33 predem pfiprave-
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nych navrhi rozdélenych v takzvaném
shortlistu do &tyf kategorii (algebra,
kombinatorika, geometrie, teorie ¢isel).
Je potésujici, ze mezi témito 33 navrhy
byly i 3 ¢eské a 3 slovenské navrhy. Byt
byly v8echny tyto névrhy hodnoceny
pochvalné, do vlastni soutéZe se nako-
nec dostal jen jeden z nich, konkrétné
geometricka tloha Patrika Baka, a to
jako prvni tloha druhého dne (zadani
v8ech Sesti tloh najdete na konci této
ZPravy).

Soutézici a pedagogicti vedouci do-
razili do Osla o t¥i dny pozdéji. Uby-
tovani bylo zajisténo v hotelech Scan-
dic St. Olavs a Scandic Holberg v cen-
tru mésta. Pro soutézici bylo k dispo-
zici rovnéz prilehlé volnocasové cent-
rum pfiznacéné pojmenované Rebel.

Vlastni soutéZz probé&hla tradi¢né ve
dvou dnech 11. a 12. ¢ervence na pudé
mistni univerzity. Soutézici méli kazdy
den 4,5 hodiny na TeSeni t¥i obtiznych
uloh. Za kazdou z nich mohli ziskat az
7 bodu. Pripomenme, Ze zhruba po-
lovina soutézicich si z olympiady pii-
veze medaili, pri¢emZ pocet udélenych
zlatych (G), st¥ibrnych (S) a bronzo-
vych (B) medaili je v pfiblizném po-
méru 1l:2:3.

Ceskou republiku reprezentoval tym
ve slozeni Matous gafrdnek, Michal Ja-
nik, Samuel Rosiar (v8ichni z Gymna-
zia J. Keplera v Praze), Benedikt Bares
z Gymnazia Dobruska, Zdenék Pezlar
z Gymnazia Brno, tf. Kpt. JaroSe a
Robert Jaworski z Gymnéazia v Praze
8, Ustavni. Robert Jaworski zastoupil
vitéze celostatniho kola Tomadse Flidra
z gymnazia v Kojetiné, ktery se bohu-
zel nemohl soutéZze zucastnit ze zdra-
votnich divodi.
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Vedoucim tymu byl Josef Tkadlec
z Harvardovy univerzity a pedago-
gickym vedoucim Michal Rolinek ze
spole¢nosti G-Research, ktera vypravu
rovnéz finanéné podpofila.

Prehled vysledkt ¢eského tymu uva-
dime v tabulce:

Body za tlohu Cena
Umisténi 123 45 6 X
112.-145. Matous Safranek 7 7 0 7 1 7 29 S
214.-229. Michal Janik 770750 2 B
214.-229. Samuel Rosiar 6 7175 0 2 B
394.-419. Zdenék Pezlar 770010 15 HM
429.-435. Benedikt Bares 7 3 0 1 2 0 13 HM
429.-435. Robert Jaworski 7 3 0 1 1 1 13 HM
Celkem 41 34 12315 8122

Cesti soutézici privezli ze soutéze
jednu st¥ibrnou medaili, dvé bronzové
medaile a tfi ¢estnd uznani (HM)
za bezchybné vyfreSeni alespon jedné
ulohy.

&
&= i
=

Ceské reprezenta¢ni druzstvo ve slozeni
(zleva): Robert Jaworski, Michal Janik
(bronz), Matous Safranek (stifbro), Sa-
muel Rosiar (bronz), Benedikt Bares,
Zdengk Pezlar a Michal Rolinek (peda-
gogicky vedouci).

Pro srovnani uvadime i vysledky
slovenského tymu, kterému se letos da-
filo lépe:
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Body za ulohu Cena

Umisténi 1 23 456 %2
112.-145. EliSka Macdkova 7 7 2 7 5 1 29 S
247.-268. Matej Vasky 77171124 B
247.-268. Jakub Sosovicka 7 7 1 7 2 0 24 B
269.-285. Viktor Balan 7701172 B
269.-285. Viktor Imrisek 7 7 0 7 2 0 23 B
429.-435. Samuel Koribanic 5 7 0 0 1 0 13 HM
Celkem 40 42 429 12 9 136

V neoficidlnim pofadi stata suve-
rénné zvitézila C‘ina, ktera se stejné
jako nékolik dalsich asijskych stata
kvili mistnim koronavirovym opatie-
nim tucastnila distanéné. VSech Sest
¢inskych soutézicich navic ziskalo plny
pocet bodi, coz je tzasny vykon, ktery
se naposledy podafil v roce 1994 tymu
USA. Kromé ¢inskych studentii na

dalsi soutézici.

Na pomyslné druhé a tfeti pricce se
tésné za sebou dle ocekavani seradily
Korea a USA, prekvapenim je naopak
umisténi v prvni desitce pro Rumun-
sko (5.) a Némecko (7.) — v obou pfi-
padech po vice jak 10 letech.

Ceskéa republika skonéila v (prvni)
poloviné startovniho pole na 52. pf¥icce
o Sest pricek za Slovenskem. Kom-
pletni vysledky jsou dostupné na ad-
rese imo-official.org. Podrobné in-
formace najdete také na strance http:
//www.matematickaolympiada.cz/.

Ulohy byly letos snazsf nez v pied-
chozich letech, jak naznacuje vykon
¢inského tymu. Konkrétné druha tloha
byla (co do poétu udélenych bodi) nej-
snazsi dvojkou za poslednich deset let.
Totéz plati i o tfeti a ¢tvrté tloze, navic
zbylé t¥i tlohy byly za poslednich deset
let ,,druhé nejsnazsi“. Na zisk bronzové
medaile tak bylo letos potfeba nasbirat
bezprecedentnich 23 bodd — loni sta-
¢ilo na zisk bronzové medaile pouhych
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12 bodu a za 24 bodt uz se bralo zlato.

Na zavér uvadime zadéani soutéznich
uloh (v zavorce je uvedena zemé, ktera
tlohu navrhla).

11. ¢ervence 2022

1. Banka mésta Oslo razi mince dvou
druhii: aluminiové (zna¢ené A) a bron-
zové (znafené B). Magnus ma n alu-
miniovych minci a n bronzovych minci
v Fadé v néjakém pocateénim pora-
di. Blokem rozumime podposloupnost
sousednich minci stejného druhu. Pro
dané pevné kladné celé ¢islo k < 2n
provadi Magnus opakované nasledujici
krok: ur¢i nejdelsi blok obsahujici k-tou
minci zleva a presune vSechny mince
z tohoto bloku na levy konec fady. Na-
piiklad pro n = 4, k = 4 a pocatecni
pofadi AABBBABA vypada proces
takto:

AABBBABA — BBBAAABA —
— AAABBBBA — BBBBAAAA —
— BBBBAAAA — ...
Najdéte v8echny dojice (n, k) splijici
1 < k < 2n takové, Ze pro kazdé pocé-
teéni poradi se v néjaky okamzik stane,

ze levych n minci je stejného druhu.
(Francie)

2. Oznaéme R™ mnozinu kladnych re-
alnych &isel. Naleznéte v8echny funkce
f: RTY — RT takové, ze pro kazdé
z € RY existuje pravé jedno y € RT
spliujici

zf(y) +yf(z) <2

(Nizozemsko)
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3. Necht k je kladné celé ¢islo a necht
S je konefna mnozina lichych prvoci-
sel. Dokazte, Ze existuje nejvySe jeden
zpusob (az na otocen{ a preklopeni) jak
umistit prvky S podél obvodu kruhu
tak, aby souéin kazdych dvou soused-
nich ¢&isel byl tvaru

P4tk
pro né&jaké kladné celé ¢islo x.
(USA)
12. Cervence 2022
4. Je dan konvexni pétithelnik

ABCDE splhujici
|BC| = |DE|
a uvnitf né&j bod T, pro ktery plati

ITB| =|TD|, |TC|=|TE|

IXABT| = |XTEA.

Pfimka AB protne pfimky C'D a CT
postupné v bodech P a @Q tak, Ze body
P, B, A, Q lezi na pfimce v tomto
poradi. Podobné pfimka AE protne
piimky CD a DT postupné v bodech
R a S tak, ze body R, E, A, S lezi
na piimce v tomto pofadi. Dokazte, ze
body P, S, @, R lezi na jedné kruznici.

(Slovensko)

5. Najdéte vSechny trojice (a,b,p)
kladnych celych ¢&isel takovych, Ze p je
prvocislo a plati

a? = bl + p.
(Belgie)
6. Necht n je kladné celé Eislo. Nor-

dicky ctverec je tabulka n X n vypl-
néna navzajem ruznymi celymi ¢isly od
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1 po n? Dvé& rizna policka povazu-
jeme za sousedni, pokud sdileji stranu.
Rekneme, Ze policko je dolik, pokud je
v ném mensi ¢islo nez ve vSech soused-
nich polickadch. Rekneme, Ze posloup-
nost jednoho ¢&i vice policek je krpdl,
pokud soucasné plati:

1. prvni poli¢ko posloupnosti je dolik,
2. kazdé dalsi policko posloupnosti
sousedi s predchozim polickem,

3. &isla v polickach posloupnosti jsou

v rostoucim poradi.

V zavislosti na n urcete nejmensi moz-
ny celkovy pocet krpalti v nordickém
&tverci. (Srbsko)

Nasledujici roénik Mezinarodni MO
se uskute¢ni v roce 2023 v Japonsku.
Josef Tkadlec

Informatické olympiady
CEOI 2022 a IOI 2022

Po dvou letech distan¢niho souté-
zeni zpusobeného epidemii koronaviru
se ve Skolnim roce 2021/22 naSe na-
rodni i obé& mezinarodni olympiady
v informatice konaly jiZz opét normélni
prezenéni formou.

Na zakladé vysledka tustfedniho
kola 71. ro¢niku Matematické olympi-
4dy kategorie P jsme pozvali vSechny
uspésné fesitele na tradiéni vikendové
vybérové soustiedéni, v némz se urcuje
slozeni Ceskych reprezenta¢nich druz-
stev pro mezinirodni olympiady. Le-
tosni vybérové soustiedéni probéhlo ve
druhé poloving dubna formou prak-
tické online soutéze a koneény vybér
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reprezentanti zavisel na souctu vy-
sledki ustfedniho kola MO-P a vy-
sledkt dosaZenych na tomto vybéro-
vém soustfedéni. CtyFi soutézici s nej-
lepSim souctem bodu dostali jako ob-
vykle prilezitost reprezentovat Ceskou
republiku na celosvétové Mezinarodni
olympiadé v informatice IOI (Inter-
national Olympiad in Informatics), za-
timco dalsi Cty¥i tispéSni Tesitelé z ne-
maturitnich roénikt se vypravili souté-
zit na Stfedoevropské olympiadé v in-
formatice CEOI (Central European
Olympiad in Informatics).

CEOI 2022

CEOI 2022

CENTRAL EUROPEAN OLYMPIAD IN INFORMATICS

)
77w, JULY 2430

Jiz v lonském roce 2021 pfipadlo po-
radatelstvi Stfedoevropské olympiady
v informatice Chorvatsku. Olympiada
ov8em tehdy probéhla pouze distanéni
formou a chorvatsti organizatofi se
proto rozhodli zopakovat CEOI na stej-
ném misté i v roce 2022.

Letosni 29. ro¢nik CEOI se tedy ko-
nal ve dnech 24.—30. 7. 2022 ve mésté
Varazdin na severu Chorvatska. Zu-
Castnilo se ho celkem 52 souté&Zicich ze
12 zemi. Vedle osmi tradi¢nich tcast-
nickych stfedoevropskych stati (Ceské
republika, Chorvatsko, Madarsko, N&-
mecko, Polsko, Rumunsko, Slovensko,
Slovinsko) se navic pfihlasili jako hosté
soutézici z Italie, Rakouska, Svycarska
a Ukrajiny. Tyto zemé se nepodileji na
stFidavém pofadani olympiddy, a proto
musi svoji ucast uhradit. Jako obvykle

Matematika — fyzika — informatika 31 (3) 2022

se zucastnilo také druhé druZstvo z po-
fadatelské zemé.

Ceské reprezenta¢ni druzstvo na
CEOI 2022 bylo tvofeno témito stu-
denty: Adam Cervenka, 7/8, Gymna-
zium, t¥. Kpt. Jarose, Brno, Viktor Ci-
hal, 2/4, Smichovska SPS a gymna-
zium, Praha 5, Adam Kundrdt, 7/8,
Gymnézium, Brno-Re¢kovice, Stépdn
Mikéska, 7/8, Gymnézium, t¥. Kpt. Ja-
rose, Brno.

Vedoucimi ¢eské delegace na CEOI
2022 byli jmenovani Jiri Kalvoda a
Jond$ Havelka, oba z Matematicko-
fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze.

Vlastni soutéz probéhla jako ob-
vykle ve dvou soutéznich dnech, a to
v utery 26. 7. a ve ctvrtek 28. 7.
Jiz v pondéli 25. 7. ovSem soutézi
predchazelo cviéné nesoutézni kolo,
uréené k sezndmeni studenti s poci-
taci a se soutéznim prostfedim (tzv.
practice session). V kazdém soutéznim
dnu studenti Fesili t¥i naro¢né algorit-
mické ulohy, na jejichz vyfeSseni méli
pét hodin.

Vizdy veCer pred soutézi vedouci
v8ech delegaci spole¢né schvilili sou-
tézni ulohy navrzené poradatelskou
zemi, upravili podle potfeby jejich for-
mulace a pielozili je pak do matefského
jazyka svych studenti. Cesti studenti
tedy dostali jak anglickou, tak i ¢eskou
verzi zadani dloh.

Kazdy soutézici pracuje na piidé-
leném osobnim pocita¢i s nainstalo-
vanym soutéznim prostfedim, které
umoznuje vyvijet a testovat programy
a odesilat je k vyhodnoceni. Spravnost
vypracovanych programi organizatori
automaticky testuji v prubéhu soutéze
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pomoci pfedem pripravené sady testo-
vacich dat, kazdy test je navic ome-
zen ¢asovym limitem. Tim je zajisténa
nejen kontrola spravnosti vysledki, ale
pomoci ¢asovych limitd se také odlisi
kvalita pouzitého algoritmu. Pfi testo-
vani kazdé tlohy se pouzivaji sady tes-
tovacich dat rizné velikosti, takZe teo-
reticky spravné feSeni zaloZené na ne-
efektivnim algoritmu zvladne dokoncit
veas vypocet pouze pro nékteré testy —
pro ty mensi a jednodussi. Takové fe-
Seni je potom ohodnoceno ¢aste¢nym
pocétem bodi. Castecné body lze zis-
kat také za vyFeSeni nékterych special-
nich pfipadi, zatimco plny pocet bodu
pfinese aZ FeSeni fungujici v plné obec-
nosti.

Kréatce po odevzdani vypracova-
ného programu do vyhodnocovaciho
systému se soutézici dozvi hodnoceni
svého TeSeni a ma pak je$té moznost
opravit ho a odevzdat znovu. Podobny
systém pouZivime v poslednich letech
i u nas v Matematické olympiadé kate-
gorie P pro hodnoceni praktickych dloh
doméciho a tstfedniho kola.

Kazda ze soutéznich uloh byla hod-
nocena maximalné 100 body, celkové
tak bylo teoreticky mozné dosdhnout
600 bodt. Zatimco v prvnim soutéznim
dnu ziskali dva soutézici plny pocet 300
bodii, jedna soutézni iloha zadana ve
druhém soutéznim dnu se ukézala na-
tolik obtiZné, Ze za ni nikdo ze souté-
zicich neziskal vice nez 40 bodi.

Celkovym vitézem soutéZe se stala
dvojice studentii se shodnym bodovym
ziskem 540 bodu — Dorijan Lendvaj
z Chorvatska a Alexandru Luchianov
z Rumunska.
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stava na CEOI medaili, pfi¢emz zlaté,
st¥ibrné a bronzové medaile se rozdé-
luji v pribliZzném pomeéru 1 : 2 : 3.
Na CEOI 2022 bylo udéleno celkem 28
medaili tém FeSiteltim, kteri ziskali ale-
spoii 130 bodu (5 zlatych, 11 stifbr-
nych a 12 bronzovych medaili). Stre-
doevropska olympiada v informatice je
soutézi jednotlivcl, zadné pofadi zi-
Castnénych zemi v ni neni vyhlasovano.

Nasi reprezentujici dosahli néasledu-
jicich vysledki:

22. Stépdn Mikéska, 152 bodi, bron-
zova medaile,

29. Viktor Cihal, 120 bodi,

48. Adam Cervenka, 20 bodi,

51. Adam Kundrdt, 10 bod.

Zisk pouze jedné bronzové medaile
pro néas predstavuje spiSe horsi vy-
sledek, ale odpovida skutecnosti, Ze
na rozdil od mnoha jinych zemi po-
silame na CEOI soutézit mladsi stu-
denty, ktefi se v pfislusném roce jesté
nedostali na IOI. Tento postup se ndm
dlouhodobé osvédéil, nasi mladsi sou-
tézici tak ziskaji na CEOI mezinarodni
zkuSenosti a Casto se pak stava, ze v na-
sledujicim 8Skolnim roce velmi dobie
uspéji na I01.

Slovenské druzstvo bylo letos tspés-

néjsi nez my a ziskalo dvé st¥ibrné me-
daile.
2022 byly Polsko se dvéma zlatymi,
jednou st¥ibrnou a jednou bronzovou
medaili a Rumunsko s jednou zlatou a
tfemi st¥ibrnymi medailemi.

Vegkeré informace o soutézi, texty
soutéznich tloh i podrobné vysledky
v8ech soutézicich lze nalézt na Inter-
netu na adrese

https://ceoi.hsin.hr.
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Pristi jubilejni 30. roc¢nik Stie-
doevropské olympiddy v informatice
se bude konat v Némecku v Mag-
deburku pravdépodobné ve dnech
13.-19. 8. 2023.

101 2022

had

INDONESIA 2022

Mezinarodni olympiada v informa-
tice I0I méla letos jiz svij 34. ro¢nik.
Soutéz se konala v Indonésii v tydnu
7.-15. 8. 2022.

Vétsina druzstev se olympiady zi-
Castnila tradi¢nim prezencénim zpuso-
bem, ale s ohledem na pokracujici epi-
demii koronaviru v riznych statech
svéta organizatori umoznili i distanéni
nebo hybridni ucast reprezentacnich
druzstev téch zemi, odkud soutézici ne-
mohli pfFijet. Predstavitelé narodnich
vybort olympiddy museli v takovém
pripadé soustiedit svoje distanéni sou-
tézici na spole¢ném misté a stalym do-
hledem zajistit regulérnost soutéze.

Letosni mezinarodni olympiady
v informatice se zicastnilo 353 soutézi-
cich z 90 zemi celého svéta, mimo sou-
t&Z navic tesilo tlohy jesté druhé druz-
stvo poradajici zemé. Celkem 62 dele-
gaci pfijelo soutézit na misto, 8 zemi
se zucastnilo hybridnim zpasobem (né-
ktefi studenti pfijeli, nékteri soutézili
distan¢éné) a 20 narodnich delegaci se
olympiady zucastnilo pouze na dalku.
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Oproti lonskému roku se tak pocet zu-
Castnénych zemi zvysil o dvé a také cel-
kovy pocet soutéZicich mirné vzrostl.
Pocet zemi i pocet soutézicich studenti
tim dosahly rekordnich hodnot v celé
historii IOI.

Nase druzstvo na 101 2022 mélo na-
sledujici sloZeni: Robert Jaworski, 8/8,
Gymnazium Ustavni, Praha 8, Daniel
Skypala, 8/8, Gymnazium Olomouc-
Hej¢in, Benjamin Swart, 7/8, Mensa
gymnéazium, Praha 6, Lukds Tomoszek,
6/6, Gymnazium T¥inec.

Vedoucimi ceské delegace na IOI
2021 byli RNDr. Matéj Koneény a
Bce. Josef Minatik, oba z Matematicko-
-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

7"-15Y
Yogyaka

e =

Ceské soutdzniho druistvo — bohuiel
v respiratorech

Cela akce byla vyborné pfipravena.
Ucastnici byli ubytovani ve dvou kva-
litnich hotelech — v jednom bydleli sou-
tézici a ve druhém vedouci a hosté.
Pf¥imo v hotelu, v némz byli soutézici
ubytovani, probihala i vlastni soutéz,
zatimco v hotelu pro vedouci se konala
vSechna jednani mezinarodni jury. Sou-
tézici ani vedouci tak nemuseli absol-
vovat zadné zbyteéné presuny z mista
na misto, jak se nékdy na olympiddach
stava.
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Pribéh soutéze je obdobny, jak byl
popséan jiz vyse u Stfedoevropské olym-
piddy v informatice. Vlastni soutéz se
konala ve dvou soutéznich dnech ve
stfedu a v patek, zménou oproti minu-
lym letim bylo pouze jeji zarfazeni do
programu az po obé&dé. Ve zbyvajicich
dnech pobytu se konalo cvi¢né soutézni
kolo uréené pro sezndmeni soutézicich
s pocitaci a prostfednim, slavnostni za-
héajeni, nékolik vyletd a nakonec samo-
zfejmé také zakonceni olympiady spo-
jené s vyhlasenim vysledki.

Kazda ze Sesti soutéznich tloh byla
hodnocena maximalné 100 body, takze
celkem bylo mozné ziskat az 600 bodd.
To se letos podafilo dvéma studenttim,
absolutnimi vitézi soutéze s plnym po-
¢tem bodi se stali ¢insti studenti Jian-
9qi Dai a Shaozuan Tang.

Na zékladé presné stanovenych pra-
videl se na IOI podle dosazenych bodu
rozdéluji medaile. Nékterou z medaili
obdrzi nejvyse polovina ucéastniki sou-
téZe, priemz zlaté, stiibrné a bronzové
medaile se rozdéluji v poméru 1:2:3
s ohledem na to, aby soutézici se stej-
nym bodovym ziskem ziskali stejnou
medaili. Zpisob rozdéleni medaili je na
IOI stanoven striktnimi pravidly, na
rozdil od CEOI ho nemohou c¢lenové
mezinarodniho vyboru ani vedouci na-
rodnich delegaci nijak ovlivnit. Na le-
todni I0I bylo udéleno celkem 176 me-
daili, z toho 30 zlatych, 58 stfibrnych
a 88 bronzovych.

Vysledky nasich soutézicich:

108. Benjamin Swart, 231,61 bodd,
bronzova medaile,

Daniel Skypala, 148 bodi, bron-
zova medaile,

Robert Jaworski, 103 bod1,

173.

231.
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245. Lukds Tomoszek, 86 bodi.

Dvé bronzové medaile predstavuji
pro Ceskou republiku primérny vysle-
dek, podobny jako v minulych letech.

Mezinarodni olympiada v informa-
tice je soutézi jednotlivei — oficialni po-
fadi zucastnénych zemi v ni neni vy-
hlagovano. Neni tedy ani stanoveno,
zda by se mélo urCovat podle poctu
medaili, podle celkového poc¢tu bodi
ziskanych soutézicimi dané zemé nebo
tfeba podle souctu jejich dosazenych
umisténi. NasSe letosni vysledky nés
kazdopadné fadi priblizné do poloviny
v celkovém pofadi ztcastnénych zemi.

Slovenské druzstvo dopadlo letos
podobné jako naSe — ziskalo pouze
jednu medaili, ale zato st¥ibrnou.
tymi medailemi se stejné jako v pred-
chozich dvou letech stala Cina. Jeji
reprezentanti méli dokonce tak sil-
nou prevahu, Ze obsadili prvni &tyii
mista v celkovém pofadi. Dal$imi velmi
uspésnymi zemémi byly Japonsko (rov-
néz Ctyii zlaté medaile) a USA (t¥i
zlaté a jedna stfibrna medaile).

Vsechny podrobnosti o soutézi i
texty soutéznich tloh lze najdete
na adrese https://1012022.1id/, kom-
pletni vysledkova listina je k dis-
pozici na webové strance se statis-
tikami http://stats.ioinformatics.
org/results/2022.

Dalsi ro¢niky Mezinarodni olym-
piady v informatice se budou konat
v Madarsku (2023) a potom v Egypté
(2024). Pristi IOI 2023 je naplanovana
do madarského Szegedu od 28. 8. do
4. 9. 2023.

Pavel Tépfer
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