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MATEMATIKA

Zk°íºené ºeb°íky
PAVEL LEISCHNER

Pedagogická fakulta JU, ƒeské Bud¥jovice

Poznatky ozna£ované jakov¥ty o zk°íºených ºeb°ících(Crossed ladders
theorems) se nedávno staly populárními, protoºe usnad¬ují °e²ení n¥kte-
rých úloh o pom¥rech obsah· £ástí trojúhelník·. M·ºe se stát, ºe je ºák
najde nap°íklad na YouTube a p°ekvapí u£itele neo£ekávaným °e²ením
úlohy z obr. 1:
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Obr. 1 Ur£ete obsah x, jestliºe SAF E = 6 , SABF = 4 a SBDF = 1

Tento p°ísp¥vek si klade za cíl d·kladn¥ji seznámit £tená°e s danou
problematikou.

V¥ty o zk°íºených ºeb°ících a jejich p·vod

Na po£átku byla klasická úloha neznámého p·vodu (tak ji ozna£uje
Gardner [1, str. 62]), která vychází ze situace na obr. 2 vlevo. Spo£ívá
v ur£ení vztahu mezi vý²kou vF pr·se£íku F ºeb°ík· AD a BE op°ených
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o zdi a vý²kami vD a vE míst D a E, v nichº se horní konce ºeb°ík·
dotýkají zdí.
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Obr. 2 Zk°íºené ºeb°íky a obrázek k v¥t¥ 1

Výsledný vztah
1

vF
=

1
vD

+
1

vE
; (1)

souvisí s faktem, ºe délka té p°í£ky lichob¥ºníku, která prochází pr·se£í-
kem jeho úhlop°í£ek rovnob¥ºn¥ se základnami, je harmonickým pr·m¥rem
délek základen (viz nap°. [2, str. 157�159] nebo [4]).

Roku 2002 vztah zobecnil americký st°edo²kolský u£itelHarold Joseph
Stengel [3]. Jeho p°ísp¥vek shrneme ve t°ech v¥tách, jeº pronikly do pov¥-
domí ve°ejnosti v£etn¥ názv·, které se v £lánku vyskytovaly.

Budeme se zabývat promítáním do p°ímky p, rovnob¥ºným s p°ím-
kou x. Délku úse£ky ohrani£ené libovolným bodemZ a jeho pr·m¥tem
zna£ímexZ . Termín ceviána uºíváme pro úse£ku s krajními body ve vr-
cholu trojúhelníku a ve vnit°ním bod¥ protilehlé strany.

V¥ta 1 (v¥ta o zk°íºených ºeb°ících) Nech´ bodyE, D leºí v téºe polo-
rovin¥ s hrani£ní p°ímkou p. Jejich pr·m¥ty v promítání do p ve sm¥ru
p°ímky x , p ozna£íme po °ad¥A, B . Je-li F pr·se£ík úse£ekAD a BE
(obr. 2 vpravo), pak

1
xF

=
1

xD
+

1
xE

: (2)

D·kaz. Platí 4 ALF � 4 ABD a 4 LBF � 4 ABE . S vyuºitím obou
podobností dostáváme

1 =
jAL j + jLB j

jAB j
=

jAL j
jAB j

+
jLB j
jAB j

=
xF

xD
+

xF

xE

a odtud vztah (2), který je pro x ? p ekvivalentní s (1).
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Stengel se dále zabýval situací, kdy jsou ºeb°íky op°eny o st¥ny chodby
trojúhelníkového pro�lu.

V¥ta 2 (zobecn¥ná v¥ta o zk°íºených ºeb°ících) V rovin¥ trojúhelníku
ABC uvaºujme promítání do p°ímky AB rovnob¥ºné s p°ímkoux. Ozna-
£íme-li F pr·se£ík cevián AD a BE trojúhelníku, pak platí

1
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+
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=

1
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+
1
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: (3)
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Obr. 3 Vlevo ilustrace k v¥t¥ 2, vpravo obrázek k jejímu d·kazu

D·kaz. Uvaºujme nejprve situaci na obr. 3 vpravo, pro niº je x k BC .
Pr·m¥ty bod· E a F nech´ jsou po °ad¥K a L. Body C a D se zobrazí
do B . Ozna£me je²t¥G ten bod p°ímky BE , který se promítne do A.

Aplikací v¥ty 1 na body G, D , a pak na body G, C dostáváme

1
xF

=
1

xG
+

1
xD

a
1

xE
=

1
xG

+
1

xC
: (4)

Oba vztahy lze p°epsat do tvaru

1
xG

=
1

xF
�

1
xD

=
1

xE
�

1
xC

:

V n¥m je poslední rovnost ekvivalentní se vztahem (3), jenº jsme m¥li
dokázat.

Jiné situace net°eba vy²et°ovat, protoºe vztah (3) nezávisí na sm¥ru
promítání. Ozna£íme-li totiº pr·m¥ty bod· E , F , C a D pro promítání
ur£ené p°ímkoux0 , x po °ad¥K 0, L 0, M 0 a N 0, pak ze vzájemné podob-
nosti trojúhelník· EKK 0, FLL 0, CBM 0 a DBN 0 plyne

x0
E

xE
=

x0
F

xF
=

x0
C

xC
=

x0
D

xD
= k:
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Odtud a ze vztahu (3) dokázaného prox k BC zjistíme

1
x0

D
+

1
x0

E
=

1
k

�
� 1

xD
+

1
xE

�
=

1
k

�
� 1

xF
+

1
xC

�
=

1
x0

F
+

1
x0

C
:

Uvaºujme dále situaci z v¥ty 2 za p°edpokladu, ºex ? AB . Vztah (3)
je pak ekvivalentní s rovností

1
1
2 jAB jvD

+
1

1
2 jAB jvE

=
1

1
2 jAB jvF

+
1

1
2 jAB jvC

;

kde vD , vE , vF a vC jsou vý²ky trojúhelník· ABD , ABE , ABF a ABC .
Platí tedy v¥ta 3, které se téº °íká v¥ta o (zk°íºených) ºeb°ících, t°ebaºe

ji Stengel ozna£il jen jako d·sledek v¥ty 2.

V¥ta 3 Protínají-li se ceviány AD a BE trojúhelníku ABC v bod¥ F ,
pak pro obsahy trojúhelník· ABD , ABE , ABF a ABC platí

1
SABD

+
1

SABE
=

1
SABF

+
1

SABC
: (5)

Co Stengel neuvedl

Výsledek pr·zkumu situace, kdy jsou ºeb°íky op°eny o st¥ny p°íkopu
lichob¥ºníkového pr·°ezu (obr. 4), popisuje následují v¥ta.

V¥ta 4 V rovin¥ trojúhelníku ABC uvaºujme promítání do p°ímky AB
rovnob¥ºné s p°ímkoux. Jsou-li D , E po °ad¥ vnit°ní body polop°ímek
opa£ných k polop°ímkáchBC , AC a je-li F pr·se£ík úse£ekAD a BE ,
pak

1
xD

+
1

xE
=

1
xF

�
1

xC
a

1
SABD

+
1

SABE
=

1
SABF

�
1

SABC
: (6)

D·kaz se tém¥° neli²í od d·kazu v¥ty 2. Jediný rozdíl spo£ívá v tom, ºe
bod C nyní leºí v opa£né polorovin¥ s hrani£ní p°ímkouAB , jak vidíme
na obr. 5. D·sledkem je zám¥na bod· E a G v jejich po°adí na p°ímce
BE , a tím i zám¥na zlomk· 1

x E
a 1

x G
v druhém ze vztah· (4). Soustava

má nyní tvar

1
xF

=
1

xG
+

1
xD

a
1

xG
=

1
xE

+
1

xC
;

z n¥jº plyne (6).
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Obr. 4 Vlevo zk°íºené ºeb°íky v p°íkopu, vpravo ilustrace k v¥t¥ 4
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Obr. 5 Obrázek k d·kazu v¥ty 4

Dal²í kon�guraci p°ímek AB , AC , BC , AD a BE p°edstavuje obr. 6.
Asi se nám nepoda°í motivovat ji zk°íºenými ºeb°íky. Po zku²enostech
z p°edchozích postup· v²ak není t¥ºké ov¥°it (uºitím promítání rovnob¥º-
ného s jednou z p°ímekAC , BC ), ºe platí

1
xE

�
1

xD
=

1
xC

�
1

xF
a

1
SABE

�
1

SABD
=

1
SABC

�
1

SABF
:
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Obr. 6 Dal²í z moºných kon�gurací

N¥které z dal²ích situací vidíme na obr. 7, ale zanechme rad¥ji analýzy
a p°istupme k syntéze. Abychom zahrnuli v²echny situace do jediného
celku, doplníme danou rovinu onevlastní body. Na st°ední ²kole ov²em ne-
budeme seznamovat studenty s projektivním prostorem. Vysta£íme s intu-
itivní p°edstavou nevlastního bodu jako sm¥ru rovnob¥ºek (tzv. pr·se£íku
rovnob¥ºek v nekone£nu).

Shrnutí

V dosud zkoumaných situacích byl pevn¥ dán trojúhelníkABC a rovno-
b¥ºné promítání do p°ímky p = AB ve sm¥ru p°ímky x , p. Na p°ímkách
BC a AC volíme v daném po°adí bodyD a E, r·zné od vrchol· trojúhel-
níku. Pr·se£ík p°ímek AD a BE zna£ímeF a pro body Z 2 f C; D; E; F g
hledáme vztah mezi délkamixZ a vztah mezi obsahy trojúhelník· ABZ .

Délku xZ jsme de�novali jako délku úse£ky Z0Z , kde Z0 je pr·m¥t
bodu Z . Nahradíme ji reálným £íslemxZ tak, aby platilo xZ = xZ , jestliºe
Z leºí v polorovin¥ ABC , nebo xZ = � xZ , pokud Z leºí v polorovin¥
opa£né. Bude-li bodC nevlastní, zvolíme za polorovinuABC libovolnou
z polorovin s hrani£ní p°ímkoup a do obrázku ji vyzna£íme ²ipkami (viz
nap°. obr. 8 vlevo).

Orientovanou vzdálenostívZ bodu Z od p°ímky p rozumíme vzdále-
nost vZ opat°enou znaménkem+ , jestliºe Z leºí v polorovin¥ ABC , nebo
znaménkem� , pokud Z leºí v polorovin¥ opa£né.

Orientovaný obsah trojúhelníkuABZ zavedeme vztahem

SABZ =
1
2

� jAB j � vZ :
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Pokud je n¥který z bod· Z nevlastní, klademe

1
xZ

=
1

xZ
= 0 ;

1
vZ

=
1

vZ
= 0 a

1
SABZ

=
1

SABZ
= 0 :

Za t¥chto p°edpoklad· vºdy platí

1
xD

+
1

xE
=

1
xC

+
1

xF
a

1
SABD

+
1

SABE
=

1
SABC

+
1

SABF
: (7)

V²echny zkoumané situace lze rozt°ídit do ²esti skupin podle toho, které
z bod· C, D , E a F jsou vlastní a které z nich leºí ve stejné polorovin¥.

I. Body Z 2 f C; D; E; F g jsou vlastní a leºí v polorovin¥ABC , viz nap°.
obr. 7 vlevo nebo obr. 3. Zlomky ve vztazích (7) mají po zám¥nách
xZ za xZ a SABZ za SABZ stejné znaménko.

II. Body Z jsou vlastní, t°i z nich leºí v jedné polorovin¥ s hrani£ní p°ím-
kou AB a jeden v polorovin¥ opa£né (nap°. obr. 7 uprost°ed nebo
obr. 4). Jeden zlomek ve vztazích (7) má po zám¥náchxZ za xZ a
SABZ za SABZ opa£né znaménko neº zbývající t°i.

III. Body Z jsou vlastní, dva z nich leºí v polorovin¥ ABC a dva v polo-
rovin¥ opa£né, viz obr. 7 vpravo nebo obr. 6. Dva zlomky ve vztazích
(7) mají po zám¥náchxZ za xZ a SABZ za SABZ znaménko plus, a
druhé dva mínus.
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Obr. 7 K situacím I, II a III

Matematika � fyzika � informatika 31 (4) 2022 247



IV. Práv¥ jeden z bod· Z je nevlastní a v²echny t°i vzniklé trojúhelníky
leºí v téºe polorovin¥ s hranicí p. T°i z moºných situací vidíme na
obr. 8. P°edstavují aº na ozna£ení totéº, zk°íºené ºeb°íky z na²ich
po£áte£ních úvah.

A B
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F

P

x

A B

CD

E
F

A B

C
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E

F

C
E

8 8 8 8

8 8
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1
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SABF

1
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1
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1
SABD

+ = 1
SABC

F

p

Obr. 8 R·zné moºnosti pro situaci IV

V. Práv¥ jeden z bod· Z je nevlastní a v²echny t°i vzniklé trojúhelníky
neleºí v téºe polorovin¥ s hranicíp. Obr. 9 znázor¬uje n¥které moºnosti
jako r·zné interpretace téºe situace, z níº pro obsahy v²ech t°í £ástí
trojúhelníku rozd¥leného p°í£kou rovnob¥ºnou s jednou jeho stranou
a libovolnou z úhlop°í£ek vzniklého lichob¥ºníkového dílu plyne p°i
ozna£ení podle obr. 10 vztah

S1S3 = S2(S1 + S2) (8)

C E

F

EC8 8 8 8

8
8

F

1
SABD

1
SABE

= 1
SABF

A B

C

D

EF

P

x

A B

DF

A

B

C

D

E

+ 1
SABD

= 1
SABF

1
SABC

1
SABD

1
SABE

=+ 1
SABC

+

p

Obr. 9 R·zné moºnosti pro situaci V

VI. Jestliºe jsou práv¥ dva z bod· Z nevlastní, vzniknou jen dva trojú-
helníky. Jejich obsahy si jsou podle (7) rovny, coº snadno ov¥°íme i
názorn¥.
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Obr. 11 R·zné moºnosti pro situaci VI

Jsou-li body C a D nevlastní, pak C = D a E = F . Trojúhelníky
ABE a ABF jsou totoºné, obr. 11 vlevo. Situace pro nevlastní body
C a E je analogická.

Zvolíme-li jako nevlastní body D a E, obdrºíme trojúhelník ABF
shodný s trojúhelníkem ABC , obr. 11 uprost°ed.

Analogická situace nastane, kdyº jsou nevlastní bodyC a F (obr. 11
vpravo).

Pokud by byl nevlastní bod F a jeden z bod· D a E, byl by nevlastní
i druhý z nich. Kon�guracemi, kdy jsou alespo¬ t°i body Z nevlastní
se v²ak nezabýváme (vzniká nejvý² jeden trojúhelník).
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O aplikacích

S jedním vyuºitím v¥ty 3 jsme se seznámili na za£átku £lánku. Star²í
zp·sob °e²ení této úvodní úlohy se opírá o poznatek VI/1 z Eukleidových
Základ·, sice ºe pom¥r obsah· dvou stejn¥ vysokých trojúhelník· je roven
pom¥ru jejich základen.

�) ��
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Obr. 12 Jiná °e²ení úlohy z obr. 1

Po dokreslení úse£kyCF do obr. 1 a ozna£ení podle obr. 12 vlevo platí

SAF C : SF DC = jAF j : jFD j = SAF B : SF DB ;

SEF C : SF BC = jEF j : jFB j = SEF A : SF BA :

Odtud obdrºíme soustavu rovnic

6 + y
x

=
4
1

;
y

x + 1
=

6
4

;

jeº má °e²ení x = 3 a y = 6 . Je tedy SEF DC = x + y = 9 :
Analogický postup podle obr. 12 vpravo vede k soustav¥

x + y + 6
5

=
y

x + 1
;

x
1

=
6
4

s °e²enímx = 3
2 a y = 15

2 .

•e²ení sloºit¥j²ích úloh usnad¬uje kombinace obou metod. Jako p°íklad
ur£íme obsahy v²ech £ástí trojúhelníkuABC , které vznikly jeho roz°ezá-
ním podél ceviánAD , BE a CF . P°itom p°edpokládáme, ºe trojúhelník
má obsahS a jAF j : jFB j = jBD j : jDC j = jCEj : jEA j = 1 : 2.
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P°i ozna£ení podle obr. 13 vlevo zjistíme pomocí v¥ty VI/1, ºe platí

SABD =
S
3

; SABE =
2S
3

:

Vztah (5) má tvar
3
S

+
3

2S
=

1
SABK

+
1
S

:

Odtud

SABK =
2
7

S a SBDK = SABD � SABK =
S
21

:

Výpo£ty pro obsahy trojúhelník· BCL , CEL , CAM a AFM jsou analo-
gické, obdrºíme

SAF M = SBDK = SCEL =
S
21

;

SF BKM = SDCLK = SEAML =
2S
7

�
S
21

=
5S
21

;

SKLM = SBAE � (SABK + SEAML ) =
S
7

:

�[
���[

���[

���[

�\
�\

�\

�$ �%

�)

�.

�/

�0

�)

�.

�/

�0

C

M

A BF

E

L

K

D

C

M

A BF

E

L

K

D

x 2x
y

x
2x

3xy

y
x

2x

Obr. 13 Roz°ezání trojúhelníku ABC na sedm £ástí

Jiné °e²ení, jeº obchází aplikaci v¥ty 3, vyuºívá symetrického zadání
úlohy. Body D, E a F rozd¥lují strany trojúhelníku stejným zp·sobem.
Pokud nap°íklad nalezneme postup ur£ení obsahuSAF M , pak cyklickou
zám¥nou bod· v trojicích (A; B; C ), (D; E; F ) a (K; L; M ) obdrºíme tentýº
výsledek pro SBDK nebo SCEL . M·ºeme tedy stejné obsahy trojúhelník·
AFM , BDK a CEL ozna£it x. Po p°idání úse£ekAL , BM a CK (obr. 13
vpravo) zvolíme pro kaºdý z obsah· trojúhelník· MBK , KCL a LAM
znak y. Trojúhelníky BMF , CKD a ALE mají stejný obsah 2x.
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Snadno ov¥°íme, ºeSABD + SBCE + SCAF = S; proto je sou£et obsah·
£ástí, v nichº se tyto trojúhelníky p°ekrývají, roven obsahu jimi nepokryté
£ásti KLM trojúhelníku ABC , tedy

SKLM = SAF M + SBDK + SCEL = 3x:

Z podmínky SF BL = 2SAF L obdrºíme rovnost

5x + y = 2( x + y);

z níº plyne y = 3x. Se£tením obsah· v²ech díl· zjistíme S = 21x, od-
tud x = S

21 . Triviální dopo£tení ostatních obsah· vede k jiº uvedeným
výsledk·m.

Záv¥r

Harmonický pr·m¥r h dvou kladných £ísela a b je de�nován vztahem

2
h

=
1
a

+
1
b

;

a tak lze v¥tu 3 vyslovit i jako zajímavý a snadno zapamatovatelný po-
znatek:

Harmonický pr·m¥r obsah· trojúhelník· ABD a ABE je roven harmo-
nickému pr·m¥ru obsahu jejich pr·niku a obsahu trojúhelníku ABC .

Tato v¥ta usnad¬uje a urychluje °e²ení ur£itého typu úloh z matema-
tických olympiád, coº je pro °e²itele výhodou. P°i sout¥ºi u²et°í £as. Po-
uºívání poznatku samotného p°i °e²ení úloh p°íli² nerozvíjí geometrické
my²lení. Student se totiº aplikací nau£eného vztahu vyhne d·kladn¥j²í
analýze na£rtnutého obrázku.

ƒlánek je v plném rozsahu pouºitelný pro práci v zájmové matematice.
Po motivaci klasickou úlohou o ºeb°ících mohou ºáci p°i vhodném vedení
sami nalézat dal²í situace a °e²it je, jak bylo vý²e uvedeno.
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Grafy relací
DAG HRUBÝ

P°írodov¥decká fakulta UP, Olomouc

Jedním ze základních pojm· moderní algebry je pojem binární relace.
Tento pojem byl v minulosti i sou£ástí výuky matematiky na gymnáziu,
nap°. v u£ebniciMatematika pro gymnázia, se²it 3 z roku 1978. S koncem
období tzv. modernizace výuky matematiky, které u nás probíhalo v letech
1965�1985, zmizel z u£iva matematiky na gymnáziu také pojem relace.

P°ipome¬me, ºebinární relací mezi mnoºinami A, B nazýváme kaºdou
podmnoºinu kartézského sou£inuA � B . Je-li A = B , hovo°íme o binární
relaci na mnoºin¥ A.

Binární relaci mezi mnoºinami A, B nazývámezobrazením mnoºinyA
do mnoºiny B , práv¥ kdyº ke kaºdému prvku x z mnoºiny A existuje práv¥
jedno y z mnoºiny B takové, ºe uspo°ádaná dvojice(x; y) pat°í do této
relace.

Reálnou funkcí reálné prom¥nnéf pak rozumíme zobrazeníf : M ! R,
kde R zna£í mnoºinu reálných £ísel aM � R.

V £lánku se budeme v¥novat graf·m relacíjyj = f (x), kde y = f (x)
je funkce jedné reálné prom¥nné. Je z°ejmé, ºe relacejyj = f (x) platí pro
ta x, která spl¬ují f (x) � 0. •e²ením nerovnice f (x) � 0 získáme intervaly,
v nichº je tato funkce nezáporná. V t¥chto intervalech sestrojíme grafy
funkcí y = f (x) a také y = � f (x). Sjednocení graf· t¥chto dvou funkcí
pak tvo°í graf dané binární relace. Celý postup sestrojování grafu takové
relace ukáºeme na n¥kolika p°íkladech.

P°íklad 1
K dané funkci y = f (x) sestrojte graf relacejyj = f (x):

a) y = x + 1 b) y =
p

jxj c) y = sin x

d) y = ln x e) y = ex

•e²ení.
a) Funkci y = x + 1 odpovídá relacejyj = x + 1 : Protoºe je jyj � 0, je

také x + 1 � 0; a tedy x � � 1: Pro kaºdé vyhovující y platí y = x + 1 a
y = � (x + 1) = � x � 1 (obr. 1).
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Obr. 1

b) Funkci y =
p

jxj odpovídá relacejyj =
p

jxj. Protoºe je
p

jxj � 0
pro kaºdé x 2 R, je také relace jyj =

p
jxj de�novaná pro kaºdé x 2 R.

Pro kaºdé vyhovující y pak platí y =
p

jxj a y = �
p

jxj (obr. 2).

Obr. 2

c) Funkci y = sin x odpovídá relacejyj = sin x. V intervalu h� 3� ; 3� i
je funkce y = sin x nezáporná v intervalech h� 2� ; � � i , h0; � i , h2� ; 3� i .
V t¥chto intervalech sestrojíme grafy funkcíy = sin x, y = � sinx (obr. 3).

Obr. 3
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d) Funkci y = ln x odpovídá relace jyj = ln x. Funkce y = ln x je
nezáporná v intervalu h1; +1 ). V tomto intervalu sestrojíme grafy funkcí
y = ln x a y = � ln x (obr. 4).

Obr. 4

e) Funkci y = ex odpovídá relacejyj = ex . Funkce y = ex je kladná pro
kaºdé x 2 R. Pro kaºdé vyhovující y platí y = ex a y = � ex (obr. 5).

Obr. 5

Nyní se zam¥°íme na relace se dv¥ma absolutními hodnotami.

P°íklad 2
Sestrojte graf relacejxj + jyj = 1 , resp. jyj = 1 � j xj.

•e²ení.
Z°ejm¥ je x 2 h� 1; 1i a y 2 h� 1; 1i . Uváºíme-li, jaké podmínky platí

pro x a y v jednotlivých kvadrantech, dostaneme funkce:y = � x + 1 ,
y = x + 1 , y = � x � 1, y = x � 1. Nyní uº snadno sestrojíme graf dané
relace, viz obr. 6.

Na obr. 7 je graf relace, získaný oto£ením grafu z obr. 6 se st°edem
v po£átku o orientovaný úhel +45 � . Nabízí se otázka, jak zadat relaci,
jejíº graf je na obr. 7. Abychom tuto otázku zodpov¥d¥li, musíme toto
oto£ení matematicky popsat; p°esn¥ji °e£eno, máme nalézt transformaci
soustavy sou°adnic, která je ur£ena oto£ením se st°edem v po£átku o+45 � .
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Soustava sou°adnicOxy se zm¥ní na soustavu sou°adnicOx0y0. Podstatné
je si uv¥domit, ºe v kartézské soustav¥ sou°adnicOx0y0 bude mít relace,
jejíº graf je na obr. 7, vyjád°ení jx0j + jy0j = 1 .

Obr. 6 Obr. 7

Nyní uº nám zbývá ur£it vztahy mezi x a x0 a mezi y a y0: K tomu
vyuºijeme komplexní £ísla. Nech´ jsou dána dv¥ komplexní £íslaz = x + y i
a z0 = x0 + y0i, pro která platí jzj = jz0j a jejich pr·vodi£e svírají úhel
velikosti ' . Je-li " = cos ' + i sin ' , pak platí z0 = z" a jz0j = jz"j. Po
dosazení do rovnicez0 = z" dostaneme

x0+ y0i = ( x + y i)(cos ' + i sin ' );

odkud

x0 = x cos' � y sin '; y 0 = x sin ' + y cos':

Po dosazení' = 45 � dostáváme

x0 = x

p
2

2
� y

p
2

2
; y0 = x

p
2

2
+ y

p
2

2
:

Im

0

'

Re

z

z0

Obr. 8
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Pro vyjád°ení relacejx0j + jy0j = 1 v kartézské soustav¥ sou°adnicOx; y
pak platí

�
�
�
�
�
x

p
2

2
� y

p
2

2

�
�
�
�
�
+

�
�
�
�
�
x

p
2

2
+ y

p
2

2

�
�
�
�
�

= 1 ;

jx � yj + jx + yj =
p

2:

P°íklad 3
Sestrojte graf relacejx � 4j + j2y � 1j = 5 :

•e²ení.
Podle zadání platí po úprav¥j2y � 1j = 5 � j x � 4j; a proto jx � 4j � 5;

tj. x 2 h� 1; 9i . Platí 0 � j x � 4j = 5 � j 2y � 1j, a tedy j2y � 1j � 5, tj.
y 2 h� 2; 3i . Pro x 2 h� 1; 4i máme funkcey = 1

2 x + 1 a y = � 1
2 x, pro

x 2 h4; 9i máme funkcey = 1
2 x � 4, y = � 1

2 x + 5 (obr. 9).

Obr. 9

Graf· binárních relací m·ºeme vyuºít také p°i °e²ení soustav rovnic.

P°íklad 4
•e²te gra�cky soustavu rovnic s kladným reálným parametrem r :

jxj + jyj = 1 ;

x2 + y2 = r 2:

•e²ení.
Na základ¥ znalosti grafu relacejxj+ jyj = 1 snadno zjistíme, ºe kruºnice

x2 + y2 = r 2 graf této relace neprotne nebo ho protne ve £ty°ech nebo osmi
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bodech. Pro °e²ení dané soustavy mohou nastat pouze t°i moºnosti: ºádné
°e²ení, £ty°i °e²ení, osm °e²ení. Z graf· na obr. 10 lze snadno ur£it, ºe
daná soustava má 4 °e²ení v p°ípad¥, ºer = 1 nebo r =

p
2

2 : Soustava

nemá °e²ení pror <
p

2
2 a r > 1: V p°ípad¥, ºe je r 2

� p
2

2 ; 1
�
, má úloha

8 °e²ení.
y

0 1 x

Obr. 10

P°íklad 5
•e²te gra�cky a po£etn¥ soustavu rovnic s nezáporným reálným para-

metrem p:

jyj =
p

2x � x2;

jyj = px + p:

•e²ení.
Soustavu lze zapsat ve tvarupx + p =

p
2x � x2; který vede na kvad-

ratickou rovnici
�
1 + p2�

x2 + 2
�
p2 � 1

�
x + p2 = 0 : (1)

Pro její diskriminant platí D = 4 � 12p2. Z°ejm¥ je D � 0 pro jpj �
p

3
3 .

Protoºe je p � 0, platí p 2


0;

p
3

3

�
. Pro p >

p
3

3 soustava nemá °e²ení.
Je-li p = 0 , dostaneme kvadratickou rovnici x2 � 2x = 0 , která má reálné
ko°eny x = 0 , x = 2 . Po dosazení do rovnicejyj = px + p, dostaneme
dv¥ °e²ení, a to(0; 0), (2; 0). Je-li p =

p
3

3 , dostaneme kvadratickou rovnici
4x2 � 4x + 1 = 0 ; která má dvojnásobný ko°enx = 1

2 . Pro odpovídající y

pak platí jyj =
p

3
3 . V tomto p°ípad¥ má soustava dv¥ °e²ení:

�
1
2 ;

p
3

2

�
,

�
1
2 ; �

p
3

2

�
. Pokud je p 2

�
0;

p
3

3

�
, má rovnice (1) dva reálné ko°eny:

x1 =
1 � p2 +

p
1 � 3p2

1 + p2 ; x2 =
1 � p2 �

p
1 � 3p2

1 + p2 :
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Pro odpovídající hodnoty y platí: y1 = px1+ p, y2 = � px1 � p, y3 = px2+ p,
y4 = � px2 � p. Po dosazení dostáváme:

y1 = p

 
1 � p2 +

p
1 � 3p2

1 + p2

!

+ p =
p(2 +

p
1 � 3p2)

1 + p2 ;

y2 = � p

 
1 � p2 +

p
1 � 3p2

1 + p2

!

� p = �
p(2 +

p
1 � 3p2)

1 + p2 ;

y3 = p

 
1 � p2 �

p
1 � 3p2

1 + p2

!

+ p =
p(2 �

p
1 � 3p2)

1 + p2 ;

y4 = � p

 
1 � p2 �

p
1 � 3p2

1 + p2

!

� p = �
p(2 +

p
1 � 3p2)

1 + p2 :

Daná soustava má £ty°i reálná °e²ení:(x1; y1), (x1; y2), (x2; y3), (x2; y4).

Grafem relacejyj =
p

2x � x2 je kruºnice se st°edem v bod¥S[1; 0] a
polom¥rem r = 1 : Grafem relacejyj = px + p jsou dvojice polop°ímek se
spole£ným po£átkem v bod¥P[� 1; 0]. Z obr. 11 lze snadno usoudit, ºe po-
lop°ímky kruºnici bu¤ neprotnou nebo ji protnou ve dvou nebo ve £ty°ech
bodech. Z toho plyne, ºe daná soustava má v závislosti na parametrup
bu¤ dv¥ nebo £ty°i °e²ení nebo nemá °e²ení.

y

� 1 0 1 2 x

Obr. 11

Následující úlohy slouºí k procvi£ení dané problematiky.
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Úloha 1
V oboru reálných £ísel °e²te po£etn¥ i gra�cky soustavu rovnic s reálným

parametrem p:
jxj + jyj = 1 ;

jyj =
p

x + p:
�
jpj > 1 (nemá °e².), p = � 1 (1 °e².), p = 1 (3 °e².), p 2

�
� 1; 3

4

�
(2 °e².), p = 3

4 (4 °e².),

p 2
� 3

4 ; 1
�

(6 °e².)
�
.

Úloha 2
V oboru reálných £ísel °e²te po£etn¥ i gra�cky soustavu rovnic s reálným

parametrem r :
jxyj = 1 ;

x2 + y2 = r 2:
�
r <

p
2 (nemá °e²ení), r =

p
2 (4 °e²ení), r >

p
2 (8 °e²ení)

�
.

Úloha 3

Sestrojte graf relacejyj =
jxj

1 + x2 :

Úloha 4
V oboru reálných £ísel °e²te po£etn¥ a gra�cky soustavu rovnic:

jx + yj = 3 ;

jx � yj = 1 :
�
Existují £ty°i °e²ení: (1; 2) , (2; 1) , (� 1; � 2), (� 2; � 1)

�
.

Úloha 5
V oboru reálných £ísel °e²te po£etn¥ i gra�cky soustavu rovnic s reálným

parametrem r :
jx + yj = 1 ;

x2 + y2 = r 2:
h
r <

p
2

2 (nemá °e²ení), r =
p

2
2 (2 °e²ení) ; r >

p
2

2 (4 °e²ení)
i

:

Vý²e uvedený text lze vyuºít p°i práci se ºáky S’, kte°í mají hlub²í
zájem o matematiku. M·ºeme také p°ipomenout posloupnost pojm·:

mnoºina ! uspo°ádaná dvojice! kartézský sou£in!

! relace ! zobrazení! funkce:
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T°i speciální body
leºící na jedné p°ímce IV
JAROSLAV ZHOUF

FIT ƒVUT, Praha

I v tomto £lánku budeme pokra£ovat v prezentaci zajímavých trojic
bod·, které leºí na jedné p°ímce. P°i d·kazech n¥kterých p°edloºených
tvrzení nám budou op¥t pomáhat v¥ta Menelaova a v¥ta Cèvova uve-
dené v [5]. Podobn¥ pomocnou literaturou jsou publikace [1, s. 52�58],
[4, s. 28�51]. P°íklady prezentované v tomto £lánku jsou p°eváºn¥ £erpány
z publikací [2, s. 51�79], [3, s. 98].

Dal²í trojice bod· leºících na jedné p°ímce

P°íklad 1
T¥tivový £ty°úhelník ABCD má navzájem kolmé úhlop°í£kyAC , BD ,

jejich pr·se£ík ozna£meL. Je-li K pata kolmice z boduL na stranu AB a
M st°ed strany CD, pak body K , L , M leºí na jedné p°ímce. Dokaºte.

A B

C

D

K

L

M

Obr. 1

•e²ení. Sledujme obr. 1. Úse£kaKL je vý²ka pravoúhlého trojúhelníku
ABL , proto jsou úhly KLB a BAL shodné. Úhly BAC a BDC jsou
obvodové úhly k t¥tiv¥ BC , takºe jsou shodné. Jelikoº je bodM st°edem
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strany CD a trojúhelník CLD je pravoúhlý, je jDM j = jLM j. Trojúhelník
DML je tudíº rovnoramenný se shodnými úhly MDL a MLD .

Z t¥chto úvah vyplývá, ºe jsou úhly KLB a MLD shodné, takºe body
K , L , M leºí na jedné p°ímce.

P°íklad 2 (jedna z variací Pappovy úlohy)
Ve £ty°úhelníku ABCD jsou uvnit° stran AB , CD zvoleny postupn¥

body E, F . Pr·se£ík p°ímek EC, BF ozna£meK , pr·se£ík p°ímek AC ,
BD ozna£meL a pr·se£ík p°ímek AF , ED ozna£meM . Dokaºte, ºe body
K , L , M leºí na jedné p°ímce.

•e²ení. Uvaºujme trojúhelník UV W, kde bod U je pr·se£íkem p°ímek
AC , ED , bod V pr·se£íkem p°ímek AC , BF a W pr·se£íkem p°ímek
ED , BF (obr. 2a).

A B

C
D

E

F

M
L

U

V

W

K

Obr. 2a

Vyuºijeme p¥tkrát Menelaovu v¥tu pro trojúhelník UV W a pro p°ímky
BD , EC, AF , CD, AB , tedy

jUDj
jWDj

�
jWB j
jV Bj

�
jV Lj
jULj

= 1 ;
jUEj
jWEj

�
jWK j
jV K j

�
jV Cj
jUCj

= 1 ;

jUM j
jWM j

�
jWF j
jV Fj

�
jV Aj
jUAj

= 1 ;
jWDj
jUDj

�
jV Fj
jWF j

�
jUCj
jV Cj

= 1 ;

jWEj
jUEj

�
jV Bj
jWB j

�
jUAj
jV Aj

= 1 :
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Vynásobením v²ech p¥ti rovností dostaneme

jUM j
jWM j

�
jWK j
jV K j

�
jV Lj
jULj

= 1 ;

coº podle Menelaovy v¥ty znamená, ºe bodyK , L , M leºí na jedné p°ímce.

Poznámka. Zde uvedený p°íklad je jednou z moºných poloh zadaných
bod· A, B , C, D , E , F . Dal²í moºnou polohu t¥chto bod· ukazuje obr. 2b.

A B

C

F
D

E

W
V

U

L

M

K

Obr. 2b

P°íklad 3 (Pascalova v¥ta)
’estiúhelník ABCDEF je vepsaný do kruºnice. P°ímky, na nichº leºí

strany BC , EF , se protínají v bod¥K , p°ímky, na nichº leºí strany AB ,
DE , se protínají v bod¥ L a p°ímky, na nichº leºí strany AF , CD, se
protínají v bod¥ M . Dokaºte, ºe body K , L , M leºí na jedné p°ímce.

•e²ení. Ozna£meU pr·se£ík p°ímek CD, EF , dále V pr·se£ík p°ímek
AB , EF a W pr·se£ík p°ímek AB , CD (obr. 3). Nyní pouºijeme t°ikrát
Menelaovu v¥tu pro trojúhelník UV W a postupn¥ pro p°ímky BC , DE ,
AF . Vzniknou rovnosti

jV Bj
jWB j

�
jWCj
jUCj

�
jUK j
jV K j

= 1 ;
jV Lj
jWL j

�
jWD j
jUDj

�
jUEj
jV Ej

= 1 ;

jV Aj
jWAj

�
jWM j
jUM j

�
jUF j
jV Fj

= 1 :
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W

A

B

CD

E

F

U

M

L

K

V

Obr. 3

Tyto t°i rovnosti vzájemn¥ vynásobíme a £initele v £itateli i jmenovateli
vhodn¥ p°euspo°ádáme do tvaru, kde budeme moci vyuºít mocnosti bodu
ke kruºnici. Tedy dostaneme

jUEj � j UF j
jUCj � j UDj

�
jV Aj � j V Bj
jV Ej � j V Fj

�
jWCj � j WD j
jWAj � j WB j

�
jV Lj
jWL j

�
jWM j
jUM j

�
jUK j
jV K j

= 1 :
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První zlomek na levé stran¥ je roven jedné, nebo´ v jeho £itateli i jmeno-
vateli je dv¥ma zp·soby zapsána mocnost boduU vzhledem k dané kruº-
nici opsané ²estiúhelníku. Stejn¥ tak druhý i t°etí zlomek na levé stran¥
jsou rovny jedné. Zbyla nám tedy rovnost

jV Lj
jWL j

�
jWM j
jUM j

�
jUK j
jV K j

= 1 ;

která vyjad°uje podle Menelaovy v¥ty pro trojúhelník UV W, ºe body K ,
L , M leºí na jedné p°ímce.

P°íklad 4 (Pascalova v¥ta zredukovaná na £ty°úhelník)
ƒty°úhelník ABDE je vepsaný do kruºnice. Te£ny v bodechB a E

se protínají v bod¥ K , p°ímky AB , DE se protínají v bod¥ L a p°ímky
AE , BD se protínají v bod¥M . Dokaºte, ºe body K , L , M leºí na jedné
p°ímce.

•e²ení. Uvaºujme p°íklad 3, kde se mluví o ²estiúhelníkuABCDEF ve-
psaném do kruºnice. Necháme-li splynout bodyB , C a body E, F , do-
staneme £ty°úhelníkABDE . Místo p°ímky BC vznikne te£na ke kruºnici
v bod¥ B a místo p°ímky EF vznikne te£na v bod¥E (obr. 4).

A

B = C = W

L

D

E = F

V M

K

U

Obr. 4
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Analogicky dostaneme bodyU, V , W a m·ºeme aplikovat Menelaovu
v¥tu pro trojúhelník UV W a p°íslu²né p°ímky. Poté celý d·kaz dokon£íme
jako v p°íkladu 3.

P°íklad 5
ƒty°úhelníku ABCD je vepsána kruºnice, body dotyku stran tohoto

£ty°úhelníku s kruºnicí tvo°í £ty°úhelník PQRS podle obr. 5, pak p°ímky
PQ, RS jsou bu¤ rovnob¥ºné, nebo se protínají v bod¥X . Ve druhém
p°ípad¥ leºí body A, C, X na jedné p°ímce. Dokaºte.

A

B

C

D

P

Q

R XS

Obr. 5

•e²ení. Budeme se zabývat pouze druhým p°ípadem, tedy dokáºeme, ºe
body A, C, X leºí na jedné p°ímce. Pouºijeme nejprve Menelaovu v¥tu
pro trojúhelník ABC a p°ímku PQ. Platí

jAP j
jBP j

�
jBQj
jCQj

�
jCX j
jAX j

= 1 ;

odkud za p°isp¥ní rovnostijBP j = jBQj dostaneme

jAX j
jCX j

=
jAP j
jCQj

:

Tuto rovnost vyuºijeme v následujících rovnostech. A vyuºije postupn¥ i
rovnosti jDR j = jDSj, jAP j = jASj, jCRj = jCQj.
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Nyní dokáºeme, ºe bodyS, R, X leºí na jedné p°ímce. Pouºijeme k tomu
rovnosti

jAX j
jCX j

�
jCRj
jDR j

�
jDSj
jASj

=
jAP j
jCQj

�
jCRj
jASj

=
jCRj
jCQj

= 1 :

A to je tvrzení Menelaovy v¥ty pro trojúhelník ACD a p°ímku SR. Tím
je dokázáno, ºe bodyS, R, X leºí na jedné p°ímce.

Poznámka. V p°íkladu 5 analogicky platí, ºe i pr·se£ík p°ímek QR a PS
leºí na jedné p°ímce spole£n¥ s bodyB , D , nebo ºe jsou p°ímkyQR a PS
rovnob¥ºné. Dokonce platí je²t¥ obecn¥j²í tvrzení neº v p°íkladu 5, to si
nyní uvedeme.

P°íklad 6
Je dán £ty°úhelníkABCD , na jeho stranách jsou jsou zvoleny bodyP,

Q, R, S podle obr. 6. Jestliºe pr·se£ík X p°ímek PQ a RS leºí spole£n¥
s body A, C na jedné p°ímce, leºí také pr·se£ík Y p°ímek QR a PS
spole£n¥ s bodyB , D na jedné p°ímce. Dokaºte.

A

B
QP

Y

C

R
X

S

D

Obr. 6

•e²ení. Podle Menelaovy v¥ty pro trojúhelník ABC a p°ímku PQ m·ºeme
psát

jAP j
jBP j

�
jBQj
jCQj

�
jCX j
jAX j

= 1 ;
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odkud
jCX j
jAX j

=
jBP j
jAP j

�
jCQj
jBQj

:

Stejn¥ tak podle Menelaovy v¥ty pro trojúhelník ACD a p°ímku SR
m·ºeme psát

jDR j
jCRj

�
jASj
jDSj

�
jCX j
jAX j

= 1 ;

odkud
jAX j
jCX j

=
jDR j
jCRj

�
jASj
jDSj

:

Z obou rovností vyplývá rovnost

jAP j
jBP j

�
jBQj
jCQj

=
jDR j
jCRj

�
jASj
jDSj

;

a tedy

jAP j � j BQj � j CRj � j DSj = jASj � j BP j � j CQj � j DR j:

Je²t¥ napi²me Menelaovu v¥tu pro trojúhelník ABD a p°ímku PS

jDSj
jASj

�
jAP j
jBP j

�
jBY j
jDY j

= 1 ;

odkud
jBY j
jDY j

=
jASj
jDSj

�
jBP j
jAP j

:

Nyní dokáºeme, ºe bodyQ, R, Y leºí na jedné p°ímce. Pouºijeme k tomu
rovnosti získané vý²e, takºe platí

jCQj
jBQj

�
jDR j
jCRj

�
jBY j
jDY j

=
jCQj
jBQj

�
jDR j
jCRj

�
�

jASj
jDSj

�
jBP j
jAP j

�
=

=
�

jBP j
jAP j

�
jCQj
jBQj

�
�
�

jDR j
jCRj

�
jASj
jDSj

�
=

jCX j
jAX j

�
jAX j
jCX j

= 1 :

To je tvrzení Menelaovy v¥ty pro trojúhelník BCD a p°ímku QR. Tím je
dokázáno, ºe bodyQ, R, Y leºí na jedné p°ímce.
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Úlohy k samostatnému °e²ení

Úloha 1
Dokaºte tvrzení z p°íkl. 2 pro polohu bod· A, B , C, D , E , F na obr. 2b.

Úloha 2
Je dáno 6 bod· A, B , C, D , K , M takových, ºe se p°ímky AM , BK ,

CD protínají v jednom bod¥ a p°ímkyAB , CK , DM se protínají v jednom
bod¥. Dokaºte, ºe se v jednom bod¥ protínají také p°ímkyAC , BD , KM .
Úloha 3

Dokaºte tvrzení z p°íkladu 3 pro p°ípad, ºe v ²estiúhelníku ABCDEF
splynou body B , C a také splynou body D, E , takºe vznikne £ty°úhelník
ABDF .
Úloha 4

Na kruºnici se st°edemS je p¥t bod· A, B , C, D , E v tomto po°adí.
Body jsou umíst¥ny tak, ºe j� ACB j = j� ADE j = 45 � . Dokaºte, ºe body
E, S, B leºí na jedné p°ímce.

Návody k °e²ení zadaných úloh

Úloha 1: Postup d·kazu je totoºný jako v p°íkladu 2.
Úloha 2: •e²ení úlohy lze provést pomocí °e²ení p°íkl. 2 s pomocí obr. 2a.
Úloha 3: D·kaz je analogický jako v p°íkladu 4.
Úloha 4: Obvodový úhel nad t¥tivou AB má velikost 45� , proto st°edový
úhel nad touto t¥tivou má velikost 90� . Stejné tvrzení platí pro t¥tivu AE .

Tento £lánek op¥t navázal na ten p°edchozí. I zde jsme p°edstavili n¥-
kolik zajímavých trojic bod· v rovin¥, které leºí na jedné p°ímce. Dal²í
zajímavé trojice bod· p°edstavíme v navazujících £láncích.
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Trojúhelníkové puzzle
JANA SLEZÁKOVÁ

P°írodov¥decká fakulta UP, Olomouc

Sv¥t didaktických her odráºí realitu dne²ního sv¥ta, pomáhá hledat stra-
tegie °e²ení, °e²it krizové situace, u£í d¥ti zdrav¥ riskovat. Cílem tohoto
£lánku je seznámit u£itele matematiky v²ech typ· a stup¬· ²kol s hmato-
vou hrou Trojúhelníkové puzzle. Hra je ur£ena p°edev²ím pro nevidomé a
slabozraké ºáky, m·ºe v²ak slouºit u£itel·m matematiky základních ²kol
a niº²ích ro£ník· víceletých gymnázií p°i výuce geometrie.Trojúhelníkové
puzzle je vhodným dopl¬kem ve výuce geometrie, nebo´ podporuje roz-
voj manipulativních £inností, napomáhá tvo°ivosti, podn¥cuje kreativitu.
Hmatová hra umoº¬uje ºák·m intaktním (b¥ºným, standardním), ale i
ºák·m se speciálními vzd¥lávacími pot°ebami, lépe porozum¥t základním
vztah·m a vlastnostem geometrických útvar· v rovin¥. Pomáhá rozvíjet
geometrické a kombina£ní my²lení, podporuje rozvoj rovinné i prostorové
p°edstavivosti.

Je velice obtíºné podat nerozporný a úplný p°ehled didaktických her.
Pod pojmem hra n¥kte°í auto°i uvád¥jí v²echny tvo°ivé simulace reálného
sv¥ta spojené s eduka£ní £inností. Lze °íci, ºe hra je v²echno, co poskytuje
ºákovi uspokojení a moºnost aspo¬ £áste£né seberealizace, co mu nabízí
voln¥j²í, alternativní aktivity, které jsou pro n¥j p°irozen¥j²í, zajímav¥j²í
a citov¥ bohat²í. V literatu°e najdeme r·zné de�nice didaktické hry. Di-
daktická hra je spontánní £innost d¥tí, která sleduje (pro ºáky ne vºdy
zjevným zp·sobem) didaktické cíle.

Kaºdý u£itel, který se rozhodne za°adit do výuky didaktické hry, by si
m¥l nejprve vytvo°it jistý p°ehled t¥chto aktivit. To mu bezesporu pom·ºe
k tomu, aby byl schopen individuáln¥ za°adit hru, která bude pro konkrétní
u£ivo a pro spln¥ní daných výchovn¥ vzd¥lávacích cíl· nejvhodn¥j²í. V pu-
blikaci [1] se uvádí, ºe vytvo°it si p°edstavu o bohatství didaktických her
je pro u£itele velmi prosp¥²né � postupn¥ si vytvo°í vlastní repertoár her,
které odpovídají jeho vyu£ovacímu stylu.

Geometrie je velmi d·leºitá ve výuce a uvaºování d¥tí v²ech v¥kových
kategorií. V publikaci [2] se uvádí, ºe vývoj d¥tí na základních ²kolách do
zna£né míry závisí na vnímání prostoru. Proto je velmi d·leºité povzbu-
zovat a podporovat geometrii v kurikulárních aktivitách také pro d¥ti se
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zrakovým postiºením. Pro nevidomé dít¥ je obvykle velmi obtíºné vypo-
°ádat se s prostorem a jeho zákonitostmi, také u£itelé a vychovatelé £asto
zanedbávají geometrii mezi ²kolními p°edm¥ty a povaºují ji za nesplnitel-
nou výzvu. Lze to °e²it vytvo°ením nástroj· pro podporu výuky a poskyt-
nutím znalostí a strategií pro výuku geometrie student·m se zrakovým
postiºením [3].

Hmatovou hru Trojúhelníkové puzzlelze za°adit do skupinyher s geome-
trickými nám¥ty, které slouºí k rozvoji prostorové a geometrické p°edstavi-
vosti, obrazotvornosti, odhadu, orientace v rovin¥ a v prostoru, tvo°ivosti,
kombina£ního my²lení. Hra ºáky u£í taktice a strategickému my²lení. Do
skupiny her s geometrickými nám¥ty spadají hry k poznávání geometric-
kých t¥les a tvar·, nejr·zn¥j²í geometrické hlavolamy, hry k procvi£ování
osové soum¥rnosti. Sou£ástí t¥chto her jsou £innosti jako modelování, sklá-
dání, stavba z krychlí, st°íhání, lepení, kreslení a práce se sít¥mi r·zných
t¥les [4].

V RVP ZV v tematickém okruhu Geometrie v rovin¥ a v prostoru ºáci
ur£ují a znázor¬ují geometrické útvary a geometricky modelují reálné situ-
ace, hledají podobnosti a odli²nosti útvar·, které se vyskytují v²ude kolem
nás, uv¥domují si vzájemné polohy objekt· v rovin¥ (resp. v prostoru), u£í
se porovnávat, odhadovat, m¥°it délku, velikost úhlu, obvod a obsah (resp.
povrch a objem), zdokonalovat sv·j gra�cký projev. Zkoumání tvaru a pro-
storu vede ºáky k °e²ení polohových a metrických úloh a problém·, které
vycházejí z b¥ºných ºivotních situací.

Sou£asná hodnota matematického vzd¥lávání je zaloºena p°edev²ím na
kvalitním obsahu výuky, na d·leºitosti metodického zpracování. Na tom,
jakým zp·sobem jsou u£itelé schopni nau£it °e²it ºáky problémové situ-
ace a úlohy z b¥ºného ºivota, pochopit a analyzovat problém. Správn¥
odhadnout rozumovou vysp¥lost ºáka, posilovat ho ve vlastní schopnosti
logického uvaºování. U£itelé by m¥li být ve výuce matematiky schopni
rozvíjet jednotlivé kompetence, ºáky správn¥ motivovat.

Hmatová hra Trojúhelníkové puzzlerozvíjí kompetence pracovní, nebo´
ºáka vede, aby dokázal s herním materiálem ú£eln¥ manipulovat. Je d·le-
ºité, aby u£itel u sloºit¥j²ích her dokázal odhadnout, jestli ºák pot°ebuje
znát v²echna pravidla od za£átku a najednou [5]. Hra je koncipovaná tak,
aby slouºila nejen ºák·m nevidomým a slabozrakým, ale umoºnila roz-
voj ºák· intaktních a t¥ch, kte°í nemají dostate£n¥ vyvinutou prostorovou
p°edstavivost. P°edloºenou hru je moºné za°adit do skupiny hlavolam·,
které p°edev²ím podporují rozvoj kompetence k °e²ení problém·. Mnoho
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her, které u£itelé p°i výuce pouºívají, má svá hrací pole, pravidla, hrací
�gurky. Hraní her umoº¬uje plno obrazových informací a gest, které si ºák
neuv¥domuje, av²ak nenásilnou formou se je nau£í. Také vytrvalost pod-
n¥cuje rozvoj kompetence k °e²ení problém·. Opakováním hry se ºák u£í
hledat dal²í varianty °e²ení, u£í se vyuºívat p°edchozí znalosti a zku²enosti.

Trojúhelníkové puzzlerozvíjí rovn¥º kompetenci k u£ení. P°edev²ím se
jedná o klasi�kaci a charakteristiku základních geometrických útvar· � rov-
nostranný trojúhelník, rovnoramenný lichob¥ºník, kosodélník. Podporuje
rozvoj manipulativních £inností, napomáhá lep²ímu propojení a systema-
tizaci informací nejen v tv·r£ích £innostech, ale i v praktickém ºivot¥.

Popis a ukázka

Trojúhelníkové puzzleje hra, která obsahuje základní ²ablonu ve tvaru
rovnostranného trojúhelníku, do které se bez p°ekrytí vkládají vºdy 3 nebo
4 men²í moduly. Úkolem hrá£e je umístit vybrané moduly tak, aby vypl-
nily bez p°ekrytí celou ²ablonu. Sada obsahuje celkem 11 modul·, které se
skládají z r·zných geometrických tvar· (rovnostranný trojúhelník, rovno-
ramenný lichob¥ºník, kosodélník, koso£tverec), ale i nekonvexních mnoho-
úhelník· sestavených ze shodných rovnostranných trojúhelník· se spole£-
nou aspo¬ jednou celou stranou, p°i£emº vnit°ní úhly jsou vºdy celo£ísel-
nými násobky 60� . Moduly vzniknou formáln¥ sjednocením (aspo¬ dvou)
shodných rovnostranných trojúhelník·. P°itom délka strany kaºdého jed-
notlivého rovnostranného trojúhelníku je £tvrtinou délky strany ²ablony.

Hra má celkem sedm variant °e²ení. Kaºdý modul je dopln¥n o hmatový
bod � drobný reliéf, který ukazuje nevidomým ºák·m cestu ke správnému
°e²ení. Celkem je uvedeno sedm r·zných hmatových bod· � znak· v po-
dob¥ kruhu, kruºnice, trojúhelníku, znaménka plus, velkého tiskacího pís-
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mena H, velkého tiskacího písmena V, velkého tiskacího písmena I. Ozna-
£ení pomocí hmatových bod· navede nevidomého ºáka k výb¥ru správného
po£tu modul·. Následn¥ pak ºák sloºí 3 nebo 4 moduly tak, aby byl zapl-
n¥n celý prostor trojúhelníkové ²ablony.

Na konkrétních modulech lze najít r·zný po£et hmatových bod·. To
proto, ºe jeden modul m·ºe být pouºitý pro více variant °e²ení. Jednotkové
moduly jsou ohrani£ené £ernou konturou, která slouºí ºák·m slabozrakým
p°i rozeznávání a p°i°azování geometrických tvar·. Hmatovou hru je moºné
pouºít i bez základní ²ablony. Sou£ástí hry je také návod s výsledky °e²ení.

Tato hra podporuje logické uvaºování, prostorovou p°edstavivost, ale
i manuální zru£nost, napomáhá k rozvoji hmatového vnímání základních
geometrických útvar·, dále rozvíjí intelekt, podn¥cuje trp¥livost a kreati-
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vitu. Je vhodná pro v²echny v¥kové kategorie. Trojúhelníkové puzzle p°i-
ná²í radost, zábavu a ukazuje propojení kombina£ního my²lení se sv¥tem
geometrie.

Trojúhelníkové puzzleje moºné objednat p°ímo na Kated°e experimen-
tální fyziky, kontaktní osoba RNDr. Jana Slezáková, Ph.D., autorka hma-
tové hry (jana.slezakova@upol.cz).

Pod¥kování pat°í P°írodov¥decké fakult¥ Univerzity Palackého, jmeno-
vit¥ Martinu Ochmannovi za zaji²t¥ní výroby hmatové hry formou 3D
tisku a dal²í cenné podn¥ty. Dále d¥kuji Christu Kirkelovskému za gra-
�cký návrh.
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Zajímavé matematické úlohy

Uve°ej¬ujeme dal²í £ást pravidelné rubriky Zajímavé matematické úlohy,
v níº mj. uvádíme zadání dal²í dvojice nových úloh. Jejich °e²ení m·ºete
zaslat nejpozd¥ji do 31. 3. 2023 na adresu: Redakce £asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresumfi@upol.cz . Zajímavá a originální °e²ení úloh rádi uve°ejníme.

Úloha 281
Nech´ dk zna£í po£et jednomístných d¥litel· libovolného p°irozeného

£íslak.
a) Dokaºte, ºe pro kaºdé kladné celé £islon platí

dn +1 + dn +2 + : : : + dn +20

20
< 3:

b) Dokaºte, ºe existuje kladné celé £íslon, pro které platí

dn +1 + dn +2 + : : : + dn +19

19
> 3:

Josef Tkadlec

Úloha 282
Je dán t¥tivový £ty°úhelník s navzájem kolmými úhlop°í£kami. Ozna£me

P pr·se£ík kolmice z vrcholu A k p°ímce CD s p°ímkou BD . Dokaºte, ºe
body P a B mají od vrcholu A stejnou vzdálenost.

Vojt¥ch Zlámal

Dále uvádíme °e²ení úloh 277 a 278, jejichº zadání jsme zve°ejnili ve
druhém £ísle leto²ního (31.) ro£níku na²eho £asopisu.

Úloha 277
K danému celému £ísluD > 1 ur£íme celé £íslon > 1 tak, aby platilo

1 + 2 + : : : + ( n � 1) < D � 1 + 2 + : : : + n:

Rozhodn¥te, zda pak lze z libovolnén-prvkové mnoºiny po sob¥ jdoucích
celých £ísel vybrat neprázdnou podmnoºinu prvk· s takovým sou£tem,
který je d¥litelný £íslem D.

Jaromír ’im²a
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Vzhledem k tomu, ºe redakce neobdrºela ºádné úplné°e²ení této úlohy,
necháváme tento problém pro £tená°e nadále otev°ený. Svá °e²ení m·ºete
dodate£n¥ zaslat do redakce MFI ve stejném termínu jako °e²ení úloh 281
a 282.

Úloha 278
Jsou dány dv¥ rovnob¥ºné p°ímkyp a q. Na p°ímce p je dán bod C

a na p°ímceq uvaºujme úse£kuAB dané délky d. V trojúhelníku ABC
ozna£meD, E po °ad¥ paty vý²ek z vrchol· A, B .
a) Dokaºte, ºe p°ímka p je te£nou kruºnice opsané trojúhelníkuCDE .
b) Sestrojte úse£kuAB tak, aby kruºnice opsaná trojúhelníku CDE m¥la

pr·m¥r d.
Ján Mazák

•e²ení. Ozna£me dáleVc patu vý²ky z vrcholu C trojúhelníku ABC
a V pr·se£ík jeho vý²ek. Pokud je trojúhelník tupoúhlý s tupým úhlem
p°i vrcholech A nebo B , m·ºeme bez újmy na obecnosti p°edpokládat,
ºe tupý úhel je p°i vrcholu B , protoºe jinak nám sta£í zam¥nit A s B a
D s E, viz obrázek naho°e. Pokud je tupý úhel u vrcholuC, viz obrázek
vlevo dole, pokud jsou v²echny úhly trojúhelníku ABC ostré, viz obrázek
vpravo dole.

A
B

C

D

E

V

Vc

p

q

k

A B
C

D
E

V

Vc

p
q

k

A B

C

D

E

Vc

V

p

q

k
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Úhly CEV a CDV jsou pravé, podle Thaletovy v¥ty tak je CV pr·-
m¥rem kruºnice k opsané trojúhelníku CDE . Úse£kaCV leºí na vý²ce
trojúhelníku ABC ke stran¥ AB . Je tak k ní kolmá, tedy je kolmá i na
p°ímku q a s ní rovnob¥ºnou p°ímkup. P°ímka p procházející bodemC je
tak kolmá na pr·m¥r CV kruºnice k opsané trojúhelníku CDE a je tedy
její te£nou, coº jsme m¥li dokázat v £ásti a).

Trojúhelníky CEV a CVcA se shodují ve vnit°ním úhlu p°i vrcholu C
a pravých úhlech p°i vrcholech E a Vc, jsou tedy podobné a mají tak
shodný i t°etí vnit°ní úhel u vrchol· V a A. Ze shodnosti úhl· BAE a CV E
plyne, ºe pravoúhlé trojúhelníky ABE a V CE s pravými úhly u vrcholu E
jsou podobné. Pokud je pr·m¥r jCV j kruºnice k roven d = jAB j, jsou
trojúhelníky ABE a V CE shodné, platí tak jEB j = jEC j a pravoúhlý
trojúhelník BCE s pravým úhlem p°i vrcholu E je rovnoramenný. Naopak,
pokud je tento trojúhelník rovnoramenný, jsou trojúhelníky ABE a V CE
shodné, tedy jAB j = jV Cj a kruºnice k tak má polom¥r d. Pravoúhlý
trojúhelník BCE bude rovnoramenný, práv¥ kdyº velikost jeho vnit°ního
úhlu BCE bude 45� , tedy práv¥ kdyº velikost vnit°ního úhlu trojúhelníku
ABC p°i vrcholu C bude 45� nebo 135� (v závislosti na tom, zda bod E
je £i není bodem úse£kyAC ).

Odtud jiº plyne konstrukce poºadované úse£kyAB . Na p°ímce p se-
strojíme úse£kuA0B 0 délky d a mnoºinu ` bod·, ze kterých je tato úse£ka
vid¥t pod úhlem 45� nebo 135� . Tuto mnoºinu tvo°í dv¥ kruºnice, jejichº
st°edy jsou zbývající vrcholy £tverce s úhlop°í£kouAB . Pr·se£ík ` s p°ím-
kou q ozna£ímeC0. Úse£ku AB pak dostaneme posunutím úse£kyA0B 0

podle vektoru C0C. Po£et °e²ení úlohy pak závisí na tom, kolik existuje
pr·se£ík· mnoºiny ` s p°ímkou p. Tento pr·se£ík bu¤ neexistuje, nebo
existují jeden, dva, t°i, nebo £ty°i pr·se£íky. Jelikoº body A a B m·ºeme
vzájemn¥ zam¥nit, existuje tak ºádné, 2, 4, 6 nebo 8 °e²ení dané úlohy.
Snadno dopo£teme, ºe

i) pokud vzdálenost p°ímek p a q je v¥t²í neº d(
p

2 + 1)=2; nemá úloha
ºádné °e²ení,

ii) pokud je vzdálenost p°ímek p a q rovna tomuto £íslu, má úloha práv¥
dv¥ °e²ení,

iii) pokud je vzdálenost p°ímek p a q mezi £íslyd(
p

2+1)=2 a d(
p

2� 1)=2,
má úloha práv¥ £ty°i °e²ení,

iv) pokud je rovna £íslu d(
p

2 � 1)=2, má úloha ²est °e²ení a
v) pokud je vzdálenost p a q men²í neº toto £íslo, má úloha osm °e²ení.
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Poznámka 1.Nástin jiné konstrukce trojúhelníku ABC . Velikost vnit°ního
úhlu trojúhelníku ABC p°i vrcholu C je 45� nebo 135� , Pravoúhlé troj-
úhelníky ADC a BEC jsou tak rovnoramenné a velikost aspo¬ jednoho
z uhl· CAV a CBV je 45� (zbývající má velikost bu¤ 45� , nebo135� , nebo
se jeden z bod·A, B shoduje s bodemV a nemá smysl hovo°it o druhém
úhlu). Odtud jiº plyne konstrukce. Sestrojíme ob¥ kruºnice k s pr·m¥rem
CV délky d, které se dotýkají p°ímky p v bod¥ C. Sestrojíme mnoºinu
bod·, ze kterých je úse£kaCV vid¥t pod úhlem 45� (dvakrát dva kruºni-
cové oblouky). Jejich pr·se£ík s p°ímkouq ozna£ímeA nebo B , a druhý
z t¥chto bod· pak bude leºet na p°ímce p �sm¥rem k CV � ve vzdálenosti
d od prvního.

Poznámka 2.Mnoho °e²itel· neprovedlo úplnou diskusi velikostí vnit°ních
úhl· trojúhelníku ABC a dosp¥lo v¥t²inou k záv¥ru, ºe velikost vnit°ního
úhlu trojúhelníku u vrcholu C je jen 45� . Jejich °e²ení tak byla hodnocena
jako £áste£ná.

Správná °e²ení zaslaliAnastasia Bredikhina, Michal Janík a Samuel
Rosiar, v²ichni z GJK v Praze 6, Tereza ƒerná z G v Praze 9, Litom¥°ická,
Anna Hronová, a Alena Janá£ková, ob¥ z G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro²e, Erik
Jeºek ze SSP’ a G v Praze 5,Pavla Sankotováz G v Plzni, Mikulá²ské
nám. a Jakub ’tepo z G v Kladn¥.

Neúplné °e²ení zaslaliKarol Gajdo² z Trnavy, Franti²ek Jáchim z Vo-
lyn¥, Adam ƒervenka, Martin Dufek , ’t¥pán Mikéska, Jakub Ko¬árek,
Luká² Kycl , Petr Slonek a Filip Smí²ek, v²ichni z G v Brn¥, t°. Kpt.
Jaro²e, Lenka Poljaková z GJ’ v P°erov¥, Ond°ej Trinkewitz z G a SP’E
ve Fren²tát¥ pod Radho²t¥m a Luká² Wendzel z G a SP’EI ve Fren²tát¥
p. Radho²t¥m.

Pavel Calábek
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FYZIKA

N¥kolik poznámek k u£ivu
o Slune£ní soustav¥
LEONTÝNA ’LÉGROVÁ, JAN ’LÉGR

P°írodov¥decká fakulta Univerzity Hradec Králové

Úvod

Výuka astrofyziky na st°ední ²kole není jednoduchá disciplína. Je £ím
dál obtíºn¥j²í najít na ni £as. Podle pr·zkumu [1] se nap°. na nadpolovi£ní
v¥t²in¥ oslovených gymnázií u£í fyzika pouze ve t°ech ro£nících £ty°letého
studia, p°estoºe je²t¥ p°ed deseti let tomu bylo naopak. Pouze asi na p¥-
tin¥ gymnázií je astrofyzika vykládána jako sou£ást b¥ºné výuky, jinak se
za°azuje do volitelného fyzikálního seminá°e, p°ípadn¥ se nevyu£uje v·-
bec. Zejména pro fyzikální seminá°e je vhodné mít k dispozici úlohy, které
lze vyuºít ve výuce. To není problém nap°. p°i výkladu m¥°ení v astro-
fyzice, ve výkladu Slune£ní soustavy v²ak na první pohled tolik moºností
není a výklad tak sklouzává k pam¥tnému u£ení izolovaných fakt· o plane-
tách. V poslední dob¥ v²ak v £asopise MFI vy²lo n¥kolik £lánk· Vladimíra
’te�a, které popisují úlohy pouºitelné ve výuce (nap°. [2], [3] nebo [4]).

Dal²ím problémem je, ºe u£ivo o Slune£ní soustav¥ obsahuje celou °adu
terminologických nejasností. Jedná se jiº o samotný název, kde se m·ºeme
setkat s tím, ºe se zapisuje jakoslune£ní soustava(tento zápis je moºné
najít v Pravidlech £eského pravopisu). ƒeská astronomická spole£nost nao-
pak doporu£uje psát název s velkých písmenem S, tedySlune£ní soustava.
Tento zápis budeme pouºívat v £lánku.

Nep°esné a £asto protich·dné informace se také vyskytují v rozd¥lení
t¥les ve Slune£ní soustav¥, tedy v rozd¥lení na planety, trpasli£í planety a
malá t¥lesa Slune£ní soustavy. Hovo°it lze také o nejasnostech p°i za°azení
t¥lesa mezi planetky £i meteoroidy.
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V tomto £lánku stru£n¥ shrnujeme základní informace o sloºení Slu-
ne£ní soustavy v souladu s doporu£eními Mezinárodní astronomické unie
a uvádíme n¥kolik úloh, kterými lze podpo°it výklad u£iva o Slune£ní sou-
stav¥.

Sloºení Slune£ní soustavy � její po£átek

Jak jiº název napovídá, Slune£ní soustava je soustavou na²í jediné hv¥z-
dy, tedy Slunce. Její po£átek je tak z°ejmý a leºí ve Slunci. P°i výkladu
Slune£ní soustavy je v²ak d·leºité zd·raznit, ºe samo centrální t¥leso se,
podobn¥ jako v²echna t¥lesa ve Slune£ní soustav¥, pohybuje. Pokud se
totiº budeme bavit o t¥ºi²ti Slune£ní soustavy, tzv. barycentru, zjistíme,
ºe se jeho poloha m¥ní v závislosti na poloze velmi hmotných planet, tj.
zejména Jupiteru, Saturnu, Uranu a Neptunu. P°i ob¥hu planet dochází
k posunu hmotného st°edu Slune£ní soustavy a tím i k pohybu Slunce,
které kolem barycentra obíhá spolu s planetami.

Aby ºáci získali lep²í p°edstavu, jak polohu barycentra ovliv¬uje poloha
planet, je vhodné do výuky za°adit (pokud to £as dovolí) úlohy na toto
téma. M·ºe se jednat nap°íklad o tyto:

Úloha 1
Polohu barycentra Slune£ní soustavy nejvíce ovliv¬uje poloha Jupiteru.

Ur£ete, kde se nachází barycentrum Slune£ní soustavy, pokud uvaºujeme,
ºe je sloºena pouze z t¥les Slunce (� ) a Jupiter ( X). Slunce má hmotnost
p°ibliºn¥ 2;0�1030 kg, hmotnost Jupiteru je 317,9krát vy²²í neº je hmotnost
Zem¥, která je p°ibliºn¥ 6;0 � 1024 kg. Vzdálenost Jupiteru od Slunce je
p°ibliºn¥ 5,2 au1) .

•e²ení.

M � = 2 ;0 � 1030 kg; MX = 317;9 � 6;0 � 1024 kg; xX = 5 ;2 au; xT = ? m

Barycentrum, neboli t¥ºi²t¥ dvou t¥les je moºné ur£it z momentové
v¥ty. Pokud osu otá£ení, vzhledem ke které budeme ur£ovat moment síly,
umístíme do st°edu Slunce, bude mít momentová v¥ta tvar (obr. 1)

(M � + MX) g xT = MX g xX:

1) Astronomická jednotka by se podle rezoluce 27. valného shromáºd¥ní Mezinárodní
astronomické unie m¥la zna£it au, nikoli AU.
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Na levé stran¥ rovnice je celkový moment síly vzhledem k ose otá£ení,
která je umíst¥na ve st°edu Slunce, ten je roven sou£tu moment· síly
Slunce a Jupiteru vzhledem k ose otá£ení procházející st°edem Slunce.
Moment síly Slunce vzhledem k ose procházející Sluncem je nulový, proto
je na pravé stran¥ rovnice jen moment síly Jupiteru.

M � xX

TO

xT

MX

Obr. 1 K ur£ení polohy barycentra

Vzdálenost barycentra od st°edu Slunce z momentové v¥ty m·ºeme vy-
jád°it jako

xT =
MXxX

M� + MX
=

317;9 � 6;0 � 1024 kg � 5;2 au
2;0 � 1030 kg + 317;9 � 6 � 1024 kg

:

Vzdálenost barycentra od st°edu Slunce je tak

xT
:= 0 ;005 0 au := 7 ;4 � 108 m:

Barycentrum tedy leºí p°ibliºn¥ 7 % polom¥ru Slunce nad jeho povrchem.

Úloha 2
Ur£ete, jak se zm¥ní poloha barycentra, pokud budeme uvaºovat, ºe

se v²echny £ty°i ob°í planety nachází v jedné p°ímce na svých ob¥ºných
drahách. Slunce má hmotnost p°ibliºn¥ 2;0 � 1030 kg, hmotnost Jupiteru
je 317,9krát vy²²í neº je hmotnost Zem¥, hmotnost Saturnu (Y) p°ibliºn¥
95,2krát vy²²í neº hmotnost Zem¥, hmotnost Uranu (Z) p°ibliºn¥ 14,6krát
vy²²í a hmotnost Neptunu ( [ ) p°ibliºn¥ 17,2krát vy²²í neº je hmotnost
Zem¥, která je p°ibliºn¥ 6;0 � 1024 kg. Vzdálenost Jupiteru od Slunce je
p°ibliºn¥ 5,2 au, vzdálenost Saturnu p°ibliºn¥ 9,5 au, vzdálenost Uranu
p°ibliºn¥ 19,2 au a vzdálenost Neptunu od Slunce je p°ibliºn¥ 30,1 au.
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•e²ení.

M � = 2 ;0 � 1030 kg; MX = 317;9 � 6 � 1024 kg; MY = 85;2 � 6 � 1024 kg;

MZ = 14;6 � 6 � 1024 kg; M [ = 17;2 � 6 � 1024 kg;

xX = 5 ;2 au; xY = 9 ;5 au; xZ = 19;2 au; x[ = 30;1 au; xT = ? m:

Op¥t sestavíme momentovou v¥tu pro p°ípad, kdy se osa, kolem které se
soustava otá£í, nachází ve st°edu Slunce:

(M � + MX + M� + MZ+ M[ )gxT = g(MXxX + M� x� + MZxZ+ M[ x[ )

Na levé stran¥ rovnice je celkový moment síly vzhledem k ose otá£ení, která
je umíst¥na ve st°edu Slunce, ten je roven sou£tu moment· síly Slunce a
Jupiteru vzhledem k ose otá£ení procházející st°edem Slunce. Moment síly
Slunce vzhledem k ose procházející Sluncem je nulový, proto je na pravé
stran¥ rovnice jen moment síly Jupiteru. Vzdálenost barycentra od st°edu
Slunce m·ºeme vyjád°it z momentové v¥ty:

xT =
MXxX + MYxY + MZxZ + M[ x[

M � + MX + MY + MZ + M[
:

Po dosazení hodnot je vzdálenost barycentra od st°edu Slunce

xT
:= 0 ;009 8 au := 1 ;5 � 109 m:

Barycentrum tedy leºí mimo povrch Slunce, ve více neº dvojnásobné vzdá-
lenosti od st°edu Slunce, neº je jeho polom¥r.

Obdobn¥ je moºné ur£it i v jaké nejv¥t²í vzdálenosti od st°edu Slunce se
m·ºe barycentrum Slune£ní soustavy nacházet, pokud budeme uvaºovat
hypotetickou situaci, kdy se v²echny planety nacházení v jedné p°ímce.
M·ºeme si vyhledat st°ední vzdálenosti planet od st°edu Slunce a jejich
hmotnosti a sestavit momentovou v¥tu, pokud osu otá£ení umístíme na-
p°íklad do st°edu Slunce.

Situace popsané v p°edchozích úlohách jsou pouze hypotetické, mo-
hou v²ak ºák·m poskytnout p°edstavu, v jakém intervalu vzdáleností od
st°edu Slunce se poloha barycentra m·ºe pohybovat. Zajímavá m·ºe pro
ºáky být také následná práce s informacemi, kdy si ºáci nap°. m·ºou ze
znalosti ob¥ºných dob planet dopo£ítat jejich nejmen²í spole£ný násobek,
aby zjistili, jak £asto mohou situace p°edest°ené v úlohách nastat. Situace
popsaná v druhé úloze, kdy jsou v²echny plynní ob°i v jedné p°ímce, m·ºe
nap°íklad nastat jednou za p°ibliºn¥ 1,21 triliard let (tj. 1;21� 1021 let).
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Sloºení Slune£ní soustavy � její konec

Vzhledem k tomu, ºe hustota hmoty ani zá°ení není rovnom¥rná a ohra-
ni£ená, existuje pro vymezení konce Slune£ní soustavy n¥kolik moºností.
Logické by bylo vyty£it hranici Slune£ní soustavy ob¥ºnou drahou Nep-
tuna, tedy do vzdálenosti asi 30 au od Slunce. Druhou moºností je konec
Slune£ní soustavy umístit za nejvzdálen¥j²í dráhy dlouhoperiodických ko-
met, tedy do cca 50 000 au. Také se uvádí, ºe hranicí Slune£ní soustavy
m·ºe být hranice magnetického vlivu Slunce. Oblast tohoto vlivu se na-
zývá heliosféra a její hranice potom heliopauza. Heliosféra sahá cca 110 aº
160 au od Slunce. Poslední moºností, kterou zde uvádíme je p°edpokládaný
dosah gravita£ního p·sobení Slunce, tedy cca 150 000 au.

Rozd¥lení t¥les ve Slune£ní soustav¥

Slune£ní soustava se skládá z velkého mnoºství t¥les. Krom¥ Slunce,
na²í jediné hv¥zdy, obsahuje osm planet, mnoºství jejich m¥síc·, v sou-
£asné dob¥ p¥t trpasli£ích planet a poté mnoho planetek, komet a me-
teoroid·. Dále bychom zde mohli nalézt molekuly, ionty, atomy a £ástice
slune£ního v¥tru, £ástice mezihv¥zdného prostoru, fotony ze Slunce, planet
a z jiných hv¥zd v r·zném stádiu vývoje, neutrina a jejich anti£ástice a
také elektrické, magnetické a gravita£ní pole.

V¥t²í t¥lesa ve Slune£ní soustav¥ m·ºeme rozd¥lit na planety, trpasli£í
planety a malá t¥lesa. Toto rozd¥lení bylo odsouhlaseno na 26. valném
shromáºd¥ní Mezinárodní astronomické unie v roce 2006 v Praze, kde byla
p°ijata i nová de�nice planety a vytvo°ena nová skupina trpasli£ích planet.

Bylo de�nováno, ºe planeta je nebeské t¥leso, které obíhá okolo Slunce,
má dostate£nou hmotnost, aby jeho vlastní gravitace p°ekonala vnit°ní
síly pevného t¥lesa tak, aby dosáhlo tvaru odpovídajícího hydrostatické
rovnováze a toto t¥leso také muselo v minulosti vy£istit okolí své dráhy.

Podle této de�nice je ve Slune£ní soustav¥ osm planet � Merkur, Ve-
nu²e, Zem¥, Mars, Jupiter, Saturn, Uran a Neptun. K nové de�nici v tomto
zn¥ní bylo p°istoupeno z d·vodu nejednozna£nosti té p°edchozí. V mi-
nulosti bylo za planetu povaºováno Pluto a po svém objevu na za£átku
19. století i Ceres. Tento objekt byl za planetu povaºován aº do roku
1850, kdy byl p°eklasi�kován na planetku. Kdyº bylo v roce 2003 obje-
veno transneptunické t¥leso Eris, které má rozm¥ry v¥t²í neº Pluto, stalo
se také planetou. Z d·vodu nar·stajícího po£tu planet, kdy hrozilo, ºe bu-
dou objevena i dal²í t¥lesa, která by po vzoru Pluta byla rovn¥º za°azena
mezi planety, bylo nutné de�nici up°esnit a po£et planet sníºit.
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Pro t¥lesa, která sice obíhají okolo Slunce a mají dostate£nou hmot-
nost, aby jejich gravitace p°ekonala vnit°ní síly pevného t¥lesa, aby dosáhla
tvaru odpovídajícího hydrostatické rovnováze, ale na rozdíl od planet ne-
vy£istila okolí své dráhy a zárove¬ se nejedná o m¥síce, byla stanovena
nová kategorie � trpasli£í planeta. Do této skupiny v sou£asné dob¥ spadá
p¥t t¥les � Ceres, Eris, Haumea, Makemake a Pluto. N¥kolik dal²ích t¥les
je v²ak povaºováno za kandidáty, jmenovit¥ � Sedna, Quaoar, Orcus, Ixion,
Varuna a AW 197. Vzhledem k tomu, ºe si astronomové uv¥domovali histo-
rický význam Pluta, byla pro n¥ho pozd¥ji vytvo°ena samostatná kategorie
plutoid. Toto t¥leso oproti de�nici trpasli£í planety obsahuje dodatek, ºe
musí okolo Slunce obíhat ve v¥t²í vzdálenosti neº je dráha Neptuna. Jedná
se tedy o transneptunická t¥lesa. Do této kategorie krom¥ Pluta spadá
i Eris, Haumea a Makemake.

Ostatní v¥t²í t¥lesa, která se nacházejí ve Slune£ní soustav¥, jsou °a-
zena mezi malá t¥lesa Slune£ní soustavy. Do této skupiny m·ºeme za°adit
planetky, meteoroidy a komety.

De�nice planetky není stanovena tak striktn¥ jako de�nice planety a tr-
pasli£í planety. Planetka je t¥leso, které nespadá mezi planety ani trpasli£í
planety. Jde o poz·statky po formování Slune£ní soustavy £i o úlomky v¥t-
²ích t¥les. Velikost t¥chto t¥les je v¥t²í neº velikost meteoroid·, pohybuje
se od stovek metr· po stovky kilometr·. Obdobn¥ jako planety £i trpas-
li£í planety obíhají kolem barycentra Slune£ní soustavy, výst°ednost jejich
drah je v²ak rozmanit¥j²í. Nejvíce planetek bylo pozorováno v hlavním
pásu mezi drahami Marsu a Jupiteru. Dal²í velké planetky se pak nachá-
zejí za drahou Neptuna. V sou£asnosti je známo p°es milion planetek a
po£et nov¥ objevených se stále zvy²uje.

Zajímavou aplikací mechaniky prvního ro£níku, kterou lze trochu rozbít
jinak spí²e teoretický výklad, m·ºe být následující úloha:

Úloha 3
Jaká m·ºe být maximální rota£ní perioda planetky, p°i které se je²t¥

neroztrhá odst°edivou silou?

•e²ení. Podmínka rovnováhy pro hmotu v planetce je rovnost velikosti

únikové rychlosti vp =
q

2GM
r a velikosti rychlosti obvodové v = ! krit r .

Platí
r

2GM
r

= ! krit r:

284 Matematika � fyzika � informatika 31 (4) 2022



Úpravou pro ! krit získáme:

! krit =

r
2GM

r 3 :

Pokud uváºíme, ºe objem planetky je p°ímo úm¥rný r 3, poté m·ºeme
p°edpokládat, ºe je podíl M=r 3 úm¥rný hustot¥ planetky %

! krit =

r
2GM

r 3 �
p

%:

Ur£ili jsme, ºe úhlová rychlost planetky ! krit , a podle vztahu! krit = 2�
T ani

perioda planetky T, nezávisí na rozm¥rech t¥lesa, aleT je p°ímo úm¥rná
1p
%. Pokud se podíváme na obr. 2 zjistíme, ºe v¥t²ina planetek (bez ohledu

na pr·m¥r) má skute£n¥ velmi podobnou periodu rotace.

Perioda / h

P
r·

m
¥r

/
km

Obr. 2 Rota£ní periody planetek (upraveno podle [5])

P°i výkladu o meteoroidech je d·leºité ºák·m vysv¥tlit i pojmy jako
meteor, bolid, meteorit a tektit. Meteoroid je podle de�nice IAU z roku
2017 pevné p°írodní t¥leso, jehoº velikost je p°ibliºn¥ 30 mikrometr· aº
p°ibliºn¥ 1 metr. Toto t¥leso se pohybuje v meziplanetárním prostoru nebo
z n¥j pochází. Meteoroidy vznikají v¥t²inou sráºkami v¥t²ích t¥les, a´ uº
komet £i v¥t²ích planetek. Pokud se meteoroid dostane do blízkosti v¥t-
²ího t¥lesa, nap°íklad planety, m·ºe její gravita£ní p·sobení zm¥nit dráhu
meteoroidu a m·ºe tak dojít k jeho vniku do atmosféry. Pokud k této
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situaci dochází na Zemi, £ástice vzduchu v atmosfé°e meteoroid rozºhaví
a pokud se jedná o malé t¥leso, vypa°í se. Sv¥tlo vzniklé p°i tomto jevu
je velmi slabé a nebylo by vid¥t, v okolí t¥lesa v²ak vzniká válec ioni-
zovaného vzduchu, který p°i rekombinaci atom· zá°í. Tento sv¥telný jev
nazýváme meteor. Tato meteorická stopa mívá pr·m¥r n¥kolik desítek aº
stovek metr· a výjime£n¥ bývá viditelná i n¥kolik minut po pr·letu. Pokud
meteor zá°í jasn¥ji neº Venu²e na no£ní obloze, nazýváme ho bolid. Pokud
meteoroid p°i pr·letu atmosférou nezanikne, dopadá na Zemi v podob¥
meteoritu. Podle sloºení m·ºeme meteority rozd¥lit na aerolity (kamenné
meteority), siderity (ºelezné meteority) a siderolity (p°echodný typ mezi
kamenným a ºelezným meteoritem). Podle odhad· na Zemi ro£n¥ dopadá
5 000 aº 17 000 tun meteorit·. P°es 90 % meteorit·, které jsou nalezeny
bezprost°edn¥ po dopadu, jsou kamenné, z dodate£n¥ nalezených je v²ak
v¥t²ina ºelezných. Siderity se totiº daleko snáze odli²ují od okolního te-
rénu. Kamenné meteority navíc postupem £asu zv¥trávají a rozpadají se.
šelezné meteority jsou oproti tomu odolné a je moºné je nalézt i staletí
po dopadu. P°i dopadu meteorit· m·ºeme pozorovat jamky, jámy, £i me-
teorické krátery. Roztavením a rozhozením hornin v okolí vznikají tektity.
Mezi ty pat°í i vltavíny, které vznikly p°i pádu meteoritu v Bavorsku p°ed
14,8 miliony let. Tyto teoretické informace lze podpo°it nap°. následující
úlohou.

Úloha 4
Na Wikipedii [6] se pí²e, ºe rychlost t¥lesa p°i vstupu do atmosféry Zem¥

je obvykle p°es 20 km�s� 1, p°i£emº nejvy²²í rychlost m·ºe být p°ibliºn¥
71 km � s� 1. Pro£ tomu tak je?

•e²ení. Pokud by se jednalo o asteroid (planetku) se zanedbatelnou rych-
lostí, Zem¥ si t¥leso gravita£n¥ p°itáhne a dopadová rychlost t¥lesa by byla
rovna únikové rychlosti ze Zem¥. Pro£ tomu tak je?

vp =

r
2GM Z

RZ
:

Po dosazení hmotnosti Zem¥M Z = 6 ;0 � 1024 kg a zemského polom¥ru
RZ = 6 378km, získáme

vp =

r
2 � 6;67� 10� 11 N � m2 � kg� 2 � 6;0 � 1024 kg

6 378� 103 m
;

vp
:= 11 km � s� 1:
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Kdyby se jednalo o úlomek komety, m¥l by tento úlomek stejnou rych-
lost, jako kometa. Maximální rychlost komety prolétající kolem Zem¥ ur-
£íme ze vztahu

vp =

r
2GM �

r
;

kde M� je hmotnost Slunce (M �
:= 2 ;0�1030 kg) a r je vzdálenost komety

v blízkosti Zem¥ od Slunce, coº je 1 au:= 1 ;5� 1011 m. Po dosazení získáme

vp =

s
2 � 6;67� 10� 11 N � m2 � kg� 2 � 2 � 1030 kg

1;5 � 1011 m
:= 42 km � s� 1:

Pro£ by tedy maximální rychlost vstupu úlomku do atmosféry m¥la být
71 km�s� 1? Je tomu tak proto, ºe Zem¥ se kolem Slunce pohybuje rychlostí
29km�s� 1 (tuto skute£nost m·ºete jednodu²e ov¥°it). Proto, pokud úlomek
do atmosféry vletí ve sm¥ru rotace Zem¥, získáme

v = 42 km � s� 1 + 29 km � s� 1 = 71 km � s� 1:

Pokud úlomek do atmosféry vletí v opa£ném sm¥ru, proti sm¥ru rotace
Zem¥, získáme:

v = 42 km � s� 1 � 29 km � s� 1 = 13 km � s� 1:

Dal²ími t¥lesy, která se °adí mezi malá t¥lesa ve Slune£ní soustav¥ pat°í
komety. Tato t¥lesa se obvykle pohybují po eliptických drahách s velkou
výst°edností kolem Slunce. P°i p°iblíºení ke Slunci komety výrazn¥ m¥ní
sv·j vzhled, na opa£né stran¥ neº se Slunce vzniká ohon, který má velikost
aº 107 km. P°í£inou jeho vzniku je Slunce, to zah°ívá jádra komet a kolem
nich tak vznikají °ídké atmosféry. Tyto tzv. komy mají polom¥r asi 104 km.
Jádra komet mají rozm¥r v °ádu kilometr· a jejich hmotnost se pohybuje
mezi 1013 aº 1015 kg.

Zajímavá m·ºe být pro ºáky informace, ºe i kdyº v¥t²ina t¥les ve Slu-
ne£ní soustav¥ obíhá ve stejném, prográdním sm¥ru (p°i pohledu ze sever-
ního pólu Slunce proti sm¥ru hodinových ru£i£ek), existují t¥lesa, která
obíhají v opa£ném, retrográdním sm¥ru. Tato retrográdní rotace nazna-
£uje, ºe se t¥lesa na ob¥ºnou dráhu Slunce dostala aº v dob¥, kdy uº byla
Slune£ní soustava pln¥ vytvo°ena a gravita£ní síla Slunce t¥lesa zachytila
a ta za£ala obíhat v opa£ném sm¥ru. K podobné situaci do²lo i v p°ípad¥
m¥síc· planet, která obíhají v opa£ném sm¥ru. P°íkladem retrográdních
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ob¥ºnic jsou n¥které komety (nap°. Halleyova kometa), n¥které m¥síce pla-
nety Jupiter, Saturn £i Neptun, nebo m¥síc trpasli£í planety Pluto Charón.
Zajímavým faktem také je, ºe i kdyº v²echny planety obíhají v prográdním
sm¥ru, planeta Venu²e má retrográdní rotaci, která je z°ejm¥ zp·sobena
sráºkou s hmotným t¥lesem, ke které v minulosti do²lo. Vzhledem k ne-
p°irozenosti této rotace vzhledem ke sm¥ru ob¥hu je den na planet¥ del²í
neº její rok. Rovn¥º planeta Uran rotuje v retrográdním sm¥ru, ov²em
pouze t¥sn¥, sklon její rota£ní osy je98� . Uran se tak na své ob¥ºné dráze
okolo Slunce valí podobn¥ jako bowlingová koule po dráze. Tento pohyb
zp·sobuje, ºe slune£ní svit dopadá na severní a jiºní polokouli st°ídav¥ �
po 42 let je vºdy jeden z pól· ve stínu.

Záv¥r

V tomto £lánku jsme cht¥li jednak poukázat na n¥které terminologické
speciality rozd¥lení t¥les ve Slune£ní soustav¥ a jednak uvést typové úlohy,
které mohou být pouºity ve výuce fyziky Slune£ní soustavy a také uvést
n¥které zajímavosti, které mohou pomoci u£itel·m ve výkladu.
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Fyzikální úlohy Evropské
experimentální olympiády
EOES
JAN K•Íš, FILIP STUDNIƒKA, LEONTÝNA ’LÉGROVÁ, JAN ’LÉGR

P°írodov¥decká fakulta Univerzity Hradec Králové

Evropská olympiáda experimentální v¥dy (EOES � z angl. European
Olympiad of Experimental Science) je p°írodov¥dná v¥decká sout¥º s d·-
razem na týmovou spolupráci pro ²estnáctileté a mlad²í studenty ze zemí
Evropské unie. EOES poskytuje mladým student·m p°íleºitost ukázat své
v¥decké schopnosti a podn¥cuje nadané studenty p°írodních v¥d k rozvoji,
a tím podporuje jejich budoucí v¥deckou kariéru. Úlohy EOES jsou zalo-
ºeny na praktickém experimentování, jsou intelektuáln¥ náro£né a vyºadují
týmovou práci. Speci�kem sout¥ºe je to, ºe integruje t°i p°írodov¥dné disci-
plíny � biologii, chemii a fyziku � do jednoho logického celku. Tradi£n¥ jsou
úlohy problémov¥ orientované, kontextové a propojené s reálným sv¥tem.
Do °e²ení se zapojují v²ichni £lenové týmu, coº podporuje jejich schopnost
kooperativního °e²ení problém·. Tyto problémy obvykle vyºadují krea-
tivní interpretaci experimentálních dat v£etn¥ £asto p°ekvapivých a vysoce
kladn¥ hodnocených alternativních °e²ení. Sout¥º navazuje na podobnou
sout¥º EUSO, které se tradi£n¥ ú£astnilo 25 stát· EU. Kaºdý stát vysílá
po dvou studentských týmech spolu s trojicí oborových expert· � £len·
mezinárodní jury. Celkem se tedy jedná o 150 student· a cca 75 v¥dc· a
pedagog·, kte°í kaºdoro£n¥ v n¥které ze zemí Evropské unie tráví týden
aktivitami rozvíjejícími talent budoucích v¥deckých nad¥jí.

Dal²ím speci�kem sout¥ºe je, ºe se snaºí být motiva£ní, a proto kaºdý
zú£astn¥ný tým získá n¥kterou z medailí. O po£tu zlatých medailí rozho-
duje mezinárodní jury, ale po£et zlatých medailí by nem¥l p°esahovat 10 %
sout¥ºních tým·, po£et zlatých a st°íbrných dohromady by m¥l být p°i-
bliºn¥ 40 % a po£et bronzových tým· musí být v¥t²í nebo roven polovin¥
v²ech sout¥ºních tým·.

Sout¥º pod názvem EOES poprvé prob¥hla v roce 2021, a to v distri-
buované form¥. Ma¤ar²tí organizáto°i p°ipravili sout¥ºní experimenty a
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rozeslali je do v²ech sout¥ºních zemí. V kaºdé zemi se pak oba sout¥ºní
týmy sjely na jedno místo, kde úlohy °e²ily. Diskuse úloh mezinárodní
jury, jakoºto i následné moderace výsledk· probíhaly pomocí prost°edk·
dálkové komunikace. Na²i studenti se v této sout¥ºi rozhodn¥ neztratili a
získali jednu zlatou a jednu bronzovou medaili.

B¥hem p°íprav EOES 2021 byli osloveni p°edstavitelé ƒeské republiky
vzhledem k pokro£ilým p°ípravám ƒR na p·vodn¥ plánovaný 18. ro£ník
EUSO (p°ipravené úlohy a logistika) s ºádostí o uspo°ádání EOES v roce
2022. Sout¥º prob¥hla pod zá²titou M’MT a rektor· Univerzity Karlovy
a Univerzity Hradec Králové.

Hradec Králové se ukázal jako ideální lokalita s dv¥ma univerzitami
(UHK a UK). Tomuto ov¥°enému univerzitnímu �spole£enství� se jiº v roce
2011 poda°ilo zorganizovat vysoce úsp¥²n¥ hodnocené EUSO, a to op¥t
v situaci ohroºující kontinuitu jinak mimo°ádn¥ inovativní a úsp¥²né sou-
t¥ºe. ƒeská republika, (mj. spoluzakladatel Mezinárodní fyzikální, biolo-
gické i chemické olympiády) si tímto zp·sobem v minulých letech vydobyla
velký kredit.

EOES 2022

Kdyº se v roce 2011 konala v ƒeské republice sout¥º EUSO (viz ná²
p°edchozí £lánek [2]), tématem první úlohy bylo £eské pivo a tématem
druhé úlohy kontaktní £o£ky. V roce 2022 uplynulo 200 let od narození
Johana Gregora Mendela, objevitele zákon· d¥di£nosti, proto jedno z té-
mat bylo jasné. V biologické £ásti úlohy tedy sout¥ºící zkoumali zákony
genetiky, v chemii deoxyribonukleovou kyselinu a antivirotika z dílny prof.
Holého. Fyzikální £ást úloh, která m¥la být s tímto tématem propojená,
se zam¥°ila na slavný difrak£ní rentgenový snímek po°ízený v roce 1953
Rosalindou Franklinovou a jejím studentem Raymondem Goslingem, který
prokázal, ºe molekula DNA má tvar dvou²roubovice.

Co se tý£e druhé úlohy, zde jsme vyuºili faktu, ºe ƒeská republika je
jedním z nejv¥t²ích producent· kyseliny hyaluronové na sv¥t¥. Jedná se
o lineární polysacharid o vysoké molekulové hmotnosti, který se b¥ºn¥
vyskytuje v lidském organismu, ale má i r·zná léka°ská vyuºití: Pro své
lubrika£ní vlastnosti se nap°. pouºívá jako náhradní výpl¬ opot°ebovaných
kloub·, v oftalmologických operacích a podobn¥. Jak víme z televizních re-
klam, pouºívá se i v r·zných krémech proti vráskám (mechanismus ú£inku
by m¥l pravd¥podobn¥ spo£ívat v hydrataci, protoºe kyselina hyaluronová
velmi dob°e váºe vodu).

290 Matematika � fyzika � informatika 31 (4) 2022



Úloha 1: DNA

V biologické £ásti úlohy sout¥ºící zkoumali n¥kolik vzork· DNA a hle-
dali mutace, které mají lep²í imunitní odpov¥¤ proti r·zným nemocem
jako COVID-19 a cystická �bróza, a to pomocí gelové elektroforézy.

Po krátkém rozmý²lení, jakou experimentální úlohu navázat na DNA,
jsme se rozhodli pro difrak£ní experimenty. Protoºe téma difrakce bylo pro
sout¥ºící zcela nové (na rozdíl od úlohy 2, viz dále), bylo nejd°íve v zadání
nutné vyloºit základní pojmy vlnové optiky a interference sv¥tla.

V první £ástí úlohy m¥°ili sout¥ºící pr·m¥r lidského vlasu, který byl
uchycen v drºáku. Pro maximum a minimum p°i difrakci na válcové p°e-
káºce platí v prvním p°iblíºení

dsin � min = k�;

dsin � max = (2 k � 1)
�
2

;

kde k je °ád maxima (minima), � vlnová délka pouºitého zá°ení ad pr·m¥r
p°ekáºky. Vztahy lze odvodit bu¤ z úvah o interferenci paprsk·, nebo
vyuºít Babinet·v princip � vztahy pro maxima a minima jsou opa£né neº
pro p°ípad ²t¥rbiny. Sout¥ºící m¥°ili polohu minim, protoºe ta jsou stejn¥
daleko od sebe (naopak nulté maximum je trochu ²ir²í neº maxima vy²²ích
°ád·).

Obr. 1 Drºák laseru a pruºiny na optické lavici
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Pro m¥°ení byla zkonstruována optická lavice (obr. 1), které obsaho-
vala drºák laserového ukazovátka, vzorku (vlasu nebo pruºinky) a stínítka.
Základem optické lavice je elektriká°ská li²ta, která umoº¬uje prvky po-
sunovat a poskytuje pot°ebnou mechanickou pevnost. Kdyº se v ƒeské
republice podobná sout¥º konala v roce 2011, tématem byly kontaktní
£o£ky. Optická lavice pro paprskovou optiku byla konstruována obdobn¥,
jen drºáky bylo zapot°ebí ohýbat z plechu [2]. V leto²ním roce byly drºáky
navrºeny pomocí CAD systému a vyti²t¥ny na 3D tiskárn¥.

Typický výsledek tlou²´ky vlasu byl d = 75(3) � m a výsledky se mezi
jednotlivými skupinami p°íli² neli²ily (v²echny skupiny m¥ly jako vzorek
vlas od stejného £lov¥ka).

Druhá £ást úlohy se týkala difrakce na ²roubovici, kterou reprezentovala
pruºinka uchycená v drºáku (obr. 1). Pruºinka se chová jako dvojice zk°íºe-
ných m°íºek vzájemn¥ posunutých o úhel� . Na stínítku vznikne difrak£ní
obrazec ve tvaru písmene X (obr. 2), p°i£emº oba segmenty svírají práv¥
úhel � . Na difrak£ním obrazci jsou patrné dv¥ struktury: hrubá a jemná.
V¥t²í, hrubá struktura má sv·j p·vod v men²í prostorové struktu°e a lze
z ní ur£it pr·m¥r drátu d, ze kterého je pruºina namotána. Men²í, jemná
struktura vzniká difrakcí na v¥t²í prostorové struktu°e a lze z ní ur£it
vzdálenost jednotlivých závit· P (obr. 2).

Obr. 2 Difrakce na ²roubovici

Sout¥ºící ur£ovali ob¥ tyto veli£iny a dostali se k typickým výsledk·m
d = 0 ;20(2) mm a P = 1 ;2(1) mm, které jsou v souladu s hodnotami
ur£enými z makrofotogra�e pruºinky p°i p°íprav¥ úlohy.
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V poslední £ásti úlohy pracovali sout¥ºící s p·vodním historickým sním-
kem (Plate 51). Bylo zadáno m¥°ítko snímku, na kterém za pomocí po-
suvného m¥°ítka odm¥°ovali vzdálenost minim (na obr. 3 se jako tmavé
prouºky objevují interferen£ní minima jemné struktury), ze kterých ná-
sledn¥ ur£ovali úhel� a vzdálenost závit· dvoj²roubovice DNA. Sout¥ºící
se dostali k typickým výsledk·m P = 3 ;9(2) nm, � = 79(1) � .

Obr. 3 Rentgenový difrak£ní snímek molekuly DNA

Na záv¥r museli sout¥ºící zodpov¥d¥t otázku, pro£ je zapot°ebí ke studiu
struktury DNA pouºít rentgenové zá°ení (jinými slovy, pro£ není moºné
pouºít sv¥tlo). Vzhledem k tomu, ºe se jedná o mezinárodní sout¥º, kde
jsou odpov¥dní archy p°eloºeny do národních jazyk·, museli si vysta£it
s matematickými symboly a zna£kami fyzikálních veli£in. I tak jsme ale
získali i n¥kolik vysv¥tlení v litev²tin¥, kyperské ture£tin¥ a dal²ích jazy-
cích.

Pro labuºníky v °adách £tená°· dodáváme dv¥ v¥ci: výsledný difrak£ní
obrazec je jednou z mnoha fyzikálních situací, kde vystrkuje r·ºky Bes-
selova funkce (viz [3]). Dvoj²roubovice se pak na snímku projeví tím, ºe
chybí kaºdé £tvrté minimum.
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Úloha 2: Kyselina hyaluronová

V chemické £ásti úlohy byla m¥°ena viskozita kyseliny hyaluronové.
Jedná se o klasickou úlohu, kdy v kapalin¥ padá kuli£ka, na kterou p·-
sobí sm¥rem dol· tíhová síla a proti sm¥ru pohybu odporová síla, jejíº
velikost lze vypo£ítat ze Stokesova vzorce. Kuli£ka velmi rychle dosáhne
mezní rychlosti, p°i£emº platí

mg = 6 � �Rv;

kde m je hmotnost kuli£ky, R její polom¥r, v mezní rychlost a � hledaná
dynamická viskozita. Vzhledem k tomu, ºe mezní rychlost je konstantní,
bylo moºné ji velmi jednodu²e vypo£ítat z £asu, za který kuli£ka urazila
danou vzdálenost v injek£ní st°íka£ce se vzorkem. Pro kyselinu hyaluro-
novou se nejdel²ím °et¥zcem (o molekulové hmotnosti 1 610 kilodalton·)
byl tento £as tém¥° t°i minuty, coº vedlo k výsledné viskozit¥ v desítkách
Pa� s, tedy p°ibliºn¥ o °ád více neº v p°ípad¥ glycerolu a o £ty°i °ády více,
neº je tomu u vody.

První £ást fyzikální úlohy byla zam¥°ena na zp·sob, jakým kyselina
hyaluronová váºe vodu. Pro toto m¥°ení nebyla pouºita p°ímo kyselina
hyaluronová, ale materiálový model, který váºe vodu podobným zp·so-
bem, ale rychleji. Jednalo se o gelovou kuli£ku pouºívanou v kv¥tiná°-
ství. Tyto kuli£ky se vyráb¥jí z polyakrylamidu, který vytvá°í sí´ovanou
strukturu schopnou navázat velké mnoºství vody (aº stonásobky hmot-
nosti v suchém stavu). Sout¥ºící v pravidelných intervalech m¥°ili pr·m¥r
a hmotnost kuli£ky. Z p·vodního pr·m¥ru 1,9 mm a hmotnosti 0,002 g se
po vloºení do vody kuli£ka zv¥t²ila na 9,5 mm a 0,42 g, a to exponenciáln¥.
Ze za£átku totiº váºe vodu velmi ochotn¥, ale £ím více vody ve struktu°e
je, tím pomaleji se tam váºe dal²í. Polo£as tohoto d¥je byl sout¥ºícími
ur£en jako p°ibliºn¥ t°i £tvrt¥ hodiny. 1)

Druhá £ást úlohy se jiº m¥°ila se vzorkem vodného roztoku kyseliny
hyaluronové, kde bylo kapkovou metodou m¥°eno povrchové nap¥tí. Pod-
stata kapkové metody spo£ívá v tom, ºe pokud budeme opatrn¥ vytla£ovat

1) Ve fyzice jsou exponenciální d¥je pom¥rn¥ £asté: setkáváme se s radioaktivním roz-
padem, Lambertovým�Beerovým zákonem, poklesem amplitudy oscilátor·, poklesem
tlaku v atmosfé°e, vybíjením kondenzátoru. Stejnými zákony se °ídí i £asový vývoj
vý²ky p¥ny na hladin¥ piva. S d¥ji, kde je exponenciela �na druhou stranu� , se setkáme
nap°. p°i nabíjení kondenzátoru, coº je fyzikáln¥ stejný d¥j jako vý²e popsané vázání
vody. Základem domácí laboratorní práce m·ºe být nár·st náboje na akumulátoru mo-
bilního telefonu p°i jeho nabíjení.
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kapalinu z injek£ní st°íka£ky, vznikající kapka se bude postupn¥ za²krco-
vat, jako kdyº kape kohoutek. V okamºiku t¥sn¥ p°ed odtrºením kapky
platí

mg = � 2� r;

kde � je hledané povrchové nap¥tí,m hmotnost kapky a 2� r obvod ot-
voru hrdla injek£ní st°íka£ky. Sout¥ºící opakovan¥ kapali padesát kapek
vody a kyseliny hyaluronové na Petriho misku umíst¥nou na digitálních
vahách, polom¥r r byl zadán. Pro vodu byly typické výsledky jako � =
= 76;4(7) mN � m� 1, pro kyselinu hyaluronovou � = 64;6(8) mN � m� 1.
Kyselina hyaluronová, která má v¥t²í viskozitu, tak má men²í povrchové
nap¥tí, coº bylo pro n¥které sout¥ºící p°ekvapivé (tyto dv¥ veli£iny ale
nemusí být nutn¥ korelovány).

T°etí £ást úlohy zkoumala lubrika£ní vlastnosti kyseliny hyaluronové.
Pro tyto ú£ely byla navrºena naklon¥ná rovina, kterou je moºné za�xovat
v r·zných úhlech. Jedná se o dva elementy vyti²t¥né na 3D tiskárn¥ a
spojené závitovou ty£í (obr. 4).

Obr. 4 Naklon¥ná rovina

Zárove¬ bylo na 3D tiskárn¥ vyti²t¥no zku²ební t¥lísko. Spodní strana,
která byla p°i tisku na podloºce, je hladká, kdeºto horní strana je hrubá,
protoºe vrstvy tiskového materiálu nebyly natla£eny na tiskovou podloºku.
Bylo tak moºné nam¥°it sou£initel smykového t°ení hladké a hrubé strany.
T¥sn¥ p°ed tím, neº se dá t¥lísko po naklon¥né rovin¥ do pohybu, platí

mg sin � max = fmg cos� max ) f =
sin � max

cos� max
= tan � max :
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Pro hrubou stranu byl ur£en sou£initel smykového t°ení kolem 0,21.
Tato hodnota je srovnatelná se spodní hranicí sou£initele d°eva na d°ev¥.2)

Hladká strana má pak na naklon¥né rovin¥ sou£initel smykového t°ení
p°ibliºn¥ 0,16.

Následn¥ bylo na naklon¥nou rovinu nakapáno n¥kolik kapek kyseliny
hyaluronové a pokus byl opakován. P°i tomto m¥°ení do²lo k poklesu sou-
£initele smykového t°ení p°ibliºn¥ o dv¥ t°etiny.

Záv¥r

Domnívali jsme se, ºe první úloha bude pro sout¥ºící náro£n¥j²í, protoºe
o difrakci sv¥tla zatím ve ²kole nesly²eli, a naopak teorii nutnou pro druhou
úlohu studovali v prvním a druhém ro£níku st°ední ²koly. Zp¥tná vazba od
sout¥ºících v²ak byla p°esn¥ opa£ná: Kapání, natírání naklon¥né roviny a
v·bec v²eliké patlání kyseliny hyaluronové jim p°i²lo náro£n¥j²í neº m¥°ení
interferen£ních maxim a minim na stínítku v úloze £íslo jedna. Celkov¥
v²ak byla fyzikální £ást úloh hodnocena kladn¥.

V tomto £lánku jsme popsali úlohy, které mohou být vyuºity ve výuce
st°edo²kolské fyziky. Pokud na ²kole nejsou k dispozici sady pro m¥°ení
sou£initele smykového t°ení, lze je vyrobit na 3D tiskárn¥. Podobn¥ m¥°ení
pr·m¥ru lidského vlasu m·ºe být p¥knou laboratorní prací, která ú£inn¥
podpo°í výklad difrakce.
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INFORMATIKA

Informatické hádanky
PETR OSIƒKA, PETR KRAJƒA

P°írodov¥decká fakulta UP, Olomouc

Hádanky jsou jiº dlouho sou£ástí matematiky i informatiky. N¥které
z nich se jiº stali sou£ástí folkloru dané oblasti, jiné se objevují p°i pracov-
ních pohovorech (nap°íklad v Google) £i v odborných magazínech. •e²ení
hádanek je p°íjemnou zábavou, p°i které lze dob°e procvi£it my²lení, u há-
danek informatikých my²lení algoritmické.

1. D¥lení parlamentu

Víme, ºe kaºdý poslanec má v parlamentu p°esn¥ t°i nep°átele. P°itom
p°edpokládáme, ºe nep°átelství je symetrické. Tedy povaºuje-li poslanec A
poslance B za svého nep°ítele, pak i poslanec B povaºuje poslance A za
svého nep°ítele. Lze parlament rozd¥lit na dva kluby tak, aby kaºdý po-
slanec m¥l klubu, do kterého pat°í, nejvý²e jednoho nep°ítele? Zápornou
odpov¥¤ od·vodn¥te d·kazem, u kladné odpov¥di uve¤te, jak by se takové
rozd¥lení zkonstruovalo.

Odpov¥¤ na otázku je ano. Rozd¥lení poslanc· na kluby lze totiº zkon-
struovat následujícím zp·sobem.

1. Libovoln¥ rozd¥líme poslance do klub·. Nemáme ºádné dal²í poºa-
davky, jeden z klub· m·ºe být dokonce prázdný.

2. Dokud existuje poslanec, který má více neº jednoho nep°ítele ve svém
klubu, p°esuneme jej do opa£ného klubu.

Vidíme, ºe pokud algoritmus skon£í, rozd¥lí poslance do klub· podle na-
²ich poºadavk·. Ty totiº p°esn¥ odpovídají podmínce z kroku 2 algoritmu.
Sta£í tedy ukázat, ºe algoritmus kon£í.
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Na první pohled se zdá, ºe m·ºeme poslance p°esouvat libovoln¥ krát.
M·ºe se totiº stát, ºe p°esuneme poslance do opa£ného klubu a pozd¥ji
za ním p°esuneme i n¥které jeho nep°átele. Nem·ºeme na první pohled
vylou£it situaci, ºe pokud p·vodního poslance p°esuneme zp¥t, budeme
muset pozd¥ji p°esunout zp¥t i jeho nep°átele. Celá situace by se pak
mohla opakovat a algoritmus by nikdy neskon£il.

Ve skute£nosti se dá dokázat, ºe p°esun· mezi kluby se provede pouze
kone£n¥ mnoho. Ozna£mep po£et nep°átelských dvojic poslanc·, kte°í se
nachází ve stejném klubu. A nyní klí£ová my²lenka:

P°esunem poslance v kroku 2 sep zmen²í.

Je to proto, ºe p°ed p°esunem má poslanec ve svém klubu více nep°átel
neº po p°esunu. Sou£asn¥ je ale £íslop omezeno, triviáln¥ nap°íklad vidíme

0 � p � n2:

•e²ení dne²ní hádanky je ve skute£nosti algoritmem pro optimaliza£ní
úlohu nalezení maximálního °ezu grafu. V této úloze hledáme rozklad mno-
ºiny vrchol· grafu na dv¥ mnoºiny tak, aby byl po£et hran mezi uzly
z r·zných mnoºin maximální.

2. Nerozbitné skleni£ky

Východon¥mecký podnik vyrábí velmi odolné skleni£ky. Pro ú£ely pro-
pagace pot°ebuje zjistit nejvy²²í patro své 100 patrové budovy, ze kterého
se z okna vyhozená skleni£ka dole na ulici nerozbije. K dispozici nám dá
2 skleni£ky a p°ístup do budovy, takºe m·ºeme skleni£ky vyhodit z námi
zvoleného patra. Vyhození jedné skleni£ky a zji²t¥ní toho, jestli se roz-
bila, chápeme jako jeden pokus. Jaký je minimální po£et pokus·, které
v nejhor²ím p°ípad¥ pot°ebujeme, chceme-li úlohu vy°e²it?

Úloha je jednodu²²í, pokud máme k dispozici jenom jednu skleni£ku.
Abychom nalezli poºadované patro, musíme skleni£ku postupn¥ vyhazovat
z 1:; 2:; 3:; : : : ; 100: patra. Rozbije-li se v pat°e k, je hledané patro k � 1.
Odpov¥¤ na na²i otázku je 100, protoºe v nejhor²ím p°ípad¥ se skleni£ka
nerozbije ani ve stém pat°e.

Druhou skleni£ku m·ºeme vyuºít k urychlení hledání. Po krátkém za-
my²lení zjistíme, ºe nem·ºeme p°i hledání na²eho patra pouºít analogie
p·lení interval· ani jiný jednoduchý trik. Pom·ºe nám aº pohled z druhé
strany. Ozna£íme siH (k) maximální vý²ku budovy, pro kterou zvládneme
poºadované patro nalézt s pouºitím k pokus·. Máme-li k dispozici ob¥
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skleni£ky, provedeme pokus v pat°ek. Pokud se skleni£ka rozbije, zbude
nám k � 1 pokus· pro patra 1; 2; : : : ; k � 1, tak jako v p°ípad¥ s jednou
skleni£kou. Pokud se naopak skleni£ka nerozbije a z·stává nám je²t¥k � 1
pokus· i ob¥ skleni£ky, m·ºeme prozkoumat dal²ích H (k � 1) pater. Pro
H (k) tedy dostaneme rekurenci

H (k) = k + H (k � 1); H (1) = 1 ;

jejímº rozbalením dostaneme uzav°enou formu

H (k) = k + H (k � 1)

= k + ( k � 1) + ( k � 2) + � � � + 1

= k(k + 1) =2:

Nyní zbývá nalézt nejmen²í k takové, aby platilo

100�
k(k + 1)

2
:

Snadno ov¥°íme, ºe hledanék je 14.
Dokud máme ob¥ skleni£ky, provádíme pokusy postupn¥ v patrech

14; 27; 39; 50; 60; 69; 77; 84; 90; 95; 99; 100:

Po rozbití skleni£ky pokra£ujeme od patra nad tím, ve kterém jsme pro-
vedli poslední pokus bez rozbití.

3. Sto tisíc telefonních £ísel

P°edstavte si, ºe jste zam¥stnanec nebo zam¥stnankyn¥ telekomunika£-
ního operátora a máte soubor obsahující sto tisíc ²estimístných telefonních
£ísel, která jsou p°i°azena jednotlivým zákazník·m. Va²ím úkolem je £ísla
se°adit a vypsat. Ale aby tento úkol nebyl úpln¥ jednoduchý, p°edpoklá-
dejte, ºe z d·vod· úspor má vá² nejlep²í po£íta£ jen 256 KB1) pam¥ti
RAM. 2)

1) P°edpokládáme, ºe 1 KB = 1024 B.
2) V relativn¥ nedávné minulosti, °íkejme jí t°eba osmdesátá léta, po£íta£e s takto

velkou pam¥tí nebyly nic neobvyklého.
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3.1. P°ímo£aré °e²ení

Ze zadání víme, ºe jednotlivá telefonní £ísla budou ²estimístná. M·ºeme
tedy uvaºovat, ºe kaºdé telefonní £íslo je celé £íslo z intervalu 0 aº 999.999
(v£etn¥). Nabízí se proto pro uloºení telefonních £ísel pouºít t°icetidvou-
bitový typ int . Sta£í tedy na£íst jednotlivá £ísla do pole hodnot typuint
a set°ídit n¥jakým vhodným algoritmem jako je QuickSort.

Toto °e²ení je sice p°ímo£aré a jednoduché, ale v námi nastavených
podmínkách nebude fungovat. Do 256 kB pam¥ti se nám vejde jen 65535
hodnot typu int , a to nám nezbude ani místo pro samotný program, ani
pro opera£ní systém.

Dal²í moºností by bylo °adit data s vyuºitím vn¥j²í pam¥ti. Takové
°e²ení by jiº fungovalo, ale nebylo by patrn¥ p°íli² rychlé, ani elegantní, a
proto se jím nebudeme dále zabývat.

3.2. Lep²í °e²ení

P°i hledání vhodn¥j²ího °e²ení m·ºeme vyuºít toho, ºe v seznamu £ísel
bude kaºdé telefonní £íslo nanejvý² jednou. M·ºeme si proto ud¥lat seznam
úpln¥ v²ech £ísel z intervalu [0;999.999] a pozna£it si, která £ísla jsou jiº
zákazník·m p°i°azena. Kdyº tento seznam následn¥ projdeme od za£átku
do konce a vypí²eme jen p°i°azená £ísla, získáme se°azenou posloupnost
p°esn¥, jak pot°ebujeme.

Jak ale vytvo°it takový seznam?Op¥t m·ºeme vyuºít skute£nost, ºe
kaºdé £íslo na vstupu bude nanejvý² jednou a pro reprezentaci seznamu
m·ºeme pouºít bitmapu. V této bitmap¥ kaºdý bit bude p°edstavovat
p°íznak, zda dané telefonní £íslo bylo p°i°azeno, nebo ne.

Výsledné °e²ení by mohlo vypadat následovn¥. Nejd°íve si vytvo°íme
prázdné pole, které bude v pam¥ti zabírat p°esn¥ jeden milion bit·, tj. 125
tis. byt· (nebo 31.250 slov o velikosti 32 bit·). Toto pole inicializujeme
nulami.

1 int32_t numbers[1000000 / 32];
2 for (int i = 0; i < 1000000 / 32; i++)
3 numbers[i] = 0;

V²imn¥me si, ºe v tomto p°ípad¥ nám 256 kB pam¥ti bude dosta£ovat.
Výhodou i nevýhodou m·ºe být, ºe bez ohledu na to, kolik hodnot je na
vstupu, vºdy alokujeme stejné mnoºství pam¥ti.

Dále p°edpokládejme, ºe máme funkciget_number, která postupn¥ na-
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£ítá a vrací hodnoty ze vstupu. V moment¥, kdy narazí na konec vstupu,
vrátí zápornou hodnotu. Zpracování vstupu bude v takovém p°ípad¥ vy-
padat následovn¥.

1 int32_t n;
2 while ((n = get_number()) >= 0) {
3 numbers[n / 32] |= 1 << (n % 32);
4 }

Nejd°íve se na£te do prom¥nnén hodnota ze vstupu, a pokud je nezá-
porná, vyzna£í se p°íslu²ný bit v polinumbers. Hodnota numbers[n / 32]
°íká, ve kterém slov¥ budeme nastavovat p°íslu²ný bit, výraz1 << (n % 32)
udává, který bit se v daném slov¥ nastaví na jedna a operace|= se postará
o samotné nastavení p°íslu²ného bitu.

Posledním krokem je vypsání se°azené posloupnosti £ísel. To provedeme
v podobném duchu. Projdeme v²echna £ísla od 0 do 999.999 (v£etn¥) a
podíváme se, zda pro n¥ byl v polinumbers nastaven odpovídající bit
na 1.

1 for (int i = 0; i < 1000000; i++) {
2 if (numbers[i / 32] & (1 << (i % 32)))
3 printf("%i\n", i);
4 }

V²imn¥me si, ºe pro výb¥r bit· pouºíváme podobný postup jako v p°í-
pad¥ jejich nastavení v p°edchozím kroku. K testování, zda je p°íslu²ný
bit nastaven, slouºí operátor &, který p°edstavuje bitový sou£in dvou hod-
not. Jinými slovy, pokud je p°íslu²ný bit nastaven na jedna, bude hodnota
výrazu numbers[i / 32] & (1 << (i % 32)) nenulová, a tudíº to bude
interpretováno jako spln¥ní podmínky. V opa£ném p°ípad¥ nebude pod-
mínka spln¥na.

3.3. Srovnání s p°ímo£arým °e²ením

Dalo by se namítnout, ºe s dne²ními po£íta£i, které mají mnoho gi-
gabyt· RAM a k tomu virtuální pam¥´, omezení na mnoºství pam¥ti,
které v této hádance máme, je p°íli² vykonstruované. Ud¥lali jsme proto
experiment a srovnali jsme £as nutný k se°azení posloupnosti £ísel po-
mocí QuickSortu a pomocí bitmapy. Výsledky ukazuje obr. 1 (naho°e).
Pro men²í mnoºství £ísel je mírn¥ lep²í QuickSort, ale s rostoucím po£tem
£ísel postupn¥ ztrácí na °e²ení vycházející z bitmapy.
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Druhá námitka by mohla sm¥°ovat k tomu, ºe navrºené °e²ení má ten-
denci plýtvat s pam¥tí. Alokovat za v²ech okolností bitmapu o velikosti
1.000.000 bit· m·ºe vypadat jako rozma°ilost. Je ale pot°eba brát v potaz,
ºe uloºení celých £ísel má také svou nezanedbatelnou reºii. Jak vypadají
nároky na pam¥´ u obou algoritm· ukazuje obr. 1 (dole).
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Obr. 1 Srovnání náro£nosti obou p°ístup· z pohledu rychlosti (naho°e) a nárok·
na pam¥´ (dole).

Jednoduchou úvahou se dá dobrat k tomu, ºe pokud po£et °azených
hodnot k je v¥t²í neº 1

32 H , kde H je po£et v²ech moºných hodnot, je
z pohledu spot°ebované pam¥ti výhodn¥j²í bitmapa.

Z toho se dá usuzovat, ºe b¥ºné °e²ení (nap°. QuickSort) nemusí být za
v²ech okolností to nejefektivn¥j²í.

Zbylé hádanky jsou p°evzaty z knihy [1].

L i t e r a t u r a

[1] Levitin, A., Levitin, M. : Algorithmic puzzles. Oxford University Press, New
York, 2011.
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Úlohy pro výuku JavaScriptu
z p°edm¥tu Programování 1
FILIP FRANK, MIROSLAV ZÍKA

Fakulta pedagogická ZƒU v Plzni

Cíle p°edm¥tu Programování 1 pro vzd¥lávání

P°edm¥t Programování 1 pro vzd¥lávánísi klade za cíl seznámit stu-
denty KVD FPE ZƒU v Plzni se základy programování. Studenti jsou uve-
deni do problematiky programování v programovacím jazyku JavaScript
a seznámí se po teoretické i praktické stránce s elementárními základy
programování se zvlá²tním z°etelem ke vzd¥lávání [1].

Tradi£ním problémem bývá velmi rozdílná úrove¬ jednotlivých student·.
Tento fakt p°i£ítáme ²í°ce obor· st°edních ²kol, jejichº studenti se mohou
rozhodnout studovat pedagogickou fakultu (nap°. v²eobecná gymnázia,
obory potraviná°ské, zem¥d¥lské, elektrotechnické aj.). V pr·b¥hu semi-
ná°· je pak na vyu£ujícím, jakým zp·sobem tento problém vy°e²í. Jako
vhodný postup se jeví dát student·m moºnost volby. Práv¥ vzhledem k po-
tenciálnímu uºití z p°edm¥tu získaných poznatk· ve vzd¥lávání jsou úkoly
navrºeny v rámci zásad a o£ekávaným výstup·m v RVP ZV. Studenti jsou
vedeni k rozd¥lování program· na díl£í °e²itelné £ásti, °e²ení problému více
zp·soby [2]. Tento výstup, resp. zku²enosti s °e²ením, je napl¬ován také
v p°edchozím p°edm¥tuAlgoritmizace pro vzd¥lávání, na který je navázáno
práv¥ p°edm¥tem programování 1.

Jednou z variant °e²ící r·znorodou úrove¬ student· je kooperace nada-
n¥j²ích, zku²en¥j²ích student·, se slab²ími. Díky tomu má vyu£ující ²anci
individuáln¥ pomoci student·m zvládající výuku s velkými obtíºemi. Stu-
denti, kte°í mají jen drobné nejasnosti, je obvykle vy°e²í práv¥ vzájemnou
spoluprací. Zmín¥ná forma výuky navíc pomáhá �xovat poznatky studen-
t·m s vy²²ími zku²enostmi a sou£asn¥ rozvíjí jejich pedagogické kompe-
tence.

Druhou moºností, kterou dostávají nadan¥j²í studenti, je práce na semi-
nární práci, která je sou£ástí zápo£tu. Tento zp·sob zajistí aktivitu nada-
n¥j²ích student·. Vyu£ující se tak m·ºe pln¥ v¥novat ostatním student·m
a zodpovídat v²echny dotazy.
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Pro spln¥ní p°edm¥tu je zapot°ebí splnit zápo£tové testy a obhájit se-
mestrální práci. Zápo£tové testy koncipujeme tak, aby v nich studenti
vyuºili postupy osvojené v pr·b¥hu seminá°·. P°i testu mohou pouºívat
internet a hledat pomocí n¥ho zp·sob, jak zadané problémy v testu °e²it.
Tuto moºnost jsme dali student·m proto, ºe p°i programování skute£ného
projektu budou tyto zdroje s velkou pravd¥podobností stejn¥ vyuºívat.
Jedinými pom·ckami, které studenti vyuºít nesmí, jsou komunika£ní plat-
formy a p°íklady ze seminá°· v jakékoli form¥. Zákaz vyuºití p°íklad· ze
seminá°e je z d·vodu, ºe problémy °e²ené v testu jsou typov¥ podobné t¥m
°e²eným v rámci seminá°·. Po získání zápo£tu jsou studenti p°ipu²t¥ni ke
zkou²ce � ta se op¥t skládá z praktického p°íkladu, který vyu£ující následn¥
zhodnotí. Od roku 2022 byla p°idána teoretická £ást zkou²ky, která stu-
denty m·ºe zvýhodnit v praktické £ásti. ƒím budou studenti v teoretické
£ásti úsp¥²n¥j²í, tím mén¥ bod· musí následn¥ získat v praktické £ásti.

Po absolvování p°edm¥tu získá student následující znalosti a dovednosti:

ˆ °ídí se p°íslu²nými principy p°i vyuºívání záznamu £i jeho alternativy
s ohledem na programovací jazyk,

ˆ rozpozná moºnosti, které nabízí pouºití r·zných typ· programova-
cích jazyk·,

ˆ pouºívá programovací jazyk v souladu s jeho syntaxí a sémantikou,
ˆ °e²í úlohy vztaºené k vstupn¥/výstupním operacím (nap°. z kláves-

nice, na obrazovku, ve vztahu k souboru apod.)
ˆ pouºívá správné struktury programovacího jazyka spojené s logic-

kými operátory,
ˆ vybírá p°i programování správný cyklus pro °e²ení p°íslu²ného pro-

blému,
ˆ odla¤uje program,
ˆ vyuºívá vhodné metody v£etn¥ parametr· [1].

Prost°edí codepen.io

Prost°edí CodePen umoº¬uje vytvá°et webové stránky, p°i£emº oka-
mºit¥ vykresluje jejich vzhled bez nutnosti znovuna£tení stránky, £ímº
dává okamºitou zp¥tnou vazbu. Prost°edí je rozd¥leno do 4 £ástí, jak vi-
díme na obr. 1.

V horní polovin¥ obr. 1 jsou t°i �boxy� slouºící k zapsání daného kódu.
P°i programování pak uºivatel p°istupuje k jednotlivým £ástem izolovan¥,
podobn¥ jako p°i linkování externího CSS nebo JavaScriptu. Výhodou zde
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je, ºe nemusíme samotné napojení na HTML °e²it, v²e je jiº p°ipravené.
Z °ad student· se objevovaly námitky, ºe tímto zp·sobem si bez p°ed-
chozích znalostí webových technologií neosvojí d°íve zmín¥né propojení
(tj. vyuºití tag· link a script). Zde naráºíme na nevýhodu vyuºívání Ja-
vaScriptu a dal²í d·vod volby prost°edí CodePenu. Na²ím cílem není získat
znalosti z oblasti tvorby webový stránek, zejména práce s HTML a CSS.
Na²ím cílem je JavaScript, proto si m·ºeme dovolit vynechat propojo-
vání a p°ejít rovnou k tvorb¥. Ze stejného d·vodu mohou i p°íklady ze
seminá°· v následující kapitole p·sobit trochu fádn¥, aº zastarale. Na²ím
cílem je totiº pochopení funkce na pozadí a °e²ení programátorských pro-
blém·, z nichº uºivatel vidí pouze výsledek. V záhlaví kaºdého z box· je
pak ²ipka, která umoº¬uje spustit obdobu debugeru, jenº £erven¥ zvýrazní
moºné chyby v kódu.

Obr. 1 Prost°edí CodePen

V dolní polovin¥ student okamºit¥ vidí vykreslený výsledek svého kódu.
V p°ípad¥ pot°eby je moºné autorefresh vypnout. To se m·ºe hodit p°i
práci s cykly, kdy je nutno p°edejít op¥tovnému spu²t¥ní nedokon£eného
cyklu a jeho zacyklení.

Poslední z výhod prost°edí CodePen je automatické ukládání. Kód práce
totiº není uloºen na lokálním po£íta£i, ale webu Codepen.io, takºe k n¥mu
má student kdykoli a odkudkoliv p°ístup. Vytvo°ený kód je ov²em moºné
exportovat do souboru .zip £i publikovat na platform¥ GitHub.
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Pokud bychom hledali moºné nevýhody prost°edí CodePen, mohly by
spo£ívat p°edev²ím v problémech p°i zacyklení programu. V tomto p°ípad¥
zde totiº není ºádný nástroj pro p°eru²ení. Je pot°eba po£kat na prohlí-
ºe£em vyvolané zastavení b¥hu z d·vodu nadm¥rného vyuºívání výkonu.
Zacyklený kód navíc zpomalí celý po£íta£, takºe je p°ed zareagováním pro-
hlíºe£e obtíºné cokoli d¥lat. Druhou nevýhodou, se kterou jsme se v²ak za
£ty°i roky setkali jen jednou, je p°etíºení serveru CodePen. V takovém
p°ípad¥ je pak pro studenty problém se i p°ihlásit. Pokud se jim to v²ak
povede, práce uº je dále plynulá.

Úlohy ze cvi£ení

Následující úlohy byly s drobnými obm¥nami pouºívány jiº £tvrtým
rokem ve výuce p°edm¥tuProgramování 1 pro vzd¥lávání.

V následujících kapitolách si vºdy p°edstavíme konkrétní úlohu, její cíl a
postup °e²ení. Následn¥ se budeme zabývat opakujícími se chybami, které
se nap°í£ ro£níky objevují. Chyby si popí²eme a pokusíme se odhalit, na
£em se zakládají.

Výsledky zde uvád¥né se zakládají na dlouhodobém, p°ímém, nestruk-
turovaném, zú£astn¥ném pozorování. ’va°í£ek tvrdí, ºe pro studium ²kolní
t°ídy je zú£astn¥né pozorování vhodné, protoºe nijak zásadn¥ nenaru²uje
sociální interakce a eduka£ní procesy ve ²kole. O nestrukturovaném pozo-
rování mluvíme proto, ºe v pr·b¥hu let jsme sledovali, jak si studenti p°i
práci po£ínají a jaké chyby d¥lají. Necílili jsme v²ak na konkrétní jev. Aº
pozd¥ji se ze získaných dat daly identi�kovat opakující se chyby a chování,
které u student· nap°í£ lety pozorujeme [3].

Nahodile pak probíhaly nestrukturované rozhovory se studenty. Zde se
jednalo zejména o studenty, kte°í ud¥lali opakovanou chybu, nebo nao-
pak nechybovali tam, kde chybovali prakticky v²ichni. Vyuºili jsme zde
otev°ené otázky, které vºdy sm¥°ovali na konkrétní námi pozorovaný jev.
Díky otev°eným otázkám jsme m¥li moºnost zjistit úhel pohledu studenta
na °e²ení úlohy, samotnou úlohu i jeho postoj k chyb¥ a práci s ní.

Kompletní seznam úloh v p°edm¥tu Programování 1 pro vzd¥lá-
vání

1. Úvod do HTML, JS a CSS

Úloha uvádí studenty do problematiky propojení HTML, JS a CSS. Stu-
denti vytvá°í bloky stránky, které následn¥ upraví kaskádovými styly.
Na záv¥r se po stisknutí tla£ítka m¥ní obrázky na stránce pomocí JS.
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2. Smilíci

Úloha je zam¥°ena na práci s prom¥nnými. Vyuºívají se zde r·zné p°e-
nosy a získávání prom¥nných. Mimo jiné je zde moºno vid¥t, ºe r·zné
cesty vedou ke stejným výsledk·m, ov²em s r·znou efektivitou.

3. Diktát

Úloha je zam¥°ena na práci se stringem, tj. textovým °et¥zcem. Stu-
denti upravují uºivatelem zadaný text. Z tohoto textu odstra¬ují zvo-
lené £ásti. Zárove¬ musí zajistit, aby se odstran¥né £ásti daly se zvý-
razn¥ním vrátit. Sou£ástí je o²et°ení vstupu pomocí podmínek.

4. Hádání £ísel

Úloha je zam¥°ena p°edev²ím na cyklus while. Studenti vygenerují ná-
hodné £íslo z rozsahu zadaným uºivatelem a následn¥ je pomocí modál-
ního okna uºivatelem hádána hodnota £ísla. Uºivatel dostává zp¥tnou
vazbu, zda se tre�l, nebo jestli jeho odhad moc velký, £i malý.

5. Ovocné hrátky s polem

Úloha je zam¥°ena na seznámení student· s polem. Studenti vytvo°í
pole a naplní jej ovocem. Uºivatel musí mít moºnost nechat si vypsat
konkrétní poloºku z pole, p°idávat v¥ci do pole, mazat z n¥ho poloºky
nebo celé pole vypsat.

6. Auta a cykly

Úloha se zam¥°uje na cyklus FOR a práci s polem, ve kterém jsou
objekty. Díky objekt·m studenti zjistí, ºe funkce p°edde�nované v Ja-
vaScriptu nelze pouºít vºdy. Nau£í se manuáln¥ procházet a pracovat
s polem pomocí zmín¥ného cyklu. Zárove¬ budou pracovat s jednot-
livými vlastnostmi objektu. Díky tomu studenti vidí výhody pouºití
objektu oproti vyuºití n¥kolika prom¥nných.

7. Úvod do canvasu a odráºecí kuli£ka

Úloha si klade za cíl seznámit studenty s moºnostmi canvasu (tj. kreslí-
cího plátna). Za£ínáme na jednoduchých £arách a objektech, které stu-
denti obarvují a pozicují. Následn¥ p°echázíme k jednoduché animaci
postavené na rychlém vykreslování a mazání.

8. Náhodný graf

Úloha prohlubující p°edchozí úvod do canvasu ukazuje jeho moºné prak-
tické vyuºití p°i reprezentaci hodnot. Pro zopakování studenti generují
daný po£et náhodných hodnot omezeného rozsahu, z nichº následn¥

Matematika � fyzika � informatika 31 (4) 2022 307



ur£í maximum, minimum a aritmetický pr·m¥r. Kaºdou hodnotu vy-
kreslí do sloupcového grafu, kde ozna£í maximum zelen¥ a minimum
£erven¥. Celý graf protíná p°ímka znázor¬ující pr·m¥rnou hodnotu.

9. Prohazování obrázk· na tla£ítko s moºností textového vyhledávání

Jedná se o první typovou úlohu pouºívanou u zápo£tového testu. Stu-
denti musí vytvo°it obdobnou stránku, jako u p°íkladu Úvod do HTML,
JS a CSS. P°idaný je t°etí obrázek, v p·vodní úloze jsou jen dva. Dále
zde studenti musí vy°e²it textové zadávání pro zm¥nu na konkrétní ob-
rázek. Textové zadávání °e²í pomocí p°ijímaných konkrétních slov. Pod
obrázky dále zobrazují historii textov¥ zadávaných obrázk·.

10. Neodbytný vrchní

Úloha vznikla jako opravný zápo£tový test. První zápo£tový test je
postaven na úlozeAuta a cykly, která byla zm¥n¥na na ú£tenku. Úloha
je jinak úpln¥ stejná. Ú£tenka v²ak vykazovala vysokou míru neúsp¥chu,
proto byla p°esunuta aº do zkou²kového testu.

Neodbytný vrchní je simulátorem pobytu v hospod¥. Po usednutí se
zákazníka ujme vrchní, který se neustále ptá na jeho objednávku. Toto
je °e²eno modálním oknem a cyklem. Vrchní skon£í s dotazy aº ve chvíli,
kdy uºivatel klikne na tla£ítko Zru²it. Poté studenti °e²í odchod a formu
placení � bu¤ jednotlivých poloºek, v²eho najednou £i dokonce pokus
o odchod bez placení.

11. Spojnicový graf s uºivatelským vstupem

Úloha je postavena na znalostech získaných u práce se sloupcovým gra-
fem. Uºivatel má moºnost zadávat omezené hodnoty, které bude graf
schopen vykreslit. Hodnoty se ukládají do pole vypisovaným pod ge-
nerovaným spojnicovým grafem. Ze v²ech hodnot si studenti ur£í ma-
ximum, minimum a aritmetický pr·m¥r. Uºivatel musí mít moºnost
zvolené hodnoty mazat zadáním po°adí hodnoty.

S ohledem na rozsah celého £lánku se budeme v tomto p°ísp¥vku zabý-
vat pouze t°emi prvními úlohami.

1. Úvod do HTML, JS a CSS

Cvi£ení student·m p°edstavuje jednotlivé £ásti webu, kterými jsou v na-
²em p°ípad¥ HTML, JavaScript a CSS. Studenti v úvodní úloze vnímají
rozdílné úlohy jednotlivých jazyk·.
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Postupn¥ jsou p°edstaveny základní tagy a jejich atributy. Studenti si
nejprve p°ipraví obsah HTML, který ale prozatím není formátován CSS
ani oºivován pomocí JavaScriptu. Úvodní obrázek je nalinkován pomocí
URL cesty p°ímo do HTML.

Dal²ím krokem je p°idání CSS. Nejprve nastavíme ve²kerý zobrazovaný
text na Arial a obarvíme jej na zvolenou barvu. Díky tomu se studenti
mohou seznámit s rozdílem mezi CLASS a ID, kdy pochopí, ºe pomocí
ID mohou upravit konkrétní text, i kdyº je v rámci dané t°ídy. Obarvení
pomocí ID pouºijeme u jména, které obarvíme na bílou barvu. Dále zvý-
razníme tla£ítka zeleným ráme£kem. Rodi£ovský element div, který nám
sdruºuje v²echny prvky, obarvíme zvolenou barvou a v²echny jeho prvky
vyst°edíme.
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Obr. 2 Úloha Úvod do HTML, JS a CSS

Kód úlohy je k dispozici na https://codepen.io/filip-frank/pen/
wELGQv.

Následn¥ se p°esuneme na JavaScript, který v této úloze bude velmi
jednoduchý. P°ipravíme si funkci pikachu() , kterou naváºeme na tla£ítko
se stejným nápisem. P°i jeho stisku se p·vodní obrázek zm¥ní na obrázek
jmenovaného pokémona. Tak°ka identickou funkci si p°ipravíme pro druhé
tla£ítko, kde bude jiný obrázek. Tímto zp·sobem m·ºeme p°epínat mezi
dv¥ma obrázky pomocí dvou tla£ítek. Lze zde také za°adit zm¥nu stylu.
Typicky m¥níme barvu textu, podtrºení a podobn¥.

Záv¥rem tohoto úkolu se studenti velmi okrajov¥ seznamují s podmínkou
if . Vzhledem k tomu, ºe jde o první úlohu, problematiku °e²íme zejména
algoritmicky a kód si v tuto chvíli spí²e ukáºeme. Cílem je vytvo°it tla£ítko
Zm¥¬, které bude cyklicky m¥nit obrázky mezi sebou. Studenti sami musí
p°ijít na logiku, ºe pokud bude zobrazen obrázek X, pak tla£ítko zm¥ní
obrázek na Y a naopak.
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Pozorované chyby

V p°edstavené úloze studenti p°íli² nechybují, nebo´ se jedná zejména
o práci s HTML a CSS. Úrove¬ první úlohy je ve v²ech £ástech (HTML,
CSS i JS) velmi nízká, nej£ast¥j²í chyby jsou proto spojeny spí²e s p°e-
klepy. Výjime£n¥ se objeví chyba, kdy student zam¥¬uje atributy CLASS
a ID. V sekci s JavaScriptem se v²ak opakuje £astá chyba, kdy studenti
kontrolují, zda je zobrazen obrázek X a následn¥ p°i vyhodnocení dosadí
obrázek X místo Y. Vidíme zde tedy, ºe ²patn¥ vyhodnocují podmínky a
na kladné v¥tvi se chovají, jako na záporné.

2. Smilíci (Práce s prom¥nnými, parametrem a následn¥ s pod-
mínkami)

V úkolu Smilíci se studenti seznamují s moºnostmi JavaScriptu: jak
p°ená²et informaci pomocí prom¥nné a parametru nebo jak ji získat p°ímo
z HTML prvku. Vzhledem ke snaze, v¥novat co nejv¥t²í £as JavaScriptu,
je z °e²ení zcela vynecháno stylování pomocí CSS.

Na za£átku studenti vytvo°í HTML strukturu podle hotové p°edlohy.
I kdyº je HTML zna£kovací, ne programovací jazyk, nepovaºovali jsme
za vhodné dávat student·m vypracované HTML. Je d·leºité, aby se sami
nau£ili propojovat r·zné prvky HTML, v tomto p°ípad¥ zejména tla£ítka,
s JavaScriptem sami.

Po vytvo°ení struktury, bez jakéhokoli nalinkování, p°ichází první úkol,
kdy se studenti seznámí s prací s prom¥nnou. Jejich úkolem je de�novat
si prom¥nnou se stringovou hodnotou poºadovaného smilíka. V prvním
p°ípad¥ se jedná o usm¥vavého smilíka. Po kliknutí na dané tla£ítko by
se m¥l poºadovaný smilík zobrazit pod °adou tla£ítek. Zárove¬ by se m¥l
smilík p°idat na konec °ady (pod obsluºnými tla£ítky), £ímº se nám vy-
tvá°í historie stisknutých tla£ítek. V tomto p°ípad¥ vysta£íme s klasickým
stringem. Studenti tak musí vy°e²it, jak zobrazit nového smilíka a sou£asn¥
ho vhodn¥ p°idat ke d°íve zobrazeným.

Studenti mají dále za úkol u tla£ítek m¥nit zp·sob, jakým získávají
hodnotu vypisující se pod tla£ítka a do zobrazené historie. Postupn¥ si
tak vyzkou²í moºnost získání textu z popisku tla£ítka, p°ená²et jej po-
mocí parametru funkce nebo dokonce zapisovat pouze text bez pouºití
prom¥nné. Díky tomuto postupu studenti porovnávají náro£nost, univer-
zálnost a pochopitelnost jednotlivých °e²ení. O nejvhodn¥j²ím zp·sobu je
v záv¥ru hodiny vedena diskuse. Obvykle mají studenti tendence upínat se
pouze k jedné variant¥, jako té nejlep²í. Tradi£n¥ jí bývá p°enos parame-
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trem, který sice studenti povaºují za nejsloºit¥j²í, ale zárove¬ v n¥m vidí
velkou univerzálnost.

V dal²í £ásti úkolu pak je nutno implementovat tla£ítko Smazat, které
maºe celou historii. Tla£ítko Backspace, které maºe znak po znaku historii
od konce, a tla£ítko Delete mazající °adu od za£átku. Tato tla£ítka jsou
v dal²í hodin¥ o²et°ována tak, aby v p°ípad¥, ºe není co mazat, na tuto
skute£nost upozornily.

Posledním úkolem v této úloze je moºnost p°idat vlastní slovo, nebo
klidn¥ jen znak. Zde musí studenti nejen znak p°idat stejným zp·sobem,
jako to d¥lali u smilík· (tedy na konec °ady i posledního stisknutého),
v roz²í°ení musí také validovat vstup pro kontrolu, zda uºivatel skute£n¥
n¥co zadal. Pokud by ve vstupním poli bylo prázdno, m¥lo by to být op¥t
ohlá²eno.

Obr. 3 Úloha Smilíci

Kód úlohy je k dispozici na https://codepen.io/filip-frank/pen/
dgGZYy.

Pozorované chyby

V tomto úkolu £asto se vyskytují chyby, zejména v jeho první £ásti se
zobrazením jednoho smilíka, pramení spí² ze syntaktické stránky. Problém
je pom¥rn¥ jednoduchý � je pot°eba p°enést informaci. V¥t²inou se jedná
o chyby, kdy studenti otá£í p°i°azování do prom¥nných. Místo smilíka se
do prom¥nné pokou²í p°i°azovat neexistující prom¥nnou do smilíka (tj.
dochází k prohazování levé a pravé strany p°irazování).

Více zajímavé je °e²ení zobrazování historie. Zde je obvyklou chybou
postup, kdy studenti jednodu²e zopakují p°i°azení smilíka do °ady stejn¥,
jako kdyº jej jen zobrazovali. Výsledkem pak je, ºe místo prodluºující se
°ady je zobrazován jen práv¥ stisknutý smilík. Je to proto, ºe je pot°eba
vºdy vzít data z existujícího záznamu (je moºné si pro n¥ p°ipravit spe-
ciální prom¥nnou, ale není to nutné) a p°idat k nim nejnov¥j²í stisknutou
hodnotu. Po tomto zji²t¥ní obvykle studenti jiº °e²í jen problém po°adí
prom¥nných, aby byla poslední stisknutá data na konci.

V £ásti s mazáním se studenti £asto zaseknou p°i tvorb¥ podmínky.
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Neví, jakým zp·sobem kontrolovat délku historie. Obvyklé chybné pokusy
jsou porovnání v·£i ni£emu tedy � if rada=� , porovnání v·£i nule � if
rada=0� nebo v·£i meze°e �if rada=` `� . Porovnání v·£i prázdnému
°et¥zci, které je v tomto p°ípad¥ správné, napadne jen málo student·.
Tento poznatek v²ak bez problém· vyuºijí ve chvíli kontroly uºivatelského
vstupu u �nální £ásti úlohy, v n¥mº uºivatel zadává vlastní text. Zde se
jiº chyba neopakuje.

Velmi £astou syntaktickou chybou, která se objevuje nap°í£ celou úlo-
hou, je p°i°azení funkce k danému tla£ítku. Jde o chybu, kterou si studenti
jednodu²e velmi £asto neuv¥domí. V £ásti s JavaScriptem je v²e vytvo°eno
správn¥, ale chybí navázání na tla£ítko pomocí atributuonClick (s moº-
ností p°i°azování pomocí konstrukceaddEventListener jsou studenti se-
známeni pozd¥ji).

3. Diktát

Smyslem úlohy nazvanéDiktát je seznámit studenty s prací se stringem,
jeho vlastnostmi a moºnostmi. Hlavním úkolem je vytvo°it zadávací pole
(textarea) pro uºivatele, kam vloºí £i napí²e sv·j text a následn¥ ho p°ebere
do jiného html prvku. V n¥m bude moºné z textu odstra¬ovat poºadovaná
písmena tak, aby vznikla klasická £e²tiná°ská dopl¬ova£ka. M¥lo být moºné
také zobrazit °e²ení diktátu, kdy se hledané prvky zobrazí £erven¥ a velkým
písmem.

Studenti tradi£n¥ za£nou HTML strukturou, kterou následn¥ opat°í
styly. Tentokrát bude zapot°ebí si uv¥domit, ºe prvky mají být rozesta-
veny podle p°edlohy. Tím pádem se nabízí vytvo°it dva rámce zobrazené
vedle sebe.

Základní funkcí, kterou je pot°eba vy°e²it, je p°enos textu z levé sekce
do pravé, kde budou moºné úpravy pomocí tla£ítek. Studenti musí nejen
dokázat p°enést text, ale zárove¬ mají za úkol podle jeho délky vypsat, zda
se jedná o krátký, dlouhý, nebo st°edn¥ dlouhý diktát. Zde mají studenti
moºnost se kreativn¥ vyjád°it v hlá²kách zobrazovaných v modálních ok-
nech. Pokud by nebylo ve vstupním poli uºivatelem nic zadáno a pokusil
se stisknout tla£ítko pro p°evzetí textu, musí vysko£it varovná hlá²ka a zá-
rove¬ se nesmí spustit ani procedury, které by p°ebíraly �nezadaný� text.

Po vytvo°ení funkce pro p°evzetí musí studenti zpracovat odstran¥ní
poºadovaných znak· £i slabik. Zvolili jsme moºnosti y/i, s/z, m¥/mn¥,
které bývají tradi£ními dopl¬ova£kami na základních ²kolách. Úkolem je
najít poºadovaný znak a nahradit jej v textu podtrºítkem.
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Na záv¥r by m¥li studenti vytvo°it tla£ítko zobrazující po stisknutí
správné °e²ení. Tato funkcionalita je pom¥rn¥ jednoduchá. Vezme se p·-
vodní text a v n¥m se najdou znaky, které byly odstran¥ny. Ty se pak
zobrazí £erven¥ a velkým písmem.

Zbylá tla£ítka z obr. 4, tedy Backspace, Delete a Smazat, jsou opa-
kováním z p°edchozích úloh a jejich funkcionalita je stejná. Studenti ve
v¥t²in¥ p°ípad· nemají problém zopakovat jiº vytvo°ené °e²ení.

Obr. 4 Úloha Diktát

Kód úlohy je k dispozici na https://codepen.io/filip-frank/pen/
qBNKjwm.

Pozorované chyby

P°i tvorb¥ HTML struktury studenti £asto chybují v rozd¥lení rámc·.
Obvykle ztrácí p°ehled o svém kódu a nevidí, kde rámec za£íná a kon£í.
Výsledkem je, ºe mají následn¥ pom¥rn¥ závaºné problémy s rozestav¥ním
jednotlivých £ástí pomocí CSS. Jako dobré °e²ení se ukázalo apelovat na
odsazování vno°ených prvk·, kdy jsou za£átky a konce rámc· dob°e vid¥t.

P°i p°evzetí textu se pak objevuje víc chyb, které ale nemají fatální
dopad na celou funk£nost. Studenti správn¥ zkontrolují, zda je n¥co v poli
zadáno, pak ale kontrolují délku textu a zde dochází bu¤ k p°ekrývání
interval·, kdy diktát je jak st°edn¥ dlouhý, tak krátký apod. Dochází také
k vynechání jedné hodnoty, která je p°esn¥ na p°elomu délky textu. Stu-
denti nap°íklad kontrolují, zda je text krat²í neº 150 znak·, pak je diktát
krátký. P°i kontrole, zda je text st°ední se pak ptají, zda je text del²í neº
150 znak· a zárove¬ krat²í neº 300. Tím pádem vynechávají délku 150.
Situace se pak m·ºe opakovat, kdy místo pouºití ELSE pro dlouhý diktát
speci�kují del²í neº 300, £ímº op¥t délka 300 vypadne. Studenti po demon-
strování t¥chto chyb snadno dopl¬uje v¥t²í/men²í nebo rovno, p°ípadn¥ na
poslední moºnost vyuºijí ELSE.

Dal²ím problematickým prvkem se stává samotné odstra¬ování poºado-
vaných znak·. Studenti si správn¥ vyhledají, ºe JavaScript má na vyhle-
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dávání a nahrazení znaku funkci a bez problému ji vyuºijí. Problém je, ºe
funkce nalezne pouze první hledaný prvek, ale neprochází celý text. Tento
problém studenti £asto sami ani nevy°e²í, protoºe spoléhají na dodávané
funkce. •e²ení je projít si ucelené informace k funkci. P°ipravená funkce
totiº obsahuje parametry, které umoº¬ují procházet celý text. Druhé °e²ení
je vyuºití cyklu. V dob¥ °e²ení této úlohy v²ak je²t¥ cykly nebyly probrány,
a tak v¥t²ina student· sáhne k °e²ení pomocí parametru p°ipravené funkce.

Chybou, kterou d¥lá drtivá v¥t²ina student·, je také opomenutí faktu,
ºe JavaScript je case sensitive, tedy rozli²uje velká a malá písmena. ƒastým
problémem je, ºe studenti nahradí pouze malá písmena a velká z·stanou
nenahrazena.

Posledním problémem je ve v²ech p°ípadech zobrazení °e²ení. Tuto pro-
blematiku vy°e²í obvykle jednotky student· v ro£níku. Studenti se snaºí
získat p·vodní text z upravovaného textu s podtrºítky. Po n¥kolika mar-
ných pokusech se rozhodnou, ºe by bylo moºné znovu p°evzít text z pole,
do kterého nám zadává text uºivatel. Toto °e²ení funguje do chvíle, neº
cht¥jí prezentovat své °e²ení vyu£ujícímu. Studenti totiº opomíjejí fakt, ºe
s textem v poli m·ºe uºivatel manipulovat. Ve chvíli, kdy vyu£ující text
smaºe a zkou²í zobrazit °e²ení, se smaºe i druhý text. Správným °e²ení
zde je uloºit text do duplicitní prom¥nné uº p°i prvotním p°ebírání textu.
V tom p°ípad¥ nám z·stane text p·vodní, který m·ºeme zobrazit a pouze
v n¥m zv¥t²it a za£ervenit poºadované £ásti.

Záv¥r

V £lánku jsou p°edstaveny t°i úlohy z p°edm¥tuProgramování 1 pro
vzd¥lávání. Úlohy za sebou mají 4. rok nasazení ve výuce, a proto bylo
moºné p°edstavit opakované chyby, kterých se studenti p°i °e²ení dopou²-
t¥jí. Úlohy re�ektují velký rozptyl zku²eností student· s programováním,
p°i£emº p°i °e²ení úloh mohou studenti pouºívat internet a r·zné zdroje,
které by stejn¥ v praxi pouºívali. V rámci p°edm¥tu je vytvo°eno celkem
8 úloh pro seminá°e a dal²í 3 úlohy ke zkou²ce. Dal²í úlohy budou s ohle-
dem na rozsah £lánku p°edstaveny v budoucnu.

L i t e r a t u r a

[1] Programování 1 pro vzd¥lávání. Západo£eská univerzita, Plze¬.
[2] Rámcový vzd¥lávací program pro základní vzd¥lávání. Dostupné z: https:

//www.edu.cz/wp-content/uploads/2021/07/RVP-ZV-2021.pdf
[3] ’va°í£ek, Roman, ’e¤ová, Klára a kol. : Kvalitativní výzkum v pedagogic-

kých v¥dách. Portál, Praha, 2014.
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ZPRÁVY
40. mezinárodní konference
Historie matematiky

Od 19. do 23. srpna 2022 se v Po-
d¥bradech na zámku konal v prosto-
rách Ústavu jazykové a odborné p°í-
pravy UK jiº 40. ro£ník konference (viz
https://www.fd.cvut.cz/personal/
becvamar/konference/index.html ).
P°i zahájení p°ipomn¥l Jind°ich Be£vá°
její bohatou historii; jeho prezentace je
vystavena na uvedené adrese.

Konference n¥kolikrát zm¥nila jmé-
no a jakoºto letní ²kola Sv¥tonázorová
výchova v matematice se poprvé ko-
nala v roce 1980 v Branºeºi díky Ja-
roslavu ’edivému (1934�1988). O její
dal²í ºivot se organiza£n¥ mj. posta-
rali Jaroslav Folta (1933�2011), Edu-
ard Fuchs, Dag Hrubý a Ale² Trojá-
nek. V poslední dob¥ o ni pe£ují Mar-
tina a Jind°ich Be£vá°ovi spolu s ²ir²ím
okruhem koleg· a zázemí jí poskytuje
v Pod¥bradech ve ²pi£kov¥ pohostin-
ném prost°edí v rámci ÚJOP UK Mar-
tin Melcer.

Bez ohledu na r·zná jména, která
konference m¥la, její náplní byla a je
normální (neideologizovaná) historie
matematiky a jejími ú£astníky jsou
pedagogové z r·zných typ· st°edních
i vysokých ²kol, studenti, doktorandi
a dal²í zájemci o matematiku a její vý-
voj. Takováto setkání lze v dne²ní dob¥
provád¥t i �na dálku� prost°ednictvím
internetu, ale moºnost osobních kon-
takt· a vým¥ny informací a názor·
v p°átelské atmosfé°e je nedocenitelná.
A tak je konference £asto podn¥tem

k dal²ímu sm¥°ování práce, pomáhá
zpest°ovat výuku matematiky a zvy²o-
vat její oblibu. P°ispívá tak i k hlub-
²ímu propojení výuky p°edm¥t·, které
se stále sbliºují spí²e formáln¥ ve fakto-
gra�cké rovin¥ neºli v oblasti hlub²ího
porozum¥ní p°í£in a d·sledk· vývoje.

Na p·d¥ konference vznikly i n¥-
které hlub²í v¥decké projekty, které
vedly k publikaci monogra�í, nap°í-
klad The Development of Mathematics
Between the World Wars, ed. Martina
Be£vá°ová, World Scienti�c Publishing
Europe 2021. Konference je také neod-
d¥liteln¥ spjata s edicí D¥jiny Matema-
tiky , ve které jiº vy²lo 65 svazk· (viz
https://www.fd.cvut.cz/personal/
becvamar/Edice/Edice.htm ), z nichº
v¥t²ina je dostupná online v Digi-
tální matematické knihovn¥ DML-CZ
(https://dml.cz/ ).

Jubilejní akci p°ipravil výbor ve
sloºení Jind°ich Be£vá°, Martina Be£-
vá°ová a Magdalena Hyk²ová z FD
ƒVUT, Zden¥k Halas z MFF UK, Mar-
tin Melcer z ÚJOP UK a Miroslava
Otavová s Irenou Sýkorovou z V’E.
Konala se za podpory grantu Nedo-
cen¥ná role plze¬ských premonstrát·
v matematice a p°írodov¥d¥(21-08835S
GA ƒR) v obvyklé p°átelské atmosfé°e.

Konference, které se p°es moºný po-
tenciální zásah covidové epidemie zú-
£astnilo více neº 40 ú£astník· z ƒeské
republiky, Slovenska, Polska a Itálie,
byla tentokrát v¥nována tematicky ob-
dobí vývoje matematiky a jejího vyu-
£ování v na²ich zemích ve druhé polo-
vin¥ 18. století a první polovin¥ 19. sto-
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letí s obvyklými £asovými a tematic-
kými p°esahy. Ú£astníci obdrºeli bo-
haté konferen£ní materiály, obsahu-
jící n¥které svazky edice, propaga£ní
materiály MFF UK aj. Zvané p°ed-
ná²ky proslovili Vojtech Bálint ( Ma-
tematika a jej vyu£ovanie v Ma¤arsku
v rokoch 1750�1850), Jind°ich Be£vá°
(Josef Franti²ek Smetana, p°írodov¥-
dec, historik a básník), Martina Be£-
vá°ová (Premonstrátské ²koly v Plzni
a jejich vztah k výuce matematiky a p°í-
rodov¥dných p°edm¥t·), Stanisªaw Do-
moradzki ( Matematyka w Polsce i jej
nauczanie w okresie funkcjonowania
Komisji Edukacji Narodowej (1773�
1794)), Zden¥k Halas (Zárodky teorie
grup v pracích J. L. Lagrange a L. Eu-
lera), Magdalena Hyk²ová ( Pravd¥po-
dobnost v u£ebnicích pouºívaných v £es-
kých zemích v 1. polovin¥ 19. sto-
letí ), Martin Melcer ( Z °í²e hv¥zd £eské
astronomie), Miroslava Otavová ( Od
Vydry k Janderovi � výuka matematiky
na praºské univerzit¥), Antonín Slavík
(O Lagrangeov¥ p°ístupu k matema-
tické analýze), Irena Sýkorová ( Praº-
ský rodák Bernard Bolzano) a Ji°í Ve-
selý (Funkcionální rovnice � jiný úhel
pohledu).

Konferen£ní p°ísp¥vky také p°ed-
nesli Eli²ka Beránková ( P·sobení So-
�e Kovalevské ve Stockholmu v le-
tech 1883�1891 ), Davide Crippa ( Te-
aching elementary mathematics at the
university of Prague: A study of Latin
compendia from the second half of the
18th century ), Tomá² Lengyelfalusy
a ’tefan Tka£ik ( Predstavenie projektu
KEGA Osobnosti slovenskej matema-
tiky a edície Osobnosti slovenskej ma-
tematiky ), Nikola Pajerová ( Diferen-
ciální geometrie, její diskrétní verze
a aplikace) a Jaroslav Zhouf (Jubilejní

rok 2022 z pohledu historie Matema-
tické olympiády).

Odborný program konference byl
dopln¥n prohlídkou zámku a spole£en-
ským ve£erem v jeho zahrad¥, kde byla
téº p°ipomenuta ºivotní jubilea Mi-
roslavy Otavové a Jind°icha Be£vá°e.
Sou£ástí ve£era byla i obvyklá zábavná
tombola.

Podrobné informace o minulých, ale
i p°ipravovaných konferencích a semi-
ná°ích z historie matematiky, jsou p°í-
stupné na v prvním odstavci uvede-
ných webových stránkách Martiny Be£-
vá°ové (FD ƒVUT v Praze).

Ji°í Veselý

ƒty°i medaile pro £eské
studenty na 52. mezinárodní
fyzikální olympiád¥

ƒe²tí st°edo²koláci se na Meziná-
rodní fyzikální olympiád¥ v roce 2022
op¥t neztratili a získali na ní dv¥ st°í-
brné a dv¥ bronzové medaile. V neo�ci-
álním po°adí stát· jim pat°í 30. místo,
£emuº odpovídá 8. místo mezi zem¥mi
Evropské unie.

V roce 2022 prob¥hl uº 52. ro£-
ník Mezinárodní fyzikální olympiády
(MFO). Poté, co byla MFO v roce
2020 zcela zru²ena kv·li pandemii one-
mocn¥ní Covid19 a v roce 2021 pro-
b¥hla pomocí prost°edk· komunikace
na dálku, v²ichni se t¥²ili na pre-
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zen£ní sout¥º. Nicmén¥ organizací le-
to²ní MFO bylo pov¥°eno B¥lorusko a
rozhodnutím Mezinárodní rady MFO
na svém mimo°ádném online zasedání
dne 3. 4. 2022 byla organizace MFO
B¥lorusku odebrána. Pro p°ípadného
náhradního organizátora by to zname-
nalo, ºe na zorganizování sout¥ºe, které
obvykle zabere n¥kolik let, bude mít
pouze t°i m¥síce. P°esto se organizátor
na²el. ’výcar²tí kolegové pouhých n¥-
kolik dní po dubnovém jednání Meziná-
rodní rady MFO oznámili, ºe jsou p°i-
praveni MFO zorganizovat, ale díky ve-
lice krátkému £asu pouze op¥t pomocí
prost°edk· komunikace na dálku. Záro-
ve¬ vyzvali ú£astnící se státy, aby p°í-
padn¥ vytvo°ily v¥t²í skupinky a sjely
se sout¥ºit na jedno místo. ƒeská re-
publika byla následn¥ oslovena kolegy
z N¥mecka, zda by m¥la zájem sout¥ºit
v N¥mecku spole£n¥ s N¥meckem, Dán-
skem, Estonskem a Slovinskem. Tuto
nabídku ƒR s vd¥£ností p°ijala.

Sout¥º po°ádala ve dnech 9. aº
17. £ervence 2022 ’výcarská fyzikální
olympiáda, odbornou £ást sout¥ºe za-
²títil Akademický výbor Evropské fyzi-
kální olympiády ( https://ipho2022.
com). ƒeská republika sout¥ºila v are-
álu fyzikální laborato°e DESY (Deuts-
ches Elektronen-Synchrotron) v Ham-
burku v N¥mecku ve sloºení: Ji°í Kohl ,
absolvent Biskupského gymnázia Brno,
Ale² Opl , absolvent Gymnázia a Hu-
dební ²koly hl. m. Prahy, Hynek Jake²,
absolvent Slovanského gymnázia Olo-
mouc, Ond°ej ’krna , absolvent Gym-
názia Bud¥jovická, Praha a Josef Vá-
cha, absolvent Gymnázia J. Keplera,
Praha. Je t°eba vyzdvihnout, ºe ve²-
keré pobytové náklady �nan£n¥ porylo
Spolkové ministerstvo ²kolství a vý-
zkumu spole£n¥ s DESY.

Krom¥ dvou sout¥ºích p·ldn· p°i-
pravili n¥me£tí organizáto°i pro stu-
denty i zajímavý doprovodný pro-
gram obsahující exkurzi do laborato°í
DESY, p°edná²ku prof. Axela Linde-
rena a také celodenní výlet zahrnující
vyjíº¤ku lodí do p°ístavu a náv²t¥vu
sv¥ta miniatur v Hamburku.

Dv¥ experimentální úlohy, kterými
se za£ínalo sout¥ºit, byly, podobn¥ jako
tomu bylo v letech 2020 a 2021 na
Evropské fyzikální olympiád¥, nahra-
zeny úlohami simula£ními. Tedy sou-
t¥ºící m¥li k dispozici program spu²-
t¥ný na po£íta£i, do kterého zadávali
vstupní parametry m¥°ení a po£íta£
vracel výsledky. První úloha se týkala
zji²´ování informací o neznámé planet¥,
na které se sout¥ºící z neznámých d·-
vod· ráno probrali. Na planet¥ vybu-
dovali v¥º, ze které mohli pou²t¥t z r·z-
ných vý²ek mí£ky s r·znými polom¥ry
a r·znými hustotami. M¥li za úkol zjis-
tit tíhové zrychlení na planet¥, polo-
m¥r planety a hmotnost planety. Dále
studovali vlastnosti atmosféry, ur£o-
vali rychlost vanoucího v¥tru, hustotu
vzduchu na povrchu planety, tlou²´ku
atmosféry, tlak na povrchu a molární
hmotnost vzduchu. Na záv¥r je²t¥ ur-
£ovali délku dne na planet¥. Tématem
druhé úlohy byla válcovitá vakuová di-
oda. V zadání mohli m¥nit geometrické
parametry diody (coº by v reálném ex-
perimentu bylo nerealizovatelné). Na
základ¥ m¥°ení m¥li zjistit, jak maxi-
mální proud diodou závisí na geomet-
rických parametrech a na nap¥tí.

V²echny t°i teoretické úlohy p°ed-
loºené organizátory byly extrémn¥ ná-
ro£né, vyºadovaly pokro£ilé znalosti
fyziky a vytvá°ení fyzikálních model·.
První úloha byla zam¥°ena na per-
manentní magnety. Sout¥ºící studovali
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pole °etízku vytvo°eného z kulových
magnet· a následn¥ i pole rovinných
uspo°ádání kulových magnet·. Druhá
úloha nemohla být aktuáln¥j²í. Jejím
tématem byl vesmírný teleskop Jamese
Webba a jeho optické vlastnosti. Dále
se °e²ila termodynamika chlazení in-
fra£ervených kamer v teleskopu. T°etí
úloha byla vlastn¥ souborem £ty° ne-
závislých úloh, jejichº spole£ným jme-
novatelem bylo ²kálování. Vºdy byl
popsán n¥jaký fyzikální jev a otázka
zn¥la, jak se zm¥ní n¥která veli£ina p°i
zadané zm¥n¥ veli£iny jiné.

Sout¥ºe se nakonec aktivn¥ zú£ast-
nilo celkem 368 student· ze 75 stát·
a teritorií z p¥ti sv¥tových kontinent·
(Evropy, Asie, Austrálie, Afriky a obou
£ástí Ameriky). Mimo 75 stát· sout¥-
ºilo 10 jednotlivc· pod neutrální vlaj-
kou, jednalo se o sout¥ºící z Ruska a
B¥loruska. N¥které delegace m¥ly po-
£et sout¥ºících men²í neº p¥t. Mezi
75 zú£astn¥nými státy bylo 24 stát·
Evropské unie, tradi£n¥ sout¥ºící ne-
vyslala Malta a Irsko a p°ekvapiv¥ ani
Finsko.

Po kone£ném stavu hodnocení zla-
tou medaili získalo 39 sout¥ºících, st°í-
brnou 71 sout¥ºících a bronzovou me-
daili 97 sout¥ºících. ƒestné uznání bylo
ud¥leno 95 sout¥ºícím. K nejlep²ím °e-
²itel·m pat°í jiº tradi£n¥ jednotlivci
druºstev t¥chto stát·: ƒína, Korea, Ru-
munsko, USA, Vietnam, Tchaj-wan,
Indie, Kazachstán, N¥mecko a Singa-
pur. Nejlep²í ze zemí Evropské unie
se stalo op¥t tradi£n¥ Rumunsko na
3. míst¥ v neo�ciálním po°adí stát·,
ƒeská republika se v tomto po°adí
stát· za°adila na 30. p°í£ku (8. místo
v EU). Umíst¥ní blíºící se první t°e-
tin¥ startovního pole lze povaºovat za
úsp¥ch.

Na prvních p¥ti místech v abso-
lutním po°adí se se°adilo 5 student·
z ƒíny, p°i£emº bodový rozdíl mezi nej-
hor²ím ƒí¬anem a nejlep²ím studen-
tem ze zbytku sv¥ta (reprezentujícím
USA) byl více neº 5 bod·, coº je vzhle-
dem k maximáln¥ moºnému dosaºitel-
nému skóre 50 bod· skute£n¥ mimo-
°ádné.

Leto²ní výsledky jednotlivých £es-
kých °e²itel· jsou tyto: Josef Vácha,
st°íbrná medaile, 71. místo v absolut-
ním po°adí; Ale² Opl, st°íbrná medaile,
97. místo; Ji°í Kohl, bronzová medaile,
131. místo; Hynek Jake², bronzová me-
daile, 177. místo; Ond°ej ’krna, 306.
místo.

Reprezentace ƒeské republiky na 52.
ro£níku MFO v Hamburku v roce 2022.
Zleva: Filip Studni£ka (zástupce ve-
doucího delegace), Josef Vácha (st°í-
brná medaile), Hynek Jake² (bron-
zová medaile), Ond°ej ’krna, Ji°í Kohl
(bronzová medaile), Ale² Opl (st°íbrná
medaile), Jan K°íº (vedoucí delegace)

Výsledky 52. MFO ukázaly, ºe £le-
nové £eského druºstva v obrovské kon-
kurenci usp¥li, byli na sout¥º tedy pe£-
liv¥ vybráni. Sout¥ºící se na sout¥º
dob°e p°ipravili. Bohuºel stále více vy-
chází najevo, ºe se na²i st°edo²koláci
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nemohou srovnávat se svými vrstev-
níky z p°edev²ím asijských zemí. A£-
koliv v²ech p¥t £eských sout¥ºících bez
diskuse prokázalo znalosti a experi-
mentální dovednosti na mnohem vy²²í
úrovni, neº by odpovídalo sou£asným
st°edo²kolským poºadavk·m, sv¥tová
²pi£ka je dnes je²t¥ dál.

P°í²tí MFO prob¥hne v £ervenci
2023 v Japonsku (https://ipho2023.
jp/en/ ). ƒeská delegace jiº obdrºela
pozvání k ú£asti.

Jan K°íº, Filip Studni£ka

Veletrh nápad· u£itel· fyziky

•adu konkrétních p°íklad·, jak mo-
dern¥ a aktivn¥ vyu£ovat fyziku, p°i-
nesl 27. ro£ník kaºdoro£ní konference
Veletrh nápad· a u£itel· fyziky, která
letos prob¥hla ve dnech 26.� 28. srpna
2022 na P°F UP v Olomouci ve spo-
lupráci s Fyzikální pedagogickou spo-
le£ností Jednoty £eských matematik·
a fyzik·. Konference se zú£astnilo 130
pedagog· z ƒeské republiky, Slovenska
a Polska. Dal²í ro£ník Veletrhu nápad·
a u£itel· fyziky se bude konat koncem
srpna 2023 na Jiho£eské univerzit¥ v
ƒeských Bud¥jovicích. Více se o této
konferenci do£tete na webových strán-
kách https://vnuf.upol.cz .

O�ciální zahájení Veletrhu v pátek
26. 8. 2022

RNDr. Mgr. Zde¬ka Koupilová, Ph.D.,
MFF UK Praha

Mgr. Václav Pazdera, Gymnázium, Olo-
mouc, ƒajkovského 9

RNDr. Pavel Kone£ný, CSc., P°F MU,
Brno
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Ú£astnicí si mohli n¥které pokusy sami vy-
zkou²et

Mgr. Zden¥k Polák, Jiráskovo gymnázium,
Náchod

Mgr. Jana ’estáková, šiju fyzikou, Koko-
°ín

RNDr. Dana Mandíková, CSc., MFF UK,
Praha

Doc. PaedDr. Ji°í Tesa°, Ph.D., z JƒU
v ƒeských Bud¥jovicích zve na dal²í
ro£ník v roce 2023 do jiho£eské metro-
pole

Foto: Christo Kirkelovski
Editor MFI
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MATEMATIKA � FYZIKA � INFORMATIKA

ƒasopis pro výuku na základních a st°edních ²kolách

Ro£ník XXXI (2022)

MATEMATIKA

F. Ku°ina : Matematika pro v²echny nebo matematika pro kaºdého? (s. 1) �
L. Juklová, J. ’vr£ek : P¥t p¥kných p°íklad· pro pravidelný p¥tiúhelník (s. 15)
� P. Calábek: Mnoho£leny v matematických sout¥ºích (s. 21) � J. Polák : •e-
²ení soustav polynomických rovnic (s. 81) � J. Kalinowski : O jedné nerovnosti
z polské MO (s. 101) � J. Zhouf : T°i speciální body leºící na jedné p°ímce III
(s. 106) � M. Chodorová, J. ’vr£ek : K základním v¥tám o pravoúhlém troj-
úhelníku (s. 161) � D. Hrubý : Z historie výuky in�nitezimálního po£tu 2 (s. 168)
� D. Nocar, V. Van¥k : Matematický klokan pro ºáky základních ²kol I (s. 178)
� P. Leischner : Zk°íºené ºeb°íky (s. 241) � D. Hrubý : Grafy relací (s. 253) �
J. Zhouf : T°i speciální body leºící na jedné p°ímce IV (s. 261) � J. Slezáková:
Trojúhelníkové puzzle (s. 270) � Zajímavé matematické úlohy (s. 31, 115, 188,
275)

FYZIKA

Z. Gibová: Overenie pohybovej rovnice otá£avého pohybu pomocou videomera-
nia (s. 34) � J. Ho²ková Prok²ová : Rudolf Clausius (k dvoustému výro£í naro-
zení) (s. 45) � A. Kufová, L. Richterek : Motiva£ní videoexperimenty ve výuce
fyziky mikrosv¥ta (s. 51) � O. Lepil : K vývoji osciloskopických demonstrací d¥j·
v elektrických obvodech (s. 118) � M. Smutný, V. Ma²ín, D. Kordek, J. Zá-
hora, A. Bezrouk : Interaktivní e-learning � Mikroskopie (s. 126) � O. Lepil :
Parametrické kmitání oscilátoru (s. 191) � J. ’mahel : Výuka fyziky s vyuºitím
ºákovských mentor· (s. 201) � V. ’te� : Johann Gregor Mendel a pozorování
slune£ních skvrn (s. 207) � L. ’légrová, J. ’légr : N¥kolik poznámek k u£ivu
o Slune£ní soustav¥ (s. 279) �J. K°íº, F. Studni£ka, L. ’légrová, J. ’légr : Fyzi-
kální úlohy Evropské experimentální olympiády EOES (s. 289)

INFORMATIKA

P. Töpfer : Bipartitní graf (Úlohy z MO kategorie P, 43. £ást) (s. 58) � E. Bartl :
Po£íta£ová gra�ka, 2. díl (s. 66) � J. La²tovi£ka : Programování bez prom¥nných
(s. 74) � J. La²tovi£ka : Stroje I (s. 142) � A. Jan£a°ík, T. Kepka : Skupinové
testování (s. 147) � P. Töpfer : Veletrh dort· (Úlohy z MO kategorie P, 44. £ást)
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(s. 215) � E. Bartl : Po£íta£ová gra�ka, 3. díl (s. 220) � P. Osi£ka, P. Kraj£a :
Informatické hádanky (s. 297) � F. Frank, M. Zíka : Úlohy pro výuku JavaScriptu
z p°edm¥tu Programování 1 (s. 303)

ZPRÁVY

J. ’vr£ek : Jubileum: Franti²ek Ku°ina � 90 let ºivota � 60 let spolupráce (s. 154)
� P. Calábek: Úst°ední kolo 71. ro£níku MO kategorie A (s. 156) � P. Töpfer :
Úst°ední kolo 71. ro£níku MO kategorie P (s. 158) � P. Calábek: 10. ro£ník CPSJ
(s. 231) � J. Tkadlec: 63. ro£ník Mezinárodní matematické olympiády (s. 233) �
P. Töpfer : Informatické olympiády CEOI 2022 a IOI 2022 (s. 236) � J. Veselý:
40. mezinárodní konference Historie matematiky (s. 315) � J. K°íº, F. Studni£ka :
ƒty°i medaile pro £eské studenty na 52. mezinárodní fyzikální olympiád¥ (s. 316)
� Editor MFI : Veletrh nápad· u£itel· fyziky (s. 319)

LITERATURA

J. Cihlá° : Recenze knihy F. Ku°iny P·vab elementární geometrie (s. 155)
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