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MATEMATIKA

Trojuhelniky vepsané do daného
trojuhelniku

MARIE CHODOROVA JAROSLAV 'VRfEK

Peirodov¥decka fakulta UP, Olomouc

Cilem na2eho p°isp¥vku je zkoumani n¥kterych extrémalnich vlastnosti
trojahelnik- vepsanych do daného trojuhelniku, které se tykaji p°edev2im
jejich obsah- a obvod-.

De nice

Nech” K, L, M jsou vnit°ni body po °ad¥ stranBC, CA, AB daného
trojuhelniku ABC . Trojuhelnik KLM budeme nazyvattrojuhelnikem ve-
psanym danému trojuhelniku ABC .

Je z°ejmé, %e pro dany trojuhelnik ABC existuje nekonef£n¥ mnoho
trojuhelnik- jemu vepsanych ve smyslu p°edchozi de nice.

Strany vepsaného trojuhelniku KLM d¥li dany trojuhelnik ABC na
£ty°i men?2i trojuhelniky AML , BKM , CLK a KLM , viz nap°®. obr. 1.
Pokud K, L, M jsou specialn¥ po °ad¥ st’edy straBC, CA, AB da-
ného trojihelniku ABC, jsou strany trojuhelniku KLM st°ednimi p°i£-
kami daného trojihelniku ABC a vepsany trojuhelnik KLM je p°ifko-
vym trojuhelnikem trojdhelniku ABC . V2echny £ty°i men?i trojahelniky
AML , BKM , CLK , KLM jsou v tomto p°ipad¥ (s jistym po°adim svych
vrchol-) shodné, a p°itom obsah (obvod) ka°dého z nich je roven jedné
£tvrtin¥ obsahu (jedné polovin¥ obvodu) daného trojuhelnikuABC .

Odtud bezprost®edn¥ plyne, °e pro libovolny trojuhelnik KLM , ktery je
vepsan danému trojihelnikuABC , je obsah aspo- jednoho z trojuhelnik-
AML , BKM , CLK , KLM men?i nebo roven jedné £tvrtin¥ obsahu troj-
Uhelniku ABC a také, °e obsah aspo- jednoho z t¥chto £ty° trojuhelnik-
je V¥t2i nebo roven jedné £tvrtin¥ obsahu trojuhelnikuABC .
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Specialn¥ pak plati nasledujici tvrzeni:

V¥ta

Nech” K, L, M jsou po °ad¥ takové vnit°ni body stranBC, CA, AB
daného trojuhelniku ABC , °e p°imky AK , BL aCM se protinaji v jednom
spoleEném bod¥. Pak trojuhelnikKLM (vepsany trojuahelniku ABC) ma
obsah Sk v , ktery neni v¥t2i ne® jedna £tvrtina obsahu S trojuhelniku
ABC, tj. plati

1
SKLM ZS:

Rovnost p°itom nastane, prav¥ kdy° bodyK, L, M jsou st°edy odpovida-
jicich stran, tj. prav¥ kdy® jsou Usefky AK , BL a CM t¥°nicemi daného
trojahelniku.

D-kaz. Uka°eme, % pro kaldy trojuhelnik KLM vyhovujici p°edpokla-
d-m v¥ty (obr. 1) je soufet obsah- trojuhelnik- AML , BKM , CLK v¥t?f
nebo roven t°em £tvrtinam obsahu trojuhelniku ABC , co® je ekvivalentni
s danym tvrzenim.

A
M L
B K C
Obr. 1
OznaEme
_JAMj  _jBKj, _ _JCLj,
"~ jaBjt YT iBCi" ‘T jACH
a tedy
_IMBj, _ IKCj, _ JLAj,
YT YT eer b P Ac)
Velikosti vnit°nich ahl- trojuhelniku ABC oznaEme obvyklym zp-so-
bem , , . Pro obsah Spy. trojuhelniku AML pak (s ohledem na
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zavedené oznafeni) plati
SamL =% jAMj jALj sin =
=% jABj x JACj (1 2z) sin =x(1 2z)S:
Analogicky pro obsahy trojuhelnik- BKM , CLK plati

Sekm = jBKj jBMj sin =yl x)S;

NI = NI

Sck = jCLj jCKj sin =2z(1 vy)S:

Odtud plyne

SamL + Sgkm + Scik .
S :

x(1 2)+y@d x)+z(1 y)=

Stafi tedy dokazat nerovnost

V=x(1 2+yld x)+z(1 vy g:
Uoitim Cévovy v¥ty, viz nap°®. [4], pro Usefky (céviany) AK , BL a CM
v trojuhelniku ABC obdr®ime po snadné Uprav¥
_JAMj |BKj jCLj _ X y z .
" jBMj JCKj jALj 1 x 1 y 1 z’

a tudi°
xyz=(1 x)(1 y)@d 2): @
Odtud déle plyne
(xyz)?=x(1 x)y@ y)zl 2): @

Roznasobenim soufinu na pravé stran¥ (1) a nasledné Uprav¥ této rovnosti
obdreime

1 V =2xyz:
Pro v2echna realnd £islax, y, z jsou spln¥ny nerovnosti
1
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p°i£emP rovnosti v nich souf£asn¥ nastanou, prav¥ kdy® plati
1

>

tj. prav¥ kdy® K, L, M jsou po °ad¥ st°edy stranBC, CA, AB . Wu®itim
v2ech t°i nerovnosti (3) na pravé stran¥ rovnosti (2) obdrlime

X=y=1z=

(4)

1° 1
2 L -+
2™ 3 =&
odkud bezprost°edn¥ plyne2xyz  1=4. Plati tedy

1 3
V=1 2z 1 iRt (5)

co° jsme cht¥li dokazat.

Rovnost v (5) nastane, prav¥ kdy° plati rovnosti (4), tj. prav¥ kdy°
uva®ované céeviany jsou t¥°nicemi v trojihelniku ABC .

Poznamka. S ohledem na prav¥ dokazanou v¥tu vidime, e stejné tvrzeni
Ize vyslovit, pokud body K, L, M jsou specialn¥ nap®. pr-se£iky os vnit°-
nich ahl- v daném trojihelniku ABC s prot¥j2imi stranami nebo jsou-li
tyto body totoné s dotykovymi body kru®nice vepsané danému trojahel-
niku lelicimi na p°isluznych stranach tohoto trojahelniku. V obou t¥chto
p°ipadech se toti® UsefkyAK , BL, CM protinaji podle Cévovy v¥ty, viz
nap°®. [4], v jednom spole£ném bod¥ (uvnit® trojuhelnikuABC ), a jsou tak
spln¥ny p°edpoklady vy2e uvedené v¥ty.

S podobnou tematikou (trojihelniky vepsané do daného trojihelniku)
se mohli setkat sout¥°ici ji° v 8. roEniku Mezinarodni matematické olym-
piady (IMO), ktera se konala v roce 1966 v Bulharsku. Tehdy byla repre-
zentant-m zU£astn¥nych zemi p°edlo®ena také nasledujici Uloha.

Peiklad 1

Nech” K, L, M jsou po °ad¥ libovolné vnit°ni body stran BC, CA,
AB trojuhelniku ABC . Doka‘te, °e obsah aspo- jednoho z trojahelnik-
AML , BKM , CLK je men32i nebo roven jedné £tvrtin¥ obsahu trojuhel-
niku ABC .

ee2eni této Ulohy je mo°no dohledat nap®. v publikaci [1], pop°. v bro®urce
XV. ro£nik MO (1965/1966).
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V dal?i £asti uvadime dva zajimavé vysledky, které se tykaji obvodu
trojuhelniku KLM vepsaného do daného trojuhelniktlABC , resp. obvod-
t°l menzich trojuhelnik- AML , BKM , CLK .

Peiklad 2

Je danostrouhly trojuhelnik ABC . UrEete (sestrojte) trojuhelnik KLM ,
ktery je vepsan do trojuhelniku ABC a ma p°itom co nejmen2i mo°ny ob-
vod.
se2eni. Nech” K je pevn¥ zvoleny vnit°ni bod strany BC daného troj-
Uhelniku ABC aL, M jsou po °ad¥ vnit°nimi body jeho stranCA, AB.

C

Obr. 2

OznatmeK g, K¢ body, které jsou soum¥rn¥ sdruené s boder po
°ad¥ vzhledem k p°imkdmAC, AB. Pro libovolné vnit°ni body L% M?©
stran po °ad¥AC, AB (obr. 2) pak s ohledem na pouCité osové soum¥rnosti
plati

KLY = jKgLY; jKM 9 =jKcMY; jAK )= jAKgj= jAKcj:  (6)

Pro obvod o trojuhelniku KL M ° vepsaného do daného ostrothlého troj-
Uhelniku ABC p°itom plati

0= KLY+ LMY+ MK = jKgLG+ LMY+ jMKj:

Obvod trojahelniku KL M ©je tedy roven délce lomené £arnK g LM K ¢.
Tato lomen& £4ra ma pro pevn¥ zvoleny vnit°ni boK strany BC nejmen3i
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délku, a tedy vepsany trojuhelnik KLM mé nejmen?i obvod, prav¥ kdy°
jeho vrcholy L a M jsou vnit°nimi body Usefky Kg K ¢, tj. jsou pr-sefiky
této Usefky po °ad¥ se stranamBC, CA daného trojahelniku.
Zbyva tak zjistit, pro kterou polohu vnit°niho bodu K strany BC da-
ného ostrouhlého trojihelniku ABC ma UsefkaK g K ¢ minimalni délku.
Z obr. 2 je patrné (s ohledem na pouCité osové soum¥rnosti s osaAB ,
AC a také p°edpokladu o ostrouhlém trojahelnikuABC ), °e

i KgAKcj=2j CABj<2 90 =180 :

Odtud vidime, °e pro dany ostrouhly trojihelnik ABC a libovolny
vnit°ni bod K jeho strany BC je KgAK ¢ rovnoramenny trojahelnik
s hlavnim dhlem p°i vrcholu A velikosti ] CAB . Mezi v2Zemi t¥mito po-
dobnymi trojahelniky ma nejkrat?i zakladnu Kg K ¢ ten, ktery ma nejmenzi
mo°nou délku obou ramen. Vzhledem k posledni rovnosti v (6) jsou ob¥
ramena nejkrat?i, prav¥ kdy° je usefkaAK vy2kou z vrcholu A v daném
trojuhelniku ABC (bod K je tak patou vy2ky z vrcholu A). Podobn¥ L
a M jsou po °ad¥ patami vy2ek z vrchol- B a C v daném ostrothlém
trojahelniku ABC .

Z&v¥r. Trojuhelnik KLM vepsany do daného ostrouhlého trojuhelniku
ABC, ktery ma nejmen2 mo°ny obvod, je jeho orticky trojahelnik, tj.
trojuhelnik, jeho® vrcholy K, L, M jsou patami jeho vy2ek po °ad¥ z vr-
chol- A, B, C. (Jeho konstrukce je z°ejma.)
Peiklad 3

Je dan trojuhelnik ABC o obvodu 6 a jemu vepsany trojuhelnikKLM
kde K, L, M jsou po °ad¥ vnit°ni body stranBC, CA, AB. Doka‘te, °e
aspo- jeden z trojahelnik- AML , BKM , CLK ma obvod nejvy?e 4.

D-kaz provedeme sporem. P°edpokladejme, °e v2echny t°i uvaované troj-
Uhelniky AML , BKM , CLK maji obvod v¥t3i ne® 4. Pro délky stran troj-
Uhelniku AML (obr. 1) tak na zaklad¥ pouCiti trojuhelnikové nerovnosti
plati

4< jAMj+ jMLj+ jLAj< 2(jAM j + jLAj);

a tedy
2< jJAM |+ jLAj:

Analogicky plati i nerovnosti
2< |BKj+jMBj a 2<|CLj+ jKCj:
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Sef£tenim poslednich t°i nerovnosti dostaneme po snadné Uprav¥

6=3 2< (jJAMj+ jMBj)+(jBKj+ jJKCj)+(jCLj+ jLAj) =
= jABj+ jBCj+ JCAj =6;

cQ° je spor.
Aspo- jeden z trojuhelnik- AML , BKM , CLK ma tedy obvod nejvy-
2e 4, co® jsme cht¥li dokazat.

Zav¥rem uvadime p¥t navazujicich uloh, které jsou dopin¥ny struEnym
navodem Kk jejich °e2eni. Lze je vyu®it v rdmci procvifeni této tématiky.

Peiklad 4

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC . Nech” K, L, M jsou pr-sefiky pr--
m¥r- kru®nice opsané tomuto trojihelniku, které prochazeji jeho vrcholy
A, B, C, po °ad¥ se stranamBC, CA, AB . Doka®te, °e obsah trojihelniku
KLM neni v¥t3 ne° jedna £tvrtina obsahu trojuhelniku ABC .

[Navod: T°i uva®ované pr-m¥ry se protinaji ve st’edu kru®nice opsané
danému ostroahlému trojuhelniku, ktery je vnit°nim bodem tohoto troj-
Uhelniku.]

Peiklad 5
Je dano kladné reélné £isla. Nech” x, y, z jsou libovolna nezaporna
realna £isla, ktera jsou nejvy2e rovnaa. Doka’te, %e plati nerovnost

x(a z)+yla x)+z(a y) a’

Kdy nastane rovnost?

[Navod: Uvalujte rovnostranny trojihelnik ABC o stran¥ délky a a libo-

volny jemu vepsany trojuhelnik KLM , kde K, L, M jsou po °ad¥ body
jeho stran BC, CA, AB, které (zde) mohou byt toto®né s vrcholy troja-

helniku ABC . Polo°te

0 x=jAMj a 0 y=jBKj a 0 z=|CL] a

Je z°ejmé, %e soufet obsah- t°i menzich trojuhelnik- p°i vrcholech troju-
helniku ABC je pak nejvy2e roven obsahu trojuhelniku ABC .

Rovnost zde nastane (s ohledem na pou®itou metodu), prav¥ kdy®° z hod-
not x, y, z je aspo- jedna rovna 0 a soufasn¥ aspo- jedna z t¥chto hodnot
je rovna a.]
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Poznamka. D-kaz dané nerovnosti Ize vést také ryze algebraickou cestou
(se stejnym vysledkem pro rovnost).

Peiklad 6

Danému ostrouhlému trojuhelniku ABC je vepsan trojuhelnik KLM
tak, e jeho vrcholy d¥li hranici trojuhelniku ABC na t°i £4sti, které maji
stejnou délku. Doka®te, °e obvod trojuhelniku KLM neni men?i ne® jedna
polovina obvodu trojihelniku ABC .

[Navod: viz nap°®. [2] tzv. Zirakzadehova nerovnostktera plati pro libo-
volny trojuhelnik ABC a jemu vepsany trojuhelnik KLM  spl-ujici p°ed-
poklady uvedené v p°ikladu 6.]
Peiklad 7

Nech”KLM je orticky trojihelnik libovolného ostrothlého trojahelniku

ABC . Doka’te, %e obsah trojuhelniku KLM neni v¥t3i ne® jedna £tvrtina
obsahu trojuhelniku ABC .

Peiklad 8

Nech” K, L, M jsou po dotykové body kru®nic vn¥ p°ipsanych po °ad¥
stranam BC, CA, AB trojuhelniku ABC . Doka‘te, °e obsah trojuhelniku
KLM neni v¥t3 ne° jedna £tvrtina obsahu trojuhelniku ABC .

[Navod: doka‘te, °e v obou ulohach se UsefkyAK , BL a CM proti-
naji v jednom spoleEném bod¥ (v prvnim p°ipad¥ se jedna o ortocent-
rum trojuhelniku ABC, ve druhém p°ipad¥ se jedna o tzv. Nagel-v bod
trojahelniku ABC), viz nap°®. [4].]

Literatura
[1] Horak, K., Mdller, V., Vrba, A. : Ulohy mezinarodnich matematickych
olympiad (1. 25. MMO). SPN, Praha, 1986.

[2] Leng, G., Liu, Y. : Geometric inequalities. World Scienti ¢ Publishing Co.,
Singapore, 2016.

[3] Niven, I.: Maxima and Minima Without Calculus. The Mathematical As-
sociation of America, Washington DC, 1981.

[4] 'vrEek, J., Van®ura, J. : Geometrie trojuhelnika. SNTL, Praha, 1988.
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O konstrukcin-tych odmocnin
kladnych realnych £isel

LUD...K SPICHAL

feska lesnickd akademie, Trutnov

Afkoliv v nazvu £lanku neni parabola zmin¥na, bude to prav¥ tato ku-
%closefka (pop°. jeji zobecn¥na podoba), ktera nas jako pov¥stna £ervena
nit bude provazet nap°®if celym textem. P°ipome-me nejprve, °e@egularni
(vlastni) kuCelose£kyjsou rovinné k°ivky vznikajici pr-nikem ku®eloveé plo-
chy a roviny, ktera neprochazi jejim vrcholem.

V £lanku se omezime pouze na hyperbolu a parabolu, se nimi® se °4ci
st®°ednich 2kol seznamuiji jak v souvislosti s pojmem grafu funkce (linearn¥
lomené, resp. kvadratické), tak v oblasti analytické geometrie. P°esto®e jde
v obou zmin¥nych oblastech matematiky o stejné druhy k°ivek, odlizny
zp-sob zavedeni (explicitn¥ urEené p°edpisy funkci vs. rovnice ku®elose£ek
v analytické geometrii) m-°e znesnadnit vytvo°eni komplexniho pohledu
na kuCelose£ky, a to nezavisle na konkrétnim zp-sobu jejich ur£eni.

V £lanku si klademe za cil ukazat na p°ikladu °e2eni konkrétniho pro-
blému, kterym je konstrukce n-t¢ odmocniny reélného £isla, kombinaci
obou p°istup-. Vychozi kuCelosefkou bude k°ivka urEené rovnici

y=1 x% (1)

kterou budeme nazyvatjednotkovou parabolou(obr. 1).

Peiklad 1. Uka’me, °e pomoci jednotkovém paraboly je mo®né konstru-
ovat p°evracenou hodnotu redlného £isla 6 0, tj. nalézt hodnotu £isla§

(viz [1]).

se2eni. P°i konstrukci p°evracené hodnoty realného £islgaj > 1 (obr. 1)
sestrojime kolmici k osex z pr-sefiku P jednotkové paraboly s p°imkoug
prochazejici vrcholemV [0; 1] paraboly a bodem A[a; 0]. Kolmice protina
osu x v bod¥ bod A° jeho° x-ova soucadnice je, jak vzap¥ti uké®eme,
p°evracenou hodnotou £islaa, tji. . Pro nenulové jaj < 1 bychom p°i

konstrukci postupovali naopak, tj. oéa bodu A°k bodu A.
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Obr. 1 Konstrukce p°evracené hodnoty realného £isla pomoci jednotkové para-
boly

P°imka g ur£ena bodyV[0; 1] a A[a; 0] ma& rovnici

X.
.

g:y=1 (2

Sou’adnicix pr-sefiku P ziskdme °e2enim rovnice

1 x?=1 i;
a

ktera ma z°ejm¥ jediny nenulovy ko°en

1
X= =
a
V £lanku se budeme dale opirat o mno®inu k°ivek, které ziskame zobec-

n¥nim rovnice paraboly (1) ve tvaru
y=1 x"; ®)

kde n 2 N. Pro pot’eby £lanku pro tuto t°idu graf- mocninnych funkci
zavedeme pojemzobecn¥né jednotkové parabolyobr. 2), jednotkova pa-
rabola pak bude specialnim p°ipadem rovnice (3) pran = 2. Pro volbu
n =1 je zobecn¥né jednotkova parabola toto®né s p°imkoy =1 x; ktera
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p°edstavuje osu soum¥rnosti mezi zobecn¥nymi jednotkovymi parabolami
urEenymi rovnicemi (3) a k°ivkami urEenymi rovnicemi

y=1 PFx @)

které budeme nazyvatp°evracené zobecn¥né jednotkové parabalgbr. 3).

y=1-2°

0.2 04 0.6 08 1 1.2 14 16

-0.

IS

-06

Obr. 2 Zobecn¥né jednotkové paraboly pron=2,n=3 an=6

Cilem £lanku je ukazat, °e vy?e zmin¥nou konstrukci p°evracené hod-
noty readlného £islaa Ize dale uitim k°ivek (3), resp. (4) rozzi°it

1) na kopstrukci n-té odmocniny z kladného reélného £isla, tj. nalezeni

fisla™a; a>0;, n2 N;

R

2) na konstrukci (n
nalezeni £isla"

1)-ni odmocniny z kladného realného £isla", tj.
a"; a>0, n2N;

Tento cil spinime v sekcich 2 a 3. Sekci 1 v¥nujeme n¥kterym jinym histo-
ricky zajimavym konstrukcim.
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1
Y= 1 — w0
X
-0.1 0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1 11— 12——13__14

Obr. 3 Prevracené zobecn¥né jednotkové paraboly pron = %, 1 a

=
o‘“

1. Whbrané konstrukce druhé a t°eti odmocniny

P°ipomeneme nyni n¥kolik vybranych geometrickych konstrukci druhé
a t°eti odmocniny. Dv¥ znamé konstrukce druhé odmocniny (Eukleidova
V¥ta 0 vy2ce, Theodorova spirala) doplnime o dv¥ mén¥ znamé konstrukce
t°eti odmocniny (Nikomedova a Descartova) [2, 3].

1.1. Eukleidova v¥ta o vy2ce

Podle Eukleidovy ¥ w¥ty o vy2ce pro obsah £tverce sestrojeného nad
vy2kou pravouhlého trojuhelniku plati, °e je roven obsahu obdélniku se-
strojeného z obou Usek- p°epony. V p°ipad¥, % délky Usek: na p°epon¥
jsoula dané £islaa, ma vy2ka pravouhlého trojuhelniku délku P a(obr. 4).

1.2. Theodorova spiréla

Theodorovu?) spiralu tvo®i posloupnost pravouhlych trojahelnik-, kdy°
prvni z nich je sou£asn¥ rovnoramenny s odv¥snami o déléeJednou z od-
v¥sen ka®dého nasledujiciho trojuhelniku je vedy p°epona trojuhelniku

1) Eukleidés (asi 325 p°. n. . asi 260 p°. n. |) byl °ecky matematik a geometr.
2) Theodoéros z Kyrény (asi 340 p°. n. |. 270 p°. n. |.) byl °ecky losof a matematik.
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p°edchazejiciho , druhd odv¥sna méa délkd (obr. 5). Délky jednotlivych
p°epon pravouhlych trojuhelnik- tvo®i posloupnost druhych odmocnin ze
v2ech pCirozenych £isea 2.

™

A 1 B a C

Obr. 4 Konstrukce druhé odmocniny pomoci Eukleidovy v¥ty o vy2ce

1.3. Nikomedova konstrukce t°eti odmocniny

Nikomedova® konstrukce £|'sIaQ av p°ipad¥0<a< 4 vyuliva rovno-

ramenny trojihelnik ABC , ktery ma ramena délky 1 a zakladnu délky §
(obr. 6). Nech” dale B je st°’edem UsefkyCD a E je pr-se£ik polop°imky
DA s p°imkou prochazejici bodentC, ktera je rovnob¥°na s use£kolAB .
Bod S le®i na polop® uameBA a R je pr-sefik UsefekDE a CS. Jestli°e
jRSj =1, pak jASj =

Zd-razn¥me, °e use£kuRS nelze sestrojit eukleidovsky, tj. ulitim kru-
%itka a pravitka. P°i d-kazu konstrukce si povimn¥me, °¢ ABD

ECD. UsefkaCE ma délku 2. nebo” bodB je st°edem Use£kyCD a

UsefkaAB je st°edni p°ifkou trojuhelniku ECD, tj. JCEj = 2jJABj = &.
Dale plati, °¢ ECR ASR a

2 _ IAS],

iCRj ~ 1

3) Nikomedes (asi 280 p°. n. I. 210 p°. n. |.) byl °ecky matematik.
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Obr. 5 Theodorova spirala
Podle Pythagorovy v¥ty plati pro pravouhly trojihelnik SCM

(1+ jCRj)?2 = [CMj? + (jAM j + jASj)%:
q 2
Pokud oznafimex = jASj a dosadime zgCRj = 4, [CMj= 1 &,
JAM j = &, pak po zjednodu2eni dostavame rovnici

4x* + ax® dax a’=0:

Peestoe je p°edchozi rovnice 4. stupn¥, m-°eme ji vy°ezit z rozkladu
(x> a)dx+ a)=0;

R

podle kterého ma rovnice prav¥ dva realné ko°eny; = §, X2 = a:
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Obr. 6 Nikomedova konstrukce t°eti odmocniny

1.4. Descartesova konstrukce t°eti odmocniny

Descartesova® konstrukce £|'slaFg a pro dané redlné £isla > 0 vyu®iva
kruenici se st°edemsS 2;1

a2 12 1

—_ + — = — -
X 3 y 5 5 ®)
soustavy Oxy (obr. 7). Uka°me, % pak Qéje x-ovou sou’adnici pr-se£iku
P 6 O této kru®nice a paraboly s rovnici

y = x% (6)

Upravou rovnice (5) a naslednym dosazenim z rovnice (6) toti® dostaneme
rovnici

x* ax=0 neboli x(x® a)=0; (7)

tak®e realnymi ko°eny rovnice (7) jsou prav¥ £islax; =0, X, = B a

4) René Descartes (1596 1650) byl francouzsky losof, matematik a fyzik.
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Obr. 7 Descartesova konstrukce t°eti odmocniny

2. Konstrukce n-té odmocniny kladného realného £isla a

Jednoducha varianta konstrukcen-té odmocniny daného kladného re-
alného £islaa spofiva v urfeni pr-sefiku p°imky s rovniciy =1 aa
zobecn¥né jednotkové paraboly s rovnicy =1  x". Je z°ejmé, % hleda-
nou n-tou odmocninou je x-ova sou’adnice nalezeného pr-sefiku.

Uvedena konstrukce p°edpoklada pouCiti zobecn¥nych jednotkovych pa-
rabol na intervalu H0;1 ). P°edpokladejme nyni, °e budeme uva®ovat zo-
becn¥né jednotkové paraboly zobrazené na uzav’°eném interval®; 1i, kde
p°’edvedeme konstrukcin-té odmocniny pro dané £isloa > 1 (obr. 8).
Polop°imka g zapsana rovnici (2) protina zobecn¥né jednotkové paraboly
urEené rovnicemi (3) v bodech, jejich®x-ové sou°adnice urEime vy°e2enim
rovnice

1
1 x"= Zx+1: 8
S (®)
Po Uprav¥ dostavame rovnici

x x" 1 }20
a
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s nezapornymi ko°eny
1
X1 =0; Xp = ﬁ—gl:
Pr-sefiky polop°imky g a zobecn¥nych jednotkovych parabol jsou tedy
body h

1 1 !
VI[O;1]; P =1 —p=
[ ] n la n an

y=1—2a°
/ _1/:]7.1‘1

3

Obr. 8 Konstrukce p°evracené hodnoty n-tych odmocnin realného £islaa > 1
pomoci zobecn¥nych jednotkovych parabol

Vy2e provedeny vypo£et a konstrukce znazorn¥na na obr. 8 ukazuji, °e
zobecn¥na jednotkova parabolan-tého stupn¥ umo®-uje provést geome-
trickou konstrukci p°evracené hodnoty (n  1)-ni odmocniny z kladného
realného £islaa, tj. hodnoty Je—g Zbyla £ast postupu spo£ivajici v na-
lezeni p°evracené hodnoty k £is|un—% odpovida °e2eni p°ikladu 1. P°i
konstrukci n-té odmocniny redlného £islaa bychom tedy pouCili zobec-
n¥nou jednotkovou parabolu stupn¥n + 1. Na obr. 9 je tak zndzorn¥na
cela konstrukce t°eti odmocniny £islaa > 1 pomoci zobecn¥né jednotkové
paraboly stupn¥ 4.

Uloha 1. Ur£ete postup konstrukcen-té odmocniny daného realného £isla
a2 (0; 1) pomoci zobecn¥né jednotkové paraboly °4da + 1.
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Uloha 2. Uvatujme bod A[a; 0], kdea 2 (0; 1). Kolmice vzty£ena v bod¥A
protne zobelcn¥nou jednotkovou parabolu ur£enou rovnicemi (3) v bodR.
P°imka g= PV, kde V[0; 1] je vrchol zobecn¥né jednotkové paraboly, pro-
tne osux v bod¥ B [b;0]. Urfete vzajemny vztah mezi £islya, b.

(-e%eni: b= 1)

y
I\

1.226 - 1843 X

[ 01 02 03 04 05 06 07 08 | 09 1 11 ‘ZW'S 14 15 16 17 139 19 2
a N

Obr. 9 Konstrukce t°eti odmocniny £isla a > 1 pomoci jednotkové paraboly a
zobecn¥né jednotkové paraboly stupn¥4

3. Konstrukce odmocnin pomoci p°evracenych zobecn¥nych jed-
notkovych parabol

Zminime se je2t¥ stru£n¥ o konstrukcich, které vyu©ivaji grafy p°evra-
cenych zobecn¥nych jednotkovych parabol zavedenych rovnicemi (4).

Peiklad Uka®me konstrukci n-té odmocniny kladného realného £isla
a” 1. "a" 1pomocip°evracené jednotkové paraboly daného stupret

Nastin °e2eni. Kolmice v§ty£ené v bod¥A[a; 0] protne k°ivku urEenou rov-
nici (4) v bod¥ P[a; 1 al. P°imka g = PV,.kde V[0; 1], urEena rovnici
g: "ax+ay a=0 protne osux v bod¥A9" an 1;0].

Uloha 3. Nech” p°imkag = AV, kde A[a;0] a V[0; 1], protne graf p°evra-
cené zobecn¥e jednotkové paraboly urEenéjrovnici (4) v bod¥. Uka‘te,
% x-ova sou’adnice boduP je rovna £islu " * a" (viz obr. 10 pro n = 3).
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Obr. 10 Konstrukce t°eti odmocniny realného £isla a? v p°ipad¥ a > 1 pomoci
p°evracené zobecn¥né jednotkové paraboly stupn¥ 3

Zav¥r

MoPnost vyuCiti zobecn¥nych jednotkovych parabol p°i gra ckém ur-
£ovani odmocnin realnych £isel vyplyva ze skute£nosti, °e odmoc-ovani
Ize pova®ovat za £4ste£n¥ inverzni operaci k umoc-ovani. Slovo £4ste£n¥
je v tomto p°ipad¥ zasadni, nebo” de niEni obory t¥chto dvou funkci
nejsou obecn¥ vedy shodné (nap°. odmocniny sudého stupn¥ zapornych
£isel v oboru realnych £isel neexistuiji).

Pod¥kovani. Autor d¥kuje touto cestou recenzentovi za cenné rady a
podn¥ty p°i Uprav¥ a vylep2eni obsahu tohoto £lanku.

Literatura

[1] Spichal, L.: Jednotkova parabola, zlaty °ez a parabolické . Rozhledy
matematicko-fyzikalni, rof£. 96 (2021), £. 1, s. 8 17.

[2] Nikomedova konstrukce t°eti odmocniny. Dostupné na:
https://demonstrations.wolfram.com/NicomedessGeometricConstructi
onOfPrincipalCubeRoot/

[3] Descartesova konstrukce t°eti odmocniny. Dostupné na:
https://demonstrations.wolfram.com/DescartessMethodOfEvaluating
ThePrincipalCubeRoot/
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Snadny d-kaz obracené v¥ty
K V¥t¥ Pythagorov¥

JOSE MARCIAL NAJARES ROMERO
Z' Gutova, Praha 10

V¥ta Pythagorova (a v¥ta k ni obracend) jsou obsahem ufiva matema-
tiky ji° na zakladni 2kole. Cilem této poznamky je uvedeni alternativniho
d-kazu obracené v¥ty k v¥t¥ Pythagorov¥, ktery vyu®ivd matematické pro-
st°edky vyhradn¥ na Grovni Z'. Vznik tohoto £lanku byl inspirovan p°i-
sp¥vkem [1]. Délky stran libovolného trojihelniku ABC oznafme obvyk-
lym zp-sobem a = jBCj, b= JACj ac= jAB].

Obracena v¥ta k v¥t¥ Pythagorov¥ (viz nap°®. [1, v¥ta 6])

Plati-li pro délky a, b, ¢ stran trojahelniku ABC rovnost a + b? = ¢?,

pak je tento trojuhelnik pravolthly s p°eponou c a odv¥snamia, b.

V £lanku [1] je d-kaz obracené v¥ty k v¥t¥ Pythagorov¥ rozd¥len do dvou
£asti. V prvni £asti je dokadzano, °e spl-uje-li trojice kladnych redalnych
fisela, b, c tzv. pythagorejskou rovnost, existuje trojuhelnik ABC , kde
jBCj= a,jCAj = bajAB| = c. Ve druhé £4sti je pak uCitim kosinové v¥ty
dokazano, °e uva®ovany trojuhelnik ABC je pravouhly s p°eponouAB.

Nebudeme zde znovu uvad¥t prvni £ast d-kazu, ale zam¥°ime se pouze
na alternativni, p°itom snadny d-kaz druhé £asti, tj. na d-kaz skute£nosti,
% tento trojuhelnik je pravounhly.

Uva®ujme nyni pravouhly trojuheinik DEF s pravym Ghlem p°i vr-
cholu F, v n¥m° JEFj = aajFDj = b. Pro délku jeho p°epony|DE | = f
pak podle Pythagorovy v¥ty plati a®+ 7 = f 2. Podle vy2e uvedeného p°ed-
pokladu v2ak pro délky a, b, c stran uva®ovaného trojuhelniku ABC plati
také a® + b* = 2, co® znamena, %ef 2 = 2, resp.jDEj = f = c = jABj.

Oba trojuhelniky ABC aDEF jsou tedy podle v¥ty sssshodné, a proto
je také trojuhelnik ABC pravouhly s pravym thlem p°i vrcholu C.

Literatura

[1] Chodorova, M., 'vrEek, J. : K zdkladnim v¥tdm o pravouhlém trojihelniku.
MFI, ro£. 31 (2022), £. 3, s. 161 167.

[2] Odvarko, O., Kadlefek, J.: Matematika pro 7. ro£nik zakladni 2koly (3. vy-
dani). Prometheus, Praha, 2012.
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Konstrukce bez poufek

"ARKA GERGELITSOVA TOMA’ HOLAN
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Jednim z typ- Uloh, které v geometrii °e2ime, jsou konstrukeni Ulohy.
Ve 2kole to jsou zejména Ulohy °e2ené pravitkem a kru®itkem, tedy Glohy
planimetrické, eukleidovské. S pomoci didaktického softwaru m-°eme ale
°e?it i Ulohy prostorové. Jednu takovou sadu Uloh v £lanku uka®eme.

Konstrukeni Ulohy v prostoru

Konstrukeni trojrozm¥rné Ulohy v ufebnicich stereometrie nebyvaji,
p°esto®e by mohly studenty zaujmout a p°isp¥t k jejich motivaci. N¥-
které konstrukEni Glohy m-°eme diky znalosti zobrazovacich metod °e-
2it p°i deskriptivni geometrii pomoci pravitka a kruCitka. Okruh student-
schopnych tyto Ulohy vy°e?it ale m-°eme snadno rozzi°it tim, e k °e2eni
vyu®ijeme vhodny didakticky software. Konstrukce (a obrazky) v tomto
textu jsou vytvo°ené v GeoGeb°e.

1. Jeden typ konstrukce mnohost¥n-

Zadani: Sestrojte pravidelny mnohost¥n o daném poftu st¥n, je-li dana
jeho hlavni t¥lesova Ghlop°ifka (tj. uhlop®ifka, ktera spojuje dvojici proti-
lehlych vrchol- t¥lesa).

Poznamka. V pravidelném £ty°st¥nu t¥lesova Uhlop°ifka neexistuje. Proto
v tomto p°ipad¥ upravime formulaci zadani a budeme hledat pravidelny
£ty°st¥n ABCD dany pr-m¥rem jemu opsané kulové plochy, ktery pro-
chazi danym vrcholemA hledaného mnohost¥nu.

T¥lesovou Uhlop®iEkou (Ei pr-m¥rem opsané kulové plochy prochaze-
jicim vrcholem) bude hledany mnohost¥n urfen jednoznafn¥ a° na oto-
£eni kolem dané p°imky. Ulohu budeme povaCovat za vy°e2enou po sestro-
jeni libovolné st¥ny po®adovaného pravidelnéhan-uhelniku, proto®e dal?i
vrcholy sestrojime na opsané kulové plo%e pomoci shodnosti trojuhelnik:.

ee2eni zobrazime v trojrozm¥rném nahledu. Za konstrukeni kroky bu-
deme pova®ovat takové trojrozm¥rné konstrukce zvoleného softwaru, které
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jsou obdobou rovinnych rysovacich nastroj-:

sestrojeni kolmice a rovnob¥°ky v rovin¥,

sestrojeni kolmé a rovnob¥°né roviny,

sestrojeni kulové plochy s danym st°edem a prochazejici danym bodem.

Krom¥ t¥chto nastroj- poulijeme pro p°ehlednost celé konstrukce (jako
jeden krok) i p°imy néastroj, ktery ma GeoGebra mezi zakladnimi p°ikazy:
konstrukci pravidelného trojuhelniku, £tverce £i p¥tiihelniku v rovin¥. To
proto, abychom zabranili p°epIn¥ni trojrozm¥rné scény eukleidovskymi po-
stupy.

Uka°eme, °e s vy2e uvedenymi nastroji ji° k vy°e2eni Glohy nepot°ebu-
jeme °adné pokro£ilé znalosti z trojrozm¥rné geometrie, posta£i viimnout
si t¥ch spravnych vztah..

Podivejme se na danou Ulohu ve v2ech p¥ti p°ipadech.

Obr. 1 P¥tice pravidelnych mnohost¥n- s vyznaEenymi kru®nicemi, na nich® le°i
vrcholy t¥lesa

Obr. 2 Pohled kolmo na zadanou p°imku AA°

Nelze si neviimnout, °e zbyvajici vrcholy mnohost¥nu (krom¥ danych
bod- A, A9 le° symetricky na krutnicich v rovinach kolmych k dané
p°imce. Pokud dok&°eme ur£it, v jakém pom¥ru d¥li roviny kru°nic danou
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Use£kuAA bude Uloha vy°e2ena: Sestrojime jednu kru®nici, na ni zvolime
vrchol mnohost¥nu a sestrojime pat®iEnyn-thelnik jedné st¥ny.

Ulohu postupn¥ vy°e2ime pro jednotlivé mnohost¥ny. ZaEneme nejsnaz?i
tlohou.

1.1. Pravidelny osmist¥n

Zbyvajici 4 vrcholy pravidelného osmist¥nu le°i ve vrcholech £tverce na
krunici, ktera je pr-sefnici opsané kulové plochy a roviny soum¥rnosti
Use£kyAAC. Tim jsme ziskali vzechny vrcholy t¥lesa.

1.2. Pravidelny £ty°st¥n

K vy°e2eni dlohy pom-°e uv¥domit si, °e st°ed opsané kulové plochy
je t¥oizt¥m pravidelného £ty°st¥nu. Bude jist¥ uCiteEné zamyslet se nad
zobecn¥nim pojmu t¥°i2t¥ od trojuhelniku v rovin¥ ke £ty°st¥nu v prostoru.
M-°eme p°edem vyzkoumat (nebo odhadnout) jeho polohu: |e°i ve £tvrtin¥
t¥°nice.

Tento poznatek stafi k vy°e2eni Glohy: Zbyvajici vrcholy pravidelného
£ty°st¥nu le®i ve vrcholech rovnostranného trojahelniku. Vy2ka na tuto
st¥nu splyva v pravidelném £ty°st¥nu s t¥°nici, kterd prochazi t¥°i2t¥m
t¥lesa (a tedy i opsané kulové plochy) i t¥°i2t¥m st¥ny. Pr-m¥r AA®kulové
plochy je proto bodemS = T a patou vy2ky na st¥nu BCD d¥len v pom¥ru
3:1:2 Rovina hledané st¥ny d¥li Gse£kWAA®v pom¥ru 2 : 1

1.3. Krychle

Zbyvajicich 2est vrchol- krychle tvo°i vrcholy dvou rovnostrannych troj-
Uhelnik- v rovinach kolmych k dané t¥lesové Uhlop®iEce. UrEime, v jakém
pom¥ru d¥li tyto roviny danou thlop®i£ku.

Vime, e ka°da hrana krychle pat°i do jednoho ze t°i sm¥r-. VV2echny
hrany krychle sviraji s t¥lesovou Uhlop°®iEkou stejny Ghel, jejich kolmy pr--
m¥t na Uhlop°i£ku je tedy shodny, a tudi® rovina, v ni° le°i vrcholy hran
vychazejicich z daného vrcholuA, je kolméa k dané Ghlop®iEceAA° a d¥li
ji na t°etiny.

Zvolime libovolny vrchol na kru®nici, ktera je pr-sefnici této roviny
s opsanou kulovou plochou a v rovin¥ sestrojime rovnostranny trojahel-
nik. Zbylé t°i vrcholy jsou st’edov¥ soum¥rné s prav¥ sestrojenymi vrcholy
podle st°edu krychle (opsané kulové plochy).
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Obr. 3 Roviny vedené vrcholy krychle d¥li t¥lesovou Uhlop®i£ku na t°etiny
1.4. Pravidelny dvanactist¥n

Sadny z postup-, ktery jsme vid¥li v p°ede?lych konstrukcich, tento-
krat nem-°eme pouCit. Hrany pravidelného dvanéctist¥nu sviraji s danou
Uhlop®ifkou zjevn¥ r-zné dhly a ve £ty°ech po dvou soum¥rnych rovinach
kolmych k dané uhlop®ifce le°i jednak trojice, jednak 2estice dal2ich vr-
chol- t¥lesa. Navod k °e2eni davaji st¥ny t¥lesa pravidelné p¥tidhelniky.

/ c M L)\:\ ko
\ ‘
Y 1 I
) :
A 1 1
O 1 1

ks

Obr. 4 Dva pohledy na sousedni p¥tilhelnikové st¥ny pravidelného dvanacti-
st¥nu

Pom¥ry, v nich® d¥li zmin¥né roviny danou t¥lesovou Uhlop°i£ku, jsou
urEeny pom¥ry vzdalenosti v jednotlivych p¥tidhelnicich st¥n:

Pom¥r 1: Pom¥r vzdalenosti Ghlop°iEkyBE od vrcholu A a vzdalenosti
strany CD od vrcholu A v p¥tihelniku ABCDE (tj. jAPj : jAQj
na obr. 5) je shodny s pom¥rem pr-m¥t- t¥chto vzdalenosti na Uhlo-
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peifku AAC tedy s pom¥rem vzdalenosti p°isluznych kolmych rovin od
vrcholu A.

Pom¥r 2: Podobn¥ pom¥r vzdalenosti Uhlop®i£k{DF od vrcholu E a vzda-
lenosti strany HG od vrcholu E v p¥tidhelniku EFGHD (tj. JERj : JES]
na obr. 5) je shodny s pom¥rem pr-m¥t- t¥chto vzdalenosti na uhlo-
p°ifku AAC tedy s pom¥rem vzdalenosti rovin kruenicky, ko (obr. 4)
ku vzdalenosti rovin kru®nic kq, ks.

A A

B_/
R
c Q G

Obr. 5 Pom¥ry délek v p¥tithelnicich a konstrukce bod- na p°imce AA % vyuitim
podobnosti

Oba pom¥ry jsou analogické pom¥ry vzdalenosti v pravidelném p¥ti-
Uhelniku, jsou si tedy rovny. P°i znafeni podle obr. 4 tedy také plati:
JANj:jJNMj= jNMj:jMLj:

Pom¥r jAP | : jPQj vzdalenosti v pravidelném p¥tiGhelniku (obr. 5) je
znamy pom¥r zlatého °ezu. Pokud s nim nejsme obeznameni (co® by bylo
jist¥ 2koda), pro dal?i postup konstrukce to nevadi, postupné pom¥ry se-
strojime pomoci pravidelného p¥tithelniku (pro jeho® konstrukci ma Geo-
Gebra p°imy nastroj) opakovan¥, by  zbyteEn¥ krkolomn¥. Z vlastnosti
zlatého °ezu ale vime, °gAPj : jPQj = jPQj : jAQj a konstrukci rychle
dokon£ime. Danou Uhlop®i£ku rozd¥lime v urEeném pom¥ru pomoci podob-
nosti. Diky soum¥rnosti podle jejiho st’edu S stai sestrojit bodyK, L.
Na obr. 5 jsme ve vhodné rovin¥ (zde v rovin¥ kolmé KA prochéazejici
danym bodem A sestrojili pomoci konstrukci v pravidelném p¥titihelniku
body K% L% MO pro které plati jAKY : KLY = jKALY : JALY =
= jJKALY : jLMY: Podobnosti, v ni° st°edu S° tsefky LM © odpovida
st’ed S t¥lesa, jsme pak sestrojili bodyK , L. Déle sestrojime bodemK
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rovinu kolmou k AAC, kru®nici, kteréa je jeji pr-se£nici s opsanou kulovou
plochou, a na ni zvolime vrchol dvanactist¥nu.

Vidime, °e z rovnosti uvedenych pom¥r- vzdalenosti v p¥tithelnicich
st¥n a z vlastnosti zlatého °ezu plyngKL j : jA%Lj = jKLj : jLM j, tedy
JA%Lj = jLM j: Symetricky dle st°edu S také jLM j = jMA|. Proto body
L, M a tedy roviny, na nich le°i 2estice vrchol- t¥lesa d¥li t¥lesovou
hlop®ifku AA° na t°etiny.

Pro dal?i postup konstrukce vrcholu t¥lesa se nabizi n¥kolik nastroj-:
p°ima konstrukce p¥tithelniku v urEené rovin¥ £i postupné sestrojovani
dal?ich vrchol- t¥lesa jednak otaEenim ji° sestrojenych vrchol-, jednak
vynazenim délek (pomoci kulovych ploch nebo krutnic v rovinach st¥n
t¥lesa).

1.5. Pravidelny dvacetist¥n

St¥ny pravidelného dvacetist¥nu jsou rovnostranné trojlhelniky. Zda se
tedy, %e op¥t °adny z d°ive pouCitych postup- nedava navod, jak t¥leso
sestrojit. Zbyvajici vrcholy t¥lesa le®i symetricky ve dvou rovinach kolmych
k Uhlop®iEce, jejich vzdalenosti ale nezname a trojuhelniky st¥n le°i mezi
t¥mito rovinami.

Po chvili pozorovani v2ak i zde najdeme pravidelné p¥tithelniky. Nejsou
to st¥ny, ale °ezy t¥lesa rovinami vedenymi jeho vrcholy tak, °e od°ezavaji
jeden vrchol. Na obr. 6 vidime dva takové navazujici p¥tidhelnikyABCDE
a ADEF G . Diky nim odvodime, % pom¥ry, v nich® kolmé roviny vedené
vrcholy d¥li danou Uhlop®ifku (pr-sefiky K, L na obr. 7), op¥t vycha-
zeji z pom¥ru zlatého °ezu mezi vzdalenostmi v pravidelném p¥tithel-
niku. Ze shodnosti p¥tithelnik- ABCDE , ADEFG plyne jA%j : jKL j =
= JKLj:jAQLj = jALj: jKL|:

Obr. 6 T°i pohledy na sousedici p¥tithelnikové °ezy v pravidelném dvacetist¥nu
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P°i konstrukci op¥t m-°eme vyuCit toho, °e st’ed dané Uhlop°i£ky je
st°’edem hledané UsefkKL a podobnosti sestrojit pouze bodK (obr. 7).
Vzhledem k vy2e uvedené konstrukci vrchol- pravidelného dvanactithel-
niku tedy povalujme dal?i postup konstrukce za z°ejmy.

K

Obr. 7 Poloha pr-sefik- K, L s rovinami vrchol- a konstrukce bodu K

1.6. Poznamka ke krychli

Konstrukci krychle m-°eme od-vodnit také pomoci souvisejicich st¥n:
Kalda z rovin prochazejicich dalzimi vrcholy kolmo k dané Ghlop®i£ce p-li
£tverce t°i st¥n se spoleEnym vrcholem (obr. 8). Mezi rovinami pak le®i
zbyvajici poloviny v2ech 2esti st¥n krychle. Roviny tedy protinaji t¥lesovou
Uhlop®ifku v jedné t°etin¥.

2. Zav¥r radost z objevovani

2.1. Jedna davna uloha

V¥°ime, °e odbo£ka od obvyklych stereometrickych témat ke konstrukeni
Uloze m-°e byt pro studenty osv¥°enim a pom-°e upevnit p°edstavu o pro-
storovych vztazich. Nejde jist¥ o nové Ulohy, takové Ulohy °ezili st°edozko-
laci u® za Rakousko-Uherska a dnes by s jejich °e2enim nejspi2 m¥li poti©e.
Po vy°e2eni Ulohy s krychli studenti ale jist¥ (a snad i rychle) vy°e?i tlohu,
kterou do [1] poslal pan ufitel Franti2ek Jirsak z Dob°enic (zadani jsme
p°eformulovali do soufasné £e2tiny, originalni zn¥ni najde £tend® v [1]):
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Obr. 8 Roviny vedené vrcholy pli st¥ny krychle

Do krychle vepi2eme dv¥ t¥lesa:

a) kolmy vdlec, jeho® osa splyva s t¥lesovou Uhlop®i£kou krychle a jeha®
kruhové hrany podstav se dotykaji ka°da t°i st¥n krychle v jejich st°edech;

b) dvojku®el, jen® m& vrcholy v krajnich bodech t¥lesové Ghlop°®ifky a
jeho® kruhovéa podstavna hrana se dotyka v2ech 2esti hran krychle. Urfete
pom¥r objemu valce a dvojku®ele.

[*e2eni je ve 3. £isle téhoC ro£niku [2].]

2.2. Dvanactist¥n a krychle dal?i vztahy

Pei konstrukci krychle i pravidelného dvanactist¥nu jsme zjistili, °e ro-
viny obsahujici dal?i vrcholy t¥lesa d¥li danou t¥lesovou Uhlop®ifku na
t°etiny.

Dok&lete vepsat krychli do pravidelného dvanactist¥nu?

A t¥°2] (loha: Zkuste opsat dané krychli pravidelny dvanactist¥n se
spole£nou opsanou kulovou plochou.

2.3. Dal?i konstrukeni ulohy

V systému GeoTest [4] je p°ipraveno asi 100 prostorovych konstruk£nich
Uloh r-zné obti®nosti, které mohou studenti °e2it samostatn¥, bez podpory
ufitele, proto®e systém automaticky vyhodnoti spravnost provedeného °e-
2eni. Spole£né °e2eni a objevovani prostorovych vztah- ve 2kole p°i hodin¥
ale asi bude pro studenty zajimav¥j2i a bude je k °e2eni vice motivovat.
Zejména, pokud jde o ulohy, k jejich® vy°e2eni stafi jen pozorovat a v2imat
si uiteEnych vztah-.
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O jisté netrivialni mno®in¥ bod-
V rovin¥

LENKA JUKLOVA JAROSLAV 'VRfEK

Peirodov¥decka fakulta UP, Olomouc

Cilem tohoto p°isp¥vku je zkoumani jedné netriviadlni mno®iny bod-
Vv rovin¥, kterou je mnoCina t¥°i2" v2ech rovnostrannych trojahelnik- ve-
psanych do daného £tverce tak, °e v2echny t°i vrcholy ka°dého z t¥chto
rovnostrannych trojahelnik- e na hranici daného £tverce.

Podn¥t k °e2eni uvedeného problému vze2el z praktické ukazky. Cheh-
larové z Bulharské akademie v¥d, ktera prezentovala vysledky projektu
Integrace manipulativnich digitalnich prost°edk- do vyuky matematiky
na workshopu Innovative Mathematics Learning Software for Migrant Stu-
dents, kterou po°adala v °ijnu 2019 Univerzita Konstantina Filozofa v Nit°e,
viz [1].

Snadno je vid¥t, °e pro xovanou polohu bodu K na hranici daného
£tverce ABCD sestrojime zbyvajici dva vrcholy K, L hledaného rovno-
stranného trojihelniku KLM uCitim oto£eni R (K; +60 ), v n¥m° obrazem
vrcholu L je bodM (M 6 K), ktery ziskame jako pr-se£ik hranice obrazu
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AB DO £tverce ABCD v tomto otof£eni s hranici £tverceABCD . Bod
L je pak obrazem nalezeného bodivl v otofeniRYK; 60 ).

Uva®ujme nyni bod K na stran¥ AB £tverce ABCD tak, °e vrcholy L,
M rovnostranného trojahelniku KLM [e°f po °ad¥ na stranachBC, DA.
St°ed jeho strany LM ozna£imeS (obr. 1).

D C
M S

> L

A K B
Obr. 1

Vzhledem k tomu, °e
j KAMj+j KSMj=j BKSj+j BLSj=2 90 =180 ;
jsou oba £ty°Uhelniky AKSM a BKSL t¥tivové. Plati tedy
j SAMj=j SKMj=30 =j SKLj=j SBLj;
tudi®
j ABSj=j BASj=j ASBj=60 ;

tj. trojuhelnik ABS je rovnostranny. Bod S je tedy pro v2echny p°ipustné
(takto uva®ované) polohy bod- K, L, M le®icich po °ad¥ na strandchAB,

BC, DA urfen jednozna£n¥ jakd’eti vrchol rovnostranného trojihelniku
ABS (obr. 1).

OznaEmea délku strany £tverce ABCD a uvalujme dale zm¥nu polohy
bodu K na UsefceAB tak, aby body L, M leely po °ad¥ na Usefkach

30 Matematika fyzika informatika 32 (1) 2023



BC, DA. S ohledem na symetrii £tverceABCD podle osy jeho strany
AB stafi sledovat zm¥nu polohy boduK od st°edu strany AB sm¥rem
k vrcholu A (obr. 1). V tomto p°ipad¥ se (v zavislosti na popsané zm¥n¥
polohy bodu K ') m¥ni i poloha bod- L aM tak, °e bod M se pohybuje
na stran¥ AD sm¥rem k vrcholuD a bod L se soufasn¥ pohybuje na
stran¥ BC sm¥rem k vrcholuB. V meznim p°ipad¥ pakM = D (obr. 2).
Zde urf£ime velikost odpovidajiciho GhluADK . Bod A°je obrazem boduA

v oto£eniS = (D; +60 ), tj. trojuhelnik AA je rovnostranny aA°2 oap ,
kde oap je osa stranyAD.

M =D C

Obr. 2
Dale plati:
() 4 AKD = 4 AAD (otof£eniS),
(i) 4 A9LD = 4 CLD (Ssu.
Plati tedy j CDAY =30 , tj.

j ADKj=j ADLj=j CDLj= = 30 =15 ;

NI =

a proto jAK j = jALY = jCLj = atg 15 :

S ohledem na symetrii £tverceABCD podle os jeho stran a uCitim
principu cyklické zam¥ny vidime, °e ka°dou stranu £tverceABCD m-°eme
tedy rozd¥lit (symetricky vzhledem k jejimu st°edu) na t°i Useky, p°iEem°
oba krajni (shodné) Useky maji délkua tg 15 , tj. plati

jAA1j = [B,Bj = jBB1j = ::: = jAA] = atg15 ;

Matematika fyzika informatika 32 (1) 2023 31



a prost°edni Usek té% strany ma délku(l 2tg 15 )a, tj. plati (obr. 3)

JA1B2j = [B1Cyj = jC1D2j = jD1A2j = (1 2tgl5)a:

D Dy Cy C

P

A A K B B

Obr. 3

Déle je z°ejmé, °e pokud n¥ktery z vrchol- rovnostranného trojahelniku
KLM 1e° na prost®ednim Useku jedné ze stran £tvercdBCD , le° oba
zbyvaijici vrcholy (po jednom) na vzdalen¥j2ich krat2ich Usecich p°ilehlych
(sousednich) stran k této stran¥.

Ozna£ime-li nap°.K ten z vrchol- rovnostranného trojuhelniku KLM ,
ktery se pohybuje po prost°’ednim UsekuA;B, strany AB uva’ovaného
£tverce ABCD (obr. 3), je (na zéklad¥ vy?e uvedené avahy) st°edS jeho
strany LM pro v2echny polohy bodu K identicky.

Z obr. 3 je patrné, %e t¥%i2t¥ T rovnostranného trojuhelniku KLM
je obrazem vrcholu K ve stejnolehlosti se st°edemS a koe cientem %
Pohybuje-li se bodK na UsefceA;B, (na stran¥ AB £tverce), obr. 3, pak
UsefkaHG, ktera je obrazem UsefkyA;B, ve stejnolehlosti se st°edent
a koe cientem % je mnoCinou t¥°%2" v2ech rovnostrannych trojuhelnik-
KLM , které spl-uji podminky Glohy a jeden jejich vrchol e na Usefce
A1Bo.

Analogicky, pohybuje-li se vrchol K po prost®’ednich UsecichB;C,,
CiD,, D1A; (po °ad¥) stranBC, CD, DA, £tverce (obr. 3 a obr. 4), zis-
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kame mnoinu t¥°i2” v2ech vepsanych rovnostrannych trojihelnik- KLM .

Touto mnoCinou je £tverec EF GH . Strany £tverceEF GH jsou obrazy pro-
st’°ednich Usek- ka°dé strany £tverce ABCD ve vy2e popsanych £ty°ech
stejnolehlostech (jejich st°edy jsou postupn¥ bodyS; = S, S,, Sz, Sa,

koe cienty % obr. 4). Ka°dy vrchol £tverce EF GH je obrazem bod- ve
dvou r-znych stejnolehlostech, nap°. bodH je obrazem boduA; ve stej-

nolehlosti se st°edemS; a soufasn¥ obrazem bodC, ve stejnolehlosti se
st’edemS;.

D Dy (&5 C
M
: L
Dy A Cs
[ivo g,
Ay ¢ ‘ : -".-, "-‘_ ........ By
58
A Ay K B, B
Obr. 4

Naopak také plati: Ke ka°dému bodu hranice £tverceEFGH najdeme
(obrdcenim naznafeného postupu) odpovidajici trojahelnilkK LM  spl-u-
jici podminky ulohy.

Zav¥r: MnoCinou t¥°i2” v2ech rovnostrannych trojuhelnik- KLM ve-
psanych do daného £tverceABCD tak, °e v2echny t°i vrcholy ka°dého
Z t¥chto rovnostrannych trojahelnik- le°i na hranici daného £tverce, je
hranice £tverceEFGH , viz obr. 4.
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Zajimavé matematické ulohy

Uve°ej-ujeme dal?i £ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické Ulohy,
v ni°® mj. uvadime zadani dal? dvojice novych dloh. Jejich °e2eni m-°ete
zaslat nejpozd¥ji do 30. 6. 2023 na adresu: Redakce £asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresumfi@upol.cz . Zajimava a originalni °e2eni Uloh radi uve’ejnime.

Uloha 283

Urfete nejmen?i p°irozené £isla, které dava soufasn¥ p°i d¥leni t°emi
zbytek 2, p°i d¥leni £ty°’mi zbytek 3, p°i d¥leni p¥ti zbytek 4 a p°i d¥leni
£islem 2023 zbytek 1. Jaroslav 'vrEek
Uloha 284

Jsou dany dva r-zné body A, B a p°imka p rovnob¥°na s Use£kouAB .

Na p°imce p najd¥te v2echny body C, pro které je hodnota soufinu
JACj jBCj co nejmen3i. Pavel Calabek

Déle uvadime °e2eni Uloh 279 a 280, jejich® zadani jsme zve°ejnili ve t°e-
tim £isle lo~ského (32.) ro£niku na2eho £asopisu.
Uloha 279

Doka‘te, °e pro v2echna realna £islaa 1, b 2, ¢ 1,d 2 plati
nerovnost

p p p p
4 a2 1+2 P 4+4 2 1+2 d?2 4 (a+c)(b+d)

a urfete, pro které hodnoty p°irozenych £ised?, b7, ¢?, d? nastane rovnost.
Jaroslav Zhouf

ee2eni. Nejprve dokad®eme nerovnost

p p
2 a2 1+ PP 4 ab: Q)

Ob¥ strany této nerovnosti jsou nezaporna £isla, tato nerovnost je tak
ekvivalentni nerovnosti mezi jejich druhymi mocninami

4(a? 1)+4IO (@ D 4+ 4 &’
neboli po Uprav¥

4p (a2 1) 4) (a2 1) 4)+4:
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Odtud snadno vidime, °e tato nerovnost je ekvivalentni s platnou nerov-

nost{ p )
0 (a2 1)(k* 4) 27

p°i£em® rovnost nastane, prav¥ kdy°
(@ 1P 4)=4=1 4=2 2=4 1; 2)

kde vpravo jsou v2echny rozklady £isla 4 na sou£in dvou p°irozenych £isel.
Pro p°irozené £islaa> 1, ¥ 4 tak rovnost nastane, prav¥ kdy°

(@%b 2 (2;8);(3;6);(5;5) : 3)

Podobnym zp-sobem jako nerovnost (1) doka®eme i nerovnosti

p p
P 442 2 1 bc
p p
2 2 1+ d2 4 cd;
p p
2 4+2 2 1 da
Sef£tenim nerovnosti (1) a t¥chto t°i nerovnosti ji° dostaneme dokazovanou
nerovnost

p p p p
4 a2 1+2 PP 4+4 2 1+2 d? 4
ab+ bc+ cd+ da=(a+ ¢)(b+ d):

Rovnost v ni nastane, prav¥ kdy° nastane ve v2ech £ty°ech uvaovanych
nerovnostech, tedy prav¥ kdy°4 = (a2 1) 4)=(K¥ 4)(c® 1) =
=(c2 1)(d® 4)=(d®> 4)a® 1): Odtud ji° snadno dostaneme, %
vzhledem k podminkdm udlohy nutn¥ plati c = a, d = b. Aby v2echny
po°adované druhé mocniny byly p°irozenymi £isly, musi dale platit (3).

Poznamka 1.Nerovnost (1) m-°eme interpretovat i geometricky. Uvaujme

trojuhelnik ABC s uhly p°i vrcholech A a B o velikostech nejvy2e 90 .
OznaEmeD patu jeho vy2ky z vrcholu C a p°edpokladejme, °gjBCj = 2a,
jACj = bajDCj =2 (takovy (p°ipadn¥ degenerovany) trojuhelnik vzhle-
dem k podminkama 1, b, 2 jist¥ existujer). Podle Pythagorovy v¥ty
snadno dopoftemgBDj=2 a2 1,jADj= P 4.

C

2a L b
2

B 2a 1D B 4 A
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Z dvojiho vyjad®enim obsahu trojuhelniku ABC a omezenosti funkce
sinus plati

p p
2 a2 1+ B 4=3jBAj |CDj=

= 1jBCj jACjsinj BCAj = absinj BCAj ab:

Rovnost nastane, prav¥ kdy° trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym
Uhlem p°i vrcholu C, cao® je podle obracené v¥ty k Eukleidov¥ v¥t¥ o vy2ce
ekvivalentni podmince (2).

Poznamka 2.ee?itelé s vesm¥s v2emi nelplnymi °e2enimi spravn¥ doka-
zali nerovnost pro realna £isla, neuv¥domili si v2ak, °e maji také hledat
p°irozend £isla, pro ktera nastava rovnost.

Spravna °e2eni zaslaliAnastasia Bredikhina, Michal Janik a Samuel
Rosiar, v2ichni z GJK v Praze 6, Tereza ferna z G v Praze 9, Litom¥°icka,
Lenka Poljakova z GJ' v P°erov¥, Jakub 'tepo z G v Kladn¥ a Ond’ej
Trinkewitz z G a SP’E ve Fren2at¥ pod Radho?t¥m.

NeUplna °e2eni zaslaliAddam fervenka, Martin Dufek , Alena Jana£kova
Jakub Ko-darek Lukaz Kycl, 't¥pan Mikéska, Petr Slonek a Filip Smizek,
vaichni z G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro%e, Erik Je®ek ze SSP’ a G v Praze 5,
Jan Sliva z MG v Praze 6 alLuka? Wendzel z G a SP’El ve Frentat¥
p. Radho2t¥m.

Uloha 280
V oboru realnych £isel °e2te soustavu rovnic

x(x2+1) = y3+1;
y(y?+1) = 2°+1;
z2(z22+1) = x*+1:

Jaroslav 'vrEek
se2eni. Ob¥ funkcef (x) = x(x2+1) = x3+ x ag(x) = x3+1 jsou z°ejm¥
rostouci, jeliko® tuto viastnost maji ob¥ funkcey = x3 ay = x.

P°edpokladejme, °e dana soustava ma °e2em, y, z. Jeliko® se jedna
o cyklickou soustavu rovnic, m-°eme bez Ujmy na obecnosti p°edpokladat,
% fislox je nejv¥t?i, tedy x = maxfx;y;zg. Jeliko® funkce f je rostouci,
plati tak

f(x) = g(y) = maxff(x) = g(y);f(y) = 9(2);f (2) = g(xX)g:
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Funkce g je ov2em rostouci, protoy = maxfx;y; zg. Podobnym zp-sobem
pak dok&’eme, °e iz = maxfx;y;zg. Proto nutn¥ plati x = y = z a
dosazenim do libovolné rovnice dané soustavy dostaneme jeji jediné °e2eni
XxX=y=2z=1.
Jiné °e2eni. Pokud by se n¥ktera neznama, bez Gjmy na obecnosti nap°i-
klad x, rovnala 0, z prvni rovnice dané sousfavy by platiloy = , 1. Dosaze-
nim do druhé rovnice pak dostavamez = 3. Jeliko® 3 3<0< 1,
dostavame spor se t°eti rovnici dané soustavy, protayz 6 0. Odtud ovzem
2
1 3 3
2 2 _ 2 2 .
X+ xy+y = x+ - + - -y-> 0
y+ty 5y 2y 2y
Ucitim vzorce pro rozdil t°etich mocnin dostavame, °e soustava je ekvi-
valentni se soustavou

x NP+xy+y)=1 x
(y 2y’ +yz+2z9)=1 y;
(z x)(z?+ zx+x%)=1 z:

Podobn¥ jako v prvnim odstavci uka®eme, °e druhé £initele na levych
stranach rovnic jsou kladné. Dand soustava rovnic ma z°ejm¥ °e2eni
x = y = z = 1. P°edpokladejme, °¢ ma i jiné °e2eni, potom alespo-
jedna jeho slo®ka, bez Gjmy na obecnostk, je r-zna od 1. Pokud x > 1,
Z prvni rovnice upravené soustavy plynex y < 0,tedyy >x> 1. Ze
druhé rovnice paky z< 0,tedy z>y >x> 1, co®je ve sporu se t°eti
rovnici. Podobn¥ dovedeme ke sporu i p°ipad < 1, proto dana soustava
ma jediné °e2enix = y=z=1.

Spravna °e2eni zaslaliKarol Gajdo? z Trnavy, Anastasia Bredikhina,
Michal Janik a Samuel Rosiar v2ichni z GJK v Praze 6, Tereza ferna
z G v Praze 9, Litom¥°ickd,Adam fervenka, Martin Dufek, Anna Hronova,
Alena Janafkova Jakub Ko-arek Luka? Kycl, 't¥pan Mikéska, Petr Slonek
a Filip Smi2ek, vaichni z G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro%e, Erik Je®ek ze SSP’
a G v Praze 5, Lenka Poljakova z GJ' v P°erov¥. Pavla Sankotovaz G
v Plzni, Mikuld2ské nam. a Jan Sliva z MG v Praze 6, Jakub 'tepo z G
v Kladn¥. Ond°ej Trinkewitz z G a SP’E ve Fren%tat¥ pod Radho?t¥m
a Luka? Wendzel z G a SP’El ve Fren2tat¥ p. Radho2t¥m.

Neuplna °e2eni zaslaliFrantizek Jachim z Volyn¥ aJachym Koubaz GJ’

v P°erov¥.
Pavel Calabek
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FYZIKA

Nap¥ti naprazdno
fotovoltaického £lanku
v zavislosti na intenzit¥ oza‘eni

Jlsf KOS MICHAELA K+ISOVA

Pe°irodov¥decka fakulta, Univerzita Hradec Kralové

Moderni technologie se £im dal vice uplat-uji ve vyuce na zakladnich
i st’ednich 2kolach. B¥°nou sou£ésti vyuky jsou pofitafe, projektory, in-
teraktivni tabule, mobilni telefony, ..., nicmén¥ vyvoj tohoto odv¥tvi je
natolik rychly, °e vy2e uvedené technologie nepostatuji k tomu, aby byl
absolvent na2eho 2kolstvi skute£n¥ dob°e vybaven pot°’ebnymi kompeten-
cemi. Proto je velmi d-le®ité °ak-m poskytnout mo°nost s technologiemi
aktivn¥ pracovat. SnaCili jsme se navrhnout n¥kolik ndm¥t- na tlohy, které
si mohou °aci samostatn¥ v ramci vyuky fyziky prom¥°it, data zpracovat
a ufinit zav¥ry svych m¥°eni. Wu®ili jsme 3D tiskarnu, senzory Vernier,
robotickou stavebnici VEX 1Q i jednodeskovy pofitaf Arduino. Vezkeré
nam¥ty jsou podrobn¥ zpracovany v diplomové praci [1]. U ka®dé takto
p°ipravené ulohy je uvedena teoreticka £4st, kterou si °4ci prostuduji p°ed
laboratorni Ulohou, poté zadani vlastni laboratorni prace (tkol, pom-cky,
podrobny postup) a mo°né vysledky m¥°eni. Nedilnou soufasti nam¥t
jsou metodické pokyny pro ufitele. Ka°dy nam¥t obsahuje p¥t ikon prezen-
tujicich Gvodni informace o n¥m (£ast fyziky, metody a formy vyuky...).
Schematické znafky, podrobné popisy a ilustragni obrazky umo®-uji lep2i
pochopeni zadani prace. V neposledni °ad¥ je uveden vy£et a popis doda-
vanych materidl- vEetn¥ odkaz- na konkrétni p°ilohy vy?e uvedené diplo-
mové prace.

Materialy byly postupn¥ upravovany tak, aby co nejvice odpovidaly
pot°ebam °ak-. Byly vyzkou2eny v pedagogické praxi na vy22im stupni
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osmiletého gymnazia v ramci dvouhodinovych laboratornich cvifeni, ktera
se konaji jednou m¥siEn¥ v ka®dé t°id¥ daného ro£niku. Jeliko® se t°idy
na cvifeni d¥li do skupin, bylo mo®né jednotlivé nam¥ty do vyuky za°a-
dit opakovan¥, a to v obm¥n¥nych podobach dle p°ipominek °ak-, které
vyjadeili v n4sledné re exi cvifeni.

V tomto £lanku bychom radi jako ukdzku nam¥t- popsali laboratorni
cvifeni na téma Ur£eni nap¥ti naprazdno v zavislosti na intenzit¥ oza-
°eni . K tomuto nam¥tu vzniklo v ramci vy2e uvedené diplomové prace
celkem sedm material- metodicky list pro ufitele a 2est p°iloh. Vhle-
dem k rozsahu £lanku neni mo®né zahrnout veZkeré vytvo°ené podklady,
a tak za°azujeme pouze vybrané ukazky. Zajemci naleznou kompletni zn¥ni
prav¥ v diplomové préaci [1].

Metodické pokyny k nam¥tu pro ufitele
a) uvodni informace

-—
-—
-
radiometrie

Obr. 1 lkony ilustrujici Gvodni informace k Uloze [1]

b) popis nam¥tu

Cilem nam¥tu je prom¥°it zavislost nap¥ti naprazdno na intenzit¥ oza-
°eni.
) pot°ebné pom-cky

Datalogger LabQuest 2, voltmetr Vernier, roboticka stavebnice VEX
IQ, improvizovany zdroj sv¥tla Arduino, solarni panel upevn¥ny k dreaku,
svinovaci metr.
d) vyEet materidl- dodavanych k nam¥tu

Teoreticka sta’, pracovni list pro °4ky, mo®né °e2eni Ulohy, navod pro
realizaci improvizovaného zdroje sv¥tla a 3D vytisku stojanu solarniho
panelu, navod pro sestaveni robotické stavebnice VEX.
e) koment&® autora

Uloha sestava z v¥t2iho po£tu m¥°eni, a tak je mo°né ji realizovat ve
v¥t2ich skupinkach °4k-.
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Sou£asti Ulohy je prace s jednodeskovym pofitafem Arduino. Pro sta-
noveni vysledk- m¥°eni byl vyu®it ode£et okamPitych hodnot p°imo z da-
taloggeru. V ostatnich Glohach je za°azen i jiny zp-sob.

§4ci jsou v protokolu vyzvani k tomu, aby zdroj sv¥tla pova®ovali za bo-
dovy. Je vhodné s nimi prodiskutovat, pro£ je toto zjednodu2eni p°ipustné.
By se jedné o plo2ny zdroj, Ukolem °ak- neni stanovovat jednotlivé radi-
ometrické velifiny, pouze zjiZ'uji, zda se intenzita oza°eni p°i oddalovani
od zdroje sni®uje. To plati pro bodové i plo2né zdroje.

Ulohu by bylo mo®°né upravit tak, aby °aci neprom¥°ovali pouze nap¥ti
naprézdno, ale i celou voltampérovou charakteristiku. Na druhou stranu
se v2ak u® jednd o ufivo p°esahujici gymnaziélni znalosti, a tak byla tloha
koncipovana do podoby, v jaké se aktudln¥ nachazi.

Pro autorovo m¥°eni byl pouit solarni panel o velikosti6cm 8cm,
jmenovitém nap¥ti 3 V, maximalnim proudu 300 mA a vykonu 0,6 W.

Zadani laboratorni ulohy pro °aky
Teoreticka £ast (viz [2, 3, 4, 5, 6])

a) solarni baterie

Fotovoltaicky £lanek (foto£lanek) je polovodi£ova soufastka, ktera slou®i
k p°’em¥n¥ energie dopadajiciho za°eni na energii elektrickou. Schématicka
znafka foto£lanku je uvedena na obr. 2a.

a) b)

Obr. 2 Schématicka znafka foto£lanku a obvod pro urf£eni nap¥ti naprazdno
(p°evzato z [1], upraveno)

Jednotlivé foto£lanky se lizi pr-b¥hem své voltampérovou charakteris-
tiky (p°iklad charakteristiky je na obr. 3), p°ifem® tvar charakteristiky
ovliv—uji nejr-zn¥j3i faktory (teplota, intenzita dopadajiciho sv¥tla, ...).
Jednim z parametr- V-A charakteristiky je i nap¥ti naprazdno (na obr. 3
oznaf£eno jakoUpc ), €0° je nap¥ti, p°i kterém obvodem neprochazi °adny
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elektricky proud. Aby obvodem neprochazel °adny proud, je t°eba, aby za-
pojeny spot°ebi£ m¥l nekone£n¥ velky odpor. Realizovat nekone£n¥ velky
odpor je samoz°ejm¥ nemao®né, nicmén¥ dost dob°e tuto podminku spl-uje
voltmetr, jeliko® vnit°ni odpory b¥°nych multimetr- se pohybuji °adov¥
okolo 10 M (schéma takového obvodu p°edstavuje obr. 2b).

e
A A
ISC"

. » U
UDC V

Obr. 3 Pciklad voltampérové charakteristiky foto£lanku (p°evzato ze [2], upra-
veno)

Foto£lanky pak za U£elem zvy2ovani elektromotorickych nap¥ti a proudu
v obvodu spojujeme do tzv. solarnich baterii. Pod pojmem solarni baterie
tedy rozumime spojeni n¥kolika fotovoltaickych £lank-.

b) radiometrie

Sv¥tlo je elektromagnetické za°eni o vinovych délkach 390 nm a® 760 nm.
Toto z&°eni p°end?i do prostoru za&°ivou energiQe. V radiometrii pak ale
pracujeme s dal2imi fyzikalnimi velifinami.

Jednou z t¥chto velifin je velifina nesouci nazev z&°ivy tok e, ktera
p°edstavuje vykon z&°ivé energie, ktera pro2la urfitou plochou za n¥jaky
£asovy interval.

Z&®ivosti bodového zdrojele oznafujeme podil z&°ivého toku, ktery
zdroj vysila do malého prostorového thlu  , a tohoto dhlu, tj.

le= —: 1)

Intenzitou oza°eni Ee rozumime podil za°ivého toku, ktery dopada na
elementarni plochu S, a této plochy. Pokud je plocha kolma ke sm¥ru
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2i°eni, pak
Ee= —¢ @

Mezi intenzitou 0za°eni a z&°ivosti zdroje plati vztah

_le ..
Ee=  cos; ©))

kde p°edstavuje Uhel svirany dopadajicim za°enim a normalou uva®ované
plochy, d je pak vzdalenost zdroje a oza®ované plochy. Vyznam jednotli-
vych velifin ilustruje obr. 4. U zdroj-, jejich® rozm¥ry nejsou zanedbatelné

Obr. 4 K objasn¥ni n¥kterych radiometrickych velifin p°evzato ze [2], upraveno)

v-£i vzdalenosti, vy2e uvedené vztahy neplati. Musime toti® na takovy
zdroj hled¥t jako na zdroj plo2ny.

Ukol

Pomoci sestavené soupravy stanovte zavislost velikosti nap¥ti naprazdno
na r-zné intenzit¥ ozaceni.

Pom-cky

Datalogger LabQuest 2, voltmetr Vernier, roboticka stavebnice VEX
IQ, improvizovany zdroj sv¥tla Arduino, solarni panel upevn¥ny k dreaku,
svinovaci metr.

Postup

1. Dle navodu sestavte za pomoci jednodeskového pofitafe Arduino im-
provizovany zdroj sv¥tla s krytem vyti2t¥nym na 3D tiskarn¥ (navod
tvo°i p°ilohy 25, 26 a 27 diplomové prace [1], na obr. 5 jsou uvedeny
vybrané snimky z tohoto navodu).
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Obr. 5 Whbrané snimky z ndvodu pro sestaveni improvizovaného zdroje sv¥tla
(p°evzato z [1], upraveno)

2. S pomoci obrazkového navodu sestavte optickou lavici (vzdalenost po-
vrchu solarniho panelu od svitivych diod by m¥la byt 9,5cm). Navod
tvo°i p°ilohu 28 diplomové prace [1], na obr. 6 je uvedena nalni podoba
optické lavice.

Obr. 6 Pofadované podoba optické lavice [1]

3. K vystup-m ze solarniho £lanku p°ipojte voltmetr rmy Vernier (viz
obr. 7). Ten pak propojte s dataloggerem (vysledkem m¥°eni budou
pouze hodnoty nap¥ti, a tak je odefteme p°imo z displeje, nebudeme
pot°ebovat propojeni s pofitatem).

Matematika fyzika informatika 32 (1) 2023 43



10.

11.

44

Obr. 7 P°ipojeni voltmetru k dataloggeru (p°evzato z [1], upraveno)

. Datalogger zapn¥te a vy£kejte, dokud nenab¥hne jeho operaEni systém.
. Zapojte improvizovany zdroj sv¥tla do zasuvky.

. Solarni panel zakryjte a proveste nulovani senzoru Vernier. Nulovani

provedete tak, °e poklepate na £iselnou hodnotu nap¥ti, ktera se prav¥
ukazuije na displeji. Po poklepani se objevi podokno ma®nosti, ve kterém
vyberete polo°ku Nulovat.

. Odkryjte solarni panel.

. Na improvizovaném zdroji stisknete prvni tlafitko, £im° rozsvitite dv¥

°ady diod. Na dataloggeru odeftete hodnotu nap¥ti naprazdno a po-
Znamenejte si ji.

. Postupn¥ rozsvi'te i dal?i °ady diod (respektive zvy2ujte intenzitu oza-

°eni), pokadé prom¥°te nap¥ti naprazdno a vhodn¥ si jej poznamenejte.

Ponechte rozsvicené v2echny diody a postupn¥ zv¥t2ujte vzdalenost pa-
nelu od zdroje sv¥tla o 6 cm, dokud nedojdete na konec optické lavice
(posunu o 6 cm odpovida posun o 5 zdi°ek na optické lavici). V ka°dé
poloze op¥t stanovte hodnotu nap¥ti.

Zpracujte vysledky m¥°eni:

" Okomentuijte, jak se m¥nilo nap¥ti naprazdno p°i zvy2ovani intenzity
o0za°eni.

Sestavte bodovy graf zavislosti nap¥ti naprazdno na vzdalenosti so-
larniho panelu od improvizovaného zdroje sv¥tla, nam¥°ené hodnoty
prolo®te vhodnou regresni k°ivkou.
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" Na zaklad¥ sestaveného grafu vyvoste, jak se m¥ni intenzita oza°eni
se zvy2ujici se vzdalenosti (zdroj sv¥tla pova®ujte za bodovy jedna
se o hrubé zjednodu2eni, ale pro na2e Gvahy je dostate£né).

12. Zformulujte zav¥r m¥°eni.

Nam¥°ené hodnoty a jejich zpracovani, mo°né interpretace vy-
sledk-
B¥hem m¥°eni ve vzdalenostd = 9;5 cm solarniho panelu od zdroje

sv¥tla byla p°i rozsviceni dvou °ad svitivych diod stanovena hodnota nap¥ti
naprazdno U, = 1;063V (viz obr. 8).

Rezim:
Casové zékladna
Frekvence:
10 vzorki/s
Trvani:
CH 1: Napéti 18,0s

Obr. 8 Ukazka m¥°eni nap¥ti naprazdno (p°evzato z [1], upraveno)

P°i rozsviceni dal?ich dvou °ad diod pak hodnota nap¥ti vzrostla na
U, =1;187V.V poslednim p°ipad¥ byly v provozu vezkeré diody, p°ifem°
hodnota nap¥ti naprazdno byla rovnal,;, =1;258V.

Ve druhé £asti Ulohy byla p°i rozsviceni v2ech °ad diod stanovena za-
vislost nap¥ti naprazdno U na vzdalenosti d. Tuto zavislost p°edstavuje
tabulka 1.

V prvni £asti laboratorniho cvifeni bylo urfeno, °e v zavislosti na zvy-
2yjici se intenzit¥ oz&°eni roste nap¥ti naprazdno. Prom¥°end zavislost ve
druhé £asti cvifeni pak ukazuje, e s rostouci vzdalenosti klesa nap¥ti na-
pradzdno, z £eho° Ize usoudit, °e se zvy?2ujici se vzdalenosti klesa intenzita
oza’eni.

Je nasnad¥ konstatovat, °e vy2e uvedené interpretace do jisté miry ne-
musi napl-ovat ofekavani st’edozkolské fyziky, nebo” nevedou k ziskani
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funkEniho p°edpisu regresni funkce tak, jak byva v laboratornich cvife-
nich z fyziky zvykem. Pro zpracovani dat Ize tedy uvaCit u®iti tabulkového
procesoru a pokusit se funkEni zavislost stanovit.

£islo m¥°enii d—' Y
cm \Y

1 9,5 | 1,258

2 1551 1,144

3 21,5 1,052

4 27,5| 0,987

5 34,5 | 0,936

Tabulka 1 Zavislost nap¥ti naprazdnoU na vzdalenostid [1]

P°i hledani regresni funkce samoz°ejm¥ plati, °e nam¥°ené data Ize dost
dob®e prolo®it polynomickou funkci dostateEného stupn¥ (tak jako ve v2ech
dal?ich fyzikdlnich m¥°enich). V p°ipad¥ nazich dat dokonce vyplyva, °e
bychom mohli vyu®it polynom pouze druhého stupn¥ (viz obr. 9a). Je v2ak
otadzkou, nakolik tato k°ivka odpovida skuteEné zavislosti. Z n¥kterych
zdroj- (nap®. [7]) Ize usuzovat, °e by zavislost m¥la byt logaritmicka (viz
obr. 9b). Hledani funkfEniho p°edpisu m-°e byt urfit¥ velmi zajimavym
problémem, o kterém Ize s °aky v hodinach diskutovat, a tak rozzi°it jejich
zku2enosti s regresni analyzou.

2) 1=f (V)

I=f(U)
14 14
..... ...
2 e S— 12 i
08 08
2 ¥ =0,0003x?- 0,027 1x+ 1,486 g y =-0,254In(x) + 1,832

S o6 206
04 04
02 02

) 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
d/em d/em

Obr. 9 Graf zavislosti nap¥ti naprdzdno U na vzdalenosti d (p°evzato z [1],
upraveno)
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Zav¥r

Moderni technologie neoddiskutovateln¥ pat°i do vychovn¥-vzd¥lavaciho
systému 21. stoleti, a to i do fyzikdlniho vzd¥lavani. Doufdme, °e si uvedena
Uloha ziskala své £tena°e a °e i motivovala n¥které vyufujici fyziky k tomu,
aby nahlédli do citované diplomové prace a n¥které moderni technologie
do svych hodin zkusili za°adit.
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M¥°eni magnetického dipolového
momentu (magnetizace)
permanentnich magnet:

Jlsf ERHART

Fakulta p°irodov¥dn¥-humanitni a pedagogicka, Technicka univerzita v Liberci

V £lanku jsou permanentni magnety symetrickych tvar- pouCity pro
urEeni remanentni magnetizace (magnetické polarizace) t°i typ- tvrdych
ferit- (Ferit, FeNdB a SmCo magnety). Metoda je zalo®ena na m¥°eni
pr-b¥hu magnetické indukce na ose magnetu ve tvaru £tvercové desky a
valce, ktery se d& analyticky odvodit jako soufin remanentni magnetické
indukce a tvarového faktoru zahrnujiciho rozm¥ry magnetky a vzdalenost
od jejiho povrchu. Remanentni magnetickd indukce se z nam¥°enych dat
urEi tovanim zavislosti metodou linearni regrese.

Feromagnetické latky jevi spontanni uspo°adani elementarnich magne-
tickych dipdélovych moment-. Mezi takové latky pat®i nap°®. £isté kovy nikl
(Ni), °elezo (Fe) nebo kobalt (Co) a potom °ada slitin t¥chto kov- dnes
nejvice pou®ivané jsou barnaty nebo strontnaty ferit, neodymové (FeNdB),
samarium kobaltové (SmCo) a AINiCo magnety. Elementarni magnetické
dipély v permanentnim magnetu se makroskopicky projevuji magnetickym
dipélovym momentem celého magnetu. Objemovou hustotu magnetického
dipélového momentu charakterizuje magneticka polarizace latky, udavana
v jednotkach tesla (T). Tyto elementarni dipdlové momenty spontann¥
existuji ve feromagnetické latce pod tzv. Curieovou teplotou, ktera proto
zasadn¥ omezuje teplotni rozsah jejich pou®iti. Magnetickou polarizaci lze
urEovat na zaklad¥ odpudivé magnetické sily mezi magnetkami pravidel-
nych tvar- (viz nap®. [1] pro sily mezi valcovymi FeNdB magnety), nebo
na zaklad¥ m¥°eni pr-b¥hu magnetické indukce v okoli homogenn¥ mag-
netizovanych magnetek symetrickych tvar-.

Homogenn¥ magnetizovana t¥lesa permanentnich magnet- (tzv. tvr-
dych ferit-) symetrickych tvar- jako je valec nebo pravoihla deska maji
pr-b¥hy magnetické indukce na ose symetrie, ktera je soufasn¥ i sm¥rem
magnetizace, vyjad°ené pomoci analytickych vztah.. Podle [2] jsou tyto
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vztahy vedy ve tvaru soufinu remanentni indukce B, a bezrozm¥rného
tvarového faktoru f (krom¥ vélce a desky jsou v [2] odvozeny vztahy také
pro prstenec a kouli):

Disk (valec) polom¥r R, vy2ka L, magnetizace ve sm¥ru vy2kyL (viz
£ervena 2ipka)

F 3
A 4

2R

Obr. 1 Homogenn¥ magnetizovany valec se sou’adnym systémem pro urfeni
magnetické indukce v jeho okoli (magnetizace viz £ervena 2ipka)

B(z)= Bg (RiL;2); 3 (1a)

z+ L z
D

(1b)

1
f(R;L;z)= =44
( ) 2 HR2+(2+L)2 "RZ+ 22

Pravouhla deska rozm¥ry 2a, 2b, 2c, magnetizace ve Sm¥ru rozm¥re:

B (z) = B/f (a;b;c;2; (2a)
f (a;b;c;2 = 1 arctg —pzb—sz
5 z2+ a2+ 39
arctg4 g ab S (2b)

(z+20) (z+20%+ a2+ R
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2b

Obr. 2 Homogenn¥ magnetizovana pravouhla deska se sou®adnym systémem pro
urf£eni magnetické indukce v jejim okoli (magnetizace viz £ervena 2ipka)

Sou°adnicez se ve v2ech uvedenych vztazich m¥°i od svrchni strany po-
vrchu magnetu na jeho osez. Z hlediska m¥°eni je navic velmi vyhodné, °e
je vektor magnetické indukce od symetrickych tvar- permanentnich mag-
net- orientovan ve sm¥ru osy symetrie v libovolné vzdalenosti od magnetu
a nemusi se tedy b¥hem m¥°eni m¥nit orientace Hallovy sondy.

Vzhledem ke struktu°e vztah- (1) a (2) je mo°né urf£ovat remanentni
indukci pomoci zm¥°eni magnetické indukce permanentniho magnetu ho-
mogenn¥ magnetizovaného ve sm¥ru osy symetrie. Hodnoty magnetické
indukce nam¥°ené pomoci teslametru Ize potom linearni regresi zpraco-
vat jako linearni zavislost indukce B (z) na tvarovém faktoru f pro kon-
krétni tvar magnetu. Je v2ak t°eba zajistit velmi p°esné m¥°eni vzdalenosti
Hallovy sondy od povrchu magnetu, zvla2t¥ pak v rozsahu malych vzda-
lenosti, kde se magnetick&d indukce nejvyrazn¥ji m¥ni. Pro m¥°eni tedy
konstruujeme p°ipravek s Uchylkom¥rem umoC®-ujicim urfeni vzdéalenosti
po krocich o velikosti 0,05 mm, sta£i s rozsahem do 20 30 mm. Pro p°esné
zpracovani pr-b¥hu magnetické indukce v okoli magnetky a t remanentni
indukce B, nezapomeneme p°ipo£ist vzdalenog = 0;5 mm Hallova sen-
zoru od magnetky, danou tlouz’kou plastového pouzdra Hallovy sondy (viz
nap®. [3]).

Pokud si budete chtit sestavit Hallovu sondu z dostupnych soufastek
sami, je mo°né vyulit ndvodu z publikace [4]. V obchodech s elektrosou-
£astkami Ize b¥°n¥ zakoupit linearni proporcionalni Hall-v senzor pro m¥-
°eni magnetického pole i dal?i pot°ebné soufastky.
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Postup m¥°eni

Magnetky jsou upevn¥ny v ochrannych plastovych obalech, kde maji
magnetické poly orientované stejnym sm¥rem pro v2echny vzorky a neu-
mo°-uji tak jejich nahodné vzajemné peitAhnuti nebo mechanické pozko-
zeni p°i manipulaci. Nep°ibli°ujeme v2ak jednotlivé vzorky magnetek silou
k sob¥, siln¥j2i magnetické materialy (FeNdB) toti® mohou demagnetizovat
nebo p°emagnetizovat ty slab?i!

Do aparatury vlo°ime magnetku v ochranném plastovém pouzd°e a p°i-
pevnime Hallovu sondu na dr°ak. V na2em p°ipad¥ byl pou®it teslametr
Extech MF100 s jednosm¥rnou p°i€nou Hallovou sondou, ktera je umis-
t¥na na konci plastového raménka. Pozice sondy je vyznaEena na raminku,
zevn¥ je vid¥t plastovy obal Hallova senzoru, ktery senzor chrani p°ed
mechanickym po2kozenim. Sonda m¥°i pouze slo°ku vektoru magnetické
indukce kolmou na sondu. Je t°eba co nejpe£liv¥ji umistit Hallovu sondu do
pozice na ose magnetky. PouCity teslametr Extech MF100 ma dva m¥°ici
rozsahy (0 300 mT s citlivosti 0,01 mT a 0 3000mT s citlivosti 0,1 mT),
p°esnost m¥°eni je 5 % z ode£tené hodnoty plus 10 jednotek v nejmen2im
°adu odef£itané hodnoty (tj. 5 % rdg+ 10 dgt).

Obr. 3 Za’izeni pro upevn¥ni magnetky, p°ipevn¥ni raminka Hallovy sondy, po-
suv vzorku nastavovacim 2roubem, Uchylkom¥r pro m¥°eni vzdalenosti a vzorky
magnetek v plastovych ochrannych obalech

Peibli°®ime sondu s Hallovym senzorem na dotyk k magnetce tak, aby
rameno sondy bylo volné bez prohnuti, a na Uchylkom¥ru nastavime nu-
lovou hodnotu viz detail uspo°adani dredku na obr. 4. Mezi Hallovym
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senzorem a magnetkou je stale je2t¥ vzdalenost dana tlouz’kou plasto-
vého pouzdra Hallovy sondyzy = 0;5mm. Pokud by bylo raménko sondy
prohnuté (deformované), tak by se p°i vzdalovani magnetky upevn¥né na
posuvu sonda stale dotykala magnetky, nem¥nila by se jejich vzajemna
vzdalenost, a tedy ani hodnota magnetické indukce.

i

Obr. 4 Detail upevn¥ni Hallovy sondy teslametru (vlevo) a magnetky v plasto-
vém ochranném obalu na posuvu pro m¥°eni vzdalenosti magnetky od Hallovy
sondy uchylkom¥rem (vpravo)

Magnetka je pevn¥ spojena s posuvem (v hazem p°ipad¥ jde o maly
mechanicky stolefek p-vodn¥ urfeny pro upevn¥ni materidl- pro obrab¥ci
stroje). Hodnota vzdalenosti magnetky od raminka sondy je odefitana
p°es hrot Uchylkom¥ru tlaEici na pohyblivou £elist posuvu. Postupn¥ tak
m¥nime vzdalenost Hallovy sondy od povrchu magnetky, odefitame je-
jich vzajemnou vzdalenostz a na teslametru hodnotu magnetické indukce
B(z). Pro malé vzdalenosti postupujeme s jemn¥j2im krokem, postupn¥
potom krok posuvu zv¥t2Zujeme tak, aby zm¥ny indukceB (z) byly dob°e
m¥°itelné. Mechanicky posuv a tchylkom¥r maji v2ak urf£ity mrtvy chod
a kv-li jeho redukci tedy postupujeme vedy jen jednim sm¥rem posuvu
k v¥t2Zim vzdalenostem magnetky a sondy, nikdy se nevracime zp¥t. Do-
poru£ené kroky posuvu jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Rozsah posuvu / mm | Krok / mm
0,05 2,00 0,05
2,010,0 0,1

1020 1
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Do grafu vyna2ime zavislostB (z) na bezrozm¥rném tvarovém faktoruf
pro dany tvar magnetu, linearni regresi stanovime hodnotu remanentni
indukce B, a jeji chybu. Nezapomeneme pou®it linearni regresi pro zavis-
lost prochéazejici po£atkem sou®adného systému, tedy pro nulovou hodnotu
tvarového faktoru f je nulovd hodnota magnetické indukceB (z). UrE£enou
hodnotu magnetické polarizace porovhame s hodnotou remanentni magne-
tické indukce pro r-zné magnetické materialy magnetek udavané vyrobci
nebo dodavateli magnetek [5]:

FeNdB magnety material N38, B, = (1,22 1,26) T,

SmCo magnety materidl YXG-28, B, = (1,031,08) T,

Feritové magnety material F30, B, = (0,37 0,40) T.

Peiklad m¥°eni

Poucili jsme £tvercové magnety o rozm¥rechI0mm 10mm) a r-znych
tlouz’kdch: 4 mm a 5 mm pro FeNdB magnety a 3 mm pro SmCo magnety.
Valcové magnety m¥ly vzechny pr-m¥r 10 mm a tlou’ky 2 mm a 5 mm pro
FeNdB magnety, 4 mm pro SmCo magnety a 10 mm pro feritovy magnet.
V2echny vzorky byly umist¥ny v ochranném silonovém pouzd®e valcového
tvaru.

Vysledky:

ftvercové magnetky (obr. 5 a 6):
FeNdB, 10 mm 10 mm 5 mm, B, =1111(7) mT;
FeNdB, 10 mm 10 mm 4 mm, B, =1171(7) mT,;
SmCo, 10 mm 10 mm 3 mm, B, =910(3) mT.

Magnety ctverec Magnety valec

——FeNdB 10x10/5mm —FeNdB @10mm/2mm
350 ——FeNdB 10x10/4mm 300
SmCo 10x10/3mm —FeNdB @10mm/5mm

SmCo @10mm/4mm
Ferit @10mm/10mm

= 200

0 5 10 15 20 [ 5 10 15 20
z/mm z/lmm

Obr. 5 Pr-b¥hy magnetické indukce na ose £tvercovych a valcovych magnetek
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FeNdB 10x10mm/4mm FeNdB 10x10mm/6mm

y=1071.1x
y = 1111.8x R*=0.9953
250 R? = 0.9941 250

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
f(z+2,) f(z+2,)
SmCo 10x10mm/3mm

y =910.99x
R*=0.9973

250

200

B/mT

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
flz+2,)

Obr. 6 Fitovani pr-b¥h- magnetické indukce na ose £tvercovych magnetek s ko-
rekci na tlou’ku zo pouzdra Hallovy sondy

Valcové magnetky (obr. 5 a 7):

FeNdB, 10 mm/2 mm, B, =1070(7) mT;

FeNdB, 10 mm/5 mm, B, =992(8) mT;

SmCo, 10mm/4 mm, B, = 908(5) mT;

Ferit, 10 mm/10 mm, B, = 375(3) mT.

Rozdily v hodnotach remanentni magnetizace m-°ou pochazet z r-z-
nych 2ar°i stejného materidlu a od r-znych vyrobc- nap°. materialova
data vyrobc- zpravidla uvad¥ji rozp¥ti hodnot. Uvedena chyba m¥°eni
také pochazi pouze z rozptylu nam¥°enych hodnot magnetické indukce ko-
lem tovaci k°ivky. Do celkové chyby urf£eni remanentni indukce je t°eba
zapo£ist je2t¥ chybu jednotlivych hodnot magnetické indukce m¥°enych
Hallovou sondou, kterd £ini 5 % z m¥°ené hodnoty a je tak podstatn¥ v¥t2i
ne° rozptyl zjizt¥ny tem linearni regrese. Celkova chyba m¥°eni tak £ini
zhruba 6 % z ur£ené hodnotyB,, tedy po zpr-m¥rovani hodnot z r-znych
tvar- magnetek pro stejny material dostavame:

FeNdB, B, = 1086(65) mT;

SmCo, B, =909(55) mT,;

Ferit, B, =375(22) mT.
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FeNdB @10mm/2mm FeNdB @10mm/smm

y =1070.2x
R?=0.988 300

y =991.83x
R*=0.9941

BimT
g

o o
0.00 0.05 010 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
fz+z,) flz+z,)
SmCo ¢10mm/4mm Ferit 10mm/10mm
300 160
y = 908.05x 140

250 R? = 0.9968

y =375.1x
R? =0.9949|

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 000 005 010 015 020 025 030 035 040 045
fz+z,) flz+zo)
Obr. 7 Fitovani pr-b¥h- magnetické indukce na ose valcovych magnetek s ko-
rekci na tlouz’ku zo pouzdra Hallovy sondy

Nam¥°ené hodnoty se tak nachéazeji v rozsahu hodnot udavanych vy-
robci a prodejci magnet- pro SmCo a Feritové magnety, pro FeNdB mag-
nety jsou mirn¥ men?i patrn¥ vlivem pr-m¥rovani p°es r-zné tvary magne-
tek (tenké £tvercové desky magnetizované ve sm¥ru tlou?’ky a valce mag-
netizované ve sm¥ru osy). Kvalita magnetizace (velikost a homogenita)
m-%e byt toti® tvarem ovlivn¥na.
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M¥°ime rychlost zvuku v kovech,
v plynech i v kapalinach

JOSEF HUBEEAK Jlsl HUBEEAK, jr.

P°irodov¥decka fakulta, Univerzita Hradec Kralové,
Gymnéazium Bo°eny N¥mcové Hradec Krélové

S mobilem, metrem, kalafunou a sv¥rakem m-°eme m¥°it rychlost zvuku
pro ocel, mosaz, hlinik i plast. Hodnoty se od tabelovanych lizi o jednotky
procent. V laborato®i Ize uskute£nit rezonan£ni m¥°eni v n¥kolik decimetr-
dlouhém kovovém vzorku, ve sloupci plynu i v kapalin¥.

M¥°eni v kovu a plastu s aplikaci Spectroid

Mobilni aplikace Spectroid je voln¥ dostupna a jeji p°ednosti je okam®ité
ur£eni dominantni frekvence v zaznamu zvuku (obr. 1).

Snimek displeje mobilu byl pro pot°eby tisku barevn¥ invertovan. Horni
k°ivka (v originale £ervend) zna£i zavislost hlasitosti na frekvenci pro cely
signal, spodni (v originale °luta) se tyka jen dominujici frekvence. Zde
f£teme 1617 Hz.

Poznamka. Aplikaci Spectroid pouCila pro m¥°eni ve své diplomové praci
0. Smetanova (viz [1]). P°esnost aplikace v intervalu 500 Hz a° 3000 Hz je
velmi dobra, odchylky od skute£né frekvence jsou menz2i ne® 1 %. Pokud si
na PC nebo notebook instalujeme emulator Androidu BLUESTACKS 5,
méame Spectroid na velkém displeji i na dataprojektoru.
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Obr. 1 M¥°eni frekvence aplikaci Spectroid

VWbaven mobilem a uvedenou aplikaci m-°e kdokoliv i v domécich pod-
minkach si m¥°it rychlost 2i°eni zvuku v kovu. Dal?i pot°eby k experimentu
a m¥°eni jsou na obr. 2: £ty°i vzorky materialu (plast s obchodni oznafe-
nim POM C, nerezova ocel, mosaz a hlinik), posuvné m¥°itko a skladaci
metr, kalafuna na pajeni a kousek k-°e posypany kalafunou, sv¥rak.

Obr. 2 Pot°eby pro m¥°eni rychlosti 2i°eni zvuku
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Pro upnuti do sv¥réku je vzorek uprost®ed ovinut n¥kolika zavity m¥-
d¥ného dratu; takové upnuti nebrani vzniku podélnych kmit- a stojatého
vin¥ni s uzlem uprost®ed a kmitnami na koncich vzorku.

Obr. 3 Uprava upnuti st°edu vzorku

K rozezvu£eni vzorku pouCijeme kousek k-°e posypané kalafunou. Vhod-
ny p°itlak a rychlost posuvu od st°edu ke konci tyEe najdeme po n¥kolika
pokusech a pak u°® staEi spustit a zastavit aplikaciSpectroid Vyhodou
tohoto m¥°eni je jednoduché vybaveni. Problém je se vzorky, resp. s mate-
ridlem, délkou a pr-m¥rem vzorku. VWhovujici délky jsou 60 cm a° 80 cm,
pr-m¥r do 10 mm.

Material délkal/m | frekvencef/Hz | rychlost zvuku v/(m s 1)
ocel nerezova| 0,877 2883 5056
mosaz 0,955 1852 3537
hlinik 0,636 3938 5009
Plast POM C 1,028 686 1410

Tabulka 1 M¥°eni rychlosti zvuku s aplikaci Spectroid

Ziskané hodnoty jsou velmi blizké hodnotam uvedenym v tabulkach pro
st’°edni Zkoly [2, 3].
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M¥°eni rychlosti 2i°eni zvuku v kovech je2t¥ jednou
Rychlost 2i°eni podélného vin¥ni a tedy i zvuku byla teoreticky °e2ena
ji° Newtonem s

E
V= —

Obr. 4 Sestava m¥°eni v kovu

P°imé m¥°eni, kdy je pot°eba zjistit drahu a £as, bylo mo°né a° v 19. sto-
leti, kdy dlouha kovova potrubi a sv¥telny signal umao®nily takové m¥°eni.
Do 2kolni laborato®e se s takovym m¥°enim nevejdeme. se2enim mohou
byt dva piezoelektrické snimafe. Z 2iroké nabidky piezoelektrickych sni-
ma£- byl vybran typ USC18T. M4 odolné duralové pouzdro a maximalni
p°ipustny budici signal s amplitudou 60 V. Jeho rezonan£ni rekvence je
40 kHz a to je dostate£n¥ daleko od frekvenci pouCitych pro m¥°eni. Jeden
poucijeme jako vysilaf budif£ kmit- a druhy jako snima£. Oba jsou gu-
movou péaskou peitisknuty k £el-m vzorku kovu. Pro m¥°eni byl p°ipraven
vzorek hlinikova vélcova tyfka o pr-m¥ru 12mm a délce 13 cm.

Zdrojem signalu je RC oscilator BM 365 U a maximum signalu na sni-
ma&£i je m¥°eno digitalnim multimetrem Voltcraft VC 890. Snimek displeje
na obr. 5 je dokumentem objektivn¥ ziskanych dat.
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Obr. 5 Snimek displeje p°i rezonanci frekvenci

Rezonance bylo dosa’eno na frekvenci 19,61 kHz a maximum nap¥ti je
1,2349 V. Pro m¥°eni bylo vedy na vystupu BM 365 konstantni nap¥ti
10 V. P°i opakovanych m¥°enich se rezonan£ni nap¥ti m¥nilo o n¥kolik
desetin voltu a p°ifinou, jak se ukazalo, bylo posunuti osy budife nebo
snimafe v-£i ose duralové ty£ky.

f/kHz 19,04 | 19,12 | 19,21| 19,31| 19,41 | 19,51
un 0,167 | 0,1941| 0,240| 0,324 | 0,456 | 0,757
fl kHz | 19,61 19,72 | 19,80| 19,91 | 20,01| 20,12
un 1,872 | 0,750 | 0,445| 0,294| 0,231| 0,191

Tabulka 2 M¥°eni rezonance v hlinikovém vzorku

Nalezeni rezonan£ni frekvence je pom¥rn¥ obti°né kv:li velmi uzké re-
zonan£ni k°ivce viz graf na obr. 6.

Z grafu je mo°né p°ibli°n¥ ode£ist polo2i°ku rezonan£ni k°ivky asi
0,2 kHz; rezonance je velmi ostra a hlinikova ty£ka kmita podéln¥ s malym
tlumenim. Vypo£et rychlosti 2i°eni je velmi snadny. Délka tyEky

|l= - =13;0cm;
2
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Obr. 6 Rezonan£ni k°ivka

rychlost zvuku
v=f, =f, 21=19;61 10° 0;26m s 1=5;0986km s 1;
zaokrouhleno
v=5;1km s %

Vysledek odpovida tabelovanym hodnotam.

M¥°eni rychlosti 2i°eni zvuku v kapalin¥

Pro rychlost 2i°eni podélnych kmit- v kapalinach plati vztah podobny
Newtonovu vzorci pro pevné latky:

s

E

v =
Jeho odvozeni najdeme nap°®. v knize B. VWhbirala [4]. Pro kapaliny plati

s __
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kde K je tzv. modul objemové pru®nosti kapaliny a jde o p°evracenou
hodnotu stla£itelnosti kapaliny

1 \%
K—*, - V7p

Prvni m¥°eni ve vod¥ uskute£nili v roce 1827 Charles Sturm a Jean-
-Daniel Colladon na 3enevském jeze°e. Vzdalenost, kterou urazil zvuk
zvonu pono°eného do vody, byla 13487 m a podobné m¥°eni je pro la-
borato® neproveditelné. Se dv¥ma piezoelektrickymi snima£i a trubici na-
pin¥nou vodou je ma®né vyu®it rezonan£ni m¥°eni stejn¥ jako v plynu nebo
v kovu. Op¥t byl pou®it piezosenzor USC18T (obr. 7).

Obr. 7 Snimaf£ USC 18T a zatka se snimafem

Pro m¥°eni bylo t°eba uzav’it sloupec kapaliny do pr-hledné plastové
trubice. Pr-hledné proto, aby bylo mo®né eliminovat p°itomnost vzducho-
vych bublin. «e2enim je trubice z organického skla; vn¥j2i pr-m¥r 30 mm,
tlouz’ka st¥ny 3 mm. Snimafe jsou zalepeny do zéatek tak, aby kuCelova
£4st a kmitajici £elo byly volné epoxid byl nanesen jen na valcovy povrch
snima£e. Dokonalé ut¥sn¥ni zatky zarufuje O-krou®ek. Pro odvod bublinek
vzduchu je trubice na jednom konci opat°ena odvzdu2-ovacim kanalkem
0 pr-m¥ru 0,6 mm. Ten je umist¥n tak, aby p°i zasunuti zatky na doraz
byl kanalek uzav°en O-krou®kem.

Signal s nap¥tim 10 V byl nedostate£ny, proto byl pouCit navic elek-
tronkovy zesilova£ Tesla (obr. 9) a nap¥ti bylo zesileno na 60 V. Rezonance
byla i za t¥chto podminek nevyrazna.

Vysledek m¥°eni: délka sloupce vodlyy= 0;103m, f, = 7;5kHz, rychlost
2i°eniv=1545m s !, teplota vody t =28 C.
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Obr. 8 Detail odvzdu?-ovaciho kanalku a sestava p°ipravena k m¥°eni

Obr. 9 Elektronkovy zesilovat Tesla

P°i pouCiti del?i trubice se sloupcem vody o délcel = 0;238 m bylo
mo°né zjistit rezonan£ni frekvenci sluchemf, = 3056 Hz. Z tohoto m¥°eni
vychazi rychlost 2i°eniv =1454m s !, teplota vody t =26 C.

Pro m¥°eni v etanolu byla pouCita trubice s délkou sloupce kapaliny
| = 0;188m, rezonance byla na frekvencf, = 3300 Hz. Vysledek: v etanolu
se zvuk 2i°f rychlostiv=1241m s 1!, teplota etanolut =26 C.

Hodnoceni rezonan£niho m¥°eni v kapalin¥

P°i buzeni piezoelektrického m¥nife signalem s nap¥tim 60V dostavame
na snima£i signal s nap¥tim p°ibli°n¥ 0,3 V a p°i rezonanci se nap¥ti zvy2i
0 10 % a° 20 %. | kdy° vysledky odpovidaji tabelovanym hodnotam, je
toto m¥°eni problematické a pro 2kolni laborato® nevhodné.

M¥°eni rychlosti zvuku v plynech

Pro m¥°eni v plynech byla p°ipravena trubice na jedné stran¥ uzav°ena
membranou z plastové félie a na druhé zatkou s piezosenzorem, ktery byl
poucit jako budif (obr. 10). Aby po napln¥ni a uzav®eni zatkou nevznikal
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uvnit® p°etlak, mé trubice také vyvrtan kanélek.

Obr. 10 Sestava pro plyny, detail uzav®eni membranou

Délka sloupce plynu od zatky k membran¥l = 19;7 cm. Rezonanci
sloupce plynu hledame poslechem t¥sn¥ u membrany. Budif je napajen
signalem s nap¥tim 10 V. P°i rezonanci je délka trubice rovnan-nasobku
poloviny vinové délky a plati

Pro vinovou délku pouCijeme vztah = v=f,; pro vypo£et rychlosti po-
ulijeme vzorec

v=2I %“:
Po°adové £islo| Rezonan£ni frekvence Rychlost 2i°eni
rezonancen fi/Hz vim s 1)

854 336
2 1658 326
3 2642 347
4 3496 344
5 4359 345

Tabulka 3 M¥°eni ve vzduchu, teplota 22 C

Prm¥r v=340 m s !, sm¥rodatna odchylka prm¥rus=3;4m s .
Porovnejme rychlost zvuku ve vzduchu ziskanou m¥°enim s vypo£tem

rychlosti pro danou teplotu. VWpo£tena rychlost pro teplotu 22 C je
345m s 1.
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Trubici Ize snadno plnit plynem s hustotou men?i nebo v¥t2i ne® hustota
vzduchu. Pro dal?i m¥°eni byl poulit metan; zdrojem byl plynovy va°if.

Po°adové £islo| Rezonan£ni frekvence Rychlost 2i°eni
rezonancen f /Hz v=(m s 1)
1 1027 405
2 2141 422
3 3158 415
4 4195 413

Tabulka 4 Metan, teplota 22 C

Porovnejme rychlost zvuku v metanu ziskanou m¥°enim s rychlosti vy-
po£tenou pro normalni atmosféricky tlak. Pro metan vypo£teme rychlost
2{°eni zvuku ze vzorce ro

p
v = -
{ %
Pro hodnoty { =1;31, p=1;013 10° Pa a %= 0;72kg m 2 dostavame
v =430 m s 1. Pr-m¥r z m¥°enych rychlosti v = 414 m s ! a sm¥rodatna
odchylka prrm¥ruje s=3 m s 1.

Zav¥r

Rezonan£ni m¥°eni rychlosti 2i°eni zvuku je osv¥d£enou Ulohou z akus-
tiky a setkame se s nim v klasické literatu®e, nap°®. [5]. Digitalni multimetr
a vhodna aplikace v mobilu umao®ni modernizovat tuto Ulohu a dat do
rukou student- sou£asnou techniku.
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INFORMATIKA

O zbohatnuti na zaklad¥
rychlej?iho p°istupu
k informacim

MIROSLAV KOLAe«K

Peirodov¥decka fakulta UP, Olomouc

Popizeme dva p°ib¥hy, které spolu poji hlavni my2lenky a burzovni pro-
st°edi, aEkoli jsou od sebe £asov¥ vzdaleny o vice jak 170 let. SpoleEnym
jmenovatelem je zbohatnuti ur£ité malé skupiny lidi na zaklad¥ rychlej2iho
p°istupu k informacim. Prvni p°ib¥h souvisi s francouzskou vizualni tele-
grafni siti a je Uzce spjaty s prvnim velmi dob°e zdokumentovanym virem v
siti. Druhy p°ib¥h souvisi s vysokofrekven£nim obchodovanim a popisuje,
jak 2lo vybudovanim nové datové linky, ktera byla o n¥kolik milisekund
rychlej?i ne® ty stavajici, vyd¥lat n¥kolik miliard americkych dolar-. Oba
p°ib¥hy jsou zajimavé a obsahuji ponaufeni, které jist¥ oceni ka°dy ufitel
informatiky, ktery ma zajem zatraktivnit svou vyuku.

Chapp-v telegraf

Koncem 18. stol. postupn¥ vyvinul francouzsky vynalezce Claude Chap-
pe vizualni komunika£ni prost°edek, pozd¥ji po n¥m pojmenovany Chap-
pe-v telegraf. Jednalo se o systém telegrafnich stanic, pomoci kterych byly
na velké vzdalenosti p°ené2eny d-leité vliadni informace a to mnohem
rychleji, ne® to dokazal cvalajici k--. Ka°da stanice m¥la signalni za°®izeni,
pracovni mistnost a odpo£ivarnu, ktera byla vyu®ivana p°i 2patném po£asi
a zejména v noci za tmy. Signalni za’izeni sestavalo ze semaforu se dv¥ma
tyEemi p°ipevn¥nymi na p°iEném rameni. Celek byl spolu s p°idanymi
%eleznymi z&valimi vyvaeny mechanicky systém, ktery byl pomoci p°e-
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nosového propojeni kabel- a kladek ovladan z pracovni mistnosti dv¥ma
tahly, viz obr. 1 p°evzaty z [1].

Obr. 1. Jedna z mnoha Chappeovych telegrafnich stanic

Na ka°dé stanici ovladali signalni za®izeni dva telegrafni operato®i, kte°i
se v poledne st°idali. Byli zodpov¥dni pouze za p°enos signalu, ani® by
rozum¥li vyznamu p°ené2ené zpravy. S vyuCitim tajné kédové knihy m¥li
kdédovani a dekdédovani zprav na starost vyhradn¥ °editelé kliEovych stanic
umist¥nych na k°i°ovatkach a v d-lefitych m¥stech.

Jednotlivé stanice byly od sebe vzdaleny p°ibli°n¥ 10 a° 18 km, p°iEem°
byly vybaveny dv¥ma vhodnymi dalekohledy pro pozorovani sousednich
stanic. Krom¥ 2esti servisnich signal- bylo mo®no p°ena2et dal?ich 92 sig-
nal- (viz obr. 2 p°evzaty z [2]), pomoci kterych vzniklo 92> = 8464 ko-
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dovych slov), ktera byla zapsana do tajné kddové knihy, ke které m¥li
p°istup °editelé Chappeovych stanic.

Obr. 2. Ukazka 92 poloh signaliza£ni £4sti Chappeova telegrafu

Dopl-me je2t¥, % v roce 1844 k°i°ovalo francouzské Uzemi 534 stanic,
které vizualn¥ spojovaly d-le®itd m¥sta na traséch dlouhych p°es 5000 km.
Nasledujici rok byla mezi Pa°®i°i a Rouen instalovana prvni elektricka tele-
grafni linka vyu®ivajici Morseovu abecedu, ktera postupn¥ nahradila celou
Chappeovu telegrafni si".

Prvni hackersky atok

V letech 1834 a°® 1836 byl Chappe-v telegraf poulivan za Ufelem zisku.
Koncept vymyslel byvaly °editel lyonského telegrafu Pierre Renaud. Ten
kontaktoval bratry Francoise a Louise Blancovy, kte°i pravideln¥ obchodo-
vali na burze v Bordeaux. WuCili Chappe-v telegraf tak, aby se dozv¥d¥li
o vyznamném pohybu akcii na pa°i°ské burze d°ive, ne® se tato informace
standardn¥ dostala do banky v Bordeaux. Jeliko® se burza v Bordeaux

D Kaodé kédové slovo de novaly dva po sob¥ jdouci signaly, které odkazovaly na
jednu z 92 stran kédové knihy a na prav¥ jeden z 92 °adk- uvedenych na dané stran¥.
Samoz°ejm¥ byla zaji2t¥na i mo®nost, jak posilat jednotlivd pismena abecedy i n¥které
nej£ast¥ji poulivané kombinace pismen.
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°idila cenami pa°i°ské burzy, v¥d¥li tak dop°edu, zda je vyhodné vybrané
akcie nakoupit, nebo prodat.

K velkému jm¥ni p°iéli diky zneuCiti zp-sobu, jak se Chappe-v te-
legrafni systém vypo°adaval s chybami. Kdy° telegrafni operator ud¥lal
chybu, poslal ihned servisni kod s vyznamem smazat. Zprava se spolu s chy-
bou 2i°ila od stanice ke stanici, a® na konec linky, kde ji tamni °editel de-
kddoval, p°ifem® rutin¥ vymazal v2echny znaky, které bezprost®edn¥ p°ed-
chazely signalu o chyb¥. Podplaceny °editel tak mohl do zpravy snadno
zaflenit p°edem domluveny kratky virovy kéd a hned za nim servisni kéd
pro jeho smazani. Vzhledem k tomu, °e ramena telegrafu mohl sledovat
prakticky kdokoli, nebyl pro byvalého °editele lyonského telegrafu Pierre
Renauda problém danou sekvenci s virem rozpoznat a za®idit se podle ni.

Brat®i Blancovi s Pierrem Renaudem museli vy°e?it je2t¥ jeden problém.
Telegrafni linka toti® nevedla p°imo z Pa’i°e do Bordeaux. Zastavovala se
ve stanici v Tours, kde probihalo dekddovani zprav a jejich nasledné posi-
lani do Bordeaux. Virus vyslany z Pa°i°e by se tak do Bordeaux nedostal,
nebo” by byl v Tours vy°azen. Vzhledem k tomu, °e po2tovnimu jezdci
trvalo t°i dny doru£it dopis s informacemi o aktualnich cenach na pa’i°ské
burze na burzu v Bordeaux, stafilo jim postupovat nasledovn¥. Nejprve
brat®i Blancovi podplatili °editele a telegrafniho operatora v Tours. V Pa-
°i% pak chodil denn¥ jejich komplic na burzu a soust°edil se na p°edem
domluvené akcie. Kdy® do2lo ke zm¥n¥ jejich ceny o vice ne®° t°i procenta,
poslal komplic manelce vedouciho v Tours balifek: pono®ky, pokud cena
vyznamn¥ klesla a rukavice, pokud cena vyznamn¥ vzrostla. BaliEky nebu-
dily podez®eni o nekalé £innosti, proto®e man®elka °editele v Tours provo-
zovala galanterii a takové v¥ci b¥°n¥ prodavala. lhned po obdrleni bali£ku
za’adil °editel odpovidajici posloupnost do zpravy a telegrafni operator
ji odeslal. V Bordeaux pak v pronajatém pokoji s vyhledem na mistni
Chappeovu stanici na tuto posloupnost trp¥liv¥ £ekal Pierre Renaud, ktery
v2echny pot°ebné kédy dob°e znal. P°isluznou relevantni informaci poté
p°edal bratr-m Blancovym, kte°i tak ziskali dvoudenni naskok p°ed ostat-
nimi. V klidu tak vybrané akcie bua vyhodn¥ nakoupili, nebo vyhodn¥
prodali.

Neobvykle velké 2t¥sti bratr- Blancovych vedlo k podez°eni, p°esto je-
jich postup nebyl odhalen. Na podvod se p°i2lo a® po smrti telegrafniho
operatora v Tours, ktery t¥sn¥ p°ed amrtim v2e sd¥lil svému kamaradovi,
kterému doporu£il, aby nastoupil na jeho misto. editel jej v2ak na pozici
telegrafniho operatora nepcijal a on v2e prozradil policii. Brat®i Blancovi
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byli ob®alovani a postaveni p°ed soud. Nakonec ale byli zpro2t¥ni viny, pro-
to%e v té dob¥ °adny zakon nezakazoval soukromé vyuiti Chappeovy sit¥,
p°esto®e byla si” do té doby vyulivana vyhradn¥ vladou. eeditel z Tours
dostal vypov¥a. SkuteEnym hackerem v tomto p°ipadu byl byvaly lyonsky
°editel, ktery sledoval ramena telegrafu z bezpe£né vzdalenosti, cely plan
vymyslel a za2el s nim za bratry Blancovymi. Bylo to od n¥j mazané nebo
podlé?

Budovani nového spojeni optickym kabelem

Ve druhém p°ib¥hu se p°esuneme do 21. stoleti. Podstatné v n¥m je,
% od roku 2007 zafaly misto lidi realizovat burzovni obchody zejména
pofitate. Od té doby zafaly hrat p°i obchodovani velkou roli u® i mili-
sekundy. Signalu tehdy trvalo dorazit z Chicaga do New Yorku p°ibli°n¥
16 milisekund. Jisty obchodnik, pan Spivey, si prostudoval mapy a zjistil,
%e datova trasa vedena p°es Alleghenské poho°i, tedy p°es horsky masiv
tvo°eny z velmi tvrdého vapence, by byla o cca 3 milisekundy rychlej2i a
hodlal na tomto faktu vyd¥lat hodn¥ pen¥z. V nejvy2i mo°né mi°e utajeni
zafal tuto novou trasu budovat. V mezich zdkona naplanoval co nejp°i-
m¥j2i spojeni. K realizaci tohoto projektu, jeho® naklady Spivey odhadl
na 300 milion- dolar-, p°’emluvil Jima Barksdalea byvalého generalniho
°editele Netscape Communication. Do projektu se zapojil i Barksdale v
syn, ktery nendpadn¥ vy°idil zhruba 400 pot°ebnych dohod s dotEenymi
obcemi a okresy, p°es n¥° m¥la nova opticka linka vést. Nakonec se jim po-
da’ilo cely projekt udrlet v tajnosti a vybudovat linku m¥°ici ctyhodnych
1330 km. S jejim pronajmem pak nem¥li °adny v¥t2i problém a vyd¥lavali
na ni n¥kolik miliard dolar- roEn¥. Mezi kupci byli zejména vyznamni a
bohati maklé°i zam¥°ujici se na vysokofrekven£ni obchodovani.

Stru£n¥ o vysokofrekvenf£nim obchodovani a soufasném hardwa-
rovém °e2eni

Vysokofrekven£ni obchodovani (HFT, high-frequency trading) je algo-
ritmické obchodovani, jeho® nejtypi£t¥j2im znakem je velmi vysoka frek-
vence pokyn- pro obchodovani na burze. Zisk je po malych £astkach re-
alizovan z obrovského mno®stvi enormn¥ rychlych nakup- (nejEast¥ji ob-
chodovanych aktiv) a jejich bezprost®ednich prodej-. Aby n¥kdo mohl na

2 Nejednéa se zdaleka o jediny p°ipad tohoto druhu, kv:li n¥kolika milisekundam se
vyplatilo i polo®eni novych kabel- na dna mo°i a ocean-.
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HFT vyd¥lat, musi vlastnit velmi vysp¥lou technologii a mit velmi rychlé
spojeni s burzou. Nasledné vyd¥lavani pen¥z na pomalej?ich obchodnicich
ue je relativn¥ snadné. HFT maklé°i monitoruji trh a v okam°®iku, kdy
jejich systémy zachyti (nebo p°edem odhadnou), °e n¥kdo usiluje o koupi
akcii, p°edb¥hnou jej a nakoupi p°ed nim. Tim se navy?i cena t¥chto akcii
a oni je poté prodaji s drobnym ziskem. Vzhledem k tomu, °e kupujici
udavaji intervaly, ve kterych jsou za akcie ochotni zaplatit, malé navy2eni
ceny snadno projde. B¥°ni obchodnici samoz°ejm¥ cht¥ji, aby byl tento
parazitni zp-sob vyd¥lavani pen¥z zakazan. Neni divu, nebo” ti nej-
rychlej2i HFT maklé®i a jejich rmy vyd¥lavaji rof£n¥ vice ne® miliardu
americkych dolar-. Navrhovanym °e2enim je p°esun kapitalovych trh- na
cloudové platformy, které je v2ak t°eba pro Ufely velmi rychlého a spra-
vedlivého obchodovani nejprve vhodn¥ navrhnout a otestovat.

V dne2ni dob¥ se n¥které rmy zam¥°uji na sni°eni doby p°i po£itatovém
zpracovani obchodu, p°i£em° jim jde dokonce o pouhé nanosekundy. fas
2et°i nap°iklad tim, °e zpracovavané informace neprochézeji p°es si’ovou
kartu do pam¥ti pofitafe, odkud si je bere ke zpracovani procesor. Misto
toho ma si’ova karta na sob¥ zabudovany programovatelny £ip, diky £emu®
nemusi posilat datovy paket do procesoru a zpatky. Zpracovani datového
paketu toti® vyhodnoti £ip na si’ové kart¥ tak, °e se na n¥j p°imo podiva,
spusti p°isluznou strategii a okam®it¥ ode2le odpov¥a. Strategii m-%e byt
nap°iklad rozhodovani na zaklad¥ poslednich kurz- n¥kolika r-znych p°e-
dem vybranych aktiv, nebo t°eba algoritmické hledani nesrovnalosti na
trhu, jako jsou rozdilné ceny stejného aktiva na r-znych trzich. Rychlost
je v tomto p°ipad¥ klifova, nebo” obchodni p°ileitosti tohoto typu velmi
rychle zanikaji. Navic je z dané transakce obvykle zisk pom¥rn¥ maly, tak®e
je pro obchodnika d-le®ité, aby t¥chto transakci realizoval co nejvice.
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Krajeni pizzy
(Ulohy z MO kategorie P, 45. £4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dne2nim dilu seridlu o zajimavych programatorskych problémech
z Matematické olympiady kategorie P se seznamime s jednou praktickou
Ulohou z doméciho kola 56. ro£niku MO (2kolni rok 2006/07). Jedna se
0 Ulohu pom¥rn¥ snadnou a v olympiad¥ pon¥kud neobvyklou. Je to Uloha
optimaliza£ni, k jejimu® vy°e2eni ale nepot°ebujeme °adné zvla2tni znalosti
algoritm-. Upln¥ ndm posta£i jednoduché logicka Gvaha a hladovy p°i-
stup k °e2eni problému. Ve druhé £asti £lanku se pak seznamime s trochu
obti°n¥j2i variantou ulohy, ktera bude na prvni pohled vypadat odli2n¥,
ale k °e2eni pouCijeme prakticky stejny postup.

Nejprve se jako obvykle seznamime s p°esnym zadanim ulohy. N¥které
jeho formulace jsme pro pot°eby £lanku trochu upravili, ani® bychom tim
ovZem zm¥nili smysl Ulohy.

* k k ok ok ok k k ok ok k%

Marco se rozhodl, °e zuCitkuje své kulind°ské i cyklistické dovednosti a
zalo®i si rmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu planuje provozovat tak, °e
vdy nejd°ive bude shroma®oovat objednavky a kdy® jich bude dostatek,
tak pizzy upefe, sedne na kolo a rozveze je zakaznik-m. Proto®e Marco je
lep?i cyklista ne® kucha®, zatim ve své nabidce planuje pouze jeden druh
pizzy. Aby se ale odlizil od konkurence, p°ijima objednavky i na 2estinové
£4sti pizzy. Lze si u n¥j objednat nap°iklad 1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navic
jako specidlni slu®bu zakaznik-m chce Marco dodat ka®dému zakaznikovi
pizzy co nejmén¥ roz°ezané, aby si zakaznik sam mohl rozhodnout, jak
si dale pizzu rozd¥li. Proto nap°iklad 4/6 pizzy chce dodat jako jeden
kus p°isluzné velikosti a 15/6 chce dodat jako dv¥ celé pizzy a k nim
jednu polovinu pizzy. Marco chce vedy dodat co nejvice pizz vcelku, tak®e
uspokojeni této objednavky nap°iklad t°emi kusy velikosti 5/6 nep°ipada
v Gvahu.

Kdy® Marco vaude rozdal letdky propagujici jeho novou rmu, uv¥domil
si, %e diky jeho specialni slub¥ zakaznik-m neni jednoduché zkombinovat
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objednavky tak, aby mu moc kus- pizzy nezbylo. Obratil se proto na
vas, abyste mu napsali program, ktery by mu s problémem pomohl. Pro
zafatek bude stafit program, ktery na vstupu dostane seznam objednavek
a na vystup vypi2e, kolik pizz ma Marco napéct.

Format vstupu

Na vstupu se nachazin kladnych celych £isel, z nich® ka°dé popisuje
jednu objednavku a udava po£et objednanych 2estin pizzy.

Format vystupu

Program vypi2e jedno celé £islop, které zna£i nejmen2i mo°ny pofet
pizz, které je t°eba upéct, aby 2lo splnit vzechny objednévky a byla dodr-
%ena vy2e uvedena specialni slu®ba zakaznik-m.

Peiklad 1
Vstup: Vystup:
223 2

Vysv¥tleni: Z jedné pizzy Ize nap°®iklad u®iznout dva kusy o velikosti 2/6
a z druhé pizzy se uizne kus velky 3/6.

Peiklad 2
Vstup: Vystup:
453 3

Vysv¥tleni: Kv:li po®adavku na dodani co nejmén¥ roz°ezanych kousk:
pizzy je t°eba pro ka°dou objednavku upéct celou pizzu.

*k kkkkkkkk k%

Hned p°i £teni vstupnich dat m-°eme snadno ur£it, kolik budeme cel-
kov¥ zakaznik-m dorufovat celych pizz a také pot°ebné pofty kus- jed-
notlivych velikosti 1/6, 2/6, 3/6, 4/6 a 5/6. Z t¥chto Udaj- pak spofitame
vysledny po£et pizzp.

Na doru£ovanych celych pizzach neni co °ezit, ty do po£typ samoz®ejm¥
musime zapoc£itat. DilEi kusy pizzy budeme nyni zpracovavat podle veli-
kosti od nejv¥tzich k nejmen2im. Pro ka°dy kus velky 5/6 pot°ebujeme
zjevn¥ upéct jednu celou pizzu. Po ka°dém kusu velkém 5/6 zbude je-
den kousek velky 1/6 a tyto kousky poulijeme na pokryti objednavek na
kousky této velikosti. Pokud je t¥chto zbytk- velkych 1/6 vice, ne® kolik
vy®aduji objednavky, nezbyvd ndm ne° p°ebyvajici kousky 1/6 vyhodit.
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Pro objednané kusy velké 4/6 je situace podobna jako pro kusy velké
5/6. Pro ka°dy z nich op¥t pot°ebujeme upéct jednu dal?i celou pizzu a
zbytky velikosti 2/6 pouCijeme na pokryti objednavek na kusy velké 2/6.
Je-li takovych objednavek malo, tak n¥které zbytky velké 2/6 je2t¥ roz°e-
%eme a poulijeme na pokryti objednavek na kousky velikosti 1/6, pokud
n¥jaké zbyvaji. Zjevn¥ je vyhodn¥j2i p°ednostn¥ uspokojit objednéavky na
velikost 2/6 a a° pak na velikost 1/6, proto®e kousek veliky 1/6 m-°eme
z libovoln¥ velkého kusu od°iznout vedy.

Nyni se dostadvame k objednavkam na kusy velikostB=6 = 1=2. Objed-
navky na £asti pizzy velikosti 1/2 vy°e2ime tak, °e v°dy jednu pizzu roz-
d¥lime na dv¥ poloviny. Pokud je po£et takovych objednéavek lichy, zbude
nam jedna polovina pizzy. Tu rozd¥lime na jeden kousek velikosti 2/6 a
jeden kousek velikosti 1/6, s nimi® nalo®ime stejn¥, jak jsme prav¥ popsali.

Jestli’e nam nyni je2t¥ zbyly n¥jaké nevy°izené objednavky na kusy
velké 2/6 (co® je 1/3), budeme péct dal?i pizzy a d¥lit je na t°etiny. P°i-
padny zbytek po pokryti v2ech objednavek na 2/6 pak pouCijeme na zby-
vajici objednavky kousk- velikosti 1/6. Pokud nakonec z-staly je2t¥ ne-
vy°izené objednavky na kousky velikosti 1/6, upefeme je2t¥ dal?i pizzy na
jejich pokryti.

Uvedeny postup m-°eme je2t¥ zna£n¥ zjednodu?it. Nejprve napo£itame
pizzy pot°ebné pro spravné vy°izeni objednédvek na kusy velikosti 5/6 a
4/6 a jejich zbytky pouCijeme na vy°izeni objednévek 1/6 a 2/6, jak je
popsano vy2e. Déle ale u° stafi sefist velikost v2ech objednanych kus:
velikosti 3/6 a dosud nevy’izenych objednavek na kusy velikosti 2/6 a
1/6. Tim zjistime, kolik dal?ich pizz musime je2t¥ upéct pro vy°izeni v2ech
t¥chto objednavek. Vyslednou hodnotup tedy zvy?ime o horni celou £4st
ziskaného sou£tu.

Popsané zjednodu2eni si m-°eme dovalit proto, °e zpracovani v2ech ob-
jednavek na kousky 3/6 a zbyvajicich objednavek na kousky 2/6 a 1/6
je tém¥° bezeztratové. Pokud je objednavek na kusy 3/6 sudy pofet, pak
v2echny dal?i pizzy pln¥ vyuCijeme na kousky 2/6 a 1/6 bez ohledu na
to, kolik je objednéno kterych, a® z Gpln¥ posledni pizzy ham m-%e n¥co
zbyt (nejvy2e 5/6). Pokud je objednévek na kusy 3/6 lichy a zbyva alespo-
jedna nevy°izena objednavka 1/6, odkrojime tuto objednanou jednu 1/6
ze zbyvajici poloviny pizzy a tim p°evedeme situaci na p°edchozi p°ipad.
Malifko slo®it¥j2i situace nastane jedin¥ v p°ipad¥, °e pofet objednavek
na kusy velikosti 3/6 je lichy a ji° nezbyva °adna nevy°izena objednavka
na kousek 1/6. V takovém p°ipad¥ nam od posledni objednané poloviny

74 Matematika fyzika informatika 32 (1) 2023



pizzy z-stane licha polovina, z ni° ukrojime kousek velikosti 2/6 a pro
zbyvajici 1/6 ji° nemame vyuCiti. Zbyvajici objednavky kousk- velikosti
2/6 budeme ji° vy°izovat z dal?ich pizz. | v tomto p°ipad¥ ov2em funguje
na2 zjednodu2eny postup vypo£tu a také i v tomto p°ipad¥ bude platit, e
nédm nakonec zbude nejvy2e 5/6 pizzy.

Algoritmus ma linearni £asovou slo®itost vzhledem k po£tu objednévek
n, nebo” ka°dou objednavku musime zpracovat a urfit pof£ty objedna-
nych kus- jednotlivych velikosti. Dal?i vypofet u® ma £asovou sloCitost
konstantni, nezavislou nan. Prostorova sloCitost algoritmu je rovn¥° kon-
stantni, p°i vypo£tu nepot°ebujeme °adnou datovou strukturu velikosti n,
vystafime jen s konstantnim po£tem pracovnich prom¥nnych.

Ukézkovy program v Pythonu je jen p°imym p°epsanim vy2e uvedenych
Gvah o d¥leni pizzy a je p°ekvapiv¥ kratky:

vstup = [int() for _ in input().split()]

obj = [0] * 6 # pofty objednavek
p=0 # vysledny pofet pizz
for x in vstup:
p+=x1/l 6 # pofet celych pizz v objednavkéach
obj[x % 6] =1 # pofty objednanych kousk- pizzy
p += obj[5] + obj[4]
obj[1] == obj[5]
obj[2] == obj[4]
if obj[2] < O:
obj[1] +=2 * obj[2]
obj[2] =0
if obj[1l] < O:
obj[1] =0

z =3 * obj[3] + 2 * obj[2] + obj[1]

p+=2z1/6

if z% 6 > 0:
p += 1

print(p)

Ve druhé £asti £lanku si ukd®eme je2t¥ jednou ulohu, ktera na prvni po-
hled sice vypada odli2n¥, ale p°i jejim °e2eni pouCijeme naprosto shodny
postup. Zatimco krajeni pizz na kousky je vlastn¥ d¥lenim kruh- na kru-
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hové vysefe a probiha tedy v dvourozm¥rné rovin¥, nyni budeme skladat
krychlové krabice do p°epravnich palet a tim se p°esuneme do trojroz-
m¥rného prostoru. Spravné °e2eni tak od nas bude vyfadovat i trochu

prostorové p°edstavivosti. ZaEneme jako obvykle zadanim problému.

*kkkkkkkk*k k%

Tovarna expeduje své vyrobky v krabicich tvaru krychle. Pouiva 2est
velikosti krabic o hran¥ délky 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm a
120 cm. Zabalené vyrobky se odva®eji v p°epravnich paletach, které maiji
tvar krychle o hran¥ 120 cm. Vstupem programu je 2est nezapornych ce-
lych £isel, ktera p°edstavuji po£ty jednotlivych druh- krabic p°ipravenych
na odvoz, a to v po°adi od nejmenzich krabic po nejv¥t2i. UrEete, jaky mi-
nimalni po£et palet je t°eba pou°it k odvozu v2ech t¥chto krabic s vyrobky.
Krabice se p°i ukladani do palet nesm¥ji nijak deformovat. Vysledkem vy-
po£tu bude jedno celé £islo p°edstavujici pofet pot°ebnych palet.

Peiklad
Vstup: Vystup:
300201 3

Vysv¥tleni: Chceme odvézt 3 krabice o hran¥ 20 cm, 2 krabice o hran¥
80 cm a 1 krabici o hran¥ 120 cm, °4dné krabice zbyvajicich t°i velikosti
se neodvaleji.

K odvozu t¥chto krabic jsou zapot®ebi t°i palety. Nejv¥t2i krabice zcela
zaplni samostatnou paletu, v2echny zbyvajici krabice by se z hlediska svého
objemu ve?ly do jedné dal?i palety, ale proto®e se nesm¥ji deformovat,
musime pouCit je2t¥ dv¥ palety.

*kk ok kkkkkk k%

*e2eni tohoto problému do zna£né miry kopiruje postup, ktery jsme
si popsali p°i rozboru p°edchozi Glohy s krajenim pizzy. Krabice budeme
Op¥t zpracovavat v po°adi od nejv¥tzich k nejmen2im, pofty t¥chto p°e-
pravovanych krabic oznaEime postupn¥es, Ps, Pa, P3, P2 & p1. V prom¥nné
p budeme po£itat minimalni nezbytné mno°stvi p°epravnich palet.

Pro ka°dou krabici velikosti 120 cm jist¥ pot°ebujeme samostatnou pa-
letu, kterou tato krabice zcela zaplni. Pro ka°dou krabici velikosti 100 cm
pot°ebujeme také novou paletu. Kdy® do ni krabici vio®ime, z-stane p°i
jejich t°ech sousednich st¥nach volny prostor, ktery m-°eme vyuPit jedin¥
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na nejmen?2i krabice velikosti 20 cm. T¥chto malych krabice se tam ve-
jde 91. U jedné st¥ny toti® bude 6 6 = 36 krabic, kv-li spoleEné hran¥

u druhé st¥ny zbyva misto na6 5 = 30 krabic, koneEn¥ u t°eti st¥ny
vzhledem ke spoleEnym hranam s ob¥ma p°edchozimi st¥nami umistime
je?t¥ dalkich 5 5 = 25 krabic. Tuto volnou kapacitu v existujicich
paletach vyulitelnou pro krabice velikosti 20 cm si oznafimex;.

Podobné je to s krabicemi velikosti 80 cm. Pro ka®dou z nich pot°ebu-
jeme zaloCit novou paletu a v ni nam zbude volny prostor pro 19 krabic
velikosti 40 cm. Sadnou v¥t2i krabici tam umistit nem-°eme. Naopak misto
kterékoliv krabice velikosti 40 cm m-°eme dat 8 malych krabic velikosti
20 cm, co® mo°na £asem ud¥ldme v zavislosti na konkrétnich vstupnich
datech. P°ednostn¥ se ale budeme sna’it umistit do existujicich palet v¥t2i
krabice 40 cm. Kdy® u® nebudeme °adné mit, nezapln¥ny prostor vedy
m-°eme vyuPit pro p°ipadné zbyvajici krabice 20 cm. Zavedeme si ozna-
£enix, pro volnou kapacitu v existujicich paletach vyuCitelnou pro krabice
velikosti 40 cm. Zatim tedy madmepgs + ps + ps hezbytnych palet, do nich®
jsme umistili v2echny krabice velikosti 120 cm, 100 cm a 80 cm. V t¥chto
paletach nam z-stal volny prostor pro x; krabic velikosti 40 cm a je2t¥ pro
dal?ich x; krabic velikosti 20 cm.

Nejvic prace budeme mit s krabicemi velikosti 60 cm. Ty m-°eme krasn¥
skladat do palet vedy po osmi, osm t¥chto krabic paletu zcela zaplni. Po-
kud ale pofetxz neni d¥litelny osmi, z-stane ndm nakonec jedna £4ste£n¥
zapln¥na paleta. V ni bude volny prostor, do kterého se sna’ime p°ednostn¥
umistit co nejvice krabic velikosti 40 cm a pak zbytek mista vyplnit kra-
bicemi velikosti 20 cm. V tuto chvili nem-°eme ud¥lat nic lep2iho, ne° si
p°edem ur£it v zavislosti na hodnot¥ zbytkups po d¥leni osmi, jak se nam
navy?i volna kapacita x; a x, diky této posledni ne zcela zapln¥né palet¥.
Ur£eni t¥chto hodnot vy®aduje trochu prostorové p°edstavivosti, konkrétni
£iselné hodnoty najdete v p°ilo°eném programu v seznamy.

Zbytek °e2eni je pak ji° snadny. Porovname pofetp, p°epravovanych
krabic velikosti 40 cm s volnou kapacitoux; a je-li vy22i, umistime co nej-
V¥t2i pofet krabic 40 cm do existujicich palet. Pokud je hodnotap, ni®i
ne x,, umistime do stavajicich palet vzechny krabice 40 cm a zbyvajici
nevyulity prostor v paletach x, p, dame k dispozici pro krabice 20 cm.
To znamena4, °e volnou kapacitux; m-®°eme zvy4t o (x, p.) 8. Na-
sledn¥ porovname po£ep; p°epravovanych krabic velikosti 20 cm s volnou
kapacitou x; a je-li vy22i, op¥t umistime co nejv¥t2i po£et krabic 20 cm do
existujicich palet. Je-li hodnota p; ni®2i ne® xi, umistime do stavajicich
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palet v2echny krabice 20 cm. Nakonec se podivame, zda nam zbyly je2t¥
n¥jaké neumist¥né krabice velikosti 40 cm nebo 20 cm. Pokud ano, spo£i-
tame jejich celkovy objem a z n¥j u® snadno odvodime po£fet palet, které

pro tyto krabice musime je2t¥ p°idat.

Popsany algoritmus ma konstantni £asovou i prostorovou slo®itost. Ne-
pot°ebujeme v n¥m provad¥t °4dné cykly, jejich® pofet opakovani by za-
visel na po£tu p°epravovanych krabic, nepot°ebujeme ani °adnou datovou
strukturu této velikosti. Ukazkovy program v jazyce Python je jen p°imou
implementaci popsaného postupu °e2eni. Podobn¥ jako u Ulohy s d¥lenim
pizzy je velmi jednoduchy a kratky.

pl, p2, p3, p4, p5, p6 = [int() for _ in input().split()]
# v po°adi krabice velikosti
# 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm, 120 cm

p=p6+p5+ps4+p3/ 8 # pot°’ebny pofet p°epravnich palet
if p3 % 8 > 0:
p += 1

x = ((0,0),(37,19),(42,15),(47,11),(36,9),(41,5),(30,3),(19,1))
# navy2eni volné kapacity (x1,x2) v zavislosti na hodnot¥ p3 % 8

x1 = p5 * 91 + x[p3 % 8][0]
# volnd kapacita pro krabice velikosti 20 cm
X2 = p4 * 19 + x[p3 % 8][1]
# volna kapacita pro krabice velikosti 40 cm

if p2>= x2:
p2 == x2
else:
p2, x1 =0, x1 + (x2 = p2) * 8
if pl>= x1:
pl == x1
else:
pl1 =0
z=p2 * 8+ pl
p +=z [/l 216 # do palety se vejde 216 krabic velikosti 20 cm
if z% 216 > O:
p+1
print(p)
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ZPRAVY

WFPhC a jeji konference 2022 naj mladych fyzik- a Fyzikalni kore-

WFPhC je zkratkou pro World
Federation of Physics Competitions,
fesky Sv¥tovou federaci fyzikalnich
sout¥®i. Zalo%ena byla ji° v roce
1999 a dnes sdru®uje zhruba 100
narodnich a mezinarodnich sout¥°i
z padesati stat-. Velka £ast zapoje-
nych organizaci ma n¥jakou névaz-
nost na Mezinarodni fyzikalni olym-
piadu (IPhO International Physics
Olympiad) £i Turnaj mladych fyzik-
(IYPT International Young Phys-
ics Tournament). Jsou zde ale zastou-
pené i dal?i fyzikalni sout¥°e. Domaci
webové stranky WFPhC jsou v soufas-
nosti http://wettbewerbe-alt.ipn.
uni-kiel.de/ipho/wfphc/

Webovéa stranka WFPhC
feskou republiku v organizaci za-
stupuji £eska Fyzikalni olympiada, Tur-
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sponden£ni semind® se svymi peidru-
%enymi sout¥®emi (Fyziklani, Fyziklani
Online, Fyzikalni Naboj).

D°ive WFPhC vydavala pravi-
deln¥ recenzovany £asopis, v posled-
nich letech vychazi zpravodaj s £lanky
0 sout¥ich. Historické £lanky (v an-
gliftin¥) mCete nalézt na http://
wettbewerbe-alt.ipn.uni-kiel.de/
ipho/wfphc/journal.html

Konference WFPhC 2022

Jednou z hlavnich aktivit WFPhC
je konference, kterd je obvykle po°a-
dana jednou za dva roky v r-znych
mistech, nap°iklad v Indonésii, Nizo-
zemsku £i naposledy v roce 2018 ve
Vidni v Rakousku.

Z konference WFPhHC r. 2018 ve Vidni

V roce 2020 nemohla byt konference
uskute£n¥na kv:li pandemii Covid-19,
a tak byla nejd°ive odlo®°ena a nako-
nec i p°esunuta do on-line prostoru.
Konference prob¥hla 27. z&°i 2022 od
9.00 do 16.30 prost°ednictvim plat-
formy Zoom. Souf£asti programu bylo
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7 p°isp¥vk- o sout¥®ich, jejich historii,  obm¥n¥ vedeni, v n¥m° posililo zastou-

podpo°e °ak- a student: v jejich roz- peni st°edni Evropy. Do hlavnich pozic
Voji i to, jak sout¥°e ovlivnila korona-  byli zvoleni:
virova pandemie. prezident: Martin Plesch (Slovensko,

prezident IYPT),

viceprezident: Dina lzadi (iran),

viceprezident: Stefan Petersen (N¥-
mecko),

tajemnik: Sandu Golcea (Rumun-
sko),

pokladnik: Karel Kola® (fR).

Vyznam organizace

By’ se m<e zdat, °e organizace
v dne2ni dob¥ neni tak aktivni jako
d°ive a °e z na2eho narodniho hlediska
nejde o organizaci, ktera by m¥la p°imy
dopad na na? scénu, ale v ramci me-
zinarodniho prost°edi jde o jedine£nou
organizaci, v jejim® ramci mohou or-
ganizato®i sdilet své zkuzenosti. V p°i-
pad¥ pot°eby je navic jedinou zast°e2u-
jici organizaci, ktera by mohla mluvit
za takto vysoké po£ty sout¥°i, kterych
se UEastni minimaln¥ stovky tisic, ale
pravd¥podobn¥ i vice Ufastnik- ro£n¥.

V ramci konference 2018 ve Vidni bylo
mo°né si vyzkou2et i n¥které experi-
mentéalni Glohy z vrcholnych kol sout¥®i  P°edavani ceny WFPhC pro zaslou®ilé

organizato zikalnich sout¥°i, z kon-
Zav¥rem konference prob¥hla valna fergence 20?/8%6 Vidni '

hromada, na které bylo zvoleno nové
vedeni WFPhC, p°ifem® do2lo k v¥t?| Karel Kola®
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