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MATEMATIKA

Trojúhelníky vepsané do daného
trojúhelníku
MARIE CHODOROVÁ � JAROSLAV ’VRƒEK

P°írodov¥decká fakulta UP, Olomouc

Cílem na²eho p°ísp¥vku je zkoumání n¥kterých extrémálních vlastností
trojúhelník· vepsaných do daného trojúhelníku, které se týkají p°edev²ím
jejich obsah· a obvod·.

De�nice
Nech´ K , L , M jsou vnit°ní body po °ad¥ stran BC , CA, AB daného

trojúhelníku ABC . Trojúhelník KLM budeme nazývat trojúhelníkem ve-
psaným danému trojúhelníku ABC .

Je z°ejmé, ºe pro daný trojúhelník ABC existuje nekone£n¥ mnoho
trojúhelník· jemu vepsaných � ve smyslu p°edchozí de�nice.

Strany vepsaného trojúhelníku KLM d¥lí daný trojúhelník ABC na
£ty°i men²í trojúhelníky AML , BKM , CLK a KLM , viz nap°. obr. 1.
Pokud K , L , M jsou speciáln¥ po °ad¥ st°edy stranBC , CA, AB da-
ného trojúhelníku ABC , jsou strany trojúhelníku KLM st°edními p°í£-
kami daného trojúhelníku ABC a vepsaný trojúhelník KLM je p°í£ko-
vým trojúhelníkem trojúhelníku ABC . V²echny £ty°i men²í trojúhelníky
AML , BKM , CLK , KLM jsou v tomto p°ípad¥ (s jistým po°adím svých
vrchol·) shodné, a p°itom obsah (obvod) kaºdého z nich je roven jedné
£tvrtin¥ obsahu (jedné polovin¥ obvodu) daného trojúhelníkuABC .

Odtud bezprost°edn¥ plyne, ºe pro libovolný trojúhelník KLM , který je
vepsán danému trojúhelníkuABC , je obsah aspo¬ jednoho z trojúhelník·
AML , BKM , CLK , KLM men²í nebo roven jedné £tvrtin¥ obsahu troj-
úhelníku ABC a také, ºe obsah aspo¬ jednoho z t¥chto £ty° trojúhelník·
je v¥t²í nebo roven jedné £tvrtin¥ obsahu trojúhelníkuABC .
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Speciáln¥ pak platí následující tvrzení:

V¥ta
Nech´ K , L , M jsou po °ad¥ takové vnit°ní body stran BC , CA, AB

daného trojúhelníku ABC , ºe p°ímky AK , BL a CM se protínají v jednom
spole£ném bod¥. Pak trojúhelníkKLM (vepsaný trojúhelníku ABC ) má
obsah SKLM , který není v¥t²í neº jedna £tvrtina obsahu S trojúhelníku
ABC , tj. platí

SKLM �
1
4

S:

Rovnost p°itom nastane, práv¥ kdyº body K , L , M jsou st°edy odpovída-
jících stran, tj. práv¥ kdyº jsou úse£ky AK , BL a CM t¥ºnicemi daného
trojúhelníku.

D·kaz. Ukáºeme, ºe pro kaºdý trojúhelník KLM vyhovující p°edpokla-
d·m v¥ty (obr. 1) je sou£et obsah· trojúhelník· AML , BKM , CLK v¥t²í
nebo roven t°em £tvrtinám obsahu trojúhelníku ABC , coº je ekvivalentní
s daným tvrzením.

B K C

M L

A

Obr. 1

Ozna£me

x =
jAM j
jAB j

; y =
jBK j
jBC j

; z =
jCL j
jAC j

;

a tedy

1 � x =
jMB j
jAB j

; 1 � y =
jKC j
jBC j

; 1 � z =
jLA j
jAC j

:

Velikosti vnit°ních úhl· trojúhelníku ABC ozna£me obvyklým zp·so-
bem � , � , 
 . Pro obsah SAML trojúhelníku AML pak (s ohledem na
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zavedené ozna£ení) platí

SAML =
1
2

� jAM j � j AL j � sin � =

=
1
2

� jAB j � x � jAC j � (1 � z) � sin � = x(1 � z)S:

Analogicky pro obsahy trojúhelník· BKM , CLK platí

SBKM =
1
2

� jBK j � j BM j � sin � = y(1 � x)S;

SCLK =
1
2

� jCL j � j CK j � sin 
 = z(1 � y)S:

Odtud plyne

x(1 � z) + y(1 � x) + z(1 � y) =
SAML + SBKM + SCLK

S
:

Sta£í tedy dokázat nerovnost

V = x(1 � z) + y(1 � x) + z(1 � y) �
3
4

:

Uºitím Cèvovy v¥ty, viz nap°. [4], pro úse£ky (cèviány) AK , BL a CM
v trojúhelníku ABC obdrºíme po snadné úprav¥

1 =
jAM j
jBM j

�
jBK j
jCK j

�
jCL j
jAL j

=
x

1 � x
�

y
1 � y

�
z

1 � z
;

a tudíº
xyz = (1 � x)(1 � y)(1 � z): (1)

Odtud dále plyne

(xyz)2 = x(1 � x)y(1 � y)z(1 � z): (2)

Roznásobením sou£inu na pravé stran¥ (1) a následné úprav¥ této rovnosti
obdrºíme

1 � V = 2xyz:

Pro v²echna reálná £íslax, y, z jsou spln¥ny nerovnosti

x(1 � x) �
1
4

; y(1 � y) �
1
4

; z(1 � z) �
1
4

; (3)
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p°i£emº rovnosti v nich sou£asn¥ nastanou, práv¥ kdyº platí

x = y = z =
1
2

; (4)

tj. práv¥ kdyº K , L , M jsou po °ad¥ st°edy stranBC , CA, AB . Vyuºitím
v²ech t°í nerovností (3) na pravé stran¥ rovnosti (2) obdrºíme

(xyz)2 �
�

1
4

� 3

=
1
64

;

odkud bezprost°edn¥ plyne2xyz � 1=4. Platí tedy

V = 1 � 2xyz � 1 �
1
4

=
3
4

; (5)

coº jsme cht¥li dokázat.

Rovnost v (5) nastane, práv¥ kdyº platí rovnosti (4), tj. práv¥ kdyº
uvaºované cèviány jsou t¥ºnicemi v trojúhelníku ABC .

Poznámka.S ohledem na práv¥ dokázanou v¥tu vidíme, ºe stejné tvrzení
lze vyslovit, pokud body K , L , M jsou speciáln¥ nap°. pr·se£íky os vnit°-
ních úhl· v daném trojúhelníku ABC s prot¥j²ími stranami nebo jsou-li
tyto body totoºné s dotykovými body kruºnice vepsané danému trojúhel-
níku leºícími na p°íslu²ných stranách tohoto trojúhelníku. V obou t¥chto
p°ípadech se totiº úse£kyAK , BL , CM protínají podle Cèvovy v¥ty, viz
nap°. [4], v jednom spole£ném bod¥ (uvnit° trojúhelníkuABC ), a jsou tak
spln¥ny p°edpoklady vý²e uvedené v¥ty.

S podobnou tematikou (trojúhelníky vepsané do daného trojúhelníku)
se mohli setkat sout¥ºící jiº v 8. ro£níku Mezinárodní matematické olym-
piády (IMO), která se konala v roce 1966 v Bulharsku. Tehdy byla repre-
zentant·m zú£astn¥ných zemí p°edloºena také následující úloha.

P°íklad 1
Nech´ K , L , M jsou po °ad¥ libovolné vnit°ní body stran BC , CA,

AB trojúhelníku ABC . Dokaºte, ºe obsah aspo¬ jednoho z trojúhelník·
AML , BKM , CLK je men²í nebo roven jedné £tvrtin¥ obsahu trojúhel-
níku ABC .

•e²ení této úlohy je moºno dohledat nap°. v publikaci [1], pop°. v broºurce
XV. ro£ník MO (1965/1966).
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V dal²í £ásti uvádíme dva zajímavé výsledky, které se týkají obvodu
trojúhelníku KLM vepsaného do daného trojúhelníkuABC , resp. obvod·
t°í men²ích trojúhelník· AML , BKM , CLK .

P°íklad 2
Je dánostroúhlý trojúhelník ABC . Ur£ete (sestrojte) trojúhelník KLM ,

který je vepsán do trojúhelníku ABC a má p°itom co nejmen²í moºný ob-
vod.

•e²ení. Nech´ K je pevn¥ zvolený vnit°ní bod strany BC daného troj-
úhelníku ABC a L, M jsou po °ad¥ vnit°ními body jeho stran CA, AB .

B K

K B

C

K C
M

L

M 0
L 0

A

Obr. 2

Ozna£meK B , K C body, které jsou soum¥rn¥ sdruºené s bodemK po
°ad¥ vzhledem k p°ímkámAC , AB . Pro libovolné vnit°ní body L 0, M 0

stran po °ad¥AC , AB (obr. 2) pak s ohledem na pouºité osové soum¥rnosti
platí

jKL 0j = jK B L 0j; jKM 0j = jK C M 0j; jAK j = jAK B j = jAK C j: (6)

Pro obvod o trojúhelníku KL 0M 0 vepsaného do daného ostroúhlého troj-
úhelníku ABC p°itom platí

o = jKL 0j + jL 0M 0j + jM 0K j = jK B L 0j + jL 0M 0j + jM 0K C j:

Obvod trojúhelníku KL 0M 0 je tedy roven délce lomené £áryK B L 0M 0K C .
Tato lomená £ára má pro pevn¥ zvolený vnit°ní bodK strany BC nejmen²í
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délku, a tedy vepsaný trojúhelník KLM má nejmen²í obvod, práv¥ kdyº
jeho vrcholy L a M jsou vnit°ními body úse£ky K B K C , tj. jsou pr·se£íky
této úse£ky po °ad¥ se stranamiBC , CA daného trojúhelníku.

Zbývá tak zjistit, pro kterou polohu vnit°ního bodu K strany BC da-
ného ostroúhlého trojúhelníku ABC má úse£kaK B K C minimální délku.

Z obr. 2 je patrné (s ohledem na pouºité osové soum¥rnosti s osamiAB ,
AC a také p°edpokladu o ostroúhlém trojúhelníkuABC ), ºe

j� K B AK C j = 2 j� CAB j < 2 � 90� = 180� :

Odtud vidíme, ºe pro daný ostroúhlý trojúhelník ABC a libovolný
vnit°ní bod K jeho strany BC je K B AK C rovnoramenný trojúhelník
s hlavním úhlem p°i vrcholu A velikosti j� CAB j. Mezi v²emi t¥mito po-
dobnými trojúhelníky má nejkrat²í základnu K B K C ten, který má nejmen²í
moºnou délku obou ramen. Vzhledem k poslední rovnosti v (6) jsou ob¥
ramena nejkrat²í, práv¥ kdyº je úse£kaAK vý²kou z vrcholu A v daném
trojúhelníku ABC (bod K je tak patou vý²ky z vrcholu A). Podobn¥ L
a M jsou po °ad¥ patami vý²ek z vrchol· B a C v daném ostroúhlém
trojúhelníku ABC .

Záv¥r. Trojúhelník KLM vepsaný do daného ostroúhlého trojúhelníku
ABC , který má nejmen²í moºný obvod, je jeho ortický trojúhelník, tj.
trojúhelník, jehoº vrcholy K , L , M jsou patami jeho vý²ek po °ad¥ z vr-
chol· A, B , C. (Jeho konstrukce je z°ejmá.)

P°íklad 3
Je dán trojúhelník ABC o obvodu 6 a jemu vepsaný trojúhelníkKLM ,

kde K , L , M jsou po °ad¥ vnit°ní body stran BC , CA, AB . Dokaºte, ºe
aspo¬ jeden z trojúhelník· AML , BKM , CLK má obvod nejvý²e 4.

D·kaz provedeme sporem. P°edpokládejme, ºe v²echny t°i uvaºované troj-
úhelníky AML , BKM , CLK mají obvod v¥t²í neº 4. Pro délky stran troj-
úhelníku AML (obr. 1) tak na základ¥ pouºití trojúhelníkové nerovnosti
platí

4 < jAM j + jML j + jLA j < 2 (jAM j + jLA j);

a tedy
2 < jAM j + jLA j:

Analogicky platí i nerovnosti

2 < jBK j + jMB j a 2 < jCL j + jKC j:
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Se£tením posledních t°í nerovností dostaneme po snadné úprav¥

6 = 3 � 2 < (jAM j + jMB j) + ( jBK j + jKC j) + ( jCL j + jLA j) =

= jAB j + jBC j + jCAj = 6 ;

coº je spor.
Aspo¬ jeden z trojúhelník· AML , BKM , CLK má tedy obvod nejvý-

²e 4, coº jsme cht¥li dokázat.

Záv¥rem uvádíme p¥t navazujících úloh, které jsou dopln¥ny stru£ným
návodem k jejich °e²ení. Lze je vyuºít v rámci procvi£ení této tématiky.

P°íklad 4
Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC . Nech´ K , L , M jsou pr·se£íky pr·-

m¥r· kruºnice opsané tomuto trojúhelníku, které procházejí jeho vrcholy
A, B , C, po °ad¥ se stranamiBC , CA, AB . Dokaºte, ºe obsah trojúhelníku
KLM není v¥t²í neº jedna £tvrtina obsahu trojúhelníku ABC .

[Návod: T°i uvaºované pr·m¥ry se protínají ve st°edu kruºnice opsané
danému ostroúhlému trojúhelníku, který je vnit°ním bodem tohoto troj-
úhelníku.]

P°íklad 5
Je dáno kladné reálné £ísloa. Nech´ x, y, z jsou libovolná nezáporná

reálná £ísla, která jsou nejvý²e rovnáa. Dokaºte, ºe platí nerovnost

x(a � z) + y(a � x) + z(a � y) � a2:

Kdy nastane rovnost?

[Návod: Uvaºujte rovnostranný trojúhelník ABC o stran¥ délky a a libo-
volný jemu vepsaný trojúhelník KLM , kde K , L , M jsou po °ad¥ body
jeho stran BC , CA, AB , které (zde) mohou být totoºné s vrcholy trojú-
helníku ABC . Poloºte

0 � x = jAM j � a; 0 � y = jBK j � a; 0 � z = jCL j � a:

Je z°ejmé, ºe sou£et obsah· t°í men²ích trojúhelník· p°i vrcholech trojú-
helníku ABC je pak nejvý²e roven obsahu trojúhelníkuABC .

Rovnost zde nastane (s ohledem na pouºitou metodu), práv¥ kdyº z hod-
not x, y, z je aspo¬ jedna rovna 0 a sou£asn¥ aspo¬ jedna z t¥chto hodnot
je rovna a.]
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Poznámka.D·kaz dané nerovnosti lze vést také ryze algebraickou cestou
(se stejným výsledkem pro rovnost).

P°íklad 6
Danému ostroúhlému trojúhelníku ABC je vepsán trojúhelník KLM

tak, ºe jeho vrcholy d¥lí hranici trojúhelníku ABC na t°i £ásti, které mají
stejnou délku. Dokaºte, ºe obvod trojúhelníku KLM není men²í neº jedna
polovina obvodu trojúhelníku ABC .

[Návod: viz nap°. [2] � tzv. Zirakzadehova nerovnost, která platí pro libo-
volný trojúhelník ABC a jemu vepsaný trojúhelník KLM spl¬ující p°ed-
poklady uvedené v p°íkladu 6.]

P°íklad 7
Nech´ KLM je ortický trojúhelník libovolného ostroúhlého trojúhelníku

ABC . Dokaºte, ºe obsah trojúhelníku KLM není v¥t²í neº jedna £tvrtina
obsahu trojúhelníku ABC .

P°íklad 8
Nech´ K , L , M jsou po dotykové body kruºnic vn¥ p°ipsaných po °ad¥

stranám BC , CA, AB trojúhelníku ABC . Dokaºte, ºe obsah trojúhelníku
KLM není v¥t²í neº jedna £tvrtina obsahu trojúhelníku ABC .

[Návod: dokaºte, ºe v obou úlohách se úse£kyAK , BL a CM protí-
nají v jednom spole£ném bod¥ (v prvním p°ípad¥ se jedná o ortocent-
rum trojúhelníku ABC , ve druhém p°ípad¥ se jedná o tzv. Nagel·v bod
trojúhelníku ABC ), viz nap°. [4].]

L i t e r a t u r a
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O konstrukcin-tých odmocnin
kladných reálných £ísel
LUD…K SPÍCHAL

ƒeská lesnická akademie, Trutnov

A£koliv v názvu £lánku není parabola zmín¥na, bude to práv¥ tato ku-
ºelose£ka (pop°. její zobecn¥ná podoba), která nás jako pov¥stná £ervená
nit bude provázet nap°í£ celým textem. P°ipome¬me nejprve, ºeregulární
(vlastní) kuºelose£kyjsou rovinné k°ivky vznikající pr·nikem kuºelové plo-
chy a roviny, která neprochází jejím vrcholem.

V £lánku se omezíme pouze na hyperbolu a parabolu, se nimiº se ºáci
st°edních ²kol seznamují jak v souvislosti s pojmem grafu funkce (lineárn¥
lomené, resp. kvadratické), tak v oblasti analytické geometrie. P°estoºe jde
v obou zmín¥ných oblastech matematiky o stejné druhy k°ivek, odli²ný
zp·sob zavedení (explicitn¥ ur£ené p°edpisy funkcí vs. rovnice kuºelose£ek
v analytické geometrii) m·ºe znesnadnit vytvo°ení komplexního pohledu
na kuºelose£ky, a to nezávisle na konkrétním zp·sobu jejich ur£ení.

V £lánku si klademe za cíl ukázat na p°íkladu °e²ení konkrétního pro-
blému, kterým je konstrukce n-té odmocniny reálného £ísla, kombinaci
obou p°ístup·. Výchozí kuºelose£kou bude k°ivka ur£ená rovnicí

y = 1 � x2; (1)

kterou budeme nazývat jednotkovou parabolou(obr. 1).

P°íklad 1. Ukaºme, ºe pomocí jednotkovém paraboly je moºné konstru-
ovat p°evrácenou hodnotu reálného £íslaa 6= 0 , tj. nalézt hodnotu £ísla 1

a
(viz [1]).

•e²ení. P°i konstrukci p°evrácené hodnoty reálného £íslajaj > 1 (obr. 1)
sestrojíme kolmici k osex z pr·se£íku P jednotkové paraboly s p°ímkoug
procházející vrcholemV[0; 1] paraboly a bodem A[a; 0]. Kolmice protíná
osu x v bod¥ bod A0, jehoº x-ová sou°adnice je, jak vzáp¥tí ukáºeme,
p°evrácenou hodnotou £íslaa, tj. 1

a . Pro nenulové jaj < 1 bychom p°i
konstrukci postupovali naopak, tj. od bodu A0 k bodu A.
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Obr. 1 Konstrukce p°evrácené hodnoty reálného £ísla pomocí jednotkové para-
boly

P°ímka g ur£ená bodyV [0; 1] a A[a; 0] má rovnici

g: y = 1 �
x
a

: (2)

Sou°adnici x pr·se£íku P získáme °e²ením rovnice

1 � x2 = 1 �
x
a

;

která má z°ejm¥ jediný nenulový ko°en

x =
1
a

:

V £lánku se budeme dále opírat o mnoºinu k°ivek, které získáme zobec-
n¥ním rovnice paraboly (1) ve tvaru

y = 1 � xn ; (3)

kde n 2 N. Pro pot°eby £lánku pro tuto t°ídu graf· mocninných funkcí
zavedeme pojemzobecn¥né jednotkové paraboly(obr. 2), jednotková pa-
rabola pak bude speciálním p°ípadem rovnice (3) pron = 2 . Pro volbu
n = 1 je zobecn¥ná jednotková parabola totoºná s p°ímkouy = 1 � x; která
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p°edstavuje osu soum¥rnosti mezi zobecn¥nými jednotkovými parabolami
ur£enými rovnicemi (3) a k°ivkami ur£enými rovnicemi

y = 1 � n
p

x; (4)

které budeme nazývatp°evrácené zobecn¥né jednotkové paraboly(obr. 3).

y

x

Obr. 2 Zobecn¥né jednotkové paraboly pro n = 2 , n = 3 a n = 6

Cílem £lánku je ukázat, ºe vý²e zmín¥nou konstrukci p°evrácené hod-
noty reálného £íslaa lze dále uºitím k°ivek (3), resp. (4) roz²í°it

1) na konstrukci n-té odmocniny z kladného reálného £íslaa, tj. nalezení
£ísla n

p
a; a > 0; n 2 N;

2) na konstrukci (n � 1)-ní odmocniny z kladného reálného £íslaan , tj.
nalezení £ísla n � 1

p
an ; a > 0; n 2 N;

Tento cíl splníme v sekcích 2 a 3. Sekci 1 v¥nujeme n¥kterým jiným histo-
ricky zajímavým konstrukcím.
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y

x

Obr. 3 P°evrácené zobecn¥né jednotkové paraboly pron = 1
2 , 1

5 a 1
10

1. Vybrané konstrukce druhé a t°etí odmocniny

P°ipomeneme nyní n¥kolik vybraných geometrických konstrukcí druhé
a t°etí odmocniny. Dv¥ známé konstrukce druhé odmocniny (Eukleidova
v¥ta o vý²ce, Theodorova spirála) doplníme o dv¥ mén¥ známé konstrukce
t°etí odmocniny (Nikomedova a Descartova) [2, 3].

1.1. Eukleidova v¥ta o vý²ce

Podle Eukleidovy 1) v¥ty o vý²ce pro obsah £tverce sestrojeného nad
vý²kou pravoúhlého trojúhelníku platí, ºe je roven obsahu obdélníku se-
strojeného z obou úsek· p°epony. V p°ípad¥, ºe délky úsek· na p°epon¥
jsou 1 a dané £ísloa, má vý²ka pravoúhlého trojúhelníku délku

p
a (obr. 4).

1.2. Theodorova spirála

Theodorovu2) spirálu tvo°í posloupnost pravoúhlých trojúhelník·, kdyº
první z nich je sou£asn¥ rovnoramenný s odv¥snami o délce1. Jednou z od-
v¥sen kaºdého �následujícího� trojúhelníku je vºdy p°epona trojúhelníku

1) Eukleidés (asi 325 p°. n. l.�asi 260 p°. n. l) byl °ecký matematik a geometr.
2) Theodóros z Kyrény (asi 340 p°. n. l.�270 p°. n. l.) byl °ecký �losof a matematik.
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�p°edcházejícího� , druhá odv¥sna má délku1 (obr. 5). Délky jednotlivých
p°epon pravoúhlých trojúhelník· tvo°í posloupnost druhých odmocnin ze
v²ech p°irozených £ísela � 2.

D

A B C

Obr. 4 Konstrukce druhé odmocniny pomocí Eukleidovy v¥ty o vý²ce

1.3. Nikomedova konstrukce t°etí odmocniny

Nikomedova3) konstrukce £ísla 3
p

a v p°ípad¥ 0 < a < 4 vyuºívá rovno-
ramenný trojúhelník ABC , který má ramena délky 1 a základnu délky a

4
(obr. 6). Nech´ dále B je st°edem úse£kyCD a E je pr·se£ík polop°ímky
DA s p°ímkou procházející bodemC, která je rovnob¥ºná s úse£kouAB .
Bod S leºí na polop°ímceBA a R je pr·se£ík úse£ekDE a CS. Jestliºe
jRSj = 1 , pak jASj = 3

p
a.

Zd·razn¥me, ºe úse£kuRS nelze sestrojit eukleidovsky, tj. uºitím kru-
ºítka a pravítka. P°i d·kazu konstrukce si pov²imn¥me, ºe � ABD �
� � ECD . Úse£kaCE má délku a

2 , nebo´ bod B je st°edem úse£kyCD a
úse£kaAB je st°ední p°í£kou trojúhelníku ECD , tj. jCE j = 2 jAB j = a

2 .
Dále platí, ºe � ECR � � ASR a

a
2

jCRj
=

jASj
1

:

3) Nikomedes (asi 280 p°. n. l.�210 p°. n. l.) byl °ecký matematik.
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Obr. 5 Theodorova spirála

Podle Pythagorovy v¥ty platí pro pravoúhlý trojúhelník SCM

(1 + jCRj)2 = jCM j2 + ( jAM j + jASj)2:

Pokud ozna£ímex = jASj a dosadíme zajCRj = a
2x , jCM j =

q
1 � a2

64 ,
jAM j = a

8 , pak po zjednodu²ení dostáváme rovnici

4x4 + ax3 � 4ax � a2 = 0 :

P°estoºe je p°edchozí rovnice 4. stupn¥, m·ºeme ji vy°e²it z rozkladu

(x3 � a)(4x + a) = 0 ;

podle kterého má rovnice práv¥ dva reálné ko°enyx1 = � a
4 , x2 = 3

p
a:
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Obr. 6 Nikomedova konstrukce t°etí odmocniny

1.4. Descartesova konstrukce t°etí odmocniny

Descartesova4) konstrukce £ísla 3
p

a pro dané reálné £ísloa > 0 vyuºívá
kruºnici se st°edemS

�
a
2 ; 1

2

�

�
x �

a
2

� 2
+

�
y �

1
2

� 2
=

� a
2

� 2
+

� 1
2

� 2
; (5)

soustavy Oxy (obr. 7). Ukaºme, ºe pak 3
p

a je x-ovou sou°adnicí pr·se£íku
P 6= O této kruºnice a paraboly s rovnicí

y = x2: (6)

Úpravou rovnice (5) a následným dosazením z rovnice (6) totiº dostaneme
rovnici

x4 � ax = 0 neboli x(x3 � a) = 0 ; (7)

takºe reálnými ko°eny rovnice (7) jsou práv¥ £íslax1 = 0 , x2 = 3
p

a:

4) René Descartes (1596�1650) byl francouzský �losof, matematik a fyzik.
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Obr. 7 Descartesova konstrukce t°etí odmocniny

2. Konstrukce n-té odmocniny kladného reálného £ísla a

Jednoduchá varianta konstrukcen-té odmocniny daného kladného re-
álného £íslaa spo£ívá v ur£ení pr·se£íku p°ímky s rovnicíy = 1 � a a
zobecn¥né jednotkové paraboly s rovnicíy = 1 � xn . Je z°ejmé, ºe hleda-
nou n-tou odmocninou je x-ová sou°adnice nalezeného pr·se£íku.

Uvedená konstrukce p°edpokládá pouºití zobecn¥ných jednotkových pa-
rabol na intervalu h0;1 ). P°edpokládejme nyní, ºe budeme uvaºovat zo-
becn¥né jednotkové paraboly zobrazené na uzav°eném intervaluh0; 1i , kde
p°edvedeme konstrukcin-té odmocniny pro dané £ísloa > 1 (obr. 8).
Polop°ímka g zapsaná rovnicí (2) protíná zobecn¥né jednotkové paraboly
ur£ené rovnicemi (3) v bodech, jejichºx-ové sou°adnice ur£íme vy°e²ením
rovnice

1 � xn = �
1
a

x + 1 : (8)

Po úprav¥ dostáváme rovnici

x
�

xn � 1 �
1
a

�
= 0
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s nezápornými ko°eny

x1 = 0 ; x2 =
1

n � 1
p

a
:

Pr·se£íky polop°ímky g a zobecn¥ných jednotkových parabol jsou tedy
body

V [0; 1]; P
h 1

n � 1
p

a
; 1 �

1
n � 1

p
an

i
:

y V

x

Obr. 8 Konstrukce p°evrácené hodnoty n-tých odmocnin reálného £ísla a > 1
pomocí zobecn¥ných jednotkových parabol

Vý²e provedený výpo£et a konstrukce znázorn¥ná na obr. 8 ukazují, ºe
zobecn¥ná jednotková parabolan-tého stupn¥ umoº¬uje provést geome-
trickou konstrukci p°evrácené hodnoty (n � 1)-ní odmocniny z kladného
reálného £íslaa, tj. hodnoty 1

n � 1p a . Zbylá £ást postupu spo£ívající v na-

lezení p°evrácené hodnoty k £íslu 1
n � 1p a odpovídá °e²ení p°íkladu 1. P°i

konstrukci n-té odmocniny reálného £íslaa bychom tedy pouºili zobec-
n¥nou jednotkovou parabolu stupn¥n + 1 . Na obr. 9 je tak znázorn¥na
celá konstrukce t°etí odmocniny £íslaa > 1 pomocí zobecn¥né jednotkové
paraboly stupn¥ 4.

Úloha 1. Ur£ete postup konstrukcen-té odmocniny daného reálného £ísla
a 2 (0; 1) pomocí zobecn¥né jednotkové paraboly °ádun + 1 .

Matematika � fyzika � informatika 32 (1) 2023 17



Úloha 2. Uvaºujme bod A[a; 0], kdea 2 (0; 1). Kolmice vzty£ená v bod¥A
protne zobecn¥nou jednotkovou parabolu ur£enou rovnicemi (3) v bod¥P.
P°ímka g =

 !
PV, kde V [0; 1] je vrchol zobecn¥né jednotkové paraboly, pro-

tne osu x v bod¥ B [b;0]. Ur£ete vzájemný vztah mezi £íslya, b.
(•e²ení: b = 1

an � 1 )

y

V

x

g

a

Obr. 9 Konstrukce t°etí odmocniny £ísla a > 1 pomocí jednotkové paraboly a
zobecn¥né jednotkové paraboly stupn¥4

3. Konstrukce odmocnin pomocí p°evrácených zobecn¥ných jed-
notkových parabol

Zmíníme se je²t¥ stru£n¥ o konstrukcích, které vyuºívají grafy p°evrá-
cených zobecn¥ných jednotkových parabol zavedených rovnicemi (4).

P°íklad 2. Ukaºme konstrukci n-té odmocniny kladného reálného £ísla
an � 1, tj. n

p
an � 1 pomocí p°evrácené jednotkové paraboly daného stupn¥n.

Nástin °e²ení. Kolmice vzty£ená v bod¥A[a; 0] protne k°ivku ur£enou rov-
nicí (4) v bod¥ P[a; 1 � n

p
a]. P°ímka g = PV, kde V [0; 1], ur£ená rovnicí

g: n
p

ax + ay � a = 0 protne osu x v bod¥ A0[ n
p

an � 1; 0].

Úloha 3. Nech´ p°ímka g = AV , kde A[a; 0] a V [0; 1], protne graf p°evrá-
cené zobecn¥é jednotkové paraboly ur£ené rovnicí (4) v bod¥P. Ukaºte,
ºe x-ová sou°adnice boduP je rovna £íslu n � 1

p
an (viz obr. 10 pro n = 3 ).
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Obr. 10 Konstrukce t°etí odmocniny reálného £ísla a2 v p°ípad¥ a > 1 pomocí
p°evrácené zobecn¥né jednotkové paraboly stupn¥ 3

Záv¥r

Moºnost vyuºití zobecn¥ných jednotkových parabol p°i gra�ckém ur-
£ování odmocnin reálných £ísel vyplývá ze skute£nosti, ºe odmoc¬ování
lze povaºovat za £áste£n¥ inverzní operaci k umoc¬ování. Slovo £áste£n¥
je v tomto p°ípad¥ zásadní, nebo´ de�ni£ní obory t¥chto dvou funkcí
nejsou obecn¥ vºdy shodné (nap°. odmocniny sudého stupn¥ záporných
£ísel v oboru reálných £ísel neexistují).

Pod¥kování. Autor d¥kuje touto cestou recenzentovi za cenné rady a
podn¥ty p°i úprav¥ a vylep²ení obsahu tohoto £lánku.

L i t e r a t u r a

[1] Spíchal, L.: Jednotková parabola, zlatý °ez a parabolické � . Rozhledy
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[2] Nikomedova konstrukce t°etí odmocniny. Dostupné na:
https://demonstrations.wolfram.com/NicomedessGeometricConstructi
onOfPrincipalCubeRoot/

[3] Descartesova konstrukce t°etí odmocniny. Dostupné na:
https://demonstrations.wolfram.com/DescartessMethodOfEvaluating
ThePrincipalCubeRoot/
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Snadný d·kaz obrácené v¥ty
k v¥t¥ Pythagorov¥
JOSÉ MARCIAL NÁJARES ROMERO

Z’ Gutova, Praha 10

V¥ta Pythagorova (a v¥ta k ní obrácená) jsou obsahem u£iva matema-
tiky jiº na základní ²kole. Cílem této poznámky je uvedení alternativního
d·kazu obrácené v¥ty k v¥t¥ Pythagorov¥, který vyuºívá matematické pro-
st°edky výhradn¥ na úrovni Z’. Vznik tohoto £lánku byl inspirován p°í-
sp¥vkem [1]. Délky stran libovolného trojúhelníku ABC ozna£me obvyk-
lým zp·sobem a = jBC j, b = jAC j a c = jAB j.

Obrácená v¥ta k v¥t¥ Pythagorov¥ (viz nap°. [1, v¥ta 6])
Platí-li pro délky a, b, c stran trojúhelníku ABC rovnost a2 + b2 = c2,

pak je tento trojúhelník pravoúhlý s p°eponou c a odv¥snamia, b.

V £lánku [1] je d·kaz obrácené v¥ty k v¥t¥ Pythagorov¥ rozd¥len do dvou
£ástí. V první £ásti je dokázáno, ºe spl¬uje-li trojice kladných reálných
£ísel a, b, c tzv. pythagorejskou rovnost, existuje trojúhelník ABC , kde
jBC j = a, jCAj = b a jAB j = c. Ve druhé £ásti je pak uºitím kosinové v¥ty
dokázáno, ºe uvaºovaný trojúhelník ABC je pravoúhlý s p°eponouAB .

Nebudeme zde znovu uvád¥t první £ást d·kazu, ale zam¥°íme se pouze
na alternativní, p°itom snadný d·kaz druhé £ásti, tj. na d·kaz skute£nosti,
ºe tento trojúhelník je pravoúhlý.

Uvaºujme nyní pravoúhlý trojúhelník DEF s pravým úhlem p°i vr-
cholu F , v n¥mº jEF j = a a jFD j = b. Pro délku jeho p°eponyjDE j = f
pak podle Pythagorovy v¥ty platí a2+ b2 = f 2. Podle vý²e uvedeného p°ed-
pokladu v²ak pro délky a, b, c stran uvaºovaného trojúhelníku ABC platí
také a2 + b2 = c2, coº znamená, ºef 2 = c2, resp. jDE j = f = c = jAB j.

Oba trojúhelníky ABC a DEF jsou tedy podle v¥ty sssshodné, a proto
je také trojúhelník ABC pravoúhlý s pravým úhlem p°i vrcholu C.

L i t e r a t u r a

[1] Chodorová, M., ’vr£ek, J. : K základním v¥tám o pravoúhlém trojúhelníku.
MFI, ro£. 31 (2022), £. 3, s. 161�167.

[2] Odvárko, O., Kadle£ek, J.: Matematika pro 7. ro£ník základní ²koly (3. vy-
dání). Prometheus, Praha, 2012.
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Konstrukce bez pou£ek
’ÁRKA GERGELITSOVÁ � TOMÁ’ HOLAN

Matematicko-fyzikální fakulta UK, Praha

Jedním z typ· úloh, které v geometrii °e²íme, jsou konstruk£ní úlohy.
Ve ²kole to jsou zejména úlohy °e²ené pravítkem a kruºítkem, tedy úlohy
planimetrické, eukleidovské. S pomocí didaktického softwaru m·ºeme ale
°e²it i úlohy prostorové. Jednu takovou sadu úloh v £lánku ukáºeme.

Konstruk£ní úlohy v prostoru

Konstruk£ní trojrozm¥rné úlohy v u£ebnicích stereometrie nebývají,
p°estoºe by mohly studenty zaujmout a p°isp¥t k jejich motivaci. N¥-
které konstruk£ní úlohy m·ºeme díky znalosti zobrazovacích metod °e-
²it p°i deskriptivní geometrii pomocí pravítka a kruºítka. Okruh student·
schopných tyto úlohy vy°e²it ale m·ºeme snadno roz²í°it tím, ºe k °e²ení
vyuºijeme vhodný didaktický software. Konstrukce (a obrázky) v tomto
textu jsou vytvo°ené v GeoGeb°e.

1. Jeden typ konstrukce mnohost¥n·

Zadání: Sestrojte pravidelný mnohost¥n o daném po£tu st¥n, je-li dána
jeho hlavní t¥lesová úhlop°í£ka (tj. úhlop°í£ka, která spojuje dvojici proti-
lehlých vrchol· t¥lesa).

Poznámka. V pravidelném £ty°st¥nu t¥lesová úhlop°í£ka neexistuje. Proto
v tomto p°ípad¥ upravíme formulaci zadání a budeme hledat pravidelný
£ty°st¥n ABCD daný pr·m¥rem jemu opsané kulové plochy, který pro-
chází daným vrcholemA hledaného mnohost¥nu.

T¥lesovou úhlop°í£kou (£i pr·m¥rem opsané kulové plochy procháze-
jícím vrcholem) bude hledaný mnohost¥n ur£en jednozna£n¥ aº na oto-
£ení kolem dané p°ímky. Úlohu budeme povaºovat za vy°e²enou po sestro-
jení libovolné st¥ny poºadovaného pravidelnéhon-úhelníku, protoºe dal²í
vrcholy sestrojíme na opsané kulové plo²e pomocí shodnosti trojúhelník·.

•e²ení zobrazíme v trojrozm¥rném náhledu. Za konstruk£ní kroky bu-
deme povaºovat takové trojrozm¥rné konstrukce zvoleného softwaru, které
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jsou obdobou rovinných rýsovacích nástroj·:
� sestrojení kolmice a rovnob¥ºky v rovin¥,
� sestrojení kolmé a rovnob¥ºné roviny,
� sestrojení kulové plochy s daným st°edem a procházející daným bodem.

Krom¥ t¥chto nástroj· pouºijeme pro p°ehlednost celé konstrukce (jako
jeden krok) i p°ímý nástroj, který má GeoGebra mezi základními p°íkazy:
konstrukci pravidelného trojúhelníku, £tverce £i p¥tiúhelníku v rovin¥. To
proto, abychom zabránili p°epln¥ní trojrozm¥rné scény eukleidovskými po-
stupy.

Ukáºeme, ºe s vý²e uvedenými nástroji jiº k vy°e²ení úlohy nepot°ebu-
jeme ºádné pokro£ilé znalosti z trojrozm¥rné geometrie, posta£í v²imnout
si t¥ch správných vztah·.

Podívejme se na danou úlohu ve v²ech p¥ti p°ípadech.

Obr. 1 P¥tice pravidelných mnohost¥n· s vyzna£enými kruºnicemi, na nichº leºí
vrcholy t¥lesa

Obr. 2 Pohled kolmo na zadanou p°ímku AA 0

Nelze si nev²imnout, ºe zbývající vrcholy mnohost¥nu (krom¥ daných
bod· A, A0) leºí symetricky na kruºnicích v rovinách kolmých k dané
p°ímce. Pokud dokáºeme ur£it, v jakém pom¥ru d¥lí roviny kruºnic danou
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úse£kuAA 0, bude úloha vy°e²ena: Sestrojíme jednu kruºnici, na ní zvolíme
vrchol mnohost¥nu a sestrojíme pat°i£nýn-úhelník jedné st¥ny.

Úlohu postupn¥ vy°e²íme pro jednotlivé mnohost¥ny. Za£neme nejsnaz²í
úlohou.

1.1. Pravidelný osmist¥n

Zbývající 4 vrcholy pravidelného osmist¥nu leºí ve vrcholech £tverce na
kruºnici, která je pr·se£nicí opsané kulové plochy a roviny soum¥rnosti
úse£kyAA 0. Tím jsme získali v²echny vrcholy t¥lesa.

1.2. Pravidelný £ty°st¥n

K vy°e²ení úlohy pom·ºe uv¥domit si, ºe st°ed opsané kulové plochy
je t¥ºi²t¥m pravidelného £ty°st¥nu. Bude jist¥ uºite£né zamyslet se nad
zobecn¥ním pojmu t¥ºi²t¥ od trojúhelníku v rovin¥ ke £ty°st¥nu v prostoru.
M·ºeme p°edem vyzkoumat (nebo odhadnout) jeho polohu: leºí ve £tvrtin¥
t¥ºnice.

Tento poznatek sta£í k vy°e²ení úlohy: Zbývající vrcholy pravidelného
£ty°st¥nu leºí ve vrcholech rovnostranného trojúhelníku. Vý²ka na tuto
st¥nu splývá v pravidelném £ty°st¥nu s t¥ºnicí, která prochází t¥ºi²t¥m
t¥lesa (a tedy i opsané kulové plochy) i t¥ºi²t¥m st¥ny. Pr·m¥r AA 0 kulové
plochy je proto bodemS = T a patou vý²ky na st¥nu BCD d¥len v pom¥ru
3 : 1 : 2. Rovina hledané st¥ny d¥lí úse£kuAA 0 v pom¥ru 2 : 1.

1.3. Krychle

Zbývajících ²est vrchol· krychle tvo°í vrcholy dvou rovnostranných troj-
úhelník· v rovinách kolmých k dané t¥lesové úhlop°í£ce. Ur£íme, v jakém
pom¥ru d¥lí tyto roviny danou úhlop°í£ku.

Víme, ºe kaºdá hrana krychle pat°í do jednoho ze t°í sm¥r·. V²echny
hrany krychle svírají s t¥lesovou úhlop°í£kou stejný úhel, jejich kolmý pr·-
m¥t na úhlop°í£ku je tedy shodný, a tudíº rovina, v níº leºí vrcholy hran
vycházejících z daného vrcholuA, je kolmá k dané úhlop°í£ceAA 0 a d¥lí
ji na t°etiny.

Zvolíme libovolný vrchol na kruºnici, která je pr·se£nicí této roviny
s opsanou kulovou plochou a v rovin¥ sestrojíme rovnostranný trojúhel-
ník. Zbylé t°i vrcholy jsou st°edov¥ soum¥rné s práv¥ sestrojenými vrcholy
podle st°edu krychle (opsané kulové plochy).
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Obr. 3 Roviny vedené vrcholy krychle d¥lí t¥lesovou úhlop°í£ku na t°etiny

1.4. Pravidelný dvanáctist¥n

šádný z postup·, který jsme vid¥li v p°ede²lých konstrukcích, tento-
krát nem·ºeme pouºít. Hrany pravidelného dvanáctist¥nu svírají s danou
úhlop°í£kou zjevn¥ r·zné úhly a ve £ty°ech po dvou soum¥rných rovinách
kolmých k dané úhlop°í£ce leºí jednak trojice, jednak ²estice dal²ích vr-
chol· t¥lesa. Návod k °e²ení dávají st¥ny t¥lesa � pravidelné p¥tiúhelníky.

Obr. 4 Dva pohledy na sousední p¥tiúhelníkové st¥ny pravidelného dvanácti-
st¥nu

Pom¥ry, v nichº d¥lí zmín¥né roviny danou t¥lesovou úhlop°í£ku, jsou
ur£eny pom¥ry vzdáleností v jednotlivých p¥tiúhelnících st¥n:

Pom¥r 1: Pom¥r vzdálenosti úhlop°í£kyBE od vrcholu A a vzdálenosti
strany CD od vrcholu A v p¥tiúhelníku ABCDE (tj. jAP j : jAQj
na obr. 5) je shodný s pom¥rem pr·m¥t· t¥chto vzdáleností na úhlo-
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p°í£ku AA 0, tedy s pom¥rem vzdáleností p°íslu²ných kolmých rovin od
vrcholu A.

Pom¥r 2: Podobn¥ pom¥r vzdálenosti úhlop°í£kyDF od vrcholu E a vzdá-
lenosti strany HG od vrcholu E v p¥tiúhelníku EFGHD (tj. jERj : jESj
na obr. 5) je shodný s pom¥rem pr·m¥t· t¥chto vzdáleností na úhlo-
p°í£ku AA 0, tedy s pom¥rem vzdálenosti rovin kruºnic k1, k2 (obr. 4)
ku vzdálenosti rovin kruºnic k1, k3.

Obr. 5 Pom¥ry délek v p¥tiúhelnících a konstrukce bod· na p°ímce AA 0 vyuºitím
podobnosti

Oba pom¥ry jsou analogické pom¥ry vzdáleností v pravidelném p¥ti-
úhelníku, jsou si tedy rovny. P°i zna£ení podle obr. 4 tedy také platí:
jAN j : jNM j = jNM j : jML j:

Pom¥r jAP j : jPQj vzdáleností v pravidelném p¥tiúhelníku (obr. 5) je
známý pom¥r zlatého °ezu. Pokud s ním nejsme obeznámeni (coº by bylo
jist¥ ²koda), pro dal²í postup konstrukce to nevadí, postupné pom¥ry se-
strojíme pomocí pravidelného p¥tiúhelníku (pro jehoº konstrukci má Geo-
Gebra p°ímý nástroj) opakovan¥, by´ zbyte£n¥ krkolomn¥. Z vlastnosti
zlatého °ezu ale víme, ºejAP j : jPQj = jPQj : jAQj a konstrukci rychle
dokon£íme. Danou úhlop°í£ku rozd¥líme v ur£eném pom¥ru pomocí podob-
nosti. Díky soum¥rnosti podle jejího st°edu S sta£í sestrojit bodyK , L .
Na obr. 5 jsme ve vhodné rovin¥ (zde v rovin¥ kolmé kAA 0) procházející
daným bodemA0 sestrojili pomocí konstrukcí v pravidelném p¥tiúhelníku
body K 0, L 0, M 0, pro které platí jA0K 0j : jK 0L 0j = jK 0L 0j : jA0L 0j =
= jK 0L 0j : jL 0M 0j: Podobností, v níº st°edu S0 úse£ky L 0M 0 odpovídá
st°ed S t¥lesa, jsme pak sestrojili bodyK , L . Dále sestrojíme bodemK
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rovinu kolmou k AA 0, kruºnici, která je její pr·se£nicí s opsanou kulovou
plochou, a na ní zvolíme vrchol dvanáctist¥nu.

Vidíme, ºe z rovnosti uvedených pom¥r· vzdáleností v p¥tiúhelnících
st¥n a z vlastnosti zlatého °ezu plynejKL j : jA0L j = jKL j : jLM j, tedy
jA0L j = jLM j: Symetricky dle st°edu S také jLM j = jMA j. Proto body
L , M � a tedy roviny, na nichº leºí ²estice vrchol· t¥lesa � d¥lí t¥lesovou
úhlop°í£ku AA 0 na t°etiny.

Pro dal²í postup konstrukce vrcholu t¥lesa se nabízí n¥kolik nástroj·:
p°ímá konstrukce p¥tiúhelníku v ur£ené rovin¥ £i postupné sestrojování
dal²ích vrchol· t¥lesa jednak otá£ením jiº sestrojených vrchol·, jednak
vyná²ením délek (pomocí kulových ploch nebo kruºnic v rovinách st¥n
t¥lesa).

1.5. Pravidelný dvacetist¥n

St¥ny pravidelného dvacetist¥nu jsou rovnostranné trojúhelníky. Zdá se
tedy, ºe op¥t ºádný z d°íve pouºitých postup· nedává návod, jak t¥leso
sestrojit. Zbývající vrcholy t¥lesa leºí symetricky ve dvou rovinách kolmých
k úhlop°í£ce, jejich vzdálenosti ale neznáme a trojúhelníky st¥n leºí mezi
t¥mito rovinami.

Po chvíli pozorování v²ak i zde najdeme pravidelné p¥tiúhelníky. Nejsou
to st¥ny, ale °ezy t¥lesa rovinami vedenými jeho vrcholy tak, ºe od°ezávají
jeden vrchol. Na obr. 6 vidíme dva takové navazující p¥tiúhelníkyABCDE
a A0DEFG . Díky nim odvodíme, ºe pom¥ry, v nichº kolmé roviny vedené
vrcholy d¥lí danou úhlop°í£ku (pr·se£íky K , L na obr. 7), op¥t vychá-
zejí z pom¥ru zlatého °ezu mezi vzdálenostmi v pravidelném p¥tiúhel-
níku. Ze shodnosti p¥tiúhelník· ABCDE , A0DEFG plyne jA0K j : jKL j =
= jKL j : jA0L j = jAL j : jKL j:

Obr. 6 T°i pohledy na sousedící p¥tiúhelníkové °ezy v pravidelném dvacetist¥nu
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P°i konstrukci op¥t m·ºeme vyuºít toho, ºe st°ed dané úhlop°í£ky je
st°edem hledané úse£kyKL a podobností sestrojit pouze bodK (obr. 7).
Vzhledem k vý²e uvedené konstrukci vrchol· pravidelného dvanáctiúhel-
níku tedy povaºujme dal²í postup konstrukce za z°ejmý.

Obr. 7 Poloha pr·se£ík· K , L s rovinami vrchol· a konstrukce bodu K

1.6. Poznámka ke krychli

Konstrukci krychle m·ºeme od·vodnit také pomocí souvisejících st¥n:
Kaºdá z rovin procházejících dal²ími vrcholy kolmo k dané úhlop°í£ce p·lí
£tverce t°í st¥n se spole£ným vrcholem (obr. 8). Mezi rovinami pak leºí
zbývající poloviny v²ech ²esti st¥n krychle. Roviny tedy protínají t¥lesovou
úhlop°í£ku v jedné t°etin¥.

2. Záv¥r � radost z objevování

2.1. Jedna dávná úloha

V¥°íme, ºe odbo£ka od obvyklých stereometrických témat ke konstruk£ní
úloze m·ºe být pro studenty osv¥ºením a pom·ºe upevnit p°edstavu o pro-
storových vztazích. Nejde jist¥ o nové úlohy, takové úlohy °e²ili st°edo²ko-
láci uº za Rakousko-Uherska a dnes by s jejich °e²ením nejspí² m¥li potíºe.
Po vy°e²ení úlohy s krychlí studenti ale jist¥ (a snad i rychle) vy°e²í úlohu,
kterou do [1] poslal pan u£itel Franti²ek Jirsák z Dob°enic (zadání jsme
p°eformulovali do sou£asné £e²tiny, originální zn¥ní najde £tená° v [1]):
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Obr. 8 Roviny vedené vrcholy p·lí st¥ny krychle

Do krychle vepí²eme dv¥ t¥lesa:
a) kolmý válec, jehoº osa splývá s t¥lesovou úhlop°í£kou krychle a jehoº

kruhové hrany podstav se dotýkají kaºdá t°í st¥n krychle v jejich st°edech;
b) dvojkuºel, jenº má vrcholy v krajních bodech t¥lesové úhlop°í£ky a

jehoº kruhová podstavná hrana se dotýká v²ech ²esti hran krychle. Ur£ete
pom¥r objemu válce a dvojkuºele.

[•e²ení je ve 3. £ísle téhoº ro£níku [2].]

2.2. Dvanáctist¥n a krychle � dal²í vztahy

P°i konstrukci krychle i pravidelného dvanáctist¥nu jsme zjistili, ºe ro-
viny obsahující dal²í vrcholy t¥lesa d¥lí danou t¥lesovou úhlop°í£ku na
t°etiny.

Dokáºete �vepsat� krychli do pravidelného dvanáctist¥nu?
A t¥º²í úloha: Zkuste �opsat� dané krychli pravidelný dvanáctist¥n se

spole£nou opsanou kulovou plochou.

2.3. Dal²í konstruk£ní úlohy

V systému GeoTest [4] je p°ipraveno asi 100 prostorových konstruk£ních
úloh r·zné obtíºnosti, které mohou studenti °e²it samostatn¥, bez podpory
u£itele, protoºe systém automaticky vyhodnotí správnost provedeného °e-
²ení. Spole£né °e²ení a objevování prostorových vztah· ve ²kole p°i hodin¥
ale asi bude pro studenty zajímav¥j²í a bude je k °e²ení více motivovat.
Zejména, pokud jde o úlohy, k jejichº vy°e²ení sta£í jen pozorovat a v²ímat
si uºite£ných vztah·.
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O jisté netriviální mnoºin¥ bod·
v rovin¥
LENKA JUKLOVÁ � JAROSLAV ’VRƒEK

P°írodov¥decká fakulta UP, Olomouc

Cílem tohoto p°ísp¥vku je zkoumání jedné netriviální mnoºiny bod·
v rovin¥, kterou je mnoºina t¥ºi²´ v²ech rovnostranných trojúhelník· ve-
psaných do daného £tverce tak, ºe v²echny t°i vrcholy kaºdého z t¥chto
rovnostranných trojúhelník· leºí na hranici daného £tverce.

Podn¥t k °e²ení uvedeného problému vze²el z praktické ukázkyT. Cheh-
larové z Bulharské akademie v¥d, která prezentovala výsledky projektu
�Integrace manipulativních digitálních prost°edk· do výuky matematiky�
na workshopu Innovative Mathematics Learning Software for Migrant Stu-
dents, kterou po°ádala v °íjnu 2019 Univerzita Konstantína Filozofa v Nit°e,
viz [1].

Snadno je vid¥t, ºe pro �xovanou polohu bodu K na hranici daného
£tverce ABCD sestrojíme zbývající dva vrcholy K , L hledaného rovno-
stranného trojúhelníku KLM uºitím oto£ení R(K; +60 � ), v n¥mº obrazem
vrcholu L je bod M (M 6= K ), který získáme jako pr·se£ík hranice obrazu
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A0B 0C0D 0 £tverce ABCD v tomto oto£ení s hranicí £tverceABCD . Bod
L je pak obrazem nalezeného boduM v oto£eníR 0(K; � 60� ).

Uvaºujme nyní bod K na stran¥ AB £tverceABCD tak, ºe vrcholy L ,
M rovnostranného trojúhelníku KLM leºí po °ad¥ na stranáchBC , DA .
St°ed jeho strany LM ozna£ímeS (obr. 1).

Obr. 1

Vzhledem k tomu, ºe

j� KAM j + j� KSM j = j� BKS j + j� BLS j = 2 � 90� = 180� ;

jsou oba £ty°úhelníky AKSM a BKSL t¥tivové. Platí tedy

j� SAM j = j� SKM j = 30 � = j� SKL j = j� SBL j;

tudíº
j� ABS j = j� BAS j = j� ASB j = 60 � ;

tj. trojúhelník ABS je rovnostranný. Bod S je tedy pro v²echny p°ípustné
(takto uvaºované) polohy bod· K , L , M leºících po °ad¥ na stranáchAB ,
BC , DA ur£en jednozna£n¥ jakot°etí vrchol rovnostranného trojúhelníku
ABS (obr. 1).

Ozna£mea délku strany £tverceABCD a uvaºujme dále zm¥nu polohy
bodu K na úse£ceAB tak, aby body L , M leºely po °ad¥ na úse£kách
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BC , DA . S ohledem na symetrii £tverceABCD podle osy jeho strany
AB sta£í sledovat zm¥nu polohy boduK od st°edu strany AB sm¥rem
k vrcholu A (obr. 1). V tomto p°ípad¥ se (v závislosti na popsané zm¥n¥
polohy bodu K ) m¥ní i poloha bod· L a M tak, ºe bod M se �pohybuje�
na stran¥ AD sm¥rem k vrcholu D a bod L se sou£asn¥ �pohybuje� na
stran¥ BC sm¥rem k vrcholuB . V mezním p°ípad¥ pakM = D (obr. 2).
Zde ur£íme velikost odpovídajícího úhluADK . Bod A0 je obrazem boduA
v oto£eníS = ( D; +60 � ), tj. trojúhelník AA 0D je rovnostranný a A0 2 oAD ,
kde oAD je osa stranyAD .

Obr. 2

Dále platí:
(i) 4 AKD �= 4 A0LD (oto£ení S),
(ii) 4 A0LD �= 4 CLD (Ssu).

Platí tedy j� CDA 0j = 30 � , tj.

j� ADK j = j� A0DL j = j� CDL j =
1
2

� 30� = 15 � ;

a proto jAK j = jAL 0j = jCL j = a tg 15� :
S ohledem na symetrii £tverceABCD podle os jeho stran a uºitím

principu cyklické zám¥ny vidíme, ºe kaºdou stranu £tverceABCD m·ºeme
tedy rozd¥lit (symetricky vzhledem k jejímu st°edu) na t°i úseky, p°i£emº
oba krajní (shodné) úseky mají délkua tg 15� , tj. platí

jAA 1j = jB2B j = jBB 1j = : : : = jA2Aj = a tg 15� ;
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a prost°ední úsek téºe strany má délku(1 � 2 tg 15� )a, tj. platí (obr. 3)

jA1B2j = jB1C2j = jC1D2j = jD1A2j = (1 � 2 tg 15� )a:

Obr. 3

Dále je z°ejmé, ºe pokud n¥který z vrchol· rovnostranného trojúhelníku
KLM leºí na prost°edním úseku jedné ze stran £tverceABCD , leºí oba
zbývající vrcholy (po jednom) na vzdálen¥j²ích krat²ích úsecích p°ilehlých
(sousedních) stran k této stran¥.

Ozna£íme-li nap°.K ten z vrchol· rovnostranného trojúhelníku KLM ,
který se pohybuje po prost°edním úsekuA1B2 strany AB uvaºovaného
£tverce ABCD (obr. 3), je (na základ¥ vý²e uvedené úvahy) st°edS jeho
strany LM pro v²echny polohy bodu K identický.

Z obr. 3 je patrné, ºe t¥ºi²t¥ T rovnostranného trojúhelníku KLM
je obrazem vrcholu K ve stejnolehlosti se st°edemS a koe�cientem 1

3 .
Pohybuje-li se bodK na úse£ceA1B2 (na stran¥ AB £tverce), obr. 3, pak
úse£kaHG, která je obrazem úse£kyA1B2 ve stejnolehlosti se st°edemS
a koe�cientem 1

3 je mnoºinou t¥ºi²´ v²ech rovnostranných trojúhelník·
KLM , které spl¬ují podmínky úlohy a jeden jejich vrchol leºí na úse£ce
A1B2.

Analogicky, pohybuje-li se vrchol K po prost°edních úsecíchB1C2,
C1D2, D1A2 (po °ad¥) stran BC , CD, DA , £tverce (obr. 3 a obr. 4), zís-
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káme mnoºinu t¥ºi²´ v²ech vepsaných rovnostranných trojúhelník· KLM .
Touto mnoºinou je £tverecEFGH . Strany £tverceEFGH jsou obrazy pro-
st°edních úsek· kaºdé strany £tverceABCD ve vý²e popsaných £ty°ech
stejnolehlostech (jejich st°edy jsou postupn¥ bodyS1 = S, S2, S3, S4,
koe�cienty 1

3 , obr. 4). Kaºdý vrchol £tverce EFGH je obrazem bod· ve
dvou r·zných stejnolehlostech, nap°. bod H je obrazem boduA1 ve stej-
nolehlosti se st°edemS1 a sou£asn¥ obrazem boduC2 ve stejnolehlosti se
st°edemS2.

Obr. 4

Naopak také platí: Ke kaºdému bodu hranice £tverceEFGH najdeme
(obrácením nazna£eného postupu) odpovídající trojúhelníkKLM spl¬u-
jící podmínky úlohy.

Záv¥r: Mnoºinou t¥ºi²´ v²ech rovnostranných trojúhelník· KLM ve-
psaných do daného £tverceABCD tak, ºe v²echny t°i vrcholy kaºdého
z t¥chto rovnostranných trojúhelník· leºí na hranici daného £tverce, je
hranice £tverceEFGH , viz obr. 4.

L i t e r a t u r a
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Zajímavé matematické úlohy

Uve°ej¬ujeme dal²í £ást pravidelné rubriky Zajímavé matematické úlohy,
v níº mj. uvádíme zadání dal²í dvojice nových úloh. Jejich °e²ení m·ºete
zaslat nejpozd¥ji do 30. 6. 2023 na adresu: Redakce £asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresumfi@upol.cz . Zajímavá a originální °e²ení úloh rádi uve°ejníme.

Úloha 283
Ur£ete nejmen²í p°irozené £íslon, které dává sou£asn¥ p°i d¥lení t°emi

zbytek 2, p°i d¥lení £ty°mi zbytek 3, p°i d¥lení p¥ti zbytek 4 a p°i d¥lení
£íslem 2023 zbytek 1. Jaroslav ’vr£ek

Úloha 284
Jsou dány dva r·zné body A, B a p°ímka p rovnob¥ºná s úse£kouAB .

Na p°ímce p najd¥te v²echny body C, pro které je hodnota sou£inu
jAC j � j BC j co nejmen²í. Pavel Calábek

Dále uvádíme °e²ení úloh 279 a 280, jejichº zadání jsme zve°ejnili ve t°e-
tím £ísle lo¬ského (32.) ro£níku na²eho £asopisu.

Úloha 279
Dokaºte, ºe pro v²echna reálná £íslaa � 1, b � 2, c � 1, d � 2 platí

nerovnost

4
p

a2 � 1 + 2
p

b2 � 4 + 4
p

c2 � 1 + 2
p

d2 � 4 � (a + c)(b+ d)

a ur£ete, pro které hodnoty p°irozených £ísela2, b2, c2, d2 nastane rovnost.
Jaroslav Zhouf

•e²ení. Nejprve dokáºeme nerovnost

2
p

a2 � 1 +
p

b2 � 4 � ab: (1)

Ob¥ strany této nerovnosti jsou nezáporná £ísla, tato nerovnost je tak
ekvivalentní nerovnosti mezi jejich druhými mocninami

4(a2 � 1) + 4
p

(a2 � 1)(b2 � 4) + b2 � 4 � a2b2;

neboli po úprav¥

4
p

(a2 � 1)(b2 � 4) � (a2 � 1)(b2 � 4) + 4 :
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Odtud snadno vidíme, ºe tato nerovnost je ekvivalentní s platnou nerov-
ností

0 �
� p

(a2 � 1)(b2 � 4) � 2
� 2

;

p°i£emº rovnost nastane, práv¥ kdyº

(a2 � 1)(b2 � 4) = 4 = 1 � 4 = 2 � 2 = 4 � 1; (2)

kde vpravo jsou v²echny rozklady £ísla 4 na sou£in dvou p°irozených £ísel.
Pro p°irozená £íslaa2 � 1, b2 � 4 tak rovnost nastane, práv¥ kdyº

(a2; b2) 2
�

(2; 8); (3; 6); (5; 5)
	

: (3)

Podobným zp·sobem jako nerovnost (1) dokáºeme i nerovnosti
p

b2 � 4 + 2
p

c2 � 1 � bc;

2
p

c2 � 1 +
p

d2 � 4 � cd;
p

d2 � 4 + 2
p

c2 � 1 � da:

Se£tením nerovnosti (1) a t¥chto t°í nerovností jiº dostaneme dokazovanou
nerovnost

4
p

a2 � 1 + 2
p

b2 � 4 + 4
p

c2 � 1 + 2
p

d2 � 4 �

� ab+ bc+ cd+ da = ( a + c)(b+ d):

Rovnost v ní nastane, práv¥ kdyº nastane ve v²ech £ty°ech uvaºovaných
nerovnostech, tedy práv¥ kdyº 4 = ( a2 � 1)(b2 � 4) = ( b2 � 4)(c2 � 1) =
= ( c2 � 1)(d2 � 4) = ( d2 � 4)(a2 � 1): Odtud jiº snadno dostaneme, ºe
vzhledem k podmínkám úlohy nutn¥ platí c = a, d = b. Aby v²echny
poºadované druhé mocniny byly p°irozenými £ísly, musí dále platit (3).

Poznámka 1.Nerovnost (1) m·ºeme interpretovat i geometricky. Uvaºujme
trojúhelník ABC s úhly p°i vrcholech A a B o velikostech nejvý²e 90� .
Ozna£meD patu jeho vý²ky z vrcholu C a p°edpokládejme, ºejBC j = 2a,
jAC j = b a jDC j = 2 (takový (p°ípadn¥ degenerovaný) trojúhelník vzhle-
dem k podmínkám a � 1, b � 2 jist¥ existuje). Podle Pythagorovy v¥ty
snadno dopo£temejBD j = 2

p
a2 � 1, jAD j =

p
b2 � 4.

AB

C

D

2a b
2

2
p

a2 � 1
p

b2 � 4
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Z dvojího vyjád°ením obsahu trojúhelníku ABC a omezenosti funkce
sinus platí

2
p

a2 � 1 +
p

b2 � 4 = 1
2 jBA j � j CD j =

= 1
2 jBC j � j AC j sin j� BCA j = absin j� BCA j � ab:

Rovnost nastane, práv¥ kdyº trojúhelník ABC je pravoúhlý s pravým
úhlem p°i vrcholu C, coº je podle obrácené v¥ty k Eukleidov¥ v¥t¥ o vý²ce
ekvivalentní podmínce (2).

Poznámka 2. •e²itelé s vesm¥s v²emi neúplnými °e²eními správn¥ doká-
zali nerovnost pro reálná £ísla, neuv¥domili si v²ak, ºe mají také hledat
p°irozená £ísla, pro která nastává rovnost.

Správná °e²ení zaslaliAnastasia Bredikhina, Michal Janík a Samuel
Rosiar, v²ichni z GJK v Praze 6, Tereza ƒerná z G v Praze 9, Litom¥°ická,
Lenka Poljaková z GJ’ v P°erov¥, Jakub ’tepo z G v Kladn¥ a Ond°ej
Trinkewitz z G a SP’E ve Fren²tát¥ pod Radho²t¥m.

Neúplná °e²ení zaslaliAdam ƒervenka, Martin Dufek , Alena Janá£ková,
Jakub Ko¬árek, Luká² Kycl , ’t¥pán Mikéska, Petr Slonek a Filip Smí²ek,
v²ichni z G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro²e, Erik Jeºek ze SSP’ a G v Praze 5,
Jan Slíva z MG v Praze 6 a Luká² Wendzel z G a SP’EI ve Fren²tát¥
p. Radho²t¥m.

Úloha 280
V oboru reálných £ísel °e²te soustavu rovnic

x(x2 + 1) = y3 + 1 ;

y(y2 + 1) = z3 + 1 ;

z(z2 + 1) = x3 + 1 :
Jaroslav ’vr£ek

•e²ení. Ob¥ funkcef (x) = x(x2 + 1) = x3 + x a g(x) = x3 + 1 jsou z°ejm¥
rostoucí, jelikoº tuto vlastnost mají ob¥ funkce y = x3 a y = x.

P°edpokládejme, ºe daná soustava má °e²eníx, y, z. Jelikoº se jedná
o cyklickou soustavu rovnic, m·ºeme bez újmy na obecnosti p°edpokládat,
ºe £íslox je nejv¥t²í, tedy x = max f x; y; zg. Jelikoº funkce f je rostoucí,
platí tak

f (x) = g(y) = max f f (x) = g(y); f (y) = g(z); f (z) = g(x)g:
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Funkce g je ov²em rostoucí, proto y = max f x; y; zg. Podobným zp·sobem
pak dokáºeme, ºe i z = max f x; y; zg. Proto nutn¥ platí x = y = z a
dosazením do libovolné rovnice dané soustavy dostaneme její jediné °e²ení
x = y = z = 1 .

Jiné °e²ení. Pokud by se n¥která neznámá, bez újmy na obecnosti nap°í-
klad x, rovnala 0, z první rovnice dané soustavy by platiloy = � 1. Dosaze-
ním do druhé rovnice pak dostávámez = � 3

p
3. Jelikoº � 3 � 3

p
3 < 0 < 1,

dostáváme spor se t°etí rovnicí dané soustavy, protoxyz 6= 0 . Odtud ov²em

x2 + xy + y2 =
�

x +
1
2

y
� 2

+
3
4

y2 �
3
4

y2 > 0:

Uºitím vzorce pro rozdíl t°etích mocnin dostáváme, ºe soustava je ekvi-
valentní se soustavou

(x � y)(x2 + xy + y2) = 1 � x;

(y � z)(y2 + yz + z2) = 1 � y;

(z � x)(z2 + zx + x2) = 1 � z:

Podobn¥ jako v prvním odstavci ukáºeme, ºe druhé £initele na levých
stranách rovnic jsou kladné. Daná soustava rovnic má z°ejm¥ °e²ení
x = y = z = 1 . P°edpokládejme, ºe má i jiné °e²ení, potom alespo¬
jedna jeho sloºka, bez újmy na obecnostix, je r·zná od 1. Pokud x > 1,
z první rovnice upravené soustavy plynex � y < 0, tedy y > x > 1. Ze
druhé rovnice pak y � z < 0, tedy z > y > x > 1, coº je ve sporu se t°etí
rovnicí. Podobn¥ dovedeme ke sporu i p°ípadx < 1, proto daná soustava
má jediné °e²eníx = y = z = 1 .

Správná °e²ení zaslaliKarol Gajdo² z Trnavy, Anastasia Bredikhina,
Michal Janík a Samuel Rosiar, v²ichni z GJK v Praze 6, Tereza ƒerná
z G v Praze 9, Litom¥°ická,Adam ƒervenka, Martin Dufek , Anna Hronová,
Alena Janá£ková, Jakub Ko¬árek, Luká² Kycl , ’t¥pán Mikéska, Petr Slonek
a Filip Smí²ek, v²ichni z G v Brn¥, t°. Kpt. Jaro²e, Erik Jeºek ze SSP’
a G v Praze 5, Lenka Poljaková z GJ’ v P°erov¥. Pavla Sankotováz G
v Plzni, Mikulá²ské nám. a Jan Slíva z MG v Praze 6, Jakub ’tepo z G
v Kladn¥. Ond°ej Trinkewitz z G a SP’E ve Fren²tát¥ pod Radho²t¥m
a Luká² Wendzel z G a SP’EI ve Fren²tát¥ p. Radho²t¥m.

Neúplná °e²ení zaslaliFranti²ek Jáchim z Volyn¥ aJáchym Koubaz GJ’
v P°erov¥.

Pavel Calábek
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FYZIKA

Nap¥tí naprázdno
fotovoltaického £lánku
v závislosti na intenzit¥ ozá°ení
JI•Í KOS � MICHAELA K•ÍšOVÁ

P°írodov¥decká fakulta, Univerzita Hradec Králové

Moderní technologie se £ím dál více uplat¬ují ve výuce na základních
i st°edních ²kolách. B¥ºnou sou£ástí výuky jsou po£íta£e, projektory, in-
teraktivní tabule, mobilní telefony, . . . , nicmén¥ vývoj tohoto odv¥tví je
natolik rychlý, ºe vý²e uvedené technologie neposta£ují k tomu, aby byl
absolvent na²eho ²kolství skute£n¥ dob°e vybaven pot°ebnými kompeten-
cemi. Proto je velmi d·leºité ºák·m poskytnout moºnost s technologiemi
aktivn¥ pracovat. Snaºili jsme se navrhnout n¥kolik nám¥t· na úlohy, které
si mohou ºáci samostatn¥ v rámci výuky fyziky prom¥°it, data zpracovat
a u£init záv¥ry svých m¥°ení. Vyuºili jsme 3D tiskárnu, senzory Vernier,
robotickou stavebnici VEX IQ i jednodeskový po£íta£ Arduino. Ve²keré
nám¥ty jsou podrobn¥ zpracovány v diplomové práci [1]. U kaºdé takto
p°ipravené úlohy je uvedena teoretická £ást, kterou si ºáci prostudují p°ed
laboratorní úlohou, poté zadání vlastní laboratorní práce (úkol, pom·cky,
podrobný postup) a moºné výsledky m¥°ení. Nedílnou sou£ástí nám¥t·
jsou metodické pokyny pro u£itele. Kaºdý nám¥t obsahuje p¥t ikon prezen-
tujících úvodní informace o n¥m (£ást fyziky, metody a formy výuky. . . ).
Schematické zna£ky, podrobné popisy a ilustra£ní obrázky umoº¬ují lep²í
pochopení zadání práce. V neposlední °ad¥ je uveden vý£et a popis dodá-
vaných materiál· v£etn¥ odkaz· na konkrétní p°ílohy vý²e uvedené diplo-
mové práce.

Materiály byly postupn¥ upravovány tak, aby co nejvíce odpovídaly
pot°ebám ºák·. Byly vyzkou²eny v pedagogické praxi na vy²²ím stupni
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osmiletého gymnázia v rámci dvouhodinových laboratorních cvi£ení, která
se konají jednou m¥sí£n¥ v kaºdé t°íd¥ daného ro£níku. Jelikoº se t°ídy
na cvi£ení d¥lí do skupin, bylo moºné jednotlivé nám¥ty do výuky za°a-
dit opakovan¥, a to v obm¥n¥ných podobách dle p°ipomínek ºák·, které
vyjád°ili v následné re�exi cvi£ení.

V tomto £lánku bychom rádi jako ukázku nám¥t· popsali laboratorní
cvi£ení na téma �Ur£ení nap¥tí naprázdno v závislosti na intenzit¥ ozá-
°ení� . K tomuto nám¥tu vzniklo v rámci vý²e uvedené diplomové práce
celkem sedm materiál· � metodický list pro u£itele a ²est p°íloh. Vhle-
dem k rozsahu £lánku není moºné zahrnout ve²keré vytvo°ené podklady,
a tak za°azujeme pouze vybrané ukázky. Zájemci naleznou kompletní zn¥ní
práv¥ v diplomové práci [1].

Metodické pokyny k nám¥tu pro u£itele

a) úvodní informace

Obr. 1 Ikony ilustrující úvodní informace k úloze [1]

b) popis nám¥tu
Cílem nám¥tu je prom¥°it závislost nap¥tí naprázdno na intenzit¥ ozá-

°ení.
c) pot°ebné pom·cky

Datalogger LabQuest 2, voltmetr Vernier, robotická stavebnice VEX
IQ, improvizovaný zdroj sv¥tla Arduino, solární panel upevn¥ný k drºáku,
svinovací metr.
d) vý£et materiál· dodávaných k nám¥tu

Teoretická sta´, pracovní list pro ºáky, moºné °e²ení úlohy, návod pro
realizaci improvizovaného zdroje sv¥tla a 3D výtisku stojanu solárního
panelu, návod pro sestavení robotické stavebnice VEX.
e) komentá° autora

Úloha sestává z v¥t²ího po£tu m¥°ení, a tak je moºné ji realizovat ve
v¥t²ích skupinkách ºák·.
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Sou£ástí úlohy je práce s jednodeskovým po£íta£em Arduino. Pro sta-
novení výsledk· m¥°ení byl vyuºit ode£et okamºitých hodnot p°ímo z da-
taloggeru. V ostatních úlohách je za°azen i jiný zp·sob.

šáci jsou v protokolu vyzvání k tomu, aby zdroj sv¥tla povaºovali za bo-
dový. Je vhodné s nimi prodiskutovat, pro£ je toto zjednodu²ení p°ípustné.
By´ se jedná o plo²ný zdroj, úkolem ºák· není stanovovat jednotlivé radi-
ometrické veli£iny, pouze zji²´ují, zda se intenzita ozá°ení p°i oddalování
od zdroje sniºuje. To platí pro bodové i plo²né zdroje.

Úlohu by bylo moºné upravit tak, aby ºáci neprom¥°ovali pouze nap¥tí
naprázdno, ale i celou voltampérovou charakteristiku. Na druhou stranu
se v²ak uº jedná o u£ivo p°esahující gymnaziální znalosti, a tak byla úloha
koncipována do podoby, v jaké se aktuáln¥ nachází.

Pro autorovo m¥°ení byl pouºit solární panel o velikosti 6 cm � 8 cm,
jmenovitém nap¥tí 3 V, maximálním proudu 300 mA a výkonu 0,6 W.

Zadání laboratorní úlohy pro ºáky

Teoretická £ást (viz [2, 3, 4, 5, 6])

a) solární baterie
Fotovoltaický £lánek (foto£lánek) je polovodi£ová sou£ástka, která slouºí

k p°em¥n¥ energie dopadajícího zá°ení na energii elektrickou. Schématická
zna£ka foto£lánku je uvedena na obr. 2a.

�� � � �� �

�

�

�

�

a) b)

Obr. 2 Schématická zna£ka foto£lánku a obvod pro ur£ení nap¥tí naprázdno
(p°evzato z [1], upraveno)

Jednotlivé foto£lánky se li²í pr·b¥hem své voltampérovou charakteris-
tiky (p°íklad charakteristiky je na obr. 3), p°i£emº tvar charakteristiky
ovliv¬ují nejr·zn¥j²í faktory (teplota, intenzita dopadajícího sv¥tla, . . . ).
Jedním z parametr· V-A charakteristiky je i nap¥tí naprázdno (na obr. 3
ozna£eno jakoUOC ), coº je nap¥tí, p°i kterém obvodem neprochází ºádný
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elektrický proud. Aby obvodem neprocházel ºádný proud, je t°eba, aby za-
pojený spot°ebi£ m¥l nekone£n¥ velký odpor. Realizovat nekone£n¥ velký
odpor je samoz°ejm¥ nemoºné, nicmén¥ dost dob°e tuto podmínku spl¬uje
voltmetr, jelikoº vnit°ní odpory b¥ºných multimetr· se pohybují °ádov¥
okolo 10 M
 (schéma takového obvodu p°edstavuje obr. 2b).

Obr. 3 P°íklad voltampérové charakteristiky foto£lánku (p°evzato ze [2], upra-
veno)

Foto£lánky pak za ú£elem zvy²ování elektromotorických nap¥tí a proudu
v obvodu spojujeme do tzv. solárních baterií. Pod pojmem solární baterie
tedy rozumíme spojení n¥kolika fotovoltaických £lánk·.

b) radiometrie
Sv¥tlo je elektromagnetické zá°ení o vlnových délkách 390 nm aº 760 nm.

Toto zá°ení p°ená²í do prostoru zá°ivou energiiQe. V radiometrii pak ale
pracujeme s dal²ími fyzikálními veli£inami.

Jednou z t¥chto veli£in je veli£ina nesoucí název zá°ivý tok� e, která
p°edstavuje výkon zá°ivé energie, která pro²la ur£itou plochou za n¥jaký
£asový interval.

Zá°ivostí bodového zdroje I e ozna£ujeme podíl zá°ivého toku, který
zdroj vysílá do malého prostorového úhlu�
 , a tohoto úhlu, tj.

I e =
�� e
�


: (1)

Intenzitou ozá°ení Ee rozumíme podíl zá°ivého toku, který dopadá na
elementární plochu � S, a této plochy. Pokud je plocha kolmá ke sm¥ru
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²í°ení, pak

Ee =
�� e
� S

: (2)

Mezi intenzitou ozá°ení a zá°ivostí zdroje platí vztah

Ee =
I e
d2 cos�; (3)

kde � p°edstavuje úhel svíraný dopadajícím zá°ením a normálou uvaºované
plochy, d je pak vzdálenost zdroje a oza°ované plochy. Význam jednotli-
vých veli£in ilustruje obr. 4. U zdroj·, jejichº rozm¥ry nejsou zanedbatelné

Obr. 4 K objasn¥ní n¥kterých radiometrických veli£in p°evzato ze [2], upraveno)

v·£i vzdálenosti, vý²e uvedené vztahy neplatí. Musíme totiº na takový
zdroj hled¥t jako na zdroj plo²ný.

Úkol

Pomocí sestavené soupravy stanovte závislost velikosti nap¥tí naprázdno
na r·zné intenzit¥ ozá°ení.

Pom·cky
Datalogger LabQuest 2, voltmetr Vernier, robotická stavebnice VEX

IQ, improvizovaný zdroj sv¥tla Arduino, solární panel upevn¥ný k drºáku,
svinovací metr.

Postup
1. Dle návodu sestavte za pomocí jednodeskového po£íta£e Arduino im-

provizovaný zdroj sv¥tla s krytem vyti²t¥ným na 3D tiskárn¥ (návod
tvo°í p°ílohy 25, 26 a 27 diplomové práce [1], na obr. 5 jsou uvedeny
vybrané snímky z tohoto návodu).
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Obr. 5 Vybrané snímky z návodu pro sestavení improvizovaného zdroje sv¥tla
(p°evzato z [1], upraveno)

2. S pomocí obrázkového návodu sestavte optickou lavici (vzdálenost po-
vrchu solárního panelu od svítivých diod by m¥la být 9,5 cm). Návod
tvo°í p°ílohu 28 diplomové práce [1], na obr. 6 je uvedena �nální podoba
optické lavice.

Obr. 6 Poºadovaná podoba optické lavice [1]

3. K výstup·m ze solárního £lánku p°ipojte voltmetr �rmy Vernier (viz
obr. 7). Ten pak propojte s dataloggerem (výsledkem m¥°ení budou
pouze hodnoty nap¥tí, a tak je ode£teme p°ímo z displeje, nebudeme
pot°ebovat propojení s po£íta£em).
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Obr. 7 P°ipojení voltmetru k dataloggeru (p°evzato z [1], upraveno)

4. Datalogger zapn¥te a vy£kejte, dokud nenab¥hne jeho opera£ní systém.

5. Zapojte improvizovaný zdroj sv¥tla do zásuvky.

6. Solární panel zakryjte a prove¤te nulování senzoru Vernier. Nulování
provedete tak, ºe poklepáte na £íselnou hodnotu nap¥tí, která se práv¥
ukazuje na displeji. Po poklepání se objeví podokno moºností, ve kterém
vyberete poloºku Nulovat.

7. Odkryjte solární panel.

8. Na improvizovaném zdroji stisknete první tla£ítko, £ímº rozsvítíte dv¥
°ady diod. Na dataloggeru ode£tete hodnotu nap¥tí naprázdno a po-
znamenejte si ji.

9. Postupn¥ rozsvi´te i dal²í °ady diod (respektive zvy²ujte intenzitu ozá-
°ení), pokaºdé prom¥°te nap¥tí naprázdno a vhodn¥ si jej poznamenejte.

10. Ponechte rozsvícené v²echny diody a postupn¥ zv¥t²ujte vzdálenost pa-
nelu od zdroje sv¥tla o 6 cm, dokud nedojdete na konec optické lavice
(posunu o 6 cm odpovídá posun o 5 zdí°ek na optické lavici). V kaºdé
poloze op¥t stanovte hodnotu nap¥tí.

11. Zpracujte výsledky m¥°ení:

ˆ Okomentujte, jak se m¥nilo nap¥tí naprázdno p°i zvy²ování intenzity
ozá°ení.

ˆ Sestavte bodový graf závislosti nap¥tí naprázdno na vzdálenosti so-
lárního panelu od improvizovaného zdroje sv¥tla, nam¥°ené hodnoty
proloºte vhodnou regresní k°ivkou.
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ˆ Na základ¥ sestaveného grafu vyvo¤te, jak se m¥ní intenzita ozá°ení
se zvy²ující se vzdáleností (zdroj sv¥tla povaºujte za bodový � jedná
se o hrubé zjednodu²ení, ale pro na²e úvahy je dostate£né).

12. Zformulujte záv¥r m¥°ení.

Nam¥°ené hodnoty a jejich zpracování, moºné interpretace vý-
sledk·

B¥hem m¥°ení ve vzdálenostid = 9 ;5 cm solárního panelu od zdroje
sv¥tla byla p°i rozsvícení dvou °ad svítivých diod stanovena hodnota nap¥tí
naprázdno UI = 1 ;063 V (viz obr. 8).

Obr. 8 Ukázka m¥°ení nap¥tí naprázdno (p°evzato z [1], upraveno)

P°i rozsvícení dal²ích dvou °ad diod pak hodnota nap¥tí vzrostla na
UII = 1 ;187V. V posledním p°ípad¥ byly v provozu ve²keré diody, p°i£emº
hodnota nap¥tí naprázdno byla rovnaUIII = 1 ;258 V.

Ve druhé £ásti úlohy byla p°i rozsvícení v²ech °ad diod stanovena zá-
vislost nap¥tí naprázdno U na vzdálenosti d. Tuto závislost p°edstavuje
tabulka 1.

V první £ásti laboratorního cvi£ení bylo ur£eno, ºe v závislosti na zvy-
²ující se intenzit¥ ozá°ení roste nap¥tí naprázdno. Prom¥°ená závislost ve
druhé £ásti cvi£ení pak ukazuje, ºe s rostoucí vzdáleností klesá nap¥tí na-
prázdno, z £ehoº lze usoudit, ºe se zvy²ující se vzdáleností klesá intenzita
ozá°ení.

Je nasnad¥ konstatovat, ºe vý²e uvedené interpretace do jisté míry ne-
musí napl¬ovat o£ekávání st°edo²kolské fyziky, nebo´ nevedou k získání

Matematika � fyzika � informatika 32 (1) 2023 45



funk£ního p°edpisu regresní funkce tak, jak bývá v laboratorních cvi£e-
ních z fyziky zvykem. Pro zpracování dat lze tedy uváºit uºití tabulkového
procesoru a pokusit se funk£ní závislost stanovit.

£íslo m¥°eníi
di

cm
Ui

V

1 9,5 1,258

2 15,5 1,144

3 21,5 1,052

4 27,5 0,987

5 34,5 0,936

Tabulka 1 Závislost nap¥tí naprázdnoU na vzdálenosti d [1]

P°i hledání regresní funkce samoz°ejm¥ platí, ºe nam¥°ená data lze dost
dob°e proloºit polynomickou funkcí dostate£ného stupn¥ (tak jako ve v²ech
dal²ích fyzikálních m¥°eních). V p°ípad¥ na²ich dat dokonce vyplývá, ºe
bychom mohli vyuºít polynom pouze druhého stupn¥ (viz obr. 9a). Je v²ak
otázkou, nakolik tato k°ivka odpovídá skute£né závislosti. Z n¥kterých
zdroj· (nap°. [7]) lze usuzovat, ºe by závislost m¥la být logaritmická (viz
obr. 9b). Hledání funk£ního p°edpisu m·ºe být ur£it¥ velmi zajímavým
problémem, o kterém lze s ºáky v hodinách diskutovat, a tak roz²í°it jejich
zku²enosti s regresní analýzou.

Obr. 9 Graf závislosti nap¥tí naprázdno U na vzdálenosti d (p°evzato z [1],
upraveno)
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Záv¥r

Moderní technologie neoddiskutovateln¥ pat°í do výchovn¥-vzd¥lávacího
systému 21. století, a to i do fyzikálního vzd¥lávání. Doufáme, ºe si uvedená
úloha získala své £tená°e a ºe i motivovala n¥které vyu£ující fyziky k tomu,
aby nahlédli do citované diplomové práce a n¥které moderní technologie
do svých hodin zkusili za°adit.
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M¥°ení magnetického dipólového
momentu (magnetizace)
permanentních magnet·
JI•Í ERHART

Fakulta p°írodov¥dn¥-humanitní a pedagogická, Technická univerzita v Liberci

V £lánku jsou permanentní magnety symetrických tvar· pouºity pro
ur£ení remanentní magnetizace (magnetické polarizace) t°í typ· tvrdých
ferit· (Ferit, FeNdB a SmCo magnety). Metoda je zaloºena na m¥°ení
pr·b¥hu magnetické indukce na ose magnetu ve tvaru £tvercové desky a
válce, který se dá analyticky odvodit jako sou£in remanentní magnetické
indukce a tvarového faktoru zahrnujícího rozm¥ry magnetky a vzdálenost
od jejího povrchu. Remanentní magnetická indukce se z nam¥°ených dat
ur£í �továním závislosti metodou lineární regrese.

Feromagnetické látky jeví spontánní uspo°ádání elementárních magne-
tických dipólových moment·. Mezi takové látky pat°í nap°. £isté kovy nikl
(Ni), ºelezo (Fe) nebo kobalt (Co) a potom °ada slitin t¥chto kov· � dnes
nejvíce pouºívané jsou barnatý nebo strontnatý ferit, neodymové (FeNdB),
samarium kobaltové (SmCo) a AlNiCo magnety. Elementární magnetické
dipóly v permanentním magnetu se makroskopicky projevují magnetickým
dipólovým momentem celého magnetu. Objemovou hustotu magnetického
dipólového momentu charakterizuje magnetická polarizace látky, udávaná
v jednotkách tesla (T). Tyto elementární dipólové momenty spontánn¥
existují ve feromagnetické látce pod tzv. Curieovou teplotou, která proto
zásadn¥ omezuje teplotní rozsah jejich pouºití. Magnetickou polarizaci lze
ur£ovat na základ¥ odpudivé magnetické síly mezi magnetkami pravidel-
ných tvar· (viz nap°. [1] pro síly mezi válcovými FeNdB magnety), nebo
na základ¥ m¥°ení pr·b¥hu magnetické indukce v okolí homogenn¥ mag-
netizovaných magnetek symetrických tvar·.

Homogenn¥ magnetizovaná t¥lesa permanentních magnet· (tzv. tvr-
dých ferit·) symetrických tvar· jako je válec nebo pravoúhlá deska mají
pr·b¥hy magnetické indukce na ose symetrie, která je sou£asn¥ i sm¥rem
magnetizace, vyjád°ené pomocí analytických vztah·. Podle [2] jsou tyto
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vztahy vºdy ve tvaru sou£inu remanentní indukce B r a bezrozm¥rného
tvarového faktoru f (krom¥ válce a desky jsou v [2] odvozeny vztahy také
pro prstenec a kouli):
Disk (válec) � polom¥r R, vý²ka L , magnetizace ve sm¥ru vý²kyL (viz
£ervená ²ipka)

2R

L

z

x

y

Obr. 1 Homogenn¥ magnetizovaný válec se sou°adným systémem pro ur£ení
magnetické indukce v jeho okolí (magnetizace viz £ervená ²ipka)

B (z) = B r f (R; L; z ) ; (1a)

f (R; L; z ) =
1
2

2

4 z + L
q

R2 + ( z + L)2
�

z
p

R2 + z2

3

5 : (1b)

Pravoúhlá deska � rozm¥ry 2a, 2b, 2c, magnetizace ve sm¥ru rozm¥ruc:

B (z) = B r f (a; b; c; z) ; (2a)

f (a; b; c; z) =
1
�

�
arctg

�
ab

z
p

z2 + a2 + b2

�
�

� arctg

2

4 ab

(z + 2c)
q

(z + 2c)2 + a2 + b2

3

5

9
=

;
: (2b)
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2b
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z
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y

Obr. 2 Homogenn¥ magnetizovaná pravoúhlá deska se sou°adným systémem pro
ur£ení magnetické indukce v jejím okolí (magnetizace viz £ervená ²ipka)

Sou°adnicez se ve v²ech uvedených vztazích m¥°í od svrchní strany po-
vrchu magnetu na jeho osez. Z hlediska m¥°ení je navíc velmi výhodné, ºe
je vektor magnetické indukce od symetrických tvar· permanentních mag-
net· orientován ve sm¥ru osy symetrie v libovolné vzdálenosti od magnetu
a nemusí se tedy b¥hem m¥°ení m¥nit orientace Hallovy sondy.

Vzhledem ke struktu°e vztah· (1) a (2) je moºné ur£ovat remanentní
indukci pomocí zm¥°ení magnetické indukce permanentního magnetu ho-
mogenn¥ magnetizovaného ve sm¥ru osy symetrie. Hodnoty magnetické
indukce nam¥°ené pomocí teslametru lze potom lineární regresí zpraco-
vat jako lineární závislost indukce B (z) na tvarovém faktoru f pro kon-
krétní tvar magnetu. Je v²ak t°eba zajistit velmi p°esné m¥°ení vzdálenosti
Hallovy sondy od povrchu magnetu, zvlá²t¥ pak v rozsahu malých vzdá-
leností, kde se magnetická indukce nejvýrazn¥ji m¥ní. Pro m¥°ení tedy
konstruujeme p°ípravek s úchylkom¥rem umoº¬ujícím ur£ení vzdálenosti
po krocích o velikosti 0,05 mm, sta£í s rozsahem do 20�30 mm. Pro p°esné
zpracování pr·b¥hu magnetické indukce v okolí magnetky a �t remanentní
indukce B r nezapomeneme p°ipo£íst vzdálenostz0 = 0 ;5 mm Hallova sen-
zoru od magnetky, danou tlou²´kou plastového pouzdra Hallovy sondy (viz
nap°. [3]).

Pokud si budete chtít sestavit Hallovu sondu z dostupných sou£ástek
sami, je moºné vyuºít návodu z publikace [4]. V obchodech s elektrosou-
£ástkami lze b¥ºn¥ zakoupit lineární proporcionální Hall·v senzor pro m¥-
°ení magnetického pole i dal²í pot°ebné sou£ástky.
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Postup m¥°ení

Magnetky jsou upevn¥ny v ochranných plastových obalech, kde mají
magnetické póly orientované stejným sm¥rem pro v²echny vzorky a neu-
moº¬ují tak jejich náhodné vzájemné p°itáhnutí nebo mechanické po²ko-
zení p°i manipulaci. Nep°ibliºujeme v²ak jednotlivé vzorky magnetek silou
k sob¥, siln¥j²í magnetické materiály (FeNdB) totiº mohou demagnetizovat
nebo p°emagnetizovat ty slab²í!

Do aparatury vloºíme magnetku v ochranném plastovém pouzd°e a p°i-
pevníme Hallovu sondu na drºák. V na²em p°ípad¥ byl pouºit teslametr
Extech MF100 s jednosm¥rnou p°í£nou Hallovou sondou, která je umís-
t¥na na konci plastového raménka. Pozice sondy je vyzna£ena na ramínku,
zevn¥ je vid¥t plastový obal Hallova senzoru, který senzor chrání p°ed
mechanickým po²kozením. Sonda m¥°í pouze sloºku vektoru magnetické
indukce kolmou na sondu. Je t°eba co nejpe£liv¥ji umístit Hallovu sondu do
pozice na ose magnetky. Pouºitý teslametr Extech MF100 má dva m¥°icí
rozsahy (0�300 mT s citlivostí 0,01 mT a 0�3 000 mT s citlivostí 0,1 mT),
p°esnost m¥°ení je 5 % z ode£tené hodnoty plus 10 jednotek v nejmen²ím
°ádu ode£ítané hodnoty (tj. 5 % rdg+ 10 dgt).

Obr. 3 Za°ízení pro upevn¥ní magnetky, p°ipevn¥ní ramínka Hallovy sondy, po-
suv vzorku nastavovacím ²roubem, úchylkom¥r pro m¥°ení vzdáleností a vzorky
magnetek v plastových ochranných obalech

P°iblíºíme sondu s Hallovým senzorem na dotyk k magnetce tak, aby
rameno sondy bylo volné bez prohnutí, a na úchylkom¥ru nastavíme nu-
lovou hodnotu � viz detail uspo°ádání drºáku na obr. 4. Mezi Hallovým
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senzorem a magnetkou je stále je²t¥ vzdálenost daná tlou²´kou plasto-
vého pouzdra Hallovy sondyz0 = 0 ;5mm. Pokud by bylo raménko sondy
prohnuté (deformované), tak by se p°i vzdalování magnetky upevn¥né na
posuvu sonda stále dotýkala magnetky, nem¥nila by se jejich vzájemná
vzdálenost, a tedy ani hodnota magnetické indukce.

Obr. 4 Detail upevn¥ní Hallovy sondy teslametru (vlevo) a magnetky v plasto-
vém ochranném obalu na posuvu pro m¥°ení vzdáleností magnetky od Hallovy
sondy úchylkom¥rem (vpravo)

Magnetka je pevn¥ spojena s posuvem (v na²em p°ípad¥ jde o malý
mechanický stole£ek p·vodn¥ ur£ený pro upevn¥ní materiál· pro obráb¥cí
stroje). Hodnota vzdálenosti magnetky od ramínka sondy je ode£ítána
p°es hrot úchylkom¥ru tla£ící na pohyblivou £elist posuvu. Postupn¥ tak
m¥níme vzdálenost Hallovy sondy od povrchu magnetky, ode£ítáme je-
jich vzájemnou vzdálenostz a na teslametru hodnotu magnetické indukce
B (z). Pro malé vzdálenosti postupujeme s jemn¥j²ím krokem, postupn¥
potom krok posuvu zv¥t²ujeme tak, aby zm¥ny indukceB (z) byly dob°e
m¥°itelné. Mechanický posuv a úchylkom¥r mají v²ak ur£itý �mrtvý chod�
a kv·li jeho redukci tedy postupujeme vºdy jen jedním sm¥rem posuvu
k v¥t²ím vzdálenostem magnetky a sondy, nikdy se nevracíme zp¥t. Do-
poru£ené kroky posuvu jsou uvedeny v následující tabulce:

Rozsah posuvu / mm Krok / mm

0,05�2,00 0,05

2,0�10,0 0,1

10�20 1
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Do grafu vyná²íme závislostB (z) na bezrozm¥rném tvarovém faktoruf
pro daný tvar magnetu, lineární regresí stanovíme hodnotu remanentní
indukce B r a její chybu. Nezapomeneme pouºít lineární regresi pro závis-
lost procházející po£átkem sou°adného systému, tedy pro nulovou hodnotu
tvarového faktoru f je nulová hodnota magnetické indukceB (z). Ur£enou
hodnotu magnetické polarizace porovnáme s hodnotou remanentní magne-
tické indukce pro r·zné magnetické materiály magnetek udávané výrobci
nebo dodavateli magnetek [5]:

FeNdB magnety � materiál N38, B r = (1,22�1,26) T,
SmCo magnety � materiál YXG-28, B r = (1,03�1,08) T,
Feritové magnety � materiál F30, B r = (0,37�0,40) T.

P°íklad m¥°ení

Pouºili jsme £tvercové magnety o rozm¥rech (10mm� 10mm) a r·zných
tlou²´kách: 4 mm a 5 mm pro FeNdB magnety a 3 mm pro SmCo magnety.
Válcové magnety m¥ly v²echny pr·m¥r 10 mm a tlou²´ky 2 mm a 5 mm pro
FeNdB magnety, 4 mm pro SmCo magnety a 10 mm pro feritový magnet.
V²echny vzorky byly umíst¥ny v ochranném silonovém pouzd°e válcového
tvaru.

Výsledky:

ƒtvercové magnetky (obr. 5 a 6):
FeNdB, 10 mm � 10 mm � 5 mm, B r = 1111(7) mT;
FeNdB, 10 mm � 10 mm � 4 mm, B r = 1171(7) mT;
SmCo, 10 mm� 10 mm � 3 mm, B r = 910(3) mT.

Obr. 5 Pr·b¥hy magnetické indukce na ose £tvercových a válcových magnetek
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Obr. 6 Fitování pr·b¥h· magnetické indukce na ose £tvercových magnetek s ko-
rekcí na tlou²´ku z0 pouzdra Hallovy sondy

Válcové magnetky (obr. 5 a 7):
FeNdB, � 10 mm / 2 mm, B r = 1070(7) mT;
FeNdB, � 10 mm / 5 mm, B r = 992(8) mT;
SmCo, � 10 mm / 4 mm, B r = 908(5) mT;
Ferit, � 10 mm / 10 mm, B r = 375(3) mT.
Rozdíly v hodnotách remanentní magnetizace m·ºou pocházet z r·z-

ných ²arºí stejného materiálu a od r·zných výrobc· � nap°. materiálová
data výrobc· zpravidla uvád¥jí rozp¥tí hodnot. Uvedená chyba m¥°ení
také pochází pouze z rozptylu nam¥°ených hodnot magnetické indukce ko-
lem �tovací k°ivky. Do celkové chyby ur£ení remanentní indukce je t°eba
zapo£íst je²t¥ chybu jednotlivých hodnot magnetické indukce m¥°ených
Hallovou sondou, která £iní 5 % z m¥°ené hodnoty a je tak podstatn¥ v¥t²í
neº rozptyl zji²t¥ný �tem lineární regrese. Celková chyba m¥°ení tak £iní
zhruba 6 % z ur£ené hodnotyB r , tedy po zpr·m¥rování hodnot z r·zných
tvar· magnetek pro stejný materiál dostáváme:

FeNdB, B r = 1086(65) mT;
SmCo, B r = 909(55) mT;
Ferit, B r = 375(22) mT.
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Obr. 7 Fitování pr·b¥h· magnetické indukce na ose válcových magnetek s ko-
rekcí na tlou²´ku z0 pouzdra Hallovy sondy

Nam¥°ené hodnoty se tak nacházejí v rozsahu hodnot udávaných vý-
robci a prodejci magnet· pro SmCo a Feritové magnety, pro FeNdB mag-
nety jsou mírn¥ men²í patrn¥ vlivem pr·m¥rování p°es r·zné tvary magne-
tek (tenké £tvercové desky magnetizované ve sm¥ru tlou²´ky a válce mag-
netizované ve sm¥ru osy). Kvalita magnetizace (velikost a homogenita)
m·ºe být totiº tvarem ovlivn¥na.
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M¥°íme rychlost zvuku v kovech,
v plynech i v kapalinách
JOSEF HUBEŒÁK � JI•Í HUBEŒÁK, jr.

P°írodov¥decká fakulta, Univerzita Hradec Králové,

Gymnázium Boºeny N¥mcové Hradec Králové

S mobilem, metrem, kalafunou a sv¥rákem m·ºeme m¥°it rychlost zvuku
pro ocel, mosaz, hliník i plast. Hodnoty se od tabelovaných li²í o jednotky
procent. V laborato°i lze uskute£nit rezonan£ní m¥°ení v n¥kolik decimetr·
dlouhém kovovém vzorku, ve sloupci plynu i v kapalin¥.

M¥°ení v kovu a plastu s aplikací Spectroid

Mobilní aplikace Spectroid je voln¥ dostupná a její p°edností je okamºité
ur£ení dominantní frekvence v záznamu zvuku (obr. 1).

Snímek displeje mobilu byl pro pot°eby tisku barevn¥ invertován. Horní
k°ivka (v originále £ervená) zna£í závislost hlasitosti na frekvenci pro celý
signál, spodní (v originále ºlutá) se týká jen dominující frekvence. Zde
£teme 1 617 Hz.

Poznámka. Aplikaci Spectroid pouºila pro m¥°ení ve své diplomové práci
O. Smetanová (viz [1]). P°esnost aplikace v intervalu 500 Hz aº 3 000 Hz je
velmi dobrá, odchylky od skute£né frekvence jsou men²í neº 1 %. Pokud si
na PC nebo notebook instalujeme emulátor Androidu BLUESTACKS 5,
máme Spectroid na velkém displeji i na dataprojektoru.
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Obr. 1 M¥°ení frekvence aplikací Spectroid

Vybaven mobilem a uvedenou aplikací m·ºe kdokoliv i v domácích pod-
mínkách si m¥°it rychlost ²í°ení zvuku v kovu. Dal²í pot°eby k experimentu
a m¥°ení jsou na obr. 2: £ty°i vzorky materiálu (plast s obchodní ozna£e-
ním POM C, nerezová ocel, mosaz a hliník), posuvné m¥°ítko a skládací
metr, kalafuna na pájení a kousek k·ºe posypaný kalafunou, sv¥rák.

Obr. 2 Pot°eby pro m¥°ení rychlosti ²í°ení zvuku
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Pro upnutí do sv¥ráku je vzorek uprost°ed ovinut n¥kolika závity m¥-
d¥ného drátu; takové upnutí nebrání vzniku podélných kmit· a stojatého
vln¥ní s uzlem uprost°ed a kmitnami na koncích vzorku.

Obr. 3 Úprava upnutí st°edu vzorku

K rozezvu£ení vzorku pouºijeme kousek k·ºe posypané kalafunou. Vhod-
ný p°ítlak a rychlost posuvu od st°edu ke konci ty£e najdeme po n¥kolika
pokusech a pak uº sta£í spustit a zastavit aplikaciSpectroid. Výhodou
tohoto m¥°ení je jednoduché vybavení. Problém je se vzorky, resp. s mate-
riálem, délkou a pr·m¥rem vzorku. Vyhovující délky jsou 60 cm aº 80 cm,
pr·m¥r do 10 mm.

Materiál délka l /m frekvencef /Hz rychlost zvuku v/(m �s� 1)

ocel nerezová 0,877 2 883 5 056

mosaz 0,955 1 852 3 537

hliník 0,636 3 938 5 009

Plast POM C 1,028 686 1 410

Tabulka 1 M¥°ení rychlosti zvuku s aplikací Spectroid

Získané hodnoty jsou velmi blízké hodnotám uvedeným v tabulkách pro
st°ední ²koly [2, 3].
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M¥°ení rychlosti ²í°ení zvuku v kovech je²t¥ jednou

Rychlost ²í°ení podélného vln¥ní a tedy i zvuku byla teoreticky °e²ena
jiº Newtonem

v =

s
E
�

:

Obr. 4 Sestava m¥°ení v kovu

P°ímé m¥°ení, kdy je pot°eba zjistit dráhu a £as, bylo moºné aº v 19. sto-
letí, kdy dlouhá kovová potrubí a sv¥telný signál umoºnily takové m¥°ení.
Do ²kolní laborato°e se s takovým m¥°ením nevejdeme. •e²ením mohou
být dva piezoelektrické sníma£e. Z ²iroké nabídky piezoelektrických sní-
ma£· byl vybrán typ USC18T. Má odolné duralové pouzdro a maximální
p°ípustný budící signál s amplitudou 60 V. Jeho rezonan£ní rekvence je
40 kHz a to je dostate£n¥ daleko od frekvencí pouºitých pro m¥°ení. Jeden
pouºijeme jako vysíla£ � budi£ kmit· a druhý jako sníma£. Oba jsou gu-
movou páskou p°itisknuty k £el·m vzorku kovu. Pro m¥°ení byl p°ipraven
vzorek � hliníková válcová ty£ka o pr·m¥ru 12 mm a délce 13 cm.

Zdrojem signálu je RC oscilátor BM 365 U a maximum signálu na sní-
ma£i je m¥°eno digitálním multimetrem Voltcraft VC 890. Snímek displeje
na obr. 5 je dokumentem objektivn¥ získaných dat.
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Obr. 5 Snímek displeje p°i rezonanci frekvenci

Rezonance bylo dosaºeno na frekvenci 19,61 kHz a maximum nap¥tí je
1,2349 V. Pro m¥°ení bylo vºdy na výstupu BM 365 konstantní nap¥tí
10 V. P°i opakovaných m¥°eních se rezonan£ní nap¥tí m¥nilo o n¥kolik
desetin voltu a p°í£inou, jak se ukázalo, bylo posunutí osy budi£e nebo
sníma£e v·£i ose duralové ty£ky.

f /kHz 19,04 19,12 19,21 19,31 19,41 19,51

U /V 0,167 0,1941 0,240 0,324 0,456 0,757

f/ kHz 19,61 19,72 19,80 19,91 20,01 20,12

U /V 1,872 0,750 0,445 0,294 0,231 0,191

Tabulka 2 M¥°ení rezonance v hliníkovém vzorku

Nalezení rezonan£ní frekvence je pom¥rn¥ obtíºné kv·li velmi úzké re-
zonan£ní k°ivce � viz graf na obr. 6.

Z grafu je moºné p°ibliºn¥ ode£íst polo²í°ku rezonan£ní k°ivky � asi
0,2 kHz; rezonance je velmi ostrá a hliníková ty£ka kmitá podéln¥ s malým
tlumením. Výpo£et rychlosti ²í°ení je velmi snadný. Délka ty£ky

l =
�
2

= 13;0 cm;
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Obr. 6 Rezonan£ní k°ivka

rychlost zvuku

v = f r � = f r � 2l = 19;61� 103 � 0;26m � s� 1 = 5 ;098 6km � s� 1;

zaokrouhleno
v = 5 ;1 km � s� 1:

Výsledek odpovídá tabelovaným hodnotám.

M¥°ení rychlosti ²í°ení zvuku v kapalin¥

Pro rychlost ²í°ení podélných kmit· v kapalinách platí vztah podobný
Newtonovu vzorci pro pevné látky:

v =

s
E
�

:

Jeho odvození najdeme nap°. v knize B. Vybírala [4]. Pro kapaliny platí

v =

s
K
�

;
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kde K je tzv. modul objemové pruºnosti kapaliny a jde o p°evrácenou
hodnotu stla£itelnosti kapaliny

K =
1
�

; � = �
� V
V � p

:

První m¥°ení ve vod¥ uskute£nili v roce 1827 Charles Sturm a Jean-
-Daniel Colladon na šenevském jeze°e. Vzdálenost, kterou urazil zvuk
zvonu pono°eného do vody, byla 13 487 m a podobné m¥°ení je pro la-
borato° neproveditelné. Se dv¥ma piezoelektrickými sníma£i a trubicí na-
pln¥nou vodou je moºné vyuºít rezonan£ní m¥°ení stejn¥ jako v plynu nebo
v kovu. Op¥t byl pouºit piezosenzor USC18T (obr. 7).

Obr. 7 Sníma£ USC 18T a zátka se sníma£em

Pro m¥°ení bylo t°eba uzav°ít sloupec kapaliny do pr·hledné plastové
trubice. Pr·hledné proto, aby bylo moºné eliminovat p°ítomnost vzducho-
vých bublin. •e²ením je trubice z organického skla; vn¥j²í pr·m¥r 30 mm,
tlou²´ka st¥ny 3 mm. Sníma£e jsou zalepeny do zátek tak, aby kuºelová
£ást a kmitající £elo byly volné � epoxid byl nanesen jen na válcový povrch
sníma£e. Dokonalé ut¥sn¥ní zátky zaru£uje O-krouºek. Pro odvod bublinek
vzduchu je trubice na jednom konci opat°ena odvzdu²¬ovacím kanálkem
o pr·m¥ru 0,6 mm. Ten je umíst¥n tak, aby p°i zasunutí zátky na doraz
byl kanálek uzav°en O-krouºkem.

Signál s nap¥tím 10 V byl nedostate£ný, proto byl pouºit navíc elek-
tronkový zesilova£ Tesla (obr. 9) a nap¥tí bylo zesíleno na 60 V. Rezonance
byla i za t¥chto podmínek nevýrazná.

Výsledek m¥°ení: délka sloupce vodyl = 0 ;103m, f r = 7 ;5 kHz, rychlost
²í°ení v = 1 545 m � s� 1, teplota vody t = 28 � C.
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Obr. 8 Detail odvzdu²¬ovacího kanálku a sestava p°ipravená k m¥°ení

Obr. 9 Elektronkový zesilova£ Tesla

P°i pouºití del²í trubice se sloupcem vody o délcel = 0 ;238 m bylo
moºné zjistit rezonan£ní frekvenci sluchem:f r = 3 056Hz. Z tohoto m¥°ení
vychází rychlost ²í°ení v = 1 454 m � s� 1, teplota vody t = 26 � C.

Pro m¥°ení v etanolu byla pouºita trubice s délkou sloupce kapaliny
l = 0 ;188m, rezonance byla na frekvencif r = 3 300 Hz. Výsledek: v etanolu
se zvuk ²í°í rychlostí v = 1 241 m � s� 1, teplota etanolu t = 26 � C.

Hodnocení rezonan£ního m¥°ení v kapalin¥
P°i buzení piezoelektrického m¥ni£e signálem s nap¥tím 60 V dostáváme

na sníma£i signál s nap¥tím p°ibliºn¥ 0,3 V a p°i rezonanci se nap¥tí zvý²í
o 10 % aº 20 %. I kdyº výsledky odpovídají tabelovaným hodnotám, je
toto m¥°ení problematické a pro ²kolní laborato° nevhodné.

M¥°ení rychlosti zvuku v plynech

Pro m¥°ení v plynech byla p°ipravena trubice na jedné stran¥ uzav°ená
membránou z plastové fólie a na druhé zátkou s piezosenzorem, který byl
pouºit jako budi£ (obr. 10). Aby po napln¥ní a uzav°ení zátkou nevznikal
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uvnit° p°etlak, má trubice také vyvrtán kanálek.

Obr. 10 Sestava pro plyny, detail uzav°ení membránou

Délka sloupce plynu od zátky k membrán¥l = 19;7 cm. Rezonanci
sloupce plynu hledáme poslechem t¥sn¥ u membrány. Budi£ je napájen
signálem s nap¥tím 10 V. P°i rezonanci je délka trubice rovnan-násobku
poloviny vlnové délky a platí

l = n
� n

2
Pro vlnovou délku pouºijeme vztah � n = v=fn ; pro výpo£et rychlosti po-
uºijeme vzorec

v = 2 l
f n

n
:

Po°adové £íslo Rezonan£ní frekvence Rychlost ²í°ení
rezonancen f r /Hz v/(m �s� 1)

1 854 336

2 1 658 326

3 2 642 347

4 3 496 344

5 4 359 345

Tabulka 3 M¥°ení ve vzduchu, teplota 22� C

Pr·m¥r v = 340 m � s� 1, sm¥rodatná odchylka pr·m¥ru s = 3 ;4 m � s� 1.
Porovnejme rychlost zvuku ve vzduchu získanou m¥°ením s výpo£tem

rychlosti pro danou teplotu. Vypo£tená rychlost pro teplotu 22 � C je
345 m � s� 1.
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Trubici lze snadno plnit plynem s hustotou men²í nebo v¥t²í neº hustota
vzduchu. Pro dal²í m¥°ení byl pouºit metan; zdrojem byl plynový va°i£.

Po°adové £íslo Rezonan£ní frekvence Rychlost ²í°ení
rezonancen f /Hz v=(m � s� 1)

1 1 027 405

2 2 141 422

3 3 158 415

4 4 195 413

Tabulka 4 Metan, teplota 22� C

Porovnejme rychlost zvuku v metanu získanou m¥°ením s rychlosti vy-
po£tenou pro normální atmosférický tlak. Pro metan vypo£teme rychlost
²í°ení zvuku ze vzorce

v =
r

{
p
%

Pro hodnoty { = 1 ;31, p = 1 ;013� 105 Pa a %= 0 ;72 kg � m� 3 dostáváme
v = 430 m�s� 1. Pr·m¥r z m¥°ených rychlostí v = 414 m�s� 1 a sm¥rodatná
odchylka pr·m¥ru je s = 3 m � s� 1.

Záv¥r

Rezonan£ní m¥°ení rychlosti ²í°ení zvuku je osv¥d£enou úlohou z akus-
tiky a setkáme se s ním v klasické literatu°e, nap°. [5]. Digitální multimetr
a vhodná aplikace v mobilu umoºní modernizovat tuto úlohu a dát do
rukou student· sou£asnou techniku.
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INFORMATIKA

O zbohatnutí na základ¥
rychlej²ího p°ístupu
k informacím
MIROSLAV KOLA•ÍK

P°írodov¥decká fakulta UP, Olomouc

Popí²eme dva p°íb¥hy, které spolu pojí hlavní my²lenky a burzovní pro-
st°edí, a£koli jsou od sebe £asov¥ vzdáleny o více jak 170 let. Spole£ným
jmenovatelem je zbohatnutí ur£ité malé skupiny lidí na základ¥ rychlej²ího
p°ístupu k informacím. První p°íb¥h souvisí s francouzskou vizuální tele-
grafní sítí a je úzce spjatý s prvním velmi dob°e zdokumentovaným virem v
síti. Druhý p°íb¥h souvisí s vysokofrekven£ním obchodováním a popisuje,
jak ²lo vybudováním nové datové linky, která byla o n¥kolik milisekund
rychlej²í neº ty stávající, vyd¥lat n¥kolik miliard amerických dolar·. Oba
p°íb¥hy jsou zajímavé a obsahují ponau£ení, které jist¥ ocení kaºdý u£itel
informatiky, který má zájem zatraktivnit svou výuku.

Chapp·v telegraf

Koncem 18. stol. postupn¥ vyvinul francouzský vynálezce Claude Chap-
pe vizuální komunika£ní prost°edek, pozd¥ji po n¥m pojmenovaný Chap-
pe·v telegraf. Jednalo se o systém telegrafních stanic, pomocí kterých byly
na velké vzdálenosti p°ená²eny d·leºité vládní informace a to mnohem
rychleji, neº to dokázal cválající k·¬. Kaºdá stanice m¥la signální za°ízení,
pracovní místnost a odpo£ívárnu, která byla vyuºívána p°i ²patném po£así
a zejména v noci za tmy. Signální za°ízení sestávalo ze semaforu se dv¥ma
ty£emi p°ipevn¥nými na p°í£ném rameni. Celek byl spolu s p°idanými
ºeleznými závaºími vyváºený mechanický systém, který byl pomocí p°e-
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nosového propojení kabel· a kladek ovládán z pracovní místnosti dv¥ma
táhly, viz obr. 1 p°evzatý z [1].

Obr. 1. Jedna z mnoha Chappeových telegrafních stanic

Na kaºdé stanici ovládali signální za°ízení dva telegrafní operáto°i, kte°í
se v poledne st°ídali. Byli zodpov¥dní pouze za p°enos signálu, aniº by
rozum¥li významu p°ená²ené zprávy. S vyuºitím tajné kódové knihy m¥li
kódování a dekódování zpráv na starost výhradn¥ °editelé klí£ových stanic
umíst¥ných na k°iºovatkách a v d·leºitých m¥stech.

Jednotlivé stanice byly od sebe vzdáleny p°ibliºn¥ 10 aº 18 km, p°i£emº
byly vybaveny dv¥ma vhodnými dalekohledy pro pozorování sousedních
stanic. Krom¥ ²esti servisních signál· bylo moºno p°ená²et dal²ích 92 sig-
nál· (viz obr. 2 p°evzatý z [2]), pomocí kterých vzniklo 922 = 8 464 kó-
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dových slov1) , která byla zapsána do tajné kódové knihy, ke které m¥li
p°ístup °editelé Chappeových stanic.

Obr. 2. Ukázka 92 poloh signaliza£ní £ásti Chappeova telegrafu

Dopl¬me je²t¥, ºe v roce 1844 k°iºovalo francouzské území 534 stanic,
které vizuáln¥ spojovaly d·leºitá m¥sta na trasách dlouhých p°es 5 000 km.
Následující rok byla mezi Pa°íºí a Rouen instalována první elektrická tele-
grafní linka vyuºívající Morseovu abecedu, která postupn¥ nahradila celou
Chappeovu telegrafní sí´.

První hackerský útok

V letech 1834 aº 1836 byl Chappe·v telegraf pouºíván za ú£elem zisku.
Koncept vymyslel bývalý °editel lyonského telegrafu Pierre Renaud. Ten
kontaktoval bratry Françoise a Louise Blancovy, kte°í pravideln¥ obchodo-
vali na burze v Bordeaux. Vyuºili Chappe·v telegraf tak, aby se dozv¥d¥li
o významném pohybu akcií na pa°íºské burze d°íve, neº se tato informace
standardn¥ dostala do banky v Bordeaux. Jelikoº se burza v Bordeaux

1) Kaºdé kódové slovo de�novaly dva po sob¥ jdoucí signály, které odkazovaly na
jednu z 92 stran kódové knihy a na práv¥ jeden z 92 °ádk· uvedených na dané stran¥.
Samoz°ejm¥ byla zaji²t¥na i moºnost, jak posílat jednotlivá písmena abecedy i n¥které
nej£ast¥ji pouºívané kombinace písmen.
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°ídila cenami pa°íºské burzy, v¥d¥li tak dop°edu, zda je výhodné vybrané
akcie nakoupit, nebo prodat.

K velkému jm¥ní p°i²li díky zneuºití zp·sobu, jak se Chappe·v te-
legrafní systém vypo°ádával s chybami. Kdyº telegrafní operátor ud¥lal
chybu, poslal ihned servisní kód s významem smazat. Zpráva se spolu s chy-
bou ²í°ila od stanice ke stanici, aº na konec linky, kde ji tamní °editel de-
kódoval, p°i£emº rutin¥ vymazal v²echny znaky, které bezprost°edn¥ p°ed-
cházely signálu o chyb¥. Podplacený °editel tak mohl do zprávy snadno
za£lenit p°edem domluvený krátký virový kód a hned za ním servisní kód
pro jeho smazání. Vzhledem k tomu, ºe ramena telegrafu mohl sledovat
prakticky kdokoli, nebyl pro bývalého °editele lyonského telegrafu Pierre
Renauda problém danou sekvenci s virem rozpoznat a za°ídit se podle ní.

Brat°i Blancovi s Pierrem Renaudem museli vy°e²it je²t¥ jeden problém.
Telegrafní linka totiº nevedla p°ímo z Pa°íºe do Bordeaux. Zastavovala se
ve stanici v Tours, kde probíhalo dekódování zpráv a jejich následné posí-
lání do Bordeaux. Virus vyslaný z Pa°íºe by se tak do Bordeaux nedostal,
nebo´ by byl v Tours vy°azen. Vzhledem k tomu, ºe po²tovnímu jezdci
trvalo t°i dny doru£it dopis s informacemi o aktuálních cenách na pa°íºské
burze na burzu v Bordeaux, sta£ilo jim postupovat následovn¥. Nejprve
brat°i Blancovi podplatili °editele a telegrafního operátora v Tours. V Pa-
°íºi pak chodil denn¥ jejich komplic na burzu a soust°edil se na p°edem
domluvené akcie. Kdyº do²lo ke zm¥n¥ jejich ceny o více neº t°i procenta,
poslal komplic manºelce vedoucího v Tours balí£ek: ponoºky, pokud cena
významn¥ klesla a rukavice, pokud cena významn¥ vzrostla. Balí£ky nebu-
dily podez°ení o nekalé £innosti, protoºe manºelka °editele v Tours provo-
zovala galanterii a takové v¥ci b¥ºn¥ prodávala. Ihned po obdrºení balí£ku
za°adil °editel odpovídající posloupnost do zprávy a telegrafní operátor
ji odeslal. V Bordeaux pak v pronajatém pokoji s výhledem na místní
Chappeovu stanici na tuto posloupnost trp¥liv¥ £ekal Pierre Renaud, který
v²echny pot°ebné kódy dob°e znal. P°íslu²nou relevantní informaci poté
p°edal bratr·m Blancovým, kte°í tak získali dvoudenní náskok p°ed ostat-
ními. V klidu tak vybrané akcie bu¤ výhodn¥ nakoupili, nebo výhodn¥
prodali.

Neobvykle velké ²t¥stí bratr· Blancových vedlo k podez°ení, p°esto je-
jich postup nebyl odhalen. Na podvod se p°i²lo aº po smrti telegrafního
operátora v Tours, který t¥sn¥ p°ed úmrtím v²e sd¥lil svému kamarádovi,
kterému doporu£il, aby nastoupil na jeho místo. •editel jej v²ak na pozici
telegrafního operátora nep°ijal a on v²e prozradil policii. Brat°i Blancovi
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byli obºalováni a postaveni p°ed soud. Nakonec ale byli zpro²t¥ni viny, pro-
toºe v té dob¥ ºádný zákon nezakazoval soukromé vyuºití Chappeovy sít¥,
p°estoºe byla sí´ do té doby vyuºívána výhradn¥ vládou. •editel z Tours
dostal výpov¥¤. Skute£ným hackerem v tomto p°ípadu byl bývalý lyonský
°editel, který sledoval ramena telegrafu z bezpe£né vzdálenosti, celý plán
vymyslel a za²el s ním za bratry Blancovými. Bylo to od n¥j mazané nebo
podlé?

Budování nového spojení optickým kabelem

Ve druhém p°íb¥hu se p°esuneme do 21. století. Podstatné v n¥m je,
ºe od roku 2007 za£aly místo lidí realizovat burzovní obchody zejména
po£íta£e. Od té doby za£aly hrát p°i obchodování velkou roli uº i mili-
sekundy. Signálu tehdy trvalo dorazit z Chicaga do New Yorku p°ibliºn¥
16 milisekund. Jistý obchodník, pan Spivey, si prostudoval mapy a zjistil,
ºe datová trasa vedená p°es Alleghenské poho°í, tedy p°es horský masiv
tvo°ený z velmi tvrdého vápence, by byla o cca 3 milisekundy rychlej²í a
hodlal na tomto faktu vyd¥lat hodn¥ pen¥z. V nejvy²²í moºné mí°e utajení
za£al tuto novou trasu budovat. V mezích zákona naplánoval co nejp°í-
m¥j²í spojení. K realizaci tohoto projektu, jehoº náklady Spivey odhadl
na 300 milión· dolar·, p°emluvil Jima Barksdalea � bývalého generálního
°editele Netscape Communication. Do projektu se zapojil i Barksdale·v
syn, který nenápadn¥ vy°ídil zhruba 400 pot°ebných dohod s dot£enými
obcemi a okresy, p°es n¥º m¥la nová optická linka vést. Nakonec se jim po-
da°ilo celý projekt udrºet v tajnosti a vybudovat linku m¥°ící úctyhodných
1 330 km. S jejím pronájmem pak nem¥li ºádný v¥t²í problém a vyd¥lávali
na ní n¥kolik miliard dolar· ro£n¥. Mezi kupci byli zejména významní a
bohatí maklé°i zam¥°ující se na vysokofrekven£ní obchodování.2)

Stru£n¥ o vysokofrekven£ním obchodování a sou£asném hardwa-
rovém °e²ení

Vysokofrekven£ní obchodování (HFT, high-frequency trading) je algo-
ritmické obchodování, jehoº nejtypi£t¥j²ím znakem je velmi vysoká frek-
vence pokyn· pro obchodování na burze. Zisk je po malých £ástkách re-
alizován z obrovského mnoºství enormn¥ rychlých nákup· (nej£ast¥ji ob-
chodovaných aktiv) a jejich bezprost°edních prodej·. Aby n¥kdo mohl na

2) Nejedná se zdaleka o jediný p°ípad tohoto druhu, kv·li n¥kolika milisekundám se
vyplatilo i poloºení nových kabel· na dna mo°í a oceán·.
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HFT vyd¥lat, musí vlastnit velmi vysp¥lou technologii a mít velmi rychlé
spojení s burzou. Následné vyd¥lávání pen¥z na pomalej²ích obchodnících
uº je relativn¥ snadné. HFT maklé°i monitorují trh a v okamºiku, kdy
jejich systémy zachytí (nebo p°edem odhadnou), ºe n¥kdo usiluje o koupi
akcií, p°edb¥hnou jej a nakoupí p°ed ním. Tím se navý²í cena t¥chto akcií
a oni je poté prodají s drobným ziskem. Vzhledem k tomu, ºe kupující
udávají intervaly, ve kterých jsou za akcie ochotni zaplatit, malé navý²ení
ceny snadno projde. B¥ºní obchodníci samoz°ejm¥ cht¥jí, aby byl tento
�parazitní� zp·sob vyd¥lávání pen¥z zakázán. Není divu, nebo´ ti nej-
rychlej²í HFT maklé°i a jejich �rmy vyd¥lávají ro£n¥ více neº miliardu
amerických dolar·. Navrhovaným °e²ením je p°esun kapitálových trh· na
cloudové platformy, které je v²ak t°eba pro ú£ely velmi rychlého a spra-
vedlivého obchodování nejprve vhodn¥ navrhnout a otestovat.

V dne²ní dob¥ se n¥které �rmy zam¥°ují na sníºení doby p°i po£íta£ovém
zpracování obchodu, p°i£emº jim jde dokonce o pouhé nanosekundy. ƒas
²et°í nap°íklad tím, ºe zpracovávané informace neprocházejí p°es sí´ovou
kartu do pam¥ti po£íta£e, odkud si je bere ke zpracování procesor. Místo
toho má sí´ová karta na sob¥ zabudovaný programovatelný £ip, díky £emuº
nemusí posílat datový paket do procesoru a zpátky. Zpracování datového
paketu totiº vyhodnotí £ip na sí´ové kart¥ tak, ºe se na n¥j p°ímo podívá,
spustí p°íslu²nou strategii a okamºit¥ ode²le odpov¥¤. Strategií m·ºe být
nap°íklad rozhodování na základ¥ posledních kurz· n¥kolika r·zných p°e-
dem vybraných aktiv, nebo t°eba algoritmické hledání nesrovnalostí na
trhu, jako jsou rozdílné ceny stejného aktiva na r·zných trzích. Rychlost
je v tomto p°ípad¥ klí£ová, nebo´ obchodní p°íleºitosti tohoto typu velmi
rychle zanikají. Navíc je z dané transakce obvykle zisk pom¥rn¥ malý, takºe
je pro obchodníka d·leºité, aby t¥chto transakcí realizoval co nejvíce.
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Krájení pizzy
(Úlohy z MO kategorie P, 45. £ást)

PAVEL TÖPFER

Matematicko-fyzikální fakulta UK, Praha

V dne²ním dílu seriálu o zajímavých programátorských problémech
z Matematické olympiády kategorie P se seznámíme s jednou praktickou
úlohou z domácího kola 56. ro£níku MO (²kolní rok 2006/07). Jedná se
o úlohu pom¥rn¥ snadnou a v olympiád¥ pon¥kud neobvyklou. Je to úloha
optimaliza£ní, k jejímuº vy°e²ení ale nepot°ebujeme ºádné zvlá²tní znalosti
algoritm·. Úpln¥ nám posta£í jednoduchá logická úvaha a �hladový� p°í-
stup k °e²ení problému. Ve druhé £ásti £lánku se pak seznámíme s trochu
obtíºn¥j²í variantou úlohy, která bude na první pohled vypadat odli²n¥,
ale k °e²ení pouºijeme prakticky stejný postup.

Nejprve se jako obvykle seznámíme s p°esným zadáním úlohy. N¥které
jeho formulace jsme pro pot°eby £lánku trochu upravili, aniº bychom tím
ov²em zm¥nili smysl úlohy.

* * * * * * * * * * * *

Marco se rozhodl, ºe zuºitkuje své kuliná°ské i cyklistické dovednosti a
zaloºí si �rmu pro výrobu a rozvoz pizzy. Firmu plánuje provozovat tak, ºe
vºdy nejd°íve bude shromaº¤ovat objednávky a kdyº jich bude dostatek,
tak pizzy upe£e, sedne na kolo a rozveze je zákazník·m. Protoºe Marco je
lep²í cyklista neº kucha°, zatím ve své nabídce plánuje pouze jeden druh
pizzy. Aby se ale odli²il od konkurence, p°ijímá objednávky i na ²estinové
£ásti pizzy. Lze si u n¥j objednat nap°íklad 1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navíc
jako speciální sluºbu zákazník·m chce Marco dodat kaºdému zákazníkovi
pizzy co nejmén¥ roz°ezané, aby si zákazník sám mohl rozhodnout, jak
si dále pizzu rozd¥lí. Proto nap°íklad 4/6 pizzy chce dodat jako jeden
kus p°íslu²né velikosti a 15/6 chce dodat jako dv¥ celé pizzy a k nim
jednu polovinu pizzy. Marco chce vºdy dodat co nejvíce pizz vcelku, takºe
uspokojení této objednávky nap°íklad t°emi kusy velikosti 5/6 nep°ipadá
v úvahu.

Kdyº Marco v²ude rozdal letáky propagující jeho novou �rmu, uv¥domil
si, ºe díky jeho speciální sluºb¥ zákazník·m není jednoduché zkombinovat
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objednávky tak, aby mu moc kus· pizzy nezbylo. Obrátil se proto na
vás, abyste mu napsali program, který by mu s problémem pomohl. Pro
za£átek bude sta£it program, který na vstupu dostane seznam objednávek
a na výstup vypí²e, kolik pizz má Marco napéct.

Formát vstupu
Na vstupu se nacházín kladných celých £ísel, z nichº kaºdé popisuje

jednu objednávku a udává po£et objednaných ²estin pizzy.

Formát výstupu
Program vypí²e jedno celé £íslop, které zna£í nejmen²í moºný po£et

pizz, které je t°eba upéct, aby ²lo splnit v²echny objednávky a byla dodr-
ºena vý²e uvedená speciální sluºba zákazník·m.

P°íklad 1
Vstup:
2 2 3

Výstup:
2

Vysv¥tlení: Z jedné pizzy lze nap°íklad u°íznout dva kusy o velikosti 2/6
a z druhé pizzy se u°ízne kus velký 3/6.

P°íklad 2
Vstup:
4 5 3

Výstup:
3

Vysv¥tlení: Kv·li poºadavku na dodání co nejmén¥ roz°ezaných kousk·
pizzy je t°eba pro kaºdou objednávku upéct celou pizzu.

* * * * * * * * * * * *

Hned p°i £tení vstupních dat m·ºeme snadno ur£it, kolik budeme cel-
kov¥ zákazník·m doru£ovat celých pizz a také pot°ebné po£ty kus· jed-
notlivých velikostí 1/6, 2/6, 3/6, 4/6 a 5/6. Z t¥chto údaj· pak spo£ítáme
výsledný po£et pizzp.

Na doru£ovaných celých pizzách není co °e²it, ty do po£tup samoz°ejm¥
musíme zapo£ítat. Díl£í kusy pizzy budeme nyní zpracovávat podle veli-
kosti od nejv¥t²ích k nejmen²ím. Pro kaºdý kus velký 5/6 pot°ebujeme
zjevn¥ upéct jednu celou pizzu. Po kaºdém kusu velkém 5/6 zbude je-
den kousek velký 1/6 a tyto kousky pouºijeme na pokrytí objednávek na
kousky této velikosti. Pokud je t¥chto zbytk· velkých 1/6 více, neº kolik
vyºadují objednávky, nezbývá nám neº p°ebývající kousky 1/6 vyhodit.
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Pro objednané kusy velké 4/6 je situace podobná jako pro kusy velké
5/6. Pro kaºdý z nich op¥t pot°ebujeme upéct jednu dal²í celou pizzu a
zbytky velikosti 2/6 pouºijeme na pokrytí objednávek na kusy velké 2/6.
Je-li takových objednávek málo, tak n¥které zbytky velké 2/6 je²t¥ roz°e-
ºeme a pouºijeme na pokrytí objednávek na kousky velikosti 1/6, pokud
n¥jaké zbývají. Zjevn¥ je výhodn¥j²í p°ednostn¥ uspokojit objednávky na
velikost 2/6 a aº pak na velikost 1/6, protoºe kousek veliký 1/6 m·ºeme
z libovoln¥ velkého kusu od°íznout vºdy.

Nyní se dostáváme k objednávkám na kusy velikosti3=6 = 1=2. Objed-
návky na £ásti pizzy velikosti 1/2 vy°e²íme tak, ºe vºdy jednu pizzu roz-
d¥líme na dv¥ poloviny. Pokud je po£et takových objednávek lichý, zbude
nám jedna polovina pizzy. Tu rozd¥líme na jeden kousek velikosti 2/6 a
jeden kousek velikosti 1/6, s nimiº naloºíme stejn¥, jak jsme práv¥ popsali.

Jestliºe nám nyní je²t¥ zbyly n¥jaké nevy°ízené objednávky na kusy
velké 2/6 (coº je 1/3), budeme péct dal²í pizzy a d¥lit je na t°etiny. P°í-
padný zbytek po pokrytí v²ech objednávek na 2/6 pak pouºijeme na zbý-
vající objednávky kousk· velikosti 1/6. Pokud nakonec z·staly je²t¥ ne-
vy°ízené objednávky na kousky velikosti 1/6, upe£eme je²t¥ dal²í pizzy na
jejich pokrytí.

Uvedený postup m·ºeme je²t¥ zna£n¥ zjednodu²it. Nejprve napo£ítáme
pizzy pot°ebné pro správné vy°ízení objednávek na kusy velikosti 5/6 a
4/6 a jejich zbytky pouºijeme na vy°ízení objednávek 1/6 a 2/6, jak je
popsáno vý²e. Dále ale uº sta£í se£íst velikost v²ech objednaných kus·
velikosti 3/6 a dosud nevy°ízených objednávek na kusy velikosti 2/6 a
1/6. Tím zjistíme, kolik dal²ích pizz musíme je²t¥ upéct pro vy°ízení v²ech
t¥chto objednávek. Výslednou hodnotup tedy zvý²íme o horní celou £ást
získaného sou£tu.

Popsané zjednodu²ení si m·ºeme dovolit proto, ºe zpracování v²ech ob-
jednávek na kousky 3/6 a zbývajících objednávek na kousky 2/6 a 1/6
je tém¥° bezeztrátové. Pokud je objednávek na kusy 3/6 sudý po£et, pak
v²echny dal²í pizzy pln¥ vyuºijeme na kousky 2/6 a 1/6 bez ohledu na
to, kolik je objednáno kterých, aº z úpln¥ poslední pizzy nám m·ºe n¥co
zbýt (nejvý²e 5/6). Pokud je objednávek na kusy 3/6 lichý a zbývá alespo¬
jedna nevy°ízená objednávka 1/6, odkrojíme tuto objednanou jednu 1/6
ze zbývající poloviny pizzy a tím p°evedeme situaci na p°edchozí p°ípad.
Mali£ko sloºit¥j²í situace nastane jedin¥ v p°ípad¥, ºe po£et objednávek
na kusy velikosti 3/6 je lichý a jiº nezbývá ºádná nevy°ízená objednávka
na kousek 1/6. V takovém p°ípad¥ nám od poslední objednané poloviny
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pizzy z·stane lichá polovina, z níº ukrojíme kousek velikosti 2/6 a pro
zbývající 1/6 jiº nemáme vyuºití. Zbývající objednávky kousk· velikosti
2/6 budeme jiº vy°izovat z dal²ích pizz. I v tomto p°ípad¥ ov²em funguje
ná² zjednodu²ený postup výpo£tu a také i v tomto p°ípad¥ bude platit, ºe
nám nakonec zbude nejvý²e 5/6 pizzy.

Algoritmus má lineární £asovou sloºitost vzhledem k po£tu objednávek
n, nebo´ kaºdou objednávku musíme zpracovat a ur£it po£ty objedna-
ných kus· jednotlivých velikostí. Dal²í výpo£et uº má £asovou sloºitost
konstantní, nezávislou nan. Prostorová sloºitost algoritmu je rovn¥º kon-
stantní, p°i výpo£tu nepot°ebujeme ºádnou datovou strukturu velikosti n,
vysta£íme jen s konstantním po£tem pracovních prom¥nných.

Ukázkový program v Pythonu je jen p°ímým p°epsáním vý²e uvedených
úvah o d¥lení pizzy a je p°ekvapiv¥ krátký:

vstup = [ i n t (_) for _ in input ( ) . s p l i t ( ) ]

ob j = [ 0 ] * 6 # po£ty objednávek
p = 0 # výsledný po£et pizz
for x in vstup :

p += x // 6 # po£et celých pizz v objednávkách
obj [ x % 6 ] += 1 # po£ty objednaných kousk· pizzy

p += obj [ 5 ] + obj [ 4 ]
ob j [ 1 ] == obj [ 5 ]
ob j [ 2 ] == obj [ 4 ]
i f ob j [ 2 ] < 0 :

ob j [ 1 ] += 2 * obj [ 2 ]
ob j [ 2 ] = 0

i f ob j [ 1 ] < 0 :
ob j [ 1 ] = 0

z = 3 * obj [ 3 ] + 2 * ob j [ 2 ] + obj [ 1 ]
p += z // 6
i f z % 6 > 0 :

p += 1

p r i n t (p )

Ve druhé £ásti £lánku si ukáºeme je²t¥ jednou úlohu, která na první po-
hled sice vypadá odli²n¥, ale p°i jejím °e²ení pouºijeme naprosto shodný
postup. Zatímco krájení pizz na kousky je vlastn¥ d¥lením kruh· na kru-
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hové výse£e a probíhá tedy v dvourozm¥rné rovin¥, nyní budeme skládat
krychlové krabice do p°epravních palet a tím se p°esuneme do trojroz-
m¥rného prostoru. Správné °e²ení tak od nás bude vyºadovat i trochu
prostorové p°edstavivosti. Za£neme jako obvykle zadáním problému.

* * * * * * * * * * * *

Továrna expeduje své výrobky v krabicích tvaru krychle. Pouºívá ²est
velikostí krabic o hran¥ délky 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm a
120 cm. Zabalené výrobky se odváºejí v p°epravních paletách, které mají
tvar krychle o hran¥ 120 cm. Vstupem programu je ²est nezáporných ce-
lých £ísel, která p°edstavují po£ty jednotlivých druh· krabic p°ipravených
na odvoz, a to v po°adí od nejmen²ích krabic po nejv¥t²í. Ur£ete, jaký mi-
nimální po£et palet je t°eba pouºít k odvozu v²ech t¥chto krabic s výrobky.
Krabice se p°i ukládání do palet nesm¥jí nijak deformovat. Výsledkem vý-
po£tu bude jedno celé £íslo p°edstavující po£et pot°ebných palet.

P°íklad

Vstup:
3 0 0 2 0 1

Výstup:
3

Vysv¥tlení: Chceme odvézt 3 krabice o hran¥ 20 cm, 2 krabice o hran¥
80 cm a 1 krabici o hran¥ 120 cm, ºádné krabice zbývajících t°í velikostí
se neodváºejí.

K odvozu t¥chto krabic jsou zapot°ebí t°i palety. Nejv¥t²í krabice zcela
zaplní samostatnou paletu, v²echny zbývající krabice by se z hlediska svého
objemu ve²ly do jedné dal²í palety, ale protoºe se nesm¥jí deformovat,
musíme pouºít je²t¥ dv¥ palety.

* * * * * * * * * * * *

•e²ení tohoto problému do zna£né míry kopíruje postup, který jsme
si popsali p°i rozboru p°edchozí úlohy s krájením pizzy. Krabice budeme
op¥t zpracovávat v po°adí od nejv¥t²ích k nejmen²ím, po£ty t¥chto p°e-
pravovaných krabic ozna£íme postupn¥p6, p5, p4, p3, p2 a p1. V prom¥nné
p budeme po£ítat minimální nezbytné mnoºství p°epravních palet.

Pro kaºdou krabici velikosti 120 cm jist¥ pot°ebujeme samostatnou pa-
letu, kterou tato krabice zcela zaplní. Pro kaºdou krabici velikosti 100 cm
pot°ebujeme také novou paletu. Kdyº do ní krabici vloºíme, z·stane p°i
jejích t°ech sousedních st¥nách volný prostor, který m·ºeme vyuºít jedin¥
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na nejmen²í krabice velikosti 20 cm. T¥chto malých krabice se tam ve-
jde 91. U jedné st¥ny totiº bude 6 � 6 = 36 krabic, kv·li spole£né hran¥
u druhé st¥ny zbývá místo na6 � 5 = 30 krabic, kone£n¥ u t°etí st¥ny
vzhledem ke spole£ným hranám s ob¥ma p°edchozími st¥nami umístíme
je²t¥ dal²ích 5 � 5 = 25 krabic. Tuto �volnou kapacitu� v existujících
paletách vyuºitelnou pro krabice velikosti 20 cm si ozna£ímex1.

Podobné je to s krabicemi velikosti 80 cm. Pro kaºdou z nich pot°ebu-
jeme zaloºit novou paletu a v ní nám zbude volný prostor pro 19 krabic
velikosti 40 cm. šádnou v¥t²í krabici tam umístit nem·ºeme. Naopak místo
kterékoliv krabice velikosti 40 cm m·ºeme dát 8 malých krabic velikosti
20 cm, coº moºná £asem ud¥láme v závislosti na konkrétních vstupních
datech. P°ednostn¥ se ale budeme snaºit umístit do existujících palet v¥t²í
krabice 40 cm. Kdyº uº nebudeme ºádné mít, nezapln¥ný prostor vºdy
m·ºeme vyuºít pro p°ípadné zbývající krabice 20 cm. Zavedeme si ozna-
£eníx2 pro volnou kapacitu v existujících paletách vyuºitelnou pro krabice
velikosti 40 cm. Zatím tedy mámep6 + p5 + p4 nezbytných palet, do nichº
jsme umístili v²echny krabice velikosti 120 cm, 100 cm a 80 cm. V t¥chto
paletách nám z·stal volný prostor pro x2 krabic velikosti 40 cm a je²t¥ pro
dal²ích x1 krabic velikosti 20 cm.

Nejvíc práce budeme mít s krabicemi velikosti 60 cm. Ty m·ºeme krásn¥
skládat do palet vºdy po osmi, osm t¥chto krabic paletu zcela zaplní. Po-
kud ale po£etx3 není d¥litelný osmi, z·stane nám nakonec jedna £áste£n¥
zapln¥ná paleta. V ní bude volný prostor, do kterého se snaºíme p°ednostn¥
umístit co nejvíce krabic velikosti 40 cm a pak zbytek místa vyplnit kra-
bicemi velikosti 20 cm. V tuto chvíli nem·ºeme ud¥lat nic lep²ího, neº si
p°edem ur£it v závislosti na hodnot¥ zbytkup3 po d¥lení osmi, jak se nám
navý²í volná kapacita x1 a x2 díky této poslední ne zcela zapln¥né palet¥.
Ur£ení t¥chto hodnot vyºaduje trochu prostorové p°edstavivosti, konkrétní
£íselné hodnoty najdete v p°iloºeném programu v seznamux.

Zbytek °e²ení je pak jiº snadný. Porovnáme po£etp2 p°epravovaných
krabic velikosti 40 cm s volnou kapacitoux2 a je-li vy²²í, umístíme co nej-
v¥t²í po£et krabic 40 cm do existujících palet. Pokud je hodnotap2 niº²í
neº x2, umístíme do stávajících palet v²echny krabice 40 cm a zbývající
nevyuºitý prostor v paletách x2 � p2 dáme k dispozici pro krabice 20 cm.
To znamená, ºe volnou kapacitu x1 m·ºeme zvý²it o (x2 � p2) � 8. Ná-
sledn¥ porovnáme po£etp1 p°epravovaných krabic velikosti 20 cm s volnou
kapacitou x1 a je-li vy²²í, op¥t umístíme co nejv¥t²í po£et krabic 20 cm do
existujících palet. Je-li hodnota p1 niº²í neº x1, umístíme do stávajících
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palet v²echny krabice 20 cm. Nakonec se podíváme, zda nám zbyly je²t¥
n¥jaké neumíst¥né krabice velikosti 40 cm nebo 20 cm. Pokud ano, spo£í-
táme jejich celkový objem a z n¥j uº snadno odvodíme po£et palet, které
pro tyto krabice musíme je²t¥ p°idat.

Popsaný algoritmus má konstantní £asovou i prostorovou sloºitost. Ne-
pot°ebujeme v n¥m provád¥t ºádné cykly, jejichº po£et opakování by zá-
visel na po£tu p°epravovaných krabic, nepot°ebujeme ani ºádnou datovou
strukturu této velikosti. Ukázkový program v jazyce Python je jen p°ímou
implementací popsaného postupu °e²ení. Podobn¥ jako u úlohy s d¥lením
pizzy je velmi jednoduchý a krátký.

p1 , p2 , p3 , p4 , p5 , p6 = [ i n t (_) for _ in input ( ) . s p l i t ( ) ]
# v po°adí krabice vel ikost i
# 20 cm , 40 cm , 60 cm , 80 cm , 100 cm , 120 cm

p = p6 + p5 + p4 + p3 // 8 # pot°ebný po£et p°epravních palet
i f p3 % 8 > 0 :

p += 1

x = ( ( 0 , 0 ) , ( 3 7 , 1 9 ) , ( 4 2 , 1 5 ) , ( 4 7 , 1 1 ) , ( 3 6 , 9 ) , ( 4 1 , 5 ) , ( 3 0 , 3 ) , ( 1 9 , 1 ) )
# navý²ení volné kapacity (x1 ,x2) v závislost i na hodnot¥ p3 % 8

x1 = p5 * 91 + x [ p3 % 8 ] [ 0 ]
# volná kapacita pro krabice vel ikost i 20 cm
x2 = p4 * 19 + x [ p3 % 8 ] [ 1 ]
# volná kapacita pro krabice vel ikost i 40 cm

i f p2 >= x2 :
p2 = = x2

e lse :
p2 , x1 = 0 , x1 + ( x2 = p2 ) * 8

i f p1 >= x1 :
p1 = = x1

e lse :
p1 = 0

z = p2 * 8 + p1
p += z // 216 # do palety se vejde 216 krabic vel ikost i 20 cm
i f z % 216 > 0 :

p += 1

p r i n t ( p )

78 Matematika � fyzika � informatika 32 (1) 2023



ZPRÁVY
WFPhC a její konference 2022

WFPhC je zkratkou pro World
Federation of Physics Competitions,
£esky Sv¥tovou federaci fyzikálních
sout¥ºí. Zaloºena byla jiº v roce
1999 a dnes sdruºuje zhruba 100
národních a mezinárodních sout¥ºí
z padesáti stát·. Velká £ást zapoje-
ných organizací má n¥jakou návaz-
nost na Mezinárodní fyzikální olym-
piádu (IPhO � International Physics
Olympiad) £i Turnaj mladých fyzik·
(IYPT � International Young Phys-
ics Tournament). Jsou zde ale zastou-
pené i dal²í fyzikální sout¥ºe. Domácí
webové stránky WFPhC jsou v sou£as-
nosti http://wettbewerbe-alt.ipn.
uni-kiel.de/ipho/wfphc/ .

Webová stránka WFPhC

ƒeskou republiku v organizaci za-
stupují £eská Fyzikální olympiáda, Tur-

naj mladých fyzik· a Fyzikální kore-
sponden£ní seminá° se svými p°idru-
ºenými sout¥ºemi (Fyziklání, Fyziklání
Online, Fyzikální Náboj).

D°íve WFPhC vydávala pravi-
deln¥ recenzovaný £asopis, v posled-
ních letech vychází zpravodaj s £lánky
o sout¥ºích. Historické £lánky (v an-
gli£tin¥) m·ºete nalézt na http://
wettbewerbe-alt.ipn.uni-kiel.de/
ipho/wfphc/journal.html .

Konference WFPhC 2022

Jednou z hlavních aktivit WFPhC
je konference, která je obvykle po°á-
dána jednou za dva roky v r·zných
místech, nap°íklad v Indonésii, Nizo-
zemsku £i naposledy v roce 2018 ve
Vídni v Rakousku.

Z konference WFPhC r. 2018 ve Vídni

V roce 2020 nemohla být konference
uskute£n¥na kv·li pandemii Covid-19,
a tak byla nejd°íve odloºena a nako-
nec i p°esunuta do on-line prostoru.
Konference prob¥hla 27. zá°í 2022 od
9.00 do 16.30 prost°ednictvím plat-
formy Zoom. Sou£ástí programu bylo
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7 p°ísp¥vk· o sout¥ºích, jejich historii,
podpo°e ºák· a student· v jejich roz-
voji i to, jak sout¥ºe ovlivnila korona-
virová pandemie.

V rámci konference 2018 ve Vídni bylo
moºné si vyzkou²et i n¥které experi-
mentální úlohy z vrcholných kol sout¥ºí

Záv¥rem konference prob¥hla valná
hromada, na které bylo zvoleno nové
vedení WFPhC, p°i£emº do²lo k v¥t²í

obm¥n¥ vedení, v n¥mº posílilo zastou-
pení st°ední Evropy. Do hlavních pozic
byli zvoleni:
� prezident: Martin Plesch (Slovensko,
prezident IYPT),
� viceprezident: Dina Izadi (Írán),
� viceprezident: Stefan Petersen (N¥-
mecko),
� tajemník: Sandu Golcea (Rumun-
sko),
� pokladník: Karel Kolá° (ƒR).

Význam organizace

By´ se m·ºe zdát, ºe organizace
v dne²ní dob¥ není tak aktivní jako
d°íve a ºe z na²eho národního hlediska
nejde o organizaci, která by m¥la p°ímý
dopad na na²i scénu, ale v rámci me-
zinárodního prost°edí jde o jedine£nou
organizaci, v jejímº rámci mohou or-
ganizáto°i sdílet své zku²enosti. V p°í-
pad¥ pot°eby je navíc jedinou zast°e²u-
jící organizací, která by mohla mluvit
za takto vysoké po£ty sout¥ºí, kterých
se ú£astní minimáln¥ stovky tisíc, ale
pravd¥podobn¥ i více ú£astník· ro£n¥.

P°edávání ceny WFPhC pro zaslouºilé
organizátory fyzikálních sout¥ºí, z kon-
ference 2018 ve Vídni

Karel Kolá°
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