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JUBILEUM

K Zivotnimu jubileu
Oldricha Lepila

Redakce MFI

V fijnu 2023 se doziva vyznamného zivotniho jubilea 90 let zakladatel
¢asopisu Matematika—Fyzika—Informatika doc. RNDr. Oldich Lepil, CSc.
(*18. 10. 1933).

Redakce MFT pii této piilezitosti pozadala jubilanta, aby ¢tenaitm pii-
blizil nékteré podnéty a udalosti, které ovlivnily jeho dlouholeté pisobeni
v oblasti fyzikalniho vzdélavani. Souc¢asné informujeme zajemce, Ze piilo-
hou tohoto ¢isla MFT je vybér nékterych prispévka doc. Lepila, které byly
publikovany v dobé&, kdy ¢asopis mél jen tisténou podobu. V zavéru piilohy
je seznam publikaci jubilanta a v nasledujicim rozhovoru je u zminovanych
publikaci uveden odpovidajici ¢iselny odkaz na tento seznam.
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Co bylo podnétem, ktery vds privedl ke studiu ucitelstvi fyziky?

Popravdé feceno, v dobé studia na gymnéaziu ve VySkové (maturita
v roce 1951) se mij zajem soustiedil na chemii. Moje amatérska chemicka
laboratof na ptdé naseho rodinného domu mi umoziovala realizovat fadu,
nékdy docela efektnich chemickych pokusi, takovych, Ze se dnes divim, Ze
jsme nevyhoteli. Pfi zaméfeni na chemii jsem uvazoval, ze budu studovat
v Brné farmacii nebo chemii na P¥irodovédecké fakulté MU. Rozhodla vyssi
moc, kdyZ vznik vojenské vysoké gkoly vedl ke zruSeni brnénské farmaceu-
tické fakulty a tim bylo o mistu mého dalsiho studia rozhodnuto. Tak, jak
je tomu i dnes, byl v té dobé na skolach nedostatek uéditela fyziky a prijeti
na fakultu bylo podminéno tim, Ze si zvolim kombinaci ucitelstvi chemie
s fyzikou. Jiz v prubéhu studia pak zacal prevazovat zajem o fyziku, dany i
pusobenim mych uéiteld. Pfipomenu tfeba prof. M. Cernohorského, ktery
mne vedl jako mlady asistent v prvnim roc¢niku ve fyzikalnim praktiku,
doc. B. Vlacha, s nimZ jsem pozdéji spolupracoval i publika¢né (viz napf.
[BG]”), prof. V. Trunecka, jemuz vdé¢im za vzbuzeni zadjmu o elektroniku,
a také dr. M. Chytilovou, ktera nam prednasela didaktiku fyziky. Z Brna
pak odesla do Vyzkumného tstavu pedagogického v Praze a to byl zacatek
bohaté spolupréce, pfi niz byla tak trochu ,supervizi“ nad moji ¢innosti
v didaktice fyziky.

Jaké byly Vase ucitelské zacdtky?

Studia na PfF MU v Brné jsem ukonéil v roce 1955. V té dobé byli ab-
solventi vysokych $kol umistovani do praxe na zékladé umistének, a tak se
stalo, Ze jsem v zafi toho roku nastoupil na jedenactiletou st¥edni Skolu ve
Zliné, tehdejsim Gottwaldové. Zpocatku jsem uéil oba aprobac¢ni predméty,
ale zakratko jsem zjistil, Ze pripravovat ve dvou kabinetech experimenty,
na jejichz provadéni mi vzdy zalezelo, je zna¢né naroéné. Pro to mél fe-
ditel skoly L. Vasek, sam fyzik a pozdéjsi vedouci katedry fyziky na nové
vzniklém pedagogickém institutu, pochopeni, a tak mi umoznil vyucovat
jen fyziku.

Reditel mne také podporoval, kdyZ jsem se zacal zabyvat problémy vy-
uky fyziky nad rdmec béZného vyucovani a zacal jsem publikovat v ¢aso-
pisech Prirodni védy ve Skole a Rozhledy matematicko-fyzikalni. Na druhé
strané pro mé nebyla piili§ prizniva politicka situace, jak tomu bylo po
tzv. Madarskych udalostech v roce 1956. Na skol4ch probihaly ideologické
provérky a hrozilo, ze budu ze 8kolstvi propustén. Diky tomu, Ze jsem

DVybér publikaci doc. Old¥icha Lepila z let 1994-2007 je piilohou tohoto &isla MFI.
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pro zéky i pro vefejnost po vypusténi Sputniku 1 v roce 1957 prednasel
o principech kosmonautiky a drobné pfispévky na toto téma posilal i do
krajskych novin NaSe pravda, podafilo se tyto problémy prekonat a bylo
mi dokonce umoznéno piihlasit se do externi védecké aspirantury na Piiro-
dovédecké fakulté v Olomouci. S tim pak souvisel zajem mého budouciho
skolitele, kterym byl tehdejsi dékan P¥F UP prof. Josef Fuka, abych piesel
do Olomouce. To se kone¢né v roce 1963 podafilo a na vice nez pul stoleti
jsem se tak stal uditelem katedry experimentalni fyziky, s niZz jsem stale
v kontaktu jako emeritni spolupracovnik.

Nastoupil jste na pracoviste, které vedl jeden ze zakladateli ceské didaktiky
fyziky prof. J. Fuka. Jak na tuto spoluprdci a dal$i spolupracovniky na
katedie vzpomindte?

Prof. J. Fuka byl prvnim nasim vysokoskolskym profesorem jmenova-
nym pro novy védni obor teorie vyucovdni fyzice. To znamenalo, Ze bylo
mozné v tomto oboru ziskat védeckou kvalifikaci, pozadovanou pro puso-
beni na vysoké skole. Podle tehdejsi terminologie konc¢ila védecka piiprava
ziskanim kvalifikace kandidata pedagogickych véd (CSc.). Prechod na fa-
kultu mi umoznil rychlejsi postup ve védecké pripravé. Predevsim bylo
nutné vymezit téma disertaéni prace. Jesté na stfedni Skole mne zaujala
problematika vykladu elektromagnetickych kmitii a vinéni a tuto proble-
matiku jsem se snazil uplatnit i v budouci disertaci. Kratce po pfechodu na
PiF UP jsem ve fakultnim sborniku Acta Univ. Palacki. publikoval praci
Prispevek k metodice vykladu rezonanénich jevi ve vdzanich oscildtorech
[41], coZ je problematika, k niZ jsem se pozdgji v riiznych souvislostech
vracel vicekrat. Od této problematiky se pak odvijelo téma mé disertace
Problémy vijkladu elektromagnetickyjch kmiti a vinénd na stiredni skole, kte-
rou jsem obhéjil v roce 1967.
soucasné jsem s prof. Fukou alternoval v pfednéaskach z didaktiky fyziky.
Nékolik let jsem byl také tajemnikem katedry a vedoucim oddéleni di-
daktiky fyziky. Znovu jsem ale narazil na politické problémy, kdyZ jsem
pocatkem 70. let podle tehdy platného zakona predlozil habilita¢ni spis
k ziskadni védecko-pedagogického titulu docent. O tom ale fakticky roz-
hodovaly stranické orgény a tak habilitac¢ni fizeni, které probéhlo pired
védeckou radou MFF UK v Praze, mi bylo umoznéno az v roce 1987.

Na katedie se otdzkam didaktiky fyziky vénovalo vice kolegu, i téch,
ktefi vyucovali predméty zakladniho kurzu fyziky. Spoluautory se mi stali
napt. doc. M. Siroka nebo dr. Z. Kupka. Moji praci vSak nejvice ovlivnila
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spoluprace s dr. Milanem Bednafikem, s nimz jsem sdilel pracovnu. Je tedy
samoziejmé, Zze jsme Casto o urcitych problémech diskutovali a mnohdy
se i preli. Vzpominadm si napf. na diskuse o pojmech tiha a tihova sila
nebo o nékterych terminologickych otazkach. Nase spoluprace vSak méla
vysledky v podobé nékolika ucebnic, sbirek tloh, vysokoskolskych skript
nebo tieba publikace Netradicni typy fyzikdlnich <loh [C19].

I kdyz jste se zabyval riznymi problémy fyzikdlniho vzdéldvdang, ucitelskd
veTejnost Vds znd predevsim jako autora ucebnic fyziky. Jakd byla historie
Vast ucebnicové tvorby?

Zacatek mé prace na ucebnicich souvisi s publikacemi v ¢asopise Pri-
rodni védy ve skole. Fyziku redigoval prof. Fuka a na zakladé téchto ¢lankt
si mne, jesté jako stfedoskolského ucitele, vybral do autorského kolektivu
nové pripravované uéebnice Fyzika pro 3. rocnik S %S [A1]. Uéebnice vy-
§la poprvé v roce 1965 a posledni, 10. vydani vyslo v roce 1980. Podobny
osud méla ve stejné dob& vydana ucebnice Praktickd cvicent z fyziky [A2],
napsand spole¢né s feditelem gymnazia v Bohuminé Frantiskem Zivnym.
K praci na této uebnici jsem byl vybran na zékladé publikovanych zku-
Senosti s vedenim fyzikalniho krouzku, kde Zaci v maturitnim ro¢niku re-
gili samostatné, experimentalné zamérené prace, jejichz obhajoba probéhla
jako soucast maturitni zkousky. Ucebnice odpovidala trendu posilovani za-
kovské experimentalni ¢innosti a byla voditkem i pro dalsi aktivity zaka
(meteorologickd a astronomicka pozorovani, konstrukéni prace z elektro-
niky, fotografovani). Vyrazné ovlivnila rozvoj této formy ¢innosti ve vyuce
fyziky a dockala se rekordnich 16 vydani (v€etné vydani ve slovenském a

madarském jazyce).
: T
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Nové soubory ucebnic obvykle vznikaji na zakladé néjaké zasadni zmény
Skolského systému. Tak tomu bylo v 80. letech minulého stoleti, kdyz byl
prijat novy skolsky zdkon o soustavé zékladnich a stfednich $kol (1984).
Byly vydany nové osnovy, pficemz ucebni plan vyuky fyziky na gymnéziu
byl velkorysy jak po¢tem tydennich vyucéovacich hodin, tak rozsahem voli-
telné a nepovinné vyuky. To vedlo ke vzniku zcela nového projektu vyuky
fyziky na gymnaziu, jehoz gesci mél Vyskumny tstav pedagogicky v Brati-
slavé. Realizaci projektu fidila komise, kterou vedl prof. J. Pisut z MFF UK
v Bratislavé. Mél jsem moZnost ztcastnit se jak piipravy celkové koncepce
projektu v&etné novych osnov fyziky, tak tvorby zcela nového, rozsahlého
souboru u¢ebnic pro v8echny formy vyuky ve funkci koordinétora préace na
ucebnich textech.

Jako vedouci autor u¢ebnice Fyzika pro 3. rocnik gymndzit (spoluautofi
V. Houdek a A. Pecho [A10]) jsem mohl realizovat také nékteré metodické
postupy, které jsem navrhl jiz ve své disertac¢ni praci. Zasahem do tra-
di¢niho usporadani uciva bylo napf. vytvoreni integrované soustavy uciva
o mechanickém a elektromagnetickém kmitani. Do uciva o elektromagne-
tickém vInéni jsem zafadil novy, netradi¢ni postup vykladu vzniku elek-
tromagnetického vlnéni na zakladé jeho §ifeni dvouvodi¢ovym vedenim a
zjednodusené byly vylozeny principy Maxwellovy teorie elektromagnetic-
kého pole.

Ucebni osnovy zafazovaly do 3. ro¢niku gymnazia jako soucast fyziky
jednohodinova cvi¢eni v délené t¥idé, coz bylo v praxi Casto realizovano
jako dvouhodinovka jednou za 14 dnti. Na moznost tak rozsahlych cviceni
jsme v8ak nebyli pfipraveni a tak bylo dost naro¢né pripravit laboratorni
ilohy, které by byly vhodné pro realizaci cvi¢eni{ v praxi. Usnadnénim
bylo rozhodnuti, ze polovinu z celkového poc¢tu 16 cvi¢eni budou tvorit
teoreticka cviceni a druha polovina budou praktické cviceni, kde jsem mohl
vyuzit zkuSenosti z préce na obdobném titulu v 60. letech.

V ramci projektu vzniklo celkem 16 ucéebnic pro rizné formy vyuky.
Soucasti projektu bylo pét volitelnych seminait a autorsky jsem se podilel
na ufebnici k seminafi Fyzika a technika [A9], kterad zahrnovala rozsi-
fené poznatky z polovodi¢ové elektroniky, zéklady automatizace a sdélo-
vaci techniky. Kapitolu o kosmonautice zpracoval M. Griin a 16 original-
nich seminérnich uloh z elektroniky zpracoval P. Sedivy. Pestrou tematiku
od mechaniky az po optiku méla ucebnice pro seminar Vybrané kapitoly
z fyziky [A13], na niZ se mnou spolupracovali K. Bartuska, V. Koubek a
J. Vachek. K témto titultm jeste pribyla Sbirka wloh z fyziky 2 (ved. autor
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V. Koubek, [A16]) a Pfehled stredoskolské fyziky (ved. autor E. Svoboda,
[A18]). Tento rozséhly, neopakovatelny projekt, ktery zahrnoval také vy-
uku na vybranych skoldch podle experimentalnich ucebnich textt a fadu
pracovnich seminaii a konferenci, vyznamné piispél k rozvoji samotné
didaktiky fyziky.

Vsechny uvedené publikace dosud vydavalo Statni pedagogické nakla-
datelstvi, jehoz monopol ukonéily spolecenské zmény v roce 1989. V roce
1993 vzniklo nové nakladatelstvi Prometheus, kam pfesly i redaktorky
z SPN;, takZe prace na novych uéebnicovych titulech kontinualné pokraco-
vala s koncepéni i obsahovou vazbou na zminény projekt, ktery byl pred-
¢asné ukoncen. Uéebnice realizované v ramci projektu byly totiz povazo-
vany za prechodné a mély byt v 90. letech po vyhodnoceni projektu zpra-
covany jako definitivni. K tomu jiZz nedoslo a byla zahajena nova etapa
ucebnicové tvorby, pricemz spoluprace s nakladatelstvim Prometheus se
stala i novou etapou v mé profesni draze.

Moje prace se soustfedila hlavné na dva, ucitelské vefejnosti dobie
znamé soubory ucebnic. Pfedevsim je to osmidilny tematicky soubor pii-
rodovédné zaméfenych ucebnic pro gymnézium. Rozdéleni ucebnic podle
tematickych okruhii bylo navrzeno vzhledem k volnosti, kterou ucitelé maji
pfi vlastni volbé vzdélavacich cest ve vyuce. I na tomto souboru ucebnic
se podilim jako koordindtor a je smutnou skute¢nosti, ze vétSina autori
téchto ucebnic jiz nezije, takze je nékdy nutné spolupracovat s naklada-
telstvim i pfi reedici titul, u nichZ nejsem autorem. Jednou z prvnich
ucebnic vydanych v nakladatelstvi Prometheus byla uéebnice Fyzika pro
gymndzia. ElektFina a magnetismus [A20], kde je mym spoluautorem jiz
zminény vynikajici stfedogkolsky ucitel dr. Pfemysl Sedivy. Dalsimi, sa-
mostatné zpracovanymi tituly jsou Mechanické kmitdini a vinéni [A24] a
Optika [A32], na jejimZ prvnim vydéani se mnou spolupracoval dr. Zdendk
Kupka.

V praxi se velmi dobfe uplatnil také dvoudilny soubor ucebnic Fyzika
pro stiedni skoly I o IT [A21] [A22], kde jsou mymi spoluautory dr. Milan
Bednaiik a dr. Radmila Hyblova. Ucebnice vysly poprvé v roce 1993 a
letos tak vychazi po triceti letech jejich 6. (FSS I), resp. 5. (FSS II) vy-
déni. Zakladem téchto univerzalné vyuzitelnych text pro stfedoskolskou
vyuku fyziky byly ucebnice, napsané spoleéné s M. Bednafikem koncem
80. let pro studijni obory SOU s celkovou tydenni hodinovou dotaci 6 vyu-
¢ovacich hodin. Po doplnéni nékolika témat zahrnutych do novych ramco-
vych vzdélavacich programu pro stfedni odborné skoly vznikla ve srovnani
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s uebnicemi pro gymnazium méné narocné ucebnice, kterd se vyuziva i
v nékterych studijnich programech gymnazii.

Mezi tspésné tituly mohu pocitat i dalsi publikace, jako je Sbhirka iloh
z fyziky [A25], napsana spoletné s M. Bednaiikem a M. Sirokou, a novou
verzi Prehledu stiedoskolské fyziky [A26]. Autorsky kolektiv Piehledu vedl
E. Svoboda a kromeé jiz uvedenych kolegt z katedry na ném spolupracoval
vynikajici ucitel a autor K. Bartuska. K vyznamnému rozsifeni Pfehledu
doslo v 6. vydani z roku 2019 zafazenim elektronického doplintku Prehled
PLUS s vétsim rozsahem textu a dalsich didaktickych materiald, nez ma
samotny Pfehled.

DIDAKT IlKA Modelovani
FYZIKY (e | amodely

ve vyucovani
fyzice

J. VACHEK - O. LEPIL

OLDRICH LEPIL
EMANUi{ SYOBODRA

PRIRUCKA
PRO UCITELE

|
- EYZIKY

NA STREDNI SKOLE

Na ucebnicovou tvorbu tésné navazuji Vase metodické publikace uréené
primo ucitelim v praxi 1 studigni pomdicky pro pripravu uciteli. Z ceho
tyto publikace vychdzely?

Je veelku samoziejmé, Ze si ucitelé na vysoké skole sami pfipravuji stu-
dijni pomucky pro vyuku. Jiz pro prvni predmét, ktery jsem na fakulté
vyuCoval — praktikum Skolské elektroniky — jsem ve spolupraci s B. Vy-
stavélem napsal skripta Metodika pokusi z elektroniky [B1]. Ale prace na
ucebnicich a pozdé&ji na novém projektu vedla k tomu, ze jsem vice pozor-
nosti vénoval konkrétnim problémum vyuky fyziky. Pfimym podnétem byl
pozadavek, abychom pro vyuku na Skolach, kde se ovérovaly nové ucebni
texty, pfipravili také metodické pfirucky k experimentalnimu vyucovani
(1981). Tyto texty pak byly rozpracovany do podoby dvoudilného skripta
Konkrétni didaktika fyziky A a B |BS].

Velmi si vazim toho, Ze jsem mél moZznost autorsky spolupracovat také
s kolegy z MFF UK v Praze. Zejména si cenim spolupréce s jednim ze za-
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kladateli didaktiky fyziky prof. Emilem KaSparem, ktery si mne vybral do
autorského kolektivu prvni vysokoskolské ucebnice tohoto oboru Didaktika
fyziky. Obecné otdzky |B6|. Podobné jsem se podilel ve spolupraci s prof.
Jaroslavem Vachkem na publikaci Modelovdni a modely ve vyucovdni fyzice
[C17], ktera byla uditelskou vefejnosti dobfe piijata a stala se pomiickou
pro pfipravu ucitelt na nové pojeti vyuky. Poznamenam, ze prof. Vachka
jsem poznal jako za¢inajici ucitel hned v prvnich dnech ucitelského puso-
beni ve Zling, kdyz mi spolecné s feditelem Skoly a s krajskym Skolnim
inspektorem vstoupil piimo do vyuky jako tistfedni inspektor ministerstva
gkolstvi. Nemohl jsem tehdy tusit, Ze jednou budeme spole¢né fesit rizné
ukoly jak ministerské, tak zejména v ramci ¢innosti Fyzikalni pedagogické
sekce JCMF. Neformalni piatelstvi mne pojilo s prof. Emanuelem Svo-
bodou, jehoz odchod je velkou ztratou pro nas obor. Spoluprice s prof.
Svobodou byla mnohostranna jak v uéebnicové tvorbé, tak pfi organizaci
akef JCMF i v redaként rads casopisu MFI. V souvislosti s publikacemi za-
méfenymi na didaktické problémy bych uvedl nasi posledni spole¢nou pu-
blikaci, kterou je Prirucka pro ucitele fyziky na stiedni skole [C25]. Snahou
zde bylo nabidnout ucitelim pomitcku, ktera by jim byla napomocné pfi
vytvareni vlastnich Skolnich vzdélavacich programii. Domnivam se vsak,
7e muze byt i uzitetnou studijni pomuckou pro studenty ucitelstvi fyziky
jako ucebni text z konkrétni didaktiky fyziky.

Z prehledu Vasich publikact je ziejmé, Ze Vasi prioritou je problematika
ucwa elektiiny, zejména poznatky o polovodicich a v posledni dobé také
vyuZitt prostredki IT ve vijuce fyziky. Co Vis k tomu vedlo?
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Jak jsem se jiz zminil, k zajmu o elektroniku mne ptivedl béhem stu-
dii na PfF MU v Brné vynikajici ucitel, vedouci nové vzniklé katedry
elektroniky a vakuové techniky prof. V. Trunecéek. Pfednosti jeho vyuky
byl nejen srozumitelny vyklad, ale zejména velké mnoZstvi experimentii,
kterymi svoji vyuku provéazel. I kdyz v té dobé v elektronice dominovaly
vakuové elektronky, pamatuji si na prednasku, pfi niz nam prof. Trune-
¢ek pfedvedl jednu z prvnich polovodi¢ovych fotodiod. Pfipomenu také,
7e jsme v té dobé pfi studiu museli absolvovat vojenskou katedru, pri¢emz
nas priradili ke spojafim. V ramci této vojenské pripravy jsem absolvoval
kurs radiotechniky, ktery mél velmi dobrou troveii. To mi umoznilo se-
znéamit se s principy a soucastkami vakuové elektroniky spiSe po technické
strance, coz se pozdéji ukazalo jako velmi uziteéné a motivujici muj zajem
o tento obor.

Prechod od vakuové elektroniky k polovodi¢im byl postupny. Jiz na
stfedni Skole se mi podafilo opatfit si termistory a realizovat pokusy s mé-
fenim jejich charakteristiky, nebo vyuzit je pro detekci tepelného zareni
(viz napf. [15], [16]). Pozd&ji byly k dispozici germaniové diody a tran-
zistory a okruh 8kolnich experimentt s polovodi¢ovymi soucastkami se
postupné rozsifoval. ZkuSenosti z této oblasti jsem pak shrnul v publi-
kaci Elektronika ve Skole [C5], kde v8ak jesté vakuova elektronika pieva-
zovala. Proto jsem se pochopitelné zabyval myslenkou inovace této publi-
kace. K tomu jsem vyuzil zkuSenosti z prace na ucebnici Fyzikdlni zdklady
techniky [A4] a na jiz zminéném textu pro volitelny seminaf Fyzika a tech-
nika. Spole¢né P. éedivym jsme pak napsali pomérné obsahlou publikaci
Elektronika — prvky, obvody, pokusy (360 stran), kde jsme se zabyvali jen
polovodi¢ovymi soucastkami. Kniha byla v roce 1989 prakticky hotové,
vCetné korektur sazby. Doplnit bylo tfeba jen tiraz, v niz se uvadél rok
vydani 1990. Vzhledem k nejasnostem, jak to po roce 1989 bude s kniznim
trhem, nakladatelstvi SPN od vydani upustilo a publikace tak zistala jen
v rukopisné podobé.

V demonstracich vyuzivajicich elektronické ptistroje dominovala oscilo-
skopie fyzikalnich dé&ji. Uz na stiedni Skole jsem mél k dispozici amatérsky
zhotoveny osciloskop, u néhoz sice byly potize se synchronizaci ¢asovych
pribéhua sledovanych déja, ale i tak se podarilo realizovat fadu experi-
mentil, vdééné prijimanych zaky. Jako piiklad bych tfeba uvedl originalni
osciloskopickou demonstraci pfechodného déje v obvodu s indukénosti, kte-
rou jsem v roce 1960 publikoval nejprve v ruském casopise Fizika v Skole
[19] a teprve pozdé&ji v nasi Fyzice ve kole [48].
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Podstatné lepsi bylo pristrojové vybaveni na katedfe, i kdyz snimani
oscilogramii béznym fotografickym piistrojem nebylo piilis komfortni. To
se v8ak zasadné zménilo nastupem pocitacli ve spojeni se systémy, které
umoziiovaly pouZit pocita¢ jako pamétovy osciloskop. Proto jsem rad pii-
jal nabidku firmy EMGO, abych pro jejich analogové digitalni pfevodnik
ADDA Junior zpracoval manual s naméty pro demonstracni experimenty.
K vétsimu rozsiteni tohoto jednoduchého systému vSak nedoslo a tak vét-
§inu pfipravenych experimenti jsem popsal v publikaci Demonstrujeme
kmity netradicné [19] a v nékolika Gasopiseckych piispéveich ([114], [119],
[128], [129]). Nabidka systémii pro podporu experimentii poé¢itadem se po-
stupné obohacovala a dalsi zkuSenosti jsem ziskal s vyuzitim systémui IP
Coach, Pasco i Vernier, pro které byly starsi experimenty adaptovany. Dnes
jsou pouZity napf. v inovovanych praktickych cvi¢enich v uéebnicich [A42]
a [A45].

Své casopisecké prispévky jste publikoval prevdiné v casopisech, v nichz
fyziku redigoval prof. Fuka. KdyZ odchdzel do dichodu, tak Vdam piedal i
vedenti casopisu Matematika a fyzika ve skole. Ten vsak zdhy zanikl. Pro¢
se tak stalo?

V redakéni radé ¢asopisu Matematika a fyzika ve Skole (MFVé) jsem
zacal plisobit v pribéhu 19. roéniku v roce 1988, ale vedoucim redakto-
rem jsem se stal od jeho jubilejniho 20. ro¢niku (1989,/90). Pro navazujici
21. ro¢nik, jehoz 1. &islo vyslo v zari 1990, jsem pfipravil nékolik uprav,
které se tykaly jak koncepce, tak formalni stranky casopisu. Vysla vsak jen
4 ¢&isla, kdyz vydavatel, kterym bylo ministerstvo skolstvi, od ledna 1991
ukon¢il vydavani vSech pedagogickych ¢asopisti. S podporou redakce ma-
tematiky a fyziky tehdejsitho SPN, zakladu budouciho nakladatelstvi Pro-
metheus, se podafilo vytvorit novy ¢asopis s nazvem Matematika—Fyzika—
Informatika. Pavodni tematické zaméreni ¢asopisu MFvS bylo rozsifeno
o informatiku, kterou redigoval doc. Stanislav Travnicek. Redaktorem pro
matematiku se stal dr. Stanislav Zidek, ktery mél na starosti matematiku
jiz v MFvS. Casopis je tak prfimym pokracovatelem zaniklého casopisu
MEVS a jeho 1. ro¢nik zacal vychazet v zafi 1991. Ve funkci vedouciho
redaktora a redaktora pro fyziku jsem v MFI pusobil az do roku 2019 (28.
ro¢nik MFI) a se soucasnym vedenim ¢asopisu spolupracuji jako predseda
redakéni rady. Vydavani ¢asopisu by vSak nebylo mozné bez podpory na-
kladatelstvi Prometheus, zejména $éfredaktorky dr. Miluse Lachmannové.
Diky trvalé podpofe nakladatelstvi tak vychazi jiz 32. roénik MFI.
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Jak je patrné z vasi publikacni ¢innosti, prevlddd v ni zdjem o metodiku
fyzikdlniho experimentu. Vénoval jste se ale také tvorbé audiovizudlnich
ucebnich pomicek. Cim Vds tato problematika zaujala?

Zatim co dnes ke zhotoveni vyukového videa postac¢uje z technického
hlediska tfeba jen mobil, v dobé vzniku prvniho filmu, na némz jsem se
podilel (1962), byla situace zcela jina. Tvorba tzv. skolnich filmi probihala
podle celostatniho planu a organizaci jejich vyroby mél na starosti pracov-
nik tehdejsitho Vyzkumného ustavu odborného skolstvi v Praze. Zna¢na
Gast téchto filmu vznikala ve studiu Kratkého filmu, v ateliérech, které jsou
v obci Kudlov, dnes méstské ¢asti Zlina. Pro pracovniky v Praze to vSak
bylo daleko, a protoze jsem na sebe upozornil ukdzkovou vyucovaci hodi-
nou pro acastniky celostatniho setkani krajskych metodika fyziky, které se
konalo ve Zling, bylo mi nabidnuto spolupracovat na filmech jako odborny
poradce. Prvni tematika se tykala vzniku a Sifeni mechanického vinéni
a mozna i to bylo podnétem, pro¢ mi tato tematika zustala tak blizka.
Vysledkem nakonec byly filmy dva, Vznik a druhy vinéni a film Zdkony
vinéni, ktery lze dodnes dohledat na YouTube.

Prvni spoluprace s Kratkym filmem byla tspé$né a na nékolik let jsem
se stal témér vyhradnim autorem vyukovych filmu pro fyziku, kdyz byly
prijaty i moje vlastni naméty. Celkové tak vzniklo 13 vyukovych filmi a
jeden popularné nauény film uréeny pro verejnost. Mym cilem bylo napf.
vytvorit na sebe navazujici fadu filmu k ucivu o vodivostech latek, kde
by se animacemi ilustrovaly dé&je v latkach z hlediska vedeni elektrického
proudu. Tak vzniklo nékolik filma vénovanych vodivosti polovodicu, elek-
tronové vodivosti, iontové vodivosti a vedeni elektiiny ve vakuu. Vzhledem
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k zaméteni studia ve Zliné na grafické filmové postupy bylo mozné navrh-
apod.

Spoluprace s Kratkym filmem mi umoznila realizovat film FElektromag-
netické pole dipolu (1968), jehoz predloha je soucasti mé disertadni prace.
V ni je rozpracovina nova metodika vykladu Sifeni elektromagnetického
vlnéni a vznik dipélu s vyuzitim origindlni soupravy vysilace a prijimace
VKV s frekvenci 420 MHz. Obdobnéa pomitcka vSak na Skolach neexisto-
vala a postup pouzity pozdéji v ucebnici [A10] byl filmem zobrazen ale-
spon audiovizualné. Podobné jsem navrhl filmové zpracovani experimentt
se Skolam prakticky nedostupnymi u¢ebnimi pomuckami, jako je Wehnel-
tova trubice pro demonstraci pohybu elektronu v magnetickém poli nebo
souprava pro Millikanovo méfeni elementarniho naboje. Pojeti a zpraco-
vani filmi bezprostfedné navazovalo na vyklad uéiva v mych ucebnich
textech.

Zvlastni kapitolou je pak tvorba unikdtniho souboru tzv. kazetovych
filmu, které se vyrabély v licenci zahrani¢ni firmy Technicolor, a pro néz
byl vyvinut i specialni filmovy projektor Meopta KP8 Super. Zde byly
v plném rozsahu vyuzity moznosti grafického oddéleni zlinského studia a
naprosta vét§ina padesati kazetovych filmi souboru Elektiina I-V (1968—
1970) jsou vlastné animace ,oZzivujici vyobrazeni k uc¢ivu elektfiny na
zékladni Skole. Filmy mély podobu filmovych smycek s kratkou promi-
taci dobou a lze je povazovat za predchiidce dnesnich poécitacovych apletii.
Problematikou téchto specifickych filmt jsem se zabyval i z teoretického
hlediska a vzhledem k tomu, Ze byly zaméfeny vzdy na jeden konkrétni po-
znatek, pouzil jsem pro né oznadeni jednopojmovy film (viz napf. publikace
[C7], [C10] a ¢lanky [56] a [59]).

Dalsi mij zajem se tykal vyuziti nového typu promitactho piistroje,
kterym byl zpétny projektor. Jesté nez se skoly zacaly vybavovat znAmym
zpétnym projektorem Meotar, mél jsem moznost seznamit se v podniku
Komenium v Praze se zpétnym projektorem némecké firmy Phywe. Sou-
¢asné jsem byl pozadan, abych navrhl, jak by bylo moZné vyuzit zpétny
projektor ve vyuce fyziky. Tehdy unikitni pfistroj mi byl zaptjcen do
Olomouce a zacala prace na pomérné rozsdhlém dvoudilném obrazovém
souboru Elektrina a magnetismus (1981), na kterém se autorsky podi-
lel dr. Alois Kleveta. Kratce na to vznikl jesté soubor Kmitdni a vinéni
(1982). Koncepce této obrazové pomicky byla zaloZena na tzv. sukcesivnim
vniméni obrazu, jehoz obsah je postupné obohacovan vrstvenim nékolika
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transparentnich vyobrazeni. Vzhledem k vodorovné poloze promitanych
objekti poskytovala zpétné projekce fadu dalsich moZznosti. Nékteré prak-
tické naméty jsou uvedeny v piispévku [60] nebo v ¢lanku [139], ktery je
obsazen v piiloze.

Jste cestnym clenem Jednoty ceskych matematiki a fyzikiu. Jak se vase
aktivity prolinaji s plisobenim v této védecké spolecnosti?

Cinnost v JCMF od obnovenf spolecnosti v roce 1956 provazela cely mij
profesni zivot. Skola, ve které jsem pusobil, byla nejvétsi v krajském meésté
Zlinského kraje, v némz tehdy nebyla Zadna vysoka skola. Je tedy celkem
samoziejmé, Ze se mé pusobisté stalo sidlem krajské pobocky Jednoty.
Predsedou byl zkuSeny ucitel matematiky Otto Berka a mne si vybral
do funkce tajemnika pobocky. Po prechodu na fakultu jsem tuto funkci
vykonéval i v olomoucké pobocce, v nizZ jsem byl nékolik let také predsedou.
jeji vznik bylo rozhodujici ustaveni Ustifedni pedagogické komise pro fyziku
(UPKF) pocéatkem roku 1959. Komisi pfedsedal prof. J. Fuka a jejimi &leny
byli v naprosté vét§iné ucitelé z Ceskych a slovenskych vysokych skol. Bylo
pro mne poctou, zicastnit se jako mlady stfedoskolsky ucitel prace komise,
v niz jsem dostal i konkrétni tkol, zabyvat se fyzikalni literaturou pro
mladez. Moc uspésny jsem vSak v této funkci nebyl, ziskal jsem jen jeden
prislib rukopisu od prof. J. Vanovice z Bratislavy. Nezbylo tak, nez prispét
ke splnéni tkolu vlastnim textem s nazvem Kvanta a viny [C1], ktery se
ale dockal i vydani v Polsku pod nézvem Kwanty i fale [C8].

K preméné UPKF na Fyzikalni pedagogickou sekci, jednu ze étyi or-
ganizacnich slozek Jednoty doslo v roce 1970. Ve vedeni FPS prof. Fuku
postupné vystiidal prof. Vachek, po némz jsem v roce 1976 tuto funkci
prevzal, abych se v ni opakované stiidal s prof. Svobodou. Z funkce pred-
sedy FPS vyplyvalo i ¢lenstvi v pfedsednictvu J CMF, v némz jsem po dvé
funkéni obdobi (1999-2006) vykonaval také funkci mistopiedsedy. Cinnost
ve FPS je spojena s organizaci mnoha akci od konferenci s mezinarodni
ucasti, az po letni Skoly a seminéie pro ucitele k aktudlnim problémtum
fyzikalntho vzdélavani. To je ale dlouha historie, o které se zajemce miize
docist vice na webovych strankach J CMF.

Redakce MFI dékuje jubilantovi za rozhovor a do dalSich let mu pTeje vse
nejlepst.
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MATEMATIKA

O jedné diofantovské rovnici

TOMAS RIEMEL
Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava

S rovnicemi o vice neznamych, které feSime v oboru celych ¢isel — tzv.
diofantovskymi, se zZaci mohou setkat napt. prfi feSeni nékterych slovnich
uloh jiz na zakladni 8kole. V tomto pfispévku se budeme zabyvat kvadra-
tickou diofantovskou rovnici

2y =n, (1)

kde z, y jsou celoc¢iselné neznamé a n je dané celé nezaporné ¢islo. Z po-
hledu analytické geometrie se jedna o urceni v8ech m#iZovych bodi (tj.
bodii s obéma celo¢iselnymi soufadnicemi z, y), které lezi na kruZnici se
stfedem v podatku kartézské soustavy soufadnic a polomérem 4/n.

Cilem prispévku je prezentace tzv. Gaussovijch celych cisel pii feSeni
problému uvedeného typu. Od ¢tenare pritom ocekavame zékladni znalosti
7 oblasti komplexnich ¢&isel.

Prestoze vyse uvedena problematika neni vyslovené skolské, ulohy po-
dobného typu se pomérné ¢asto vyskytuji v matematickych soutézich. Cla-
nek je tudiz vhodny predevsim pro ucitele, ktefi se vénuji pé¢i o mate-
maticky talentované zéky, zaktim samotnym a dal§im zajemcim o tuto
problematiku.

Pro mala (cela nezaporné) n lze pii feSeni dané tlohy postupovat uzitim
metody nerovnosti a odhadi, kterou prezentujeme pfi feSeni nasledujici
snadné tlohy.

Priklad 1
V oboru celych ¢isel feste rovnici

x? —i—y2 = 20.

174 Matematika — fyzika — informatika 32 (3) 2023



Regeni. Pokud je n&jaké dvojice celych &sel (m,n) feSenim této tdlohy,
je jejim FeSenim také dvojice (n,m). Dalsimi FeSenimi jsou také dvojice
(_m»n)v (mv _n)v (_mv —TL)7 (_n’m)v (nv _m)a (_nv _m)'

Bez Gjmy na obecnosti lze pFedpokladat, ze 22 < y2. Pak

0 <22 < 2?49y =20, (2)

odkud plyne 22 € {0,1,4,9}, a tedy x je nutné celé &islo, pro néz plati
—3 < & < 3. Dosazenim téchto hodnot za 22 v dané tloze ziskdme postupné
y? =20, y2 =19, y? =16, y? = 11.

Celoéiselné feSeni pfitom dostavame pouze v piipadé, kdy y? = 16, tj.
y = 4.

ZAVER: Dan4 tloha méa pravé 8 feSeni, a to (z,y) € {(£2; £4), (£4; £2)}.

Obr. 1 K feSeni prikladu 1

7 teseni uvedeného piikladu je patrné, Ze pro velké pfirozena ¢isla n neni
metoda nerovnosti a odhadi dostatecné efektivni. V takovych pripadech
je vhodné pouzit tzv. Gaussova celd ¢isla.

Komplexni ¢isla a = z+yi, kde z, y jsou cela &isla, se nazyvaji Gaussova
celd ¢isla. Mnozina vsech Gaussovych celych éisel, kterou oznadujeme Z[i],
je rozsifenim mnoziny celych ¢isel (tj. plati Z C Z[i]). Gaussovo celé &islo «,
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pro né&z existuje 7 € Z[i] takové, ze a- T = 1, nazveme jednotkou. Norma
N(«) Gaussova celého ¢isla o = x + yi je definovana predpisem

N(a) = aa = |af* =2 + ¢,

kde @ = x — yi je komplexné sdruzené ¢islo s . M4 pfitom néasledujici
vlastnosti:

a) Pro libovolna dvé Gaussova cela &isla «, 8 plati N(af8) = N(a)N(B).
b) Gaussovo celé ¢islo je jednotka, pravé kdyz N(a) =1
notkami v Z[i] jsou pouze +1 a =+i.

Lemma 1
Je-li zbytek pii déleni piirozeného ¢isla n ¢tyfmi roven 3, pak rovnice
22 + y? = n nema Teeni v oboru celych éisel.

Diikaz. Libovolné nezéporné celé ¢&islo p, které je délitelné dvéma, lze
zapsat ve tvaru p = 2/, kde ¢ je vhodné nezaporné celé ¢islo. Proto
p? = (20)> = 40? je délitelné &tyfmi. Podobné kazdé liché &islo ¢ lze
zapsat ve tvaru ¢ = 2r 4+ 1, kde r je vhodné nezaporné celé ¢islo. Pak
¢ = (2r +1)%2 = 4r% + 4r + 1 dava po déleni étyimi zbytek 1. Vyraz
22 4 2 tedy miize nabyvat po déleni &tyfmi pouze zbytki 0, 1 a 2, nikoliv
vSak 3. Tim je dikaz ukoncen.

Z lemmatu 1 bezprostiedné plyne, ze napriklad diofantovska rovnice
2?2 + 92 = 115 nem4 Z7adné celoéiselné feseni, nebot &islo 115 dava pii
déleni ¢tyfmi zbytek 3.

Nasledujici vétu uvedeme pouze informativné (bez dikazu). Ten lze
dohledat napf. v [4].

Véta 1

Prirozené ¢islo n lze vyjadrit jako soucet dvou druhych mocnin celych
gisel (n = 22 + y2), pravé kdyz n je normou Gaussova celé¢ho &isla, tj.
n = N(z + yi).

Podle véty 1 1ze problém o sou¢tu druhych mocnin celych ¢isel prefor-
mulovat na tlohu o hledani vSech Gaussovych celych ¢isel o spliwjicich
vlastnost N(a) = n.

7 aritmetiky pfirozenych ¢isel je znamo, ze kazdé pfirozené &islo n > 2
lze vyjadiit jako soudin prvocisel. Struénou odpovéd na otézku, ktera prvo-
¢isla jsou normami Gaussovych celych ¢isel, poskytuje nasledujici lemma.
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Lemma 2
a) Plati 2 = N(1 £1).
b) Pro kazdé prvocislo p davajici po déleni ¢étyFmi zbytek 1 lze nalézt
Gaussovo celé &islo « spliwjici p = N(«).
¢) Pro kazdé prvodislo p davajici zbytek 3 po déleni ¢tyfmi, neexistuje
Gaussovo celé ¢islo 8 spliiujici p = N(8).

Diikaz lze nalézt napt. v [3].

Uvédomme si, ze Gaussova cela ¢isla, ktera jsou komplexné sdruzena,
maji stejnou normu a déle, Ze pro kazdé prvoéislo p plati p? = N(p).

Nenulové Gaussovo celé ¢islo «, které neni jednotkou, nazveme Gaus-
sovym prvocislem, pokud plati nasledujici podminka: Jestlize a = 7 - ¥,
kde 7, ¢ € Z[i], pak bud 7, nebo v je jednotka. Jinak Feteno, Gaussova
prvocisla jsou pravé ta Gaussova cela ¢isla, ktera nelze v Z[i] netrivialng
rozlozZit na sou¢in dvou Gaussovych celych ¢isel.

Nektera prvocisla jsou v Z[i] rozloZitelna, jina nikoliv. Napf¥. pro prvo-
¢islo 5 plati 5 = (2+41)(2 —1), tudiZ 5 neni Gaussovym prvocislem. Naopak
prvocislo 3 je v Z[i] nerozlozitelné, a tedy je zaroven Gaussovym prvo-
¢islem. Podobné jako v aritmetice celych ¢isel 1ze kazdé nenulové Gaus-
sovo celé ¢&islo, které neni jednotkou, jednozna¢né (aZ na pofadi, nasobeni
jednotkami a komplexné sdruzenymi ¢isly) vyjadiit jako soucin nékolika
Gaussovych prvocisel.

Véta 2 (Eulerova)

Cislo ve tvaru 4¢+1, kde £ je pFirozené &islo, je prvocislem, prave kdy# jej
lze jednoznac¢né vyjadrit jako soucet dvou druhych mocnin nesoudélnych
prirozenych Cisel.

Nasledujici véta dava vycerpavajici odpovéd na otazku resitelnosti a
celkového poétu FeSeni ptivodniho problému (1).
Véta 3

a) Pfirozené ¢islo n lze vyjadfit jako soucet dvou druhych mocnin celych

¢isel (n = 2% + y?), pravé kdyZ prvoéiselny rozklad &isla n ma tvar

__o9a, b b ..2¢ 2¢cy
n=2p"-...opfriteo oo

kde a, b;, ¢; jsou nezdporna celd ¢isla, kazdé p; dava zbytek 1 po
déleni ¢tyfmi a kazdé r; dava zbytek 3 po déleni ¢tyfmi.
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b) Necht t = (by+1)-...-(bx+1). Pak je poCet vSech riznych vyjadreni
¢isla n ve tvaru souctu dvou druhych mocnin celych ¢isel s ohledem
na poradi a znaménka roven 4t. Bez ohledu na poradi prvki a zna-
ménka je tento pocet roven %t pro t sudé a %(t + 1) pro t liché.

S vySe uvedenymi vysledky véetné dikazi se muze Ctenaf detailnéji
seznamit napi. v [2, 3, 4, 5].
Jiné refeni prikladu 1. Plati 20 = 22 -5, 2 = N(1 +1i) a prvocislo 5 dava
po déleni ¢tyfmi zbytek 1, pficemz 5 = N (2 £ 1). Tedy

20=22.5=N(k(1£i)?(2+1) = N(z +yi) = 2> + 1%,

kde k je jednotka v Z[i], tj. K = £1 nebo k = +i. Musime tedy vyfesit
vSechny rovnice

r+yi=k(1+1)%(2£i).
Z véty 3 plyne, ze dana tdloha mé celkem 8 feSeni. Bez ohledu na po-
fadi prvki a znaménka obdrzime dle véty 3 pouze 1 moZnost. Staci tedy
uvazovat jedinou rovnici, napf.

r+yi=(14+1)2%2+i)=2i(2+1) = 2+ 4i,
odkud z = —2, y = 4. Ostatni feSeni ziskdme zaménou x, y a znamének.
7 teSeni nésledujiciho prikladu je zfejmé vyhodnéjsi pouziti metody
Gaussovych celych ¢isel ve srovnani s metodou nerovnosti a odhadi.

Priklad 2
V oboru celych &isel feste rovnici

z? + % =2009.

Reseni. Uvazujme kanonicky rozklad &sla 2009 na prvodisla, tj. plati
2009 = 72 - 41. Z lemmatu 2 plyne, Ze existuje Gaussovo celé ¢&islo, pro
které je prvoéislo 41 normou. Nap¥. 41 = N(544i). Pro prvocislo 7 takové
Gaussovo celé ¢islo neexistuje, nebot 7 dava zbytek 3 po déleni Ctyimi.
Prvocislo 7 se ovSem vyskytuje v prvoéiselném rozkladu v druhé mocniné,
proto 72 = N(7). Plat{ tedy

2009 =72 - 41 = N(7k(5 £ 4i)) = N(z + yi) = 22 + ¢?,

kde k je jednotka v Z[i], tj. K = +1 nebo k = +i. Hledame proto feseni
v8ech rovnic x+yi = 7k(5+4i). Dan4 tloha ma podle véty 3 pravé 8 FeSeni.
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Stadi pritom Fesit pouze rovnici x +yi = 7(5+4i) = 35+ 28i, odtud = = 35
a y = 28. Zbyvajici feSeni ziskdme zdménou z, y a zménou znamének.

ZAVER: Vsechna feSeni dané tlohy jsou (z,y) € {(£35; £28), (£28; +35)}.

Nasledujici priklad lze (po uziti substituce) fesit op&t metodou Gaus-
sovych celych ¢isel.

Priklad 3
V oboru celych ¢isel feste rovnici

22 +y* =2006(x — y).

Resent. Ze zadéani snadno vidime, Ze leva strana rovnice je souctem dvou
celych nezapornych &isel, tedy i pravé strana musi byt celé nezaporné ¢islo.
Jelikoz 2006 je pfirozené ¢&islo, musi platit x > y. Déale si vSimnéme, Ze
uspofadana dvojice (z,y) = (0;0) je feSenim ulohy. Po snadné tpravé
obdrzime danou rovnici ve tvaru

(z —1003)% + (y +1003)? = 2012018.

Uzitim substituce z = x — 1003, © = y 4+ 1003 obdrzime po tpravé modi-
fikovanou tlohu (1)

22 +u? =2012018,

kde 2012018 = 2- 172 - 592. Plati 2 = N(1 £1i). Podle lemmatu 2 existuje
Gaussovo celé ¢islo s normou 17. Naptiklad 17 = N(4 £ i). Dle téhoz
lemmatu neexistuje Gaussovo celé ¢islo s normou 59, ovSem prvocislo 59
se vyskytuje v daném rozkladu v druhé mocning, piicemz 592 = N(59).
Plati tedy

2012018 = N(59k(1+1)(4 +£1)?) = N(z + ui) = 2% + v,

kde k je jednotka v Z[i]. Na zaklads véty 3 ma tloha celkem 4 -3 = 12
celo¢iselnych FeSeni, pficemz bez ohledu na potradi prvkil a znaménka staci
vyTesit nasledujici dvé rovnice o neznamych z a u:

a) z+ui =59(1 +1i)(4 +1)% = 413 + 1 357i,

b) z 4+ ui=59(1+1)(4+1)(4 —1i) = 1003 + 1003i.
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Dalsi feSeni ziskdme zaménou slozek z, u a zménou znamének. Obdrzime
tak celkem 12 FeSeni ve tvaru (z,u) € {(£413;+1357), (£1003;£1003),
(£1357; £413)}. Dosazenim do vztahii z = = — 1003 a v = y + 1003
ziskdme TeSeni ptivodni tlohy.

ZAVER: Uloha ma pravé 12 fefeni a to dvojice (z,y) € {(—354; —1416),
(—354; —590), (0; —2006), (0;0), (590; —2360), (590; 354), (1416; —2 360),
(1416;354), (2006; —2006), (2006;0), (2360; —1416), (2360; —590)}.

Regenfm tlohy jsou z grafického hlediska miizové body na kruznici,

ktera nemé stfed v pocatku, viz obr. 2.

[590;354] [1416:354]

[2006/0]

[2360;-590]

S[1003;+:1003]
[ ]

[-354:-1416] [2360;-1416]

[0;-2006]

12006;-2006]

[590;-2360] [1416;-2360]

Obr. 2 K feSeni prikladu 3

Piiklad 4
Urcete vechny dvojice (x,y) celych ¢isel, které spliuji rovnici

x> +y2 =21.

Resent. 7 prvoéiselného rozkladu 21 = 3 - 7 zjistime, Ze pro prvocisla 3
a 7 neexistuji Gaussova cela ¢isla, jejichz normami by byla dana prvocisla.
Jelikoz se 3 (ani 7) nevyskytuje v sudé mocniné v prvoéiselném rozkladu
21, nemé dany piiklad podle véty 3 celociselné feSeni. Tuto skute¢nost lze
snadno ovéfit i pomoci metody nerovnosti a odhadi.

ZAVER: Dana tloha nemd TeSeni v oboru celych &isel.
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Priklad 5
Urcete vSechny dvojice (x,y) prirozenych &sel, pro néz plati

z? +y? = 1105.

Reseni. V prvnim kroku vytvoifime prvoéiselny rozklad ¢&isla 1105, tj.
1105 = 5-13-17. Z lemmatu 2 plyne, Ze pro prvocisla 5, 13 a 17 exis-
tuji Gaussova cela ¢isla, ktera jsou jejich normami, kde 5 = N(2 £ i),
13 = N(3£2i), 17 = N(4 £ i). Plati tedy

1105=5-13-17 = N(k(2+£1)(3 £ 2i)(4 £1)) = N(z + yi) = 22 + 7,

kde k je jednotka v Z[i], tj. £ = £1 nebo k = =+i. Hledame tedy feseni
v8ech rovnic z +yi = k(2+1)(3+2i)(4£1). Celkovy pocet FeSeni dle véty 3
je 4-23 = 32. Neni oviem nutné fesit viechny rovnice daného typu. Stadi
vyfesit pouze ¢tyii pripady:

a) x+yi=(241)(3+20)(4+1) =9+ 32,
b) a4 yi=(2—1)(3+20)(4+i) =31 +12i,
¢) z+yi=(2+1)(3-2i)(4+1) =33+ 4i,
d) w4yi=2+1)(3+20)4—1i) =23+ 24i

Odtud dostaneme néasledujici ¢tyfi feseni (z,y) € {(9;32), (31;12), (33;4),
(23;24)}. Dalsi feseni ziskdme zaménou z, y a zménou znamének.
ZAVER: Vsech 32 celo¢iselnych feseni dané tulohy lze zapsat ve tvaru (z,y) €

€ {(£4; £33), (£9; £32), (£12; +31), (£23; £24), (+24; +23), (£31; £12),
(£32; +9), (£33;£4)}.

Zavérem uvadime tlohu, kterou lze fesit kombinaci metody nerovnosti
a odhada s metodou Gaussovych celych é&isel.

Priklad 6
Urcete pocet vSech celo¢iselnych feSeni rovnice

2?4 y% + 2% = 34.

Resent. Zde se jedna o nalezeni v8ech miizovych bodu v prostoru, které
lezi na kulové ploSe se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomé-

rem v/ 34.
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Déle si vSimnéme, ze zdménou neznamych se dana tloha nezméni. Bez
jmy na obecnosti lze tedy pfedpokladat, Ze =2 je nejmensi z hodnot 22,

2

y?, 22

, neboli 22 < y? a 22 < 22. K fegeni tlohy vyuZijeme v prvnim kroku

metodu nerovnosti a odhadi a posléze metodu Gaussovych celych &isel.
Podle vyse uvedeného predpokladu tak plati

0§3x2§x2+y2+z2:34.

Odtud plyne 22 < 11, neboli x € {0, 41, 42, £3}. V dalsim kroku postupné
rozebereme tyto 4 moznosti s pouzitim metody Gaussovych celych &isel:

a)

182

Pro z = 0 obdrzime ze zadani tlohy rovnici ve tvaru y? + 22 = 34.
Prvodiselny rozklad &isla 34 je roven 2 - 17. Jelikoz prvodislo 17 dava
zbytek 1 po déleni ¢tyfmi, pak podle lemmatu 2 existuje Gaussovo
celé ¢islo, pro které je 17 normou, napiiklad N(4 £ 1i). Pro ¢islo 2
plati 2 = N(1 £ 1i). Plati tedy

34 = N(k(1+£1)(4 £1)) = N(y + z1) = y* + 2%,
kde k je jednotka v Z[i]. Hledame proto celo¢iseln4 feSeni viech rovnic
y+z2zi=k(1+i)(4+1).
Na zakladé véty 3 sta¢i vyTfeSit pouze rovnici
y+2i=(1+1)(4+1) =3+ 5i,

z niz ihned plyne (y,z) = (3;5). Zbyvajici feSeni ziskdme zamé-
nou y, z a znamének. Nagli jsme tak trojice (z,y,2) € {(0; +3; £5),
(0; £5; +£3)}, které jsou feSsenim dané rovnice.

Je-li = £1, pak ziskdme rovnici y% + 22 = 33. Tato rovnice nema
tedy na zakladé véty 3 celodiselné feSeni, nebot v prvociselném roz-
kladu ¢isla 33 se prvocislo 3 vyskytuje v liché mocniné.

Je-li x = 42, dostaneme rovnici y? + 22 = 30. Ta opét nem4 ce-
lo¢iselné feSeni na zékladé véty 3, protoZe v rozkladu ¢isla 30 na
prvocisla se prvocislo 3 vyskytuje v liché mocniné.

Pro x = £3 obdrzime rovnici y? + 2% = 25. Prvoéiselny rozklad ¢isla
25 je roven 52. Na zékladé lemmatu 2 existuje Gaussovo celé éislo
s normou 5, napt. N(2 +1) = 5. Plati tedy

25 = N(k(2+1)?) = N(y + 21) = y* + 22,
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kde k je jednotka v Z[i]. Podle véty 3 sta¢i ur¢it y a z v nasledujicich
rovnicich:
Y= (24+1)(2+1) =3 +4i

y4z2i=(241)(2—1i) =5.

Jejich fesenim jsou dvojice (y,z) = (3;4) a (y,z) = (5;0). Dvojice
(5;0) v8ak nevyhovuje podminkam tulohy. Zbyvajici feSeni obdrzime
zdménou ¥y, z a zménou znamének.

Resenimi dané rovnice jsou pouze nasledujici trojice:

(z,y,2) € {(£3;£3; £4), (£3; £4;+3)}.

2

Bez uziti predpokladu 22 je nejmensi (jedna z nejmensich hodnot) lze
celkovy pocet TeSeni dané tlohy stanovit pomoci poctu v8ech permutaci
slozek TeSeni. V uspofadané trojici (z,y,z) = (0;+3;+5) lze 0 umistit
na t¥i pozice (vzhledem k symetrii) a u ostatnich prvki ménit znaménka
22 = 4 zpiisoby, z ¢ehoz dostdvame 3-4 = 12 moznosti. Dalgich 12 moZnosti
ziskdme analogicky z trojice (x,y, z) = (0; £5; £3). Déle si uvédomme, Ze
v trojici (z,y, z) = (£3; £3; +4) lze &islo +4 umistit na tii pozice a zaroveii
zménit znaménka u vsech prvki celkové 22 = 8 zptisoby. Obdrzime tak
3-8 = 24 feSeni.

ZAVER: Existuje tedy pravé 48 feSeni dané tlohy viz pfedchozi odstavec.
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111 specidlni body
lezici na jedné primce V

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

Clanek je pokracovanim tématu o zajimavych trojicich bodt, které lezi
na jedné primce. Nyni uvadime tlohy, v nichz se vyuziva geometrickych
zobrazeni a také vztahy mezi velikostmi thli mezi nékterymi pfimkami
v trojihelnicich a ¢tyfahelnicich. Také se zde ¢asto vyuziva vztah mezi
obvodovym a stfedovym thlem p¥islusné tétivy kruznice.

Priklad 1

Na obr. la je znazornén pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB.
Nad jeho stranami jsou vné trojuhelniku sestrojeny ¢tverce [JBA, KLCB,
MNAC. Stiedy tusecek JK, LM, NI postupné ozna¢me U, V, W a patu
vysky z vrcholu C ke strané AB ozna¢me P. DokaZte, Ze na jedné p¥imce
lezi body

a) C, B, U (analogicky body C, A, W),

b) VvV, C, P.
v L
M
K
N C
A P B
U
w

I J

Obr. la
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Resent.
a) Necht bod B’ je obrazem bodu B ve stfedové soumeérnosti se stie-
dem U. Odtud plyne, ze ¢tyfihelnik JB'K B je rovnobéznik (obr. 1b).

L
v
M
K
C
N
O
P B
P/ A — ! !
'\ U
w B
L/
I J
Obr. 1b

Z rovnosti [ BKB'| + [ JBK| = 180° a | JBK| + [t ABC| = 180°
plyne, 7e [ BKB'| = |X ABC|. Dale |B'K| = |JB| = |AB]|, |BK| = |BC|.
Podle véty sus jsou tedy trojihelniky B'’KB a ABC shodné. Proto je i
|<xB'BK| = 90°.

Z toho plyne zavér, ze body C, B, U lezi na jedné pifimce.

b) Zde vyuzijeme otoceni se stfedem O &tverce ACM N o —90°. V tomto
piipadé se trojuhelnik ALM zobrazi na trojihelnik NL'C, trojuhelnik
APC se zobrazi na trojuhelnik NP'A a trojihelnik MCV se zobrazi na
trojuhelnik CAV'. Odtud plyne, Ze body V', C’, P’, atedy i body V, C, P
lezi na jedné piimce. Tim je dikaz hotov.

Priklad 2

Na obr. 2 je znézornén trojihelnik ABC. Nad jeho stranami jsou vné
trojuhelniku sestrojeny ¢tverce IJBA, KLCB, MNAC. Usecky AL a BM
se protinaji v bodé P. Dokazte, Ze na jedné piimce lezi body

a) N, P, K,

b) C, P, O, kde O je st¥ed &tverce [.JBA.
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Pozndmka. 7 dikazu vyplyva, Ze v8ech osm thld, a to BPK, KPL, LPC,
CPM, MPN, NPA, APO, OPB, ma velikost 45°.

L
M
C
1% K
N
A B
0]
I J
Obr. 2

Resent. Dikaz provedeme pro ostrouhly trojuhelnik ABC, tvrzeni ale
plati pro jakykoli trojuhelnik.

a) Usetka BM se v otoceni se stfedem v bodé C o tihel o velikosti
90° zobrazi na usecku LA, proto usecky BM a LA jsou vzajemné kolmé.
Sestrojime-li tedy kruZnici s praimérem AM, prochazi tato kruznice také
body C, P, N. Diky tomu maji obvodové thly NCM a N PM nad tétivou
MN kruznice velikost 45°.

Analogicky pro kruznici s primérem BL plati, ze velikost thlu K PL
je 45°.

Takze dostavame, ze soucet velikosti thla NPM, MPL, LPK je 180°,
coz znamena ze body N, P, K lezi na jedné pfimce.

b) Uhly APB a AOB jsou pravé, proto body A, O, B, P lezi na kruz-
nici s primérem AB. A jelikoz maji thly ABO, BAO velikost 45°, maji
diky vlastnosti obvodovych thla takovou velikost i ihly APO, BPO. To
znamend, ze usecka PO puli thel APB. A jelikoz tsetka C'P pili thel
MCL, lezi body C, P, O na jedné piimce.
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Priklad 3

Na obr. 3 je znazornén trojuhelnik ABC. Nad jeho stranami jsou vné
sestrojeny ¢tverce IJBA, KLCB, M N AC, jejich stfedy jsou postupné O,
R, S. Patu vysky z bodu O na pfimku RS oznac¢me Q. Dokazte, Ze body
0O, @, C lezi na jedné piimce.

Pozndmka. Priklad ukazuje, Ze na pfimkach OC, RA, SB lezi vysky troj-
thelniku ORS.

L
M
C
: R
S “ K
P
N
A B
(0]
I J
Obr. 3

Resend. Trojuhelniky CSR a CNK jsou stejnolehlé se stiedem stejnoleh-
losti C', proto jsou piimky SR a N K rovnobézné.

V prikladu 2 je dokazéano, ze primka OC' je kolma na piimku N K, proto
je pfimka OC kolmé i na pfimku SR, a proto body O, @, C lezi na jedné
pFimce.

Piiklad 4 (Fermativ bod)

Na obr. 4 je trojuhelnik ABC jehoz v8echny vnitini ihly jsou mensi nez
120° a vné nad jeho stranami jsou sestrojeny rovnostranné trojihelniky
KBA, LCB, MAC. Ozna¢me F prusecCik piimek AL a BM. Dokazte, Ze
body K, F, C lezi na jedné piimce.
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Poznamka.

1. Uloha muize také znit: Dokaite, Ze se piimky KC, LA, M B protinaji
v jednom bodé.

2. Z nasledujictho dukazu je téz patrné, ze tsec¢ky KC, LA, M B jsou
stejné dlouhé.

3. A z dukazu je téZ patrné, ze kazdé dvé z primek KC, LA, M B svitaji
ihel o velikosti 60°.

4. Bod F se nazyva Fermativ bod.

M
C

K
Obr. 4

Regeni. Obrazem tsecky AL v otodeni se stfedem C' o —60° je tsecka
M B. Priisecik obou tsecek je bod F. Diky tomuto otoceni je |X AFM| =
= |XBFL| = 60°. Jelikoz je také |[X ACM| = |XBCL| = 60°, jsou Ctyi-
thelniky AFCM, BFCL tétivové. KruZnice opsané témto ¢tyfuhelniktim
se protinaji v bodé F.

Protoze |X AFM| = 60°, je X AFB| = 120°, a jelikoz |t AK B| = 60°,
lze opsat kruZnici i ¢tyfuhelniku AK BF'.

Jelikoz je ¢tyfuhelniku AFCM opséna kruznice a [ CAM| = 60°, do-
staneme |[XCFM| = 60°. Podobné je |[XAFK| = 60°. To znamena, ze
body K, F, C lezi na jedné piimce.

188 Matematika — fyzika — informatika 32 (3) 2023



Priklad 5

Jsou dany dvé kruznice I, m, které se protinaji v bodech S, Q. A je
dana kruznice k se stfedem S, ktera protina obé kruznice [, m v bodech
A, B, C, D, jak ukazuje obr. 5. Uvazujeme ptipad, kdy se pfimky AB a
CD protinaji v bodé P. DokaZte, Zze body S, @, P lezi na jedné piimce.

Obr. 5

Resend. Zde vyuzijeme zobrazeni kruhovou inverzi pomoci kruznice k. V ni
se kruznice [, m zobrazi postupné na piimky AB, C'D. V této inverzi se
také zobrazi prisecik kruznic [, m na prusecik P piimek AB, C'D. A jelikoz
v kruhové inverzi lezi jeji stfed a zobrazovany bod a jeho obraz na jedné
primce, lezi tedy body S, @), P na jedné piimce.

Priklad 6

Na pfimce jsou dany ¢tyii body A, B, C, D. Dvé kruznice s praméry
AC' a BD se protinaji v bodech S, @ (obr. 6). Uvniti usecky SQ je zvolen
libovolny bod R # T, kde T je prusecik pfimek AB, SQ. Piimka CR
protne jednu kruznici v bodé K a pfimka BR protne druhou kruznici
v bodé L. Pfimky AK a DL se protinaji v bodé P. Dokazte, Ze body S,
Q, P lezi na jedné piimce.

Reseni. Abychom dokazali, Ze se primky AK a DL protinaji s primkou
SQ v jednom bodé, musime dokazat, Ze

ITA| - tg|XTAK| = |TD| - tg |XTDL|.
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VyuZijeme toho, Ze trojihelniky ACK a RT'C jsou podobné podle véty uu,
takZe budeme dokazovat, ze

|TA|-tg|[XTRC|=|TD|-tg|XTRB,
|TC| |TB|

’ @ =| |- wy

ITA|-|TC| = |TD|-|TB|.

ITAl

e

Obr. 6

Jelikoz bod T lezi na chordale danych dvou kruznic, tak pozadované
rovnost plati, a tim je tedy diikaz dokoncen.

Priklad 7

Je déna kruznice k se stfedem S a uvnitt této kruznice bod A # S.
Bodem A jsou vedeny tii tétivy. U kazdé této tétivy jsou v krajnich bodech
sestrojeny te¢ny ke kruznici k. Tyto te¢ny se vzdy protnou v jednom bodé.
Dokazte, ze vzniklé tii pruseciky tecen lezi na jedné piimce.

Resend. Situace je CGastefné zndzornéna na obr. 7. Na tomto obrazku je
jedna tétiva KL, kterd ma stfed v daném bodé A. To je z duvodu, ze
takovato tétiva poslouZi k dikazu tvrzeni. A nevadi, Ze je pouZita pravé
tato tétiva, nebot tvrzeni mé platit pro jakoukoliv t&tivu prochazejici bo-
dem A. Na obr. 7 také nejsou znazornény tii tétivy, ale je tam jeSté jen
jedna dalsi tétiva M N. To opét nevadi, protoze kdyz tvrzeni dokazeme
pro tuto tétivu, tak stejny postup se pouzije i pro dalsi tétivy.
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Obr. 7

Sestrojime kruZnici p nad primérem SA. Jejim obrazem v kruhové in-
verzi s kruznici k je pfimka p’ prochéazejici bodem A’, ktery vznikne jako
prusecik tecen ke kruznici £ v bodech K, L, a je kolm4 na pfimku AA’.

KruZnice p protina tétivu M N v bodé B, coz je tied usecky M N, nebot
tthel SBA je pravy. Pomoci kruhové inverze se bod B zobrazi na bod B’
leZici na piimce p’. Podle definice kruhové inverze plati

|SB|-|SB'| = |SN|>.

To je ale zaroveni Eukleidova véta o odvésné pro trojahelnik SNB’, coz
znamend, ze thel SN B’ je pravy, a tedy bod B’ lezi na te¢né ke kruZnici k
v bodé N. Tim je diikaz hotov.

Priklad 8

Je dan rovnoramenny pravouhly trojuhelnik ABC' s pifeponou AB.
Stiedy stran AB, BC' ozna¢me postupné D, F. Sestrojime p¥imku p, ktera
prochézi bodem A a svira s pfimkou AB thel o velikosti 15°, viz obr. 8a.
Také sestrojime piimku ¢, ktera prochézi bodem B a svira s piimkou AB
thel o velikosti 30°. Priisecik piimek p, ¢ ozna¢me F'. Dokazte, ze body
D, E, F lezi na jedné pfimce.
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Obr. 8a

Regent. Jelikoz v tloze pracujeme s nasobky dhlu o velikosti 15°, zku-
sime doplnit pravothly trojihelnik ABC o rovnostranny trojuhelnik ABG
(obr. 8b). Jeho stied ozna¢me O.

G

Obr. 8b

V uvedeném rovnostranném trojihelniku je velikost thlu ADG rovna 90°.
Diky symetrii podle pfimky BO jsou velikosti thlia FFAG a FG A rovny 45°,
proto ma thel AF'G velikost také 90°. Tim padem lezi body A, D, F, G
na Thaletové kruZnici nad primérem AG. Nad tétivou F'G této kruZnice
maji obvodové thly velikost 45°, proto i tthel F' DG ma velikost 45°. Proto
je pfimka DF rovnobé&zna s piimkou AC.

A jelikoz je bod E stiedem strany BC, je diky stejnolehlosti se stie-
dem B piimka DE rovnobé&zné s primkou AC.

Vidime tedy, ze piimky DF, DFE splyvaji, a tak body D, F', E lezi na
téZe primce.
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Ulohy k samostatnému reSeni

Uloha 1

Je dana kruznice k(O;r) a bod A vné této kruZnice. Sestrojte body
S, P, které lezi na kruznici k a na primce prochézejici bodem A a plati
|AS| = |SP].
Uloha 2

Dokazte tvrzeni z pfikladu 2 pro tupouhly trojuhelnik ABC' s tupym
thlem pfi vrcholu C.
Uloha 3 (Napoleonova véta)

Dokazte, ze stfedy rovnostrannych trojuhelniki AKB, BLC, CMA
v piikladu 4 tvoii vrcholy téZz rovnostranného trojuhelniku.
Uloha 4

Plati tvrzeni z piikladu 4 i pro pfipad, Ze rovnostranné trojuhelniky
nejsou piipsany stranam trojtuhelniku ABC z vnéjsi strany, ale jsou pri-
psény stranam trojuhelniku ABC do polorovin, v némz lezi trojuhelnik
ABC?
Uloha 5

Dokazte, ze stfedy Ctyr ¢tverci, které jsou vné pripsany stranam rov-
nobézniku, jsou vrcholy dalsiho étverce.
Uloha 6

Dokazte, ze v prikladu 5 jsou te¢ny ke kruznicim I, m v bodé S rovno-
bé&Zzné s pfimkami a, c.
Uloha 7

Plati tvrzeni z prikladu 7 i v pfipadé, kdy bod A lezi pfimo na kruZnici k,
nebo vné kruznice k7
Uloha 8

DokaZte, ze bod O na obr. 8b je stfed kruZnice vepsané Ctyfuhelniku
AFHC.
Uloha 9

Dokazte, ze trojihelnik HIJ na obr. 8b je rovnostranny.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Bod Q budiz prise¢ikem kruznic 1(O; 2r) a m(A; r). Diky stiedové
soumeérnosti se stfedem S jsou trojuhelniky POS a AQS shodné. Proto
je S st¥ed tsecky OQ. Uloha ma dvé Feseni pro kazdy bod A lezici uvnit¥
mezikruzi omezeného kruznicemi k a [.

Matematika — fyzika — informatika 32 (3) 2023 193



Uloha 2: Ditkaz je veden tplné stejné jako v piikladu 2.
Uloha 3: K dikazu je mozné pouzit avahy z piikladia 2 a 3.
Uloha 4: Plati. Ditkaz je mozné vésti uplné stejné jako v piikladu 4.
Uloha 5: Mame rovnob&znik ABC D. Piipsané ¢tverce jsou IJBA, KLCB,
MNDC, OPAD. Stiedy téchto ¢tverca postupné jsou U, V, X, Y. Plati
[UB| = |XC|, |BV| = |CV], |XKUBV| = |XXCV]|. Tedy trojthelniky
UBV, XCV jsou shodné a vzajemné& otocené o 90°. Proto je [UV| = | X V|
a jsou tyto tisecky kolmé.
Uloha 6: Napf. teéna v bodé S ke kruznici [ je kolma na pramér této
kruznice prochazejici bodem S. Stejné tak je tomu se se¢nou AB této
kruznice.
Uloha 7: Plati. Dikaz je stejny jako v piikladu 7.
Uloha 8: 7 obr. 8b je patrné, ze znézornéné primky déli vnitini ahly ve
¢tyrahelniku AFHC.
Uloha 9: Piimka HI je kolma na pifmku DG atd.
Zaveér
Tento ¢lanek je pokrac¢ovanim tématu o tfech zajimavych bodech v ge-
ometrickych utvarech, které lezi na jedné piimce. Oproti predchozim ¢lan-
kim jsou zde k dikaziim vyuzivana prevazné geometrickd zobrazeni a véta
o obvodovych thlech v kruznici. Nejvice zde byly vyuzity publikace [1-6].
Problematika t¥{ zajimavych bodu lezicich na jedné pfimce bude pokra-
¢ovat i v navazujicim ¢lanku.

Literatura

[1] Bocek, L., Zhouf, J.: Planimetrie. 2. rozsifené vydani, PedF UK, Praha,
2012.

[2] Cozeter, H. S. M., Greitzer, S. L.: Geometry revisited. The Mathematical
Association of America, 1967.

[38] Cozeter, H. S. M.: Introduction to Geometry, second edition. John Wiley
and Sons, 1989.

[4] Honsberger, R.: Mathematical Chestnuts from Around the World. The
Mathematical Association of America, 2001.

[5] Svrcek, J., Vanzura J.: Geometrie trojahelnika. SNTL, Praha, 1988.

[6] Surcek, J.: Tvorba a vyuziti gradovanych fetézcii matematickych tloh. UP,
Olomouc, 2009.

194 Matematika — fyzika — informatika 32 (3) 2023



Pocitame bez kalkulacky

JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Obsah tohoto pfispévku tvoii odvozeni, popis a aplikace dvou uzitec-
nych metod (praktickych postupt) pro rychly vypodet dvojmoci (pfiroze-
nych) &isel, ktera kon¢fi ¢islici 5, a na prezentaci snadného vypoétu druhych
mocnin dvojmistnych pfirozenych ¢isel zacinajicich ¢islici 5. Poznatky,
které v tomto ¢lanku najdete, lze pfitom piimo (bez jakékoliv obsahlé
propedeutiky) pfenést mezi zaky nasich stfednich i zakladnich skol!).

V celém piispévku vystacime pouze se dvéma zakladnimi algebraic-
kymi formulemi (vzorci) — se zndmym vzorcem pro umocnéni dvojélenu
na druhou a se vzorcem pro rozdil druhych mocnin realnych (zde speci-
alné pfirozenych) &isel.

Druhé mocniny pfirozenych ¢isel konéicich é&islici 5

Libovolné pfirozené ¢&islo n, které konéi &islici 5, lze zapsat ve tvaru
n = 10a 4 5, kde a je pfirozené ¢islo. Pro jeho druhou mocninu pak plati

n? = (10a + 5)* = 100a”® 4 100a + 25 = a(a + 1) - 100 +25. (1)

V fadu stovek na pravé strané (1) tak obdrzime sou¢in dvou po sobé
jdoucich pfirozenych ¢&isel a, a + 1 a soucasné vidime, Ze posledni dvojéisli
¢isla n? je vidy 25. Odtud je jiz patrny algoritmus snadného vypodtu
dvojmoci prirozenych ¢isel konéicich ¢islici 5.

Napf. pro a = 4, tj. n = 45, tedy podle (1) plati

452 = (10-4+5)2 =4-5-100 + 25 = 2000 + 25 = 2025,
nebo pro a = 11, tj. n = 115, dostaneme

1152 = (10- 11 + 5)2 = 11- 12 - 100 + 25 = 13200 + 25 = 13 225.

1) Modifikovany obsah tohoto pifspévku byl pivodn& urden tcastniktim podzimni
gkoly MAKOS, ktera se konala v zari 2021 v Orlickych horéach, a je prevzat s laskavym
svolenim editort z minisborni¢ku ,,Zapisky z 29. podzimni skoly péfe o matematické
talenty — MAKOS 2021¢.
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Vypocéty obou vyse uvedenych druhych mocnin lze tak bez vétsich pro-
blému provést primo ,,z hlavy*.

Obdobné lze postupovat také pfi rychlém vypocétu druhych mocnin
dvojmistnych pfirozenych &isel za¢inajicich &islici 5, tj. pFirozenych &isel
majicich na misté desitek pétku.

Druhé mocniny é&isel 50, 51, 52, ..., 59

Dvojmistna pfirozena ¢&isla m zacéinajici ¢islici 5 lze zapsat ve tvaru
m = 50 + b, kde b je ¢islice desitkové soustavy. Pro jejich druhé mocniny
tak plati

m? = (50 + b)2 = 502 + 2- 50 - b+ b? = 2500 + 100D + b (2)
Uzitim (2) tak napf. pro b = 3, tj. m = 53, obdrzime
53% = (50 + 3)% = 2500 + 100 - 3 + 9 = 2809
nebo napf. pro b =7, tj. m = 57, dostaneme
57% = (50 + 7)% = 2500 + 100 - 7 + 49 = 3 249.

Také oba tyto vypocty lze snadno provést ,z hlavy“ (bez pouziti kalku-
lacky).

Pozndmka. Ke snadnému vypoétu hodnoty 552 = 3025 Ize pfitom pouiit
obou vySe uvedenych vztahi — (1) i (2).
Neékteré uziteéné aplikace

Zavérem uvadime nékolik typickych piikladi, pri jejichz vypocétu vyu-
7ivame podstatnym zptusobem vztahy (1) a (2).

a) Vyuziti vzorce
A? —-B*=(A-B)(A+ B),

kde A, B jsou libovolna realna (zde pfirozena) &isla:
Piiklad 1
3555 = (45 — 10)(45 + 10) = 45% — 10? = 2025 — 100 = 1 925.

Piiklad 2
35 -85 = (60 — 25)(60 + 25) = 60 — 25? = 3600 — 625 = 2975.
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Piiklad 3
84-86= (85— 1)(85+1) =852 — 12 = 7225 — 1 = 7224.

Piiklad 4
5357 = (55 — 2)(55 + 2) = 55% — 22 = 3025 — 4 = 3021.

Priklad 5
47-54 = (50 —3)(50+4) =
=5024+1-50—12=2500+ 50 — 12 = 2538.
Piiklad 6
5552 = 55 - 56 - 100 + 25 = 55 - (55 4+ 1) - 100 + 25 =
= (552 4 55) - 100 + 25 = (3025 + 55) - 100 + 25 = 308 025.

b) Vyuziti vzorce
(A+ B)? = A2+ 2AB + B?,

kde A, B jsou libovoln4 realna (pfirozend) ¢isla:
Priklad 7

49% = (50 — 1)% = 2500 — 100 + 1 = 2401.
Priklad 8

86% = (85 + 1) =852 +2-85-1+ 1= 7225+ 170 + 1 = 7396.

Priklad 9
29-33 = (31-2)(31+2) = 312 2% = (30+1)*—4 = (900+60-+1)—4 = 957
nebo pfipadné také

29-33 = (30 —1)(30 + 3) = 30 +2-30 — 3 = 900 + 60 — 3 = 957.

7 teSeni vyse uvedenych deviti prikladt je patrné, Ze zrucny poctar
miZe viechny tyto tlohy (a také drtivou vétsinu jim podobnych) vypoéitat
snadno a rychle — bez pouziti kalkulacky.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 31. 12. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni reSeni tloh radi uvefejnime.

Uloha 287
Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC' s pfeponou BC'. Osa
vnitintho thlu pfi vrcholu B protind vysku AR a odvésnu AC daného
trojuhelniku po fadé v bodech P a Q. Dokazte, Zze |CQ| = 2| PR)|.
Jaroslav Suréek
Uloha 288

Pro nezaporné realna &isla x, y uvazujme nerovnost

Mzgﬂ_g
1+z+y

a vyraz V(z,y) = V& + /Y.
a) Najdéte mnozinu M; v8ech moZnych hodnot vyrazu V pro dvojice
nezadpornych x, y, které vyhovuji uvedené nerovnosti.
b) Najdéte mnozinu M, vSech moZznych hodnot vyrazu V takovych, Ze
pro libovolnou dvojici nezapornych redlnych ¢isel x, y, pro kterou

V(x,y) € My, plati uvaZovana nerovnost.
Jdan Mazdk

Déle uvadime feseni tiloh 283 a 284, jejichz zadan{ jsme zvefejnili v prv-
nim ¢isle aktualniho (33.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 283
Urcete nejmensi pfirozené ¢islo n, které dava soucasné pti déleni tfemi
zbytek 2, pri déleni ¢tyfmi zbytek 3, pii déleni péti zbytek 4 a pii déleni
¢islem 2023 zbytek 1.
Jaroslav Svrcek

Resent (podle Karola Gajdose). Podle zadani je ¢islo n+ 1 délitelné tfemi,
Ctyfmi i péti, tedy je délitelné jejich nejmensim spoleénym nasobkem 60.
Existuje tak pfirozené ¢islo m, ze n + 1 = 60m. Dale ze zadan{ vidime,
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ze Cislo n 4+ 1 dava pii déleni ¢islem 2023 zbytek 2, existuje tak pfirozené
¢islo k, ze plati 60m = n + 1 = 2023k + 2. Odtud plyne, ze k je sudé
¢islo, tedy k = 2p pro pfirozené &islo p a tedy 30m = 2023p + 1. Cislice
na misté jednotek v celém nezaporném c¢isle p je nutné 3, tedy existuje
celé nezaporné ¢&islo g, ze p = 10q + 3. Dosazenim dostaneme po tpraveé
3m = 2023q + 1. Jelikoz ¢&islo 2023 dava pii déleni tfemi zbytek 1, musi
¢islo ¢ pii déleni tfemi davat zbytek 2. Cislo n bude nejmensi, pravé kdyz
bude nejmensi k, tedy p i ¢. Nejmensi celé nezaporné ¢islo ¢, které pii
déleni tfeni dava zbytek 2 je ¢ = 2, odtud p = 23, tedy k = 46, a proto
n+1=2023 46 + 2 = 93060, a tak hledané ¢islo n je rovno 93 059.

Jiné teseni. Stejné jako v predchézejicim reSeni budeme hledat pfirozena
¢isla m a k, pro ktera plati

60m =n+1=2023k +2 = (6034 — 17)k + 2 = 60 - 34k — (17k — 2).

Hledame tak nejmensi pfirozené ¢islo k, pro které je 17k — 2 délitelné
Sedesati. Jelikoz 60 = 3-4-5, vidime odtud, Ze &islo k pti déleni tfemi dava
zbytek 1, pfi déleni ¢tyimi zbytek 2 a pri déleni péti zbytek 1. Proto je ¢islo
k + 14 délitelné jak tfemi, tak i ¢tyimi a péti, tedy je délitelné Sedesati.
Cislo n bude nejmensi, pravé kdyz bude nejmensi k, tedy i k+14. Nejmensi
¢islo délitelné 60 tvaru k + 14, kde k je pfirozené ¢islo, je 60, tedy k = 46,
a proto stejné jako v predchézejicim feseni n = 93 059.
Jiné feseni (podle Tomdse Hausera). UZzijeme ¢inskou vétu o zbyteich.
e 4-5-2023 =40460. Toto ¢islo pii déleni tfemi dava zbytek 2.
e 3-5-2023 = 30345. Navic ¢islo 3 - 30345 = 91035 pii déleni ¢tyimi
dava zbytek 3.
e 3-4-2023 = 24276. A c¢islo 4 - 24276 = 97104 pii déleni péti dava
zbytek 4.
e 3-4-5=60. Plati 60 - 1787 = 107220 = 53 - 2023 4+ 1 a toto ¢islo tak
pri déleni ¢islem 2023 dava zbytek 1.
7 predeslych avah plyne, ze ¢islo

40460 491035 + 97104 + 107220 = 335819

dava po déleni tfemi zbytek 2, po déleni ¢tyfmi zbytek 3, po déleni péti
zbytek 4 a po déleni 2023 zbytek 1. V8echna takova cela ¢isla pak maji
tvar

335819+ 3-4-5-2023k = 335819 + 121 380k,
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kde k je celé ¢islo. Nejmensi prirozené Cislo dané vlastnosti tak ziejmé
dostaneme pro k = —2 a tim bude hledané ¢islo

n = 335819 4 121380 - (—2) = 93 059.

Spravna reSeni zaslali Fliska Andrijskovd, Jachym Kouba, Radim Krska,
Jindrich Kukla, Jan Polivka, Lucian Poljak a Lenka Poljakovd, vSichni
z GJS v Prerovs, Karol Gajdos z Trnavy, Tomds Hauser z Kolina, Anton
Hndth z Moravan a Petr Kneys z Jablonce nad Nisou.

Uloha 284
Jsou dany dva ruzné body A, B a pfimka p rovnobézna s useckou AB.
Na pfimce p najdéte viechny body C, pro které je soudin |AC| - |BC| co

neJmenst. Pavel Caldbek

Resent. Vyska ke strané AB trojthelniku ABC je pro viechny body C
primky p rovna vzdalenosti rovnobéznych pifimek AB a p, tedy obsah
v8ech takovych trojuhelniki je stejny, oznacme jej S. Oznacme -y velikost
vnitfniho thlu trojihelniku ABC' pii vrcholu C' a R polomér kruznice
jemu opsané.

Podle zndmého vzorce pro obsah trojuhelniku a podle sinové véty plati

[AC| - |BC| - |AB|
4R '

S = %\AC| -|BC|siny =

Jelikoz S a |AB| jsou konstantni, sou¢in |AC|-|BC| bude nejmensi, pravé
kdyz tuto vlastnost bude mit R. Pfitom si uvédomme, Ze nejmensi mozny
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polomér mezi kruZnicemi prochéazejicimi body A a B ma kruZnice kap

s prumérem ADB. Podle toho, zda tato kruznice ma s p¥imkou p spoleény

bod uvazujme dvé moznosti.

a) Pokud je vzdalenost pfimek AB a p nejvySe rovna |AB|/2, mé& kap
aspoii jeden spolecny bod s pfimkou p, ten je pak hledanym bodem C.
Pritom pokud je vzdalenost pfimky p od pfimky AB mensi nez |AB|/2,
existuji dva priseéiky kap a p, pokud je rovna |AB|/2, existuje takovy
bod jediny.

b) Pokud je vzdalenost pfimek AB a p vétsi nez |AB|/2, méa nejmensi
mozny polomér kruznice, ktera prochazi body A a B a dotyka se pfim-
ky p. Timto bodem dotyku C pak bude prusecik osy usecky AB s pfim-
kou p.

Jiné reseni. Umistéme body A, B do souradné soustavy tak, ze A = [—1,0],

B = [1,0] a pfedpokladejme, Ze piimka p ma vzdalenost ¢ > 0 od osy x.

Libovolny bod C' piimky p tak méa souradnice [z, q]. Misto zadaného sou-

¢inu ekvivalentné minimalizujme jeho druhou mocninu, plati tak

[ACP - |BCP = (¢ +1)° +¢°) - ((z = 1)* + ¢%) =
= (2* =1 +2¢°(2" + 1) + ¢* = (¢® =1+ ¢*)* + 4¢>.

Problém minimalizace sou¢inu |AC| - |BC| jsme touto upravou pievedli
na minimalizaci vyrazu V = |22 — 1+ ¢?|. Vidime, Ze pokud ¢ < 1, nabyva
vyraz V minima 0 v bodé = = £4/1 — ¢2. Bod C[£+/1 — ¢?, q] pak lezi,
jak snadno ovéfime, na kruZnici se stfedem [0, 0] a polomérem 1, tedy na
kruznici s priimérem AB. Pro p > 1 nabyva vyraz V svého minima ¢? — 1
v bodé x = 0, bod C[0, g] pak lezi na priseciku osy y s pfimkou p, pfifemz
osa y je sou usecky AB.

Yt Cla,q p

Al-1,0] B[1,0] &

Spravnéa feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Petr Kneys z Jablonce nad Nisou.
Netiplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
Pavel Calabek
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FYZIKA

Jack St. Clair Kilby

(ke stému vyroc¢i narozeni)

JITKA HOSKOVA PROKSOVA
Fakulta pedagogicka ZéU, Plzen

Pocatkem listopadu tohoto roku by se Jack Kilby dozil sta let. Ve 20.
stoleti tento americky inZzenyr vyznamné pfispél k realizaci prvniho inte-
grovaného obvodu. I dalsimi vynalezy ukazal, jak aplikované fyzika dokaze
promeénit svét. V roce 2000, ve svych sedmasedmdesati letech, byl za svij
prinos ocenén spolu s dalsimi dvéma laureaty Nobelovou cenou za fyziku.
Jack (celym jménem Jack St. Clair) se naro-
dil 8. listopadu 1923 v Jefferson City v americ-
kém staté Missouri manzelim Hubertovi a Vine
Freitag Kilbyovym. Détstvi prozil v Great Bend
v Kansasu, kde jeho otec pracoval jako mana-
zer mistni energetické spole¢nosti Kansas Power
Company. V rodiné vyrustal spole¢né se sestrou
Jane. V obdobi Jackova dospivani doglo k udéa-
losti, ktera zfejmé ovlivnila jeho profesni smé-
fovani. Silna snéhova boufe tehdy pferusila do-
davky elektfiny na vétsiné Stiedozapadu, znicila

Jack Kilby (zdroj: [4])  telefonické vedeni a mmnoho elektrickych pfiva-

décia. Hubert Kilby se snazil udélat vSe, co bylo

tfeba, aby pomohl svym zékazniktim v nastalych nesnézich. Prostfednic-

tvim amatérského radia komunikoval jak se svymi zaméstnanci, tak se

zéakazniky. Usili otce zazehlo v mladém Jackovi zajem o elektrotechniku,
posléze ziskal licenci FCC!) a postavil si vlastni radiostanici [1, 2].

DFCC je zkratka Federal Communications Commission (Federalni komise pro komu-
nikaci) — tato komise odpovida za spravu a licencovani elektromagnetického spektra pro
komer¢ni i nekomer¢ni uzivatele.
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Po dokonceni stfedni skoly zacal Kilby studovat elektroinzenyrstvi na
University of Illinois v Urbana-Champaign, kde dfive ziskali bakalafsky
titul i jeho rodic¢e. V té dobé se USA zapojily do druhé svétové valky a
Jack se zanedlouho také ptihlésil do spojovaciho sboru americké armady.
Své zkuSenosti s radiovysilanim zarod€il pfi zajistovani komunikace men-
Sich jednotek se zbytkem armady. Pritom realizoval napady, jak vylepsit
standardni radiostanice ¢astmi, které lépe vyhovovaly podminkédm, v nichz
byly nasazené [2].

V roce 1947 ukonéil Kilby studium elektrotechniky na Illinoiské univer-
zité v Urbana-Champaign titulem B.S?). Zacal pracovat v divizi Centralab
spolecénosti Globe Union, Inc. v Milwaukee ve Wisconsinu. Kromé navr-
hovani soucastek pro radia a televizory pokracoval v magisterském studiu
na univerzité ve Wisconsinu, kde v roce 1950 promoval (M.S.?)).

Vzhledem ke Kilbyho odbornému zaméieni ho spole¢nost Globe Union,
Inc. vyslala v roce 1952 do Bellovych laboratori v  Murray Hill v New
Jersey, aby se béhem dvoutydenniho kurzu dozvédél vic o novych polo-
vodiovych soucastkiach — tranzistorech. Bylo zfejmé, Ze pfevratny objev
uéinény v Bellovych laboratofich v roce 1947 povede k prilomu v oblasti
aplikované elektrotechniky, a proto si Centralab koupil na vyrobu tran-
zistort licenci.”) Jacka Kilbyho tranzistory nadchly, ale v&iml si hned i
problému, jimz byl velky pocet elektrickych spojii na omezeném prostoru.
Nebyl jisté sam, kdo se tehdy zabyval feSenim, jak zefektivnit vyrobu slo-
zitych obvodi. Koncepce snadného propojovani soucastek obvodu podle
konkrétni potfeby narazela na ,tyranii mnozstvi“. Tim pojmem se ozna-
¢ovaly potize, které vznikaly u slozitych obvodu s az tisicem propojenych
soucastek — tyranie mnozstvi s sebou pfinasela poruchovost kontaktt i né-
roky na vyrobu takovych obvoda. Po svém néavratu z Bellovych laboratofi
se Kilby zacal vénovat moznosti uziti tranzistorti na bazi germania. Vy-
zkum miniaturizace obvodu pred néj postavil rozhodnuti odejit z Centralab
do spole¢nosti, ktera by disponovala vétsimi zdroji [3].

V roce 1958 nasel uplatnéni ve firmé Texas Instruments Incorporated
(TT) se sidlem v Dallasu. Jako ¢erstvé pfijaty inZenyr nemél narok na
dovolenou, a tak se mohl béhem léta soustiedit na feSeni elektrického ob-

2)Bachelor of Science — bakalaf pfirodnich véd

3)Master of Science — titul magisterského stupné v anglosaském vzdélavacim systému,
Ceskym ekvivalentem je titul Mgr. nebo Ing.

4)Za objev tranzistoru ziskal tym z Bellovych laboratoii (ve slozeni William Shockley,
John Bardeen a Walter Brattain) roku 1956 Nobelovu cenu za fyziku.
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vodu na jediné polovodi¢ové desti¢ce. Kilbyho napadlo vyrobit z polovodice
v8echny soucastky obvodu —i ty pasivni, pro které se tenkrat pouzivaly lev-
néjsi materialy. Po nékolika tydnech se mu podarilo svou vizi realizovat.
Postavil obvod, ve kterém byly vSechny soucastky vyrobeny na jediném
kusu polovodi¢ového materidlu o velikosti 11 X 2 mm, zhruba poloviny
kancelaiské sponky.”) Sklenénou desticku s pfilepenym platkem germania,
na némz se nachézel jednoduchy oscilator, prezentoval na schiizce vedeni
TT 12. zafi 1958. Tato laboratorni demonstrace se zapsala do historie —
firma TI podala patent na prvni integrovany obvod 6. tnora 1959 [4, 5].

Problémem tyranie mnozstvi se v kalifornské firmé Fairchild Semicon-
ductor zabyval i Robert Noyce (1927-1990), pozdéjsi zakladatel spolecnosti
Intel. O par mésicii pozdéji, v ¢ervenci 1959, si nechal patentovat sviij na-
vrh mikroc¢ipu, u kterého misto skla pouzil kfemik. Ve Fairchild o aktivi-
tach TT védéli, a proto opatfili svou patentovou prihlasku mnoha detaily,
aby se s pfedchozim vynalezem konkurence nepiekryvala. Jejich peclivost
se vyplatila — 25. dubna 1961 ziskali prvni patent®), zatimco p¥ihlaska od
firmy TI byla jesté analyzovana — patent byl udéleny az roku 19647). To
mélo za nésledek pravni bitvu a vleklé patentové spory. Prvenstvi Jacka
Kilbyho v8ak bylo uznano, nicméné pochybovat nelze ani o nezavislé praci
a velkych zasluhach Roberta Noyceho. Proto jsou v mnoha publikacich
o historii polovodi¢t uvadéni jako vynalezci integrovaného obvodu oba
[5, 7].

Kdyz se o desitky let pozdéji ptali novinafi Kilbyho, zda si uz v dobé
vynélezu integrovaného obvodu uvédomoval jeho obrovsky vyznam, odpo-
védél: ,Myslim, Ze jsem védél, ze by mohl byt dilezity pro elektroniku. ..
jenze elektronika znamenala pfedevsim radio, televizi a prvni pocitace. Co
jsme ale nedocenili, bylo, jak moc se obor elektroniky rozsifi diky snizeni
cen do zcela jinych aplikaci, o kterych si nejsem védom, Ze by na né byl
tehdy nékdo vabec pomyslel“ [6].

Pozdéji Jack Kilby vedl tymy, které postavily prvni pocéitac s integro-
vanymi obvody, a stal se tak prikopnikem primyslovych i komerénich
aplikaci mikroc¢ipové technologie. V roce 1966 se podilel na vynélezu ru¢ni
kalkulacky, zaloZzené na integrovaném obvodu, ktery zvladal zakladni ma-
tematické operace jako je séitani, odc¢itani, nasobeni a déleni. K jeho vy-

5)Pro srovnani uvedme ptiklad ze soudasnosti — procesor Intel Sapphire Rapids, 44
miliard tranzistori, ¢iplety maji rozmér jednotek nm.

6)US patent 2959681 — Semiconductor scanning device.

7)US patent 3138743 — Miniaturized electronic circuits
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naleztim se Fad{ i termalni tiskdrna uzivané v pfenosnych datovych termi-
nélech. V roce 1969 obdrzel za své objevy Narodni medaili za védu, kterou
prevzal pfi ceremoniédlu v Bilém domé. O rok pozdéji zacal pracovat jako
nezavisly vynalezce, zabyval se napiiklad vyuzitim sluneénfho zafeni pro
vyrobu elektfiny. V jiz zminéném rozhovoru [6] vysvétluje i podminky
nékdejsiho vyzkumu v TI: [V 50. letech neexistovali zadni Skoleni polo-
vodic¢ovi inzenyfi. Lidé byli vtahovani do tohoto oboru z riznych oblasti,
nékteii byli fyzici, néktefi elektroinzenyti. Jednémi z nejlepsich navrhai,
jaké jsem kdy poznal, byli i absolventi oboru vyroba papiru, resp. che-
mie. Dnes maji lidé sklon silné se soustfedit na jednu oblast... Pro lidi
s vSeobecnym piehledem je nyni mnohem méné prilezitosti nez kdysi.“

V letech 1977 az 1985 se Jack Kilby vénoval akademické ¢innosti, pusobil
jako profesor elektrotechniky na Texas A&M University. Stal se drzitelem
vice nez 60 patenti, deviti ¢estnych doktorati a byl ¢lenem vyznamnych
organizaci a spole¢nosti, napf. Institute of Electrical and Electronics Engi-
neers (IEEE) a National Academy of Engineering (NAE). Neni proto divu,
ze byl v roce 1982 uveden do Narodni siné slavy vynélezcii — do spole¢nosti
takovych inovatora jako byli napiiklad Henry Ford, Thomas Alva Edison a
bratii Wrightové. V roce 1990 ziskal Narodni medaili za technologii a o tfi
roky pozdé&ji i vyznamnou Kjotskou cenu® . Na prelomu tisicileti, koncem
roku 2000, pak doslo k ocenéni nejvyssimu — za sviij podil na vynalezu inte-
grovaného obvodu obdrzel od Svédské kralovské akademie Nobelovu cenu
za fyziku. Spolu s nim ziskali druhou polovinu této ceny jesté dva fyzici:
7. 1. Alfjorov za zasadn{ praci v oboru informaéni a telekomunika¢ni{ tech-
nologie a Herbert Kroemer za vyvoj heterogennich polovodi¢ovych struk-
tur pouzivanych ve vysokorychlostni elektronice a optoelektronice [3, 4].

Televize, mobilni telefony, GPS, pocitace, védecké, 1ékarské ¢i letecké
pristroje — nékolik piikladt z mnoha, kde se mikrocipy pouzivaji. Od prv-
niho Kilbyho integrovaného obvodu se celosvétovy trh s mikro¢ipy neuve-
fitelné rozrostl a dal roste. V soucasnosti se na jednom ¢ipu nachazi az
desitky miliard tranzistort. Zastupci firmy Intel pfedpokladaji, Ze do roku
2030 prolomi hranici bilionu tranzistord na jednom ¢ipu [8].

Jack St. Clair Kilby zemfel v Dallasu ve svych jednaosmdeséti letech
20. ¢ervna 2005. V kampusu Texaské univerzity pfipomina jeho celozivotni
pfinos Kilbyho socha stojici v Texas Instruments Plaza.

8)Kjotska cena je nejvyssi japonské soukromé ocenéni za celozivotni dilo v oblasti
uméni a védy. Byla vytvorena ve spolupréci s Nobelovou nadaci a byva povaZovana za
japonskou verzi Nobelovy ceny.
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Kilbyho socha stojici v Texas Instruments Plaza (zdroj: UTD History, What’s
the Story)
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INFORMATIKA

Geometrickd zobrazeni v roviné
a jejich aplikace
ve vektorové grafice

JAKUB MAZUCH
PedF UK Praha — SPSE Je¢na — Jednota skolskych informatiki

V ramci stfedoskolské vyuky matematiky se zak gymnazia krom jiného
seznami s geometrickymi zobrazenimi v roviné. V souladu RVP G platnymi
od 1. zaft 2022 je Zdk sezndmen se shodnymi zobrazenimi (osovd a stiedovd
soumeérnost, posunuti, otoéent) a se stejnolehlosti. St¥edogkolské ucivo je
omezeno na zobrazeni z roviny do roviny. V kazdém takovém zobrazeni
prifazujeme tedy libovolnému bodu X roviny p jako jeho obraz praveé jeden
bod X’ téze roviny p (znadime X — X’). Jestlize specialné obraz X’ bodu
X s nim splyva, pak bod X = X’ se nazyva samodruzny bod.

Ke geometrickém zobrazenim lze pristupovat syntetickou a analytickou
(vypocetni) metodou. Analytickd vyjadfeni jednotlivych typt zobrazeni
lze vyjadrit matici. Zobrazeni rozlisujeme na:

e shodnosti e podobnosti

Shodnosti
Prosté zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zobrazenim (shodnosti),
pravé kdyz pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y’
(X —» X', Y = Y’) v tomto zobrazeni plati
| X'Y'| =|XY].

Zvlastnim piipadem shodnosti je identita, jez kazdému bodu X dané ro-
viny piifazuje prifazuje jako obraz tyz bod X' = X.
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P¥imé4 shodnost je kazda shodnost, ve které libovolny AABC a jeho
obraz AA’B’C’ jsou pfimo shodné trojihelniky, tedy p¥i ,,obihani“ jejich
hranic od bodu A pres bod B k bodu C a od bodu A’ pfes bod B’ do
bodu C’ postupujeme ve stejném smyslu otadeni. Nepiim4 shodnost je
kazda takova shodnost, v niz libovolny AABC a jeho obraz AA’B’C’ jsou
nepiimo shodné trojuhelniky, tedy pf¥i ,,obih&ni“ jejich hranic od bodu A
pies bod B k bodu C a od bodu A’ pfes bod B’ do bodu C’ postupujeme
v opacnych smyslech otéceni.

Afinnd zobrazent lze vyjadrit matici:
abm

A=|cdn
001

Bod X’ = [2};x}], ktery je obrazem bodu X = [x;;x5] lze analyticky
zobrazit:

X'=AX
x) abm) |z
h| =lcdn| |z
xh 001 1

Druhy pfimych a nep¥imych zobrazeni [3]
Primé shodnosti jsou:
a) Identita 7
100
ZI=1010
001

b) Posunuti (translace) T (u)
Je urceno vektorem posunuti u = (u1;usz), resp. matici:

1OU1
T(u): 01UQ
001
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¢) Otoceni (rotace) R(S; )
Je uréeno stfedem rotace S = [s1; s3] a (orientovanym) thlem otoceni o
o velikosti 0° < o < 360°, resp. matici:

cosa —sina s1(1 — cosa) + s sin
R(S;a) = | sina cosa —sysina+ sa(1 — cosa)
0 0 1

d) St¥edova soumérnost S(S)
Jedna se o specialni pfipad rotace — otoCeni kolem bodu S = [s1;s9)
(stfedu soumeérnosti) o thel a = 180° (S je sied usecky X X').

-1 0 2s;
S(S) = 0 -1 282
0 0 1

Neprimé shodnosti jsou:

e) Osova soumérnost s,

Osova soumeérnost s, s osou o je zobrazeni v roving, ve kterém se zobrazi
kazdy bod X € o na bod X’ = X a kazdy bod X ¢ o na X' tak, 7e o
je osa usetky X X'. Tedy | X S| = |SX'|, kde S € o je stied usecky X X'.
Pfimku o nazgvame osou soumérnosti [1] .

Osova soumérnost je ur¢ena piimkou o, jdouci bodem M = [mq,ms], a
smérovym dhlem «. Znaéime s,(mq; ma; @).
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cos 2 sin 2« u(1l — cos2a) — vsin 2«
So(u,v, ) = | sin2a cos2a v(1 — sin 2a) + u cos 2«
0 0 1

f) Posunuta osova soumérnost (posunuté zrcadleni) Pg

Ps = so(u,v,a) o T(u) = T (u) o so(u,v, )

Podobnost a stejnolehlost

Podobné zobrazeni (podobnost) Z: X — X' je geometrické zobrazeni
v roving, pro které existuje kladné realné &islo k tak, Ze pro kazdé dvé
dvojice bodu A, A’ a B, B’ vzoru a obrazu je splnén vztah |A’B’| = k-|AB|.
Cislo k se nazyva pomér podobnosti.

Kazda podobnost je prosté zobrazeni. Podobné jako u shodnosti lze
definovat podobnost piimou a nepfimou. Shodnost je zvlastni pfipad po-
dobnosti pro k = 1.

Je dan bod S a realné &islo k, & # 0. Stejnolehlost (homotetie) se
stiedem S a koeficientem « je zobrazeni H(S, k), které prifazuje:

1. kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze plati |SX’| = |«|-|SX|; pfitom
pro x > 0 lezi bod X’ na polopfimce SX, pro x < 0 lezi bod X’ na
polopfimce opa¢né k polopfimce SX,

2. bodu S bod S’ = S.

Jestlize k = 1, je kazdy bod samodruZzny a zobrazeni je identita. Je-li
k = —1, je stejnolehlost stfedovou soumérnosti. Je-li Kk = 0, je obrazem
kazdého bodu stied stejnolehlosti, proto je tento piipad v definici vylou-
¢en. Jedinym samodruznym bodem ve stejnolehlosti, ktera neni identitou,
je stfed stejnolehlosti. Samodruzné primky jsou v8echny piimky, které pro-
chézi stiedem stejnolehlosti [2].

Pro stejnolehlost plati:

a) Pfimka a jeji obraz jsou rovnobé&zné.

b) Usecka a jeji stejnolehly obraz jsou rovnobé&zné. Pokud je koeficient
stejnolehlosti kladny (resp. zaporny), jsou tsecka a jeji obraz sou-
hlasné (resp. nesouhlasné) orientovany.
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¢) Pomér délek obrazu usecky a jejiho obrazu se rovné absolutni hod-
noté koeficientu stejnolehlosti.

d) Obrazem thlu je thel s nim shodny [1].

Inverznim zobrazeni ke stejnolehlosti H (S, k) je H(S,1/k). Ukazka je
v udebnici [1].

Stejnolehlost (homotetie) H(S, ) je urcena stfedem stejnolehlosti S =
= [s1; 2] a koeficientem x nebo matici

k0 (1—kK)-s;
H(S,k) =10k (1—kK): s
00 1

Stiedoskolské ucivo geometrickych zobrazeni je vSak ukoncéeno vyjme-
novanim shodnosti, podobnosti a jejim uréenim. Zaci tak nejsou bézné se-
zndmeni s analytickym popisem téchto zobrazeni, s moznostmi vyjadieni
zobrazeni pomoci matic (a vektorii). Ve velmi vyjimeénych piipadech jsou
zéaci okrajové s témito moznostmi seznamovani, a to pouze ve vybérovych
seminéfich. Samotné praci s maticemi je ve vyuce matematiky vénovano
minimum ¢asu — téz spiSe v rozsifujicich — volitelnych pFfedmétech.

Analyticky popis zobrazeni pomoci matic muze oteviit nové pristupy
k tvorbé webovych stranek a designu. Matice maji dtlezitou roli i v jinych
oblastech matematiky a informatiky, ale podle souc¢asného kurikula neni
vyucovani matic souc¢asti matematického vzdélani na st¥ednich skoléch.

Primarnim néastrojem tvorby webovych stranek je znackovaci jazyk
HTML. Tim pfifazujeme obsahu webu sémantiku. Design a zptsob roz-
misténi prvkia uréuje soubor CSS pravidel. VySe zminény analyticky popis
zobrazeni muzeme jednoduse aplikovat i v rdmci vyvoje webové grafiky.
Specifické postaveni ve vyvoji webu, a hlavné webové grafice ma techno-
logie SVG.

SVG je znackovaci jazyk a forméat pro dvoudimenzionalni vektorovou
grafiku zalozeny na XML. Podporuje t¥i typy grafickych objekti — vekto-
rové tvary, bitmapové obrazky a text. Diky bohatym grafickym funkcim
se hodi pro pouziti na webu i v tisku. Format podporuje metadata pro
lepsi vyhledavani a indexaci obsahu. A¢koli byla jeho implementace ome-
zend v minulosti z divodu chybéjici podpory v nékterych prohliZecich,
v soucasnosti podporuje SVG vétsina desktopovych a mobilnich prohli-
zeCi. SVG soubory jsou ulozeny v XML textovych souborech a mohou byt
editovany textovymi editory nebo vektorovymi editory
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Syntaxe SVG se Fidi zapisem XML, ktery popisuje jednotlivé grafické
prvky a jejich vlastnosti. Kazdy element je uzavien mezi znackami, které
udévaji jeho nazev. Vlastnosti elementu jsou definovany pomoci atribut,
které jsou uvedeny uvniti pocateéni znacky. Hodnoty atributi jsou oddé-
leny mezerou. Kromé toho muze byt obsah elementu tvoren dal$imi ele-
menty, textem nebo odkazy na jiné soubory. SVG také podporuje inline
styly a kaskddové styly pomoci CSS.

Priklad 1
Mgjme dva ¢tverce definované v SVG:

width="200" height="100" style="border:1px solid black"
width="100" height="100" x="0" y="0" class="obdelnik"

width="200" height="100" style="border:1px solid black"
width="100" height="100" x="0" y="0" class="obdelnik"

transform="rotate(30, 100, 100)"

Tento kod vytvori dva obdélniky pomoci SVG. Oba obdélniky maji
stejnou §ffku a vygku, 100 a 100 pixeld, a jsou umistény v levém hor-
nim rohu SVG kanvasu pomoci atributi x="0" a y="0". Oba obdélniky
jsou ohraniCeny Cernou ¢arou, coz je nastaveno pomoci CSS vlastnosti
style="border: 1px solid black". Cely kod <svg>...</svg> lze vlo-
zit do HTML ¢i do jakéhokoliv SVG editoru.

Prvni obdélnik neméa Zadnou transformaci a je tedy zobrazen stan-
dardné. Druhy obdélnik mé transformaci pomoci atributu transform=
"rotate(30, 100, 100)". Tato transformace se stfedem v bodé [100;100]
(v pixelech) a s thlem otoceni ov = 30°. Pro formalni pfehlednost je nutno
dodat, ze SVG vyuziva repéru (O, (1;0), (0; —1)).
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Vyse uzitou rotaci je mozné matematicky definovat matici. Pro zjedno-
du8eni uvedeme v k6du aproximovanou matici:

V3 _1 _50(v/3 - 3) 0,866 —0,5 63,397
R([100;100];30) = | L 2 —50(v3-1)| =| 0,5 0,866 —36,603
0 0 1 0 0 1

Matice zobrazeni matrix(a,b,c,d,e,f) je funkci urcujici zobrazeni ve
formé& matice zobrazeni Sesti hodnot. SVG zapis transform="matrix(a,b,
c,d,e,f)" je ekvivalentni s matici zobrazeni:

a Cc e
bdf
001

Deklarace transform bude mit hodnotumatrix(0.866,0.5,-0.5,0.866,
63.397,-36.603). Vysledny kod ilustrovany obr. 3 bude mit nasledujici
podobu:

width="200" height="100" style="border:1px solid black"
width="100" height="100" x="0" y="0" class="obdelnik"
transform="matrix(0.866,0.5,-0.5,0.866,63.397,-36.603)"

Hodnota deklarace transform="rotate (30, 100, 100)" je ekvivalentni
s hodnotou matrix(0.866,0.5,-0.5,0.866,63.397,-36.603).

Matematika — fyzika — informatika 32 (3) 2023 213



Priklad 2
Je dan polygon, ktery je v SVG vyjadfen (viz obr. 4):

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

Postupné na tento obrazek aplikujeme posunuti 7 (100, 0), 7(0,50), oto-
¢eni R(60,0,0) a stejnolehlost H(0,0,2).

Obrazek 4b) vznikl posunutim 7(100,0):

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="translate(100,0)"

Obrazek 4c) vznikl posunutim 7 (0,50):

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

transform="translate(100,0) translate(0,50)"

Zde vidime ukazky moznosti skladani zobrazeni i v SVG.
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TentyZ obrazek 4c¢) mohl vak vzniknout i slozenim 7 (100, 0) o7 (0, 50):

10 100 100 10 100
7(100,0)07(0,50) =101 0 |-[0150|=]01 50
00 1 001 00 1

Tedy deklaraci transform="matrix(1,0,0,1,100,50)".

Obrézek 4d) muZe vzniknout riznymi zpiisoby:

1)
width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="
translate(100,0)
translate(9,50)
rotate(60,0,0)"

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="matrix(1,0,0,1,100,50) rotate(60,0,0)"

(3) Nebo opét sloZenim:

7(100, 50) 0 R(60,0,0) =

10 100 1 g 1 -3 100 0,5 —0,866 100
=lo1rs0 [-|L 1 of=|% L 50[=[086 05 50
00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vyjadieni ve zdrojovém kodu SVG:
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width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

transform="matrix(0.5,0.866,-0.866,0.5,100,50)"

Obrazek 4e) je vysledkem operace: T(100,0) o 7(0,50) o R(60,0,0) o
o H(0,0,2). Moznosti vyjadieni v SVG je nékolik. Pro jednoduchost uve-
deme jen dva extrémni:

1. Postupnym vyjadfenim vSech transformaci, pficemz stejnolehlost 1ze
vyjadfit transform="... matrix(2,0,0,2,0,0)"

width="200" height="300" style="border:1px solid black"

points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="

translate(100,0)

translate(0,50)

rotate(60,0,0)

matrix(2,0,0,2,0,0)"

2. Uvedenim vysledné matice:

7(100,50) 0 R(60,0,0) o H(0,0,2) =

% —§ 100 200 1 —/3 100 1 —1,732 100
_ § % 50 [-lo20]l=|v3 1 50 |=]1732 1 50
0o 0 1 001 0 0 1 0 0 1

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

transform="matrix(1,1.732,-1.732,1,100,50)"
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V tomto ¢lanku jsem postupné ukéizal aplikace bézné stiedoskolské ma-
tematiky ve webové grafice. Aktualni stfedoskolské kurikulum v8ak neni
vzdélavani na stfednich Skolach v oblasti matematiky dostateéné zamé-
feno na matice, které jsou v informatice kli¢ovym prvkem. Pokud by Zaci
zvladli matice, umoznilo by jim to snadnéji pracovat s grafickymi prvky
v SVG formatu. Kromé webové grafiky se matice vyuzivaji t¥eba i v teorii
grafli, nebo elektrotechnice.

Zaci v8eobecnych gymnézii jsou s maticemi seznamovany okrajové ve
vys§ich ro¢nicich ve volitelnych prfedmétech. Na jejich aplikace, at uz ve
webové grafice, nebo teorii grafa jiz pak nezbyva ¢as. Domnivam se v8ak,
ze na odbornych skolach, zamérenych na informacni technologie ¢i elek-
trotechniku by Z&ci méli byt s maticemi seznameni jiz na pocatku studia.
Navazujici odborné predméty pak na téchto znalostech mohou dale stavét.
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Rozsvicené lampy
(Ulohy z MO kategorie P, 46. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pro dnes$ni pokracovani dlouhodobého seridlu vénovaného vybranym
problémim z Matematické olympiaddy kategorie P (programovani) jsme
zvolili jednu starsi praktickou soutézni tlohu. Jedna se o tlohu z celostat-
niho kola 45. ro¢niku MO (3kolni rok 1995/96), tedy ze soutéze konané
pred témér tficeti lety. Za¢neme jako obvykle ptivodnim zadanim tlohy,
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v némz jsme pro potieby tohoto ¢lanku pouze zjednodusili tvar vstupnich
a vystupnich dat.

¥ ok % ok k %k ok ¥ k ok % k

Vefejna prostranstvi ve mésté jsou osvétlena N pouliénimi lampami.
Kazd4 z lamp mé jednozna¢né prifazeno ¢islo od 1 do N. K zapinani
a vypinani vefejného osvétleni slouzi v fidicim stfedisku M prepinaci.
Kazdy z prepinaci pfepne najednou jednu nebo nékolik lamp. Pfepnout
lampu znamena zapnout ji, pokud zrovna nesviti, a vypnout ji, jestlize
momentalné sviti. Pfepinaé ¢islo ¢ prepina vSechny lampy oznacené &isly
od a; do b;, tzn. lampy s Cisly lezicimi v uvedeném uzavieném intervalu.

Napiste program, ktery zjisti, zda je mozné pomoci pfepinac¢i v fidicim
stfedisku rozsvitit vSechny lampy ve mésté, jsou-li na za¢atku vSechny tyto
lampy zhasnuté.

Na prvnim fadku vstupu jsou uvedena &isla N a M, kde N je pocet
lamp ve mésté a M je pocCet prepinact v fidicim stfedisku. Dalsich M
radka vstupu obsahuje pro jednotlivé prepinace vzdy dvojici &isel a;, b;
(tedy pro kazdy pfepina¢ je zadan interval ¢isel lamp, které se pomoci
ného pfepnou).

Vystupem programu je jeden fadek s jednou z nasledujicich zprav:

Lze — pokud je mozné rozsvitit vSechny lampy pomoci pfepinaci v ii-
dicim stiedisku,
Nelze — jestliZze to neni mozné.

Priklady

Vstup 1: Vystup 1:
53 Lze

13

25

23

Vstup 2: Vystup 2:
10 5 Nelze
19

210

310

410

510
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Primitivni feSeni dlohy je zalozeno na prostém vyzkouSeni vSech moz-
nosti. Postupné budeme prochazet vSechny mozné skupiny pfepinaci a
pro kazdou z nich ovéfime, zda prepnutim vSech pfepinact z této skupiny
rozsvitime vSechny lampy ve mésté.

Stav vSech lamp si budeme pamatovat v poli L, kde L[i] udava, zda
je v poradi i-t4 lampa zapnuta, nebo ne. Pokud i-ta4 lampa sviti, prvek
L[¢] bude mit hodnotu True, v opatném piipadé False. Na zac¢atku vypo-
¢tu budou v8echny hodnoty v poli L nastaveny na False. Pfi zkoumani
zvolené skupiny pfepinacu staci pro kazdy prepinac j z této skupiny zmé-
nit v8echny hodnoty v poli L na indexech od a; do b; na opacné. Tim
vlastné pfimo modelujeme priubéh prepinani lamp pii pouziti vybranych
prepinact. Nemusime se nijak zabyvat tim, v jakém potadi pfepinace po-
uzijeme, protoze jejich poradi nemé zadny vliv na vysledek.

Regenfm tlohy budeme rozumét takovou skupinu piepinaci, ze pokud
je v8echny piepneme, viechny lampy budou nakonec svitit (tzn. vSechny
prvky v poli L budou mit hodnotu True). Jakmile b&hem postupného
zkouSeni jednotlivych skupin prepinac¢t najdeme FeSeni tulohy, program
odpovi Lze a vypocet ukon¢ime. Pokud vyzkousime vSechny moznosti, ale
feSeni nenajdeme, program odpovi Nelze.

Popsany postup je sice velmi jednoduchy, ale je také velmi neefektivni.
Poéet viech riznych podmnozin M-prvkové mnoziny je totiz 2M. V nej-
horsim piipadé musime vyzkouset viech 2M skupin vybranych pfepinaci,
kazda tato skupina bude obsahovat O(M) pfepinact a kazdy z nich pfe-
pinad O(N) lamp. Celkovou ¢asovou slozitost algoritmu miizeme proto od-
hadnout jako O(N - M - 2M). Je tedy exponencialni vzhledem k poctu
prepinact. Takovy algoritmus mutzeme realné pouzit pouze pro velmi malé
hodnoty M.

Ukazeme si proto jiny postup feSeni tlohy, ktery je podstatné rychlejsi,

TeSit obecnéjsi tlohu: predpokladejme, Ze na zac¢atku nemusi byt vSechny
lampy vypnuté. KdyZz budeme mit odvozen algoritmus pro feSeni tlohy
s obecnym pocateénim stavem lamp, miZeme ho nakonec samoziejmé po-
uzit na pocate¢ni situaci se vSemi lampami zhasnutymi, jako je tomu v nasi
soutézni uloze.

Pro evidenci stavu jednotlivych lamp budeme pouzivat stejné pole L,
jaké jsme zavedli vySe. Hodnoty True/False v poli L. ndm popisuji obec-
nou pocatedni situaci, pro kterou chceme nalézt reSeni. Rozlisime dva pfi-
pady podle toho, v jakém stavu se nachézi prvni lampa. Predpokladejme
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nejprve, ze je vypnuta. Pokud zadny interval neza¢ind lampou 1, dloha
zcela jisté nema feSeni, protoze prvni lampu vilbec nedokazeme rozsvitit.
V opa¢ném piipadé najdeme nejkratsi interval, ktery zac¢ina lampou 1, a
jeho konec oznac¢ime b. Piepina¢ odpovidajici tomuto intervalu pouZijeme
(ale pozor, v definitivnim FeSeni tlohy ho moZné pozdéji jesté vyménime
za jiny!) a zménime tak v8echny hodnoty L[i] z intervalu od 1 do b na
opacné. Zaroven s tim vSem ostatnim intervalim zacinajicim lampou 1
zménime jejich zacatek na b + 1. Tim dostaneme upravenou tlohu pro
lampy 2,3, ..., N. Uk&dZeme, Ze tato upravena tiloha ma4 feSeni praveé tehdy,
mé-li feSeni nase ptivodni tdloha.

Nez prikro¢ime k diukazu uvedeného tvrzeni, vysvétlime si, jaky vy-
znam mé poznamka, Ze pravé pouZzity piepinac¢ (1,b) moZna v budoucnu
jesté vyménime za jiny. Mohlo by se totiz stat, ze v feSeni upravené tlohy
pouzijeme néktery z prepinaci, kterym jsme pravé zkratili jejich interval
z ptivodniho (1,¢) na (b + 1,c). Takovy piepina¢ oviem v pivodni tloze
neexistuje. Kdyz jsme ale nejprve pouZili pfepinaé (1, b) a nyni chceme po-
uzit piepina¢ (b+ 1,¢), miZeme se stejnym vysledkem misto t&chto dvou
prepinac¢ii pouzit jeden piepinac (1, c), ktery mame k dispozici. Ve vysled-
ném feSeni tedy nakonec ptivodné uvazovany prepinaé (1,b) nepouzijeme
a nahradime ho pifepinacem (1, c).

Nyni se jiz mtzeme vénovat dikazu vyse uvedeného tvrzeni. Dokazované
tvrzeni je ekvivalence, budeme proto dokazovat zvlast implikaci jednim
smérem a zvlast druhym smérem. Nejprve predpokladejme, Ze upravené
tloha ma feSen{ R. Pokud pfepneme lampy z puvodni tlohy pouzitim
prepinact tvoricich feSeni R, budou svitit jen lampy s ¢isly vétSimi nez
b. Lampa 1 byla ptvodné vypnutd a vypnutad zistane i nadéle, protoze
zédny prepinaé¢ z feSeni R ji neobsahuje. Lampy z intervalu od 2 do b mély
v upravené tloze prevracené vychozi hodnoty oproti ptvodni dloze, takze
kdyZ budou v upravené uloze nakonec svitit, tak v ptvodni tloze budou
po pouziti pfepina¢i R zhasnuté. Predpoklddejme, Ze FeSeni R obsahuje
k intervali, kterym jsme zacatek zménili z 1 na b + 1. Takové prepinace
ovSem v puvodni tloze neexistuji. Reseni S vznikne z R tak, Ze témto k
intervalim zménime jejich zacatek zpét na 1. Jestlize je k liché, kazdou
lampu z intervalu (1,b) jsme tim oproti feSeni R pFepnuli jesté lichy pocet
krat, proto bude zapnuta. V tomto pfipadé je tedy S spravnym FeSenim
nasf pavodni tdlohy. Pokud je k sudé, lampy z intervalu (1,b) ztstanou
vypnuté a proto k feSeni S je tfeba jesté pridat prepinac ovladajici interval
lamp od 1 do b. V obou pfipadech jsme z feSeni R upravené ulohy sestrojili
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feSeni S puvodni tlohy. Tim jsme dokazali, Ze ma-li upravené tloha feSeni,
potom mé FeSeni také pivodni tloha.

Predpokladejme ted naopak, Ze ptivodni tiloha m4 Feseni S. Podet piepi-
nac¢u z S, které obsahuji lampu 1, je jisté lichy. KdyZz vSem jejich intervalim
zménime zacatek z 1 na b+ 1 (a vypustime intervaly nulové délky), dosta-
neme FeSeni R upravené tlohy. Uvedenym zkracenim intervali jsme totiz
zménili hodnoty vSech lamp od 2 do b, zatimco ostatnich lamp se zaddna
zména nedotkla. Tim je dokdzana druhéa implikace a tedy i celé tvrzeni.

Zbyva popsat feSeni tlohy v piipadé, Ze je prvni lampa zapnuta. Protoze
lampa 1 sviti, neni zapotfebi, aby se dala n€jakym pfepinacem piepnout.
Jestlize neexistuje zadny prepinaé, ktery ovlada lampu 1, tloha ma feSeni
pravé tehdy, ma-li feSeni tloha pro lampy 2, 3, ..., IV a pro stejnou mnozinu
prepinaci. Pokud existuje alespon jeden interval zac¢inajici lampou 1, opét
vezmeme nejkratsi z takovych intervalii (1,b) a zménime za¢atky ostatnich
intervalti stejné jako v pfedchozim pfipadé na hodnotu b+ 1. Tentokrat ale
nezménime hodnoty v poli L, protoze prepina¢ odpovidajici nejkratsimu
intervalu (1,b) nepouZijeme, svitici lampu 1 nechceme prepnout (ovSem
muze se stat podobné jako v predchozim ptipadé, Ze toto svoje rozhodnuti
jesté v budoucnu zménime). Takto upravend tloha mé opé&t FeSeni pravé
tehdy, kdyZ ma feSeni ptivodni tiloha. Diikaz je obdobny jako v pfedchozim
piipadé.

Nyni se muzeme vratit k pivodnimu zadani soutézni ulohy, v némz jsou
na zacatku v8echny lampy zhasnuté. Nagim tkolem neni nalézt feSeni, ale
pouze zjistit, zda néjaké feSeni existuje. Nastavime proto vSechny prvky
pole L na False a podle vySe uvedenych tvah budeme postupovat od
prvni lampy az k posledni, pfi¢emz modifikujeme obsah pole L a zacatky
prislusnych intervali. Pokud se v nékterém kroku dostaneme do situace, ze
upravenda tloha nema feSeni, pak neméa feSeni ani pivodni zadana tloha.
Jestlize tato situace nikde nenastane, pak feSeni tlohy existuje.

Popsany algoritmus provadi postupné N kroka vypocétu pro jednotlivé
lampy. V kazdém kroku musime projit seznam vsech M prepinact a upra-
vit ty z nich, které ovladaji aktualné zpracovavanou lampu. Zkréceni inter-
valu kazdého takového prepinace ma konstantni ¢asovou slozitost, ale jeden
prepinac¢ s nejkrat$im intervalem vyzaduje projit a pfepnout vSechny jim
ovladané lampy, kterych je O(N). Asymptotickou ¢asovou sloZzitost algo-
ritmu proto miZzeme odhadnout jako O(N - (N + M)). Prostorova slozitost
algoritmu je O(N+M), nebot pracujeme se seznamem L délky N (obsahuje
aktualn{ stav jednotlivych lamp) a se seznamem informaci o jednotlivych
prepinacich délky M.
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Ukazkovy program v Pythonu je pfimou implementaci popsaného algo-
ritmu.

n, m= [int(_) for _ in input().split ()]
prep = [] # intervaly prepinacid
for j in range(m):

prep.append ([int (_) for _ in input().split ()])

L = [False| * (n-+1) # priznak zda lampa sviti
ok = True # existence reSeni
for i in range(1l, n+1): # aktualni lampa
b = n+l1 # konec nejkratSiho intervalu se zacatkem i
for j in range(m):
if prep[j][0] == 1 and prep[j][1l] < b:
b = prep[j][1]
if b == n+1: # zadny interval se zalatkem i
ok = L[i]
if not ok: break
else:
if not L[i]: # prepneme lampy od i do b

for k in range(i, b+1):
L[k] = not L[k]

=0
while j < m: # zménime zacatky intervald i -> b+l
if prep[j][0] == i:

prep[j][0] = b+l
if prep[j|[0] > prep[j][1]: # prazdny interval

prep[j] = prep[m—1]
m —
else
j=1
if ok:
print ("Lze")
else:

print ("Nelze")
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Dalsi informatické hadanky

PETR OSICKA - PETR KRAJCA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Clanek je pokracovanim informatickych hadanek publikovanych v pred-
chozich dilech ¢asopisu Matematika—Fyzika—Informatika.

1. Ponozkovy kviz

Hadanka je z oblasti interaktivnich dokazovacich systému. K jejimu vy-
feSeni neni zapotfeby hlubokych znalosti matematiky, postac¢i elementarni
znalost pravdépodobnosti.

Uvazujme osobu A, které je barvoslepa, a osobu B, ktera mé ruznoba-
revné ponozky. Osoba B chce o tom, Ze ma rtiznobarevné ponozky, presvéd-
¢it osobu A. Ta je oviem barvoslepa, a ponozky ji piipadaji stejné. Ukolem
je vymyslet scénaf, ve kterém figuruji jenom A, B a predméty, které maji
lidé béZzné u sebe, ve kterém B muze presvéddit A o riiznobarevnosti svych
ponozek s pravdépodobnosti libovolné se blizici jedné.

Regeni

Bob skute¢né muze presvéddit Alici o rtznobarevnosti svych ponozek
s pravdépodobnosti blizici se jedné. Stac¢i k tomu mince. Bob da ponozky
Alici, Alice drzi kazdou ponozku v jedné ruce. Poté se Bob otoc¢i k Alici
zady tak, aby nevidél na ponozky. Alice si hodi minci a pokud padne
panna, tak ponozky prohodi (tj. ponozku, kterou drzi v levé ruce, si da do
pravé ruky a ponozku z pravé ruky bude drZet levou rukou). Bob se oto¢i
zpét a Alice se jej zeptéa, jestli ponozky prohodila. Pokud jsou ponozky
skute¢né riznobarevné, Bob to pozné s pravdépodobnosti 1. Pokud nejsou
riznobarevné, Bob si pravdépodobnosti 1/2 spravny vysledek tipne. Pied-
chozi pokus lze opakovat, feknéme, ze jsme jej zopakovali n-krat. Pokud
ponoZKky nejsou riznobarevné, je pravdépodobnost, ze Bob odpovi n-krat
spravné pouhym tipovanim 1/2". Napfiklad pro n = 10 uZ je to méné nez
1/1000. Pokud tedy Bob odpovi ve vSech opakovanich spravné, presvedéi
Alici s pravdépodobnosti 1 — 1/2"™.
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2. Velmi zaporné cislo

Mize existovat hodnota, ktera je tak moc zédporna, ze i jeji absolutni
hodnota bude zaporna?Pieformulovana do jazyka C by nase hadanka mohla
vypadat nasledovné.

#include <stdlib.h>

int main() {
int x = /*x 777 x/;
if (abs(x) < 0) {
printf("Kdo by to byl Fekl, Ze?\n");
}
return 0;

3

Otéazka zni, mize existovat néjakd hodnota x, kdy se vykona dané pod-
minka. Pokud ano, jaka hodnota to je?

Regeni

7 matematického pohledu tato otédzka nedavé prili§ smysl, protoze ab-
solutni hodnota né&jakého celého ¢&isla musi byt vzdy nezaporna. Kdyz se
na tuto hadanku podivame ale technickym pohledem, uz to zacne byt za-
jimavéjsi.

V prvni fadé je potieba si uvédomit, ze rozsah ¢&isel, ktera je schopen
pojmout datovy int je omezen. Dale je potfeba si uvédomit, Ze pro re-
prezentaci zapornych hodnot typu int se v soudobych pocitacich pouziva
dvojkovy doplnék. To nam déava, Ze proménné typu int je schopna po-
jmout hodnoty od —2"~! do 2"~ ! —1, kde n odpovida po¢tu biti uréenych
pro typ int, typicky je to 32 bita.

Ted uz by mélo byt zifejmé v ¢em je problém — zapornych &isel, ktera typ
int pojme, je pfesné o jedno vic, nez téch kladnych. Neni proto zptisob,
jak uloZit do proménné typu int absolutni hodnotu &isla —2"~1, nekdy
téZ oznacovanou jako INT_MIN. Pojdme se podivat, jak se tedy s timto
problémem vyporadat.

Jazyk C, resp. specifikace jeho standardni knihovny, si nad timto problé-
mem myje ruce a iika, ze v pfipadé, kdy se vysledek funkce int abs(int)
nevejde do typu int, je vysledek nedefinovan.

Vezmeme-li si pfirozeny zapis funkce int abs(int), ktery lze najit ve
standardni knihovné, dostaneme odpoved na nasi hadanku.
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int abs(int i) {
return (1 < 0 7 -i : 1i);

}

Predame-li jako argument i hodnotu —23! (INT_MIN), dostaneme pro -1i,
diky vlastnostem dvojkového dopliku, opét hodnotu INT_MIN. Proto v
tomto pripadé bude platit (abs(INT_MIN)) < O.

2.1. Jak je to v ostatnich jazycich

Jazyk C je prosluly celou fadou takovych zakouti, ale jak jsou na tom
ostatni jazyky? Nejlépe jsou na tom jazyky, které umi pracovat s &isly
s libovolnou pfesnosti jako jsou Lisp, Scheme nebo Python, tam tento
problém odpada. Jazyk Java se chova stejné jako C, s tim rozdilem, ze
toto podivné chovani je fadné zdokumentované a je soucasti specifikace.
Naproti tomu jazyk C+# nabizi o poznani ¢istéjsi feSeni. Pokud je jako
argument predana hodnota —23!, skoné metoda Math.abs(int) vyjim-
kou OverflowException. To dava docela dobfe smysl, jen programator
musi myslet na to, ze i takto jednoducha funkce miize skoncit vyjimkou.
Reéeni, které nabizi jazyk PHP muze pfinést programatorovi taky nepii-
jemné piekvapeni. Pokud jako argument pFedame hodnotu —2%3 typu int
(na 64bitovém systému), interpretr se s tim vyporada tak, Ze vrati sice
kladnou hodnotu ale jako ¢islo typu float, tj. ¢islo s plovouci fadovou
¢arku. Takze misto skuteéné absolutni hodnoty dostaneme jen jeji aproxi-
maci.

2.2. Pro¢ by nas to mélo zajimat?

Na prvni pohled se mtze zdat, Ze se jedna o okrajovy problém a zaji-
mavou hiicku. V realnych programech miize mit neuvédomeéni si této okra-
jové vlastnosti zasadni disledky, véetné dopadi na bezpe¢nost. Uvazujme
nésledujici kod, ktery pracuje s obrazkem patrné v néjakém omezeném

bufferu.

void process_image(image *img) {
int size = abs(img->width * img->height);
if (size > IMG_MAX_W * IMG_MAX_H) {
ERROR("Image too large");
}
/* .. ox/
}
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Pokud bychom, jako ve vySe zminéném piikladu, zapomnéli na to, ze ab-
solutni hodnota muze byt i zaporna, mohl by tto¢nik vhodné nastavenymi
parametry obejit kontrolu maximéalni velikosti obrazku. Nésledné to vy-
uzit k vyvolani preteceni bufferu a ke spusténi libovolného kédu. Tento
typ bezpecnostniho problému se proto nékdy oznacuje jako I02BO (Inte-
ger Overflow to Buffer Overflow). Pokud by takovy kod byl napiiklad ve
webovém prohlizeci (a to skutecné byl), stacilo by uto¢nikovi, aby se pro-
hlize¢ pokusil oteviit vhodné upraveny obrazek a tto¢nik by mohl spustit
libovolny koéd na vaSem pocitaci.

3. Svoboda za minci

Vézni A a B si zahraji se zalafnikem néasledujici hru. Zalarnik pripravi
Sachovnici o velikosti 8 x 8 poli¢ek. Na kazdé policko umisti minci, nékteré
z minci jsou nahoru orlem, jiné hlavou. Poté zalainik zavol& k Sachovnici
vézné A (vézenr B v ten moment Sachovnici nevidi) a ukaZe na jednu minci
na Sachovnici. Vézen A si poté také jednu minci vybere, obrati ji a odejde.
Potom zavola zalafnik vézné B a pozada ho, aby nagel minci, na kterou
zalarnik ukéazal pred vézném A. Pokud vézen B tuto minci najde, jsou oba
vézni propusténi. Vézni si mohou dopiedu pfipravit strategii, po zahajeni
hry uz ovSem spolu nesmi komunikovat. Existuje strategie, se kterou vézni
vidy zvitézi?

Reseni

Vézen B miiZze poznat, kterou minci zalainik vézni A ukazal, pouze ze
situace na Sachovnici, napiiklad ze seznamu mist, na kterych je mince
oto¢ena hlavou nahoru. Potfebujeme tedy néjakou funkci, ktera mnoziné
takovych mist piifadi misto, které oznacil zalainik. Ulohou vézné A bude
otocit minci na Sachovnici tak, aby funkce vratila spravné misto, vézen B
ji pak spocita. Ve zbytku ¢lanku si ukazeme piiklad takové funkce.

Ocislujme poli¢ka na Sachovnici ¢isly 0 az 63. Kazdé z téchto ¢isel mu-
zeme reprezentovat pomoci fetezce 6 bitid. Dale predpokladejme, Ze na
Sachovnici je n mist s minci oto¢enou hlavou nahoru. Bitové reprezentace
téchto mist oznac¢ime pomoci T; pro i = 1,...,n. Jako J oznac¢ime bitovy
zapis mista, které vybral zalainik, a jako X bitovy zapis mista, na kterém
hra¢ A oto¢i minci. NaSe funkce je prostou @ operaci XOR aplikovanou
po bitech na mista, na kterych je hlava. Hra¢ A tedy musi nalézt hodnotu
X v rovnici

Moo al,)®X =
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Regenim je
X=Moho --oT,) dJ

Pokud je na misté X pred otocenim mince orel, protokol je zfejmé spravné.
Pokud je ovSem na tomto misté pred otofenim mince hlava, mohlo by se
zdat, ze predchozi trik nefunguje. Uvédomime-li si vSak, ze v tomto piipadé
mame X = T; pro néjaké i a navic pro libovolny bitovy fetézec S plati
S @S =0, pak vidime, Ze

J:(Tl@@Tz@@Tn)@TZ
=he--0lielid - &1,
=To.. T, 106Ti1®-- BTy,

a tedy hra¢ B spocita spravnou pozici.

4. Trikrat XOR

Uhodnete, jaky smysl ma vyraz v ,zahadné“ funkci? Vite, pro¢ byste
se mu méli vyhnout? Uvazujme nésledujici kod v jazyce C se zdhadnym
vyrazem na druhém radku. Dokézete uréit, co déla?

void mystery(int x, int y) {
X "=y T=x "=y,
printf("%i %i\n", x, y);
}

Reseni

Nez se dostaneme k samotnému feSeni hadanky, odpovime si na druhou
otazku. Vite, proc¢ byste se mu méli vyhnout?

Vyrazim tohoto typu byste se méli za kazdou cenu vyhnout, protoze
z n&j neni jasné patrné, jaky ma smysl.") Je dilezité mit na paméti, ze s
programem nebude pracovat jen pocitac, ale ¢asto i jini lidé. Nesrozumi-
telny kéd nejenom muze okradat o cenny ¢as, ale miize byt zdrojem chyb,
pokud jiny programéator pochopi vas kod Spatné.

Je dobrym programatorskym zvykem, Ze jeden fadek odpovidé jednomu
kroku vypoctu. Toto pravidlo zvySuje ¢itelnost kodu a usnadinuje pozdéjsi
krokovani vypocétu. V nasem ptipadé je toto pravidlo poruseno hned tii-
krat. PfepiSme si proto vyraz do ekvivalentni posloupnosti t¥i operaci.

DNa druhou stranu, pokud by to bylo zjevné, hadanka by postradala smysl.
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Ko6d vypada o néco jednoduseji, ale stale neni poznat, co je jeho smys-
lem. V kazdém pripadé mizeme uz u tohoto kddu lépe studovat, co déla.

4.1. Krok po kroku

Po provedeni prvniho fadku budou proménné x a y obsahovat hodnoty:

o X ... :I:EBy,2>
e y... .

V druhém kroku se nam zméni hodnota proménné y na (y & (z & y)).
Tento vyraz lze dale zjednodusit. Vime, Ze operace @ je komutativni a aso-
ciativni. Proto muzeme prohodit operandy a nasledné pfesunout zavorky.
Plati tedy y® (z®y) = (zPy) Dy =2 ® (yDy). Protoze ydy = 0, bude
proménnd y obsahovat hodnotu = & 0, coz odpovida piimo hodnoté x. Lze
tedy Tict, ze po druhém kroku budou proménné x a y obsahovat hodnoty:

ex... Dy,

.y X

V poslednim kroku nastavime hodnotu x na (z @ y) ® z. Podobym
postupem (s vyuZzitim komutativity a asociativity) ziskame (z @ y) ® z =
(y@zx)dxr=y@ (x@x). Protoze z ® x = 0, budeme mit v proménné x
ulozenou hodnotu (y @ 0), tedy hodnotu y. Po provedeni v8ech t¥{ operaci
mame v proménnych:

e x...

o y... Z.

Miuzeme tedy fict, ze dany vyraz prohodi obsah dvou proménnych, aniz
by byla potfeba dalsi proménna.

2)Symbolem @ oznadujeme operaci XOR.
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4.2. Pro¢ to (ne)pouzivat

V minulosti podobné triky patiily do vybavy skutecnijch programdtori™,
protoze dokazaly uSetfit cenné byty paméti a patrné i néjaky hodinovy
cyklus procesoru.

Z dnes$niho pohledu takovy koéd lze povazovat za velmi Spatny. Jak jiz
bylo zminéno v ivodu, znepiehlediiuje program a zakryva skuteéné zameéry
programatora.

Co hut, dopad na rychlost bude dnes spiSe negativni nez pozitivni. Mo-
derni procesory jiz nelze chépat jako obvod, ktery postupné nacita jed-
notlivé instrukce z paméti a pak je mechanicky jednu po druhé provadi.
V dnesnich procesorech jsou jednotlivé instrukce nacteny a poté rozlozeny
na tzv. mikroperace, které jsou pak pridéleny odpovidajicim jednotkam
procesoru. I kdyz to tak navenek nevypada, procesor provadi vice mikro-
operaci soubézné a ¢asto i s predstihem.

Do jisté miry by se dalo Tict, Ze procesor obsahuje ,prekladac”, ktery
preklada strojovy kod na jednoduSsi operace a stard se o usporadani in-
strukei tak, aby v8echny jednotky byly co nejlépe vytizeny. Z toho dtivodu
se pocet registril, které procesor nabizi k pouziti a které skuteéné mé, mize
vyznamné lisit. Napftiklad u nejnovéjsich procesori AMD s architekturou
Zen 2 méa programator k dispozici pouze 16 registri (obecné pouzitelnych
celoCiselnych), ale interné CPU vyuziva az 180 fyzickych registrii. V pro-
cesoru pak funguje mapovani jednotlivych registri na registry fyzické.

V kontextu naseho piikladu to znamené, ze pokud mé procesor pro-
vést operaci mov rbx, rax, kterd pfifadi obsah registru rax do rbx, ve
skute¢nosti zadnou operaci provést nemusi a jen interné zméni mapovani
registri, tj. nastavi, Ze registry rax a rbx ukazuji na stejny fyzicky registr.
Proto prohozeni dvou hodnot bé&znym zptisobem

t = a;
a = b;
b =t;

bude na soudobych procesorech rychlejsi nez pouziti t¥i zfetézenych logic-
kych operaci.

Podobné se v minulosti pouzivala konstrukce x ~= x, ktera, jak jsme
uz ukazali, nastavi hodnotu proménné na 0. V minulosti to na nékterych
procesorech mélo mirny efekt. U dnesnich procesorii vyuziti logickych ope-
raci pro vynulovani hodnoty nedava smysl a navic to komplikuje interni
optimalizace. Procesor proto interné takovou operaci automaticky prevadi
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nax = 0.

Zavérem lze Fict, ze pokud neprogramujete v prostiedi, které je zna¢né
omezeno dostupnymi prostfedky, jako jsou pamét a rychlost procesoru,
méli byste se popsanym konstrukcim vyhnout, psat kod co nejsrozumitel-
néjsi a optimalizace nechat na prekladaci a procesoru.

5. Ctvrta moznost ze t¥i

Konstrukce switch-case v jazycich typu C umi byt pékné zaludné.
Zapomenuty nebo Spatné umistény piikaz break potrapil uz nejednoho
programétora a zpisobil nemalé skody.?) V této hadance) se viak zalud-
nost skryva zcela jinde.

Nasledujici kod 1ze z pohledu jazyka C povazovat za validni a lze jej
prelozit. Dokézete urcit, co bude vystupem programu?

#include <stdio.h>
int main() {
int n = 3;
switch (n) {
case 1:
printf("foo\n");
break;
case 2:
printf ("bar\n");
break;
deufalt:
printf ("baz\n");
}

return O;

Pokud vage odpovéd zni, Ze program vypiSe na standardni vystup né-
ktery z uvedenych fetézci, jedna se o odpovéd chybnou. Tento program
totiz nevypiSe nic. Program obsahuje chybu, pfesnéji preklep v klicovém
slové default, a proto pfikaz switch neobsahuje vétev vypoctu, ktera se
provede v piipadé, Zze neexistuje vhodné vétev case. Nabizi se otézka, proc¢

3)http://users.csc.calpoly.edu/jdalbey /SWE/Papers/att_collapse.html
4 Inspirovano http://www.gowrikumar.com/c/index.php
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jde program prelozit. V pripadé jazyka C je onen preklep, tj. deufalt: in-
tepretovan jako navésti pro skok pomoci piikazu goto, a proto je kod
chapan prekladacem jako zcela v poradku.

Na druhou stranu piekladac¢ vas nepfimo miize na tento typ chyby upo-
zornit. Pokud jsou zapnuté upozornéni®, zobrazi informaci, e existuje
navésti, na které nevede zadny piikaz goto, nebo Ze switch nepokryva
v8echny moznosti.

5.1. Nakazena Sachovnice

Predstavme si, Ze na zobecnéné Sachovnici, kterd ma stranu dlouhou n
polic¢ek, se mohou jednotliva policka nakazit virem. Z nakaZzeného policka
virus nikdy nezmizi. Do nenakazeného policka se rozsiii v piipadé, ze ale-
sponn dvé jeho sousedni policka jsou nakazena. UvaZujeme piitom pouze
horizontalni a vertikalni sousedy. Jaky je minimélni pocet policek, ktera
musime na za¢atku nakazit, aby se nakaza rozsitila na celou Sachovnici?
Reseni

Po chvilce experimentovani zjistime, Ze lze najit n policek, ze kterych
se nakaza Uspésné rozsiii. Mizeme vybrat napiiklad diagonalu. Viz nasle-
dujici priklad na Sachovnici se stranou dlouhou 4 policka.

Zbyvé ovérit, ze na zacatku nelze vybrat méné nez n policek. K tomu
postaci nasledujici avaha. Zméifime obvod souvislych nakaZzenych oblasti,
za jednotku zvolime hranu jednoho policka. Podivame-li se na pfedchozi

5)nap¥. prepinaé -Wall v gee
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obrazky, tento obvod je u vSech 4 Sachovnic vzdy 16 hran. To neni nahoda.
Nakazime-li totiz nenakazené policko, obvod nakazené ¢asti se nemuize zvét-
sit. Nakazenim vzdy z obvodu odebereme nejméné dvé hrany (hrany mezi
nenakaZzenym poli¢kem a jeho nakaZenymi sousedy) a pfidame maximalné
dvé hrany (hrany mezi nenakaZenym polickem a jeho nenakaZenymi sou-
sedy). Viz piiklady na nasledujicim obrazku.

1 .

L]

L1 L

I | -

b [p -

Na konci ma nakazena ¢ast obvod 4n hran, na zac¢atku tedy musime
nakazit minimalné n policek.

6. Dé&leni minci

Méame k dispozici herni desku s dostateéné dlouhou fadou poli¢ek uspo-
rfadanych zleva doprava. Do prvniho poli¢ka polozime sloupec minci. Po-
tom opakované provadime nasledujici tahy: vezmeme dvé mince z néjakého
sloupecku, jednu minci zahodime a tu zbyvajici umistime na sloupecek
o jedna vpravo. Toto opakujeme tak dlouho, dokud neméme na desce je-
nom politka obsahujici nejvyse jednu minci. Zajimé nas: a) Zalez{ rozmis-
téni minci na konci hry na tom, v jakém pofadi vybirame sloupecky pro
premisténi minci? b) Kolik poli¢ek pot¥ebujeme, abychom dohrali hru s n
mincemi? ¢) Kolik pFemisténi minci musime ve hie s n mincemi provést?
Reseni

Prifadime polickim na herni desce indexy, jako by to bylo pole. Prvni
policko méa index 0, druhé policko ma index 1 atd. Pomoci b; oznacime
pocet minci, které se na konci hry nachazi na policku 4, a pfedpokladame,
ze k je maximalni index, pro ktery je b; = 1. Napiiklad pron = 5 a
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nésledujici prubéh hry

R LW o
=

o 1

méme bg =1, =0,y =1a k=2

Pro pochopeni hry je klicovy nasledujici postieh: pokud je nékdy v pru-
bé&hu hry na policku ¢ mince, museli jsme v nékterém minulém tahu vzit
dvé mince z policka i — 1, a pokud je i —1 > 0, museli jsme vzit ¢tyfi mince
z poli¢ka i — 2, atd. Abychom na konci hry docilili b; = 1, spotfebujeme k
tomu 2° minci z prvniho policka. Pokud mé byt také b; = 1 (pro j # i),
pak spotiebujeme dalsich 27 minci. Dostavame tak, Ze

n= ZZ:T“
i=0

a bpbg_1 . ..bo je zapis n ve dvojkové soustavé.

Ted muZzeme snadno odpovédét na prvni dvé otazky. Protoze zapis &isla
ve dvojkové soustavé je pro kazdé ¢islo unikatni, na vybéru poli¢ek pro
provedni tahti nezalezi. Pocet poli¢ek, ktera potfebujeme, odpovida délce
zépisu ve dvojkové soustavé a ten je roven |In(n)| + 1.

Abychom nalezli odpovéd na t¥eti otazku, viimnéme si, Ze provedenim
jednoho tahu se zmensi pocet minci na desce o jedna. Provedeme tak
n— Zf:o b; tahti. Suma ve vyrazu je pocet jednicek v zapisu n ve dvojkové
soustavé.

Literatura

[1] Levitin, A., Levitin, M.: Algorithmic puzzles. Oxford University Press, New
York, 2011.
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Recenze druhého opraveného ceského vydani knihy
Analyza nekonecné malého za ticelem chdpani kiivek
markyze Guillaume F. A. de L’Hospitala

Zajemci o historii matematiky maji v ¢estiné dostupné stézejni dilo
francouzského matematika Guillauma F. A. de L’Hospitala (L’Hopitala)
Analyjza nekonecné malého za tdcelem chdpdni krivek, které vyslo v origi-
nale poprvé v Pafizi roku 1696. (Jméno se piSe také L'Hospital jak ukazuje
i titulni strana druhého vydani v Pafizi.) S knihou jsem se mohl seznamit
ve druhém ceském opraveném vydani z roku 2020. Vysla v nakladatelstvi
Karla Vagicka z Pardubic v malém nakladu 165 vytiska (ISBN 978-80-
903838-4-5). Sam Karel Vasicek knihu pielozil, upravil a doplnil dalsimi
kratsimi ¢lanky a informacemi jako napiiklad ¢lankem G. F. B. Riemanna
O poctu prvocisel, kterd jsou mensi nez zadand velicina z roku 1859, Jo-
hanna Bernoulliho Predndsky o kalkulu diferencidld (neni pfesnéji uvedeno
z jakého zdroje je pfeklad realizovan, jen nazev puvodni prace Lectiones
de Calculo Differentialis), prace Bernarda de Fontenelle Chvalozpév na
L’Hospitala, preklad ¢lanku z knihy Histoire du renouvellement, vydéano
v de I’Academie royale des sciences, Boudot, Paris 1708, str. 116145, také
préaci Alexandra Jankova Basilejskij problém z roku 2016. Na konci knihy
jesté vydavatel pfidal své dvé vlastni informac¢ni stati Jak vydat knihu? a
Krdtce o fotografii a jeji historii. Jak je z knihy patrné, vétSinu redakéni
prace pii vydavani knihy realizoval sam K. Vasi¢ek (krom piekladd i sazbu,
grafiku a usporadéani, napiiklad dodani souboru definic nékterych pojmu
a nazva kiivek).

Vyznam vydavani prekladi knih, které kdysi mély stézejni vyznam pro
rozvoj matematiky je hlavné v tom, Ze si dne$ni ¢tenaf (z obtiZné&ji do-
stupné literatury) miZe uvédomit nékteré dnes jiz neaktualni pohnutky a
sméry tehdejsiho badani. L’Hopitalova kniha z matematické analyzy je zde
plna obrazki, o geometrii se opira vétsina piikladi. Geometrie je prostied-
kem pro charakterizovani dynamiky pfedstavy nekone¢né malého, nikde se
nezdiraziuje, Ze se pracuje s funkcemi (v obrazcich se moc nezakresluje
soustava soufadnd ani se nezdtraziuje, Ze se pracuje s funkcemi). Ve je ale
v pohybu, ur¢ité body se ,,pohybuji po kiivce®, ,pFfiblizuji se k ... “. Ana-
lyza je zde vlastné uvod do diferencialni geometrie. Resf se zde nejen ulohy
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o te¢nach ke kfivkam, inflexni body, ale také oskula¢ni kruznice, evolventy
a evoluty. Ulohy se tykaji velkého mnozstvi technickych kiivek, hovoii se
o cykloidach, hypocykloidach, pericykloidach, epicykloidach, srdcovkach,
atd. Vibec kinematicka geometrie je podstatnou ¢asti textu L’Hospitalovy
knihy. Skoda jen, ze ptivodni obrazky nemohly byt vétsi, fada detaili se
tak ztratila. Kladem knizky je dopliitkovy text s fadou obrazki, vysvétlujici
definice a technicka pouziti fady specidlnich kiivek.

Charakteristikou textu je slozité slovni vyjadfovani jednotlivych mate-
tickému textu, pracujeme vice se symboly nez s jazykem. V dobé, kdy se
nova symbolika tvofila, bylo v8ak asi nutné pouzivat vice slovniho komen-
tafe k jednotlivym vypocetnim postuptim nez je dnes obvyklé. Ctenare
jisté upouté velké mnozstvi feSenych prikladi jak z technické praxe, tak i
z geodézie.

ANALYZA

NEKONECNE MALEHO
7ZA UCELEM CHAPANI KRIVEK

pana markyze
Guillaume Frangoise Antoine de U'Hoépitala

prvni ¢eské vydani

Georg Friedrich Bernhard Riemann:
O poétu prvocisel, kterd jsou mensi ne’ zadané velicina

Kniha je dobrou informaci o tom, jakymi cestami se ubirala matema-
tickd analyza nekone¢né malého na konci 17. stoleti.
Zdenék Pulpdn
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ZPRAVY

64. ro¢nik Mezinarodni
matematické olympiady

Y
%

64. rocnik Mezindrodni matema-
tickd olympiady (IMO) se konal ve
dnech 2.-13. Cervence 2023 v japon-
ské Cibé nedaleko Tokia. Do Japonska
se soutéz vratila po 20 letech, v roce
2003 se soutéz konala primo v Tokiu.
Tehdy se soutéze zucastnilo 457 zaka
z 82 zeml celého svéta, letos to jiz bylo
612 zaki ze 112 zemi, poprvé prijela
reprezentace Kamerunu.

Priprava soutéZze je béhem na dlou-
hou trat, po zvoleni pied ¢tyFmi lety se
ji pod zastitou vlady ujala Nadace ja-
ponské matematické olympiady. Podle
informace organizatori byl jeji rozpo-
kych dolarii. Z navrhi, které v bfeznu
poslaly jednotlivé tcastnické staty, se-
stavila vybérova komise tzv. Shortlist
obsahujici 32 tloh, po osmi z kazdé
z tradiénich oblasti stfedoskolské ma-
tematiky (algebra, kombinatorika, geo-
metrie a teorie ¢isel). Z n&j vybrala jury
sestévajici z vedoucich jednotlivych de-
legaci 6. Cervence Sestici uloh, které tito
vedouci poté pielozili do narodnich ja-
zykd.
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Cesky reprezentaéni vybér byl se-
staven na zakladé vysledkt dstfedniho
kola kategorie A 72. ro¢niku Matema-
tické olympiady a néasledného vybé-
rového soustfedéni. Misto v reprezen-
taci si vybojovali: Tereza Cernd (7/8),
G Praha 9, Litoméricka, Michal Ja-
nik (8/8) a Samuel Rosiar (4/4), oba
G Jana Keplera, Praha 6, Erik Je-
Zek (1/4), Smichovska SPSaG, Praha
5, Stépdn Mikéska (8/8), G Brno, t¥.
Kpt. JaroSe a Jakub Stepo (8/8), Gym-
nazium Kladno. Vedoucim ceské de-
legace byl doc. RNDr. Tomds Bdrta,
Ph.D., z MFF UK v Praze a pedago-
gickym vedoucim byl RNDr. Pavel Ca-
labek, Ph.D., z PfF UP v Olomouci.

Soutézici a jejich pedagogicky do-
provod pfiletéli do éiby 6. Cervence
a byli ubytovani v hotelu APA ve
¢tvrti Makuhari. Na slavnostnim zaha-
jeni v patek 7. Cervence uvitala sou-
tézici spolu s organizatory ministryné
gkolstvi, kultury, sportu a inovaci Ja-
ponska pani Nagaoka Keiko.

Samotné soutézi pak byly vénovany
dva dny, sobota 8. a nedéle 9. ¢ervence,
ve kterych soutézici fesili v ¢asovém li-
mitu 4,5 hodiny po tfech tlohéch, za
kazdou z nich mohli ziskat az sedm
bodu. Nasledujici dva dny se soutézici
seznamovali s Japonskem a jeho kul-
turou, po névstévé Disneylandu méli
na vybér z fady fakultativnich pro-
gramt, které sahaly od riznych tema-
tickych prohlidek Tokia az ke sportov-
nim utkdnim na mistni univerzité. Me-
zitim vedouci delegaci spolu s koordi-
natory opravovali a hodnotili jejich Fe-
Seni psand v nérodnich jazycich. Po
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dvou dnech skonéilo i jejich pracovni
nasazeni a na slavnostnim zakonceni
byly vyhlaseny kone¢né vysledky.

Uvodni tlohy kazdého dne se dle
ocekavani ukazaly jako nejjednodussi,
prumérny bodovy zisk z nich byl po
fadé 5,8 a 4,7 bodu (ze 7 moznych).
Druhé tlohy kazdého dne jiz mély
roziadit medailisty, primérné bodové
zisky z nich byly 3,2 a 2,4 bodu.
Paradoxné si ¢eské druzstvo mnohem
lépe poradilo s kombinatorickou dru-
hou tdlohou druhého dne a dle praméru
snadnéjsi geometrie prvniho dne se pro
ngj ukéizala jako velmi tézki. Treti
ulohy kazdého dne vybird jury s ci-
lem roziradit uc¢astniky se zlatymi me-
dailemi, coz opét potvrdily pramérné
bodové zisky 1,3 a 0,3. Prestoze jury
velmi vahala se zafazenim tieti tlohy
druhého dne, kdy prevazoval nazor, Ze
uloha je extrémné obtizné, ukazalo se
nakonec, ze v8ech Sest dloh bez ztraty
jediného bodu vytesilo pét ucastnikii
(dva z Ciny, po jednom z Koreje, Ru-
munska a USA), pfitom tuto tlohu
s drobnymi problémy vyf¥esilo jedenéct
ucastnika.

Ceské druzstvo skonéilo v neofici-
alnim hodnoceni zemi na 45. misté a
potvrdilo tak pozici z minulych let.
Bronzové medaile ziskali Samuel Ro-
star, 23 bodu, Erik JeZek a gtépdn M-
késka, oba 22 bodu a Michal Janik, 21
bodt. Tereza Cernd se ziskem 17 bodt
skoncila tésné pod hranici bronzové
medaile, ale odvezla si ¢estné uznani za
uplné vyfeseni jedné dlohy (ve skuteé-
nosti aloh dvou). S Gplnymi vysledky
se mize seznamit na strankiach IMO.

Na zavér uvadime zadani vSech Sesti
soutéznich tloh, v zavorce je navrhujici
zemé. Jejich feSeni hledejte na stran-
kach letosniho ro¢niku IMO.
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Prvni soutézni den
(8. 7.2023)

1. Urcete vSechna slozena pfirozena
¢isla n > 1, kterd splhuji nasledujici
podminku: pokud di,dz,...,dr jsou
v8echny kladné délitele ¢isla n a plati

1:d1<d2<...<dk:n,

pak d; je délitelem d;y1 + dit2 pro
kazde 1 <i <k — 2.
(Kolumbie)

2. Bud ABC ostrouhly trojahelnik
spliiujici |AB| < |AC|. Oznaéme €
kruznici opsanou trojihelniku ABC' a
S stfed jejiho oblouku C'B obsahuji-
ciho bod A. Kolmice na piimku BC
vedend bodem A protind dsec¢ku BS
v bodé D a kruznici 2 podruhé v bodé
E # A. Rovnobézka s BC vedena bo-
dem D protind pfimku BE v bodé L.
Oznacme w kruznici opsanou trojihel-
niku BDL. Necht w protina 2 podruhé
v bodé P # B.
Dokazte, Ze te¢na ke kruznici w v bodé
P protina pfimku BS v bodég, ktery lezi
na ose vnitintho uhlu BAC.
(Portugalsko)

3. Pro kazdé pfirozené ¢&islo k > 2 ur-
Cete vSechny nekone¢né posloupnosti
kladnych celych ¢&isel a1, az, . . ., pro néz
existuje polynom P tvaru

P(z) = AT L S IR Ry co,

kde co, c1, ..., Ck—1 jsou nezaporné cela
c¢isla, takovy, ze

P(an) = Gnt10n+2 - - - Gntk

pro kazdé pfirozené n > 1.
(Malagsie)
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Druhy souté&zni den
(9. 7. 2023)

4. Necht 1, x2, . .., T2023 jsou po dvou
rizné kladna realna ¢isla takova, ze

an=+(z1+22+ ... +20)"

1 1 1
: —+ —+... .+ —
X1 ) Tn
je celé cislo pro kazdé n = 1,2,...,

2023. Dokaite, ze a2023 2 3034.
(Nizozemsko)

5. Bud n kladné celé &islo. Japonsky
trojuhelnik sestavd z 1 +2 + ... +n
kruhta uspofddanych do tvaru rovno-
stranného trojihelniku tak, Ze pro
kazdé ¢ = 1,2,...,n obsahuje i-ta
fada pravé i kruhd, z nichZ pravé je-
den je obraven Cervené. NindZova cesta
v japonském trojuhelniku je posloup-
nost n kruhi, kterd zac¢ind kruhem
v horni fadé, z kazdého kruhu pokra-
¢uje vzdy do jednoho ze dvou kruhu
lezicich pfimo pod nim a konéi v dolni
fadé. Zde je priklad japonského troj-
thelniku pro n = 6 a v ném piiklad
nindZovy cesty obsahujici dva ¢ervené
kruhy:
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V zévislosti na n najdéte nejvétsi k
takové, ze v kazdém japonském troju-
helniku existuje nindZova cesta obsahu-
jici asponr k Cervenych kruht.

(Nizozemsko)
6. Bud ABC rovnostranny trojuhel-
nik. Necht Ay, B1, C1 jsou vnitini body
trojuhelniku ABC' takové, ze plati

|BA:1| = |A.CY,
|CB1| = |B14],
|AC| = |C1B]

[XBALC| + [XCB1A| +
+ [QLAC: B| = 480°.

Primky BC, a C' By se protinaji v bodé
As, pfimky CA; a ACy1 v bodé Bz a
pfimky AB; a BA; v bodé Cs.
Dokazte, Zze pokud je trojuhelnik
A1 B1C1 riaznostranny, pak t¥i kruznice
opsané trojuhelnikim AA; Az, BB1 B>
a CC1Cy prochazeji vSechny dvéma
spoleénymi body.

(Poznamka: rtaznostranny trojthelnik
je takovy, v némz zadné dvé strany
nejsou shodné.)

(USA)

Mezindrodni MO se v roce 2024
bude konat v britském Bathu, nasledo-
vat budou Australie a Cina. Jury letos
nové prislibila organizaci soutéze v roce
2027 Madarsku a pro rok 2028 uvazuje
o Saudské Arabii.

Pavel Caldbek
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Seminaif Matematika a fyzika
ve Skole v roce 2023

Po pétileté pauze zpusobené pande-
mii covidu-19 se ve dnech 16.—18. srpna
2023 opét seslo celkem 34 ucastnika
III. seminafe Matematika a fyzika ve
Skole, traditné v aule Gymnazia Je-
vicko (https://www.gymjev.cz). Pro-
gram seminéfe zahrnoval 12 prenések,
kulaty stil na téma Vzdéldni a dnesek,
komentovanou prohlidku mésta zavrse-
nou vystupem na méstskou véz, pri-
jeti starostou mésta DuSanem Pdv-
kem, dipl. um., vystavu vénovanou tra-
di¢ni vyrobé& &epelek ve mésté (repre-
zentované nyni firmou Czech Blades,
https://www.czechblades.cz) a spole-
Censky veCer s zivou jazzovou kape-
lou (v niZ G¢inkoval i samotny starosta
mésta).

Kulaty stal na téma vzdélani a dnesek
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Pfipomenme témata, jez na se-
minafi zaznéla: O nékterych podivu-
hodnych  idkazech v naSem  skol-
stvi  (prof. PhDr. Tomas Janik,
Ph.D., M.Ed., MU Brno), DokdZeme
se poudit z dat i pri Tizeni Skolstvi?
(PhDr. Eva Ridka, CSc., CERMAT),
Neéekolik pFikladi, uw nichZ intuice se-
lhdvd (doc. RNDr. Eduard Fuchs,
CSc., MU Brno), Viyznamni cinitelé —
jednotky a prvocinitelé (doc. RNDr. Ja-
romir Simsa, CSc., MU Brno), Nové
definice jednotek SI (prof. RNDr. Petr
Ponizil, Ph.D., UTB Zlin), Drobnd pre-
kvapeni spojend s numerickou integraci
(prof. RNDr. Jifi Bouchala, Ph.D.,
VSB-TU Ostrava), Co se nekiizi, to
se rddo md aneb uvolnéné a nevd-
zané poviddni o rovinnich grafech
a dalsich geometricky motivovanych
zpusobech wvizualizace bindrnich relaci
(prof. RNDr. Jan Kratochvil, CSc.,
UK Praha), Matematika ve sportu
(Mgr. Miroslav Stanék, Stfedni 3kola
André Citroéna Boskovice), Kudy krd-
cela FO v minulém desetileti (Mgr.
Lukas Richterek, Ph.D., UP Olomouc),
Eztrémné mladé rodiny a pdry astero-
idi, (Mgr. JindFich Zizka, Ph.D., G Je-
vitko), Tenkrdt na Zdpadé (RNDr. Ka-
rel Lepka, Dr., MU Brno) a Podle ¢eho
pozndme silu gravitacéniho pole? (prof.
RNDr. Jan Novotny, CSc., MU Brno).

Seminaf pravidelné porada Komise
pro vzdélavani uciteli matematiky a
fyziky JOMF ve spolupraci s Gym-
naziem Jevicko a brnénskym poboc-
nym spolkem J CMF , medidlnim part-
nerem byl ¢asopis Uc¢itel matematiky.
Programovy a organiza¢ni vybor kon-
ference ve slozeni doc. RNDr. Eduard
Fuchs, CSc. (MU Brno), Mgr. & Mgr.
Lucie Skvarilovd (feditelka gymna-
zia), RNDr. Ales Trojinek, Ph.D.
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beiirki
akce RNDr. Dag Hruby (G Jevitko a onizil

UP Olomouc) odvedla perfektni praci
a pripravila idealni prostfedi nejen pro
samotné prednéasky, ale i pro nefor-
malni diskuse mezi Gcastniky seminéafte.
Doufejme, Ze i za dva roky bude tradice
seminéfe opét pokracovat.

Lukds Richterek

VYZNAMNI CINITELE
JEDNOTKY A PRVOCINITELF

Prednéaska Jana Kratochvila Prednéagka Jana Novotného
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