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MATEMATIKA

Malfattiho problém a jeho reseni

JOSEF POLAK
Fakulta aplikovanych véd ZCU v Plzni

Historie Malfattiho problému

Gianfrancesco (Gian Francesco) Malfatti (1731-1807) byl italsky mate-
matik, ktery od roku 1771 po 30 let pusobil jako profesor matematiky na
Univerzité ve Ferrafe. I poté do konce Zivota se vénoval védecké ¢innosti
v matematice a jejich aplikacich. V roce 1803 se zabyval matematickym
aplikaénim problémem, nazyvanym Malfattiho mramorovy problém (Mal-
fattiho mramorovd optimalizacni wloha) [7]: Z bloku mramoru ve tvaru
trojbokého hranolu se maji vyfezat tfi kruhové valce (obr. 1) tak, aby
ztraty mramoru byly minimalni.

PR

PE
A

~~~~~

Obr. 1
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Pro vyfeSeni této aplikaéni dlohy Malfatti formuloval v roviné kolmé
k osam vélcti odpovidajici planimetrickou tlohu, zvanou Malfattiho pro-
blém (Malfattiho planimetrickd uloha): Do daného trojthelniku se maji
vepsat t¥i nepiekryvajici se kruhy (tzv. Malfattiho kruhy) takové, ze sou-
Cet jejich obsahil je co nejvétsi. Piitom se Malfatti zaroven intuitivné (ale
nespravné) domnival, Ze plati tzv. Malfattiho hypotéza, podle niz je FeSeni
Malfattiho problému ekvivalentni s feSenim planimetrické tlohy: Danému
trojuhelniku vepsat t¥i nepiekryvajici se kruhy takové, Ze kazdy z nich se
dotyka ostatnich dvou kruhii a dvou stran trojuhelniku (obr. 2).

Obr. 2

Regenf planimetrické dlohy v Malfattiho hypotéze se vénovalo mnoho
matematikii po dobu dvou staleti [1]. Z nich se v literatufe nejcastéji cituje
feSeni, jehoZ autorem byl vyznamny Svycarsky matematik Jakob Steiner
[10]. Zajimavé FeSeni odvodil napf. téZ Cesky matematik Vilém Rychlik
(mladsi bratr profesora Karla Rychlika) [9].

Avgak v roce 1930 angli¢ti matematici Hyman Lob a Herbert William
Richmond odvodili, ze Malfattiho hypotéza neplati pro rovnostranné troj-
ahelniky [6] a v roce 1946 americky matematik Howard Eves ukazal, ze
jesté podstatné zifejméjsi je jeji neplatnost pro ,,dlouhé tuzké“ trojihel-
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niky [3]. V roce 1967 americky matematik Michael Goldberg dokéazal, ze
Malfattiho hypotéza dokonce neplati pro Zadné trojuhelniky (libovolného
tvaru) [4]. V letech 1990-1991 dalsi autofi ukazali, Ze jeden z kruhu FeSeni
Malfattiho problému musi byt kruh vepsany danému trojuhelniku. Uplné
feSeni Malfattiho problému odvodil az v roce 1992 rusko-izraelsky matema-
tik Viktor Abramovic Zalgaller (1920-2020) na zakladé podrobné analyzy
moznych piipadi (konfiguraci trojic nepfekryvajicich se kruht v trojahel-
niku) a uziti goniometrickych identit v praci [11], jejimZ spoluautorem byl
ukrajinsky matematik G. A. Los’.

Pozndmka. Historie Malfattiho problému a vyvraceni jeho hypotézy by-
vaji Casto uvadény jako nazorny piiklad toho, Ze pouhd intuice muze vést
k nespravnému matematickému tvrzeni (viz napf. [2, 5]).

V nésledujici hlavni ¢asti naseho ¢lanku uvedeme postup odvozeni go-
niometrickych podminek feseni Malfattiho problému podle [11]. Vyjdeme
pfitom z goniometrického vyjadieni poméru poloméri dvojice teénych
kruht vepsanych do daného ostrého uhlu.

Dvojice te¢nych kruhti vepsanych do ostrého thlu

Necht K1, Ky jsou dva te¢né kruhy s vngjsim dotykem, se stiedy O1, Oq
a poloméry R, r (R > r), jez jsou vepsané do daného ostrého thlu velikosti
2¢ (obr. 3).

Y

Obr. 3
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Z pravouhlého trojihelniku O102@Q s pravym thlem pii vrcholu @ plyne
vztah

R—7r
o 1
sin g Rrr (1)
a odtud e
—singp
=R—— . 2
" Rl—&—sinap )

Rovnost (2) lze dale upravit uzitim znamého vzorce

2tg ¥
sin p = ,
7 1+tg? €
odkud oro oo
. (1-tg¥$) : (1+tg%)
l—sinp=-——"-">, l+sinp=—"73"+.
1+tg® % 1+tg* %

Po dosazeni do rovnosti (2) nabyva tvaru

(1-tg%)

ResSeni Malfattiho problému
Necht ABC je libovolny ostrothly trojihelnik s vnitinimi thly o veli-
kostech
a<f<n. (4)
Kruznice vepsand trojuhelniku ABC je kruznice, ktera se dotyka vSech

jeho stran. M4 stied v priseciku os vnitinich dhld a jeji polomér je dan
vzorcem

kde pii délkach stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC je s = %(a + b+ c) jeho
polovi¢ni obvod a S je jeho obsah, pro ktery plati Herontv vzorec

S =/s(s—a)(s—b)(s—c).

Kruh ohrani¢eny vepsanou kruznici se nazyva kruh vepsany trojihelniku
ABC'. Ze vsech kruht, jez lze umistit do daného trojuhelniku ABC, ma
zFejmé nejvétsi polomér p a odtud plyne:
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Véta 1
Ze vsech kruhu lezicich v trojuhelniku ABC kruh vepsany trojuhelniku
méa maximalni obsah mp?.

Dale uvazujeme rtizné mozné konfigurace (usporadani vzajemné polohy)
dvojic nepiekryvajicich se kruht, jez lezi v trojuhelniku ABC splhujicim
podminky (4). Z rozboru vSech moznych konfiguraci podle [1, 11] plyne:

Véta 2

Ze v8ech moznych konfiguraci dvojic neprekryvajicich se kruhu v troju-
helniku ABC spliwjicim podminky (4) m& maximalni soucet obsaht dvo-
jice tvofend kruhem K; vepsanym trojihelniku ABC a k nému teénym
kruhem Ks (s vngjsim dotykem v bodé Q1) vepsanym trojuhelniku AX;Y7,
kde X1, Y7 jsou pruseciky spole¢né te¢ny kruht Ky, Ky v jejich bodu do-
tyku Q1 s pfimkami AB, AC (obr. 4, 5).

Obr. 4

Stied O; kruhu K; je prusecikem os vnitinich thla trojihelniku ABC
a ma polomér r1 = p dany vzorcem (5), stfed Oy kruhu K je priise¢ikem
osy vnitiniho thlu velikosti o a osy thlu AY;Q1, jeho polomér ro 1ze urdit
uzitim vztahu (2):

1 —sin

T g, kde r, = p. (6)
2

=r—=
11+sin
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Vyuzitim véty 2 a z rozboru moznych konfiguraci tii neprekryvajicich
se kruht v trojuhelniku ABC podle [11] plyne:

Véta 3 (o feseni Malfattiho problému)

Ze vsech moznych konfiguraci trojic nepiekryvajicich se kruha v troju-
helniku ABC' spliiujicim podminky (4) ma maximalni soucet obsahii tro-
jice tvorend kruhy Ky, Ko z véty 2 a te¢nym kruhem Kjs (s vnéjsim dotykem
v bod& Q2) vepsanym trojuhelniku AX5Ys, kde X, Y5 jsou priseéiky spo-
le¢né teény kruhu Ks, Ks v jejich bodu dotyku Q9 s pfimkami AB, AC
(obr. 4), resp. te¢nym kruhem Ky (s vng&jsim dotykem v bodé Q3) vepsa-
nym trojuhelniku BX3Y3, kde X3, Y3 jsou pruseciky spoleéné te¢ny kruhi
Ko, Ky v jejich bodu dotyku Q3 s piimkami BA, BC (obr. 5).

Obr. 5

Uvazujme tedy dva piipady konfiguraci:
V konfiguraci kruht Ky, Ko, K3 (obr. 4) stfed Og kruhu Ks je prusecikem
osy vnitiniho thlu velikosti « a osy thlu AY5Q, jeho polomér 73 lze urcit
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uzitim vztahu (2) a (6). Plati tak

1 —sing :IO(lfsin%)2
1 +sing (1+sin )2

(7)

r3s =T9
V konfiguraci kruht Ky, Ko, K4 (obr. 5) stfed O4 kruhu Ky je prusecikem

osy vnitfniho thlu velikosti 8 a osy uhlu BY3Q3, jeho polomér r,4 lze urcit
uZitim vztaha (2) a (3):

m:ﬁl—sing :p(l—tgg)2 ()
1+sind " (1+tgh)?

Konfigurace kruht Ky, Ko, K3 (obr. 4) je feSenim Malfattiho problému
(tj. soudet jejich obsahti je maximéalni), pravé kdyz v trojuhelniku ABC
spliiujicim podminky (4) je obsah tetného kruhu Ks vé&tsi nebo rovny ob-
sahu te¢ného kruhu Ky, ktery by byl sestrojen v obr. 4 obdobné jako
v obr. 5, a tedy pro jejich poloméry rs, ry plati r3 > ry. Odtud uzi-
tim vztahd (7), (8) pro velikosti ahld «, 5 spliwjici podminky (4) ply-
nou postupné ekvivalentni podminky (nebot § < 90° = sin§ < 1 a
B <450 = tg 2 < 1):

2
(1—s1ng> S 1—tg§
1+sing - 1—|—tg§

(1—sin%) (1+tgf> 2(1+sm <1—tg )
l—sin%—i—tgg—sin%tggZl—i—sm%—tgg—m %tg§7
tg%Zsin%. (9)

Obdobné konfigurace kruht Ky, Ka, K4 (obr. 5) je FeSenim Malfattiho
problému (tj. soudet jejich obsahi je maximalni), pravé kdyZ v trojahelniku
ABC splhujicim podminky (4) je obsah te¢ného kruhu Ky v&tsi nebo rovny
obsahu te¢ného kruhu Kgs, ktery by byl sestrojen v obr. 5 obdobné jako
v obr. 4, a tedy pro jejich poloméry r3, ry plati r3 < ry. Odtud uzitim
vztaht (7), (8) dospivame k ekvivalentnim podminkam

tgg < sin%. (10)
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Véta 4 (o podminkach feseni Malfattiho problému)

Konfigurace kruhu Ky, Ky, K3 z véty 3 je feSenim Malfattiho problému
pro trojihelnik ABC spliwjici podminky (4), pravé kdyz v ném plati pod-
minky (9). Konfigurace kruhii Ky, Ky, K4 z véty 3 je fesenim Malfattiho
problému pro trojuhelnik ABC' spliwjici podminky (4), pravé kdyZ v ném
plati podminky (10). V p¥ipadé platnosti rovnosti v podminkéach (9), (10)
ma Malfattiho problém obé dvé feSeni.

Konstrukéni reseni

Pro trojthelnik ABC' spliiujici podminky (4) a sin§ < tgg je pro-
vedeno konstrukéni feSeni Malfattiho problému v obr. 4, pro trojihelnik
ABC spliwjici podminky (4) a sin § > tg% je na obr. 5. K jeho realizaci
je vhodné vyuziti libovolného dostupného software dynamické geometrie,
napt. GeoGebry.
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Vyuka tématu inflace

JIRI HELUS
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Inflace je pro zéky ZS i SS naroéné téma. MiZeme ji vyucovat v samo-
statném seminafi finan¢éni gramotnosti, v matematice nebo v obc¢anské vy-
chové. V pripadé nedostatku prostoru ve zminénych predmétech je mozné
usporadat projektové dny zaméfené na toto téma. Vzdy je vSak dilezité
neopomenout ¢ast finanéni matematiky, tedy konkrétni ptriklady.

Trifazovy model uéeni

Ve vyuce volitelného seminéfe z finan¢ni gramotnosti pro zaky ve véku
14-16 let se autorovi osvédéil trifazovy model uceni, tzv. model E-U-R.

Tento model se v Ceské republice rozsifil zejména diky spolku Kri-
tické myslent, ktery byl zaloZen v roce 2000 jako obanské sdruzeni [1].
Slouzi jako koordina¢ni centrum programu Reading and Writing for Criti-
cal Thinking (Ctenfm a psanim ke kritickému mysleni)®).

Metoda je zaloZena na konstruktivistickém piristupu k uceni, a tedy
respektuje mechanismy pfirozeného uceni. M4 za cil fizené uéeni co nejvice
pfipodobnit tomu spontannimu [2].

Prvni faze se nazyva evokace. Jak uZ nazev napovida, jejim cilem je
pomoci zakovi si vybavit (evokovat), co uz o tématu vi, zaktivizovat ho
a vzbudit u ngj vnitini zdjem o nadchézejici téma [3].

Ve druhé fazi, uvédomeénd, je zak vystaven novym informacim a to na-
priklad formou ¢éteni textu, zhlédnuti filmu, poslechem prednésky nebo
vlastnim experimentovanim. V této fazi je naSim cilem udrZet pozornost
7éka, kterou jsme ziskali v pfedchozi fazi [3].

Pii zavérecné, treti fazi probihéd u zaka reflere. Tedy ohlédnuti za tim,
co nového se naudil. Systematizuje a upeviuje nové védomosti. Porovnava
je s pivodnimi prekoncepty?). Proces uceni v této fazi vytvaii trvaly vy-
sledek, proto nemitize byt faze vynechana [3].

1) Program vznikl v USA a byl spustén v roce 1997 [1].

2) Détské (zékovské) prekoncepty jsou svébytné predstavy o obsahu pojmi, které
si vytvari dité samo a které neodpovidaji védeckému poznéni. Dité k nim dospiva na
zékladé vlastnich zkuSenosti. Vytvari si své ideje o tom, jaky je svét a jak funguje...“
[4, str. 395]
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Téma inflace je obsazeno ve Standardu finanéni gramotnosti®) v prv-
nim okruhu Nakupovdni a placeni. U zaki druhého stupné zakladni skoly
nalezneme kompetenci:

e . popiSe vliv inflace na hodnotu penéz* [6, str. 2].
Zaci stiedni skoly maji dosahovat nésledujicich dvou kompetenci:
e vysvétli vliv inflace na pi{jmy, vklady, avéry“ [6, str. 2],

e _navrhne, jak se ob¢an muze chranit proti mirné a proti vysoké in-
flaci“ [6, str. 2].

Zatimco u zaka zakladni skoly se spokojime se znalosti pojmu inflace a
jejim dopadem na hodnotu penéz?), u zaka stiedni skoly bychom jednak
radi znalost dopadi inflace rozsitili o prijmy, vklady, avéry, a také bychom
chtéli, aby znal zpisoby, jak své finance proti inflaci ochranit.

V nasledujici ¢asti ¢lanku bude predstaveno zavedeni pojmu inflace
v ramci jedné z autorovych vyucovacich hodin v seminafi finanéni gra-
motnosti.

Struktura vyuky

Pfi planovéani vyucovaci hodiny je vhodné ponechat ¢asovou rezervu pro
necekané udalosti, proto budeme hodinu koncipovat na ¢as 40 minut. Pro
praci s zaky predpokladame znalost tématu procent a vypoc¢ti s nimi.

Abychom byli schopni navrhnout vyucovaci hodinu a nasledné ovéfit
jeji tspésnost, musime si stanovit jeji cile. Ty mohou pro tvodni hodinu
vypadat nasledovné:

o 74k vysvétli pojem inflace.
e Zak popiSe vliv inflace na hodnotu penéz a ceny zboi a sluzeb.
o 7k vysvétli rozdil mezi inflaci a deflaci.

e Zak jmenuje instituci, kterd ovliviiuje miru inflace v CR a uvede
»zdravou* miru inflace.

o 7k vypocte cenu zbozi a sluzeb pfi dané mite inflace.

3)Standardy finanéni gramotnosti stanovuji cilovou tiroveii finanéni gramotnosti pro
zaky zakladnich a stfednich skol [5].
4)Znehodnocovani mény zpiisobené ristem cen se nazyva inflace [7, str. 13].
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Evokace

Vyucovaci hodinu v seminafi za¢indme evokaci v délce pfiblizné 7 mi-
nut. V této fazi se snazime zakim pomoci vybavit si souvislosti, které si
s pojmem inflace spojuji. I pfesto, Ze samotny pojem nemusi znat, ve véku
14-16 let si uz jist& v&imaji ristu cen zbozi a sluzeb.”) Je pravdépodobné,
7e téma inflace zaslechnou také doma pii rozhovoru rodi¢i nebo z médii
(at uz z televize, socialnich siti nebo ¢lanki na internetu).

Autor ve své praxi (seminéafi) vyuZziva rizné techniky evokace. V této
hodiné autor vyuzil nasledujici techniku:

Otazky k zamysleni. Autor pfipravil otazky, které mély zaky motivovat
k danému tématu:

1. Slyseli jste nékdy rodi¢e nebo prarodice vypravét o cené zbozi pred
lety? Jak vysoka byla v porovnani s cenou zbozi dnes? Vniméte vy
sami zménu ceny zboZzi v prubéhu let?

2. Pokud uschovate tisicikorunu doma v zésuvce stolu, koupite si za ni
po deseti letech stejné zbozi, jako byste si za ni koupili nyni?

Nasledné zaci diskutovali o téchto otazkach v malych skupinkach zhruba
4 minuty. Poté byla vyzvana jedna ze skupinek, aby tiidé sdélila zavéry
diskuze.

V hodiné zaci dogli k nasledujicim reakcim na otazky:

1. Z vypravéni slyseli, Ze vSe bylo diive zhruba desetkrat levnéjsi. Nebyli
si v8ak jisti, kdy. Sami v8ak vnimaji zménu ceny minimalné.

2. Jeden z postfehu zaki byl, Ze si nejsou jisti, zda by si na ukryté
penize vibec vzpomnéli, ¢i zda by je nékdo dfive neodnesl. Dale
spravné reagovali, Ze si za tisicikorunu koupi méné véci, nez by si
koupili diive. Néktery z nich tivahu spravné propojil s odpovédi na
predchozi otazku.

Evokac¢nich technik existuje vice, uvedeme dalsi dvé, které 1ze pripadné
vyuzit.
Brainstorming a myslenkova mapa. Na tabuli napiSeme slovo inflace
a zeptame se zaki, co se jim ve spojeni s tématem vybavi. Jejich napady
miZeme zapisovat na tabuli a tvorit mysSlenkovou mapu. Stejny proces

5V soucasné dobg (zalatek roku 2023) je tato skutednost velmi patrna vzhledem
k vysoké primeérné inflaci (v roce 2022 15,1 % [8]).
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se da aplikovat i do malych skupinek. Vyhodou prace s celou tfidou je
inspirace od velkého mnozstvi spoluzakt. Vyhodou prace v mensich sku-
pinéch je zapojeni vétsiho poc¢tu zaka. Pokud mapu kreslime na flipchart
nebo tvorime v softwaru na pocitac¢i — vhodnym nastrojem miiZe byt napf.
https://coggle.it/ — miZeme s ni pracovat i v zavéru hodiny v prubéhu
reflexe. Zéci mohou porovnat, co védéli na za¢atku hodiny a co na konci.

Kli¢ova slova. Vymyslime tii az pét slov/pojmi, které souvisi s pojmem
inflace, a nechame zaky premyslet nad tématem hodiny. Na tabuli se miize
objevit: hodnota penéz, pokles/rtst, cena zboZi a sluzeb, zdrazovani, kupni
sila, éesky statisticky ufad, mnozstvi penéz, apod. Slova vybirdme s ohle-
dem na vék zaki. Pokud zaci nemohou na téma hodiny pfijit, slovo jim
pridame.

Uvédoméni

V prostiedni nejdelsi ¢asti hodiny (vhodnou Gasovou dotaci mize byt
25 minut) Zaci ziskavaji nové poznatky, at uz samostudiem nebo s pomoci
uditele. Prvni ¢ast obsahuje kli¢ové pojmy tématu inflace. Autor zde pouzil
metodu INSERT.

INSERT. Nazev techniky je zkratkou anglického Interactive Notation
System for Effective Reading and Thinking (Interaktivni poznamkovy
systém pro efektivni ¢teni a mysleni). S touto technikou lze pracovat jak
ve fazi uvédoméni, tak ve fazi reflexe. Autor zakam pfipravil text s infor-
macemi. Zéci si na okraj papiru nasledné délali 4 typy znacek na troveii
jednotlivych radku, ve kterych nalezli:

v Informaci, ktera nebyla nové a potvrzovala to, co uz zéci znali.
— Informaci, které byla v rozporu s tim, co si zaci mysleli, ze vi.
+ Informaci, ktera byla pro zédky nova nebo zajimava.

?7 Informaci, které zaci nerozumeéli, byla jim nejasna.

Technika se zaméfuje na vyhledani a nésledné t¥idéni dulezitych infor-
maci v textu. Zakim bylo ponechéno asi 5 minut na pre¢teni textu a ozna-
Ceni informaci znackami. Nésledné béhem dalsich 3 minut své poznatky
probrali se spoluzdkem. Na zavér dostali Zaci prostor (zhruba 5 minut)
zeptat se na nejasnosti, které pretrvavaly i po diskuzi se spoluzakem.

Pozndmka. V textu jsou pouZity informace ze zdroji [9], [11, str. 49] a [10].
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Inflaci 1ze charakterizovat jako nartst vSeobecné cenové hladiny zbozi a
sluzeb v ekonomice v ur¢itém Casovém obdobi (nejcastéji za rok). Zaroven
dochézi ke snizovani kupni sily penéz. Hovorové 1ze obé tvrzeni zjednodusit
do formy: ,,VSechno se zdrazuje.“ a ,,Penize ztraceji hodnotu.“

Veli¢ina, ktera ¢iselnd popisuje (kvantifikuje) inflaci, je jeji mira a vyja-
dfujeme ji v procentech. Uréime ji tak, Ze si spoc¢itame cenu spotiebniho
kose ve dvou obdobich (ty mohou byt od sebe vzdaleny mésic nebo i napii-
klad rok) a vypocitame, o kolik procent se cena spotiebniho kose zvysila.
Tento spotfebni kos je pfedem urceny, obsahuje mnoho polozek a lze ho
dohledat na internetu.

Mizeme se setkat s riaznymi mirami inflace, vzdy zalezi, ktera obdobi
porovnavame. MiiZe se jednat o prumérnou miru inflace za cely rok, miru
inflace ke stejnému mésici predchoziho roku nebo miru inflace vzhledem
k predchozimu mésici.

Zdravé inflace odpovida 1-3 %. Ceské narodni banka se snaizi primérnou
ro¢ni inflaci drZet na zhruba 2 %. Jejim hlavnim nastrojem jsou trokové
sazby. Pri jejich zvySeni vznikne poptévka po investicich, ¢imz se zvysi
hodnota penéz. V disledku toho se snizi cena dovozu produkti ze zahranici
a tim poklesne cena domaci produkce. Zarovein s tim se snizi zadjem o uvéry
a lidé budou vice spofit. Tim se snizi poptavka pro produktech, tém tak
klesne cena.

Text lze rozsitit o pric¢iny a dopady inflace, které v8ak nejsou obsazeny
ve vzdélavacich cilech, a tedy se neovéruji. Pri¢in inflace je cela fada. Mezi
né patii napiiklad:

e riist mnoZstvi emitovanych (vydanych) penéz,

e riist trhu (poptavajicich, zakazniki),

e riist mnozstvi bezhotovostnich penéz (penéz ulozenych napiiklad na
uctech v bankach) zvySovanim trokovych sazeb (napiiklad b&znych
a spoficich tétd) v bankach,

e rist poptavky spotiebiteli po produktech,

e rist nakladi na tvorbu produktii (zptusobeny rustem cen surovin
a energii),

e vypadky produkce (katastrofy).

Mezi dopady inflace patfi napiiklad:

e pokles hodnoty penéz (v&etné sniZeni realné hodnoty mzdy), rist cen
sluzeb a zbozi,
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e rist hodnoty nemovitosti, akcii, zlata a dalsich nepenéznich aktiv,

e pokles realné trokové sazby (z toho vyplyva, Ze je méné vyhodné
spofit a vice vyhodné utracet).

Kromé predstavené metody INSERT muZeme vyuzit i metody Skladan-
kové uceni nebo béznych pracovnich listi.

Skladankové uéeni. Rozdélime zéky do nékolika skupin, napiiklad ¢tyt,
kterym zadame urcitou ¢ast textu, tloh. Tyto skupiny budou mit za kol
nastudovat danou problematiku — stat se experty. Nasledné je rozdélime
do ¢tveric tak, aby v kazdé &tverici byl zastupce z ptvodnich skupin —
expert na vybrané téma. Nasleduje chvile, kdy si maji navzajem vysvétlit,
co si precetli. Je vhodné zafadit pokyn pro stiidani se ve vysvétlovani.
Pro tuto techniku je nutné predem pfipravit materidly ke studiu tak, aby
z nich 7aci informace pochopili a nepotiebovali dopomoc.?)

Pracovni listy. Pracovni listy mohou slouzit k procviéeni pocetnich pti-
kladi. Ty mohou byt ukazkové feSené na tabuli v ramci celé t¥idy nebo
na zacatku pracovnich listii. Po nékolika tvodnich pfikladech lze zaradit
tlohu, ve které maji zaci za tukol odhalit chybu v postupu.

Prakticka ¢éast

Nyni se zaméfime na praktickou ¢ast tématu inflace, ktera je pro po-
rozuméni zakd danému tématu velmi dilezita. Nasledujici priklady 1 a 2
byly prezentovany na tabuli, Zaci poté dostali ¢as zpracovat jejich obmény
samostatné do sesitu. Priklady 3 az 5 lze vyuzit v nasledujici hodiné. Pti-
bystiejsi zéky, ktefi jsou s praci diive hotovi.

JelikoZz se jednd o téma procent, v pfikladech se vyskytuji zaklady,
procentni ¢asti a poéty procent. Zaklady predstavuji ptivodni cenu zbozi,
procentni ¢asti novou cenu zbozi a poc¢ty procent miru inflace. Vhodnym
zdrojem pro nékteré z t&chto prikladi je nap¥. [7]. Veskeré miry inflace
vychazeji z [8].

V prikladech je pouzita formulace ,,pramérné za zbozi“, ktera narazi na
vyznam miry inflace. Jak jiz bylo zminéno vyse, mira inflace se pocita na
zékladé porovnéani cenovych indext spotiebniho kose ve dvou srovnavacich
obdobich. Spotiebni ko§ obsahuje rtzné druhy zbozi a sluzeb, kterym je

6) Autor ma s touto technikou dobré zkusenosti, Zaci citi zodpovédnost za predani
novych informaci, citi se byti jedineé¢ni.
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piifazen koeficient (vaha)”. Spravné by piiklady mély obsahovat zménu
ceny spotfebniho koSe (misto obecné zbozi) nebo by mély uvadst zménu
ceny konkrétniho zbozi s dodatkem, Ze procentudlni zména ceny zbozi
odpovidéa mife inflace. Jinak Feceno, cena vSech poloZek se nezméni o tutéz
miru, kazda polozka se zdrazi/zlevni o jinou miru, pro zjednoduseni v8ak
uvadime formulaci ,,pramérné za zbozi*.

Priklad 1

V roce 2008 dosahla mira inflace vyse 6,3 %. Kolik korun se zaplatilo
na konci roku 2008 prumérné za zbozi, které na konci roku 2007 stalo
3 000 K¢&? [7, str. 13]

Resend.

3000 (1+ %525) =3 189 Ke.

Priklad procvi¢te na odlisnych zadéanich, ve kterych zménite cenu zbozi
na konci roku 2007 za: 286 K& (vysledek po zaokrouhleni 304,02 K&)
a 32 476 K¢ (vysledek po zaokrouhleni 34 521,99 K¢).

Priklad 2

V roce 2018 byla mira inflace 2,1 %. Kolik korun stalo primérné zbozi
na konci roku 2017, za které se na konci roku 2018 zaplatilo 12725 K¢&?
[7, str. 13]

Resend. Sestavime rovnici, ve které neznama x piedstavuje prumérnou
cenu zbozi na konci roku 2017. Plati tak:

- (1+25)=12725 = o= (ﬁg) = 12463,27 Ké&.
100
Piiklad procvi¢te na odlidnych zadanich, v nichz zménite cenu zbozi na
konci roku 2018 za 897 K¢ (vysledek po zaokrouhleni 878,55 K¢) a 11 348 K¢&
(vysledek po zaokrouhleni 11 114,59 K¢).

Priklad 3

Zbozi, za které se v Cervenci 2021 pramérné zaplatilo 2114 K¢, stalo
v srpnu téhoz roku prumeérné 2 135,14 Ké&. Jaka byla mési¢ni mira inflace
v Cervenci roku 20217

T Kompletni seznam miiZeme nalézt na webovych strankach CsU: https://
www.czso.cz/csu/czso/spotrebni_kos_archiv.
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Regeni. Opét sestavime rovnici:
2114 (1+ x )72135 14
100/ T

V ni nezndma x pfedstavuje mési¢ni miru inflace v ¢ervenci roku 2021.

2114 (1+ 25) =213514 = 1+ 5% = 1,01 = % =001 =z =1%.

Priklad 4

Zbozi, za které se v listopadu 2021 prumérné zaplatilo 6 789 K¢, stalo
v listopadu nésledujiciho roku primérné 7889 K¢. Jaka byla meziro¢ni
mira inflace v listopadu roku 20227

Reseni. Budeme postupovat ve stejném duchu jako u predchoziho prikladu.
Neznamé x predstavuje meziro¢ni miru inflace v listopadu roku 2022.

6789 (14 15) = 7889 = 1+ 155 = 1,1620 = &5 =0,1620 =
=>r=162%.

Priklad 5

Zbozi, za které se v fijnu 2009 prumérné zaplatilo 4 842 K¢, stalo v f{jnu
predchoziho roku prumérné 4852 Ké. Jaka byla mezirocni mira inflace
v I{jnu roku 20097

Resent. Budeme postupovat ve stejném duchu jako u predchoztho piikladu.
Sestavime rovnici, ve které neznama x pfedstavuje meziro¢ni miru inflace
v ¥{jnu roku 2009.

4852 (14 25) = 4842 = 1 + 1% = 0,9979 = %5 = —0,0021 =
=z = —0,21 %. (nastala tzv. deflace 0,21 %)

V tomto okamziku se vétsina zadka t¥idy patrné zacne divit, pro¢ vysla
zaporné hodnota. To se do té doby nestalo. Nastava vhodny okamzik tfidu
seznamit s pojmem deflace, jako opa¢nym jevem k inflaci. Néktefi zaci se
mohou domnivat, ze deflace je ten ,spravny“ stav. V pripadé deflace se
v8ak snizuji ceny, z toho davodu klesaji trzby podniki, ty jsou nuceny
snizit vyrobni naklady, coz vede ke zvySeni nezaméstnanosti.

tfebné miry inflace lze vy¢ist z tabulky 1.
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Tabulka 1 Miry ro¢nich inflaci v letech 1990-1998

Rok Inflace |%)]

1990 9,7
1991 56,6
1992 11,1
1993 20,8
1995 9,1
1996 8,3
1997 8,5
1998 10,7

Priiklad 6
Kolik korun se zaplatilo na konci roku 1993 prumérné za zbozi, které
na konci roku 1989 stélo 100 Kés®?

Reseni. U tohoto prikladu vyuzijeme hodnoty z tabulky 1 a ,slozime“
ro¢ni inflace z let 1990-1993.
9,7 56,6 11,1 20,8\ _
100 - (1+ 100) ’ (1+ 100) ’ (1+ 100) ’ (1+ 100) -
=100-1,097-1,566 - 1,111 - 1,208 = 230,56 K¢

Priklad 7
Kolik korun stalo primérné zbozi na konci roku 1994, za které se na
konci roku 1998 zaplatilo 100 K¢&?

Resent. Opét sestavime rovnici, ve které neznamé z predstavuje primér-
nou cenu zbozi na konci roku 1994. Plati:
9,1 8,8 8,5 10,7\ _
v (14 15g) - (14 755) - (1+ 155) - (1 + Tg7) = 100 =
= z-1,091-1,088- 1,085 1,107 = 100 =

_ 100 N .
= T = ToorToss 10851007 — (014 Ke

5 8)Koruna eskoslovenskav (Kés) platila v Ceskoslovensku od roku 1919 do rozpadu
Ceskoslovenska roku 1993, délila se na 100 haléit. Na konci roku 1993 se jiz platilo
korunou éeskou (K&).
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Reflexe

Na zavér hodiny by si zZaci méli upevnit nové poznatky, zrekapitulovat,
na co piisli, co se naucili nového. Tato ¢ast je dulezita a nemize byt vy-
nechana. Nasleduje vybér nékterych technik, které 1ze v této fazi hodiny
vyuzit. Pro uditele je tato faze také zpétnou vazbou, jelikoz vidi/slysi, co
si zaci z hodiny odnasi. Reflexe by méla trvat zhruba 8 minut. Pfi ni lze
vyuzit néasledujici techniku:

Otazky a diskuze. Zaci byli pozadani, aby uvedli:

1. alespon 1 informaci, ktera je v hodiné prekvapila,

2. alespon 1 informaci, kterou si v hodiné potvrdili,

3. alespon 1 informaci, kterou se v hodiné naudili.

Dale byli zaci vybidnuti, aby tyto informace sdileli ve dvojicich. Na zavér
bylo vyzvano né€kolik zaki, aby tyto informace sdileli se tfidou. Ostatni zaci
méli za tkol zvednout palec nahoru, pokud se s tvrzenim ztotoznuji.

Zaci odpovidali nasledovné:

1. Piekvapilo je, Ze penize mohou i rtist na hodnot€ a ceny zbozi a sluzeb
mohou klesat v souvislosti s deflaci. Dale je prekvapilo, jak velky
rozdil v hodnoté penéz muze zpusobit inflace za delsi ¢asovy usek,
napf. za 20 let.

2. Potvrdili si, Ze penize témér neustéle ztraceji hodnotu a ze v souc¢asné
dobé ji ztraceji neobvykle rychle”).

3. 7Z toho, co se naucili nového, nejcastéji zaznivaly vypocty. Dale zde
zaznél i pojem deflace nebo dopady inflace.

Kli¢ova slova. I pfesto, Ze je tato technika zminéné v ¢asti evokace, lze ji
vyuzit i zde. S tim rozdilem, ze klicova slova tentokrat navrhuji zaci. Tuto
aktivitu lze zadat mensim skupinkdm zaki i celé t¥idé. MiZe se jednat
o brainstorming, na jehoz zavér bude tiida o vyslednych péti kli¢ovych
slovech hlasovat.

Pomoc s obsahem testu. Nechdme Zaky, at se na par minut vziji do
role uCitele a pripravi do testu tfi otazky na téma inflace. Pokud do testu
skuteéné nékterou z navrhovanych otazek vybereme, zéky potésime a tuto
techniku budeme moci tspésné aplikovat Casté&ji. Zaci budou mit tendenci
spolupracovat, jelikoz budou spoluautory testu a budou védét, jaké otézky
se v testu mohou objevit.

9)Hodina probihala v listopadu 2022, kdy meziroéni mira inflace byla 16,2 %.
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Zajimavé matematické ulohy

Po ¢tytech letech uzavirdme dalsi ¢ast nasi dlouhodobé soutéze. V letech
2020-2023 jsme v nasi rubrice zvefejnili a ¢tenaium predlozili 32 novych
iloh. K nim jsme obdrzeli 337 feSeni od 107 Fesiteli. Nejvice feseni do
redakce zaslali (v zavorce je uveden jejich pocet):

1. Karol Gajdo$ z Trnavy (26),

2. Anton Hndth z Moravan (16),

3. Frantisek Jdchim z Volyné (15),

—6. Lubomir Hajdanka z Michaloveu, Jozef Mészdros z Jelky
a Lenka Poljakovd, GJS Prerov (10),

7. Piotr Kulisz, ZSOT Lubliniec (Polsko) (9),

8—9. Michal Janik G Brno, t¥. Kpt. JaroSe a Samuel Rosiar,
GJK Praha 6 (8).

Nakladatelstvi Prometheus odméni vysSe uvedené fesitele svymi kni-
hami.

4

Na dalsich mistech se umistili: Amdlie Dostalikovd, P¥erov, Karel Steh-
lik, GChD Praha 5 a Ondiej Trinkewitz, G a SPSE Frenstat pod Rad-
hostém (vSichni 6), Anastasia Bredikhina, GJK Praha 6, Tereza Cernd,
G Praha 9, Litométicka, Adam Mendl, GPAC Téabor, Vendula Onderkovd,
Prerov, Lucian Poljak, GJS Pierov (v8ichni 5), ...

V dalgi ¢asti nasi pravidelné rubriky uvetejiiujeme dvé nové dlohy. Jejich
feSeni muzZete zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
na emailovou adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni dloh radi
uverejnime.

Uloha 289
Urcete vSechny trojice (p, q,r) prvocisel, pro néz plati

p+2¢% + 3r = 2023.

Jaroslav Svréek
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Uloha 290
Lenka zvolila t¥i navzijem rizna realna ¢isla a, b, ¢ a vypocitala hodnoty
tii vyrazi
a+b b+c
(a—c)b—c)|” |(b—a)(c—a)

Dokazte, Ze jedna z téchto t¥{ hodnot je rovna souc¢tu zbylych dvou.
Josef Tkadlec

)

c+a
wwmw«

Dale uvadime feseni iloh 285 a 286, jejichz zadani jsme zvefejnili ve dru-
hém ¢isle aktualniho (33.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 285
Dokazte, Ze pro kazdou ¢islici ¢ € {1,2,...,9} existuje takové pFirozené
¢islo L., 7ze pocet vSech pfirozenych ¢&isel nejvyse rovnych L., v jejichz
desitkovém zapisu se vyskytuje Cislice ¢, je roven L./2.
Czestaw Lipinski (Némecko)

Resent. Podobna tloha byla poprvé uvedena v roce 1950 v polském ¢aso-
pise Matematyka pod &islem 177, autor se podepsal A.M.R. (Warszawa).
V této tuloze se pozadovalo, aby FeSitel nasel vSechna takova éisla L.. V na-
sledujicich ¢islech nikdy nebylo zvefejnéno tplné Feseni, objevilo se pouze
nekolik ¢asteénych reseni.

Ozna¢me D,, mnozinu vSech ¢isel pfirozenych ¢isel mensich nez 107,
téchto ¢isel je pravé 10™ — 1. Predstavme si, Ze vSechna tato ¢isla zapiSeme
pomoci pravé n &islic, pfitom povazujeme za piipustny zapis ¢isla, které
zacina nékolika nulami. Ziejmé pravé 9" — 1 z nich neni zapsdno pomoci
nékteré ¢islice ¢ € {1,2,...,9}. Tedy pravé 10™ — 9" &isel z mnoziny D,
je zapsano pomoci ¢islice c.

Na mnoziné pfirozenych ¢isel uvazujme funkei

10" —9n

A T

Tato funkce (o které se da snadno dokazat, Ze je rostouci na mnozing
prirozenych ¢isel) udava relativni podil ¢isel, ktera jsou zapsédna pomoci
nékteré Cislice ¢ v mnoziné D,,. Plati g(6) = 0,46856 a ¢(7) = 0,5217.
Odtud vidime, Ze v mnoziné Dg je méné Cisel zapsanych pomoci nékteré
¢islice ¢ nez ¢isel, kterd v desitkovém zéapise obsahuji ¢islici ¢, zatimco
v mnoziné Dy jich je jiz vice.
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Pro libovolnou ¢islici p < ¢ je pocet ¢islic z mnoziny Dy, jejichz de-
sitkovy zapis zadina &islici p a obsahuji v ném é&islici ¢, roven 10 — 96,
Takovych ¢islic p < ¢ je v mnoziné {0,1,2,3,...,9} pravé ¢, tedy v mno-
7iné Dy je pravé ¢(106—99) &isel, jejichz desitkovy zapis za¢ina &islici mensi
ne7 ¢ (véetné nuly) a jsou zapséna pomoci &islice c.

Ukazeme, ze pro libovolnou &islici ¢ muzeme néktera z Cisel L. hledat
mezi sedmimistnymi ¢&isly, jejichz desitkovy zapis zacina &islici c. Pocet
sedmimistnych ¢isel, jejichz desitkovy zépis za¢inéd Cislici menSsi nez c, je
¢-105 — 1. Z nich je zapsano, jak jsme ukazali vySe, pravé c(106 — 9°) &isel
pomoci ¢islice c. Nerovnost

c(10% —95) (106 —9%) 105 — 96 )
106 — 1 = clob —¢ 106 -1 9(6) = 0,468 56
jiz dokazuje pozadované tvrzeni.

Hledejme nyni sedmimistné ¢islo L., jehoz desitkovy zapis zacina ¢islici ¢
(tedy L. > c-10%). Pocet vech ¢&isel, ktera jsou mensi nez c- 10 a nejsou
zapsana pomoci éislice ¢, je roven

(c-105 —1) — ¢(10° — 95) = ¢- 95 — 1 = 531 441¢ — 1.

Podle zadani plati
L.=2(c- 9% — 1) =2(531441¢c — 1) = 1062 882¢ — 2.

Pro néktera pozadovana ¢isla ¢ jsme nasli néktera hledané ¢isla L.. Tato
¢isla zapiSeme do tabulky:

c |1 2 3 4 5

L. | 1062880 2125762 3188644 4251526 5314408
c | 6 7 8 9

L. | 6377290 7440172 8503054 9565936

Poznamka 1. VySe uvedeny postup najde nejmensi vyhovujici ¢isla L,
pro ¢ € {6,7,8,9}. V nasleduji tabulce uvedeme nejmensi L. pro zbyvajici
¢islice:

c |12 3 4 5

L. 2 39364 472390 590488

Pozndmka 2. Neni obtizné dokazat, Ze desitkovy zapis nejmensiho éisla
L. za¢ind mimo ¢ = 1 préaveé ¢islici ¢. Soucasné také lze dokézat, ze ¢islo
L1 = 1062880 je nejvétsi ze vSech Eisel L.
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Jiné veseni. Cislo L. je zfejmé sudé. Pro libovolné pfirozené ¢islo n

oznatme s.(n) pocet vSech &sel mensich nebo rovnych n, kterd jsou za-

psdna uzitim ¢&islice ¢. Na mnoziné vSech sudych ¢isel uvazujme funkci

he(n) = se(n) — n/2. Tato funkce z¥ejmé nabyva jen celo¢iselnych hodnot.
Po snadné tdpravé plati

he(n+2) — he(n) = se(n+2) — s.(n) — 1.

Tedy
1, pokud obé ¢&islan+ 1 a n + 2 jsou zapsana
pomoci ¢islice c,
he(n+2) —he(n) = 0, pokud jedno z téchto &isel &islici ¢ obsahuje

a druhé nikoliv,

—1, pokud obé tato ¢&isla ¢islici ¢ neobsahuji.

To znamené, Ze pii pfechodu k nasledujicimu sudému ¢islu funkce h, zméni
hodnotu o jedno z ¢isel 1, 0, —1. V mnoziné {1,2,...,10} existuji dvé &isla
(1, 10), ktera ve svém zapise obsahuji &islici 1, zbyvajici nenulové &islice ¢
pak obsahuje pravé jedno ¢&islo c. Proto plati

hi(10) =2 — 5 = —3, hy(10) = hg(10) = ... = hg(10) =1 — 5 = —4.

Vgechny tyto hodnoty jsou zaporné.

Stejnym zptsobem jako v pfedeslém feSeni zjistime, Ze v mnoziné priro-
zenych Cisel, které jsou nejvyse rovna 10000 000, je zapsano pomoci Cislice
c > 1 pravé 107 — 97 = 5217031 &isel. Podobné v této mnoziné obsahuje
¢islici 1 jesté navic ¢islo 10000 000, plati tak

h1(10000000) = 5217032 — 5000000 = 217032,
h2(10000000) = ... = hg(10000000) = 5217031 — 5000000 = 217031,

a tyto hodnoty jsou vesmés kladné.

Protoze funkce h. pfi prechodu k nésledujicimu sudému ¢&islu zméni
hodnotu o né&které z ¢isel +1, 0, —1, je zfejmé, Zze nékde mezi ¢isly 10
a 10000000 nabude hodnotu 0. A ¢&islo, ve kterém tato funkce nabude
hodnotu 0 je préavé hledané ¢&islo L.

Pozndmka 3. éislo7 ve kterém funkce h. nabude hodnotu 0 nemusi byt
jediné. Naptiklad v dané mnoziné nabyva funkce hy hodnotu 0 pro ¢isla 6,
24, 160, 270, 272, 1456, 3398, 3418, 3420, 3422, 13120, 44686, 118 096,
674934, 1062 880.

Matematika — fyzika — informatika 32 (4) 2023 263



Spravné feSeni zaslali: Karol Gajdo§ z Trnavy, Anastasia Bredikhina,
GJK Praha 6, Tereza éernd, G Praha 9, Litométicka, Patrik C’ermdk, Novy
PORG Praha 4, Richard Dobisek, MG Praha 6, Viktor Gola, MG, SZS a
VOS Vsetin, David Hromddka, G nad Aleji Praha 6, Markéta Kalendovd,
AG Praha 2, Korunni, Jindrich Kaplicky, G Celakovice, Frantisek Koloros,
G Benesov, Marco Kormanik, Petr Némec, oba WG Ostrava, Tereza Krejci
a Richard Materna, oba G Brno, t¥. Kpt. Jarose, Matéj Mach, G Piibram,
Veronika Masickovd, PORG Praha 8, Nikolas Pippal, G Olomouc, Hejéin,
Lucian Poljak a Lenka Poljakovd, oba GJS Prerov, Krystof Sedlicek, GE
Praha 2, Jan Sliva, MG Praha 6, Patrik Stencel, MG Opava, Daniel Viktor
Theiss, G Cheb, Adam Vasek, GJB Beroun, Ondrej VIk, DPG Liberec
a Ivan Zemliéka, G Praha 8, Ustavni.

Netplnéa feSeni zaslali: David Horcicka a Tomds Pazourek, oba G Brno,
t¥. Kpt. JaroSe, Terezie Kladivovd, GAJ Litomysl a Marie Zdmostnd, GOB
a SOS Tel¢.

Uloha 286
KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B (A # B). Pfimka, kter& pro-
chazi bodem A, protina tyto kruznice po fadé v bodech C, D (C # A # D).
Dokazte, Ze osy vsech tuse¢ek C'D prochazeji spoleénym bodem.
Pavel Leischner

Resent. Necht AE je priamérem kruznice k. Podle Thaletovy véty jsou oba
uhly ABE a ACE pravé. Podobné necht AF' je primérem kruZnice [. Opét
podle Thaletovy véty jsou oba thly ABF a ADF pravé. Odtud plyne, Ze
oba body F a F' lezi na kolmici k pifimce AB prochéazejici bodem B a tedy
body E, B a F lezi na téze pfimce. Ozna¢me S stied tusecky EF.

Obr. 1
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Obé pfimky C'E a DF jsou kolmé k piimce C'D, jsou tak rovnobézné
a navic osa useCky C'D je s nimi rovnobézna a je i jejich osou, viz obr. 1
a 2. Odtud plyne, ze tato osa tsecky C'D prochazi stfedem S tusecky EF.
Tedy osy v8ech tuseéek C'D prochazeji stfedem S tusecky EF, kde F a F
jsou krajni body priméri z bodu A po fadé kruznic k a [.

Obr. 2

Jiné Teseni. Oznatme K a L po fadé stfedy kruznic k a [ a uvazujme
vrchol S rovnobé&zniku AK SL. UkaZeme, Ze pro tento vrchol plati |C'S| =
= |DS|, tedy ze vrchol S lezi na ose (libovolné) usecky C'D. Vzhledem
k definici bodu K, L, S plati |CK| = |AK| = |SL|, |AL| = |DL| = |SK],
tedy trojuhelniky CK S a SLD maji shodné strany CK a SL, resp. KS a
LD, dokazovana rovnost je tak ekvivalentni dikazu shodnosti trojihelnikt
CKS a SLD, tedy je ekvivalentni dikazu shodnosti thla CKS a DLS.
V situaci podle obr. 3, kdy vyuzijeme faktu, ze trojuhelniky AKC a
DLA jsou rovnoramenné a body C, A, D lezi na jedné p¥imce, plati

|XSKA| = |<ALS| = 180° — X KAL| = |X DAL| + | CAK| =
=90° — X AKC| +90° — 3|« DLA| =
= 180° — (|4 AKC| + |« DLA)).
Proto
IKCK S| =360° — [XSKA| - X AKC| =
= 360° — (180° — L(|C AKC| + |XDLA|)) — X AKC| =
= 180° — :[X AKC| + L& DLA]
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X DLS| = | DLA| + |X ALS| =
= [ DLA| +180° — 3(|XAKC| + [« DLA|) =
=180° — $|XAKC|+ | DLA|.

Tedy vnitini thly u vrchola K a L trojuhelnika CK A a DLS jsou shodné,
tyto trojuhelniky jsou tak shodné a plati

ICS| = |DS.

Obr. 3

V situaci podle obr. 4 opét vyuZijeme faktu, ze trojuhelniky AKC a
DLA jsou rovnoramenné a body C, A, D leZi na jedné p¥imce, plati tak

|ASKA| = |2 ALS| = 180° — X KAL| = 180° — (|« DAL| + |<CAK]|) =
=180° — (90° — X CKA| +90° — 1|< ALD|) =
= L(|XCKA| + |2 ALD).
Proto
IKCK S|

|KCKA| - |[<SKA| = [XCKA| — 3([<CKA| + | ALD|) =
= 3 CKA| - 31X ALD|
a
[ DLS| = |XALS| — |2 ALD| = L(|ACKA| + |< ALD|) — | ALD| =

= L9 CKA| - J|XALD.
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Tedy vnitini tthly u vrcholi K a L trojuhelniki CK A a DLS jsou shodné,
tyto trojuhelniky jsou tak shodné a opét plati

ICS| = |DS|.

Obr. 4

Spravna fesenf zaslali: Radek Bldha, G Ceské Budéjovice, Ceska, Ana-
stasia Bredikhina a Helena Muchovd, obé GJK Praha 6, Tereza Cernd, G
Praha 9, Litoméricka, Patrik C’ermdk, Novy PORG Praha 4, Jakub Hla-
venka a Tomds Pazourek, oba G Brno, t¥. Kpt. Jarose, David Hromddka,
G Praha 6, Nad Aleji, Radim Krska, Lucian Poljak a Lenka Poljakovd,
vichni GJS Pierov, Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Nikolas
Pippal, G Olomouc, Hej¢in, Krystof Sedlicek, GE Praha 2, Jan Vabou-
Sek, PORG Praha 8, gtépdn Varhanik, GJR Chrudim, Adam Vasek, GJB
Beroun a Ivan Zemliéka, G Praha 8, Ustavni.

Netiplna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovea, Frantisek Jachim z Volyné, Karolina Burdovd, G Jihlava a Filip
Jarolim, WG Ostrava.

Po uzavérce minulého ¢isla jesté redakce obdrzela spravna feseni tlohy
284 od Piotra Szatana z II LO v Tarnovskych Horach (Polsko).

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Barometricka formule na nékolik
zpusobu

FRANTISEK LAUFEK
Ceska, geologické sluzba, Praha

Atmosféricky tlak patfi k oblibenym témattim ve vyuce fyziky na za-
kladnich a stfednich 8kolach. Je zpracovan v fadé ucebnic, napf. [1, 2, 3].
Také pti zadéni hesla ,,atmosféricky tlak“ najdeme v souhrnném sborniku
Veletrhu napadit uéitela fyziky [4] 15 pFispévki, kde je tato problematika
zminéna, napf. [5]. Tématu se také vénuje studijni text pro fesitele fyzikalni
olympiady [6]. Namétem tohoto pfispévku je odvozeni zavislosti atmosfé-
rického tlaku na nadmotské vySce — barometrické formule, pro ti#i zdkladni
modely atmosféry: homogenni, izotermickou a adiabatickou. Rozhodujicim
faktorem pro odvozeni barometrické formule je tak zavislost hustoty vzdu-
chu na tlaku, resp. teploté, tedy stavova rovnice vzduchu. Diskuze odvoze-
nych barometrickych formuli je doplnéna méfenim poklesu atmosférického
tlaku s nadmotrskou vyskou v terénu, a to na dvou trasach (Ostrov nad
Ohf#i — Klinovec, Alykanas — Liva, Zakynthos, f{ecko). PrevySeni na téchto
trasach je 856 m a 687 m.

Barometrické formule, které jsou popisovany v uéebnicich fyziky a me-
teorologie, udéavaji tlak vzduchu jako exponencialni funkci vysky. Cilem
prispévku je ukazat, Zze pro relativné malé vyskové rozdily, které jsou ty-
picky dosahovany pfi cestach v Ceské republice, 1ze pokles atmosférického
tlaku s nadmotskou vyskou, tedy barometrickou formuli, aproximovat li-
nearni zavislosti s konstantn{ hustotou vzduchu.

Plyn v tihovém poli

Vetejné pokusy s atmosférickym tlakem, které provadél v roce 1654 mag-
debursky starosta Otto von Guericke, ukédzaly ohromnou silu ukrytou ve
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vzduchu. Pro tento experiment si von Guericke nechal vyrobit dvé mosazné
polokoule o praméru cca 70 cm. Obé polokoule spojil k sobé, a vytvoril
tak dutou kouli. Obé polokoule §lo od sebe snadno oddélit. Nasledné z pro-
storu uvnitt koule vycerpal vzduch. Polokoule jiz neslo odtrhnout, a to ani
pomoci dvou sprezeni, kazdé o sile osmi koni. Teprve dvanact part koni
uspélo. Pokud vSak von Guericke pustil pomoci ventilu mezi polokoule
vzduch, obé polokoule se od sebe oddélily samovolné. Tento pokus s tzv.
magdeburskymi polokoulemi je popsan v ¢lanku [7] a knize [8]. V dalsich
pokusech von Guericke provedl rovnéz méfeni hmotnosti vzduchu tak, ze
porovnal hmotnost vzduchem naplnéné a prazdné nadoby [9].

Za predpokladu, ze vzduch ma hmotnost, by mél atmosféricky tlak kle-
sat s nadmotskou vyskou podobné, jako klesé hydrostaticky tlak v kapaliné
pii vystupu k hlading. Jak uvadi prace [9], méFeni poklesu atmosférického
tlaku s vyskou provedl uz v r. 1647, na navrh Blaise Pascala, jeho Svagr
Florin Périer. Pouzil k tomu Toricelliho trubici se rtuti. Béhem vystupu
z Clermontu (cca 400 m n. m.) na horu Puy de Dome (1 464 m n. m.) Périer
naméfil systematicky pokles tlaku tak, jak Pascal predpovédél. Nasledné
Pascal naméril i maly pokles tlaku pfi vystupu na véz svatého Jakuba
v Pafizi, kde je pfevySeni 50 m.

Tyto experimenty jasné prokazaly, Ze pfi¢inou atmosférického tlaku je
tiha vzduchu v gravita¢nim poli na povrchu Zemé. Protoze vzduch je na
rozdil od nestlacitelné kapaliny relativné snadno stlacitelny, nelze zcela
obecné pouzit pro vypocet atmosférického tlaku vztah, ktery je znamy
z hydrostatiky:

p = ogh (1)

Dulezitym vztahem pro zéavislost barometrického tlaku na vysce h je
podminka statické rovnovahy

dp = —ogdh, (2)

kde p je hustota plynu, p tlak plynu a g je tihové zrychleni. Jeho od-
vozeni lze najit nap¥. v knize [9] nebo v textu [6]. Zaporné znaménko
vystihuje pokles tlaku s rostouci vyskou. Protoze plyn je oproti kapaliné
docela dobfe stlacitelny, nelze zcela obecné uvazovat jeho konstantni hus-
totu p. K integraci rovnice (2), a tedy k ziskani rovnice popisujici zavislost
atmosférického tlaku na nadmorské vysce, barometrické formule, je nutné
znét zavislost hustoty plynu na tlaku, resp. teploté, kterou vystihuje jeho
stavova rovnice.
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Pokud pokladame hustotu plynu pouze za funkci tlaku o = o(p), ozna-
¢ujeme plyn jako barotropni. Obecné vSak stavova rovnice plynu zévisi i
na teploté o = o(p,T). V odvozeni v nasledujicim odstavci povazujeme
tithové zrychleni Zemé g za konstantni a vzduch za idealni plyn. Obecné
velikost tihového zrychleni g zavisi na nadmoiské vysce h a zemépisné Sifce
@. V pracich [10, 11, 12] 1ze nalézt sloZit&jsi barometrické formule zahr-
nujici také zmény tihového zrychleni g s vyskou a zemépisnou Sitkou .
Zmény velikosti tihového zrychleni s vyskou jsou pro rozsahy atmosféry
popisované v tomto ¢lanku zanedbatelné a tihové zrychleni g tak lze na-
hradit konstantni hodnotou g = 9,81m-s~2. Atmosféricky tlak se také méni
v disledku aperiodickych zmén rozlozeni tlakovych atvara v atmosfére a
periodickych zmén (denni a ro¢ni kolisan{). V tomto ¢lanku se atmosféra
povazuje za stacionarni a vliv téchto zmén je zanedbén.

Pokles atmosférického tlaku s nadmorskou vyskou ve tfech mo-
delech atmosféry

V nasledujici ¢asti piispévku jsou rozebrany tii pfipady barometrické
formule pro rizné zavislosti hustoty vzduchu: a) ¢ = konst. (homogenni
atmosféra), b) hustota je funkef tlaku, o = o(p) (izotermickd atmosféra),
¢) hustota je funkef tlaku a teploty, o = o(p,T) (adiabatickd atmosféra).

a) Homogenni atmosféra (o konstantni)
Pro malé rozdily vysek h lze pfijmout aproximaci, Ze se hustota vzduchu
neméni. V takovém piipadé je integrace rovnice (2) jednoducha:

p2 — p1 = —009(ha — h1).

Pro okrajové podminky p; = pg pro h1 = 0 a ps = p pro hy = h ziskame
vztah

p=po — 00gh. (3)
Pfi dosazeni hustoty vzduchu gg = 1,225 kg - m~—2 a konstantnim tihovém
zrychleni g = 9,81 m-s~2 se tak ziska odhad poklesu tlaku s vygkou, a to
priblizné o 1 200 Pa na 100 m vysky. Platnost rovnice (3) je ovSem omezena
na malé zmény vysky h. Teplota v homogenni atmosféie neni konstantni,
ale méni se s nadmotskou vyskou. Vztah lze odvodit ze stavové rovnice
idealniho plynu (4) nasledujicimi Gpravami:

pV = nRT = %RT (4)
R
p= ooy T (5)
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Vyraz R/M, kde R = 8,314 J kg™ '-mol ™! je univerzalni plynova konstanta
a M = 0,02896 kg - mol™ " molarni hmotnost vzduchu, odpovida mérné
plynové konstanté Ry, pro vzduch. Dals{ Gpravou dostaneme:

p = QORmT
p
T = 6
RmQO ( )

Dosazenim z rovnice (3) do rovnice (6) ziskame

T = = — — _ <
R 00 Ri00 Rmoo 0 R,
g

V rovnici (7) je Ty teplota vzduchu v nulové nadmorskeé vysce a pomér — yi
odpovida teplotnimu gradientu. Po dosazeni Ry, = 287,1 J-kg™'-K™! pro
vzduch vychazi pokles teploty v modelu homogenni atmosféry 0,034 °C na
1 m. V modelu homogenni atmosféry existuje vyska H, ve které bude tlak
vzduchu p = 0. Takovou vysku H lze pokladat za hranici homogenni atmo-
sféry. Polozime-li tlak pg = 101 325 Pa v nulové nadmoiské vysce, hustotu
vzduchu gy = 1,225 kg-m ™3, ziskdme z rovnice (3) vysku homogenni atmo-
sféry 8 432 m. V tomto modelu atmosféry, s vertikalné konstantni hustotou
vzduchu, by jeji tloustka dosahovala priblizné 8,4 km. Ve skute¢nosti atmo-
sféra Zemé nemé ostrou hranici a plynule piechéazi do vesmiru. Troposféra,
ktera tvori spodni ¢ast atmosféry Zemé a je v ni soustfedéno priblizné 3/4
hmotnosti celé atmosféry, sahé ve stfednich zemépisnych sitkach do vysky
okolo 11 km [11]. Tento rozpor s modelem homogenni atmosféry ukazuje
limitace tohoto modelu.

_po—00gh _ po oogh 9 5 (7)

m

b) Izotermicka atmosféra (T konstantni)

V tomto modelu atmosféry se predpoklada, Ze se teplota vzduchu s nad-
moiskou vyskou neméni. Oproti modelu homogenni atmosféry, zde hustota
vzduchu linearné klesa s tlakem, a to podle Boyleova—Mariottova zakona

0o
= —p, 8
0="_p (8)

kde p je hustota vzduchu pii tlaku p a gy je vychozi hustota vzduchu
v nulové nadmoftské vysce pii tlaku pg. Vzduch tedy povazujeme za idealni
plyn a jeho hustota je pouze funkei tlaku ¢ = o(p). Dosazenim z rovnice
(8) do rovnice (2) ziskdme diferencialni rovnici:

®=—@mM,
Do
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Po separaci proménnych provedeme integraci v mezich py v nulové nad-
moiské vySce a p v nadmoiské vysce h:

P q h
/ dr _ _ / 2, dn
po P o Po
Odtud lze integraci ziskat tzv. barometrickou rovnici, podle které klesa
tlak exponencialné s nadmoiskou vyskou

—20,

h
D =poe o7 (9)
Ze stavové rovnice idealniho plynu (4) lze odvodit vztah

oo M

po_ﬁ

a pomoci tohoto vztahu upravit exponent v rovnici (9)
p = poe” Fr", (10)

kde M je molarni hmotnost vzduchu, T teplota a R molarni plynova
konstanta. S vyuZitim mérné plynové konstanty Ry, pro vzduch (R, =
= 287,05 J-kg™' - K™!) Ize vztah (10) dale upravit:

p=poe” FmT", (11)

kde T reprezentuje vertikalné zprimérovanou teplotu v uvazované vrstvé
vzduchu. Ve vysce 8,4 km dava tato barometricka formule atmosféricky tlak
38 000 Pa (model homogenni atmosféry dava nulovy tlak v této vysce),
tedy zhruba tfetinovou hodnotu oproti normalnimu tlaku 101 325 Pa na
hladiné mofe.

c) Adiabaticka atmosféra

Rovnice barometricka formule (9) a (10) plati pouze pfiblizng, protoze
byly odvozeny za pfedpokladu konstantni teploty v uvazovanych vrstvach
vzduchu v atmosféfe. Z meteorologickych pozorovani, ale i z bézné zku-
Senosti je znamo, Ze teplota s rostouci nadmoiskou vyskou klesa, a to
priblizné o 0,65 °C na 100 m vysky (tzv. vertikalni teplotni gradient). Tim
lze vysvétlit, Ze vrcholky hor jsou zasnézené i v 1été [9]. Pro preciznéjsi
popis poklesu atmosférického tlaku s nadmoiskou vyskou je tak potieba
uvazit i zmény teploty. Pti adiabatickém procesu nedochézi k vymeéné tepla
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mezi systémem (napf. maly objem vzduchu) s jeho okolim (okolni vzduch).
Vzduch je pomérné §patny vodi¢ tepla. Pti vystupu vzduchu tak dochazi
k poklesu tlaku, nasledovaném adiabatickou zménou objemu a teploty.
Teplota mysleného objemu vzduchu se méni pouze vlivem jeho rozpinani
nebo stladovani. Adiabaticky dé&j popisuje Poissonova rovnice (pro idealni
plyn)

pV* = poVy* = konst., (12)

kde pg a Vj udéava tlak a objem v nulové nadmotské vysce a p a V tlak a
objem v nadmoriské vySce h, s je pomér mezi mérnou tepelnou kapacitou
za stalého tlaku (c,) a objemu (cy). Vzduch je ze 78 % objemu slozeny
z dustku a 21 % objemu z kysliku, zbytek pfipada na argon, oxid uhlicity,
vodni paru a dalsi plyny [11]. Pro dvouatomové molekuly, jako je kyslik a
dusik, které tvori dohromady 99 % objemu vzduchu, odvozuje molekulova
fyzika konstantu s = 7/5 = 1,4 [13]. Rovnici (12) lze upravit, a ziskat tak
vztah mezi tlakem a hustotou

pP=po (;})h- (13)

Upravou rovnice (13) lze ziskat vztah pro hustotu vzduchu

0= 00 <Ii>l/%. (14)

Srovnani rovnice (8) a (13) ukazuje, Ze stavova rovnice pro izotermicky dé&j
idealniho plynu je lineérni, zatimco pro adiabaticky dé&j jiz linearni neni.
Diferencovanim rovnice (13) ziskdme

x—1
dp = ot (Q) do. (15)

Dosazenim této rovnice do rovnice hydrostatické rovnovahy (2), vylouce-
nim pfirtstku tlaku a separaci proménnych, ziskaime rovnici

) h
/ %p—ig””dg = 7/ gdh, (16)
o0 Q0 0

kde gg je hustota vzduchu v nulové nadmotské vysce a g je hustota vzduchu
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v nadmofské vysce h. Po integraci a dosazeni mezi dostaneme

x—1 x—1
%p0<9 9% >gh’
of \»x—1 -1

e _ ghol (s —1
0 1 — QS( 1 _ 0( )
#Po

a po dalsi ipraveé

0= 00 (1_ gh(%—l)%)’“_

#Po

Dosazenim za hustotu vzduchu g z rovnice (14) a po dil¢ich tpravéach
ziskame finalni zavislost tlaku na nadmotské vysce h

h(—1)oo\ = *
P =Do (1— g(?;po)go) . (17)

Pro pokles teploty vzduchu s nadmotskou vyskou (vertikdini teplotni gra-
dient) je v praci [14] odvozen vztah

Pro hodnoty g = 9,81 m-s=2 a ¢p suchého vzduchu 1005 J - kg ' K!
[14] ziskame vertikalni teplotni gradient pfiblizné —1 °C na 100 m vysky.
Ve skutec¢nosti vzduch v tropostére obsahuje vyznamné mnozstvi vodnich
par. Tim, jak vzduch stoupa a ochlazuje se, dochazi ke kondenzaci vodni
pary a uvolnéné kondenzaéni teplo vzduch dodatecné ohtiva. Vertikalni
teplotni gradient je pak o néco mensi, a to pfiblizné —0,65 °C na 100 m
[9].

Podle rovnice (17) odpovida nulovy atmosféricky tlak v adiabatickém
modelu atmosféry vysce 29,5 km. To neodpovida naméfenym hodnotam
tlaku v téchto vyskach (stratosféra). Davodem této nesrovnalosti je, Ze
teplota v atmosféfe linearné klesa zhruba do vysky 11 km. Ve spodni ¢asti
stratosféry (do 20 az 25 km) se teplota s vyskou neméni, ve vyssich vrstvach
naopak smérem nahoru roste [11]. Vyssf vrstvy atmosféry se tak nedaji
popsat rovnici odvozenou pro adiabatické procesy.
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Shrnuti tFfech modeld poklesu atmosférického tlaku

Tabulka 1 shrnuje vlastnosti a odvozené zavislosti pro tfi popsané mo-

dely atmosféry.

Tabulka 1 Vybrané charakteristiky homogenntho, izotermického a adia-
batického modelu atmosféry

dajici nulovému
tlaku

Model atmosféry Homogenni Tzotermickd Adiabatickd
T
: _ _ _ gh(x—1)oo \ ¥ T

hustota vzduchu konstantni 0= 5op 0= 0o (1 5o )
teplota linearni pokles g/Ry, | konstantni linearni pokles g/c,
zévislost  tlaku 0 i

_ —L0gp h(s—1 S
na nadmorské P = po — 0gh p=mpoe »"|p=pg (1 — 22 L<Zp0 )ao)
vysce h
vyska  odpovi-

8,4 km 84 km* 29,5 km

*Nema4 ostrou hranici, odpovida tlaku 5 Pa (jemné vakuum).

Pokles tlaku v homogennim, izotermickém a adiabatickém modelu at-
mosféry znazorhuje obr. 1.
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Obr. 1 Pokles tlaku v homogenni, izotermni a adiabatické atmosfére v zavislosti
na nadmoi'ské vysce. Detail zobrazuje pokles tlaku v prvnich 1 000 m nadmoiské
vysky (po = 101325 Pa)
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Adiabaticky pokles je o néco strméjsi neZ izotermicky. Detail v obr. 1
ukazuje, Ze pokles tlaku je ve v8ech tfech modelech v blizkosti Zemé pfi-
blizné& linearni. Pro suchy vzduch je to pfiblizné 12 Pa na 1 m.

Zavislost hustoty vzduchu na nadmoiské vysce je zobrazena na obr. 2.
Krivky ukazuji pokles hustoty pro suchy vzduch v izotermickém a adiaba-
tickém modelu atmosféry. Hustota vzduchu v nulové nadmotské vysce je
00 = 1,225 kg-m~3 a tlak py = 101325 Pa. Pro tplnost je na obr. 2 za-
kreslena také tsecka odpovidajici konstantni hustoté vzduchu v homogenni
atmosféfe. Zméné nadmotské vysky o 1 000 m z nulové hladiny odpovida
pokles hustoty suchého vzduchu z piivodni hodnoty hustoty (go) na 88 %
v izotermické a 92 % adiabatické atmosfére.

14
12 .
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atmosféra
- 1.0}
£
D
3
>
2os}
[5)
=1
T
> adiabaticka
806} atmosféra
o
7]
=1
=
04}
izotermicka atmosféra
0.2

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
nadmorska vyska/m

Obr. 2 Pokles hustoty suchého vzduchu (go = 1,225 kg - m73) v zavislosti na
nadmoriské vySce pro modely homogenni, izotermni (¢ = 15 °C) a adiabatické
(teplotni gradient —0,0065 °C/m) atmosféry

Pro praktické potieby se pouZiva tzv. standardni atmosféra, coz je do-
hodnuty model atmosféry odvozeny ze stavu atmosféry Zemé [11]. Na
trovni moiské hladiny je teplota vzduchu 15 °C a tlak 101 325 Pa [15]. Do
11 km teplota s vyskou klesa s gradientem —0,0065 °C/m. Tento gradi-
ent je mensi nez gradient vypocteny podle rovnice (13) pro suchy vzduch
—0,01 °C/m. Vzduch v troposféfe obsahuje vyznamné mnozstvi vodni pary.
V priibéhu vystupu vzduchu se vodni para ochlazuje a dochézi ke konden-
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zaci vodnich par. Uvolnéné teplo vzduch dodatecné ohfiva, a tak je gra-
dient teploty —0,0065 °C/m. Mezi 11 km a 20 km se teplota v atmosféfe
neméni, od 20 km do 32 km roste 0,001 °C/m, od 32 km do 47 km roste
0,0028 °C/m a od 47 km do 51 km se teplota s vySkou neméni [15]. Model
standardni atmosféry se vyuziva napf. v letecké meteorologii.

Srovnani tfech modeld s pozorovanim: Méfeni zmény atmosfé-
rického tlaku s rostouci nadmorskou vyskou v terénu

Méfeni atmosférického tlaku v zavislosti na nadmotské vysce bylo prove-
deno na dvou trasach. Prvni méfeni probé&hlo na trase z vlakového nadrazi
v Ostrové n. Oh¥{ (388 m n. m.), pies Jachymov, Bozi Dar na nejvyssi
horu Krusnych hor, Klinovec (1244 m n. m.). Druhé méfeni bylo realizo-
vano na ostrové Zakynthos v Recku, z letoviska Alykanas (3 m n. m.) na
okraj vrcholu Liva (690 m n. m.). Cesty byly vybrany tak, aby prekonavaly
relativné velké prevySeni (856 m a 687 m) a bylo je moZzné projet autem
relativné rychle a minimalizovat tak kolisani atmosférického tlaku v du-
sledku zmén rozloZeni tlakovych utvart v atmosfére. Celkovy ¢as prvni
cesty vCetné méfeni tlaku byl cca 90 minut, druhé 4,5 hodiny. Prvni mé-
feni bylo provedeno 6. 7. 2021 odpoledne, druhé 28. 6. 2023 odpoledne.
Obé méfeni byla provedena za slune¢ného a stabilniho pocasi.

K méfeni tlaku bylo pouzité tlakové ¢idlo Go Direct GasPressure od
firmy Vernier. Citlivost ¢idla je 0,03 kPa, pfesnost +3 kPa [16]. Nadmotska
vySka byla urCena podle pozice méreni dle serveru mapy.cz. Pro odhad
Casové zmény tlaku u prvni cesty bylo provedeno na zacatku a na konci
cesty méfeni na stacionarnim barometru (barometr TFA 35.1154.01 COSY
BARO), ktery byl umistén v Ostrové n. Ohfi, na vlakovém nadrazi. Zména
tlaku v ¢ase na zacatku a na konci cesty byla 200 Pa. U druhé cesty
toto stacionarni méfeni nebylo provadéno. Na prvni cesté bylo provedeno
13 méfeni, na druhé cesté 20 méfeni.

Vysledky méteni byly zpracovany graficky jako zéavislost atmosférického
tlaku na nadmotské vysce (obr. 3), tabulka namé&fenych hodnot je ke sta-
zeni ZDE. 7 grafa je patrné, Ze pro obé méfeni lze zavislost atmosféric-
kého tlaku na nadmotské vysce aproximovat linedrn{ funkei. Z naméfenych
dat neni patrna vyraznéjsi odchylka od linearni zavislosti. Vyskové rozdily
u obou cest nesta¢i pro ukazku exponencialniho poklesu tlaku s rostouci
nadmoiskou vyskou, ktery plati pro izotermicky a adiabaticky model at-
mosféry. To je také patrné z detailu na obr. 1, kde lze pokles atmostérického
tlaku na prvnich 1 000 m nadmotiské vysky pfiblizné popsat linearni funkci.
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Z méfeni na cesté z Ostrova n. O. na Klinovec vychazi gradient tlaku
—10,7 Pa na 1 m nadmotské vysky, coz odpovida primérné hustoté vzdu-
chu 1,08 kg-m~2. Mé&feni na feckém ostrové Zakynthos dava gradient tlaku
—11,5 Pa na 1 m a pramérnou hustotu vzduchu 1,17 kg - m~3. Primérna
hustota vzduchu na cesté po ostrové Zakynthos je tak o cca 0,09 kg-m—3
vySsi nez hustota vzduchu pii cesté na Klinovec. To lze vysvétlit jinym
vyskovym profilem obou cest. Trasa po Zakynthosu zac¢ind v nadmorské
vysce blizké hlading mofe (3 m n. m.) a konéi v 690 m n. m., zatimco vys-
kovy profil cesty na Klinovec za¢inid v 388 m n. m. Roli hraje také razna
vlhkost vzduchu; s rostouci vlhkosti hustota vzduchu klesa [11].
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Ostrov n. O - Klinovec Alykanas - Liva (Zakynthos)
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Obr. 3 Naméfeny pokles atmosférického tlaku s nadmotskou vyskou na trasach
Ostrov n. O. — Klinovec a Alykanas — Liva (Zakynthos, Recko)

Zaveér

Meéfeni atmosférického tlaku v zavislosti na nadmotské vysce je vhodné
fyzikalni téma do mimoskolni vyuky nebo do volnocasovych aktivit zaku.
Téma vhodné propojuje fyziku a geografii. Na ¢eském trhu je pro tato mé-
feni k dispozici vhodn4 a cenové dostupné instrumentace a vlastni méreni
lze snadno zrealizovat. Navrhovanou cestu z Klinovce do Ostrova nad Ohri
1ze také pojmout jako celodenni skolni pé&si vylet po turistické stezce s do-
provodnou aktivitou méfeni atmosférického tlaku. Na zakladé méfeni tlaku
lze nasledné provadét fyzikalni vypocty, jako je napf. vypocet pramérné
hustoty vzduchu a gradient tlaku. Namérena data ukazuji, ze pro malé
vyskové rozdily lze pokles atmosférického tlaku s nadmoiskou vyskou apro-
ximovat linearni funkei. Prevyseni dosazené u obou cest (856 m a 687 m)
nesta¢i pro ukdzku exponencidlniho poklesu tlaku s rostouci nadmoiskou
vyskou, ktery plati pro izotermicky a adiabaticky model atmosféry.
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Elektronické dopliky
stredoskolskych ucebnic tyziky

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Pojeti tradi¢nich ucebnic fyziky se od 19. stoleti v podstaté neméni a
pokrok je vidét spiSe v technické strance dané novymi moznostmi tisku,
bohatsim vyuzitim obrazového materidlu, vicebarevnym tiskem apod. Je
ale samoziejmé, Ze daldi vyvoj nutné ovlivni soucasna moznost vytvaret
u¢ebni materialy v elektronické podobé. To vyvolava potiebu fesit vza-
jemny vztah novych prostiedki prezentace uciva a tisténych ucebnic. Pro-
blém neni ani tak v tvorbé elektronickych materiali, ale v jejich distribuci
vazané piimo na papirovou ucebnici. Jako schidné feSeni se ukazalo vy-
bavit ucebnici elektronickym doplitkem (dale ED), jehoZ nosi¢em by bylo
CD vlozené piimo do ucebnice. Toto feSeni lze povazovat do jisté miry za
inova¢ni pokus, jak vyuzit moznosti soudobych technologii ke zkvalitnéni
obsahové i didaktické stranky ucebnic. Realizaci ED v soucasnych stie-
doskolskych ucebnicich mizeme chépat jako experiment, se kterym autoii
ani vydavatel u¢ebnic neméli dostatek zkuSenosti a nékteré koncepéni za-
lezitosti by mozna vyzadovaly Sirsi diskusi.

Obr. 1

Prvni zkuSenosti s ED byla pfiprava 3. vydani Sbirky tloh pro stedni
gkoly [1], ktera vysla v roce 2005. Obsah CD tvofi v tomto pfipadé jedina
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pocitacova aplikace, jejimz autorem je Ing. Viadimir Klaus (AUDREY
software). Ma v8ak tii nezavislé ¢asti, kterymi jsou struc¢na FeSeni vSech
tloh Sbirky, Lexikon fyzikalnich pojmi doplnény interaktivnim rejstiikem
a soubor 18 tabulek fyzikalnich veli¢in. Pf¥ipravou tohoto CD byly zis-
kany potiebné zkuSenosti s technickou strankou ED a bylo mozné prikroéit
k realizaci dalsich obdobnych elektronickych pomiicek. V roce 2023 vyslo
5. vydani Sbirky, které jiz neobsahuje CD, ale pocitacova aplikace bude
dostupnéa obdobné jako ED uéebnic (viz déle).

Dalsim krokem bylo rozhodnuti redakce nakladatelstvi Prometheus, vy-
bavit ED postupné také ucebnice fyziky pro stfedni skoly. Dosud tak bylo
doplnéno sedm st¥edoskolskych uéebnic a Piehled stfedoskolské fyziky [2]
(obr. 2).

]
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1
H
H
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i

PRO GYMNAZIA

Elektiina

Obr. 2

V pfipraveé je spoleény ED pro u¢ebnice Speciélni teorie relativity a Fy-
zika mikrosvéta. Soucasné je vSak tieba konstatovat, Ze pouziti CD jako
nosic¢e uc¢ebnich materiali bylo od poc¢atku chapéno jako pfechodné feSeni,
ponévadz soucasné notebooky a samoziejmé také tablety a iPhony jiz ne-
umoziuji vyuziti CD. Proto se v reedicich uéebnic od roku 2023 nahrazuje
CD odkazem na tulozisté nakladatelstvi (https://prometheus-data.cz).
V tisténé ucebnici je odkaz na ED uveden s novym logem a v podobé QR
kodu (obr. 3). Tim soucasné odpada potieba opatfit kompletni knihu s CD
zatavenym obalem.

Hlavni soucasti ED uéebnic jsou texty, které byly na CD po tpravach
pfevedeny z pfedchazejicich vydani u¢ebnic. Dale jsou zde nové texty, pfi-
pravené specialné pro ED. S ohledem na Ramcové vzdélavaci programy
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(RVP) pro gymnazia a pro stfedni odborné skoly bylo do ED zafazeno pie-
devsim tzv. rozsifujici ucivo, které vsak vyraznym zptisobem prekracuje
pozadavky RVP. Na CD byla ulozena také teoretickd a laboratorni cvicend.
Vgechny textové soubory jsou ve formatu pdf, takZe neni problém, aby
ucitel ¢asti nékterych textt ve vyucovaci hoding bud promitl dataprojek-
torem, nebo je pro zaky vytiskl. Podobné lze vyuzit i dalsi ptivodni textové
¢asti. Jsou to Historické pozndmky a interaktivné zpracovany Slovnicek fy-
zikdlnich pojma, ktery obsahuje stru¢ny vyklad i nékterych pojmi, které
aroven stiedoskolské fyziky prekracuji.

Obr. 3

P1i praktickém vyuzivani ED je sou¢asné tieba respektovat pozadavky
stanovené autorskym zakonem (zékon ¢. 121,/2000 Sh., o pravu autorském,
o préavech souvisejicich s pravem autorskym a o zméné& nékterych zakonti),
ktery umoziuje vytvaret kopie ucebnich materialia pro osobni potiebu.
Ve vyucovaci hodiné je mozné promitat textovy nebo obrazovy materiil
ze Skolou zakoupené ucebnice, popt. vytvorit kopie vybrané Casti, napf.
testovych uloh pro vyuziti v konkrétni vyuovaci hodiné (podrobnéji viz
napf. [3]). Idealni ovsem je, kdyZz v8ichni Zaci budou mit vlastni uéebnice
s ED. V piikrém rozporu s autorskym zakonem je p¥ipad, kdy ucitel obsah
ED umisti na web 8koly, popf. na jiné vefejné dostupné ulozisté.

Standardni CD jako nosi¢ ED k ucebnici mé kapacitu dat cca 700 MB,
coz je mnohem vic, nez je rozsah textovych ¢asti v elektronické podobé.
P1i tvorbé ED se tak logicky nabizi moznost, umistit na CD nové elektro-
nické prostiedky nazorné vyuky, jako jsou animace fyzikalnich jeva (tzv.
aplety), videoexperimenty, popf. vyuzit k didaktickym acelim také jiné
pocitacové aplikace, napft. tabulkovy kalkulator Excel nebo prezentacni
program PowerPoint, které jsou soucasti tzv. kancelarského baliku MS Of-
fice (pop¥. obdobnych programt OpenOffice a LibreOffice) a dalsi pavodni
pocitacové aplikace.
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Jednou z hlavnich ¢asti ED jsou animace fyzikalnich déji. V dobé pii-
pravy prvnich ED predstavovaly relativné novou didaktickou aplikaci IT.
Dnes je nabidka aplettt dostupnych na webu velmi bohatéa, ale pii reali-
zaci prvniho CD nebyl k dispozici ¢esky specialista, ktery by tyto aplety
vytvoril. Z hlediska autorského zakona také nebylo mozné do komeréniho
knizniho produktu vlozit aplet pfevzaty z webu. O vytvoreni prvnich pu-
vodnich apleti k u¢ivu mechaniky v ramci pripravy ED k uéebnici Fyzika
pro stfedni skoly I byl pozddan RNDr. Petr Janecek, ktery mél jako uéitel
fyziky na gymnaziu v Prostéjové zajimavé vysledky s vyuZitim programu
Interactive Physics [4]. Animace vznikaly v roce 2010 a néasledné pak byly
prevzaty také do ED uéebnice Mechaniky (obr. 4).

" 1= 10118

Obr. 4

Uz pfii tvorbé téchto animaci bylo nutné hledat urcité kompromisy. Ide-
alni by samoziejmé bylo, spoustét aplety piimo v aplikaci Interactive Phy-
sics, ktera v té dobé vsak byla pro Skoly cenové zcela nedostupna. Proto
bylo s autorem dohodnuto, Ze vytvofi animace, které budou dostupné sice
bez problémt, ale za cenu ztraty interaktivity, ¢ili moznosti ménit libo-
volné pocateéni podminky a dalsi parametry a model opakované spous-
tét. To ovSem znac¢né ovlivnilo koncepci pomiucky, protoze pravé interakti-
vita je u téchto elektronickych pomitcek velmi cenné. Program Interactive
Physics také nebyl nikdy koncipovan primarné jako vyukovy. Podle firmy
MSC.Software, ktera ho pted ¢asem distribuovala, jde o jadro daleko roz-
sahlejsiho softwaru, pouzivaného pro pocitatové modelovani mechanickych
jevu v oblasti strojirenstvi. Pfednosti vSak bylo, Ze animace nevznikaly od
pracovniho stolu, ale v pribéhu autorovy vyuky fyziky a byly tak ovéro-
vany praktickou vyukou.

Je samoziejmé, ze popsanym zpisobem vznikla pomicka, kterd z prin-
cipu nemtze mit takové parametry, jaké maji aplety nékterych zahranic-
nich tvirci, jako je napt. Walter Fendt, Fu-Kwun Hwang, nebo interak-
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tivni simulace projektu PhET, vytvarené v USA celou skupinou experti na
Univerzité v Coloradu. Toho si autoti ED byli védomi od poc¢atku. Pokrok
v této oblasti vSak postupuje pomérné rychle a nakladatelstvi Prometheus
ziskalo ke spolupraci Ing. Zdenika Burjana, ktery pomoci specidlniho pro-
gramu vytvoril soubory animaci pro u¢ebnice Elektfina a magnetismus a
Optika (obr. 5). Tyto pavodni animace svymi parametry a interaktivitou
jiz odpovidaji béznému standardu elektronickych pomicek tohoto typu.

Jednocestny usmérfiovaé e o Odraz a lom svétla
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Obr. 5

Dalsi krok ke zkvalitnéni animaci predstavuje soubor 21 apleti k po-
sledni vydané ucebnici s CD, kterou je Mechanické kmitéani a vinéni. Je-
jich autorem je RNDr. Viadimir Vaséik, ucitel Stfedni pramyslové skoly
ve Zling, vynikajici tviirce animaci a dalsich didaktickych materidla na
drovni srovnatelné se svétovym standardem. U tohoto autora byla spolu-
prace jednoducha, ponévadz stacilo vybrat vhodné produkty z jeho bohaté
nabidky [5]. V ramci poskytnuti autorskych prav byl soubor animaci jen
doplnén a bylo provedeno nékolik drobnych tprav, aby animace presnéji
odpovidaly u¢ebnimu textu (obr. 6).

Obr. 6

Druhou nejrozsahlejsi obrazovou slozkou ED jsou videoexperimenty,
vytvofené pro ¢tyfi ucebnice pro gymnéazium (Mechanika — 6, Moleku-
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lova fyzika a termika — 11, Elektfina a magnetismus — 10 a Optika — 6).
Tvirci videoexperimentt jsou kolegové z KDF MFF UK v Praze Mgr. Lu-
cie Fichtlovd (Filipenskd), Mgr. Pavel Bohm, Mgr. Jakub Jermdi a RNDr.
Petr Kdacovsky, Ph.D. ED k ucebnici optiky obsahuje také tii obrazové pre-
zentace, na kterych spolupracovali Mgr. Vidclav Pazdera a Mgr. Frantisek
Ldtal, Ph.D.

Samostatnou ¢asti ED k ufebnicim pro gymnézium je pocitacova apli-
kace Testové tlohy z fyziky, ktera je elektronickou verzi Sbirky testovych
aloh [6]. Aplikaci vytvoiil Ing. Viadimir Klaus a kazdy ED obsahuje tes-
tové tlohy jen z uciva obsazeného v dané ucebnici. Kompletni aplikace se
vSemi testovymi tlohami je soucésti ED s nazvem Prehled PLUS, ktery
obsahuje 6. vydani Prehledu [2]. Pro u¢ebnici Mechanickych kmiti a vl-
néni byl autorem vytvofen soubor 17 poéitac¢ovych modeli kmitavych déji,
které lze demonstrovat pomoci programia MS Excel, popt. LibreOffice Calc
a OpenOffice Calc. Znacny podil na tvorbé ED méa Mgr. Lukds Richterek,
Ph.D., ktery je autorem finalni podoby vSech CD.

Realizace ED se samozfejmé projevila na strankovém rozsahu ucebnic.
V tabulce 1 je uveden piehled rozsahu textovych ¢asti ucebnic, které jsou
jednak v tisténé knize, jednak v ED. Kromé& ucebnic je v tabulce uveden
textovy rozsah Piehledu stifedogkolské fyziky, kde je rozsah textu na ED
vétsi, nez v tisténé knize.

Tabulka 1 Ucebnice fyziky pro stfedni 8koly — rozsah tiskovych stran textovych
Césti u¢ebnic

Elektronicky doplnék

Utebnice | Kniha Rozévi.fujici Teo??tic%(é Labo.rvato’rm' Ostatni | Celkem
ucivo cvident cvident

stran | % *) stran
MECH 288 57 | 16,5 57 29 67 498
MOF 187 57 | 23,4 27 15 72 358
MKV 86 54 | 38,6 27 20 66 253
EMG 196 112 | 364 49 36 108 501
OPT 99 69 | 36,4 24 25 92 309
FSS 1 251 97 | 27,9 0 17 151 516
FSS 11 231 105 | 31,3 0 0 207 543
Prehled 560 150 | 26,8 182 0 375 1267

*Podil rozsifujictho udiva na celkovém rozsahu uc¢ebniho textu.
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Témer dvacetileta historie kombinace tradi¢ni tisténé ucebnice s elektro-
nickymi u¢ebnimi materidly predstavuje jen jeden piistup k didaktickému
vyuziti IT. Dalsi moznosti predstavuji uc¢ebni materialy, které jsou dnes
volné dostupné na webu. Bez narokt na tuplnost miZzeme vymezit nékolik
typickych priklada. Jsou to napi:

1. Elektronické ucebnice s tradiénim textovym zpracovanim uciva

2. Ué&ebnice s hypertextovou strukturou

3. Audiovizualni u¢ebni materialy

4. Multimedialni uéebnice

5. Vyukové mobilni aplikace

Dynamicky rozvoj novych vyukovych technologii nutné vyvolava otazku,
zda elektronické didakticka média nenahradi klasickou ucebnici. Vychodis-
kem k odpovédi na tuto otdzku by mohly byt nékteré nové vlastnosti téchto
forem prezentace uciva, které ovliviiuji zpusob prace uditele i zadka a jez
klasickd ucebnice neumozinuje. Jako nejdilezitéjsi mizeme oznadit
e interaktivitu (oboustrannou komunikaci p¥i pfedavani uéebni informace),
o multimedidlni zpracovdani ucebni informace (kombinace audiovizualni

slozky a textové informace),

e hypertextové zpracovdni uéebni informace (vicetroviiovy piistup umoz-
fiujici postupovat v textu riznymi sméry).

Interaktivitu lze povaZovat za zakladni parametr vSech elektronickych
vyukovych materidli. To znamena, Ze uzivatel vyukového materidlu mize
v rizném rozsahu do textové, ¢i obrazové Casti zasahovat a ziskdvat tak
dalsi informace, odpovédi na otézky, FeSeni uloh atd. Tento pristup mi-
zeme chépat jako uplatnéni pedagogického konstruktivismu, ktery cha-
rakterizuje spoluiicast zaka na eduka¢nim procesu a aktivitu vychazejici
z difve ziskanych zkuSenosti a poznatku.

Interaktivita vyukového materialu také tésné souvisi s moznostmi mul-
timedidlniho zpracovdni u¢ebnich informaci v podobé statickych i kinema-
tickych vyobrazeni, véetné videosekvenci a jinych forem audiovizualniho
zpracovani obrazového materialu (napf. animace a simulace). Tomu napo-
maha i hypertertovd komunikace, kterd umozinuje lepsi didaktickou struk-
turaci uc¢ebnich informaci a pfipadnou vazbu i na dalsi informaéni zdroje
mimo dany vyukovy material.

Lze predpokladat, Ze se formy a technologie udebnicovych vyukovych
materialit budou déale vyvijet a budou ovliviiovat i metody a organizacni
formy vyuky. U¢itel pfi vybéru téchto materiali pro vlastni vyucovaci ¢in-
nost by vzdy mél klast na prvni misto didaktickou efektivnost vyukového
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v

materidlu a nemél by se nechat ovlivnit jeho pfipadnou vnéjsi atraktivni
strankou nebo jen tim, Ze pfi tvorbé materialu byla pouzita novi, moder-

néjsi technologie.
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Wellbeing a méfeni jednoho
7z faktori tepelné pohody

RENATA HOLUBOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Wellbeing je termin, ktery je dnes uvadén v rtznych souvislostech, a to
nejen v médiich, ale také v zakladnich dokumentech tykajicich se vzdéla-
vani, jako je Strategie 2030+ [1].

Tento termin lze charakterizovat na zékladé anglického pojeti (PISA
2015) jako ,stav pfevazujici t&lesné, dusevni a spole¢enské pohody*. Ter-
min tedy obecné zahrnuje rtizna hlediska. Z dosavadni literatury o well-
beingu Pollard a Lee [3] identifikovali 5 zakladnich oblasti: oblast fyzicka,
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psychicka, kognitivni, socidlni a ekonomicka. V Ceské republice koncept
wellbeingu blize definuje projekt Partnerstvi 2030+ [5, 6], ktery aktivné
prispiva k naplnéni cila Strategie vzdélavaci politiky CR do roku 2030:
, Wellbeing je stav, ve kterém miizeme v podporujicim a podnétném pro-
stfedi plné rozvijet svij fyzicky, kognitivni, emocionalni, socialni a du-
chovni potencial a zit spolu s ostatnimi plnohodnotny a spokojeny Zivot*
[4, s. 20].

V dalsim textu se omezime na jeden z faktori, které zahrnuje wellbeing,
a to prostiedi, ve kterém probiha vyuka. Zak se pohybuje ve skolni budové
az 8 hodin denné. Pokud ma zak podavat dobry vykon ve Skole, musi se
béhem vyucovani citit dobie. A jeden z faktord, které k tomu nemalou
mérou prispivaji, je tepelna pohoda.

Tepelna pohoda — tepelny komfort — je jeden z parametri, které urcuji
kvalitu vnitiniho prostiedi. K dalsim faktorim patii ¢istota vzduchu, rych-
lost proudéni vzduchu, vlhkost vzduchu, tepelné izolacni vlastnosti odévu,
osvétleni, hluk a vibrace aj. Vétsinou se jedna o charakteristiky, které Ize
v ramci vyuky fyziky méfit dostupnymi prostredky.

Tepelna pohoda je pojem relativni. Nejde tedy jen o naméfeni konkrét-
nich hodnot okolniho prostfedi a porovnani s normami, ale také o subjek-
tivni pocity osob, které se v daném prostiedi vyskytuji. Vliv na pohodu
miZe mit i lokace Zéka ve t¥idé&, respektive jeho vzdalenost od oken nebo
dveri. Vliv ma také teplota okolnich ploch.

Pro méfeni zakladnich charakteristik prostfedi t¥idy lze vyuZzit pomu-
cek, které dodavaji firmy Vernier, Pasco, Neulog, popf. zakoupit vybrana
meéfidla, jako je digitdlni méridlo teploty a vlhkosti vzduchu.

Chceme-li zaky motivovat a aplikovat badatelsky orientovanou vyuku,
je mozné si zékladni pomucky vyrobit v ramci vyuky. V naSem piipadé se
jedna o vyrobu psychrometru a vlhkoméru.

Psychrometry jsou piistroje k méfeni vlhkosti vzduchu. Jsou zalozené
na principu méfeni dvou teplot na dvou teplomérech. Jeden z teploméri
je mokry, ma teplomérnou ¢ast obalenou tkaninou nasdklou vodou a vli-
vem odparovani ukazuje nizsi teplotu nez druhy teplomér, suchy. Pfi¢inou
poklesu teploty je odpatfovani vody z knotu. Tato zména skupenstvi je
doprovazena spotiebou skupenského tepla vypafovani. Intenzita odparo-
vani zavisi na relativni vlhkosti pfivadéného vzduchu. Pokud by byl napft.
vzduch zcela nasycen, naméfi oba teploméry stejnou hodnotu (k zadnému
odpafovani vody z knotu nemuze dojit). Nazev psychrometr vznikl z fec-
kého slova psychrds — chladny a psychrometrickd metoda umoziuje méreni
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mnozstvi par v jakémkoliv plynu, pfi¢éemz pary se mohou do plynu uvol-
novat jak vypafovanim, tak sublimaci.

Odvozeni rozdilu teplot At = t;—t,, mezi teplotou tg suchého teploméru
a teplotou t,,; mokrého teploméru mtzeme provést z nasledujici tvahy. Te-
pelny tok proudénim z elementarniho povrchu mokrého teploméru aAtAS
musi byt v rovnovéze s tepelnym tokem potfebnym pro vypafovani lozdm
(nebo pro sublimaci l13dm). Pro rozdil teplot pak plati

dm
At = —dt
aAS’
kde l23 nebo I3 je mérné skupenské teplo vyparovani nebo sublimace, dd—’?

je elementarni hmotnostni tok z elementarni plochy AS a « je souéinitel
prestupu tepla z povrchu mokrého teploméru do okolnfho prostiedi.

Pfed samotnym méfenim vlhkosti prostfedi je tfeba navlhé¢it puncosku
vlhkého teploméru. Po ustaleni minimalni teploty mokrého teploméru se
provede co nejpiesnéjsi odecteni teploty mokrého teploméru t,, i teploty
suchého teploméru t5. Ke stanoveni vysledné relativni vlhkosti ¢ je mozné
pouzit nékolika zptusobt urceni. V prvnim piipadé je mozné pouzit tabulky,
které jsou k psychrometru ptilozeny. To se ovSem tyka psychrometri kupo-
vanych, tyto tabulky lze také nalézt na internetu nebo v odborné literature
(napt. piirucka Hydrometeorologického ustavu v Praze z roku 1972: Navod
pro pozorovatele meteorologickych stanic CSSR. Sbornik predpisi). Tyto
tabulky jsou sestavené pro urcity tlak a relativni vlhkost ¢ je z nich snadné
uréit, jak ukazuje tabulka dostupné na adrese: https://www.isstechn.cz/
wp-content/uploads/2019/01/psychrometricka-tabulka.pdf

Existuji dva zékladni typy psychrometri. Psychrometr Augustav méfi
vlhkost vzduchu v klidu, kdyZ se vzduch kolem psychrometru nepohybuje,
a psychrometr Assmaniiv, ktery je opatfen ventilatorem, zajistujicim po-
hyb vzduchu v okoli psychrometru. Profesionalné vyrabéné Assmanovy
psychrometry (obr. 1) jsou finan¢né nakladné a jejich zakoupeni do skoly
je neekonomickeé.

Augustiav psychrometr je naopak dostupny v rizném provedeni a jed-
noduchy model si mohou sestrojit zaci jednoduse doma, jak je vidét na
obr. 2. Variant pro jednoduchou konstrukei je velmi mnoho, zalezi na tom,
kolik ¢asu a usili chceme vyrobé vénovat. V ramci badatelsky orientované
vyuky fyziky, projektového dne ¢i krouzku fyziky lze vyrobit jednoduchy
Augusttav psychrometr komplexnéjsi konstrukee (obr. 3).
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Obr. 2 Model Augustova psychrometru a jednoduché provedeni pro laboratof
(1 — plastovy obal od videokazety, 2 — mokry teplomér, 3 — suchy teplomér, 4 —
pripinaci paska, 5 — pryZova podlozka (guma na gumovani), 6 — m¥izka (kvuli
dosaZeni p¥irozeného odpafovani), 7 — knotova puncoska, 8 — nadobka, 9 — H2O)
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Obr. 3 Vlastni konstrukce psychrometru

Potrebné pomicky (obr. 4):
1 — ocelové podlozky, 2 — gumové tésnici krouzky, 3 — knot do olejové lampy,
4 — plastova krabicka (nap¥. od mentolovych bonbont), 5 — dva teploméry,
6 — hlinikova lista, 7 — dfevény hranol, 8 — ocelova ty¢ s vyfezanym zavitem,
9 — dfevéna deska, 10 — nit, 11 — jehla, 12 — ocelové matice.

Obr. 4 Pomiucky potfebné pro konstrukci psychrometru

Meéfeni, kterd budou provadéna témito jednoduchymi pfistroji, 1ze sou-
¢asné realizovat vyuzitim laboratornich pFistroji, napf¥. sond firmy Vernier,
Pasco nebo Neulog. B&Zné zakoupené vlhkoméry (meteostanice) nejsou
spolehlivé a vysledky méfeni jsou mnohdy zavadéjici.
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Uvedené experimenty mohou byt vhodnym doplikem uéiva o meteo-
rologii, klimatu, lze vyuzit mezipfedmétové vztahy. Vhodné je praktické
aktivity doplnit poc¢etnimi tlohami, napf. vypoctem: Je t&z8i suchy vzduch
nebo vzduch vlhky?

Pro mnohé zaky je vysledek této tlohy stale prekvapivy, ze vlhky vzduch
je leh&i. Vypocet je jednoduchy, stac¢i si uvédomit, ze molekula vody méa
mensi relativni atomovou hmotnost nez dusik, popf. kyslik. Vyuzijeme
toho, Ze 1 mol libovolného plynu zaujima za danych podminek stejny ob-
jem. Porovname-li tedy sloZeni suchého vzduchu (obsahuje dusik, kyslik
a vzacné plyny) a vlhkého vzduchu (obsahuje kyslik, dusik, vodu, vzacné
plyny), jednoduse tento vysledek dokazeme.

Zavérem lze Fici, Ze u jednotlivych lidi je hranice tepelné pohody rtzn4,
jina je schopnost snéSet chlad ¢ teplo, vliv ma i zdravotni stav, druh
odévu. Ve gkolskych zarizenich, kterych je zhruba 12 100, travi sviij cas
vice nez 1,7 miliontt déti, zaku, studentil, a to nepocitame pedagogy a
ostatni zaméstnance Skol. Je tedy tieba se kvalitou vnitiniho prostoru
zabyvat, tuto otazku s zaky diskutovat a prispét tak wellbeingu zak.
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INFORMATIKA

3D modelovani v OpenSCAD

MARKETA TRNECKOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Zejména kvili masivnimu rozsifeni technologie 3D tisku se pfimo nabizi
zafazeni zékladd 3D modelovani do vyuky. Zaci stiednich skol, zejména
lostmi provadét vlastni navrh rozliénych komponent a tim lépe porozu-
mét technickym principim konstrukce. Parametrické 3D modelovani na-
vic umoziuje zakim seznéamit se s jednoduchymi zaklady programovani.
Na zakladnich gkoldch miize pomoci s rozvojem prostorové piedstavivosti
nebo slouzit k demonstraci rtiznych matematickych koncepti, jako jsou
napf. geometrické tvary, geometrické transformace a mnozinové operace.

3D modelovani

Ve svété 3D modelovani existuje bohaty vybér softwarovych néstroji,
které slouzi k vytvareni trojrozmérnych objektt. Ty se lis{ zptisoby, jakymi
je model vytvaren. Objekty je mozné kreslit (pomoci mysi) v riznych CAD
software!) jako jsou napiiklad TinkerCAD, FreeCAD nebo OpenSCAD?),
kterému se budeme vénovat. CAD je zalozeny na konstruktivni geometrii,
kde je objekt reprezentovan popisem konstrukce z jednoduchych téles, kte-
rym ffkdme geometricka primitiva®) [2]. Modelim, které je mozné popsat
pomoci geometrickych primitiv, se také tika hard solid. V. CAD v8ak neni
mozné vymodelovat objekty, které takto popsat nejde, napiiklad oblicej
nebo postavu. Takové objekty je potfeba modelovat pomoci modelovacich

DCAD = Computer Aided Design, ¢esky pocitatem podporované projektovani.
2)Cteme jako Open-S-CAD.
3) Geometrickymi primitivy mohou byt napfiklad koule, krychle, ale i riizné plochy.
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programu urcenych pro umélecké modelovani, jakym je napiiklad Blen-
der®). Zde je objekt reprezentovan jako sit bodit a ploch (mesh), ktera se
pomoci riznych néstroji upravuje.

OpenSCAD se od ostatnich CAD vyrazné odliuje. V OpenSCAD se
modeluje pomoci jednoduchého programovaciho jazyka (jenz se nazyva
také OpenSCAD), kterym popisujeme postup konstrukce vysledného ob-
jektu. Diky tomu méa designér vétsi kontrolu nad modelovanym objektem
a umoznuje mu to kdykoliv v priubéhu jednoduse zménit jakoukoliv Cast
névrhu. Zejména proto je OpenSCAD oblibenou volbou pro névrh 3D ob-
jektu ur€enych k 3D tisku.

Konstruktivni geometrie

Jednou z reprezentaci 3D objektti v pocitaci je pomoci konstruktivni
geometrie téles. V té je objekt popsan zpusobem, ktery odrézi postup,
jaky by konstruktér pouzil pfi jeho navrhu. Z jednoduchych geometric-
kych tvart, kterym fikdme geometrickd primitiva, je pomoci mnozinovijch
operacti a prostorovych transformaci vytvofen vysledny objekt.

Mnozinové operace jsou sjednoceni, rozdil a prinik. Sjednocenim dvou
mnozin ziskdAme mnozinu, ktera obsahuje vSechny prvky z obou mnozin.
Rozdilem dvou mnoZzin rozumime v8echny prvky, které patii do prvni mno-
ziny, ale nepatii do druhé. Prinik dvou mnozin je mnozina spole¢nych
prvki, tedy prvkad, které patii do obou mnozin. Na obr. 1 jsou po fadé
vysledky sjednoceni, rozdilu a priniku krychle a koule.

Obr. 1 Sjednoceni, rozdil a prunik krychle a koule
Prikladem prostorovych transformaci jsou posunuti v néjakém sméru,
otoceni okolo nékteré z os v prostoru nebo zména velikosti. Velikost objektii

1ze zménit jejich prodlouzenim nebo zkracenim v jednom sméru nebo jejich
proporcionalnim zvétSenim ¢&i zmensenim.

4>https ://www.blender.org/
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Metoda konstruktivni geometrie téles, anglicky constructive solid geo-
metry, zkracené CSG, je zaloZena na reprezentaci télesa stromovou struk-
turou tzv. CSG stromem, ktery uchovava diléi kroky konstrukce.

Stromovou strukturu si Ize zjednodusené predstavit jako uspoiradanou
mnozinu prvki, kterym rikame uzly. Mezi témito uzly existuje hierarchicky
vztah potomek-rodi¢. Rikdme, Ze rodi¢ je v hierarchii (uspofadéni) nad
potomkem (p¥ipadné potomek je v hierarchii pod rodi¢em). Pokud uzel
nemé zadného rodice, nazyva se korenem stromu. V kazdém stromu exis-
tuje pravé jeden koten. Prvky, které nemaji zadného potomka, se nazyvaji
listy stromu. Obr. 2 znazornuje priklad stromu. Uzel oznaceny ¢islem 1 je
kofenem stromu, uzly 4, 6, 7 a 8 jsou listy stromu. Uzel 1 je rodi¢em uzli
2 a 3. Uzel 2 m4a dva potomky a to uzly 4 a 5.

Obr. 2 Strom

Listy CSG stromu predstavuji geometricka primitiva, ostatni uzly pred-
stavuji nékterou z operaci nebo transformaci, ktera je aplikovana na po-
tomky uzlu. Téleso popsané CSG stromem je postupné konstruovino od
listi smérem ke kofenu. Piiklad CSG stromu je znazornén na obr. 3.
V tomto piikladu za¢indme s torem,” krychli a dvéma valci, jednim vétsim
a jednim mensim. Od toru odefteme krychli (operace je oznacena -) a od
vétsiho valce ode¢teme mensi. Vysledky téchto operaci muzete vidét ve-
dle uzla. Tyto vysledné objekty sjednotime (operace | J). Vysledny objekt
lezi v kofenu stromu. Pro dplnost dodejme, Ze operace priniku, kteréa se
v nasem piikladu nevyskytuje, se zna¢i symbolem ().

Pro jednoduchost jsou ve stromu na obr. 3 vynechény prostorové trans-
formace. Napiiklad jsme mohli za¢inat se dvéma stejnymi valci a jeden
z nich zmensit. Déle v piikladu predpokladame spréavné umisténi toru

5)Torus je t&leso, které vznikne otadenim kruznice kolem osy, ktera lezi ve stejné
roviné a nema s ni spoleéné body.
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vzhledem ke krychli, kterou od né&j odecitame.

@
¢
o ii

Obr. 3 CSG strom

OpenSCAD

OpenSCAD je nastroj pro tvorbu 3D modeli. Je zdarma dostupny na
adrese https://www.openscad.org ve verzich pro opera¢ni systémy MS
Windows, Linux a macOS. OpenSCAD slouzi jako piekladac (kompilator),
ktery ¢te textovy popis télesa a podle néj téleso vykresluje.

OpenSCAD je deklarativni programovaci jazyk.®) Jeho dokumentaci na-
lezneme v [1]. OpenSCAD poskytuje dva zakladni zpisoby tvorby 3D ob-
jekttu. Jednim ze zptlisobu je jiz diive zminéné konstruktivni geometrie,
druhym je extruze” 2D tvari do prostoru. 2D tvary opét miZeme popsat
pomoci konstruktivni geometrie s tim, Ze v tomto pfipadé jsou geomet-
rickymi primitivy zakladni geometrické tvary, jako napiiklad obdélniky,
kruznice nebo mnohotuhelniky.

Prostfedi OpenSCAD

Nez zafneme tvofit, seznamime se s prostiedim programu OpenSCAD,
které je zobrazeno na obr. 4. V levé ¢asti okna se nachézi editor, kde se
zapisuje kod popisujici téleso. Prava ¢ast okna je rozdélena na dvé ¢asti.
Horni ¢ast, predstavujici virtualni trojrozmérny prostor, je ndhledovd ob-
last (viewing area), ve které se po preloZeni kodu zobrazi modelované té-
leso. Body tohoto prostoru jsou zadavany v kartézské soustavé souradnic.
Kartézska soustava soufadnic je soustava soufadnic, u které jsou souradné

6)V jazyce popisujeme tvar, velikost a zpiisob kombinace jednotlivych ¢asti, ne to,
jak konkrétné toho dosdhneme.

7) Extruze je proces, pri kterém se tvaruje material tim, Zze se vytlacuje skrz otvor,
&imz vytvari objekty s konstantnim prafezem.
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osy vzajemné kolmé primky, které se protinaji v jednom bodé — pocatku
soustavy soufadnic. Na obr. 5 je znazornén bod P v kartézské soustaveé
soufadnic. Tento bod mé soutfadnice [5,7,2]. Bod o soufadnicich [0, 0, 0]
nazgyvame pocdatek soutadnic.

. -

»@ &
;

]

y@rReacaDOe® RO JE AT

e = (590000 25,00, vasberat - 1.0 OperscI0 1533

Obr. 5 Kartézski soustava souradnic

Pracovni plochu je mo7né za pomoci mysi posouvat,® otacet? a pribli-
zovat /oddalovat ji.'9) V menu je mozné si plochu piizptsobit, napiiklad je

8)Pii stisku pravého tlagitka mysi a jejim tazenim.
9)Pii stisku levého tladitka mysi a jejim tazenim.
19) Pomoci koletka mysi.
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mozné si zapnout nebo vypnout zobrazeni os a pravitka. Cast pod néhledo-
vou oblasti slouzi pro vypis zpriv tykajicich se prekladu, chyb a varovani,
pfipadné uzivatelskych vypist.

Program

Program zapsany v programovacim jazyce OpenSCAD piedstavuje po-
pis néjakého modelu. Zakladnimi stavebnimi kameny témeér kazdého pro-
gramovaciho jazyka jsou hodnoty, vyrazy a ptikazy. Hodnoty reprezentuji
informace (data), se kterymi programy pracuji. Napiiklad to mohou byt
¢isla, textové fetézce a jiné. K jejich vytvafeni slouzi vyrazy. Prikazy déavaji
pocitaci instrukce, co ma udélat, napfiklad vytvorit geometrické primiti-
vum. Jednotlivé pfikazy se v kodu oddéluji stfednikem (znakem ;).

V prvni ¢asti si ukdZeme pouze zakladni préaci s jazykem OpenSCAD.
Zejména se zaméFime na vytvareni geometrickych primitiv (objekt), apli-
kaci geometrickych transformaci na objekty (transformace) a kombino-

gramovacich jazycich, jako jsou proménné, konstrukce pro fizeni toku dat
(cykly a vétveni), moZnost tvorby vlastnich funkei, knihoven a jiné.

Pro vytvareni objektii pouzivame piikazy, které se skladaji ze jména
(to v&tsinou odpovida nazvu objektu, ktery chceme vytvofit), jenz je na-
sledované parametry urcujici vlastnosti vytvareného objektu, napfiklad
specifikujeme jeho velikost. Parametry piSeme do kulatych zavorek piimo
za nazev piikazu.

objekt (parametry) ;

Na vytvofené objekty je mozné aplikovat geometrické transformace.
U transformaci je mozné v kulatych zévorkach specifikovat tuto trans-
formaci (naptiklad o kolik se mé objekt posunout, otocit ¢i zvétsit nebo
zmensit). Na objekt je mozné aplikovat vice transformaci, ty se pisi za
sebou a oddéluji se mezerou.

transformace(parametry_transformace) objekt(parametry);
Objekty kombinujeme pomoci operaci nasledovné:

operace (){
objekt_1(parametry_1);

objekt_n(parametry_n) ;
¥
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Za nazvem operace jsou ve sloZenych zavorkach vypsany vSechny ob-
jekty, na které se mé operace aplikovat.

Vysledkem aplikace transformaci a operaci na objekty vznikaji nové
objekty, na které je mozné aplikovat dalsi transformace, pfipadné je pouzit
v dalgich operacich. Konkrétni nazvy objektt a operaci spolu s parametry,
které je mozné zadat, si ukdZzeme v nésledujicich kapitolach.

Mimo vyse zminéné prvky je mozné do kodu psat i komentdre. Ve, co
je na fadku za // nebo mezi /* a */, je prekladacem ignorovéno.

Geometricki primitiva — objekty

V této casti si popiSeme zakladni geometricka primitiva, ktera pouzi-
vame k vytvareni modeld. Témito primitivy budou krychle, koule, vélec a
mnohostén.

Krychle

Krychli vytvofime pomoci pfikazu cube(). V kulatych zavorkach lze
specifikovat velikost krychle (parametr size) a také, kde se ma vytvorit
(parametr center). Parametry se oddéluji ¢arkou a nezalezi na pofadi
v jakém je uvadime.

cube(size=1,center=false);

Parametr center miZe byt nastaven na hodnotu true (pravda) nebo
false (nepravda). Pokud je nastaven na true, pak je krychle vytvofena
tak, Zze jeji st¥ed lezi v pocatku souradného systému. Pokud je nastavena
na false, pak tam lezi jeji vrchol. Na obr. 6 je vlevo vysledek krychle
vytvorené s parametrem center=true a vpravo center=false.

L |

Obr. 6 Krychle s parametrem center=true a krychle s parametrem
center=false

Parametr size urcuje velikost vytvarené krychle. Velikost mtiize byt
zadana jednim ¢&islem (v tom pfipad& bude vytvofena krychle o zadané
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délce stran), nebo trojici ¢isel v hranatych zavorkach [x,y,z]. Vytvorené
téleso je pak kvadr s délkami stran z, y a z.

Ani jeden z parametra neni povinny a je mozné jej vynechat. V takovém
piipadé je pouzita vyjchozi hodnota. Vychozi hodnota parametru size je 1,
parametr center mé vychozi hodnotu false. Nasledujici ptikazy vytvoii
stejné krychle:

cube(size=[1,1,1],center=false);

cube(size=1,center=false);

cube (center=false,size=1);

cube(size=1);
cube();

Jak je vidét na predchozim piikladu, parametry muzeme zadéavat v libo-
volném pofadi. Jsou-li hodnoty parametri zadavany ve spravném poradi
(jak ur¢uje dokumentace), lze vynechat jejich nézev a zapsat jen hodnoty:

cube(1,false);
Valec

Vilec se vytvaii piikazem cylinder (). Pii vytvareni valce je tfeba spe-
cifikovat jeho vysku (parametr h) a polomér (parametr r) nebo priamér
(parametr d)'') podstavy. Misto parametru r je mozné pouZit parame-
try r1 a r2. Ty ur¢uji polomér kazdé podstavy vélce zvlagt.'?) Obdobné
je mozné nahradit d parametry d1 a d2. Na obr. 7 miZeme vidét valec,
komoly jehlan a jehlan vytvofené pomoci piikazu cylinder(). Jak vy-
tvofime pomoci piikazu cylinder () kuzel? Nastavime polomér (primér)
jedné z podstav na 0.

Obr. 7 Valec, komoly jehlan a jehlan

Pozici, kde se vélec vytvori, se stejné jako u krychle specifikuje para-
metrem center. Dalsi parametry, kterymi je mozné ovlivnit vzhled vélce,

1) Pokud jsou predany oba parametry, pak je d ignorovan.
12) Je ziejmé, e se v tom pripadé nejedna o valec, ale o komoly kuzel.

300 Matematika — fyzika — informatika 32 (4) 2023



jsou parametry $fa, $fs a $£fn. VSechny tyto parametry ovliviiuji presnost
kruhové podstavy. Cim je jejich hodnota vyssi, tim je kruh presnéjsi.'®)
Specifikuje se vzdy jen jeden z nich.'®) Na obr. 8 mizeme vidét vélce vy-
tvorené s hodnotou parametru $fn nastavenou po radé na 25, 50 a 100.

Obr. 8 Valec vytvofeny s riznymi hodnotami parametru $fn
Pro vytvoreni vélce o vySce 1 a poloméru 1 pouzijeme piikaz:

cylinder(h=1,r=1,$fa=12);
Pokud zvolime nizkou hodnotu parametru $fn, napft.
cylinder (h=5,d=10,$fn=5) ;

vytvori se pravidelny pétiboky hranol, ktery je vepsan do valce o pru-
méru 10. Podstavu tohoto hranolu muZete vidét na obr. 9.

Obr. 9 Podstava pétibokého hranolu vepsaného do valce

Koule

Kouli vytvorime piikazem sphere (). Velikost koule je mozné specifiko-
vat polomérem (parametr r) nebo zadanim velikosti jejtho priaméru (pa-
rametr d).'”) Koule o poloméru 1 se vytvoii pitkazem

sphere(r=1) ;

13) Parametr $fa predstavuje minimalni thel kazdého fragmentu, parametr $fs mini-
maélni délku oblouku a parametr $fn pocet fragmentt v 360°.

14)Pokud nenf zadan 7adny z parametrti $fa, $fs, $fn, je pouzita vychozi hodnota
parametru $fa, kterou je hodnota 12, v disledku toho vysledna podstava neni kruhova.

15)Oba parametry nelze pouZit zaroveir. Pokud jsou nastaveny oba, je parametr d
ignorovan.
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Obr. 10 Koule o poloméru 10

Pokud neni zadan ani polomér ani prameér, pak se vytvoii koule s po-
lomérem velikosti 1. Koule nem4 parametr center a vzdy se vytvori se
stfedem v pocéatku. Stejné jako u vilce miZeme piesnost koule ovlivnit
parametry $fa, $fs a $fn.

Mnohostén

Nejobecnéjsim geometrickym primitivem v OpenSCAD je mnohostén.
Mnohostén se vytvari prikazem polygon(). Je zadan mnozinou vrchola
(parametr points) a seznamem trojihelnikii (parametr faces),'®) které
tvori jeho povrch.

Kazdy vrchol je zadan trojici [x,y,z] pfedstavujici jeho soufadnice
v trojrozmérném prostoru. Mnozina vrcholi je jejich vycet v hranatych
zévorkach.

points=[[x1,y1,y1], [x2,y2,22],..., [xn,yn,zn]];

Kazdy trojuhelnik je zadan trojici vrcholi [vi,v2,v3],') kde v1, v2,
v3 odkazuji na vrcholy v mnoZziné points, kde jsou vrcholy ocislovany od
0 do n-1 (n pfedstavuje pocet vrchold ve vy¢tu). Tomuto poradi Fikame
index. Trojice [0,1,2] piedstavuje trojihelnik s vrcholy, jejichZz souiad-
nice jsou uloZeny ve vy¢tu vrcholi na indexech po fadé 0, 1 a 2, tedy prvni
t¥i vrcholy. Mnohostén se vytvori piikazem

polyhedron(points=[...],faces=[...]1);

Nasledujici prikaz vytvori ¢tyiboky jehlan, ktery je zobrazen na obr. 11.

polyhedron(points=[[5,5,0],[5,-5,0],[-5,-5,0],[-5,5,0],[0,0,10]1], faces
=[[0,1,4],[1,2,4],[2,3,4],[3,0,4],[1,0,3],[2,1,3]11);

16)Od verze 2014.03 to nemusi byt jen trojihelniky, ale obecné mnohothelniky. Je
nutné, aby vzdy vSechny vrcholy mnohothelniku lezely v jedné roviné. Proto je lepsi
pouzivat jen trojihelniky, kde je tato vlastnost splnéna vzdy.

17V pifpadé mnohothelniki se nejedné o trojice, ale obecné o n-tice.
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Obr. 11 Jehlan vytvofeny pomoci mnohosténu

U objektt vytvarenych pomoci polyhedron() je tfeba si davat pozor
na pofadi vrchola jednotlivych trojihelniki (v parametru faces). Vrcholy
trojuhelniku se pii pohledu z venku na objekt zadavaji proti sméru hodino-
vych rucic¢ek. MuZeme také fict, Ze jsou uspordadany podle pravidla pravé
ruky, které je znézornéno na obr. 12 a Fika: pokud pokréené prsty pravé
ruky ukazuji smér zadanych vrcholi, pak palec ukazuje smérem ven.

Wb
Vs Vs

Obr. 12 Pravidlo pravé ruky

Dalsi na co je tfeba si dat pozor je, ze vytvareny objekt musi byt mozné
zkonstruovat. Konkrétné, modely musi byt uzaviené, bez dér a otevienych
vnittki.'® Modely nesmi obsahovat dotykajici se stény, hrany a vrcholy.'?)
Na obr. 13 jsou zobrazena télesa, které nespliuji vyse uvedené podminky.
Prvni téleso obsahuje diru v podstavé,??) dalsi po fadé obsahuji dotykajici
se sténu, hranu a vrchol.

18)T¢to vlastnosti se rika, ze jsou télesa watertight.
19)T&lesa neobsahujici dotykajici se stény, hrany a vrcholy se nazyvaji manifoldy.
20)Tento vysledek obdrzime, pokud z predchoziho p¥ikladu odstranime posledni dva
trojuhelniky:
polyhedron(points=[[5,5,01, [5,-5,0],[-5,-5,01,[-5,5,01,[0,0,10]],
faces=[[0,1,41,[1,2,41,[2,3,41,[3,0,411);
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W oV 5°
Obr. 13 Chybné zadané mnohostény

Transformace

Na vytvorené objekty je mozné aplikovat prostorové transformace. Mezi
zékladni transformace patfi zména velikosti, otoceni a posunuti.

Zména velikosti
Velikost objektu lze v jazyce OpenSCAD zmeénit pomoci piikazi scale ()
a resize(). Piikaz scale() se pouziva néasledovné.

scale([x,y,z]) objekt();

objekt () v kodu predstavuje konkrétni objekt, naptiklad cube (). Pfedany
parametr [x,y,z] urcuje, v jakém méfitku se zméni velikost objektu ve
smeéru os x, y a z. Konkrétné, aplikaci

scale([2,0.5,1])

na néjaky objekt se tento objekt ve sméru osy x dvojnasobné zvétsi, v ose y
se jeho velikost zmensi na polovinu a v ose z ziistane velikost nezménéna —
viz obr. 14, kde byla operace aplikovana na kouli o poloméru 5 zobrazené
svétle Sedou barvou.

Obr. 14 Zména velikosti

Pokud chceme objektu zménit velikost na konkrétni hodnotu, pouzijeme
piikaz resize () nasledovné:

resize([x,y,z] ,auto=true) objekt();

304 Matematika — fyzika — informatika 32 (4) 2023



Trojice [x,y,z] v tomto pfipadé oznacuje konkrétni velikost objektu
ve sméru jednotlivych os. Pokud je néjaka z téchto hodnot rovna nule a je
nastaven parametr auto na true, bude objektu v tomto sméru nastavena
hodnota tak, aby byl zachovan pomér zvétseni nebo zmengeni.?!) Pokud
neni auto=true, pak velikost télesa ve smérech s nulovou hodnotou ziistava
stejné.

Otoceni
Objekt je mozné otoc¢it pomoci piikazu rotate(). Otacet je mozné
kolem vsech os o stejny thel, nebo okolo kazdé jinak. Pouziti je nasledujici.

rotate(a, [x,y,2z]) objekt();
rotate([x,y,z]) objekt();

V prvnim piipadé parametr a pfedstavuje thel ve stupnich a druhy
parametr [x,y,z] je trojice jednic¢ek a nul, které predstavuji okolo kterych
os se ma objekt otocit o thel a (otac¢i se okolo téch, které jsou rovny 1).

Druhé mozné pouziti je takové, Ze se piikazu rotate () predava trojice
ahli, o kolik se méa objekt otocit v kazdé z os. Piikaz

rotate(45,[1,0,1]) cube(size=1);
otodi krychli o 45° okolo os x a z (viz obr. 15). P¥ikaz
rotate([90,0,45]) cube(size=1);

otoci krychli kolem osy = o 90° a okolo osy z o 45°.

Obr. 15 Otodeni

21) Pokud jsou zadana dvé riizna zvétSeni, tieti se upravi podle vétsiho z nich.
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Otaceni okolo osy probiha podle pravidla pravé ruky. Pokud palec uka-
zuje v kladném sméru osy kolem které otac¢ime, pak pokréené prsty ukazuji
smér rotace, jak ukazuje obr. 16.

e

Obr. 16 Pravidlo pravé ruky

Posunuti

Pro posun objektu pouzijeme piikaz translate (), jehoz pouziti je na-
sledujici:
translate([x,y,2z]) objekt();

Cisla x, y a z vyjadiuji o kolik se mé& posunout objekt ve sméru os , y
a z. Na obr. 17 mtzeme vidét krychli posunutou o 10 ve sméru osy z, o 2
ve sméru osy y a o 0 ve sméru osy z.

Obr. 17 Posunuti

Zrcadleni
Kromé vyse zminénych transformaci, miizeme objekt zrcadlit dle néjaké
roviny pomoci transformace mirror (), jehoZ pouZiti je néasledujici:

mirror([x,y,z]) objekt();

Cisla x, y a z urc¢uji bod v prostoru, ze kterého je vedena piimka k po-
¢atku souradného systému. Objekt je pak zrcadlen dle roviny kolmé k této
pfimce v pocatku. Na obr. 18 muzeme vidét jehlan zrcadleny dle XY ro-
viny pomoci piikazu
mirror([0,0,1]) cylinder(r1=5, r2=0, h=10);
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Obr. 18 Zrcadleni

Skladani transformaci

Na objekt je mozné aplikovat vice transformaci. Jednotlivé transformace
se oddéluji mezerou. V zéapisu zalezi na poradi, ve kterém jsou operace
zapsany. Operace se vykonavaji v opa¢ném poiradi, nez jsou uvedeny, tedy
zprava doleva. Napf.

translate([0,20,0]) rotate([90,0,0]) cylinder(h=20,r=10);

nejprve otoci valec o 90° kolem osy z a pak jej posune ve sméru osy y o 20
jednotek (na obr. 19 zluty valec).

rotate([90,0,0]) translate([0,20,0]) cylinder(h=20,r=10);

V tomto piikazu je nejprve valec posunut ve sméru osy y a pak teprve
otoen (na obr. 19 zeleny valec).

Obr. 19 Skladéani transformaci
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Operace

V pfedchozich ¢astech jsme se vénovali piikaztim vytvafejicim jednodu-
ché geometrické primitiva a moZznostem, jak zménit jejich polohu a velikost
pomoci geometrickych transformaci. Nyni si ukdZeme, jakym zpisobem
kombinovat vice téles dohromady a vytvaret tak slozitéjsi tvary pomoci
mnozinovych operaci sjednoceni, prunik a rozdil.

Pro sjednoceni v OpenSCADu pouZzivame piikaz union (), ktery se apli-
kuje na objekty, jez jsou uvedeny ve slozenych zavorkach za timto ptika-

zem. Pro sjednoceni koule a krychle pouZijeme nasledujici konstrukci.

union(){

cube (size=10,center=true)
sphere(d=13);

¥

Pro prunik objekti se pouziva prikaz intersection(), obdobné, jako
se pouziva union() .

intersection(){

cube (size=10,center=true)
sphere(d=13) ;

¥

Pro rozdil se pouziva pifikaz difference(). Ten se aplikuje tak, ze
od prvniho objektu, ktery je uveden ve vyc¢tu ve slozenych zavorkach, se
odecitaji vSechny dalsi objekty. Konkrétni pfiklad vypada néasledovné.

difference(){
cube(size=10,center=true)
sphere(d=13) ;

¥

Vysledky sjednoceni, priiniku a rozdilu krychle a koule z piedchozich
prikladi muZete vidét na obr. 20.

>

S

Obr. 20 Sjednoceni, prinik a rozdil krychle a koule
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Dvourozmeérné objekty

V této ¢asti se budeme vénovat dvourozmérnym objektim a ukizeme
si, jak z nich vytvofit objekty trojrozmérné. Dvourozmérné objekty jsou
objekty, které jsou nekonefné tenké, vytvaii se v roving os xz a y (XY
rovina) a v nahledu (po stisku F5) se zobrazuji s tloustkou 1. Tyto objekty
se vytvari pomoci kli¢ového slova, které oznacuje typ objektu, a v kulatych
zévorkach se specifikuji vlastnosti téchto objektt stejné, jak tomu bylo
v pfipadé trojrozmérnych objektii.

Mezi zékladni dvourozmérné objekty patii ¢tverec, ktery se vytvari pii-
kazem square () (viz obr 21a). Parametry tohoto pfikazu jsou stejné jako
u krychle, tedy size (velikost), ktera muze byt bud jedno ¢&islo, nebo dvo-
jice v hranatych zavorkach,?? a center, ovliviiujici umisténi Etverce.

square(size=1,center=false);

Dalsim zékladnim objektem je kruh, ktery vytvoirime pifkazem circle ()
(viz obr 21b). Parametry, které mu muZeme zadat, jsou obdobné jako
u koule, tedy muZeme specifikovat jeho velikost parametry r (polomér)
nebo d (priamér) a presnost ovlivnit parametry $fa, $fs a $fn.

circle(r=1);

Nejobecnéjsim dvourozmérnym objektem je mnohothelnik. Piikaz vy-
kreslujici mnohouhelnik je polygon() (viz obr 21c¢). Jako parametry se
mu pfedavaji vrcholy (points), které jsou zadavany dvojici [x,y] pred-
stavujici z-ovou a y-ovou soufadnici bodu, a cesty (paths), coz jsou sek-
vence indext (indexy v hranatych zavorkach) odkazujicich do mnoziny
bodt predstavujici hranice mnohothelniku. Pokud nenf cesta zadana, pak
je hranice dana poradim vrcholi v parametru points. Cest obecné muze
byt vice (v parametru path je jejich vycet). Prvni cesta pfedstavuje vngjsi
hranici mnohothelniku, vSechny dalsi jsou chapény jako diry v ném. Mno-
hotihelnik musi byt vzdy uzavieny, coz znamend, Ze posledni vrchol je
roven prvnimu a je doplnén automaticky. NiZe uvedeny piikaz vykresli
¢tverec se stranou délky 10:

polygon(points=[[0,0],[0,10],[10,0],[10,10]], paths=[[0,1,3,2]1]);

Dalsim dvourozmérnym objektem je objekt text, ktery vytvorime pii-
kazem text() (viz obr 21d). Parametr text udava text, ktery chceme
zobrazit. Vzhled textu je mozné ménit dalsimi parametry.

22)V takovém pripadé se nejedna o ¢tverec, ale o obdélnik.
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import(file="smiley.dxf");

N . k TeXt

(a) Ctverec Kruh ) Mnohothelnik Text
Obr. 21 2D obJekty

Na dvourozmérné objekty muZzeme aplikovat transformace a mnozinové
operace obdobné jako na trojrozmérné objekty.?) Na obr. 22 vidime po
fadé vysledky sjednoceni, pruniku a rozdilu ¢tverce a kruhu.

Obr. 22 Sjednoceni, prunik a rozdil ¢tverce a kruhu.

Navic miizeme objekty zmensovat a zvétSovat pomoci piikazu offset (),
kterému jako parametr zadavame r nebo delta, které urcuji o kolik se mé
objekt zmensit (zdporné &slo) nebo zvétsit (kladné é&islo). Rozdil mezi
témito parametry je v tom, Ze pii pouziti parametru r budou rohy vy-
sledného objektu zakulacené, v pripadé parametru delta budou ostré. Na
obr. 23 vidime vysledek nasledujictho kédu.

difference () {
offset(delta=2) square(10);
square (10) ;

ks

Obr. 23 Offset

Vytvoreni 3D objektu z 2D

Dvourozmérné objekty samy o sobé nemuzeme vyuzit pii konstrukci
trojrozmérnych modelid. Musime z nich nejprve vytvofit trojrozmérné ob-
jekty. K tomu muzeme vyuZit tzv. extruzi. Tento pojem by se dal prelozit

23) Transformace jako jsou zména velikosti a posun je mozné provadét jen ve smérech
os x a y a rotace mé smysl jen kolem osy z.
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do eského jazyka jako vytlaceni. V. OpenSCADu existuji dva typy extruze
a to linearni a rotad¢ni.

Linearni extruze
Linearni extruze se provadi piikazem linear_extrude(), ktery vyza-
duje parametr height a aplikuje se na dvourozmérny objekt nasledovné:

linear_extrude (height=1) objekt();

Piikaz vytvoii trojrozmérny objekt, ktery bude mit podstavy rovny
objektu object () a jeho vyska bude ddna pfedanym parametrem height.

Nasledujici piikaz vytvori ze ¢tverce o strané 12 jednotek kvadr o vysce
10 jednotek. Vysledek vidime na obr. 24a.

linear_extrude (height=10) square(size=12,center=true);

(a) Linearni extruze  (b) Parametr scale (¢) Parametr twist
Obr. 24 Lineéarni extruze

Extruze nemusi byt pravidelna. Pokud pouZijeme v linear_extrude()
parametr scale,””) pak se zméni méfitko horni podstavy v poméru zada-
ném timto parametrem.

linear_extrude (height=1,scale=1) objekt();

Dolni podstava trojrozmérného objektu bude odpovidat objektu object (),
horni podstava bude zvétena scale krat.?”) Extruze se sbiha smérem k ose
z (rozbiha od osy z). V nasledujicim piikladu vidime vysledek p¥i pouZiti
parametru scale, ktery nastavime na jednu polovinu. Vysledek nasledu-
jictho koédu je zobrazen na obr. 24b.

linear_extrude (height=10,scale=0.5) square(size=12,center=true);

Dal8im parametrem ovliviiujicim extruzi je parametr twist. Ten pred-

stavuje pocet stupiid, o kolik se objekt b&hem extruze oto¢i (otaci se po

24)V§’/chozi hodnota tohoto parametru je rovna 1. Proto pokud tento parametr nena-
stavime, pak se velikost objektu béhem extruze nezmeéni.
25)Bghem extruze se velikost objektu postupné méni.
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sméru hodinovych rucicek, pokud chceme otacet proti sméru, pouzijeme
zapornou hodnotu).?%)

linear_extrude (height=1,twist=0)

I v tomto pripadé probiha otaceni kolem osy z. Nasledujici kod vytvori
objekt, ktery je zobrazen na obr. 24c.

linear_extrude (height=10,twist=90) square(size=12,center=true);

Rotaéni extruze

Piikaz rotate_extrude() vytvofi trojrozmérny objekt tak, Ze otoli
dvourozmérny objekt kolem osy z.%7)

rotate_extrude (angle=360,$fa=12) objekt();

objekt otocit po sméru hodinovych rucicek.
Pokud neni zadan thel, otoéi se o 360°. Pa-
rametr $fn ovliviiuje presnost vykresleni ob-
jektu. Napfiklad torus (viz obr. 25) ziskdme
rota¢ni extruzi kruhu nasledovné. Obr. 25 Rota¢n{ extruze

Parametr angle urcuje o kolik stupiii se ma - .

rotate_extrude (angle=360,$fn=100) translate([2,0,0]) circle(r=1);

Zavér

V tomto ¢lanku jsme ukazali zdklady OpenSCAD, od tvorby jednodu-
chych geometrickych tvart po jejich transformace. Rekli jsme, jak pomoci
mnozinovych operaci tyto geometrické tvary skladat. V dalsim dile se za-
méffme na pokrocilejsi techniky, jako je vyuzivani proménnych, cykli a
vétveni, abychom mohli tvorit jesté slozitéjsi 3D modely. Také popiSeme,
jak vytvaret znovupouzitelné ¢asti kodu, coz ndm usnadni praci a urychli
proces tvorby modelu.

Literatura

[1] https://openscad.org/documentation.html
[2] Zara, J., Benes, B., Sochor, J., Felkel, P.: Moderni po&itacova grafika. Com-
puter Press, 2004.

26)V§’Ichozi hodnota tohoto parametru je rovna 0.
27)Objekty lezi v roving XY. T&leso vzniklo otoenim objektu kolem osy y a pak bylo
otoceno tak, jako by vzniklo oto¢enim kolem osy z.
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ZPRAVY

Mezinarodni olympiady
v informatice v roce 2023

V letosnim roce se konal v Né-
mecku jubilejni 30. ro¢nik regionélni
Stredoevropské olympiady v informa-
tice CEOI 2023 (Central European
Olympiad in Informatics) a v Madar-
sku jiz 35. ro¢nik celosvétové Mezi-
nérodni olympiady v informatice IOI
2023 (International Olympiad in Infor-
matics). Obou té&chto soutézi se pra-
videlné ucastni také ceSti studenti a
Casto v nich dosahuji velmi dobrych
vysledki. Vybér reprezentantii je vzdy
navazan na vysledky ustfedniho kola
aktuélniho ro¢éniku Matematické olym-
piady kategorie P. Také letos jsme po-
zvali v8echny uspésné fteSitele ustied-
niho kola 72. roéniku MO kategorie P
na tradi¢ni vikendové vybérové sou-
stfedéni. P¥i vybéru reprezentacnich
druzstev se sc¢itaji vysledky ustied-
niho kola MO-P a vysledky dosaZené
na tomto vybérovém soustiedéni. étyf‘i
soutézici s nejlepsim celkovym hod-
nocenim ziskaji moznost reprezento-
vat Ceskou republiku na Mezinarodni
olympiadé v informatice IOI, zatimco
dalsi Ctyfi uspésné FeSitele z nematu-
ritnich ro¢nika zveme na Stfedoevrop-
skou olympiadu v informatice CEOI.

I S S

Stredoevropska soutéz CEOI 2023
se konala ve dnech 13.-19. 8. 2023
v Némecku v historickém mésté Mag-
deburg, které je hlavnim méstem spol-
kové zemé Sasko-Anhaltsko. Byla to jiz
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étvrta stfedoevropské olympidda pora-
dané na tzemi Némecka, diive se CEOI
konala v Miinsteru (2003), v Dréaz-
danech (2008) a v Jené (2014). Le-
tosni CEOI se zucastnilo celkem 48
soutézicich z 11 zemi. Vedle osmi tra-
di¢nich ucastnickych stfedoevropskych
stata (Ceské republika, Chorvatsko,
Madarsko, Némecko, Polsko, Rumun-
sko, Slovensko, Slovinsko), které se pra-
videlné st¥idaji v poradéni olympiady,
prijeli jako hosté soutézici z Izraele,
Svycarska a Ukrajiny. Kromé toho jako
obvykle soutézilo jesté druhé druzstvo
pofadatelské zemé, které bylo tento-
krat tvoreno vybranymi studenty ze
spolkové zemé Sasko-Anhaltsko, kde se
soutéz konala.
A

Ceské reprezentacni druzstvo na
CEOI 2023 bylo tvofeno témito stu-
denty: Patrik Cthal, 3/4, Stfedni skola
informatiky a ekonomie DELTA, Par-
dubice Viktor Cihal, 3/4, Smichovska
SPS a gymnézium, Praha 5 Filip Ma-
jer, 6/8, Gymnazium Jana Keplera,
Praha 6 Jan Sliva, 6/8, Mensa gym-
nézium, Praha 6 Vedoucimi ceské dele-
gace byli jmenovani prof. RNDr. To-
ma$ Pitner, Ph.D. z Fakulty infor-
matiky Masarykovy univerzity v Brné
a doc. RNDr. Pavel Topfer, CSc.
z Matematicko-fyzikalni fakulty Uni-
verzity Karlovy v Praze.

Vsichni uéastnici CEOI byli uby-
tovani v mladeznické ubytovné, kteréd
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méla velmi vyhodnou polohu blizko od
hlavniho vlakového néadrazi, od histo-
rického centra mésta i od soucasného
centra obchodniho. K cestdm na uni-
verzitu Otto von Guericka, kde probi-
hala soutéz, jsme mohli bezplatné vyu-
zivat mistni tramvaje nebo i tam bylo
mozné bez problému dojit pésky.

Béhem nedéle 13. 8. 2023 se vSechna
reprezentacni druZstva postupné sjela
do Magdeburgu. Hned v pondéli pro-
béhlo slavnostni zahajeni v prosto-
rach univerzity a poté ,,zkusebni kolo“,
které slouzi k seznadmeni soutézicich
s poditaci a s vyvojovym prostiedim,
v némZ budou pfi soutézi pracovat.
Tentyz den odpoledne jsme stihli také
prohlidku historické ¢asti mésta Mag-
deburg, pfi niz jsme mimo jiné navsti-
vili i nejstarsi gotickou katedralu v Né-
mecku.

Vlastni soutéZ byla jako obvykle
tvofena dvéma soutéznimi dny. V kaz-
dém soutéznim dnu studenti Fesili t¥i
néro¢né algoritmické tlohy, na jejichz
vyTeSeni méli pét hodin ¢asu. Vzdy ve-
Cer pred soutézi vedouci vSech dele-
gaci spole¢né schvalili soutézni ulohy
navrzené poradatelskou zemi, upravili
podle potieby jejich formulace a pielo-
zili je pak do materského jazyka svych
studenti. Cesti studenti tedy dostali
jak anglickou, tak i Ceskou verzi za-
déani uloh. Kazdy soutézici pracuje na
pridéleném osobnim pocitaci s nainsta-
lovanym soutéZznim prostiedim, které
umoznuje vyvijet a testovat programy
a odesilat je k vyhodnoceni. Spravnost
vypracovanych programi organizitoii
automaticky testuji v prubéhu soutéze
pomoci predem pfripravené sady testo-
vacich dat, kazdy test je navic ome-
zen Casovym limitem. Tim je zajiSténa
nejen kontrola spravnosti vysledk, ale
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pomoci ¢asovych limitt se také odlisi
kvalita pouzitého algoritmu. Pfi testo-
vani kazdé tulohy se pouzivaji sady tes-
tovacich dat rizné velikosti, takZe teo-
reticky spravné feSeni zaloZené na ne-
efektivnim algoritmu zvladne dokoncit
vcas vypocet pouze pro nékteré testy —
pro ty mensi a jednodussi. Takové te-
Sen{ je potom ohodnoceno castecnym
po¢tem bodi. Casteéné body lze zis-
kat také za vyTeSeni nékterych special-
nich pripadii, zatimco plny pocet bodi
pfinese az FeSeni fungujici v plné obec-
nosti. Kratce po odevzdani vypraco-
vaného programu do vyhodnocovaciho
systému se soutézici dozvi hodnoceni
svého TeSeni a méa pak jeSté moZnost
opravit ho a odevzdat znovu. Podobny
systém pouzivame v poslednich letech
i u nas v Matematické olympiadé kate-
gorie P pro hodnoceni praktickych dloh
doméciho a ustfedniho kola.

V dtery 15. 8. se konal prvni sou-
t&Zni den, po jehoz skonceni si mohli
vSichni Gcastnici olympiady odpodi-
nout pri spole¢né navstévé sportov-
niho bowlingového centra. Stfeda byla
volnym dnem mezi obéma soutéznimi
¢astmi. Poradatelé pro néas pripravili
celodenni vylet do Berlina, pfi kterém
jsme navstivili muzeum pocitac¢ovych
her a absolvovali jsme dvouhodinovou
prohlidku mésta s privodcem, kterou
jsme zakon¢ili nav§tévou historické bu-
dovy Bundestagu — némeckého parla-
mentu. Ve ¢tvrtek 17. 8. se soutézilo
podruhé a po skoncéeni soutéZe méli
studenti moznost zahrat si mezi sebou
mnoho riznych deskovych a spoleéen-
skych her. V péatek dopoledne porada-
telé olympiddy uspofadali na univer-
zité pro vSechny ucastniky workshopy
nejvétsich sponzorskych firem a odpo-
ledne se konalo slavnostni vyhlaseni
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vysledki v reprezenta¢nich prostorach
mistni historické radnice. V sobotu 19.
8. 2023 se pak jiz vSechna reprezenta¢ni
druzstva rozjela do svych domovi.
Letosni soutézni ulohy patfily k ob-
sledky soutézicich studentt byly o dost
niz8i, nez tomu byvalo obvykle. Celkem
bylo mozné ziskat 600 bodu za 6 dloh
hodnocenych po maximélné 100 bo-
dech. Vitézem letosniho ro¢niku CEOI
se stal Luca Perju-Verzotti z Rumun-
ska se ziskem 448 bodu, ktery plné vy-
fesil t¥i z Sesti soutéznich uloh a za
zbyvajici t¥i tlohy ziskal diléi body.
Pouze prvni ¢tyti soutézici vytesili sto-
procentné tii ulohy a tito Ctyri takeé
vina soutézicich dostava na CEOI me-
daili, pricemz zlaté, st¥ibrné a bronzové
medaile se rozdé€luji v priblizném po-
méru 1 : 2 : 3. Celkové bylo na CEOI
2023 udéleno 24 medaili, z toho 4 zlaté,
9 stiibrnych a 11 bronzovych. Nejua-
dvéma zlatymi, jednou stiibrnou a jed-
nou bronzovou medaili. StFedoevrop-
skd olympidda v informatice je sou-
téZi jednotlivci, zddné pofadi zucast-
nénych zemi v ni neni vyhlasovano.
NaSim studentim se tentokrat
v soutézi prilis nedafilo, vSichni Etyti
zustali bez medaile. Slovenské druz-
stvo ziskalo jednu st¥ibrnou medaili,
zbyvajici t¥i slovensti soutézici na me-
daili také nedosahli. Vysledky nasich
soutézicich: 37. Filip Majer, 55 bodi,
38. Viktor Cthal, 53 bodi, 40. Patrik
Cthal, 40 bodu, 43. Jan Sliva, 30 bodu
Uvedeny vysledek odpovidé skutec-
nosti, ze na rozdil od mnoha jinych
zemi posilame na CEOI soutézit mladsi
studenty, ktefi se v prislusném roce
jesté nedostali na IOI. Tento postup se
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nam dlouhodobé osvédéil, nasi mladsi
soutézici tak ziskaji na CEOI mezina-
rodni zkuSenosti a Casto se pak stavi,
ze v néasledujicim Skolnim roce velmi
dobre uspéji na 101.

Veskeré informace o soutézi, texty
soutéznich tdloh i podrobné vy-
sledky vSech soutézicich muzete na-
lézt na Internetu na adrese https:
/ /www.ce0i2023.de/. Pristi St¥edo-
evropskou olympiadu v informatice
CEOI 2024 usporadame u nas v Ceské
republice na konci Cervna 2024, jejim
poradatelem bude Fakulta informatiky
Masarykovy univerzity v Brné stejné
jako v letech 1999, 2007 a 2015.

U 'I

Il

® | ® 35T

II:!!.!!:II INTERNATIONAL
OLYMPIAD IN

INFORMATICS

Letosni 35. ro¢nik Mezinarodni
olympiaddy v informatice IOI 2023 se
konal v mad arském mésté Szeged v ter-
minu 28. 8.-4. 9. 2023. Zatimco jesté
pfed rokem pfi doznivajici epidemii
koronaviru soutéZila néktera reprezen-
taéni druzstva hybridnim zptsobem
nebo zcela distan¢né, letos jiz probéhla
cel& olympiada obvyklou prezenéni for-
mou. Olympiady se ztacastnilo 351 sou-
tézicich z 89 zemi celého svéta, mimo
soutéz navic fesilo dlohy jesté druhé
druzstvo poradajici zemé. Oproti lon-
skému roku se tak pocet soutézicich a
pocet zucastnénych zemi témér nezmé-
nil.

Vedenim ceské delegace na 101 2023
byli povéfeni Jifi Kalvoda a Daniel
Skypala, oba z Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy. Oba ve-
douci Ceského druzstva jsou sami dr-
ziteli medaili z predchozich roénikt
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mezinarodni olympiady v informatice.
Nase soutézni druzstvo mélo néasledu-
jici slozeni: Erik JeZek, 1/4, Smichov-
ské SPS a gymnazium, Praha 5, Anto-
nin Maloti, 7/8, Gymnézium t¥. Kpt.
Jarose, Brno, Stépin Mikéska, 8/8,
Gymnazium t¥. Kpt. JaroSe, Brno, Be-
njaman Swart, 8 /8, Mensa gymnéazium,
Praha 6.

Ucastnici olympiady byli ubytovani
ve Ctyfech kvalitnich hotelech v cen-
tru mésta — v jednom bydleli souté-
zici, ve zbyvajicich tfech byli rozmis-
téni ¢lenové mezinarodnich vybora a
hosté. V budové vedle hotelu vedou-
cich se konala vSechna jednéni mezi-
narodni jury, coz uSetfilo radu pre-
sunii z mista na misto, jak se né-
kdy na olympiadach stava. Cely sou-
tézni tyden vypada na IOI obdobnég,
jak jsme ho popsali vyse u Stfedoev-
ropské olympiady v informatice CEOI.
Vlastni soutéz probéhla ve dvou sou-
téZnich dnech, a to ve stfedu 30. 8. a
v patek 1. 9. 2023. Ve zbyvajicich dnech
pobytu se podobné jako na CEOI ko-
nalo nejprve cviéné soutézni kolo ur-
¢ené pro seznameni soutézicich s po-
¢itaci a vyvojovym prostfednim, dale
slavnostni zahajeni, nékolik vyleti a
nakonec samoziejmé také slavnostni
zakonceni olympiady spojené s vyhla-
Senim vysledki. V ramci vyleti navsti-
vili v8ichni aéastnici narodni historicky
park a skanzen Opusztaszer a také la-
zenské mésto Mako. V zdbavnim parku
Maros Kalandpart Maké si mohli vy-
zkouSet rizné hry, lasergame, pirekaz-
kovou dréhu a vyuzit mistni sportovni
hriste.

Kazda ze Sesti soutéznich tloh byla
hodnocena maximalné 100 body, takze
celkem bylo mozné ziskat az 600 bodd.
To se letos nikomu podafilo, absolut-
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nim vitézem soutéze se stal ¢insky stu-
dent Tinggiang Xu s 580 body. Na za-
kladé presné stanovenych pravidel se
na IOI podle dosazenych bodi rozdé-
luji medaile. Nékterou z medaili ob-
drzi nejvySe polovina ucastnikit sou-
téZe, priemz zlaté, stiibrné a bronzové
medaile se rozdéluji v poméru 1:2:3
s ohledem na to, aby soutézici se stej-
nym bodovym ziskem ziskali stejnou
medaili. Zpisob rozdéleni medailf je na
IOI stanoven striktnimi pravidly, na
rozdil od CEOI ho nemohou ¢lenové
mezinarodniho vyboru ani vedouci na-
rodnich delegaci nijak ovlivnit. Na le-
todni IOI bylo udéleno celkem 181 me-
daili, z toho 30 zlatych, 59 stfibrnych
a 92 bronzovych. Navic bylo udéleno
41 Gestnych uznani (HM — honourable
mentions). Ocenéni HM dostava na 101
takovy soutézici, ktery neziskal zddnou
medaili, ale v jednom ze dvou soutéz-
nich dnt se umistil v prvni poloviné
vysledkové listiny. Ziskal by tedy me-
daili, pokud by se podle platnych pra-
videl udélovaly medaile zvlast za kazdy
soutézni den. To letos znamenalo zis-
kat v prvnim soutéznim dnu alespon
71 bodl nebo ve druhém soutéznim
dnu alespon 87 bod.

Nasi reprezentujici dosédhli nasledu-
jicich vysledki: 50. Benjamin Swart,
279 bodt, stfibrnéd medaile, 133. Ste-
pan Mikéska, 188,5 bodu, bronzova me-
daile, 207. Antonin Malo7i, 133 bodx,
Cestné uznani HM, 228. Erik JeZek,
114,5 bodu.

Zisk jedné stiibrné a jedné bron-
zové medaile predstavuje pro Ceskou
republiku p&kny vysledek, srovnatelny
s naSimi vysledky z predchozich let.
Mezinarodni olympidda v informatice
je vyhradn& soutéZi jednotlivet a ofi-
cidlni poradi zucastnénych zemi v ni
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neni vyhlaSovdno. Neni tedy ani sta-
noveno, zda by se mélo urcovat podle
poc¢tu medaili, podle celkového poctu
bodu ziskanych soutézicimi dané zemé
nebo tieba podle souc¢tu jejich dosaze-
nych umisténi. NaSe letosni vysledky
nas kazdopadné tfadi do lepsi poloviny
v celkovém pofadi ztcastnénych zemi.
Slovenské druzstvo dopadlo letos po-
dobné jako nase — ziskalo také jednu
stfibrnou a jednu bronzovou medaili.
medailemi se stejné jako v predcho-
zich trech letech stala Cina. Jeji re-
prezentanti se dokonce v8ichni umistili
do osmého mista. Dal$imi velmi aspés-
nymi zemémi se ¢tyfmi zlatymi medai-
lemi jsou USA a Japonsko.

Vsechny podrobnosti o soutézi i
texty soutéznich tuloh lze najdete na
adrese https://i0i2023.hu/, kom-
pletni vysledkova listina je k dispo-
zici na webové strance se statistikami
http : / / stats.ioinformatics.org /
results/2023. Pfisti roénik Mezina-
rodni olympiady v informatice bude
hostit Egypt na zacatku zari roku
2024. Nasledujicim poradatelem IOI
2025 bude Bolivie.

([ ([ ] \
1A

EGOI

Informaci o leto$nich mezinarodnich
olympiaddach v informatice doplnime
jesté zpravou, ze vedle dvou tradic-
nich mezinarodnich olympiad v infor-
matice CEOI a IOI se Ceskd repub-
lika letos poprvé zucastnila také nové
zaloZené soutéze podobného typu, kte-
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rou je Evropska divéi olympiada v in-
formatice EGOI 2023 (European Girls’
Olympiad in Informatics). Tato sou-
téZ vznikla po vzoru obdobné mate-
matické soutéze, Evropskd divéi ma-
tematickd olympidda EGMO pochazi
z roku 2012. Soutéz EGOI byla vytvo-
fena v roce 2021 pokusné jako online
soutéz, prvnich dvou ro¢nika v letech
2021 a 2022 jsme se ale nezucastnili.
Soutézi se stejnym zptsobem a podle
obdobnych pravidel jako v IOI a CEOI
a jedinym omezenim je, ze Ctyiclenné
reprezentac¢ni druzstvo kazdé zucast-
néné zemé musi byt tvoreno vyhradné
divkami studujicimi na stf¥edni skole.

Letosni EGOI 2023 se konalo ve
§védském mésté Lund ve dnech 15. az
21. 7. 2023. Zucastnily se ho soutézici
divky z 52 zemi, a to nejen z Evropy,
jak napovidd nazev soutéze, ale jako
hosté i z mnoha dalsich zemi celého
svéta. Z nékterych zemi pfijelo netplné
druzstvo, takze celkem se na letoSni
EGOI seslo 189 soutézicich. Ceské re-
prezenta¢ni druzstvo bylo vybrano na
zékladé vysledkt dosazenych na vy-
bérovém soustiedéni reprezentanti pro
I0I a CEOI, kam jsme letos navic po-
zvali pét nejlepsich Fesitelek tstfedniho
a krajského kola 72. ro¢niku Matema-
tické olympiady kategorie P. V celko-
vém hodnocen{ dopadly naSe studentky
velmi dobre: 43. Svatava Simeckovd,
355 bod, stfibrné medaile, 70. Zuzana
Aubrechtovd, 298 bodi, bronzova me-
daile, 99. Lucie Roskovskd, 238 bodi,
177. Anh Linh Tran, 47 boda.

Na webu https://egoi23.se/ se
muzete sezndmit s dal$imi informace
o soutézi, s kompletnimi vysledky i
s texty vSech soutéznich iloh véetné je-
jich rozboru a vzorovych feSeni.

Pavel Tépfer
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Celostatni konference uditela
matematiky stfednich skol

Ve dnech 18. az 20. zari 2023 se
uskutecnila v Praze v prostordch MFF
UK na Malé Strané tradi¢ni Celostdini
konference uciteld matematiky stied-
nich $kol. Hlavnimi organizatory byly
Spole¢nost uciteltt matematiky JCMF
(SUMA) a Katedra didaktiky matema-
tiky MFF UK v Praze. Tato konfe-
rence, kterd se v minulych letech ko-
nala v Pardubicich a na které maji
velky podil Frantisek Prochazka a Jo-
sef Kubét, se v roce 2022 konala v Brné
a letos v Praze. Bylo domluveno, Ze
v pristich letech se budou Praha a Brno
v pofadani stiidat a v roce 2024 se tedy
miuzeme t&8it do Brna.

Na letosni konferenci bylo piihla-
Seno 189 uciteli matematiky, vétsinou
z gymnazii a stfednich odbornych skol.
Konference byla po organiza¢ni strance
velmi dobfe pfipravena. Organiza¢ni
vybor pracoval ve sloZeni: Jarmila Ro-
bova (pfedsedkyné), Petra Surynkové,
Alena Blazkova, Vahid Borji, Zdenék
Halas, Jana Hromadova, Vlasta Mo-
ravcovd, Martin Rmoutil, Antonin Sla-
vik, Jakub Stanék, Martina Skorpilova.
Program konference se skladal z pfed-
nasek, workshopt a dvou kulatych
stolii. O workshopy byl mezi ucastniky
velky zajem, planovanou kapacitu po-
¢itacovych laboratofi bylo nutné rozsi-
fit. Programovy vybor pracoval ve slo-
Zeni: Petra Surynkova (predsedkyné),
Antonin Slavik, Jarmila Robova.

Ucastnici konference vyslechli nasle-
dujici prednasky:

Nada Vondrova: Vyuka matematiky na
stredni Skole neni jen vyklad a procuvi-
covand.
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Jifi Dvotak: Pravdépodobnost je pra-
vitko, které si miuiZete sestavit podle
svého.

Irena Smetéackova: Prdce s chybou jako
piileZitost rozvoje metakognice a self-
-efficasy.

Lubos Pick: O wghoddch iraciona-
lity pFi hleddni sedmého nebe (online
z Tchaj-peje).

Vladimira Petraskova: Péstovdni fi-
nancéni gramotnosti s uZitim digitdlnich
technologii.

Zbynek Hubécek: Cislo pi a ludia okolo
neho.

Zdenck Sabatka: Studentské objevovdnt
v matematice jako hodnoceny vystup
v mezindrodni maturité.

Ludék Berec: Matematické modelovani
biologickych systémii (online).

Dag Hruby: Maturitni zkousky z mate-
mattky v zahranici.

Miroslav Stanék: K cdemu jde pouZit
matematika.

Michal Zamboj: ,, Trojuhelniky jsou
k nicemu“ neboli co se skrijvd ve for-
mdlni struktuie konstrukéni wlohy.
Tomas Meékota: Pravdépodobnost na
stiredni skole netradicné: vice smysly a
moderné.

Jaroslava Divoka: Zacinagici ucitel?
Jiff Vancura: Vyuka statistiky — inspi-
race ze zdmori.

Josef Bobek: Aplikace ve vjuce mate-
matiky.

V atery 19. 9. a ve stfedu 20. 9. pro-
bihaly paralelné tyto workshopy:

Jarmila Robova: Rozvijeni matematic-
kych znalosti Zdkid na stredni skole
s podporou GeoGebry.

Zuzana Skalova: VyuZiti kvizu ve vjuce
matematiky.
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Sarka Voratova: 3D modelovdnt pii vy-
uce geometrie.
Jana Hromadova: VyuZiti GeoGebry
pit vyjuce statistiky.

Vlasta Moravcova: Zavedeni rovnice
primky v analytické geometrii.

Jakub Stanék: Pravdépodobnost na
stiednt skole.

Na konferenci probéhly také dva ku-
laté stoly: Problémy dnesniho Skolstvi
(Vaclav Bendl, Josef Bobek, Eduard
Fuchs, Miroslav Krejéi, Stépanka Thé-
rova, Eva Zelendova) a Kurikulum od-
borného skolstvi (Josef Bobek, Franti-
Sek Prochazka, Miroslav Stanék).

Jak uz to na podobnych konferen-
cich pro uditele byva, i zde se potvr-
dilo, Ze vedle prednasek a workshopi
jsou dulezité také prestavky, ve kte-
rych si u€itelé vymeénuji své zkusenosti.
Soucasti programu byl také spoleden-
sky vecer, ktery probéhl v misté ko-
nani konference. Velky dik patii pfe-
devs§im Petfe Surynkové a Jarmile Ro-
bové, které dokazaly pripravit konfe-
renci na velmi dobré drovni.

Dag Hruby

Prvni rocénik Ceny Martina
Cernohorského

Vyznamné zivotni jubileum pfed-
niho ¢eského fyzika prof. Martina Cer-
nohorského (*31. 8. 1923) je soucasné
spojeno také s prvnim udélenim Ceny
Martina Cernohorského. Cena je ur-
¢ena k ocenéni vyznamnych aktivit
spojenych s vyukou a popularizaci fy-
ziky v poslednich dvou letech na vSech

typech skol Ceské republiky. Diky fi-
nan¢nimu daru prof. Cernohorského je
cena spojena také s finanéni prémii.
Podle statutu ceny, o niz MFI infor-
muje v rubrice oznameni, se o ni mo-
hou uchézet ti, jimz se podafilo dosah-
nout vyznamného piinosu v oblasti fy-
zikdlniho vzdéldvdni v poslednich dvou
letech. Laureatem se mize stat fyzicka
osoba nebo kolektiv za spole¢né dilo.
Podané navrhy na ocenéni posuzuje
porota, jejiz sloZeni je uvedeno na webu
Jednoty ¢eskych matematika a fyziki.
Cena Martina Cernohorského byla
prvnim laureétiim predéna na zasedani
celostatniho vyboru JCMF dne 3. 6.
2023. S zivotem a dilem prof. Cerno-
horského pritomné kratce seznamil Jan
Novotny. Pfipomnél vyznam a kvality
osobnosti prof. Cernohorského a jeho
pfinos v oblasti fyzikalniho vzdélavani
a v akademické &innosti.?®) . Poté pred-
seda poroty Jan Valenta seznamil pri-
tomné s rozhodnutim poroty, ktera ur-
cila tfi laureaty. Ocenéni jim piedali
predsedkyné JCMF Alena Solcova a
predseda Fyzikalni pedagogické spolec-
nosti JCMF Zden&k Drozd.
Cenu Martina Cernohorského obdr-
zely nasledujici osobnosti:
1. cena: Petr Kulhdnek, profesor apli-
kované fyziky na FEL a FJFI CVUT
a pracovnik Hvézdarny a planetaria
hl. mésta Prahy. Je vynikajicim uci-
telem, autorem desitek knih a po-
pularizatorem zejména v oblasti as-
trofyziky. Zaslouzil se o koordinaci
spolku Aldebaran a jeho serveru
(podrobnégji viz [2]).
2. cena: Lukds Richterek, odborny
asistent katedry experimentalni fy-

28) Podrobnéji se lze s Zivotem a dilem mecenade této ceny seznamit na webu Jednoty

Zeskych matematiki a fyziki [1].
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ziky na PfF UP v Olomouci. Jeho rem umoznil JCMF kazdorotné upo-
mnohostranné aktivity v oblasti zornit na kolegy, ktefi aktivné prispi-
fyzikalniho vzdélavani jsou zamé- vaji ke zkvalithovani fyzikalniho vzdé-
Feny na spolupraci se Skolami, fyzi- lavani v nejriznéjsich oblastech. Prvni
kalni olympiddu apod. Pat¥i k nim ro¢nik Ceny Martina Cernohorského
i jeho prace redaktora pro fy- tak zakldda novou tradici, ktera bude
ziku cCasopisu Matematika—fyzika— pokracovat i v dalsich letech. Jiz nyni
informatika a spolupréace s naklada- lze podavat navrhy na ocenéni za rok
telstvim Prometheus. 2023. Podminky jsou uverejnény na
3. cena: Leo§ Duvoidk, docent na ka- webu JCMF [4].

tedre didaktiky fyziky MFF UK. Je
organizatorem a ocefiovanym pired- B
nésejicim na fadé akci, a to jak pro  [1] Medailon Martina Cernohorského.
ucitele fyziky (nap¥. projekt Heu- JOMF, jenf.cz.

Literatura

réka), tak pro zaky (napf. akce pro-  [2] Petr Kulhanek homepage.
jektu Elixir do $kol). Je ¢inny i aldebaran.cz.
v mezindrodnich organizacich (po- [3] Katedra didaktiky fyziky — Doc.
drobngji viz [5]) RNDr. Leos Dvorék, C?c., jcuni.cz.
[4] Statut Ceny Martina Cernohorského
Je_tfeba vyjadrit dik prof. Marti- za piinos fyzikalnimu vzdélavani.
novi Cernohorskému za to, Ze svym da- JCMF, jenf.cz.

N e s——

Z predavani cen 3. 6. 2023; zleva doc. RNDr. Alena Solcova, Ph.D — predsedkyné
JCMF; prof. RNDr. Jan Novotny, CSc — 74k a pritel prof. Martina Cernohor-
ského, doc. RNDr. Leos Dvorak, CSc. — laureat ceny, 3. misto; prof. RNDr. Petr
Kulhanek, CSc. — laureat ceny, 1. misto; Mgr. Lukas Richterek, Ph.D. - laureat
ceny, 2. misto; prof. RNDr. Jan Valenta, Ph.D. — pfedseda poroty Ceny Mar-
tina Cernghorského; doc. RNDr. Zdenék Drozd, Ph.D. — piedseda vyboru Ceny
Martina Cernohorského (zdroj JCMF)

Redakce MFI
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Pravdépodobnosti modely spojené s hody kostkou (s. 81) — D. Nocar, V. Vanék:
Matematicky klokan II (s. 86) — P. Leischner: O tloze ze 43. ro¢niku Mate-
matické olympiady (s. 99) — D. Hruby: GaoKao — pfijimaci zkouska na &inské
univerzity (s. 109) — T. Riemel: O jedné diofantovské rovnici (s. 174) — J. Zhouf:
T¥i specialni body lezici na jedné pfimce V (s. 184) — J. Svréek: Pocitame bez
kalkulacky (s. 195) — J. Poldk: Malfattiho problém a jeho feseni (s. 241) — J. He-
lus: Vyuka tématu inflace (s. 249) — Zajimavé matematické tlohy (s. 34. 114,
198, 260)

FYZIKA

J. Kos, M. KviZovd: Napéti naprazdno fotovoltaického ¢lanku v zavislosti na
intenzité ozareni (s. 38) — J. Erhart: Méfeni magnetického dip6lového momentu
(magnetizace) permanentnich magnett (s. 48) — J. Hubendk, J. Hubendk, jr.:
Meéfime rychlost zvuku v kovech, v plynech i v kapalinach (s. 56) — O. Lepil:
K vyvoji fyzikdlniho vzdélavani na gymnéaziu (1933-1983) (s. 117) — V. Bar-
tdkovd, P. Simovd: Ulohy z mechaniky v letosnim roéniku Vyfuku (s. 131) —
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F. Laufek: Barometricka formule na nékolik zptisobi (s. 268) — O. Lepil: Elektro-
nické dopliky stfedoskolskych uéebnic fyziky (s. 280) — R. Holubovd: Wellbeing
a méfeni jednoho z faktord tepelné pohody (s. 287)

INFORMATIKA

M. KolaFik: O zbohatnuti na zakladé rychlejsiho pfistupu k informacim (s. 66) —
P. Tépfer: Krajeni pizzy (Ulohy z MO kategorie P, 45. ast) (s. 72) — F. Frank,
M. Zika: Ulohy pro vyuku JavaScriptu z pfedmétu Programovani 1 (2. dil)
(s. 141) — J. Mazuch: Geometricka zobrazeni v roviné a jejich aplikace ve vekto-
rové grafice (s. 207) — P. Tépfer: Rozsvicené lampy (Ulohy z MO kategorie P,
46. ¢ast) (s. 217) — P. Osicka, P. Krajéa: Dalsi informatické hadanky (s. 223) —
M. Trneckovd: 3D modelovani v OpenSCAD (s. 293)
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ZPRAVY

K. Koldi: WFPhC a jeji konference 2022) (s. 79) — J. Molndr, J. Surcek: Miloslav
Zedek — vyznamny Cesky didaktik matematiky (s. 153) — P. Caldbek: Ustiedni
kolo 72. roéniku MO kategorie A (s. 154) — P. Tépfer: Ustiedni kolo 72. roé-
niku MO kategorie P (s. 156) — L. Richterek: Celostatni kolo FO 2023 (s. 158)
— Redakce MFI: K Zivotnimu jubileu Oldficha Lepila (s. 161) — P. Tdpfer: Me-
zinarodni olympiady v informatice v roce 2023 (s. 313) — D. Hruby: Celostatni
konference uciteli matematiky stfednich kol (s. 318) — Redakce MFI: Prvni
roénik Ceny Martina Cernohorského (s. 319)
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nych sudt — Stereometrie Archiméda (s. 152) — Z. Pilpdn: Recenze druhého
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