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MATEMATIKA

O kostkovych hazardnich hrach

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH

Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice — Uniwersytet komisji edukacji narodowej,
Krakéw, POLSKO

Pochopent zdkladnich principi

hazardnich her je jeden ze zpisobi

ochrany proti gamblerstvi. Umozniuje hrdci
raciondlné myslet a vrdtit se zpét do reality.

Hazardni hra je hra, jejiz vysledek zavisi na ndhodé. Prvni zminky o ta-
kovych hrach najdeme v zemich Blizkého a Dalného vychodu jiz asi 4 tisic
let pf. n. 1. Kostkové hry byly velmi popularni i ve starovékém Recku a
Rimé. Ale teprve v 17. stoleti matematici P. Fermat a B. Pascal, inspiro-
vani problémy spojenymi s hazardnimi hrami, zacali fesit obecné otézky
spojené s ndhodou. Hledani racionélnich hernich strategii, optiméalnich roz-
hodnuti, zkoumani spole¢nych (i rozdilnych) rysii vice her, vypocet o¢eka-
vanych ziskil hrace a kasina atd., to byly problémy, které postupné vedly
az ke vzniku zcela nové matematické discipliny, kterou dnes znédme jako
teorie pravdépodobnosti. Ta v sou¢asnosti predstavuje velmi dilezitou ob-
last matematiky, ktera jednak tvori teoreticky zéklad pro matematickou
statistiku, ale ma i Siroké pole praktickych aplikaci.

Cilem pfispévku je na tfech konkrétnich hazardnich hrach ukazat za-
kladni ideu ,,pravdépodobnostniho* uvazovani a metody FeSeni elementér-
nich pravdépodobnostnich tloh. V8echny t#i nize uvedené tlohy jsou realné
hry, které pochazeji z nejriznéjsich koutu svéta.

Uloha 1 (2 kostky)

Hra¢ vsadi s Ké a dostane 2 hraci kostky, se kterymi hodi. Pak hodi
dvéma kostkami krupiér. Pokud krupiérovi padlo aspon jedno stejné ¢islo
jako padlo hraci, krupiér vitézi v dané hie a ziskdva hracem vsazenou
¢astku. V opa¢ném pfipadé vyhrava hrac a krupiér mu vyplati vyhru 2s K¢.
Je uvedena hra pro hrace vyhodné?
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Reseni. K posuzovani vyhodnosti nebo nevyhodnosti konkrétni hazardni
hry se obvykle pouziva stfedni hodnota vyhry (ndhodné velic¢iny) hréce.
Vypocitejme nejprve pravdépodobnost vyhry hrace. K tomu vyuzijeme
obr. 1.

hrac

=N}

1
6

LI |
2 1é 2
@) e |

Obr. 1 Strom pro vypocet pravdépodobnosti vyhry hréace

P1i hodu dvéma kostkami mohou hraci padnout dvé stejna ¢isla, coz na-
stane s pravdépodobnosti % (na obr. 1 to schématicky zna¢ime JO), nebo
mu s pravdépodobnosti % padnou dvé riizna ¢isla (na obr. 1 to znazoriu-
jeme (JM). V prvnim pfipadé hra¢ vyhraje, pokud krupiérovi nepadne O,
tj. miZe mu padnout kterékoli ze zbyvajicich péti ¢isel. Ve druhém pii-
padé hra¢ vyhraje, pokud krupiérovi nepadne zadné z ¢isel CJM, tj. muze
mu padnout kterékoli ze zbyvajicich ¢tyf ¢isel. Odtud dostavame

1 /5\2 5 /4\2 35
P(txdé vyhraje) = ¢ (6) 2 (6) = 2 = 0486,

Stredni hodnota vyhry hrace je tedy
EX =2s5-0,486+0-(1—0,486) = 0,972s.

Po skonceni hry méa hra¢ ,,v priméru® méné nez na zac¢atku hry, a proto
je tato hra pro néj nevyhodna. Krupiér ziskava v praméru

(1—0,972)s = 0,028s,

tj. 2,8 % ze vsazené Castky.

Uloha 2 (12 kostek)

Hrac¢ vsadi s K¢ a dostane 12 hracich kostek, se kterymi haze. Pokud
mu padne aspoil jednou kazdé z ¢isel 1, 2, ..., 6, kasino mu vyplati 2s K¢.
V opacném piipad€ je vsazena Céastka ziskem kasina. Je uvedena hra pro
hrac¢e vyhodna?
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Reseni. Matematickym modelem uvedené hry je klasicky pravdépodob-
nostni prostor (vSechny mozné vysledky hodu 12 kostkami povazujeme za
stejné pravdépodobné). V takovém prostoru je pravdépodobnost jevu dana
podilem poctu vysledkt jevu pfiznivych a po¢tu viech moznych vysledki.

Hod 12 kostkami ma celkem 6'2? riznych vysledki. Uréime podet vy-
sledkt, kdy nepadne kazdé z ¢isel 1,2, ... 6.

Pouzitim principu inkluze a exkluze dostaneme, ze takovych vysledki
je celkem

(o () () )

Tedy cislo

62 (f) 2 @ e (g) gz (2) g1z (g) 2

predstavuje pocet vSech moznych vysledki hodu 12 kostkami, v nichz

padne kazdé z ¢isel 1, 2, ..., 6 aspon jedenkrat. Pravdépodobnost vyhry
hrace je
6 6 6 6 6
672 — (1) -5+ ()42 = () -3+ ()22~ () -1 . | oo
612 - :

Stredni hodnota vyhry hrace je tedy
EX =25-0,438+0-(1—0,438) = 0,876s.

Po skonceni hry ma hra¢ ,,v priméru méné nez na zac¢atku hry, a proto
je tato hra pro néj nevyhodna. Bankér ziskava v prumeéru

(1-0,876)s = 0,124s,

tj. 12,4 % ze vsazené Castky.

Uloha 3 (n kostek)

Hrac vsadi s K¢ a mize si zvolit své ,Stastné ¢islo” (od 1 do 6) i pocet
hracich kostek, s kterymi bude hézet. Pokud mu padne jeho $tastné ¢islo
pravé jednou, kasino mu vyplati 2s Ké. V opacném piipad€ je vsazena
¢astka ziskem kasina. Kolika kostkami mé hrac¢ hazet, aby jeho Sance na
vyhru byla maximélni? Je tato hra pro hrace vyhodna?
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Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze moznost volby &tastného &sla je jen
marketingovy tah kasina. Ze symetrie je zfejmé, Ze nezélezi na tom, které
z Cisel 1, 2, ..., 6 si hrac¢ zvoli. Pravdépodobnostni model je pro vSechna
¢isla stejny.

Predpokladejme, Ze hrac si vybral za své $tastné ¢islo t¥eba 3 a bude
hézet n kostkami. K tomu, aby vyhral, je nutné, aby pravé na jedné z n
kostek padla 3. Tento jev nastane s pravdépodobnosti

1 5yn—1
n-—-(= . 1
5 (6) o
Zbyva urcit, pro ktera n nabyva vyraz (1) maximalni hodnoty. Takové n
musi spliiovat nerovnosti

o @

) e G

Z prvni nerovnosti dostaneme podminku n < 6, druh& nerovnost vede
na podminku n > 5. Vypod¢teme hodnoty vyrazu (1) pron =5 a n = 6.

IN
3
S| =
/
[N N3
N———
7
—

n=>5:

| =

1 /5\° 5\% 3125 .
05 (6) - (6) =775 0402
Optimalni rozhodnuti je tedy hazet péti nebo Sesti kostkami. V obou pii-
padech je pravdépodobnost hracovy vyhry 0,402.

Stifedni hodnota vyhry hrace je

EX =25-0,40240- (1 — 0,402) = 0,804s

Po skonceni hry mé hra¢ ,,v priméru* méné nez na zacatku hry, a proto je
hra pro néj nevyhodné. Bankéf ziskdva v priaméru témsr 20 % ze vsazené
Castky.

V soucasné dobé existuje cela fada nejriznéjsich hazardnich her — ru-
leta, keno, craps, chuck-a-luck, sportka, stastnych 10, rtzné kostkové hry,
hraci automaty a mnohé dalsi. V8echny tyto hry maji jedno spoleéné —
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jejich matematicky model je vytvoren tak, aby ,stfedni hodnota“ vyhry
byla pro provozovatele hazardni hry kladné. Tedy provozovatel hazardni
hry (p#i mnoha opakovanich této hry) ma zarucen s velmi vysokou pravdé-
podobnosti zisk. To v8ak v Zddném pFipadé neznamend, Ze musi byt nutné
vSichni hradi ve ztraté.

I kdyz kazda z uvedenych hazardnich her je pro hrace nevyhodna, prece
jen mezi nimi existuji vyznamné rozdily. Ty spocivaji v tom, jaka ¢ast
z hracem vlozené castky pfipadne ,v praméru“ provozovateli hry. Ro-
zumny hrac¢ se pak samoziejmé snazi vybrat si takovou hru, kde je tento
podil procentuélné nejmensi. Nasledujici tabulka ukazuje porovnani nékte-
rych bézné dostupnych hazardnich her prévé z tohoto thlu pohledu.

nézev hry podil z hracova vkladu, ktery pfipadne
v ,,prauméru provozovateli

francouzska ruleta 2,7 %

americka ruleta 53 %

chuck-a-luck 7.9 %

hraci automaty od 20 % (v zavislosti na typu)

keno, §tastnych 10 | 1 50 % (v zavislosti na vyplatni tabulce)

Tab. 1 Porovnani ,,vyhodnosti“ hazardnich her

Racionalni je tedy nehrat vibec. Pokud se uz rozhodneme hrat, tak si
vybereme hru, ve které je stfedni hodnota vyhry co mozné nejvétsi. Na
prohranou ¢astku pak nahlizime jako na poplatek za moznost si zahrat a
pobavit se.

Literatura

[1] Ptocki, A., Tlusty, P.: Kombinatoryka wokol nas. 3. vydani. Wydavnictwo
Naukowe NOVUM, Ptock, 2017.

[2] Ptocki, A., Tlusty, P.: Pravdépodobnost a statistika pro zac¢ate¢niky a mirné
pokrocilé. Prometheus, Praha, 2007.
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Tétivové a tecnové pétithelniky

LENKA JUKLOVA — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V ¢lancich [3] a [4], na néZ nas piispévek navazuje, jsou uvedeny (a pii-
klady doplnény) nékteré zajimavé vlastnosti konvexnich (specialné téz pra-
videlnych) pétidhelnikti. V tomto prispévku budou prezentovany na bézi
feSenych tloh méné znamé vlastnosti tzv. tétivovyjch, resp. tecnovijch pé-
tithelnikd, tj. pétithelnikd, jimz lze opsat, resp. vepsat kruznici. Uve-
dené téma neni obsahem zakladniho u¢iva geometrie na nasich zédkladnich
a stfednich Skolach, presto je tato problematika pomérné frekventované
v riznych matematickych soutézich pro zaky SS i ZS. Clének je urcen pie-
dev8im tém ucitelim, ktefi pracuji s matematicky nadanymi zaky, a také
dalsim zdjemctm o uvedenou problematiku.
te¢novych ¢tyrihelnikt. Prezentované tlohy popisuji jisté netrividlni vlast-
nosti téchto specialnich pétithelniki. V jejich feSenich pritom podstatnym
zpusobem vyuZivame (ze $kolské matematiky znameé) vlastnosti tétivovych
a te¢novych ¢tyfiahelnika.

Tétivové pétithelniky

Priklad 1 (XV. Matematicky Duel, 2007, B-1-3, J. Svréek, viz [2])

Je dén konvexni pétithelnik ABCDFE se shodnymi vnitinimi thly pii
vrcholech C, D a E, v némz |BC| = |DE| a |CD| = |EA|. Dokazte, ze
tento pétithelnik je tétivovy.

Resent. Ze zadani plyne, Ze trojihelniky ADE, CED a DBC jsou shodné
(podle véty sus). Trojuhelniky ADE, CED maji shodné vysky z vrchola
A a C ke strané DFE (obr. 1). Odtud plyne AC || DE, a tedy ACDE je
rovnoramenny lichobé&znik se zakladnami AC' a DE. Podobné ukazeme, ze
také EBCD je rovnoramenny lichobéznik se zakladnami EB a C'D. Oba
uvedené lichobézniky jsou pfitom tétivové. Vzhledem k tomu, ze vrcholy
C, D, E daného pétithelniku lezi na téZe kruznici (opsané trojihelniku
CDE), jsou obé kruznice opsané rovnoramennym lichob&znikim ACDE
a EBCD identické, a tudiz i vrcholy A, B lezi na této kruznici.
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Obr. 1

Zdvér. Dany pétithelnik ABCDE je tedy t&tivovy, coZ jsme chtéli dokézat.

Priklad 2

Je déan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz |AB| = |BC|. Oznatme
K priusecik jeho uhlopficek AD a BE. Déale necht L znaéi prisecik jeho
ahlopricek BD a C'E. Dokazte, ze pfimky KL a AC jsou rovnobézné.

Reseni. Protoze podle zadani plati |AB| = |BC|, jsou ptimky BD, BE
osami vnitinich uhla po fadé pii vrcholech D, E v trojuhelnicich ACD,
ACE.

Vzhledem k tomu, ze ABCDE je tétivovy pétiuhelnik, plati
|[XADC| = |XAEC]| (obr. 2), a tedy

<t BDC| = |t ADB| = |4 AEB| = |t BEC|.

Ctytthelntk KLDE je tedy tétivovy, a plati tudiz
X LKD| = |XLED|=|XCED| = |xCAD|.

Uhly LKD a CAD jsou tedy souhlasné, a proto jsou piimky KL a AC
rovnobézné.
Tim je dikaz uzavien.
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Priklad 3 (Kanadska MO, 2018)

Je déan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz |DE| = |AE|. Necht P
znadi prisecik jeho thlopiicek AC' a BD. Déle necht @ je bod na polo-
pfimce opaéné k AB, kde |AQ| = |PD|, a R je bod na polopfimce opa¢né
k DC, kde |DR| = |PA|. Dokaizte, ze pfimky PE a QR jsou navzajem
kolmé.

Obr. 3
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Regend. Ze zadani je patrné, ze | BAC| = |« BDC|. Navic plati
[XQAP| = |QAC| = |XRDB| = |XRDP].

Trojuhelniky APQ a DRP jsou tedy shodné (sus), proto |PR| = |PQ)|.
Bod P tak lezi na ose tsecky RQ.
7 t&tivového ¢tyfihelniku ACDE plyne

<k CAE| = |4 PAE| = |« RDE|,

tudiz trojuhelniky PAE a RDE jsou shodné (sus), a tedy |PE| = |RE].
Analogicky ukazeme, ze i trojuhelniky PDFE a QAFE jsou shodné, proto
také |PE| = |QE|. Bod E je tak stfedem kruZnice opsané trojahelniku
PRQ, a lezi proto rovnéz (kromé bodu P # E) na ose tsecky RQ.
Tim jsme dokézali, ze PE 1 RQ.

Tecnové pétithelniky

Priklad 4
V kazdém tecnovém pétithelniku existuji tii jeho strany, z nichz lze
sestrojit trojihelnik. Dokazte.

A

Obr. 4
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Resent. Necht bez Gjmy na obecnosti je AB nejdelsi stranou te¢nového
pétithelniku ABCDE. Dotykové body kruZnice jemu vepsané se stranami
AB, BC, AFE oznafme po tadé P, @, R. Ze shodnosti tuseki AP a AR,
resp. BP a BQ), viz obr. 4, plyne

|AB| = |AP| + |BP| = |AR| + |BQ| < |AE| + |BC|.

Tato nerovnost je vzhledem k podminkam |AB| > |BC| a |AB| > |AE)|
nutnou a postacuji podminkou pro existenci trojihelniku o stranéch délek
|AB|, |AE| a |BC]|, coZ jsme chtéli dokazat.

Priklad 5 (44. Turnaj mést, 2022,/2023, podzimni ¢ast)

Je dan tecnovy pétithelnik ABCDE, jehoz vnitini ahly pfi vrcholech
A, C, E maji velikost 100°. Urcete velikost uhlu ACFE.

Reseni. Oznatme K , L, M, N, P dotykové body kruznice vepsané danému
pétithelniku ABCDE po fadé s jeho stranami AB, BC, CD, DE, EA
(obr. 5).

Obr. 5

Ze shodnosti vnitinich ahli p¥i vrcholech A, C' a E plynou pro tuseky,
které vytinaji tyto vrcholy daného pétituhelniku a dotykové body kruznice
jemu vepsané, nasledujici rovnosti

|AK| =|AP|=|EP|=|EN|=|CL| = |CM|.
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Dale téz plati |[BK| = |BL| a |DM| = |DN|. Odtud plyne, Ze oba trojihel-
niky ABC a CDE jsou rovnoramenné se zékladnami po fadé AC a CE a
pricky KL a M N v téchto trojihelnicich jsou navic rovnobézné se zaklad-
nami AC a C'E rovnoramennych trojuhelniki ABC a CDE. Pfimky, na
nichz lezi vysky z hlavnich vrcholi v obou téchto trojuhelnicich, jsou tedy
osami vnitfnich thlt p#i vrcholech B a D, a protinaji se tak v bodé I, ktery
je stfedem kruznice vepsané danému pétithelniku ABCDE. Soucasné viak
jsou tyto pfimky osami stran AC a C'E v trojihelniku ACFE, takze jejich
prisecik I je souCasné stiedem kruznice opsané tomuto trojihelniku, pfi-
¢emz osa strany AF také prochéazi timto bodem.

Primky AI a ET jsou navic osami shodnych vnitinich ahld pfi vrcho-
lech A a E v daném pétithelniku, nebot &tyfi pravouhlé trojuhelniky
AKI, API, PEI a NEI jsou podle véty sus navzajem shodné. Pro-
toze |XBAE| = |[XAED| = 100°, maji oba (shodné) pravouhlé troj-
thelniky API a EPI shodné také vnitini thly pfi vrcholu I velikosti
90° — 3 - 100° = 90° — 50° = 40°.

Velikost stfedového tthlu AIE v trojihelniku ACE je tedy 2-40° = 80°.
Odpovidajici obvodovy thel ACE mé proto poloviéni velikost, plati tedy
|XACE| = 40°.

Jiné fesent (podle Lenky Poljakové z G Jakuba Skody v Prerové). Protoze
soucet velikosti vnitinich dhlid v daném konvexnim pétithelniku je roven
540°, viz napt. [3], disledek véty 1, plati

|X ABC| + |[<CDE| = 540° — 3 - 100° = 240°.

Ozna¢me f velikost vnitfniho dhlu pfi vrcholu B v daném pétithelniku
ABCDE, tj. [XABC| = B. Pak |[QCDE| = 240° — 8 < 180°, odkud
180° > 8 > 60°. Z obr. 5 dale vidime, Ze v rovnoramennych trojihelnicich
ABC a CDE plati

4 BAC| = |4 BCA| = 90° — g (1)
a
X DEC| = |4 DCE| = § _ 30°, @)

Pro velikost vnitiniho thlu pii vrcholu C' v tomto pétithelniku tedy plati

100° = [« BCD| = |4 BCA| + |X ACE| + |« DCE|.
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Uzitim vztaht (1) a (2) odtud pfimo obdrzime

[t ACE| = 100° — |« BCA| — |4 DCE| =

= 100° — (900 - g) - (g - 30°) — 40°.

...a jesté tri ulohy navic

Piiklad 6 (Kazasska MO, 2014,/2015)

Je dan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz [ CAD| = 50°. Urcete
soucet velikosti jeho vnitinich @hla pfi vrcholech B a E.
[Hledany soucet velikosti obou ahla je 230°. Ndvod: VyuZijte vztahy pro
soucty velikosti protilehlych dhli v tétivovych ¢tyftahelnicich ABCD a
ACDE!]

Priklad 7 (viz [1])
Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Ozna¢me P libovolny bod krat-
§tho oblouku AB kruZnice opsané danému pétithelniku. DokaZte, Ze plati

|AP| + |BP| + |DP| = |CP| + |EP|.

[VyuZijte Ptolemaiovu vétu pro tétivové ¢tyituhelniky APBC, APBD a
APBE.]
Priklad 8 (18. ro¢nik MO (1968/69), C-1I-1)

Dokazte, Zze v kazdém tecnovém pétithelniku s celo¢iselnymi délkami
stran a obvodem, kterym je sudé ¢&islo, maji také délky vSech tsecek na
jeho stranéch, jejimiz krajnimi body jsou vrcholy a dotykové body kruznice
jemu vepsané, rovnéz celoCiselné velikosti.
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Obsahy rovinnych utvart

MARTINA SKORPILOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Napln{ ¢lanku jsou konkrétni priklady na vypocty obsahti rovinnych ob-
razcu slozenych z nékolika jednodusSich geometrickych atvard. Ve vyuce
muzeme tyto tlohy pouzit napiiklad jako dopliwujici aktivity pro rychleji
pocitajici zaky ¢&i jako priklady pro zpestfeni hodin rtznych matematic-
kych seminéri.

Problematika obsahu (a také obvodu) zakladnich rovinnych geometric-
kych utvart je zpracovana napiiklad ve stiedogkolské ucebnici [1].

Obrazce znazornéné na nize uvedenych obr. 1 a 2 jsou dostupné rovnéz
mezi soubory umisténymi na webové strance [2], a to v takové podobég,
aby je mohli ucitelé bez jakychkoliv aprav pouzit (v tisténé ¢i elektronické
verzi) ve svych hodinéch.

Obsah obrazce je v kazdém z piikladd znacen S. Jednotlivé utvary,
z nichZ se obrazec skladé, jsou na obrézcich oznaceny prirozenymi &isly.
Obsah i-tého utvaru je oznacen S;. Dolni index ¢ je pouzit i u vSech dalsich
znaceni prislusejicich -tému tutvaru.

Obrézky jsou zakresleny ve Ctvercovych sitich, délka strany jednoho
¢tverecku je zfejmé z ilustraci.

V prikladech nejsou uvedeny jednotky; pfi vyuce je vSak samoziejmé
mozné stanovit, s jakymi jednotkami maji zéci pocitat. Stiedy vSech zkon-
struovanych kruznic ¢i kruznicovych oblouki jsou v obrézcich vyznaceny
kif7ky.

Priklad 1
Urcete obsah obrazce znazornéného na obr. 1.

Resent. Obrazek kocky se sklada z deviti atvari.
Protoze utvarem ¢islo 1 (a rovnéz utvarem ¢islo 2) je pilkruh o poloméru
ry = 1,5, je
7r? _ 1,57

S1=8=—=—"—"—=1,1257.
1 2 B 9 > ™
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Utvarem &islo 3 (a rovnéz ttvarem &islo 4) je lichobéznik o zakladnach

az =1, b3 = 2 a vysce vz = 8. Tudiz
S =Sy = (a3+bg)1}3 _ (1—|—2)-8 _ 19
2 2

Na utvar ¢islo 5 1ze nahlizet jako na rozdil dvou mnozin boda v roviné
(dvou rovinnych obrazci). Vétsi z nich lze sloZit ze dvou shodnych pil-
kruhti o poloméru r5 = 3,5 a obdélniku o stranach délek a5 = 4 a by = 7.
Mensi z nich je sjednocenim dvou shodnych pilkruhi o poloméru ps = 1
a trojuhelniku, jehoZ jedna strana ma délku c5 = 2 a vyska k této strané
je vs = 1. Proto

c5v
S5 = mr2 + asbs — (7Tp§—|- 525) =

21
= (35" —1%) w447 = =27+ 11,25m.

Jelikoz ttvarem ¢islo 6 (a rovnéz atvarem ¢islo 7) je trojuhelnik, jehoz
jedna strana ma délku ag = 3 a piislusna vyska je vg = 2, plati

Utvar ¢islo 8 lze slozit z lichob&zniku o zékladnach ag = 6, bg = 10
a vysce vg = 5, dale z obdélniku o stranich délek by = 10 a cg = 4 a
z pilkruhu o poloméru rg = 5. Z toho plyne, zZe
ag +bg)v e
S’szw—&-bscsﬁ-i{g:
2 2
6+10)-5 52
6105 g T g0t 125
2 2
Utvar ¢islo 9 lze slozit z ¢asti dvou mezikruzi a z pulkruhu. Hrani¢ni
kruznicové oblouky ¢asti prvniho mezikruzi maji poloméry Rg = 3, rg = 2
a prislusny stfedovy thel mé velikost 90°. Hrani¢ni kruznicové oblouky
¢asti druhého mezikruzi maji poloméry Py = 5, pg = 4 a prislusny stfedovy
thel ma velikost 300°. Pilkruh ma polomér g9 = 0,5. Proto

90 300 mq2
59:%-(wRS—wr%)—F%-(ng—ﬂpg)—FTg =
T a2 o2y, 9T o o 0,5%r  Tlm
=7 (B =2)+ 5 (5" - 4%) + —5— = - = 88T5m.
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Obsah S vybarvené plochy na obr. 1 je tudiz
9

S=> 8 =1,125m + 1,1257 + 12 + 12 + 27 + 11,257 +
=1 4343480+ 12,57 + 8,8751 = 137 + 34,8757 = 246.6.

Priklad 2
Urcete obsah obrazce znazornéného na obr. 2.

Resent. Obrézek motorky se sklada z deseti utvari.

Utvarem ¢islo 1 je ¢ast mezikruzi ohrani¢eného kruznicovymi oblouky
o polomérech Ry = 30 a r; = 25. Jelikoz oblouky piislusi ahlu o veli-
kosti 72°, je

72 T
Si=g55 (mR} —7r}) = £ (30* — 25%) = 557

Utvarem ¢islo 2 je mezikruzi, které je ohrani¢ené kruznicemi o polomé-

rech Ry = 20 a ro = 15. Proto

Sy =mR3 — wry = m (20° — 15%) = 1757,

Utvarem &islo 3 je obdélnik, jehoz strany maji délky as = 25 a by = 5.
Tedy
S3 = azbs = 25-5 = 125.

Utvarem &islo 4 je pétithelnik, ktery mizeme rozdélit horizontalni tisec-
kou vedenou jeho levym dolnim vrcholem (v pifslusné étvercové siti jim
prochazi vertikalni ¢ara oznacena 60) na trojuhelnik a lichob&Zznik. Jedna
ze stran trojihelniku ma délku ay = 45 a pfislusnou vysku vy = 5,
lichobéznik ma zékladny ay = 45, by = 75 a vysku wy = 30. Z toho
vyplyva, Ze

aqvy  (ag+by)wy 45-5  (45+75)-30 3825
Sa= T 2 ~ 2 7 2 T2

Jelikoz utvar ¢islo 5 je shodny s utvarem ¢&islo 2, je

S5 = SQ = 1757.

Utvarem &islo 6 je ¢ast mezikruzi. ProtoZe jeho hranici tvoii kruzni-
cové oblouky o polomérech Rg = 30, r¢ = 25 a dale usecky, které lezi na
ramenech thlu o velikosti 60°, plati

60

56 = 360

s 275w
- (nRE —mrg) = 5 (30 — 25%) = 5
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Utvar ¢slo 7 je slozen z obdélniku, jehoz strany maji délky a7 = 5,
b7 = 10, a z pulkuhu o poloméru r7 = 5. Tudiz
r2 2
5T 257r
Sr=amby+ 27 —5.10+ 2" =50+ 28
7 a707 + 9 + 9 + 9
Utvar ¢islo 8 se sklada ze ¢tverce, jehoz strana ma délku ag = 5, ze
¢tvrtkruhu o poloméru rg = 5 a rovnobézniku o strané bg = 5 a piislusné
vysce vg = 25. Odtud plyne

5% 25
Sy =ai+ 2 S 4 b vg =57+ 254525 = 150+ .

Utvar ¢&islo 9 je kruhova tseé, u niz nezname ani polomér rg, ani veli-
kost prislusného stfedového thlu a. Oba tidaje uréime pomoci pravotuhlého
trojihelniku AC'D vyznaceného na obr. 3. Polomér rg vypocitdme pomoci
Pythagorovy véty jakozto délku pfepony trojuhelniku:

rg = 10% +25%,
T9 = vV 725.

// \\
/ 9 N\
AT ﬁ‘D B
Ty ~ 2 7
C
60 70 80 90 100 110 120
Obr. 3

K vyjadreni velikosti thlu « vyuZijeme funkci tangens:

2 arct 2
a = 2arctg —.
10

Proto
o = 136,4°.
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Obsah kruhové usece je roven rozdilu obsahu kruhové vyseée o poloméru
rg = \/725 a piislusném stiedovém thlu o velikosti o = 136,4° a obsahu
trojuhelniku ACB, jehoZ jedna ze stran méa délku ag = |AB| = 50 a vysku
k této strané vg = 10. Tedy

_ @, agug . 1364 . 50-10 _ 9889
360 % 2 360 2 36

So — 250.

Utvar ¢islo 10 lze slozit ze dvou shodnych pilkruhii o poloméru rig = 5
a z obdélniku, jehoZ strany maji délky a9 = 25, byg = 10. Tudiz

WT%O

Sio=2- + ajobip = 527 + 25 - 10 = 257 + 250.

Obsah obrazce znazorfiujictho motorku je proto

3825 275

i557‘r—|—1757‘(+125—|—?+1757(+Tﬁ+50+
2 2
BT 1504+ 20T L BT o 4 95 4250 =
2 1 36
122147 4475
=430 -
T

= 769,31 4 2237,5 = 4654,3.

Priklady lze samoziejmé modifikovat tak, ze zakim zadadme za tkol
urc¢it obvody jednotlivych ttvart, z nichz jsou obrazce sloZeny.

Literatura

[1] Pomykalovd, E.: Planimetrie. 5. vydani, Prometheus, Praha, 2021.
[2] https://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/vyuka.html
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Ortocentrum trojihelniku

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice

Poznatek, Ze se kolmice z vrchola trojihelniku k protilehlym stranam,
tj. pfimky, na nichz lezi vysky, protinaji v jednom bodé zvaném prisecik
vySek neboli ortocentrum, patii do uciva zakladni Skoly. Seznamime se zde
s jeho historif a nékterymi disledky.

Vétu o ortocentru znal jiz Archimédés, uzil ji napiiklad p¥i dukazu
tvrzeni 5 z Knihy lemmat [1, s. 305-306]. Pravdépodobné ji i dokazal v né-
které z jeho ztracenych praci. Déle vétu zminuji Pappus, Proklos, Regio-
montanus a dali. AvSak az do 17. stoleti bez ditkazu, nebo s nekorektnim
zdtivodnénim.

Nejstarsi znamy dikaz [4, s. 454] byl nalezen v nepublikovaném New-
tonové manuskriptu z roku 1680. Stoji za to se s nim (v upravené forme)
seznamit:

Necht je dan trojuhelnik ABC' s prise¢ikem V vysek AP a C'R. Pted-
pokladejme nejprve, ze je ostrouhly, obr. 1 vlevo. étyfﬁhelnik PVRB je

Obr. 1 K Newtonové dikazu s rozlisenim dvou moZnych situaci

Analogicky lze ovéfit, Ze je rovnost |[X AVR| = | CBR)| splnéna, i kdyz
je uhel ABC tupy (obr. 1 vpravo). Pravouhlé trojihelniky AVR a CBR
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jsou v obou situacich podobné a plati

|RV| |RA]
VAR| = | BCR _—= . 1
[« =l | |RB| |RC| (1)
Odtud |RA| - |RB|
v = ol 2
V1= rey ®

Analogickym postupem pro vysky BQ a CR s prisec¢ikem V' nalezneme
pro délku usecky RV’ stejny vyraz. Je tedy V' = V.

Z Newtonova postupu plynou dalsi poznatky. Jestlize prusecik prfimky
VR s kruznici k opsanou trojihelniku ABC oznaéime F (F # C, obr. 2),
pak pomoci mocnosti bodu R ke kruZnici k a vztahu (2) dostavame

|RA| - |RB|

| =

= [RV]

a odtud uZzite¢nou vétu 1.

Obr. 2 Vrcholy A, B a C' lezi ve stfedech oblouka EF, FD a DE

Véta 1
Obrazy ortocentra v osovych soumérnostech podle stran trojiuhelniku
lezi na kruznici trojihelniku opsané.

Disledek 1
Kruznice opsané trojuhelnikim ABC, ABV, BCV a ACYV jsou shodné.
(Z¥ejmé z osovych soumérnosti podle stran trojiuhelniku ABC'.)
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Disledek 2

Pii oznaceni podle obr. 2 lezi vrcholy A, B a C po fadé ve stfedech
oblouki EF, FD a DFE kruznice k, nebot shodnym obvodovym uhlim
pfislusi shodné oblouky.

Vratme se jesté k ditkaztim vty o ortocentru. Anglickda Wikipedie i
jiné zdroje uvadi, ze prvni dikaz véty o ortocentru podal roku 1749 brit-
sky geodet W. Chapple (69 let po Newtonovi). Dalo by se to povaZovat
za nejstarsi znamy publikovany dikaz, kdyby to dikaz byl. Podivejme
se na jeho postup ze stranek https://www.cut-the-knot.org/triangle/
Chapple.shtml.

A R B

Obr. 3 K Chappleovu ,dtkazu, 180° je soucet thlt vyznacenych napravo

Chapple vychazel z trojihelniku ABV na obr. 3 vlevo, znaéeni upra-
veno. Paty kolmic z vrcholi B, A na pfimky AV, BV oznadil P, @ a
priiseciky kolmice RV na stranu AB s pfimkami BP a AQ oznacil C’ a
C. Zbyvalo dokazat, ze C' = C.

Naznaéil ur¢ovani velikosti dalsich thlt na obrazku pomoci veli¢in u
a y. A pak prohlasil, Ze nakonec pro soucet velikosti tthli pfi vrcholech A,
B, C" a C vyjde 180° (coZ je zifejmé i bez vypoctl, viz obr. 3 vpravo) a
podle véty .37 z Eukleidovych Zaklada') plati ¢’ = C.

Véta o ortocentru se pii vyuce obvykle dokazuje podle Gausse, a to bud
s vyuzitim stejnolehlosti ([3, s. 169-170]) nebo dopliiovanim trojahelniku
ABC na rovnobézniky ABKC, BCLA, CAMB, obr. 4. Vysky z vrchola
A, B a C jsou pak totoZné s osami stran trojihelniku K LM, o nichz jiz
zéci védi, Ze se protinaji ve stfedu kruznice opsané trojiuhelniku K LM.

Do tfetice uvedme jesté jeden diikaz existence ortocentra. Vyuziva vétu
o obvodovych thlech.

DVeta 1.37 tvrdi, e trojihelniky se spole¢nou zakladnou a t¥etim vrcholem na rov-
nobézce s ni maji stejné obsahy. S Chappleovym zavérem nesouvisi.
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Obr. 4 Gaussiiv dikaz existence ortocentra

V trojuhelniku ABC ozna¢me V prusecik vysek AP a BQ, a R prusec¢ik
piimek AB, CV (obr. 5). Staci dokazat, Ze je thel ARC pravy.

A M R B
Obr. 5 Diikaz véty o ortocentru metodou pomocnych kruznic
Jsou-li m a n Thaletovy kruZnice s praméry AB a CV, pak
[ ABQ| = |4 APQ| = |4 VPQ| = |4V CQ| = |4 RCA].
Trojuhelniky CAR a BAQ jsou podobné, nebot se shoduji v tuhlech pii
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vrcholech B, C a spoleéném uhlu BAC. Odtud
X ARC| =[x AQB]| = 90°.

Priklad 1
Jsou dany body T" a V' uvnitf poloroviny s hrani¢ni ptimkou p. Sestrojte

bod V ortocentrem.

Obr. 6 Obrazek k pfikladu 1

Resent. Trojihelnik oznaéme ABC tak, aby B,C € p, obr. 6. Je-li AS,
téZnice trojuhelniku, pak

ITA| = 2|TS,|.

Vime, ze S, € p. Bod A tedy leZi na obrazu p’ pfimky p ve stejnolehlosti
se stfedem T a koeficientem —2. Zaroven lezi i na kolmici ¢ z bodu V
k pfimce p.

Bod D soumérné sdruzeny s ortocentrem podle pfimky p lezi na kruznici
k trojuhelniku opsané (véta 1). Jeji stfed O je prisecikem osy o4p tsecky
AD a osy o, strany BC. Osa o, je dédna piimkou p a prisecikem S, pfimek
AT ap.
Konstrukce. Postupné sestrojime pfimky p’, ¢, jejich prinik A, priisecik
S, primky p s pfimkou AT a obraz D bodu V' v symetrii podle p. Déle

osu 04p a piimku o, (kolmici na pfimku p v bodé S,). St¥ed O kruznice
k je prunikem piimek o, a oap, {B,C} =pNk(O;|0A)).
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Upravu konstrukee pro situaci p L TV nebo T = V, ovéfeni jeji sprav-
nosti i zdavodnéni faktu, Ze méa tloha vzdy pravé jedno fesSeni, ponecha-
vame Ctenari.

Piiklad 2
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB. Ozna¢me R patu

jeho vysky z vrcholu C a I, I stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim
ARC a BRC'. Dokaite, Ze je pfimka I;I5 kolméa k ose thlu ACB.

Resend. Je ziejmé z obr. 7, kde I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku
ABC, M € AINCI, a N € BINCI.

Obr. 7 Reseni prikladu 2

Trojuhelniky ABC, ACR a CBR jsou navzajem podobné. Odtud a
z vlastnosti os ihli dostavame

X I,CB| = |& RCIL| = |<CAI| = %

a

IXI,CR| = |4 ACL,| = |« CBI| = g
Plati téz

45° = % + g = |KCL M| = |4 CL,N|

(vngjsi ahly trojuhelnika CAI; a CBIs). Navic je
[ [,CM| = |& ,ON| = 45°,

a tak jsou trojuhelniky CIyM a CI;N rovnoramenné a pravouhlé. Pri-
setik I jejich odvésen I1 M a I3N je ortocentrem trojuhelniku CIi15. Je
tedy CI L 11[2.
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Metoda, kterou jsme pouzili v poslednim ditkazu véty o ortocentru, se
nazyva metoda pomocnijch kruznic. Vyuzijeme ji nyni pii feSeni piikladu 3.

Priklad 3

Na strané BC ¢tverce ABCD je zvolen bod K a na strané C'D bod L
tak, ze plati |t KAL| = 45°. Uhlopiicka BD protina tsecku AK v bodé M
a tseCku AL v bodé N. Urlete pomér obsaht trojahelnika AKL a AMN.

Obr. 8 Obrazek k ptikladu 3

Resent. Opisme trojuhelniku AML kruznici k. Uhlopiicky étverce pili
jeho tuhly, a tak
|X MDL| = 45° = |t MAL|.
To znamena, ze D € ky a a pro tétivovy ¢tyfuhelnik AMLD plati
|x AML| = 180° — | ADL| = 90°.

Analogicky pro kruznici opsanou trojuhelniku ANK zjistime, Ze je pravy
i thel ANK. Usecky LM a KN jsou tedy vysky trojuhelniku AKL a
v tétivovém ¢tyiahelntku KLNM jsou vnéjsi thly shodné s protilehlymi
vnitinimi. Odtud |[XANM| = |XAKL| a |[XAMN| = | ALK]|.

Trojuhelniky AMN a ALK jsou podobné, pomér jejich podobnosti je

AL 1
K= ||A]\/[|| = i = V2 (pravouhly trojahelnik ALM).

Pomér obsahtl uréuje hodnota x2, Saxr : Samn =2: 1.

Na zavér uvadime nékolik tloh na procviéeni vyse uvedenych poznatki.
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Ulohy

1. S vyuzitim véty o ortocentru trojihelniku sestrojte pfimku p, jez pro-
chazi bodem M a nepfistupnym prusecikem piimek a, b.

2. Sestrojte v8echny trojuhelniky ABC), jsou-li dany obrazy D, E a F' jeho
ortocentra v osovych soumérnostech podle stran trojihelniku. Kolik méa
tloha feSeni?

3. Je dan bod V uvnitf kruhu ohrani¢eného kruznici & a bod A € k.
Sestrojte body B, C € k tak, aby byl bod V ortocentrem trojihelniku
ABC.

4. Sestrojte trojiuhelnik ABC' s ortocentrem V' a patou R jeho vysky z vr-
cholu C, je-li dana tsecka C'V o délce 6 cm s vnitinim bodem R, pfi¢em?z
|[RV| = 1,5 cm, a polomér kruznice trojuhelniku opsané je r = 3,5 cm.

5. V roviné je dana pfimka p a mimo ni body P, Q). Sestrojte trojuhelnik
ABC tak, aby vrcholy A a B lezely na piimce p a body P, @ byly po
radé paty jeho vySek z vrchola A, B.

6. Upravte Chappleiiv postup tak, aby byl korektni. (Dokazte napiiklad,
7e se body C a C’ nachazi{ v témze pruseciku piimky RV s kruZnici
opsanou trojahelniku PQV.)

7. Dokazte, Ze pro trojihelnik ABC, ktery ma v # 90° plati: Jsou-li AP a
BQ@ jeho vysky, pak jsou trojihelniky PQC a ABC podobné s pomérem
podobnosti ‘li—g‘l = | cosv|. (Rozliste t¥i situace ostrouhly, pravouhly a
tupothly trojahelnik ABC'.)

8. Na pilkruznici s primérem AB jsou dany body C a D, rizné od A
a B. Bod FE zvolime tak, aby ACED byl rovnobéznik. DokaZte, ze
DC 1 BE.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 15. 9. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@Qupol.cz Zajimava a originalni feSeni aloh radi uverejnime.

Uloha 293

a) Kuchaf rozfezal kilogramovy bochnik syra na Sest dila vazicich alespon
50 g. Dokazte, ze z nich muze nékolik vybrat a rozdélit je na dva talife
tak, aby se hmotnosti syra v obou talifich liSily méné nez 15 g.

b) Na kolik dili vaZicich aspon 1 g musi kuchaf tento bochnik rozdélit, aby
z nich bylo mozno nékolik rozdélit na dva talife tak, Ze hmotnosti syra
v obou talifich se li$i méné nez 1 g? Najdéte nejmensi takovy pocet.

Pavel Caldabek

Uloha 294

V ostroihlém trojuhelniku ABC ozna¢me D a E priseciky os stran AC
a AB po tfadé s pfimkami AB a AC. Dale ozna¢me F' a G body soumérné
sdruzené podle bodu A po fadé s vrcholy B a C. Dokazte, Ze body D, F,

F a G lezi na téze kruznici.
Patrik Bak

Dale uvadime feSeni tloh 289 a 290, jejichz zadéni jsme zverejnili v po-
slednim (Gtvrtém) ¢isle loiského (32.) ro¢éniku naseho ¢asopisu.
Uloha 289
Urcete vechny trojice (p, g, r) prvoéisel, pro néz plati
P+ 2¢% + 3r3 = 2023.
Jaroslav Svréek

Resent. Cislo 2¢2 je sudé, proto p + 3r3 je &islo liché, jedno z prvoéisel
p, r je tedy liché, druhé sudé. Protoze existuje jediné sudé prvocislo 2,
uvazujeme dvé moznosti.

a) p = 2. Potom 2¢* + 3r3 = 2021. Protoze 3 - 93 = 2187 > 2021,
je r < 9, tedy r je jedno z lichych prvocisel 3, 5, 7. Pro tato prvocisla
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dostéavame 2¢? po fadé (véetné prvoéiselnych rozkladi) 1940 = 22 -5 97,
1646 = 2-823 a 992 = 2°-31. Ani v jednom z piipadi tak ¢ neni procislo,
tedy v tomto piipadé neexistuje fadné feSeni.

b) » = 2. Potom p + 2¢*> = 1999. Protoze 2 - 322 = 2048 > 1999, je
q < 32, tedy q je jedno z prvocisel 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 a 31.
Pro tato prvocisla dostavame p po fadé 1991 = 11 - 181, 1981 = 7 - 283,
1949, 1901, 1757 = 7- 251, 1661 = 11 - 151, 1421 = 72 - 29, 1277, 941, 317
a 77 = 7-11. Jelikoz 1949, 1901, 1277, 941 a 317 jsou vesmés prvocisla,
ma tloha v tomto pripadé pét FeSeni

(p,q,7) € {(1949,5,2), (1901, 7,2), (1277, 19, 2), (941, 23, 2), (317,29, 2) }.

Uloze vyhovuje pravé pét trojic uvedenych v &asti b) predchoziho od-
stavce.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Tomds Hauser z Kolina,
Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jachim z Volyné, Markéta Dytrychovd,
G U Balvanu, Jablonec nad Nisou, Lucian Poljak a Stepdn Pospisil, oba
GJS Pierov a Piotr Szatan, I LO v Tarnovskych Horach (Polsko).

Uloha 290
Lenka si vybrala tfi navzajem rizna realna cisla a, b, ¢ a spocitala
hodnoty tif vyraztu

a-+b b+ec c+a ‘

(@a=c)b=0)f’ ‘(b—a)(c—a) (¢=b)(a—b)

Dokazte, Ze jedna z téchto t¥{ hodnot je rovna souc¢tu zbylych dvou.
Josef Tkadlec

Resent. Nejprve ukdzeme, ze pro vyhovujici ¢isla a, b, ¢ je soucet tii vyse
uvedenych vyrazii bez absolutnich hodnot roven 0. Postupnymi tipravami
dostavame

a+b n b+c n c+a _
(a—c)(b—c) (b—a)c—a) (c—b)(a—D)
(a+b)(a—D) (b+c)(b—c) n (c+a)(c—a)

T a-0a-ob-0o (b-ab-clc—a) (c-bla-blc—a)
_ (a2—b2)—|—(b2 —02)—1—(62 —CL2)
(a=Db)a—c)(b—2¢)
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Pokud by se vSechny tfi vyrazy rovnaly nule, platilo by
a+b=b+c=c+a=0,

tedy
a=b=c=0,

coZ je spor se zadanim, proto jsou alespon dva riazné od nuly. Jelikoz je
jejich soucet nula, je aspon jeden kladny a aspon jeden zaporny. Odtud jiz
plyne Ze soucet nezapornych vyrazii ma opac¢né znaménko nez soucet za-
pornych vyrazi (pfi¢emZ v jedné skupiné jsou dvé &isla a ve druhé jedno),
proto soucet absolutnich hodnot nezapornych vyrazi je roven sou¢tu ab-
solutnich hodnot zapornych vyrazi, coz jsme méli dokazat.

Pozndmka. Tvrzeni o sou¢tu vyrazi také muzeme dokizat nésledujicim
zpusobem. Linearni funkce

T —c T—a z—0b

I = a9 t-ae-—o  c-Da-b

nabyva v bodé a hodnotu

1 . -
b—c c¢—b

0,
stejnou hodnotu nabyva také v bodech b a ¢, je tak nulova a nabyva hod-
notu nula i v bodé a + b + c.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Piotr Szatan, II LO v Tarnovskych Horéach (Polsko).

Pavel Caldbek
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FYZIKA

O jedné zajimavé aplikaci
druhého termodynamického
zakona

DALIBOR DVORAK — IRENA FIKACKOVA

Prirodovédecka fakulta, Ostravskd univerzita — Gymnazium Komenského, Havifov

Uvod

Jednim z disledki druhého zikona termodynamiky je omezena uéin-
nost tepelnych motort. V uéivu pro stfedni skoly je tento disledek demon-
strovan zpravidla na Carnotové cyklu. Ze zkuSenosti vime, Ze uz uvedeni
prikladu tepelného motoru ¢ini studentim potize. Je zajimavé, ze ackoliv
se asi vétSina z nich v Zivoté s parnim strojem nesetkala, je tento uva-
dén nejcastéji jako pifklad tepelného motoru. Vétsinou az po napovédé
uvedou spalovaci motor nebo turbinu. Spojeni principu tepelného motoru
napf. s meteorologickymi jevy je pak pro vétsinu prekvapenim.

V naem prispévku uvadime piiklad experimentélniho stanoveni té¢in-
nosti zafizeni, které je pro obvyklou predstavu tepelného motoru atypické
— hracku, uvadénou nejéastéji pod oznacenim ,,pijici ptak®, pii kterém byly
vyuzity moderni technologie.

Uvedenou hrac¢ku prinesla spoluautorka prispévku na prednasku s tim,
7e ji neni zcela jasny princip fungovani. Hracka pijici ptak byla patentovana
v USA v roce 1946 chemikem Milesem V. Sullivanem, ale jeji pavod sahé
do prvni poloviny 20. stoleti [1].

Pijici ptak je vyroben ze skla. Je tvofen dvéma piiblizné kulovymi na-
dobami, propojenymi sklenénou trubici, viz obr. 1.
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Obr. 1 Schéma ,pijiciho ptaka“

Horni ¢ast (1) — hlava, mé duty vybéZzek (zobak), obaleny savou poro-
vitou hmotou. Dolni ¢ast (2) — ocas, je vétsi a je v zakladni, svislé poloze
ptéka piiblizné do poloviny naplnéna tékavou kapalinou (3) a to tak, Ze
dolni tusti spojovaci trubice (4) je pod hladinou kapaliny. Prostor uvnitf
ptéka je tak rozdélen kapalinou jako pohyblivym pistem na dveé ¢asti. Obé
tyto ¢asti jsou vyplnény parami pouzité kapaliny. Pouzita kapalina neni
presné specifikovana, ale obvykle se jedné o smés alkoholu a vody s pridav-
kem barviva. Casto se také pouzivaji jiné tékavé latky, jako je metylenchlo-
rid nebo freon [1]. Kapalina by méla mit nizkou hustotu, nizkou viskozitu
a vysokou tékavost, aby byla hracka efektivni. Komplet dopliuje kadinka
s vodou (5).

Pracovni cyklus zac¢ind namocenim zobaku do kadinky s vodou. Po na-
pfimeni se zobak, a nésledné i hlava ochlazuji odpafovanim vody, ktera
ulpéla na povrchu zobaku. Tim se snizuje tlak par v hlavé ptédka. Protoze
mimo prvni cyklus maji pary v ocasu po promichéani s chladnéjsimi parami
v hlavé nizsi teplotu, nez je teplota okolniho prostiedi, dochazi postupné
k jejich ohfevu a k ristu tlaku v ocasu. Vznikly tlakovy rozdil mezi ocasem
a hlavou vytla¢uje kapalinu trubici vzhiru. Disledkem je zména polohy
t87isté, ptak se za¢ina naklanét. Po dosazeni dostate¢ného thlu naklonu se
zobak ptaka ponoii do kddinky s vodou a soucasné se dolni tsti spojovaci
trubice dostane nad hladinu kapaliny v ocase. Usti trubice se uvolni a tlaky
par v ocasu a v hlavé se vyrovnaji a kapalina za¢ne z trubice ptisobenim
a ptak se napfimi. Soustava se dostane do poc¢atecniho stavu a za¢ind novy
cyklus.
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Hracka funguje, pokud neni teplota okolniho vzduchu pfilis nizka a jeho
relativni vlhkosti pfilis vysoki. A samoziejmé, pokud v kadince je dosta-
te¢né mnozstvi vody, aby doslo k navlhéeni zobaku.

1. Fyzikalni popis soustavy

Z popisu pracovniho cyklu soustavy pijiciho ptaka je ziejmé, ze se jedné
o tepelny motor, jehoZ pracovnim médiem jsou pary, uzaviené uvnitt sou-
stavy. Ohfivac¢em tohoto tepelného motoru, ktery ohfiva pary uzaviené
v ocase ptaka, je okolni vzduch a chladi¢em je hlava se zobakem, kde do-
chéazi v dasledku odpafovani vody k ochlazovani par uzavienych v hlavé a
v zobdku. V okamziku ,napiti“ dochézi vlivem vynofeni konce spojovaci
trubice mezi ocasem a hlavou k propojeni obou podsoustav a k smichani
objemt par s odliSnou teplotou. Teplota a tlak v celém objemu par se vy-
rovnaji a zacina novy cyklus. Maximalni teplota Ti,.x je dosaZena v ocase
a miniméalni Ty,;, v hlavé tésné pred ,napitim*.

Pijici ptak predstavuje tepelny motor pracujici na zakladé cyklického
stlacovani a expanze par uzavienych v hlavé a ocasu ptaka. Snizovanim
tlaku pri snizovani teploty par a expanzi pii jejich vyssi teploté probihéa
transformace tepelné energie na mechanickou préci. Zdroj tepla, vnéjsi
prostiedi, je oddélen od uzavieného prostoru vyplnéném parami pouzité
kapaliny, jejichz mnoZstvi tak zustava stalé. Jde o tepelny motor s vnéjsim
ohfevem, uzavienym ob&hem a se stalou naplni pracovniho plynu, ktery
si s okolim vyméhuje pouze tepelnou energii [2]. Vyména tepla s okolim
probiha pires tepelné vymeéniky, v naSem piipadé v ocase a v hlavé ptéka.

Spoluautorka prispévku se po dohodé rozhodla zvolit jako téma své di-
plomové prace Rozbor cinnosti fyzikdlni soustavy ,pijictho ptdika®. Cilem
prace bylo, ur¢it u¢innost transformace tepelné energie na energii mecha-
nickou a sestavit matematicky model ,,pijiciho ptaka“ [3].

2. Pouzité experimentalni metody

P1i urceni Géinnosti transformace tepelné energie na energii mechanic-
kou bylo od pocatku ziejmé, Ze pii stanoveni potiebnych fyzikalnich veli¢in
— teploty, tepla a mechanické energie, se budou jejich hodnoty pohybovat
na samé mezi citlivosti a presnosti dostupné méfici techniky, a proto byla
u kazdého méfeni proveden odhad pfesnosti.
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2.1. Teplota

Pro méfeni teploty byl pouzit bezdotykovy teplomér Instatherm od
firmy Barnes, viz obr. 2. Vyrobce garantoval pfi splnéni pokyna vyrobce
presnost +1 % z méfené hodnoty.

Obr. 2 Bezkontaktni teplomér Instatherm

Protoze Ze se nam naskytla prilezitost zhotovit snimek pijiciho ptaka
termovizni kamerou, vyuzili jsme tuto moznost k ovéreni predpokladaného
rozlozeni teploty béhem jednoho cyklu. Jak je patrné z obr. 3, snimek
ilustruje velmi nazorné rozlozeni teploty béhem cyklu.

2.2. Poloha a rozmeéry

Pribéh experimenti byl snimén videokamerou. Potfebné geometrické
parametry byly méfeny klasickym délkovym méfidlem s presnosti na mili-
metr. Dalsi udaje jako aktuélni vyska hladiny kapaliny nebo poloha, byly
zjistovany z videozédznamu experimentu pomoci rastru v pozadi s velikosti
Ctverce 1cm, viz obr. 4.

Obr. 3 Snimek termovizni kamery Obr. 4 Snimek videokamery pro
vyhodnoceni polohy
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P1i ode¢tu polohy bylo poli¢ko na videozaznamu zvétSeno tak, aby ode-
¢et byl proveden s presnosti na 1 mm. Na snimku je zachycen ptak tésné
pred ,napitim“. VSechny uvadéné hodnoty zmény vysky sloupce kapaliny
jsou korigované na svislou polohu ptaka béhem odectu.

,

3. Vysledky méreni

3.1. Urc¢eni maximalni ac¢innosti 7¢

Omezena u¢innost transformace tepelné energie na energii mechanickou,
ktera je disledkem platnosti druhého zakona termodynamiky, je nejcastéji
odvozovana pro Carnotuv cyklus ve tvaru

Ty =T,
nc = T ) (1)
kde T je teplota ohfivace a Tb teplota chladice.

Bohuzel, studenti si spojuji vétsinou tuto Gcinnost s ucinnosti jakého-
koliv cyklu. Fakt, ze G¢innost Carnotova cyklu je pro dany teplotni rozdil
principialné nejvyssi mozna a ze realné u¢innost daného cyklu je vétsinou
podstatné mensi jim unika.

Protoze z predbé&zného rozboru bylo zifejmé, Ze registrované zmény tep-
loty budou v fadu 0,1°C, tzn. Ze se budou pohybovat na samé hranici
pfesnosti ndm dostupné a pouzité experimentalni techniky, byl proveden
velmi pec¢livé odhad vysledné nejistoty ziskanych vysledki. Pro vysledné
hodnoty maximalni teploty 77 v ocase a miniméalni 75 v hlavé, zméfené
bezkontaktnim teplomérem, byly ziskany hodnoty véetné odhadu nejistot

T, =295,0(2) K,  Tb»=293,0(2) K.

Dosazenim uvedenych hodnot do vztahu (1) ziskdme pro vyslednou hod-
notu

ne = 0,0068(3) = 0,7 %. (2)

4. Urceni skutec¢né ac¢innosti n
Skutetna tinnost byla urcena pfimo z definice n = W/Q, kde W je

prace vykonana systémem a @ teplo systémem piijaté [4]. Vhledem k tomu,
7e se dalo pfedpokladat, Zze hodnota realizované prace nebude prilis velké,
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rozhodli jsme se ji ur¢it dvéma riznymi metodami: za prvé ze zmény po-

Ny

vztahu

kde M je celkovd hmotnost pouzité kapaliny, g tthové zrychleni a Al

Hodnota M = Vp byla ziskdna pomoci geometrickych parametra sou-
stavy, objemu V = 1,62(27)-10~% m? a hodnoty hustoty pouzité kapaliny,
konkrétné metylenchloridu o = 1,33(05) - 10® kg- m~2, hodnota byla zis-
kadna z tabulek. Z naméfenych hodnot zmén vysky sloupce kapaliny, zis-
Al = 3,3(10)-1073 m. Dosazenim ziskanych hodnot do vztahu (3) ziskdme
pro praci W hodnotu

W =17,0(22)-107* J. (4)

Z pozorovaného pritbéhu zkoumaného cyklického procesu byl zkonstruovan
p-V diagram (viz obr. 5). Cyklus za¢ina ve stfedu diagramu odpovidaji-
cimu okamziku, kdy po ,napiti“ doslo k propojeni objemiu plynu v ocasu
sobeném vytokem kapaliny z hlavy, dojde k napifimeni ptéka. To zpiisobi
oddéleni objemu plynu v hlavé H a ocase O. Néslednym odpaiovanim
vody z povrchu navlhéeného obalu zobédku, dojde vlivem odbéru potieb-
ného skupenského tepla odpafovani k poklesu jeho teploty a k nasledném
prestupu tepla z okolntho prostfedi. V objemu hlavy ptaka H dochézi ke
snizovani teploty, tlaku a vlivem vystupu kapaliny ve spojovaci trubici i
objemu par v hlavé ptaka.
TP

) %4

Obr. 5 p-V diagram cyklu ,,pijicitho ptaka‘
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Na diagramu je zluté zobrazena oblast kladné prace vykonané systé-
mem, oblast vyplnéna vodorovnymi ¢arami pak oblast zaporné prace, za-
chycujici praci okoli a teplo, odevzdané systémem do okoli. Oblast O (ocas),
zachycuje i pokles tézisté, v naem pripadé predstavuje praci okoli, tj. praci
tithového pole. Na poklesu tézisté se tedy pary pouzité kapaliny nepodileji!
Kladna prace v prostoru hlavy H, je pak spojena s expanzi plynu pii vy-
rovnavani tlaku po vynoreni konce spojovaci trubice.

V ocasu O, ve kterém se vlivem smiseni s chladnéjsim plynem z hlavy
z predeslého cyklu snizi teplota uzavienych par, dochazi k prestupu tepla
z okolniho prostfedi a k zvySovani teploty, tlaku a objemu. ZvySovani
sloupce kapaliny ve spojovaci trubici vede k posunu tézisté, coz vyvola
zvétSovani vychylky naklonu ptaka az do okamziku, kdy je vychylka tak
velké, ze se zobak ponoii do sklenice s vodou, jeho pérovity povrch nasaje
vodu a zaroven dojde k vynofeni spojovaci trubice nad hladinu kapaliny
uzaviené v ocase. Tim dojde k témé&f okamzitému vyrovnéani tlaku v hlavé a
ocase a k naslednému vytoku kapaliny, které vyvola zménu polohy t&ézisté,
pték se napfimi a za¢ind novy cyklus.

Pocateéni pribéh zmény teploty, tlaku a objemu muZeme vzhledem
k relativné malym hodnotam uvedenych parametri linearizovat. Po na-
piti je nasledujici zména tlaku témér okamzita a lze ji v p-V diagramu
popsat jako izochorickou zménu tlaku a néasledujici zménu objemu, vy-
volanou vytokem kapaliny ze spojovaci trubice, jako izobarickou zménu
objemu. Celkova prace systému je pak v p-V diagramu rovna celkové plose

vzniklych trojuhelnika [2]
W = 0gS (Al)%,

kde o je hustota pouZité kapaliny, g tfthové zrychleni, S = mr? plocha
priifezu trubice o poloméru r = 4,0(5) - 1073 m a Al = 3,0(5) - 1072 m je
rozdil vysek hladiny kapaliny ve spojovaci trubici tésné pred a po ,,piti“.
Tyto hodnoty byly zjistovany z videozéznami. Pro celkovou praci byla pak
ziskdna hodnota

W =59(27)-107% J. (5)

I kdyZ jsou hodnoty (4) a (5) v Fadové shodé a potvrzuji fyzikalni spravnost
naSich avah, pouZijeme pro dal3i vypocet hodnotu (4), ktera je zatizena
0 néco mensimi chybami.

Déle bylo nutné stanovit velikost piijatého tepla Q). Pro odhad této ve-
liciny jsme vychézeli z nasledujici avahy: Ptacek pracuje cyklicky, a tedy
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hodnota odebraného tepla musi byt v nasledujicim cyklu vykompenzo-
vana. Hodnota dodaného tepla musi byt tedy minimélné rovna této hod-
noté. Hodnota odebraného tepla predstavuje tak spodni odhad hodnoty
celkového dodaného tepla.

Pro odhad hodnoty tepla odebraného z hlavy ptaka byla pouZita hod-
nota tepla potfebného k odpareni vody z vodou smoéeného zobaku. Pfi
odparu vody snizi odebrané skupenské teplo teplotu vodou nasaklé povr-
chové vrstvy zobaku tak, Ze dojde k prestupu tepla z objemu zobaku a
hlavy do naséklé vrstvy zobaku. Hodnotu odebraného tepla tedy zjistime
z mnozstvi odpafené vody. Ta byla zjisténa dvojim vaZenim ptaka pomoci
analytickych vah — tésné pred ,napitim* a tésné po ,napiti“. Timto postu-
pem byla ziskana hodnota hmotnosti odpafené vody Am = 3,1(2)-107° kg.
Hodnota mérného skupenského tepla vyparného pfi pokojové teploté [, =
= 2,26(5)-10%J-kg ™! byla ziskana z tabulek [2]. Pro spodni odhad pfijatého
tepla tak byla ziskdna hodnota

Qv =Aml, =7,08) J
a pro vyslednou velikost u¢innosti hodnota
n=1,0(4)-107°. (6)

Mezi hodnotou (2) ziskanou pro maximalné a¢innosti nc a hodnotou (6)
skute¢né u¢innosti 1 je rozdil dvou fada! Skuteéna hodnota Géinnosti je
v Fadu jednotek procenta mozné maximalni hodnoty.

5. Néco navic pro zajemce

Z mechanického hlediska (viz obr. 6), pfedstavuje soustava ,pijictho
ptaka“ fyzikalni kyvadlo s ¢asové proménnou délkou zavésu [(t), tj. asové
spojenou ¢asovou zménou momentu setrvaénosti J(t).

Jak lIze usoudit z pribéhu naméfenych ¢asovych zmén vysky sloupce
kapaliny, lze pfi konstrukci pohybové rovnice predpokladat, Ze Casovou
zévislost zmény délky zavésu [(t) zavislou na vystupu sloupce kapaliny
a s tim souvisejici ¢asovou zménu momentu setrvacnosti J(t), muZzeme
popsat v prvém piiblizeni linearnimi vztahy [(t) = lo (1 —bt) a J(t) =
= Jo (1 - 2at).
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Pomoci postupt odvozenych z teoretické mechaniky [3, 4, 5] a po jed-
noduchych tpraviach dostaneme vyslednou pohybovou rovnici ,,ptaka“ ve
tvaru ) )

d<e 2a dy 9 9 mgl(t

5 T — +twip=0 w” =

a2 T 1—2atat ¥ T
kde byl pouzit pro malé zmény thlu ¢ ptiblizny vztah sin ¢ =~ . Vysledné
feSeni uvedené diferencidlni rovnice mé pak tvar

o(t) = C1Jo (wt - ;ia) + G, (wt - 2%) : (7)

kde Jo(z) a No(z) jsou Besselovy funkce 1. a 2. druhu nultého radu a Cy, Co
integracni konstanty, jejichz hodnota je uréena pocateénimi podminkami.

Y

<Y

Obr. 6 Soustava soufadna pro popis systému ,,pijiciho ptaka“

Soustava ,,pijictho ptaka® kona tedy pfiblizné harmonicky pohyb se
zvétsujici se amplitudou s thlovou frekvenci

w = +/mglo/Jo.

Na obr. 7 jsou zobrazeny namétrené ¢asové hodnoty maximélnich vychy-
lek thlu ¢ spolu s teoreticky vypocétenym ¢asovym pribéhem thlu ¢ dle
vztahu (7) b&hem jednoho cyklu. Metodou iteraci byly pro parametry w a
a ziskdny hodnoty w = 1,26548 rad-s~! a a = 6,6-10"3s~!. Vzhledem k po-
uzitym zjednoduSenim je ziskany matematicky model v pfijatelné shodé
s vysledky experimentu.
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Obr. 7 Casovy pritbéh zmén thlu odklonu (1 — experiment, 2 — teorie)
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Zavér

Cilem prispévku bylo ukazat studenttim, Zze pochopit a objasnit ¢innost
i zafizeni, na prvni pohled nikterak sloZitého, v souladu se zékony fyziky,
neni vzdy jednoduché a vyZzaduje i hlubsi uvahu a zamysleni. O trvajicim
zédjmu o fyzikalni princip této hracky svédéi i fada ¢asopiseckych publikaci
(napf. [7]-[15]). V uvedeném piipadé bylo pak velmi zajimavé a podnétné,
jak si spoluautorka, studentka ucitelstvi, poradila, a nakonec vytesila pro-
blémy spojené s nutnosti ziskat za danych podminek a pomoci dostupné
méfici techniky vSechny potiebné udaje.
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Neprimé meéreni
vystupniho napéti
Van de Graaffova generatoru

CENEK KODEJSKA
Gymnazium, SOS a VOS, Komenského 77, Novy Bydzov

Van de Graaffiv generator (VAGG) je znam mezi uéiteli fyziky prede-
v§im jako demonstraéni nastroj pro vytvoreni viditelného jiskrového vy-
boje mezi kouli VAGG a mensi vybijeci kouli s plastovym drzadlem. Velmi
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efektni je také experiment, kterym miizeme piiblizné zobrazit silo¢ary elek-
trického pole okolo hlavy testované osoby prostfednictvim jejich vlast.
Pfipomenime téZ méné znamé experimenty s rotujicim elektrostatickym
vétrnikem (zndmym také jako Hamiltontv mlynek) umisténym na vrcholu
VAGG, srseni naboje z hrotu zptisobujici ohyb plamene svicky (elektricky
vitr), levitace polystyrénovych kulicek v akrylovém vélci s kovovym dnem
spojenym s VAGG, elektrostatickd zvonkohra, aj. viz [1].

Moderni doba pfinasi i pokusy o spojeni klasického experimentu napf.
s rozsifenou realitou [2], a musime také zminit i pivodni ¢lanek Roberta
Van de Graaffa o vyuziti VAGG coby zdroje vysokého napéti pro linearni
urychlovade ¢astic [3].

V tomto ¢lanku se nicméné chceme zaméfit na klasické vyuziti VAGG
jako zdroje vysokého napéti o velikosti fadové 105 V.

Metod, jak uré¢it napéti VAGG, neni mnoho a vétsinou poskytuji jen ori-
entacni hodnoty vystupniho napéti generatoru. S Van de Graaffovym ge-
neratorem, a zejména s jeho zdokonalovanim, je historicky spojen doc. Jan
Zouzelka, ktery navrhl pro méreni vystupniho napéti VAGG elektrostaticky
rota¢ni voltmetr [4]." Moderni zptisob vyroby elektrostatického voltmetru
je pak uveden napf. v [5].

Teoretické vypocty napéti VdAGG metodou rezonanéni frekvence nebo
modelace elektromagnetického tlumeného pulzu lze najit v [6], pfiblizny
vypocet napéti pii pouziti tzv. ,gap” metody, kdy se méii vzdalenost
mezery mezi kulovymi sférami, je pak uveden v [7].

V souladu s posledné zminénym zdrojem je t¥eba uvést, ze vystupni na-
péti VAGG neni vzdy stejné, jeho hodnotu ovliviuje napt. teplota a tlak
okolntho vzduchu nebo vlhkost vzduchu. Hlavnim parametrem ovliviiuji-
cim velikost vystupniho napéti generatoru je pak i praumér koule VAGG,
rychlost pohybu a 8ifka pfenosového péasu a permitivity vSech pohyblivych
Casti generatoru.

Jen ¢isté pro dplny piehled zde zminime i metodu kapacitnich nebo
odporovych déli¢t, které uvadi [8], ale i tyto metody poskytuji pouze ori-
entacni hodnoty napéti VAGG.

Cilem této prace bylo navrhnout takovou experimentalni metodu, kteréa
by nejen poskytla presnéjsi hodnoty vystupniho napéti VAGG, ale ktera by
mohla byt predevsim vyuzita na stfednich Skolach v ramci laboratornich
cviceni.

D Bez zajimavosti neni skutecnost, ze tento clanek vénoval jednomu ze zakladateli
olomoucké didaktiky fyziky prof. Josefu Fukovi k jeho 65. narozeninam.
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A. Teoretické odvozeni elektrického potenciilu na po-
vrchu koule VdGG

Vypocet elektrické sily z vychylky kyvadla je podrobné uveden v online
sbirce fegenych tloh z fyziky [9], kterd vznikd od roku 2006 na Katedie
didaktiky fyziky MFF UK. Vétsina uloh prosla odbornou recenzi a svym
zaméFenim pokryvaji oblast ZS, SS i VS.

Na obr. 1 je znazornén VdGG s polomérem koule R, kyvadlo o délce
L a polomérem kulicky rq, vzajemna vzdalenost stfedi obou kouli je r.
Velikost elektrického potenciadlu na povrchu koule VAGG je oznacena g,
velikost potencialu ve vzdalenosti r od stfedu koule VAGG je oznacena ;.

L cosa

L 1
Obr. 1 Elektrostatické kyvadlo s VAGG — ptisobici sily

Uved'me nejprve nékteré matematické vztahy vyplyvajici ze situace na
obr. 1. Pro vypodet ahlu 8 plyne v souladu s [9] nasledujici vztah:

Y
tgfl= ——"——— 1
&f R+r+ Lsina’ (1)

kde y = L — Lcosa = L(1 — cos ).
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Vypocdet elektrické sily z rovnobézniku sil
Pro vypocet elektrické sily F, vyjdeme ze sinové véty mezi silami F,, Fg

a uhly « a 7, ze které plyne vztah

o Fgsina mg sin a _ mgsina
¢ siny  sin(90° —a+B)  cos(a — )’

(2)
pricemz plati v — 8 = 90° — « a obecné platny vztah sin(90° — ) = cosx.

Vypocet sily z Coulombova zakona

Plati-li soucasné, Ze velikost elektrické sily mezi dvéma nabitymi kou-
lemi, jejichz stiedy jsou ve vzajemné vzdalenosti r, je dana vztahem

_ 1 Q2

dne  r?

: (3)

e

miZzeme z rovnosti vztaht (2) a (3) vyjadiit velikost naboje Q1 na kouli
VAGG jako

mgsina  4rer?

cos(a —B) Q2

Protoze obecné plati Q = C¢, a kapacita malé koule kyvadla je dana
vztahem C = 4ner, miZeme do vztahu (4) dosadit za Qo vyraz 4nerigg.
Potencial ¢q ziskda malé koule v okamziku kontaktu s kouli VAGG. Rovnice
(4) po dosazeni a tipravé pak piejde na tvar

Q1= (4)

mgsina 72

cos(a — B) ripo’

Q1=

()

Vypocet potenciilu ¢y na povrchu koule VdGG

Pro vypocet potencidlu g na povrchu koule VdGG plati obecné znamy

vztah
1 O
= — ), 6
%0 Ime R (6)
ze kterého miizeme vyjadrit naboj 1 rovnici
Q1 = 4ne Rpo. (7)
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Dosazenim vztahu (5) do rovnice (7) ziskame vysledny vztah pro potencial
po. Protoze vystupni napéti VAGG je dano rozdilem potencialu ¢q a nulo-
vého potencidlu zemé, mizeme vysledny vztah pro potencial ¢y soucasné
povaZzovat za vztah pro vystupni napéti VAGG, ktery je déan rovnici

mgsinae 1 r
U =g =4/ —————. 8
VGG = o \/cos(a — B)dne R ®)

2

B. Experimentalni urceni vystupniho napéti VdGG

Pfi realizaci experimentu byl pouzit Van de Graaffiv generator s elek-
trickym pohonem 230 V / 50 Hz. Pramér koule generatoru je 28 c¢m, ma-
ximéalni zkratovy proud I, = 10 uA, rychlost otacek pasu 1500 ot/min,
kapacita vnitiniho kondenzatoru cca 15 pF. Primérna vlhkost vzduchu pfi
realizaci experimentu byla 45 %.

Pfed spusténim VAGG byl micek kyvadla ve svislé poloze tak, aby se
svym prumérem dotykal koule generatoru v misté jejtho priméru. Po za-
pnuti generatoru doslo nejprve k odchyleni kyvadla asi o 15°, pak se kyva-
dlo vraci diky gravitaci zpét do rovnovazné polohy. Ne vzdy se ale dotkne
koule VdGG. Teprve v okamziku piimého kontaktu mezi obéma koulemi
kyvadlo za¢ne odskakovat do vétsich vzdélenosti a vychylka zavésu kyvadla
od svislého sméru dosahne své maximalni hodnoty.

P1i videoanalyze je pak tfeba vzit v dvahu jen ty thly, kdy kyvadlo
kmité ve svislé roviné, které je soucasné rovnobézna s rovinou objektivu
kamery. Pouze v tomto piipadé poskytuje kalibra¢ni nastroj programu
Tracker spoleéné s néstrojem pro méreni délky realné hodnoty délek ne-
zkreslené perspektivou. Videozaznamy byly pofizeny mobilnim telefonem,
ktery byl fixovan na stativu.

Jak plyne ze vztahu (8), metoda nepfimého méfeni vystupniho napéti
VAGG spoé¢iva v uréeni hodnoty hmotnosti m kyvadla, maximalni od-
chylky zavésu kyvadla od svislé polohy o thel «, zméfeni polomért obou
kouli a predevsim zméfenim maximaln{ vzdalenosti r, o kterou se kyvadlo
vzdali od stifedu VAGG. ProtoZe jde o pomérné rychly a dynamicky proces,
ruzné ¢idla jako napf¥. Motion Detector od Vernieru, ktera jsou zaloZena
na ultrazvukové detekci, by se v praxi pro méfeni vzdalenosti r uplatnila
jen velmi obtizné. Podobné je to s pfesnym zmérenim thlu a.

Proto jsme se rozhodli pouzit, jako uz v nékterych jinych experimen-
tech, kde je tfeba analyzovat rychly pohyb télesa (viz napt. [10]), videoa-
nalyzu pomoci programu Tracker. Na obr. 2 je ukazka méficich néstroji

Matematika — fyzika — informatika 33 (2) 2024 125



v programu Tracker, konkrétné thloméru (Zzluta barva) a délkového mé-
fidla (svétlemodra barva). Protoze program umoZziiuje relativné pfesnou
kalibraci vzdélenosti pomoci zndmych rozméri, jako je napf¥. délka kyva-
dla v rovnovazné poloze, je méfeni touto metodou pomérné velmi presné.
Vzdalenosti 1ze mérit s presnosti na cm s absolutni nejistotou 0,5 cm, dhly
s presnosti na stupné s absolutni nejistotou 0,5°.

Uhlomér A [7] Pravitka krok 1183: UhE|| 26.4° ‘ |_1‘n,enzm ‘ |_2| 0,601 m ‘

Obr. 2 Videoanalyza v programu Tracker

Naméfené hodnoty jsou uvedeny v tabulce 1. Méfeni bylo provedeno
pro ruzné délky L kyvadel v intervalu hodnot 0,6 m az 1 m. Pingpongovy
micek potfeny grafitem mél hmotnost m = 2,9 g a polomér r; = 2,0 cm.
Jako druhé kyvadlo byl pouzit plastovy duty micek s néstiikem Zn-Al
barvy o hmotnosti m = 6,3 g a poloméru r; = 2,4 cm. Polomér koule
Van de Graaffova generatoru byl zméfen v souladu s tdaji vyrobce jako
R =14 cm.

Primérna hodnota vystupniho napéti z hodnot uvedenych v tabulce 1
byla urcena jako

Uvace = (150 £ 5) KV.

Hodnota udavana vyrobcem je v intervalu 150 kV az 200 kV, takze ziskany
vysledek je v dobrém souladu s timto rozmezim.
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Tabulka 1. Hodnoty napéti Uyqga Vv zavislosti na parametrech podle rov-
nice (8).

Pingpongovy micek Plastovy micek

m=29g,r =2,0cm m=6,3g,r =24cm

L/m r/cm a/B U/kV | L/m r/em o/ U/kV
1.0 70 30°/12° 154 1.0 61 24°/9° 163
0.8 66 35°/13° 157 0.8 53 25°/8° 143
0.6 59  41°/15° 155 0.6 46 26°/8° 129

Zaveér

Zabyvali jsme se nepifimou metodou méfeni vystupniho napéti Van de
Graaffova generatoru a teoretickym odvozenim vztahu pro potenciil na
povrchu koule generatoru.

Primérna hodnota vystupniho napéti U = 150 kV ziskana pomoci mé-
ticich nastroji v programu Tracker, ve kterém jsme provadéli videoanalyzu
pohybu kyvadla, byla v souladu nejen s tidaji vyrobce, ale i s p¥ibliznou
»gap' metodou, pti které byla zméfena primérna vzdéalenost mezi hlavni
kouli VAGG a vybijeci kouli pii preskoku jiskry cca 5-7 cm. To ve spo-
jeni s kritickou hodnotou intenzity £ = 3 MV /m, pfi které dojde k pru-
razu vzduchového dielektrika, vede k hodnoté vystupniho napéti v rozmezi
150 kV az 210 kV.

Vyhodou této metody je nejen pomérné presné a snadné urceni na-
péti Van de Graaffova generatoru pomoci videoanalyzy pohybu kyvadla,
ale soucasné lze tento netradi¢ni experiment realizovat v rdmci laborator-
nich praci na st¥edni $kole, ¢imz lze obohatit nejen gymnazialni kurikulum
o atraktivni badatelskou aktivitu, ale zejména o zkuSenost, kterou si zak
ve Skole pfi préaci s Van de Graaffovym generatorem osvoji.
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Sir William Thomson

(ke dvoustému vyroci narozeni)

JITKA HOSKOVA PROKSOVA
Fakulta pedagogicka ZCU, Plzen

V 19. stoleti patfil William Thomson (vice znamy svym Slechtickym
jménem jako lord Kelvin, baron z Largsu) k nejvyznamnéj$im evropskym
matematikim a piirodovédcim. Jeho nadani a zaliba v matematice, fyzice
a filozofii byly od atlého veku tak silné, Ze uz v deseti letech zacal studovat
na Glasgowské univerzité. Za svého Zivota napsal 661 publikaci a piFihla-
sil na sedmdeséat patentt. Radost z objevovani ho pfivedla k vynaleztim,
které posunuly hranice lidského poznani ve fyzice nizkych teplot, v ter-
modynamice, v atmosférické elektiiné nebo v prenosu elektrické energie
(podmotskym kabelem).

Portrét Williama Thomsona, Barona Kelvina (1824-1907) na fotografii
studia Russell & Sons, London (zdroj: Wikipedie)
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William se narodil 26. ¢ervna 1824 v irském Belfastu, kde jeho otec
James Thomson pusobil jako profesor matematiky a inzenyrstvi na Kra-
lovském akademickém institutu. Matka zemfela Williamovi v jeho Sesti
letech. V roce 1833 se s otcem a péti sourozenci prestéhoval do Glasgow,
kde Jamesi Thomsonovi nabidli misto profesora matematiky na mistni
univerzité. Glasgowska univerzita tehdy umoziovala studium i nadanym
zékam zékladnich 8kol. Svym silnym zaujetim pro pfirodni védy a filozofii
k nim William rozhodné patfil, a tak zac¢al univerzitni studia ve svych
deseti letech!) . Behem nasledujicich let ziskal za své matematické nadani
a kreativitu nékolik cen [1].

V roce 1841 se vénoval problematice $ifeni tepla v pevnych latkach
a sepsal prvni t¥i odborné ¢lanky [2], ve kterych porovnal matematické
teorie vedeni tepla s jevy elektrostatiky — tyto analogie pozdé&ji vyzdvihl
jeho o sedm let mladsi krajan James Clerk Maxwell (1831-1879) jako jedny
z nejcennéjsich itvah moderni védy. Ve stejném roce byl také William piijat
k dalsimu studiu na Peterhouse College v Cambridge, kde kromé rozvijeni
védomosti nasel velkou zalibu ve veslovani, v hudbé a v literatufe, nicméné
prioritou pro néj stale zustavaly prirodni védy. Po ¢tyfech letech pak ziskal
bakalafsky titul a také Smithovu cenu? [1].

Pozornost mladého Williama vzbudily Faradayovy experimenty, a tak
se zabyval tvahami o elektrické indukci a navrhl matematickou metodu
zobrazovani naboju pro hledani silocar v elektrostatice. Mozn4 i v reakci
na Thomsonovo povzbuzeni se pak Michael Faraday (1791-1867) pustil
do vyzkumu, ktery vedl k objevu magnetooptického jevu (pozdéji po ném
pojmenovaném), kdy ve vhodném prostiedi za pilisobeni podélného mag-
netického pole dochazi ke staceni roviny linearné polarizovaného svétla.®)

Po studiich obohatila Williama pé&timési¢ni staZz zamérena na kalorimet-
rii — absolvoval ji v Parizi u fyzikalntho chemika Henriho Victora Regnaulta
(1810-1878). Behem ni se seznamil s fadou francouzskych védca a ziskal
tak cenné podnéty pro dalsi vyzkum. Jeho pobyt ve francouzské metropoli
vSak v roce 1846 prerusilo jmenovani profesorem prirodni filozofie na Glas-
gowské univerzité, a tak zacal William Thomson ve svych 22 letech vést
vysokoskolské kurzy. V té dobé si jiz vybudoval v Britanii povést nadaného

1)Spolu s nim byl prijat ke studiu i jeho o rok starsi bratr James.

2)Cena za originalni vyzkum v matematice a fyzice.

3)P¥&inou stadeni roviny linearni polarizace je pfedeviim riizna rychlost slozek pola-
rizovaného svétla pfi Sifeni materidlem umisténym v magnetickém poli. Faradayav jev
se vyuziva napfiiklad v astrofyzice, magnetooptice, spintronice, optickych telekomuni-
kacich nebo laserové fyzice.
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nezavislého védce, proto nebylo divu, Ze se s chuti pustil do problema-
tiky, ktera tehdy vyvolavala vasnivé rozepfe. Slo v nich o podstatu tepla,
o prevoditelnost tepla na mechanickou praci, popf. o jeho mechanickou
ekvivalenci. Zacal se tedy zabyvat dynamickou teorii tepla a v roce 1848
predstavil navrh absolutni termodynamické stupnice. Ponofil se do termo-
dynamiky natolik, Ze se podilel i na formulaci termodynamickych zakona®
a pridal se ke kritice praci Sadi Carnota (1796-1832). Carnotovy zavéry se
lisily od Jouleovych poznatkt predevsim ,,absolutné ztracenym teplem“,
o némz Thomson tvrdil, Ze se ,nenavratné ztratilo ¢lovéku, nikoli vSak
v materiadlnim svété“. Tim rozsitil své uvahy o druhém termodynamickém
zakonu na cely vesmir a vynofila se otazka tepelné smrti vesmiru [3, 4, 5].%)

Thomsonova spolupréace s Jamesem Prescottem Joulem (1818-1889) vy-
astila v objev jevu, ktery jako prvni potvrdil existenci mezimolekularniho
ptisobeni v redlném plynu (Joulav—Thomsontv efekt) a kterého se v kryo-
genice vyuziva k predchlazeni systémi. Jejich vyzkum také polozil zaklady
kinetické teorie tepla.

Na podzim roku 1852 se Thomson ozZenil s Margaret Crumovou. Man-
zivniho pracovniho nasazeni. Pfesto se zacal znovu zabyvat elektifinou a
magnetismem, mezi jinym i rezonanénimi jevy v oscila¢nich elektrickych
obvodech. Odvodil vztah pro zavislost rezonanéni frekvence wg na indukdé-
nosti L a kapacité C' (dnes znamy jako Thomsontv vzorec)

1
wo m
O rok pozdgji ho George Gabriel Stokes (1819-1903), Williamuav dlouho-
lety pritel ze studii na Cambridge, pozadal o nazor na Faradayovy po-
kusy, které se tykaly névrhu konstrukce transatlantického podmoiského
telegrafniho kabelu z Evropy do Ameriky. Problematika prichodnosti ka-
belu Thomsona zaujala, a tak se vrhl do propocitani prenosové rychlosti
— do8el k zavéru, ze rychlost prenosu dat v kabelu je nepfimo tmérna
druhé mocniné jeho délky. V analyze z roku 1855 se také vénoval vlivu

Vice v Thomsonové &lanku On the Dynamical Theory of Heat [3].

5)Tento pojem oznauje vyvoj vesmiru do stavu, kdy je zvySovani entropie podle
druhého termodynamického zakona pricinou vycCerpani veskeré vyuzitelné energie do
odpadniho tepla. V takovém pfipadé by pak nemohl existovat zivot. Stav tepelné smrti
vesmiru by v8ak platil jen tehdy, pokud by byl vesmir izolovanym termodynamickym
systémem. I v soucasnosti se stale vedou diskuze, zda je viibec mozné aplikovat termo-
dynamicky pojem entropie na cely vesmir.
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konstrukce kabelu na jeho rentabilitu. V roce 1856 se stal védeckym po-
radcem a zaroven ¢lenem spravni rady Atlantické telegrafni spolecnosti
Wildman Whitehouse. V dalsich letech pfedstavil Thomson navrhy velmi
citlivych méficich pristroji, z nichz zfejmé nejvice zaujal svym zrcatkovym
galvanometrem, ktery si nechal patentovat.

V letech 1857 az 1865 se tucastnil nékolika plaveb pii pokladani pod-
moiského kabelu. Za netispésné pokusy vétsinou mohly technické nebo
povétrnostni potize. Az v roce 1866 byl béhem dalsi plavby poloZzen kabel,
ktery se nepfetrhl, a dokonce se tehdy podafilo nalézt i ztraceny kabel
z pokusu minulého roku. Thomsonovo tsili i vira v kone¢ny tspéch byly
odménény zaslouzenym obdivem vefejnosti a v listopadu roku 1866 mu
byl spolu s dal$imi osobnostmi tohoto projektu udélen kralovnou Viktorii
Slechticky titul sir. N&které z pristroji, které tehdy vyvinul pro kabelovou
telegrafii, se v Sedesatych letech 19. stoleti staly vyznamnym piinosem i
pro badani v oblasti atmosférické elekttiny [1].%

V roce 1867 zavrsil William Thomson svou dlouholetou spolupraci s ko-
legou a pfitelem Peterem Guthriem Taitem (1831-1901) vydanim ucebnice
Pojedndni o prirodni filozofii (Treatise on Natural Philosophy) [6], ktera
se brzy stala stézejni publikaci pro vyuku matematické fyziky. V tomto
roce také prednesl na jednani Royal Society of Edinburgh zajimavy kon-
cept povahy atomil, které povazoval za virové atvary v (tehdy tolik po-
pularnim) etéru. Vychazel piitom ze zavéri prace Hermanna von Hel-
mholtze (1821-1894) z roku 18587), Ze virova vldkna se v neohranicené,
nestladitelné a neviskozni tekuting (éteru) uzaviraji ve stabilni prstence.
V pribéhu dalsich desetileti se Thomson snazil sviij ptivodni navrh, opira-
jici se o jednotny mechanicky mikroskopicky pohled na pfirodni jevy, dal
rozvijet, proto teoreticky vySetfoval tvarovou riznost a pohyby zminénych
prstenci. Jeho prace nasla kladnou odezvu napitiklad u Alberta Abrahama
Michelsona (1852-1931) nebo Jamese Clerka Maxwella, se kterym Thom-
son udrzoval pravidelnou korespondenci a piatelské vztahy [4, 5].

V Cervnu 1870 doslo ke smutné udalosti v Thomsonové soukromi — po
dlouhé vysilujici nemoci zemfela jeho manzelka Margaret. Na podzim stej-
ného roku se Thomson rozhodl koupit namotni plachetnici, kterou pojal
jako plovouci laboratof k testovani ndmoinich kompasu a jinych navigaé-

6)Na observatofi Kakioka v Japonsku se pouzival Kelvintv kapatkovy elektrometr
pro méfeni atmosférického elektrického pole az do roku 2021.

7)Na Helmholtztiv ¢lanek upozornil Thomsona vy$e zminény Peter Guthrie Tait a
pfedvedl mu i pokusy s koufovymi prstenci ve vzduchu, na kterych demonstroval vlast-
nosti téchto atvara.
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nich pfistroji a kterou se obvykle plavil v doprovodu svych kolegtu. Pti
téchto plavbach se b&hem zastéavky na Madeife poznal s Francis Annou
Blandyovou a v ¢ervnu roku 1874 se s ni ozenil. Siiatek byl zfejmé i prici-
nou, ze zacal budovat své venkovské sidlo Netherhall, usedlost ve skotském
Largsu. I druhé manzelstvi vSak ziistalo bezdétné.

Béhem osmdesatych let 19. stoleti rozsiril Thomsonovu teorii viri jeho
jmenovec Joseph John Thomson (1856-1940). Za to, Ze nasledujici de-
setileti prineslo zmar této teorie, mohly predev§im nové experimentalni
poznatky. Jednalo se o Michelsonovy—Morleyho pokusy, které odhalily ne-
vérohodnost existence etéru, a objev elektronu® . Pfesto je tfeba upozornit,
ze Thomsonovy tvahy mély vliv na vznik jedné z oblasti topologie — na
teorii uzla.”)

Béhem svého zivota dostdaval Thomson fadu prestiznich nabidek ke
zméné plsobenti, ale zistal vérny Glasgowské univerzité po neuvétitelnych
53 let. Jako vysokoskolsky pedagog se pii prednaskach tdajné nechéval
unést a odchyloval se od tématu natolik, Ze Sanci sledovat tok jeho uvazo-
vani méli jen ti nejlepsi studenti. Ti ale jisté dokéazali ocenit Thomsonovy
podnéty a touhu stale vynalézat nové pomtcky a piistroje [1].

Za cely zivot se William Thomson stal drzitelem mnoha domécich i za-
hrani¢nich ocenéni. V roce 1883 napriklad ziskal Copleyho medalii Kralov-
ské spole¢nosti a o devét let pozdéji byl za své tspéchy v termodynamice
povySen (jako prvni britsky védec) do Snémovny lordii. Zaroven mu byl
udéleny titul lord Kelvin, baron z Largsu.'?)

Skoro do konce svého Zzivota se Thomson vénoval priamyslovému vy-
zkumu, coz doklada i obrovské mnozstvi — vice nez 70 — vynalezl, které
prihlasil k patentovani. Jesté v roce 1904, tedy ve svych osmdeséati letech,
se stal kancléfem Glasgowské univerzity [1].

O tii roky pozdéji, 17. prosince 1907 zemfiel na nasledky nachlazeni ve
své usedlosti v Largsu. Je pohibeny ve Westminsterském opatstvi v Lon-
dyné pobliz ostatki dalsich velikanti, jako byli Isaac Newton, John Herschel
a Charles Darwin. V muzeu Univerzity v Glasgow jsou vystavené ve stalé
expozici jeho origindlni pisemnosti, vyznamné dokumenty a jiné artefakty.

8)Elektron jako &astice byl objeven roku 1897 ji# zminénym J. J. Thomsonem pii
studiu podstaty katodového zareni.

9) Teorie uzlii se zabyva matematickymi uzly, jejichz konce (na rozdil od uzli z b&zného
zivota) jsou spojeny. Do dnesni doby je takovych matematickych utvart evidovano vic
nez 6 miliard.

10)Thomson si vybral jméno Kelvin podle ¥i¢ky, ktera protékala v univerzitnim arealu
kolem jeho laboratore. Mésto Largs lezi v severnim Skotsku pobliz sidla Netherhall.
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Lord Kelvin patfil mezi nejvlivngjsi védce 19. stoleti a diky jeho teore-
tickym poznatkim vznikla (zejména v oblasti kryogeniky) i po jeho smrti
fada vynalezu.

Pamatnik Williama Thomsona, lorda Kelvina, pobliz Glasgowské univerzity
(zdroj: Wikipedie)
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INFORMATIKA

Déleni kostky na vlastni oci

SARKA GERGELITSOVA - TOMAS HOLAN
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V [1] jsme pied ¢asem popsali ilohu, kolika zptisoby lze rozdélit kostku,
slozenou z 2 x 2 x 2 kosticek, na dvé souvislé ¢asti. Nekteri z ¢tenaia ulohu
vyfesili sami, jini moZna uvéfili naSemu FeSeni [2], ale nebylo by lepsi,
kdybychom se o tom mohli presvédcit na vlastni oc¢i?

Obrézek casto vyda za mnoho slov, iika se. A to se fikd o dvouroz-
mérnych obrazcich, ale do tfirozmérného prostoru se toho vejde vic nez
na dvourozmérny papir. Mohli bychom zobrazit vSechny moznosti roz-
déleni krychle na ¢asti v trojrozmérném prostoru tak, aby si je kazdy
mohl prohlédnout? Netrpélivi ¢tenafi se mohou podivat sem: https://
projektor.geometry.cz/?co=show&did=335, ti trpélivi necht ¢tou dale.

MoZnosti trojrozmérného zobrazeni

KdyZ jsme (my, autofi tohoto ¢lanku) chodili do 8koly, mivali jsme v ka-
binetech zemépisu, pfirodopisu, ale i fyziky nebo chemie, fadu trojrozmér-
nych modeld vyrobenych ze dfeva a lepenky. Dnes je snazsi si takovy
model vyrobit a zobrazit v pocitadi, at uz se na néj budeme divat pomoci
bryli pro virtualni realitu nebo jen jako na obrazek, kterym miizeme rtzné
pohybovat a otacet.

Pokud chceme vytvorit trojrozmérny model, mizeme pouzit néktery
z fady modelovacich programt (Blender, 3DSMax, ...), ale pokud ne-
chceme nic instalovat a pokud se nechceme ucit ovladat novy program,
staCl nam néstroje a jazyky, které dokdzou trojrozmérné objekty popsat
textem a nasledné zobrazit ve webovém prohlize¢i. Takovym jazykem je
VRML [4], dnes nahrazované svym néslednikem X3D [5] a X3DOM [6].
Trojrozmeérné objekty se tam popisuji pomoci zvlastni syntaxe a neni t&zké
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pomoci nékolika rfadka definovat trojrozmérnou scénu, kterou potom pro-
hlize¢ dokaze zobrazit.

Nova syntaxe

Protoze jsme se ale nechtéli zatézovat syntaxi VRML ani X3D, vymysleli
jsme si jesté jednodussi jazyk a vytvorili jsme k nému prohliZe¢, to vSechno
v jedné webové strance [7]. Scéna se v ném popisuje jako text, kazdy fadek

odpovidé jednomu objektu a kdyz napiSeme tfeba
C

dostaneme krychli:

Podobné piikaz S vytvori kouli nebo Y valec.

KdyZ nejsme spokojeni s velikosti, mizeme do stejného radku pridat
parametry ovliviwjici velikost (S), ale také rotaci (R), barvu (C) nebo
polohu (P), takze tfeba prikaz

C S20.51 co10 PO1O

vytvofi zelenou cihlu posunutou o 1 vzhiru (krychle skilovana v ose = na
dvojnasobek, v ose y na polovinu, jejiz barva je vyjadiena pomoci RGB
slozek (0,1,0) a ktera je posunuta z pocatku o vektor (0,1,0)).
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vyrobi snéhuldka:

Program, ktery piSe program

NepiSeme tenhle ¢lanek proto, abychom ukazovali dalsi z mnoha moz-
nosti, jak popisovat trojrozmérné konstrukce, ani nezapominame na to,
¢im jsme zacali, tedy délenim kostky, uz se k tomu blizime.

Takze mame jazyk, kterym miiZzeme popsat trojrozmérnou scénu, a
méame program, ktery tuto scénu potom dokaze zobrazit. Dalsi krok, ktery
chceme predstavit, je, ze ten popis scény nemusime psat vlastnoruéné, ale
miiZeme si napsat program, ktery ho napiSe za nas. Anebo se na to muzeme
podivat z druhé strany a predstavit si, Ze az budeme pfisté v hodinach in-
formatiky ucit cyklus, tak misto ulohy napiste program, ktery vypise cisla
od 1 do 10 muzeme Fesit alohu napiste program, kteryj postavi zed. Zed
pfitom muze pro rtzné pokrocilé zéky znamenat rtizné véci, od fady kos-
tek umisténych ve vodorovné i svislé ose az po opravdovou zed se spravné
propojenymi cihlami:
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Jak je to s délenim kostky?

NapiSeme si program, ktery projde vSechny moznosti, jak 1ze osm kosti-
¢ek, ze kterych se sklada krychle 2 x 2 x 2, rozdélit do dvou mnozin. Protoze
je kostek osm a kazda bude patfit do prvni nebo do druhé mnoziny, bude
takovych déleni existovat 28, tedy 256 moznosti. Tyto moznosti mizeme
oc¢islovat ¢isly 0..255 a kdyz si predstavime takové ¢islo zapsané ve dvoj-
kové soustavé, potom ¢islice 0, resp. 1, na i-té pozici bude znamenat, Ze
i-ta kosticka patii do prvni, resp. druhé mnoziny.

Pro kazdou z téchto moznosti program spo¢te, na kolik kust se takto
rozdélend kostka rozpadne, a pokud ty kusy budou pravé dva, tak je
to platné rozdéleni a obarvi jednu ¢ast modie a druhou zelené; pokud
bude pocet kust jiny, tak obé ¢asti rozdélené kostky obarvi jinymi dvéma
barvami.

Pro zjisténi poctu kusii pouzijeme nésledujici algoritmus: Na zacatku
jednotlivym kostickdm prifadime ¢&isla 0, 1, 2, ..., 7 urcujici, do které
komponenty souvislosti ta ktera kosticka patii. Potom se budeme divat na
dvojice kosticek, které spolu v ptivodni krychli 2 x 2 x 2 sousedily, a pokud
obé kosticky pat¥i do stejné mnoziny (maji v binarnim zapisu na své pozici
obé nulu nebo obé jednicku), spojime tyto komponenty souvislosti tak, Ze
v8em kostickdm, které maji ¢islo komponenty shodné s ¢islem komponenty
druhé kosticky, nastavime ¢islo komponenty, které ma prvni kosticka.

Zdrojovy kod vypadé takto:

N =2

KOSTEK = N**3

DELENI = 2%xKOSTEK

ROZMER = 2% (KOSTEK/2)

K=1 # rozmér kostilky

Km = 1.1 # rozestupy kosticek

S = N¥Km  # rozmér jednoho déleni
MEZERA = 3

Sm = (1+MEZERA)*S # rozestupy déleni

def PocetKomponent( deleni ):
# bindrni zapis déleni urcuje,
# do které casti kosticka patri
# spravné déleni by mélo mit dvé souvislé komponenty
bd = ""
for _ in range (KOSTEK) :
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for

bd = bd+"01"[deleni % 2]
deleni = deleni//2
HRANY2x2x2 = [ (0,1), (0,2), (1,3), (2,3),
# které kosticky spolu sousedi
4,5), 4,6), (6,7, (6,7),
(0,4), (1,85, (2,6), (3,7) ]
komp = [i for i in range (KOSTEK)]
for h in HRANY2x2x2:
if bd[ h[0] I==bd[ h[1] 1:
#jsou ve stejné casti kostky

if komp[h[1]]!=komp[h[0]]:

# jsou zatim v rdzné komponenté...
zceho, naco =komp[h[1]], komp[h[0]]
for i in range (KOSTEK) :

if komp[i]==zceho:
komp [1]=naco
# ...prevedeme do stejné komponenty
return len(set (komp))

d in range(DELENI):
dx = d % ROZMER
dz = d // ROZMER

# jedno déleni:

pocet = PocetKomponent( d )

dd = d # pro prevod do dvojkové soustavy
for i in range(KOSTEK) :

x=1%N
y=Q// N %N
z =1 // (NxN)
if dd’%2==0:
barva = "0 0 1"
Y=0
else:
barva = "0 1 0"
Y=1=%S§S
if pocet!=2:
barva = "1"+barval1l:]
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dd = dd // 2
print( £"C S {K} {K} {K} P {Smxdx+x*Km} {O+y*Km +Y}
< {Sm*dz+z+xKm} C {barval}\n" )

Vysledny text, ktery mtze byt obtizné ¢ist, protoze téch kostek je hodné,
potom nakopirujeme do vstupniho pole vySe zminéného prohliZzece a mu-
zeme prohlizet moznosti déleni kostky. VSechny najednou. ..

Dalsi podobné dlohy?

Podobné mtuzeme postupovat i v pfipadé jinych tloh. Napiiklad u otazky:
Kolik rizngch souvislyjch ttvari lze slepit z jedné, dvou, ti, ¢tyr, péti, ...
kostek?

Néjaky vzore¢ek nebo navod, ktery by to fesil obecné, nezname. Ale neni
tézké napsat program, ktery bude prohleddvat vSechny moznosti. Mtuzeme
si pamatovat seznam obsazengch poli a k tomu také seznam sousednich
poli, abychom je nemuseli pokazdé hledat. Také se ndm bude hodit pa-
matovat si, jaké moZnosti/tvary uz jsme nasli, abychom je nezapoéitavali
vickrat.

Program by potom mohl vypadat tieba takto:
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# kolik ridznych souvislyjch tvard jde poskladat ze (7)

— kosticek?

nechat jenom jedno,

(textové) popis

# tvar = (polet,obsazené,sousedni),

# obsazené i sousedni jsou mnoziny (x,y,z)

# zakladni tvar:

# - ze vSech mozZnych pootoceni si

# - zaroveh posouvat k pocatku ve vSech oséch
# - vybirat to, které md nejmensSi

# BFS:

fronta = [ (0,set(),{(0,0,0)}) 1]
zname = set() # znamé "obsazené"

def sousedi( x,y,z ):

return { (X_lyy’z): (X+1’Y3Z)’ (X,Y-l,z), (X,Y"’l,z),

— (X,Y:Z—i), (X:Y,Z"'i) }

vysledny_seznam = []

KOSTKY = 7

kolik = 0O

last_pocet = 0

while len(fronta) > O:
tvar = fronta.pop(0)

pocet, obsazene, sousedni = tvar

if pocet > last_pocet:

print( f"{last_pocet}: {kolikl}" )

kolik = 0
last_pocet = pocet
kolik += 1

if pocet==KOSTKY:

vysledny_seznam.append(zakladniTvar (obsazene) [1])

# [1] = rotace a posunutd k polatku

elif pocet > KOSTKY:
break

for (x,y,z) in sousedni:
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new_obsazene = obsazene.union( set({(x,y,z)}) )
zakl = zakladniTvar( new_obsazene ) [0]
# [0] = popis obsazenych
if zakl in zname: # tenhle tvar uz mam

continue
zname.add( zakl ) # aby se priSté neopakoval
# je to NOVY tvar => doplnit jeho dal$i atributy
new_sousedni = sousedni.union( sousedi(x, y, z) )
new_sousedni = new_sousedni.difference(new_obsazene)
fronta.append( (pocet+l, new_obsazene, new_sousedni)

o)
# vypsat vysledny seznam:

K=1

Km = 1.1

BLOK = 10

RADKA = int(len(vysledny_seznam)**(1/2))
pocet = 0

f = open("slepenec.txt",'w')
for obsazene in vysledny_seznam:
x0 = BLOK*(pocet % RADKA)
z0 = BLOK*(pocet // RADKA)
pocet +=1
for (x,y,z) in obsazene:
f.write( £"C P {Km*x(x0+x)} {Km*y} {Km*(z0+z)} C O
- 10\n")
f.close()

vvvvvv

Tvar (new_obsazene), kterd mnozinu obsazenych pozic prevede vzdycky
na stejny tvar bez ohledu na rotaci nebo posunuti, abychom mohli porov-
névat, jestli jsme tuhle kombinaci kostek uz n€kdy vidéli.

Poéty moznosti pro rostouci pocty kostek jsou:

W N = O
N R
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a vysledné obrazky mohou vypadat tfeba takhle pro pét kostek [7]:

a takhle pro sedm kostek [8]:

Zavér

Obrazek nam pomuze vidét néco, co bychom si jinak mohli jenom pied-
stavovat. Prostorovy obrazek miize byt jesté o néco nazornéjsi nez dvou-
rozmérny obrazek. A vytvorit prostorovy obrazek muze byt docela snadné,
pokud mame jednoduchy jazyk pro jeho popis, a jesté snazsi, pokud pro
vytvafeni pouZijeme program. Zkuste to také!
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Pocitacova grafika, 4. dil

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Clanek volné navazuje na predchozi tfi dily, zabyva se rasterizaci zaklad-
nich geometrickych objekti. Podrobné se vénuje rasterizaci tiseCky pomoci
algoritmu DDA. MiZe slouzit jako pomucka pro stFedoskolské ucitele in-
formatiky a vypocetni techniky.

Rasterizaci objektii rozumime kresleni téchto objektti do rastru zobrazo-
vaciho zafizeni, v naSem pripadé se jednéa o displej. Budeme mit k dispozici
matematicky popis néjakého zakladniho geometrického objektu, napfiklad
tsecky. Tento objekt je tvofen nekoneénym mnozstvim bezrozmérnych ge-
ometrickych bodu (viz také prvni dil tohoto serialu [1]) a nagim tkolem je
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ho co nejvérnéji zobrazit v rastru, ktery je vSak tvofen pouze koneénym
mnozstvim fyzickych pixeld. Situace je zndzornéna na obr. 1. Rasterizaéni
algoritmy by mély navic pracovat co nejefektivnéji, to znamené, co nej-
rychleji s vyuzitim malého mnozstvi paméti.

Obr. 1 Rasterizace tsecky

Pobavme se nejprve o soufadnicovém systému, se kterym budeme v dal-
§im vykladu pracovat. Pocatek souradnicového systému umistime do le-
vého horniho rohu zobrazovaciho zafizeni.!) Kladna polovina osy z tedy
sméfuje zleva doprava, kladn& polovina osy y shora dolti. Pfedpoklddame
dale, Ze pixely maji jednotkovou velikost. Logicky pixel (viz [1]) umistime
do levého horniho vrcholu pixelu — soufadnice daného fyzického pixelu jsou
proto dany soufadnicemi jeho levého horniho vrcholu, jak ukazuje obr. 2.

012345 x

[\

3
[]

Y

Obr. 2 Zeleny pixel ma soufadnice (2,2), modry pixel ma soufadnice (5, 3)

D Toto nastaveni je v pocitacové grafice bézné.
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muZeme aproximovat lomenymi ¢arami slozenymi z tseéek. Stejné se tak
déje dokonce i v trojrozmérné grafice. Trojrozmérné objekty se totiZ re-
prezentuji pomoci trojuhelnikové sité, které je taktéz vykreslovana pomoci
usecek, priklad muzeme vidét na obr. 3.

Obr. 3 Model delfina reprezentovany pomoci trojuhelnikové sité (zdroj Wiki-
pedia)

Vyklad za¢neme zakladnim algoritmem pro rasterizaci usecky, v dalsich
asecka, kterou chceme rasterizovat, uréena koncovymi body A = (x4,y4) a
B = (zp,ys). Tyto souradnice jsou celociselné, pfimo tedy udavaji soutrad-
nice prvnfho a posledniho pixelu. Pro jednoduchost dale predpokladejme,
7e bod B bude lezet napravo a nize od bodu A, tedy z4 < zp a ya < yp,
jak muzeme vidét na obr. 4.

Nejprve budeme muset najit matematickou funkei, které popisuje zavis-
lost y-ové soutradnice libovolného bodu této tsecky na jeho x-ové sourad-
nici. Rasterizaci za¢neme naptiklad v bodé A; po uréitych krocich budeme
ménit jednu soufadnici a s pomoci zminéné funkce dopocitavat souradnici
druhou, dokud se nedostaneme do bodu B. Vypoc¢tené hodnoty vSak bu-
deme muset zaokrouhlit, abychom obdrzeli celo¢iselné souradnice pixela.

Rozebereme si nyni tento postup podrobnéji. Usedku popiSeme pomoci
smeérnicové rovnice primky, na které tato tisecka lezi:

y=kz +q, (1)
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kde k je smérnice urcujici sklon pfimky a g ur¢uje prusecik pfimky s osou y.

TA B «x
| ]
| |
| |
YA A 1
|
'B
YB - S
Y

Obr. 4 Usecka uréena koncovymi body A a B.
Smérnice piimky k je rovna tangenté dhlu, kterou tato pfimka svira
s kladnou polovinou osy z, plati tedy:

k= YB — YA .
B —TA
Rozdil yg — y4 budeme v dal$im textu znacit Ay, rozdil zg — x4 jako Ax.
Jak jsme jiz fekli, rasterizaci za¢neme v bodé A. Prvni bod usecky, ktery
budeme zpracovavat proto bude mit souradnice

Tl =7TA, Y1 = yYa.

Souradnice prvniho pixelu, ktery touto rasterizaci ziskdme, bude mit préavé
tyto soufadnice. V druhém kroku zvysime hodnotu z; o jednicku:?)

o = x1 + 1.
Ze vztahu (1) potom vypoc¢teme pfislusnou y-ovou soufadnici:
Yypo=kxo+q=k(z1+1)+qg=kz1+q+k =y1 + k.
Soufadnice druhého pixelu pak ziskame zaokrouhlenim y-ové soufadnice:*)

(z2,round(y2)).

2)Vzhledem k tomu, 7e fyzicky pixel je &tverec jednotkové velikosti, pfictenim jednicky
se tak jisté ocitneme v pixelu, ktery lezi napravo od daného pixelu.

3) z-ovou soufadnici zaokrouhlovat nemusime, ta je totiz po celou dobu vypocétu ce-
lo¢iselna.
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Zcela stejnym zptsobem pak pokracujeme v dalsich krocich. Obecné tedy
miZeme psat, Ze v i-tém kroku vypoé&itame soufadnice bodu (x;,y;) po-
moci soufadnic bodu z pfedchoziho kroku (z;_1,y;-1):

Ty =21 + 1,

Yi = Yi—1 + k.

Souradnice pfislusného pixelu pak ziskdme zaokrouhlenim y-ové soufad-
nice:
(i, round(y;)).

Vypocet skonéime v okamziku, kdy bude z-ova soufadnice vétsi nez zp.
Timto zpisobem vypocteme soufadnice vSech zelenych pixeli, které jsou
ukézany na obr. 1.

Pravé odvozeny postup se nazyva algoritmus DDA.*) Jedna se o nej-
jednodussi algoritmus rasterizujici tsecku, pseudokdd tohoto algoritmu je
nasledujici:

Algoritmus 1 Algoritmus DDA pro fidici osu z

Vstup: Body A = (z4,ya) a B = (xp,ys); viechny soufadnice jsou
celociselné.
Vystup: Soufadnice pixeli, které rasterizuji tsecku danou koncovymi

body A a B.
k= 3L

Az
(z,9) = (2a,y4)
while z < zp do
obarvi pixel o souradnicich (x,round(y))

r=x+1
y=y+k
end while

Tento algoritmus mé vSak jeden zavazny hacek. Uvazujme situaci zob-
razenou na obr. 5. Rozdil oproti pfedchozimu piikladu je zjevné v tom, ze
rasterizované tsecka méa vyrazné vétsi sklon. Popsany postup tuto tsecku
rasterizuje velmi §patny zptisobem; podivejme se na zelené vybarvené pi-
xely na obr. 5, které tuto rasterizaci znézornuji. Z obrazku je patrné, ze
rasterizované pixely na sebe nenavazuji, vysledek je proto velmi neuspo-
kojivy.

Y DDA je zkratkou z anglického nézvu Digital Differencial Analyzer.
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Obr. 5 Rasterizace tse¢ky s velkym sklonem.

Je evidentni, Ze tento problém zptsobuje pravé velky sklon dané tusecky.
Algoritmus 1 totiz vyuziva skute¢nosti, ze ma tsecka maly sklon,”) coZ se
do vypoc¢tu promitlo neustalym zvySovanim z-ové soufadnice o jednicku.
V pripadech, kdy je sklon tusecky maly, fikime, Ze je osa x 7idici osou.

Neustalé zvySovani z-ové soutfadnice je vSak pro tsecky s vétsim sklo-
nem nevhodné, zpisobi totiz ,roztrzeni“ pixeld, které jsme zaznamenali
na obr. 5. V pfipadech, kdy je fidici osou osa y (usecka méa velky sklon a
pfimyka se proto k ose y), bude vhodnéjsi, kdyZ budeme zvysovat o jed-
nicku y-ovou soufadnici a dopoditavat ze vztahu (1) z-ovou souradnici.

Tento postup popisuje algoritmus 2.

Algoritmus 2 Algoritmus DDA pro fidici osu y

Vstup: Body A = (z4,ya) a B = (zp,yp); viechny soufadnice jsou
celociselné.
Vystup: Souradnice pixeld, které rasterizuji usecku danou koncovymi

body A a B.
k= Az
Ay

(z,9) = (2a,y4)
while y < yp do
obarvi pixel o soufadnicich (round(zx),y)

r=x+k
y=y+1
end while

5)Usecka se primykd k ose .
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Pred samotnym vypoctem tedy musime nejprve urcit, ktera z os bude
tidici. Uc¢inime tak jednoduse z hodnoty smérnice. Pokud bude totiz k < 1,
pak se tisecka pfimyka k ose x a tato osa je tedy fidici. Pokud vsak bude
k > 1, tsecka se pfimyka k ose y, fidici osou je tedy osa y. Pro mezni
pripad, & = 1, muze byt volba libovolna. Vytvoreni obecného algoritmu
DDA (pro libovolnou Fidici osu) je pak pifmocaré.

Pristi dil serialu bude opét vénovany rasterizaci. Ukadzeme si Bresen-
hamuv rasteriza¢ni algoritmus a vysvétlime si jeho vyhody oproti algo-
ritmu DDA. Dale si vysvétlime, jakym zplisobem se rasterizuji jiné geo-
metrické objekty (napiiklad kruznice nebo elipsa).
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ZPRAVY

Ustiedni kolo 73. ro¢niku MO
kategorie A

M@

Usttedni kolo 73. ro¢niku Mate-
matické olympiady kategorie A uspo-
fadalo ve dnech 17.-20. bfezna 2023
Gymnéazium, Ceské Budgéjovice, Jirov-
cova 8. Zastitu nad nim prevzali doc.
Dr. Ing. Dagmar Skodovd Parmouvd,
priméatorka statutarnitho mésta Ceske
Budéjovice a Mgr. Pavel Klima, né-
méstek hejtmana Jihoceského kraje a
poslanec Parlamentu CR. Na uspora-
dani ustfedniho kola se déle podilela
Ustfedni komise matematické olympi-
ady, Jednota Ceskych matematiki a fy-
zikl a Ministerstvo skolstvi, mladeze a
télovychovy CR.

Vsichni soutézici, ¢lenové Ustiedni
komise komise MO a pozvani hosté byli
ubytovani v grandhotelu Zvon, slav-
nostni zahéajeni soutéze a jeji vyhla-
Seni probéhlo v obfadni sini historické
ceskobudéjovické radnice a vlastni sou-
t&z pak na gymnaziu Jirovcova. Na
slavnostnim zahajeni privital soutézici
hlavni organizator Mgr. Radek Trca,
Mgr. Pavel Kavrik, feditel gymnézia,
nositelé zastity a nechybéla ani tradi¢ni
motivaéni pfednaska doc RNDr. Jaro-
mira Simgi, CSc.

Na zakladé
uloh krajského
zvala Ustiedni

jednotné koordinace
kola kategorie A po-
komise MO k ucasti
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v uastfednim kole 51 nejlepsich ucast-
nikd, mezi nimiz bylo 6 divek. Na fe-
Seni obou trojic soutéznich tloh méli
soutézici po oba dny, 18. a 19. bfezna,
vzdy 4,5 hodiny ¢istého Casu. Za kaz-
dou tlohu mohli soutézici ziskat nej-
vyse 7 bodu (s celo€iselnymi bodovymi
zisky).

Organizatofi zavéreéného kola MO
pfipravili pro soutézici a pro d¢leny
ustfedni komise pestry doprovodny
program. Odpoledne po prvnim sou-
téznim dnu absolvovali prohlidku
mésta. Druhy den to pak byla na-
v8téva mistni hvézdarny a plane-
taria a projekce oskarového filmu
,Oppenheimer*.

Vyhlaseni vysledki soutéZe a pie-
déni cen nejlepsim fFesitelim IV. kola
kategorie A se uskute¢nilo ve st¥edu 20.
bfezna dopoledne. Slavnostniho aktu
se zucCastnili také zastupci skupiny
CEZ, kte¥i specialnd ocenili tii nej-
lepsi fesitele ustfedniho kola soutéze.
Piedseda UK MO doc. RNDr. Tomds
Bdrta, Ph.D. v zavére¢ném projevu po-
dékoval celému tymu organizitori za
kvalitni pfipravu a mimotradné zdafily
pribéh celého ustiedniho kola.

Dle organiza¢niho radu Matema-
tické olympiady bylo vyhléSeno jede-
nact vitézu ustfedniho kola, absolut-
nim vitézem se pak stal David Hro-
mdadka z G Nad Aleji v Praze 6 se zis-
kem 40 bodt. Déle bylo ocenéno tfi-
nact uspésnych fresiteli. Podrobnéjsi
vysledky najdete na strankach 73. roc¢-
niku MO. Zde najdete také vzorova
reseni soutéznich tloh, jejichz zadéani
uvadime nize.
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1. sout&zni den (18. biezna)
1. Necht a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla,
pro néz se jedna z hodnot
D(a7 b) ' n(b7 C),
D(ba C) ! l’l(C, a)a
D(c,a) - n(a,b)
rovné soucinu zbylych dvou. Dokazte,
7e nékteré z Cisel a, b, ¢ je nasobkem
jiného z nich.
(Symbol D(z,y), resp. n(z,y), znad¢i
nejvétsi spoledny délitel, resp. nejmensi
spoleény nésobek, pfirozenych ¢&isel

T, y.) 3
(Jaroslav Svrcek, Josef Tkadlec)

2. Vnitini bod P konvexniho Ctyi-
thelniku ABCD spliuje rovnosti

|I PAD| = |X ADP| =
= | CBP| = |&XPCB| = |XCPD|.

Necht O je stfed kruznice opsané
trojuhelniku CPD. Dokazte, Ze plati
|OA| = |OB]. (Patrik Bak)

3. Urcete nejvétsi prirozené Cislo n
s vlastnosti: Libovolnou sadu n tetra-
min, z nichz kazdé je jednoho ze ¢tyr
tvarii na obrazku, lze bez prekryvéani
umistit do tabulky 20 x 20 tak, ze kazdé
tetramino pokryva pravé ¢tyfi pole ta-
bulky. (Jednotlivd tetramina miZzeme
libovolné otacet a preklapét.)

(Josef Tkadlec)
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2. soutdzni den (19. bfezna)

4. Na party se seslo 10 chlapct a
10 divek. Kazdému chlapci se libi jiny
kladny pocet divek. Kazdé divce se libi
jiny kladny pocet chlapct. Urcete nej-
vétsi celé &islo m s néasledujici vlast-
nosti: Vzdy lze utvorit asponi n dis-
junktnich part, v nichz se obéma libi
ten druhy. (Josef Tkadlec)

5. Posloupnost realnych ¢isel
(ak):;l spliiuje pro kazdy index k > 1
rovnost

ary1 = 3ar — [2ax] — |ax].

Urcete vSechna pfirozena ¢isla n, pro
ktera je takova posloupnost s prvnim
¢lenem a1 = 1/n od jistého ¢lenu kon-
stantni.

(Zapisem |z] rozumime nejvetsi celé
¢islo, které nepfevySuje dané reédlné
&éislo x.) (Jaromir Simsa)

6. Najdéte vSechny pravoihlé troj-
thelniky s celo¢iselnymi délkami stran,
do nichz lze vepsat dvé shodné kruznice
s prvociselnym polomérem, které maji
vnéjsi dotyk, obé se dotykaji prepony
a kazd4 z nich se dotyka jiné odvésny.

(Jaromir Simsa)

Vsichni vitézové a nejlepsi tspésni
fesitelé z nematuritnich ro¢nika byli
pozvani na vybérové soustiedéni, kde
budou bojovat o mista v reprezentac-
nich druzstvech na Mezinarodni ma-
tematickou olympiadu ve Velké Bri-
tanii a StFfedoevropskou matematickou
olympiadu v Madarsku. Nejlepsi fesi-
telé z nematuritnich ro¢nikia pak bu-
dou v pozvéani na tradi¢ni zafijové sou-
stfedéni nejlepsich fesitelt kategorie A
do Janskych Lézni.

Pavel Caldbek
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éesky tuspéch na 13. evropské
divéi matematické olympiadé

oo

Ttindctd Evropské divéi mate-
matickd olympidda (dale EGMO)
se konala ve dnech 11.-17. dubna
2024 v gruzinském Cchaltubo (ang-
licka transkripce Tskaltubo, gruzinsky
F9s0$900M) nedaleko druhého nejvét-
gtho gruzinského meésta Kutaisi. Do
Gruzie se soutéz ,vratila“ po tfech le-
tech, desaty ro¢nik 2021 se kvli epide-
mii covidul9 konal pouze online. Aktu-
alniho tfinactého ro¢niku se zucastnilo
212 divek (147 z Evropy) reprezentuji-
cich 54 stata (37 evropskych).

éesky reprezentacni vybér byl se-
staven na zakladé vysledki krajského
kola kategorie A 73. ro¢niku Matema-
tické olympiiddy a nésledného vybéro-
vého soustiedéni. Misto v reprezentaci
si vybojovaly: Anastasia Bredichina,
Gymnaézium J. Keplera, Praha 6, Te-
reza Cernd (8/8), Gymnazium Lito-
méficka, Praha 9, Veronika Mensi-
kovd (6/8), Arcibiskupské gymnazium
Korunni, Praha 2 a Lenka Poljakovd
(8/8), Gymnézium J. Skody, Pferov.
Vedoucim ceské delegace byl RNDr.
Pavel Caldbek, Ph.D., z PYF UP v Olo-
mouci a pedagogickym vedoucim Mgr.
Pavel Salom.

V pétek 12. dubna probéhlo slav-
nostni zahdjeni, kdy vSechny acastniky
privitali organizatori, zastupci mésta a
kraje a sponzori. Jesté pred nim za-
sedala Jury slozend z vedoucich jed-
notlivych druZstev. Z navrhi, které
v prosinci poslaly jednotlivé ucastnické
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staty, vybrala tlohova komise sadu
6 tloh. Tyto Jury po diskusi schvalila
a nasledné prelozila do néarodnich ja-
zykt. Mezitim divky mély na programu
sezndmeni s méstem i ostatnimi acast-
nicemi a v centralnim lazenském parku
a jeho okoli hledaly poklady.

Samotné soutézi pak byly vénovany
dva dny, sobota 13. a nedéle 14. dubna,
ve kterych soutézici fesily v ¢asovém li-
mitu 4,5 hodiny po tf¥ech tulohach, za
kazdou z nich mohly ziskat az sedm
bodu. Néasledujici dva dny se soutézici
seznamovaly s Gruzii, v pondéli nav§ti-
vily pfirodni rezervaci a jeskyni Sata-
plia, nejvétsi atrakce, park se zacho-
valymi stopami dinosauri, vSak v té
dobé prochazel rekonstrukci. V utery
pak soutézici spoletné s vedoucimi
druzstev navstivily Prometheovu jes-
kyni. Mezitim si acastnice mohly vy-
brat z fady volno-¢asovych aktivit od
ruznych sportovnich turnaji po se-
znameni s mistnim folklérem a vyuky
tancti. Vedouci narodnich tymi spolu
s mezinarodnimi koordinatory mezitim
studovali a hodnotili feSeni ucastnic.

Na dternim slavnostnim zakonceni
byly vyhlaseny konec¢né vysledky. Jako
nejjednodussi se ukazaly prvni dvé
dlohy prvniho dne s primérnym bo-
dovym ziskem 4,2 a 4,1 bodu, dale
prvni a druhé tloha druhého dne s pri-
byly tfeti ulohy kazdého dne s pru-
méry 1,7 a 0,3 bodu; pfitom za kazdou
ilohu mohly soutézici ziskat az 7 boda.
éeéky si s témito dlohami poradily
velmi dobfe a kazda z nich si odvezla
(podruhé v historii) nékterou z me-
daili. Tereza Cernd se ziskem 28 bodt
ziskala st¥ibrnou medaili obsadila pfi-
tom 34. misto (19. mezi evropankami),
zbyvajici Gcastnice si odvezly medaile
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bronzové. Lenka Poljakovd se ziskem
18 bodu obsadila 76. (47.) misto, Ve-
ronika Mensikovd, se 17 body obsadila
84. (50.) misto a Anastasia Bredichina
se 16 body obsadila 92. (54.) pozici.

Nejlepsi ucastnici byla Hannah Fo-
rovd ze Spojenych stata, kterd ze
42 moznych bodu ziskala 41, jediny
bod ztratila na Sesté tloze. Pfitom byla
jedinou feSitelkou, kterda tuto tlohu
skoro vyfesila, ostatni acastnice na ni
ziskaly nejvySe 3 body. Nejlepsi ev-
ropankou pak byla Aino Aulankovd
z Finska, ktera ziskala 38 bodu a cel-
kové obsadila 2. pozici. Nejlepsim druz-
stvem se staly Spojené staty se zis-
kem 151 bodt, nejlepSim evropskym
druzstvem pak byla celkové c¢tvrté
Ukrajina. Ceéky se celkové umistily se
79 body na 21. misté, coz byla 14. po-
zice mezi evropskymi staty, zopakovaly
tak své loniské velmi dobré umisténi.
S tplnymi vysledky se muze seznamit
na strankach soutéze.

Na zévéretném zasedani Jury byly
schvaleny drobné zmény organiza¢niho
fadu a po odstoupeni dlouholeté pre-
zidentky soutéze, Svycarky Viviane
Kehl, byla prezidentkou zvolena Pdrsla
Esmeralda Sietina z Finska. Dale byl
vybor soutéze rozsifen o jednoho re-
prezentanta neevropskych zemi, kte-
rého voli neevropsti tcastnici, zbyva-
jici ¢tyfi (véetné prezidenta) jsou vo-
leni evropskymi zemémi. Soutéz se cel-
kové vydafila; ti¢astnice mély mozZnost
seznamit se zemi, kandidujici na vstup
do Evropské unie, za coz patii dik pred-
sedkyni organiza¢niho vyboru Marekhi
Nikoladze.

Dale uvadime zadani vSech Sesti
soutéznich uloh (v zavorce je uvedena
navrhujici zemé). Jejich FeSeni hledejte
opét na strankach EGMO.
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Prvni soutézni den
(13. 4. 2024)

Uloha 1

Na tabuli jsou napsana dvé rizné
celé ¢isla u a v. Postupné vykonédme né-
kolik krokt. V kazdém vykoname jednu
z nésledujicich dvou operaci:

o (i) Jestlize a a b jsou rizna &isla na-
psana na tabuli a ¢&islo a + b tam
jesté napsané neni, potom jej tam
zapiSeme.

e (ii) Jestlize a, b, c jsou t¥i rizna &isla
napsand na tabuli a celé ¢islo x,
které na tabuli jesté napsané neni,
spliwuje rovnost

az® + bz +c= 0,
potom na tabuli zapiSeme .

Urcete v8echny pocatecni dvojice (u, v)
celych ¢isel takové, Ze pro libovolné
celé ¢islo existuje kone¢na posloupnost
krokt, po kterych bude toto &islo na-
pséno na tabuli.

(Slovensko)

Uloha 2
Necht ABC je trojuhelnik spliu-
jici |AC| > |AB|, oznatme 2 kruz-
nici jemu opsanou a I stied jeho kruz-
nice vepsané. KruZnice vepsana se do-
tyka stran BC, CA, AB po fadé& v bo-
dech D, E, F. Necht X a Y jsou
Po_ fadé/\dva body kratsich oblouki
DF a DFE kruZnice vepsané takové,
7e [XBXD| = | DYC|. Pfimka XY
protina pfimku BC v bodé K. Dale
necht T je takovy bod kruZnice €, Ze
pfimka KT je tetnou €2 a bod T lezi
v téze poloroviné vytaté primkou BC
jako bod A. Dokazte, ze piimky T'D a
Al se protinaji na kruznici Q.
(Spojené krdlovstv)
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Uloha 3

Kladné celé ¢islo n nazveme své-
rdzné, jestlize pro jeho libovolny
kladny délitel d je ¢&islo n(n + 1) déli-
telné d(d+1). Dokazte, ze pro libovolna
Ctyfi razna svérazné kladna cela &isla
A, B, C a D plati D(A,B,C,D) = 1.
Symbol D(A, B,C,D) znadi nejuétsi
celé cislo, které déli kaZdé z cisel A, B,

C aD.
¢ (Nizozemsko)

N~ o

Druhy soutézni den
(14. 4. 2024)

Uloha 4
Pro posloupnost a1 < a2 < - < an,
celych ¢isel nazveme dvojici (as,aj),
kde 1 < i < j < n, zajimavou, jestlize
existuje takova dvojice (a,a¢) celych
Cisel, kde 1 <k < ¥ <mn, Ze
U=k _ 4
a; — a;
Pro kazdé n > 3 urcete nejvétsi mozny
pocet zajimavych dvojic v posloup-
nosti délky n.
Y (Ukragina)

Uloha 5
Oznaéme N mnozinu vSech klad-
nych celych ¢&isel. Urcete v8echny
funkce f: N — N takové, Ze pro li-
bovolnou dvojici (z, y) kladnych celych
Cisel plati
e (i) z a f(z) maji stejny pocet klad-
nych délitelu.
e (ii) Jestlize = neni délitelem y a y

neni délitelem z, pak

D(f(x), f(y)) > f(D(z,y))-

Symbol D(m,n) znaci nejuétsi celé
¢islo, které déli kazdé z cisel m a n.
(Chorvatsko)
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Uloha 6
Urcete vSechna kladné cela ¢isla d,
pro ktera existuje polynom P stupné d
s realnymi koeficienty takovy, Ze mezi
P(0), P(1), P(2),...,P(d*> - d) je nej-
vyse d riznych hodnot.
(Lucembursko & Belgie)

Evropska divéi matematickd olym-
pidada se v roce 2025 bude konat v ko-
sovské Pristing, nasledujici pak ve fran-
couzském Bordeaux.

Pavel Caldbek

Celostatni kolo 65. ro¢niku FO
2024

Celostatni kolo 65. roéniku Fyzikal-
ni olympiaddy kategorie A ve gkol-
nim roce 2023/2024 hostil ve dnech
12.-15. bfezna 2024 Kralovéhradec-
ky kraj a predevsim Prirodovédec-
kd fakulta Univerzity Hradec Krdlové
(uhk.cz/cs/prirodovedecka-fakulta/
prf). SoutéZ probéhla za podpory
JCMF, MSMT, mésta Hradec Kra-
lové, Kralovéhradeckého kraje, caso-
pisu Vesmir, stavebniho holdingu En-
teria a skupiny CEZ. Na zakladé vy-
sledki krajskych kol soutéze, jez pro-
béhla 17. 1. 2024, pfijelo zméFit své sily
celkem 42 soutéZzicich (z toho 5 divek).

Regent teoretickych tloh v prostorach
PrF UHK
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Ve stfedu 13. 3. dopoledne dce-
kaly soutézici v prostorach Piirodo-
védecké fakulty UHK ¢&tyfi teoretické
tlohy, s nimiz se museli vyporadat bé-
hem péti hodin. Autorem prvnich t¥{
byl RNDr. Jan Thomas (Prvni Ceské
gymnazium Karlovy Vary), autorem
étvrté doc. RNDr. Jan Slégr, Ph.D.
(PfF UHK). Prvni mechanickd tloha
s nazvem OdpruZeny dopad pracovala
s pneumatickym odpruzenim — o kolik
se ,propadne® blocek, lezici na vzdu-
chovém polstari, kdyz na néj dopadne
zévazi; TeSitelé za ni ziskali v prua-
méru 4,19 bodu z deseti moznych a
nejlépe si s ni poradil Radovan Lev
(G Frantiska Palackého, Valasské Me-
s nazvem Kruhovy déj TeSila kruhovy
déj s linearni zavislosti p-V a pri-
mérny zisk byl 4,19bodu, na plnych
10 bodu se ji nepodafilo vyfesit zad-
tloze Kulové plochy z elektrostatiky
bylo nutno vypodcitat potencidly a in-
tenzity elektrickych poli na nabitych
koulich s dielektrikem; soutézici dosahli
v priméru 2,82 bodu a nejlepsi fe-
Seni odevzdal Stépdn Plass (G Jihlava).
Ctvrta optickd tloha s ndzvem Trans-
fokdtor (zoom) navazovala na studijni
text [1] a pocitaly se vlastnosti trans-
fokatoru. Soutézici ziskali v primeéru
3,14 bodu a nejlepsim fesitelem byl
opét Stepdin Plass (G Jihlava). Zé-
vérecnou redakci zadéni i autorského
feSeni dloh provedl doc. RNDr. Jan
Slégr, Ph.D. (Prirodovédecka fakulta
UHK), ktery byl také autorem experi-
mentalni tlohy.

Ve ¢tvrtek 14. 3. soutézici ve dvou
skupinach fesili praktickou tulohu vé-
novanou méfeni povrchového napéti
neznamé kapaliny vyuzitim odtrhé-
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vaci a kapkové metody. Soutézici ji
zvladli velmi dobfe a ziskali v priméru
16,44 bodu, nejlepsim fesitelem porota
vyhlasila Martina Kudrnu (G Jana
Keplera, Praha).

K celostatnimu kolu tradi¢né pat¥i i
bohaty navazujici program, jenz zahr-
noval komentovanou prohlidku centra
Hradce Kralové i zajimavé prednéasky
v prostorach PFF UHK.

Posledni den, v patek 15. 3. dopo-
ledne, probéhlo aule Univerzity Hradec
Krélové slavnostni vyhléseni vysledki.
Uved'me zakladni statistické udaje: de-
set acastniki se stalo vitézi, dvacet pét
uspé&snymi fesiteli a sedm ucastniky
soutéze. Pomyslnou zlatou medaili vy-
bojoval Stepdn Plass (G Jihlava), stii-
brnou Radovan Lev (G Frantiska Pa-
vou Martin Kudrna (G Jana Keplera,
Praha). Drzme palce pé&tici nagich sou-
tézicich na 54. Mezinarodni fyzikalni
olympiadé, kterd méa probéhnout od
21. do 29. ¢ervence 2024 v franském Is-
fahanu (viz ipho2024.ir).

Je treba podékovat obétavym or-
ganizatorim z poradajici Pfirodoveé-
decké fakulty UHK — doc. RNDr. Fi-
lipu Studnickovi, Ph.D., a RNDr. Mi-
chaele K¥iZové, Ph.D., ktefi se rozho-
dujici mérou zaslouzili o hladky pribéh
soutéze, pohostinnost a prijemnou pra-
covni atmosféru.

V pfistim 66. ro¢niku bude hos-
titelem celostatniho kola kraj Vyso-
¢ina a Gymnéazium Jihlava, kam ucast-
niky pozval tamni predseda krajské ko-
mise FO Mgr. Ladislav Karel. Zajemci
a pfiznivei soutéze najdou vSechny
potfebné aktualni informace vdetnd
zadani 1 feSeni uloh na ¢étendfim
MFI jisté dobfe znamych interneto-
vych strankach UKFO.
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1. Stépan Plass (G Jihlava, 52b),

Zlaty Stépdn Plass, nejlepsi Fesitel 3. a
4. dlohy

2. Radovan Lev (G Frantiska Palac-
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St¥ibrny Radovan Lev, nejlepsi fesitel
1. alohy

3. Martin Kudrna (G Jana Keplera,
Praha, 44b), 4. Lukas Tabery (Cyri-
lometodégjské G a ZS Prostgjov, 43b),
5. Matous Mista (G Olomouc, Hej¢in,
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42b), 6. Jakub Kubica (G Ostrava-
Hrabiivka, 40 b), 7. Sjmon Gencéur (Bis-
kupské G Brno a MS, 40b), 8. Eduard
Toloch (Slovanské G Olomouc, 38,5b),
9. Lukds Linhart (G Petra Bezrude,
Frydek-Mistek, 38 b), 10. David Némec
(Masarykovo G Plzeii, 37b).
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- ]
Bronzovy Martin Kudrna (G Jana
Keplera, Praha), nejlepsi Fesitel expe-
rimentalni dlohy

Uspésni Fesitelé

11. Michal Stroff (G Praha 4, Budé-
jovicka, 36Db), 12. Vit Izdny (G Jana
Keplera, Praha, 35,5b), 13. Daniel
Theiss (G Cheb, 34,5b), 14. Jan
Klir (G Bohumila Hrabala v Nym-
burce, 34,5b), 15. Daniel Ctvrtecka
(G Christiana Dopplera, Praha, 34b),
16. Michal Bernat (G Christiana Dop-
plera, Praha, 33,5b), 17. Petra Navra-
tilova (GPOA Znojmo, 33b), 18. Ra-
dim Novak (G Christiana Dopplera,
Praha, 32,5b), 19. Mat&j Pénicka
(G Praha 6, Nad Aleji, 30b), 20. Fi-
lip Cihlar (G J.S.Baara, Domazlice,
30b), 21. Petr Némec (Wichterlovo
G Ostrava, 29,5b), 22. Tomas Chlup
(G Brno-Reckovice, 29,5b), 23. Jiii
Sykora (G Trhové Sviny, 27,5b),
24. Vojtéch Kubrycht (G Praha 4,
Budgjovicka, 27,5b), 25. Jakub Sa-
vula (G Ceské Budéjovice, Jirovcova,
27,5b), 26. Marco Kormanik (Wichter-
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lovo G Ostrava, 27b), 27. Matéj Marek
(G Dr. Antona Randy, Jablonec nad
Nisou, 26,5b), 28. Adéla Vyhlidalova
(G J. Seiferta, Praha, 26b), 29. Vero-
nika Bartakova (Slovanské G Olomouc,
26Db), 30. Monika Drexlerova (G Roz-
nov pod Radhostém, 25,5b), 31. Ja-
chym Predota (G Ceské Budgjovice, Ji-
rovcova, 25,5b), 32. Richard Materna
(G Brno, tiida Kapitana Jarose, 25b),
33. Jakub Turner (G Jaroslava Vrch-
lického, Klatovy, 25b), 34. Jan Kousek
(G Chomutov, 24b), 35. Prokop Ber-
nard (G Zamberk, 23,5b).

Ucastnici
36. Jan Vacek (G Havlickiv Brod,
22,5b), 37. Nikolas Pippal (G Olo-
mouc-Hejéin, Tomkova, 22b), 38. Ja-
romir Cudek (Wichterlovo G Ost-
rava, 21b), 39. Linda Tomaéankova
(G Boskovice, 20b), 40. Jan Her-
zig (G J.S.Baara, Domazlice, 20b),
41. Tvan Zemlicka (G Praha 8, Ustavni,
20b), 42. Zbynek Makovsky (G Pardu-
bice, Dasicka, 19,5b).

Lukds Richterek

Ust¥edni kolo 73. ro¢niku MO
kategorie P

Letosni tstfedni kolo MO-P se ko-
nalo v Cesk}?ch Budgjovicich ve dnech
20.—22. 3. 2024. Jako obvykle pfimo
navazovalo na tustfedni kolo Matema-
tické olympiady kategorie A. Studenti,
kteri postoupili do ustfedniho kola v
obou nejvyssich kategoriich MO, tak
mohli absolvovat obé soutéze na jed-
nom misté a v pribéhu jednoho tydne.
Tentokrat bylo takovych studentu 14,
co je mimoradné vysoky pocet, skoro
polovina soutézicich v kategorii P.
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Celé ustfedni kolo Matematické
olympiaddy organizacné vyborné pri-
pravili pracovnici Krajské komise MO
v éeskych Budéjovicich a mistniho
Gymnéazia Jirovcova. V prostorach
gymnéazia také cela soutéz probi-
hala. O pfipravu a zajisténi odborné
Gasti ustfedniho kola MO kategorie P
se postarali pracovnici Matematicko-
fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze, ktefi pfipravili soutézni ulohy,
zajistili opravovani a vyhodnoceni ode-
vzdanych feSeni a pfipravu soutézniho
prostiedi pro praktickou ¢ast soutéze.

V letoSnim tustfednim kole Matema-
tické olympiady kategorie P soutézilo
30 nejlepsich dspésnych Tesitelt kraj-
skych kol. Nejvétsi zastoupeni méla
Praha se 14 ucastniky, dalsich 9 sou-
tézicich bylo z Jihomoravského kraje.
Sedm kraji nemélo v leto$nim ustied-
nim kole zadného FeSitele — v péti z nich
nikdo nepostoupil z krajského kola,
ve dvou se krajské kolo vibec neko-
nalo. Zajimavosti letoSniho ro¢niku je
také skutec¢nost, Ze 18 ze 30 ucastnikil
ustfedniho kola bylo z nematuritnich
ro¢niki, pouze 12 soutézicich bylo ma-
turanti.

Soutéz zacala ve stfedu vecer slav-
nostnim zah&ajenim. Ve ¢tvrtek dopo-
ledne probéhla teoretickd ¢ast soutéze,
v niz studenti fesili ulohy zaméfené
na navrh efektivniho algoritmu. V této
Casti se nepracuje na pocitacich, sou-
tézici odevzdavaji svoje TeSeni zpra-
covand v pisemné podobé. Na vyre-
Seni t¥{ zadanych tloh maji vymezen
¢as 4,5 hodiny. Jedna z teoretickych
uloh kazdoro¢né vyuziva néjaky netra-
di¢ni vypocetni model, ktery pfipravi
autofi uloh vzdy pro vSechna soutézni
kola prislusného ro¢niku Matematické
olympiddy. Zatimco organizatoii hned
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po obédé zacali s opravovanim a hod-
nocenim odevzdanych feSeni, studenti
méli moznost navstivit odpoledne pro-
vozy firmy Bosch, kterd byla jednim
z partnert ustfedniho kola MO. Po ve-
Cefi pak jesté nasledovala priprava sou-
tézicich na péateéni praktickou cast —
vSichni si mohli prakticky vyzkouset
préci na pocitacich se soutéznim a vy-
hodnocovacim prostifedim CMS. Sou-
tézici k nému piistupuji pomoci webo-
vého rozhrani, jehoz prostiednictvim
mohou nejen odevzdavat k vyhodno-
ceni sva vypracovana feSeni soutéz-
nich tloh, ale mohou také klast do-
tazy k dloham a dozvidaji se, jak byla
odevzdana TeSeni ohodnocena. Jedna
se o stejné prostredi, jaké se pouziva
i na mezinarodnich olympiadach v in-
formatice.

Druhy soutézni den probihal v pa-
tek v pocitacovych ucebnach gymné-
zia za obdobnych podminek a podle
stejnych pravidel, jako jsou organizo-
vany i mezinarodni stfedoskolské olym-
piady v informatice. Kazdy soutdzici
pracuje na pridéleném osobnim podi-
taci se soutéznim prostiedim a v pri-
béhu 4,5 hodiny mé za kol vyfesit tti
ulohy. Reseni praktickych tuloh je tfeba
dovést do podoby odladénych, plné
funkénich programi. Odevzdané pro-
gramy jsou jiz v pribéhu soutéze oka-
mzité testovany pomoci predem pfipra-
vené sady testovacich vstupnich dat.
Hodnoti se nejen spravnost, ale po-
moci nastavenych ¢asovych limita také
rychlost vypoétu. V bodovém hodno-
ceni lze diky tomu odlisit kvalitu raz-
nych FeSeni z hlediska ¢asové slozitosti
pouzitého algoritmu. Resitelé se pri-
bézné dozvidaji ohodnoceni svych te-
Seni, maji moznost Teseni opravit a
odevzdat ho opakované vicekrét.
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Ustfedni kolo 73. ro¢niku Matema-
tické olympiaddy bylo zakoncéeno v pé-
tek odpoledne slavnostnim vyhldSenim
vysledki kategorie P. Kazd& soutézni
uloha byla hodnocena nejvyse 10 body,
celkem tedy mohli soutézici ziskat ma-
ximalné 60 bodu. Tohoto vysledku
ov8em letos nikdo nedosahl, absolutni
vitéz obdrzel 53 bodi. Nikdo ze souté-
zicich neziskal plny pocet bodu ani v
teoretické, ani v praktické c¢asti. Jako
nejobtiznéjsi se ukézala byt posledni
praktické tloha, kterou zadny soutézici
nevytesil na plny pocéet bodt. Naopak
za prvni praktickou tlohu dostalo hned
15 studentt plny pocet 10 bodt. Podle
souctu dosaZenych bodi z obou sou-
téznich dnti dohromady se stanovi vy-
sledné poradi. Uspé&snymi Fesiteli letos-
niho ustfedniho kola MO kategorie P se
stali soutézici na 1. az 15. misté& v celko-
vém poradi, tedy vSichni, ktefi ziskali
alespon 35 bodt. Sest nejlepsich z nich
bylo vyhlaseno vitézi tstfedniho kola.

Vysledky tustfedniho kola 73. roc-
niku MO kategorie P

Vitézové

1. Antonin Malon, 8/8, Gymnézium t¥.
Kpt. Jarose, Brno, 53 bodu

2. Erik Jezek, 2/4, Smichovska SPS a
gymnézium, Praha 5, 51 boda

3—4. Jan Sliva, 7/8, Mensa gymna-
zium, Praha 6, 49 bodu

3.-4. Patrik Cihal, 4/4, individuélni
vzdélavani, 49 bodi

5~6. Adam Hrnéarek, 8/8, Gymna-
zium t¥. Kpt. JaroSe, Brno, 47 bodu
5~6. David Hromadka, 7/8, Gymna-
zium Nad Aleji, Praha 6, 47 bodta
Uspésni Feditelé

7-8. Adam Houdek, 8 ZS, SOS a ZS
Biezova, 46 bodu

159



7.-8. Svatava Simeckova, 6/8, Gymna-
zium t¥. Kpt. Jarose, Brno, 46 bodt
9. Viktor Cihal, 4/4, Smichovska SPS
a gymnazium, Praha 5, 45 bodi

10. Jan Vaclavek, 6/8, Gymnazium tf.
Kpt. Jarose, Brno, 44 bodu

11. Ondfej Pupik, 4/4, Gymnézium
RoZnov pod Radhostém, 43 bodu

12. Filip Majer, 7/8, Gymnazium Jana
Keplera, Praha 6, 40 bodu

13. Richard Dobisek, 7/8, Mensa gym-
nazium, Praha 6, 39 bodi

14. Albert Bako¢, 7/8, Gymnazium
Christiana Dopplera, Praha 5, 36 bodua
15. Lucie Roskovska, 7/8, Gymnazium
Elisky Kréasnohorské, Praha 4, 35 bodu

Ostatni icastnici

Ondrej Sedlacek, 5/6, Gymnazium Oty
Pavla, Praha 5, 34 b., Filip Hornék,
8/8, Klvafiovo gymnazium, Kyjov, 33
b., Jifi Schreiber, 7/8, Katolické gym-
nazium Ttebi¢, 33 b., Eduard Dlabola,
8/8, Gymnézium t¥. Kpt. Jarose, Brno,
32 b., Michael Jarvis, 6/8, Gymna-
zium épitélské, Praha 9, 28 b., Lu-
cian Poljak, 6/8, Gymnazium Jakuba
Skody, Prerov, 24 b., Jachym Kouba,
8/8, Gymnazium Jakuba Skody, Pre-
rov, 23 b., Simon Genécur, 8/8, Bis-
kupské gymnézium, Brno, 22 b., Ja-
kub Vojtek, 7/8, Gymnazium Brno-
Retkovice, 21 b., Mat&j Bittner, 4/4,
Gymnazium Arabska, Praha 6, 19 b.,
Petr Siglak, 7/8, Gymnéazium Christi-
ana Dopplera, Praha 5, 18 b., Tereza
Cerna, 8/8, Gymnéazium Litoméricka,
Praha 9, 16 b., Patrik Stencel, 3/4,
Mendelovo gymnézium Opava, 13 b.,
Krystof Maxera, 7/8, Gymnéazium Ji-
rovcova, Ceské Budgjovice, 12 b., Voj-
t&ch Franc, 4/4, Gymnazium Arabsk,
Praha 6, 4 b.

Na zékladé vysledki dosazenych
v ustfednim kole 73. ro¢niku Mate-
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matické olympiddy kategorie P byli
v8ichni uspésni TeSitelé pozvani na
kratké vybérové soustiedéni, které se
uskute¢nilo na Fakulté informatiky
Masarykovy univerzity v Brné ve dnech
18.—-21. 4. 2024. Cilem tohoto soustie-
déni bylo vybrat ¢eské reprezentanty
pro mezinarodni olympiady v informa-
tice. PTi vybéru reprezentantt s¢itame
body ziskané v ustfednim kole MO ka-
tegorie P a vysledky dosazené na vy-
bérovém soustiedéni. Ctyfi nejlepsi fe-
gitelé budou reprezentovat Ceskou re-
publiku na 36. mezindrodni olympiadé
v informatice IOI 2024. Ta se bude ko-
nat ve dnech 1.-8. 9. 2024 v Alexandrii
v Egypté. Dalsi ¢tyfi mladsi daspésni
Tesitelé, ktefi letos jesté nebudou ma-
turovat, se zicastni 31. stfedoevropské
olympiaddy v informatice CEOI 2024.
Stredoevropskou olympiddu budeme
letos hostit u nas v Ceské republice,
uskutecni se ve dnech 23.-29. 6. 2024
na Fakulté informatiky Masarykovy
univerzity v Brné. Nejlepsi ¢tvefice na-
Sich divek se zucastni 4. evropské divei
olympiaddy v informatice EGOI 2024,
ktera se bude konat 21.-27. 7. 2024
v nizozemském mésté Veldhoven neda-
leko Eindhovenu. O priubéhu a vysled-
cich v8ech t¥i mezinarodnich informa-
tickych olympiad vas budeme informo-
vat v naSem cCasopise.

Podrobné informace o celém 73. ro¢-
niku MO kategorie P, kompletni vy-
sledkova listina, texty soutéznich tloh
a jejich vzorova teSeni jsou k dispozici
na adrese https://mo.mff.cuni.cz/.
Na stejném misté se muzete seznamit
i se starS$imi ro¢niky této soutéZze a
také se vSemi aktualnimi informacemi
tykajicimi se kategorie P Matematické
olympiady.

Pavel Tépfer
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