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MATEMATIKA

K obsahtim pravouhelniku
opsanych elipse

MAREK JUKL - LENKA JUKLOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat dvéma extremélnimi vlastnostmi
pravothelniki opsanych dané elipse (v eukleidovské roving) tak, ze kazda
z jejich stran se dotykéd dané elipsy. Zaméfime se zde na otazku, jak pro-
stfedky elementarni matematiky urcit, ktery z pravoihelnik opsanych
elipse mé nejuétsi, resp. nejmensi obsah.!)

Jak znamo, ke kazdé elipse existuje kartézska soustava souradnic, v niz
je dana rovnici , ,

x
=+ %2 =1, (1)
kde a, b jsou kladn4 realna ¢isla (a # b; neuvazujeme specialné kruznice).

Dale uvazujme pfimku ¢ zadanou rovnici ve smérnicovém tvaru

t:y=kx—+aq, (2)

kde k, g jsou realna ¢isla, k& > 0. Protoze hleddme pravoihelnik opsany
elipse, uré¢ime q tak, aby pfimka ¢ byla te¢nou elipsy (tehdy méa na pfimce ¢
smysl hledat stranu takového pravothelniku).

Rovnici (1) upravime do tvaru b?z? + a?y? — a?b?> = 0 a z rovnice (2)
dosadime za y. Dostaneme tak

v22? + a®(k*2? + 2kqx + ¢°) — a®b? =0,

DPro tplnost dodejme, Ze elementarnimi prostfedky lze snadno nalézt pravouhelnik
elipse vepsany s maximalnim, resp. minimalnim obsahem (viz [1]).

Matematika — fyzika — informatika 33 (3) 2024 161



odkud po upravé obdrzime nésledujici kvadratickou rovnici o neznamé x
(b? + k%a®)a? + 2kqa’x + a®(¢® — b?) = 0. (3)

Pfimka je te¢nou elipsy, pravé kdyz mé s elipsou spole¢ny pravé jeden bod.
To nastane, pravé kdyz diskriminant D rovnice (3) je roven nule, tj. pravée
kdyz

D = 4k*¢*a* — 4(V* + k*a®)a®(¢* — b%) = 0.

Po tpravé (s vyuzitim nenulovosti &isel a, b) zjistime, Ze rovnost D = 0 je
ekvivalentni podmince b + k%a? — ¢% = 0, odtud

q=+Vb? + k2a2.

Ziskali jsme dvé tefny soumérné podle stfedu S elipsy (obr. 1), jejichz
obecné rovnice maji tvar

t1:kr —y+ Vb2 +k%a®2 =0
to: kx —y — Vb2 + k2a? = 0.

Obr. 1
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Uréime-li te¢ny sméru kolmého k ¢1, ¢o, pak jejich pruseciky s ty, to
ur¢i vrcholy opsaného pravoihelniku. Ziejmé obecné rovnice tecen t3, t4
kolmych k pfimkam t1, to maji tvar

x+ky+c=0.

Analogickym postupem uré¢ime ¢ a obdrzime obecné rovnice tecen t3 a ty4:

t3: x + ky — Va® + k202 =0,
ty: x + ky + Va? + k202 = 0.

Pro zjednoduSeny zapis dalsich vypoc¢ta zavedeme oznaceni:
m = a® + k*b?, n = b*+k%a?, (4)
tedy m,n jsou kladna realna ¢isla. Obecné rovnice tecen jsou tedy tvaru

ti: kx—y++n =0,
ta: kr—y—+/n =0,
ts: z+ky—+/m =0,
ty: z+ky+m =0.

Jsou-li pfimky ¢, t5 riznobézné se souradnicovou osou x, mizeme rov-
nice piimek ts, t4 vyjadfit ve smérnicovém tvaru y = —%x + @ Mayji-li
piimky 1, t2 obecné rovnice y = ++/n (tj. k = 0), pak pfimky t3, t4
maji rovnice x = ++/m. MiZeme tedy vzdy oznadit 1, to ty teény elipsy,
pro které je k € (0;1). Bez Gjmy na obecnosti lze tedy pfedpokladat, ze
ke (0;1).

K tomu, abychom mohli urc¢it obsah opsanych pravouhelniki, potfe-
bujeme znat délky jejich stran. Vzhledem k tomu, Ze jejich strany lezi
na navzajem rovnob&znych p¥imkach, stadl urcit ze znamého vztahu (viz
napf. [2]) vzdélenost rovnobéZnych piimek.

Pro vzdalenost p(p,q) rovnob&znych pfimek p, ¢ v roviné danych po
fadé obecnymi rovnicemi p: a1z + asy +ap = 0 a ¢: a1 + asy + aj = 0
plati, jak znamo

_ lag — ag|

p\P,4q) = —F5——-
N
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Plati tedy (obr. 1)

[2+/n] |2¢/m]
KIL| ==y ta,ts) = |[LM| = 2V
|KL| 2l p(ts, ts) = | | 21

Odtud tedy jiz pfimo muizeme uréit obsah S pravothelniku K LM N. Plati

S_4~/mn
k241

p(tlﬁtQ) =

()

kde m,n jsou dany vztahy (4).

Nejprve si polozme otazku, ktery z opsanych pravothelnikt ma nejuétsi
obsah.

Maximalni hodnotu vyrazu na pravé strané rovnosti (5) lze urcit bez
uziti diferencialntho poc¢tu. Staci si totiz uvédomit, Ze vyraz /mn udava
tzv. geometricky priumér kladnych realnych &isel m, n. MiZeme proto vy-
uzit nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym primérem ve tvaru

Vvmn <

pfi¢emz rovnost v ni nastava, pravé kdyi m = n. V naSem piipadé tak
z (5) plyne

m+n

m+n
S= k2+1 Y *kQ 2

Dosadime-li do pravé strany této nerovnosti za m,n ze vztahu (4), lze
vyraz na jeji pravé stran€ psat ve tvaru

(@®+0%) + k(@ +0%) _, (K +1)(e? +b7) _
k2 +1 N k2 +1

tedy pro hornf odhad obsahu plyne Spax = 2(a? + b?).

Této hodnoty nabyva obsah S, pravé kdyz m = n, neboli, po dosazeni
za m, n ze vztahu (4), plati a +b2k2 b% +a?k?, tj. (1 —k?)(a®=1%) = 0.
To vzhledem k pfedpokladu k € (0;1) a a # b nastane, pravé kdyz k = 1.

Pravotuhelnik maximélntho obsahu opsany elipse je tedy étverec s vr-
choly na oséch elipsy. Jak patrno, je soumérny podle os elipsy a jeho strany
lezi na primkach o rovnicich z —y++va2 + b2 =0axz+y+ Va2 +b> =0
(obr. 2). Jeho obsah je Syax = 2(a® + b?).

Nyni se zabyvejme druhou otazkou, tj. ktery z opsanych pravothelniki
ma nejmensi obsah. Intuitivné lze ocekavat, Ze miniméalniho obsahu do-
sdhneme pro pravotuhelnik znazornény na obr. 3.

9. 2(a® + b%),
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Dokazeme tedy, ze nejmensi obsah mé pravoihelnik se stranami rovno-
béznymi s osami elipsy, tj. Spyin = 4ab.

tl y = =
+* tQ
ty N C M
b
A E a F B
S x
ty K D L
Obr. 3
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PouZijeme-li opét vztah (5), do néhoz dosadime z (4), obdrzime

— 2 2hH2 2 2,42
8—k2+1\/(a + k202) (b2 + k2a2,). (6)

K tomu, abychom ovéfili, Ze hodnota 4ab je dolnim odhadem obsahu

opsanych pravouhelniki, je, s ohledem na (6), nutné a staci verifikovat
ekvivalentni nerovnost

V(a2 + k202) (b2 + k2a2) > (k* 4 1)ab.

S ohledem na nezépornost obou stran této nerovnosti obdrzime po jejich
umocnéni a jednoduché tpravé s ni ekvivalentni nerovnost

E*(a® —b*)* > 0. (7)

Dale je ziejmé, Ze hodnoty 4ab nabyva obsah S, pravé kdyz v nerov-
nosti (7) nastane rovnost, neboli, pravé kdyz k?(a?—b2)? = 0. To s ohledem
na predpoklad a # b nastane, pravé kdyz k = 0.

Pravothelnik minimalntho obsahu opsany elipse je tedy obdélnik, jehoz
strany lezi na primkich x = +a a y = +b. Jak patrno, je soumérny podle
os elipsy a jeho strany jsou ¢asti vrcholovych teden elipsy (obr. 3). Obsah
tohoto pravouhelniku je roven Sy, = 4ab.

Zaveér
Hledanym pravothelnikem maximalniho obsahu opsanym elipse (1) je
¢tverec s vrcholy lezicimi na osach elipsy o obsahu Sy.x a pravothelni-

kem minimalnfho obsahu je obdélnik se stranami lezicimi na vrcholovych
tecnéch elipsy o obsahu Sy, pfi¢emz pro obsah S plati nerovnosti

Smin = 4ab < 8 < 2(a” +b%) = Syax.

Dalsim zajimavym problémem, ktery ponechdvame ¢tendfim, je napii-
klad nalezeni pravouhelnikt opsanych ¢i vepsanych elipse s extremalnim
obvodem.

Literatura

[1] Hronik, J.: leohy o maximech a minimech funkci. UV Matematické olym-
piady a UV CSM, Mlada fronta, 1967.

[2| Kocandrle, M.: Matematika pro gymnazia. Analyticka geometrie. JCMF.
Prometheus, 2009.
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Rozvijeni znalosti zaki
s podporou GeoGebry

JARMILA ROBOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

GeoGebra, program dynamické matematiky, resp. dynamické geomet-
rie, patii k ¢asto vyuzivanym digitdlnim néstrojim ve vyuce matematiky
od zakladni aZ po vysokou Skolu, a to nejen u nas, ale i v zahrani¢i, na-
priklad [1]. K rozsifeni GeoGebry u nas prispéla nejen jeji dostupnost pro
ucitele i zaky (bezplatny software, ¢eskéd lokalizace) ¢i uzivatelsky piive-
tivé prostiedi, ale zejména to, Ze néstroje a piikazy GeoGebry pokryvaji
béZzné vyucovana matematicka témata zakladni i stfedni Skoly a podporuji
konstruktivisticky pfistup k vyuce.

GeoGebra nabizi nejen rysovani geometrickych objekta ¢i zobrazovani
grafi funkci, ale zejména jeji dynamické nastroje mohou podpofit porozu-
méni zaki, jak doklada fada vyzkumnych studif [4, 5].

Nasledujici pfiklady zahrnuji ilustrace vyukovych situaci, kdy s pomoci
vhodné vytvorenych problému lze formou ,experimentovani s matema-
tickymi objekty v prostfedi GeoGebry dovést zéky k ,,objevovani“ mate-
matickych vlastnosti a vztahi. Tyto priklady jsou vénovany ucivu druhého
stupné zakladni Skoly, resp. viceletého gymnézia, nékteré jsou zaméreny
na latku c¢tyftleté stfedni skoly.

V uvedenych ilustracich pfedpokladame, Ze Zaci samostatné ¢i ve dvoji-
cich pracuji na pocitaci, resp. tabletu. Pti feSeni ptfikladi z tématu funkce
si zobrazime v nakresné GeoGebry soufadnicové osy z, y a také ¢tverco-
vou sit; naopak v tématech ze syntetické geometrie obvykle zobrazeni os
soustavy soufadnic, resp. ¢tvercové sité, vypiname.

Nasledujici dvé ilustrace se zaméfuji na vlastnosti grafi linearnich a
kvadratickych funkci.

Ilustrace 1

Linearni funkci s pfedpisem f: y = ax + b, kde a, b jsou realna &isla'),
se zaci obvykle uéi v 9. ro¢niku zékladni skoly, a to jako zobecnéni pfimé

1V néktery ucebnicich matematiky se uvadi a # 0, nap¥. [2].
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umérnosti. S podporou GeoGebry mohou snadno zkoumat vliv koeficientt
a, b na graf a vlastnosti linearni funkce.

Metodické pozndmky

Nejdiive se zaky sestrojime v ndkresné programu posuvniky, které maji
vyznam koeficientti a a b; hodnoty posuvniki nastavime napiiklad od —15
do 15 s krokem 0,1. Na posuvnicich zvolime konkrétni hodnoty a = 2,
b = 1. Nez zapiSeme funkéni predpis, uvédomime si, ze v programu Geo-
Gebra zadavame do vstupniho pole pfedpisy linearnich ¢ kvadratickych
funkei vzdy ve tvaru f(xz) =..., g(x) = ..., nebot zapis y = ... program
interpretuje jako rovnici pfimky u linearnich funkci, nebo jako rovnici ku-
zelosecky u kvadratickych funkei (to ovlivni funkénost nékterych nastroji a
piikazi). Do vstupniho fadku tedy zapiSeme obecny piedpis f(z) = ax+b
a zobrazime graf funkce.

Zakim zadame samostatnou praci, ve které maji v nakresné ménit
pouze hodnoty posuvniku a, pozorovat, co se déje s grafem a své poznatky
si zapsat. Vétsina z nich pravdépodobné dospéje k nasledujicim zjisténim:
grafem linearni funkce je pfimka, ktera pro a > 0 ,stoupa“ ve sméru osy
z a pro a < 0 ,klesd“ ve sméru osy x; pro a = 0 je grafem piimka rov-
nobé&zna s osou x, jedna se o graf konstantni funkce. Mizeme poté s zaky
diskutovat o vlivu koeficientu a na ,stoupani“, & ,klesani“ piimky a pred-
stavit geometrickou interpretaci koeficientu a jako ,,sklonu®, resp. smérnice
primky, pomoci nastroje Spdd. Uvedeny néstroj GeoGebry zobrazi pravo-
ahly trojihelnik s pfeponou na grafu—pfimce; jeho horizontalni odvésna
mé jednotkovou délku a vertikilni odvésna ma délku a jednotek®. Ver-
tikdlni odvésna je tak geometrickou reprezentaci smérnice piimky (obr. 1
a 2). Pro a > 0 lze vypozorovat, Ze &m vétsi je smérnice, tim pfimka rych-
leji ,,stoupa“; obdobné pro a < 0 mohou zaci dospét k poznatku, ze ¢im
mensi je smérnice pfimky, tim pfimka rychleji ,klesa*. Na zakladé pozo-
rovani tak lze intuitivné zavést jiz pro zaky pochopitelné pojmy rostouci
a klesagici funkce.

Dale pozadame zéky, aby nastavili posuvnik a napf. na hodnotu 1,
sestrojili prise¢ik B grafu funkce s osou y (v€etné zobrazeni jeho soufadnic
v nékresné) a dale ménili jen hodnoty posuvniku b. Tak zkoumaji vliv
tohoto koeficientu na graf funkce. Obvykle nékolik zaki vypozoruje, Ze
koeficient b odpovida y-ové soufadnici pruseciku B grafu s osou y (obr. 3
ad).

2)Pro a < 0 odpovida délka vertikalni odvésny absolutni hodnoté koeficientu a.
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Obr. 3 Obr. 4

Na zavér mazeme Zaky pozadat, aby se pokusili zménami koeficienti a,
b ziskat graf-pfimku, ktera je rovnobézna s osou y. Poté, po netuspésnych
pokusech, s nimi mizeme rozebrat, pro¢ to nelze.
Tlustrace 2

Obdobnym zptsobem jako v ilustraci 1 muzeme nechat zaky zkoumat
vlastnosti grafu kvadratické funkce zadané predpisem f(x) = ax?+bx +c,
kde ¢&isla a, b, ¢ jsou realna, a # 0.

Metodické pozndmky

V prostiedi GeoGebry nejdiive se zaky sestrojime tii posuvniky pro
koeficienty a, b, ¢; rozmezi jejich hodnot nastavime napf. od —10 do 10
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s krokem 0,1. Pfed zadanim pfedpisu funkce zvolime na posuvnicich hod-
noty a = 1, b = ¢ = 0, poté zadame piedpis uvedeny vyse do vstupniho
radku a v nakresné ziskame graf — parabolu, ktera prochazi pocatkem a je
soumérna podle osy y.

Zaci dostanou za tikol ménit hodnoty pouze na posuvniku a, ¢imz mo-
hou zkoumat vliv tohoto koeficientu na graf, pfipadné i na vlastnosti kva-
dratické funkce. Na zékladé zkuSenosti lze Tici, ze vétSina z nich dospéje
ke zjisténim, ktera lze shrnout néasledovné: pro a > 0 je graf-parabola
,rozevien nahoru®, s rostoucim kladnym koeficientem a se parabola vice
primyka k ose y; pro a < 0 je parabola ,rozeviena doli“ a se zmensujicim
se zapornym a se parabola opét vice pfimyka k ose y. Soucasné maji zaci
moznost si ujasnit, pro¢ je z definice kvadratické funkce vylou¢ena hod-
nota a = 0, nebot pro tuto hodnotu je grafem piimka, tj. jedna se o graf
linearni funkce.

Pred zkoumanim vlivu koeficientu ¢ je vhodné nastavit posuvniky na
a =1, b= 0 a poté ménit pouze hodnoty c. I zde zaci mohou vypozorovat,
ze pro ¢ > 0 se graf posouva nahoru ve sméru kladné poloosy y; pro
¢ < 0 se graf naopak posouva doli ve sméru zaporné poloosy y. Pro ¢ =0
lezi bod [0, 0] na parabole. Déle pomoci piikazu Eztrem(f) vyznacime na
parabole vrchol V' a zamé¥ime pozornost zaki na jeho x-ovou soufadnici.
Zaci snadno zjisti, Ze ménime-li pouze hodnoty posuvniku ¢, tak se vrchol
V' pohybuje po ose o soumérnosti paraboly, tj. po ose y. Z toho je zfejmé,
ze x-ova soufadnice vrcholu se neméni, tedy nezévisi na hodnoté c. To
mohou Zaci provérit tim, Ze napiiklad nastavi a = 1,2, b = —2,4 a opét
meéni jen hodnoty ¢ na posuvniku (obr. 5, obr. 6).

a=12 Aiaean =19 i
—— i — g
b=-24 b=-24 i f
————— ——— o
c=-1.8 c=0.2 :
' e : i
i
\! 1)
i
4 Z1 i T2
—6 — —4 -3 -2 -1 0 4 -6 i 4 -3 -2 =1 0 ! 2 3 4
]
\ :
gie
VL, 1]
- H
i
3 :
Obr. 6
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Uvedené zjisténi lze pouzit k urceni souradnic vrcholu V' paraboly, a to
pomoci z-ovych soufadnic prisecikta paraboly s osou x; oznaéime je x1, Ta
(obr. 5 a obr. 6). Zaci pritom vyuziji znalost feseni kvadratické rovnice,
nebot uvedena ¢isla x1 a xo jsou soucasné kotfeny piislusné kvadratické
rovnice ax?+bx+c = 0, kde a, b, ¢ jsou hodnoty nastavené na posuvnicich.
Pro jeji kofeny plati
—b+ Vb? — dac

2a '

To, ze x-ovéa soufadnice vrcholu V je stejnd pro pevné dané hodnoty a,
b a ménici se ¢, plati i pro hodnotu ¢ = 1,2, kdy ma parabola s osou x
jediny spoleény bod V. Prislusna kvadraticka rovnice ma pak jeden (dvoj-
nasobny) kofen a pro jeji diskriminant D plati D = b* — dac = 0. Po
dosazeni 0 za diskriminant do vzorce pro kofeny ziskdme x-ovou soufad-
nici bodu V jako

1,2 =

—b
T12 =T = -
2a

Soufadnici y vrcholu V uréime z predpisu funkce f dosazenim vyrazu 2

2a
za T
(2O (2 I
y—a(2a> + (2&) te=c 4a’
2
200C~ 1|

Jako posledni budou Zéci zkoumat vliv koeficientu b pfi nastavenych
hodnotach a = 1, ¢ = 0. Jesté pfed zménou hodnot b se muzeme zakl
zeptat, jak odhaduji vliv zmén koeficientu b na graf kvadratické funkce.
Pomérné casta odpoveéd je, Zze parabola se bude posouvat podél osy .
Zaci viak poté sami v prostiedi GeoGebry rychle zjisti, ze tomu tak nenf
(obr. 7, kde b = 3; obr. 8, kde b = —2), nebot parabola méni své umisténi
nejen z hlediska osy x, ale i osy y.

Pro posouzeni toho, jaky je tedy vliv koeficientu b na graf funkce, Za-
kim doporuéime, aby si pitkazem FExtrem(f) zapsanym do vstupniho pole
GeoGebry opét zobrazili vrchol V' paraboly, zapnuli jeho stopu a ménili
hodnoty parametru b. Velmi rychle dospéji k poznatku, Ze pfi zméné b se
vrchol V' pohybuje po kiivee, ktera je ziejmeé také parabolou (obr. 9). Zda-
vodnéni zjisténého poznatku vsak pro zaky neni snadné, obvykle potfebuji
pomoc uditele, aby je pomoci ndvodnych otazek dovedl k nasledujicimu vy-
svétleni.

Soutadnice vrcholu V' paraboly jsou [
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Obr. 7 Obr. 8

Vrchol V paraboly, ktera je grafem funkce f(z) = ax? +bx + ¢, a # 0,
ma soutadnice
= o
Xr = %, Yy==c— E

Je ziejmé, ze y-ové soufadnice vrcholu V paraboly vyjadiuje ,kvadratickou
zévislost na proménné b. Vyjadiime-li b z x-ové soufadnice bodu V jako
b = —2ax a poté vyraz —2ax dosadime za b do y-ové souradnice bodu V,
ziskdme vztah y = c—ax?. Pfedpis této ,nové* kvadratické funkce ve tvaru
g(z) = ¢ — ax? mizeme opét zadat do vstupniho pole GeoGebry, zobrazit
jeji graf a zménami hodnot b ovérit, ze jsme predpis urcili spravné, tj. ze
stopy bodu V' lezi na grafu funkce g (obr. 10).

Obr. 10
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Nasledujici dvé ilustrace vyuziti GeoGebry k rozvijeni zakovskych po-
znatkid jsou zaméfeny na geometrii, a to na hledani mnozin bodi dané
vlastnosti v roviné. V téchto ilustracich jde o objeveni hypotézy samot-
nymi zaky (ktery geometricky ttvar je hledanou mnozinou) a jeji provéreni
prostiedky GeoGebry. Dikaz uvedenych mnozin bodu dané vlastnosti Ize
nalézt napiiklad v uebnicich [2] a [3].

Ilustrace 3

K mnozindm bodu dané vlastnosti, které se probiraji na druhém stupni
zékladni 8koly, patii Thaletova kruznice. I v tomto pripadé miazeme zaky
dovést s pomoci GeoGebry k objeveni hypotézy, Ze mnozinou vsech bodu
roviny, které jsou vrcholy pravych tahla v trojihelnicich se spoleénou pie-
ponou AB, je kruZnice s prumérem AB bez bodi A, B.

Metodické pozndmky

Nejdrive spole¢né se zaky vytvorime v GeoGebie dynamickou konstrukei,
ktera jim umozni objeveni hypotézy. Je dilezité, aby Zaci pochopili pod-
statu této konstrukce trojuhelniku; ta musi byt realizovana tak, aby bylo
mozné v konstrukci tazenim nékterého objektu v nékresné ziskavat riazné
pravouhlé trojuhelniky se spole¢nou pieponou AB a pravym thlem proti
preponé AB.

V ramci diskuze moderované ucitelem by si zaci méli ujasnit, ze maji
sestrojit pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB, avSak znamé jsou
jen dva prvky trojuhelniku: strana AB, v = 90°. Proto je potfeba zvolit
tfeti prvek trojuhelniku. Zaci by méli pfijit na to, ze zvoli-li naptiklad
dhel o u vrcholu A tim, Ze sestroji polopfimku AX, kde X ¢ f@, tak
trojthelnik jiz umi sestrojit. Hledany vrchol C lezi na polopfimce AX
a souCasné na kolmici & z bodu B k polopiimce AX. Tato konstrukce
umoziuje zménou polohy bodu X (a tedy zménou velikosti ithlu o) ménit
umisténi polopfimky AX a ziskavat tak dalsi pravouhlé trojihelniky nad
preponou AB. Diky tomu po zapnuti stopy bodu C Zaci z vykreslované
stopy rychle dospéji k hypotéze, Ze hledanou mnozinou bodu je kruznice
s prumérem AB (obr. 11).

Ziskanou hypotézu mohou zaci provérit tim, Zze do konstrukce doplni
kruZnici 74p s primérem AB a ovéfi zménou polohy bodu X, Ze stopy
bodu C lezi na této kruznici (obr. 12). K tomu, Ze do nalezené mnoziny
nepatii body A, B, je tfeba zaky dovést dopliujicimi otdzkami; poté ob-
vykle zaci vypozoruji, ze pro C = A, nebo C = B, trojuhelnik ABC
zanikne.
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Obr. 12

Ilustrace 4

Thaletova kruZnice, které byla vénovana predchozi ilustrace, je special-
nim piipadem mnoZiny v8ech bodu v roving, z nichZ je dana tsecka AB
vidét pod danym thlem ~. S timto zobecnénim se Zéci seznamuji az na
stfedni Skole v névaznosti na ucivo o obvodovych a stfedovych thlech.
Pokud Zaci jiz znaji dynamickou konstrukci mnoziny bodi z ilustrace 3,
potom pro né nebude obtizné vymyslet dynamickou konstrukci pro mno-
zinu bod1, z nichz je vidét tsecka pod thlem .

Metodické pozndmky

Nejdiive zakim pfipomeneme dynamickou konstrukci Thaletovy kruz-
nice, ve které byl také trojuhelnik zadan jen dvéma prvky (aseckou AB a
pravym thlem u vrcholu C'). Nyni potfebujeme sestrojit trojahelnik ABC,
ve kterém zname stranu AB a thel v, v € (0°,180°). To by mélo zakim
pomoci, aby si uvédomili, Ze je vhodné zvolit thel o. Uhel § je tim ur-
¢en jednozna¢né, tj. f = 180° — v — «; trojuhelnik ABC pak mohou Zéci
sestrojit podle véty usu.

Dynami¢nost konstrukce zaif{dime pomoci posuvniku pro thel «, to
umozni vykreslovat dalsi trojihelniky se stranou AB, které maji u vrcholu
C pozadovany thel «. Vzhledem k tomu, Ze tento rys jesté vyuzijeme ke
zkoumani vlastnosti objevené mnoziny, je vhodné na zac¢atku konstrukce
také doplnit posuvnik s nazvem 7. Po sestrojeni strany AB pouziji zaci
ke konstrukci ramene thlu a nastroj Uhel dané velikosti, kde do pole pro
velikost thlu zadaji nazev posuvniku « (tim se bude velikost tohoto thlu
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odecitat z posuvniku «). Rameno thlu § sestrojime stejnym zpiisobem,
avSak do pole pro velikost dhlu § vlozime vyraz 180° — v — «. Vrchol C
sestrojime jako prusec¢ik ramen thla «, 3, na kterych nelezi AB. Po za-
pnuti stopy bodu C se pii zméné hodnot « vykresluji body nélezejici do
hledané mnoZiny (posuvnik + je stale nastaven na zadanou velikost thlu).
Na zéakladé toho zaci maji prilezitost zjistit, Ze se jedna o kruZnicovy
oblouk (obr. 13); vzhledem k soumérnosti situace podle osy AB jde o sjed-
noceni dvou kruZnicovych obloukt M; a My bez bodu A, B (obr. 14).

Obr. 13 Obr. 14

Pokud vyuzijeme nastroj GeoGebry Mnozina bodi, sestrojime tim hle-
danou mnozinu bez vyuziti stopy bodu C. Po aktivaci nastroje MnoZina
bodu nejdrive ukazovatkem klikneme na sestrojeny bod C| resp. jeho obraz
C’ v osové soumérnosti dle osy AB, a poté klikneme na posuvnik a; tim
zobrazime hledanou mnoZinu bodu (obr. 15). To nam umozni zkoumat
vlastnosti nalezené mnoziny — zaky pozadame, aby po vykresleni poza-
dované mnoziny bodd ménili posuvnikem jen velikost thlu ~. Rada zaki
dospéje ke zjisténi, ze pro ostry thel v je ziskany kruznicovy oblouk vétsi
nez pulkruznice, pro pravy thel jde o pilkruznici, resp. Thaletovu kruz-
nici, a pro tupy thel v je ziskany kruznicovy oblouk mensi nez piilkruznice
(obr. 16).
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Obr. 15 Obr. 16

Uvedené ilustrace predstavuji jen nékolik moznosti, jak miize ucitel vyu-
zivat program GeoGebra k aktivnimu zapojeni zakt v hodiné pii ziskavani

mani feSeni rovnic, resp. nerovnic ¢i soustav dvou rovnic o dvou nezndmych
v zéavislosti na koeficientech v predpisech linearnich /kvadratickych funkei,
jejichz predpisy jsou dany vyrazy na levé a pravé strané rovnice, resp.
nerovnice.
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Ciselné-teoretické tlohy
v Matematickém klokanovi

VLADIMIR VANEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Tento piispévek vznikl z podnétu ucitelu stfednich §kol — ¢tenara MFI,
ktefi projevili zajem o dplna FeSeni tloh z mezinidrodni soutéze Matema-
ticky klokan (MK). Pfi pfipravé sad soutéznich aloh jednotlivych kategorii
jsou priklady vybirany ze ¢tyt oblasti — logiky, algebry, geometrie a teorie
¢isel. Zde jsme se zamérili na posledni z uvedenych oblasti matematiky.
Predkladame ¢tenaitim Sestici tplnych feSeni vybranych tloh z kategorii
Junior a Student z poslednich Sesti let.

Neklademe si za cil uvést vSechna mozna feSeni prezentovanych tloh.
Vybrali jsme pfedevsim takova feSeni, ktera mize ucitel vyuzit ve vyuce
v ramci konkrétniho uciva.

Na zavér je uvedeno obecngjsi feSeni posledniho problému o nalezeni
posledni nenulové é&islice ¢isla n! spolu s odvozenim uziteéného vzorce pro
jeji rychlé uréeni. V ramci zachovani terminologické korektnosti jesté uva-
dime, ze z duvodu jednodussiho vyjadfovani budeme v textu chapat ope-
race s Cislicemi jako operace s hodnotami jednomistnych ¢isel, reprezento-
vanych témito ¢islicemi.

Piiklad 1 (MK 2021, Student)

Je dano sedmimistné ¢islo N s navzdjem riznymi &islicemi, pficem?z
vSechny déli toto ¢islo. Které ¢islice ¢islo N neobsahuje?
(A)0,7,9 (B)0,5,7 (C)o0,4,5 (D)0,5,9 (E)0,4,8

Resent: Je ziejmé, ze ¢islo N neobsahuje nulu. Neobsahuje ani pétku, pro-
toze v sedmimistném ¢isle s rliznymi ¢islicemi bude jisté obsaZzena néktera
suda ¢islice. Pak by totiz IV bylo délitelné péti a dvéma, tedy deseti a
posledni ¢&islice by byla nula, coz neni mozné.

Soucet zbyvajicich osmi ¢islic je 1 +24+3+4+6+ 7+ 8+ 9 = 40.
Odtud vidime, ze se v .N musi vyskytovat devitka. V opa¢ném piipadé
by zde musela byt trojka, ale ciferny soucet v8ech sedmi ¢islic bez deviti
1+42+3+4+4+64+ 7+ 8 = 31 neni délitelny tfemi, a neni tedy splnéno
kritérium délitelnosti tfemi.
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Jestlize ¢islo N obsahuje devitku, je i ciferny soucet jeho zbyvajicich
Sesti Cislic délitelny deviti. Hleddame tedy pFirozeny nasobek deviti mensi
nez 31. Z moznosti 9, 18 a 27 vyhovuje pouze 27, nebot v ostatnich p¥ipa-
dech bychom museli vynechat ¢&islici reprezentujici dvojmistné ¢islo. Hle-
dana posledni ¢&islice, kterou ¢islo N nesmi obsahovat je 31 — 27 = 4.

Zavér: Dané sedmimistné ¢islo nemutze obsahovat ¢islice 0, 4, 5.

Priklad 2 (MK 2019, Junior)

Uvazujme osm po sobé& jdoucich trojmistnych ¢isel. Kazdé z nich je
délitelné svou posledni é&islici. Urcete ciferny soucet nejmensiho z téchto
osmi Cisel.

(A) 10 (B) 11 (C) 12 (D) 13 (E) 14

Reseni: Hledame nejmensi trojmistné ¢islo ve tvaru abe. Stejné jako v pred-
chozi tloze ziejmé plati ¢ # 0. Odtud osm po sobé jdoucich ¢&isel miize
kon¢it (v tomto poradi) ¢islicemi

{1,2,3,4,5,6,7,8}, nebo {2,3,4,5,6,7,8,9}.

Plati-li ¢ | abe, pak ¢ | (abc — ¢), neboli ¢ | ab0 pro viechna c z jedné
z vySe uvedenych mnozin. Hledané ¢islo méa byt nejmensi mozné, proto se
zaméiime na prvni z nich {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Pokud ma byt ab0 délitelné osmi, pak je délitelné i dvéma a Etyimi,
proto muzeme tato dvé &isla vynechat. Obdobné neni tfeba uvazovat ani
Sestku, postadi nam délitelnost tfemi. Celkem ab0 = 3-5-7 -8 = 840.
Zdvér: Nejmensi hledané &islo spliwjici podminky zadani je tedy abe = 841,
jehoz ciferny soucet je 13.

Piiklad 3 (MK 2019, Student)
Soucinem Sesti po sobé jdoucich ¢isel je dvanactimistné ¢islo ve tvaru

N = abb cdd cdd abb,

kde a, b, c a d je opét v n&jakém poradi ¢tvefice po sobé jdoucich ¢isel.
Urcete hodnotu d.

(A)1 (B) 2 (€)3 (D) 4 (E) 5

Reseni: Vime, Ze a,b,¢,d € M, kde M = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. V kazdé
Sestici po sobé jdoucich ¢&isel jsou jisté tii ¢isla suda, dvé ¢isla délitelna
tfemi a minimalné jedno ¢islo délitelné péti. Jejich soucin je tudiz délitelny
deseti, proto mé4 ¢islo N na porzici jednotek nulu (b = 0). JestliZe a, b, ¢, d
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je opét v néjakém poradi ¢tverice po sobé jdoucich ¢isel, z nichz jedno je 0,
pak je 0 prvnim ¢islem z této Ctvefice a zbyvajici ¢isla a,c,d € {1,2,3}
a plati

a+c+d=6.

Souéin ¢&isel, z nichZ dvé jsou délitelna tiemi, je jisté délitelny deviti.
Navic z tvaru ¢isla N je ziejmé, Ze jeho ciferny soucet je sudy a pro b =0
plati

2a 4 2c + 4d = 9k,

kde k je sudé &islo (k = 2r). Pak
20 +2c+4d =18 a a+c+d=6,

odkud plyne
d=9r —6.

Pouze pror =1 je d € M, a proto d = 3.

Nad ramec zadani pak z délitelnosti ¢isla N osmi a faktu, ze a, ¢ € {1, 2},
plynea=2ac=1.
Zaver: Spravna odpoved je tudiz (C), tj. d = 3.
Priklad 4 (MK 2019, Junior)

Cislo 3a ma pravé ¢tyii délitele a ¢islo 5a ma pravé 6 délitela. Urcete
prvni &islici zleva ¢isla 2019a.
(A)1 (B) 3 (C) 8 (D)9 (E) nelze urcit
Resent: Vyhodu pro feSeni maji studenti, ktefi se jiz setkali s Gaussovou
vétou o poctu délitela prirozeného ¢isla. V opa¢ném piipadé lze pro maly
pocet délitelt tvar ¢isla 3a odhadnout.

Véta 1 (Gaussova)
Ma-li pfirozené ¢islo n kanonicky rozklad

(e D) . (077

n=p* - ps Y T
pak pocet vSech délitelt ¢isla n je roven soucinu
(a1+1)-(a2+1)-...~(ak+1).

Cislo, které ma pravé étyti délitele, musi byt ve tvaru p; - p2, nebo p3,
kde p1 a ps jsou dvé navzijem rizna prvodisla.
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e Pro 3a = p; - po 1ze bez Gjmy na obecnosti psat p;1 = 3 a po = a # 3.
Potom 5a = 5ps. Pokud ovSem ps; = 5, méa ¢islo ba = 25 pouze tii
délitele. Pro ps # 5 ma ¢islo 5a ¢tyti délitele. V obou pfipadech nejsou
podminky zadéni splnény.

e Pro 3a = p?, Ize psat p = 3 a p? = 9 = a. Odtud 5a = 45 = 32.5
a dle vySe zminéné véty je pocet déliteli 3 -2 = 6. Podminky zadéani
jsou splnény.

Nyni jiz vime, Zze a =9 a 2019 -9 = 18171.

Zaveér: Prvni &islici ¢isla 2019a je jednicka.

Priklad 5 (MK 2024, Junior)

Cislem n! rozumime souéinn-(n—1)-...-2-1, napf. 5! =5-4-3-2-1.

Na obrazku vidite prvociselny rozklad nékterého ¢&isla n!, v némz jsou

jednotliva prvoéisla usporadana vzestupné. Bohuzel jsou néktera ¢isla ne-
¢itelna. UrcCete exponent prvocisla 17.

—
2.3 5T st -43 - 47

(A)1 (B) 2 (€3 (D) 4 (E)5

Reseni: 7 obrazku lze vy¢ist dvé velmi dilezité informace. Nejvétsim prvo-

¢islem v kanonickém rozkladu je 47 a ¢islo 13 se zde vyskytuje pravé ¢ty-
Fikrat. Druhé informace nam uréi minimalni i maximalni hodnotu ¢&isla n.

92=4-13<n<5-13 =65.

Dalsf omezeni &sla n plyne z prvni informace. Cislo n musi byt ostie
mensi, neZ nejblizsi prvocislo vétsi nez 47, tedy 53. (Pokud by bylo vétsi,
muselo by se v kanonickém zapisu objevit.)

Obé podminky jsou splnény pouze pron = 52. Cislo, které je na obrazku
zapsano je 52!, v jehoZ prvociselném rozkladu najdeme pouze tii nasobky
disla 17 (17, 34, 51).

Zaveér: Exponent u prvocisla 17 je 3.

Priklad 6 (MK 2018, Student)
Archimédés spravné vypocital a napsal na tabuli ¢islo 15!. NaneStésti
se mu, jak vidite, dvé ¢islice rozmazaly. Které?

IH0767436M000
(A)2ao0 (B)4a8 (C)Tad (D)9a2 (E)3a8
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Reseni: Podivejme se nejprve na jedno z moznych (Zékovskych) FeSeni.
Pracné vy¢isleni 15! uvazovat nebudeme.

Uréime, kolik nul ma 15! za posledni nenulovou éislici. Pocet nul na
poslednich pozicich je uréen mocninou ¢&isla 5 v kanonickém rozkladu ¢isla
15!. Vime, Ze v kanonickém rozkladu je vzdy vétsi po¢et mensich prvocisel
nez vétsich. Tedy pokud se zde objevuje ur¢itd mocnina péti, vzdy k ni
najdeme alespon stejnou mocninu dvou. Upravme 15! na tvar:

15! =15-14-...-2-1=
=(15-10-5)-(1-2-3-4)-(6-7-8-9)-(11-12-13-14) =
=(5%-3)-(2%-3)-(6-7-8-9)-(11-12-13-14) =
=10%-3!-3-(6-7-8-9)-(11-12-13-14).

Vidime, Ze exponent u &isla 10 je 3, proto na konci &isla 15! budou pravé tii
nuly a prava rozmazané ¢islice bude prvn{ nenulové, tedy mtzeme vyloucit
distraktor (A). Stadi tak najit &islici na pozici jednotek ¢isla
15!
103

Nyni nés jiz nezajimaji ¢islice na jinych pozicich. Zavedme relaci ekvi-
valence ,,~*: , mit stejnou posledni nenulovou ¢&islici®.

Ozna¢me C,y posledni nenulovou ¢&islici na pozici jednotek &isla n!, pak

Crsi ~31-3-(6-7-8-9)-(11-12-13-14) ~
~ 313 (42-72) - (132 182) ~
~6-3-(2:2)-(2:2) ~6-3-4-4~ 288

=31-3-(6-7-8-9)-(11-12-13 - 14).

V poslednich tpravich jsme vyuzili skutecnosti, Ze ¢islice na pozici jed-
notek je ur¢ena soucinem poslednich ¢&islic jednotlivych ¢Ciniteld. Posledni
nenulovou ¢islici 15! je osmicka.

Ze dvou zbyvajicich nabizenych odpovédi, mizeme navic vyfadit (B),
protoze jisté 9 | 15! a jen 3 a 8 doplni uvedené &slo tak, aby jeho ciferny
soucet byl délitelny 9.

Zaveér: Rozmazané &islice jsou tedy v pofadi zleva doprava 3 a 8.

Podivejme se jesté na problém obecnéji. Nasim tkolem je najit posledni
nenulovou éislici n! a pocet nul za ni.

V predchozi dloze jsme ukazali, Zze pro pocet nul za posledni nenulovou
¢islici ¢isla n! je postacujici znat mocninu péti v jeho kanonickém zapisu.
Pokud je n velké ¢&islo, lze vyuzit tzv. Legendreovy véty.
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Véta 2 (Legendreova)
Necht v, (n!) je pro libovolné prvocislo p a pfirozené ¢islo n nejvyssi
mocninou prvocisla p, které déli n, pak plati

op(nl) = i =],

kde vyrazem L’lJ rozumime dolni celou ¢ast podilu pﬂ

Napft. hledame-li exponent prvocisla 5 v kanonickém rozkladu 127!, pak

oo | 127 127 127 127 127
vp(127) = Y {51' J = L’ﬂJ - L)QJ + {53J + {54J +...=
i=1
=25+3+1+0+...=29.

V prvoéiselném rozkladu 127! je tedy 5%°, a proto v dekadickém zapisu
¢isla 127! je na konci 29 nul.

Pro nalezeni posledniho nenulového ¢&isla n! budeme postupovat ob-
dobné jako v predchozi ,klokanské” tloze. Nejprve zapisme vSechny ¢ini-

tele délitelné péti a ostatni ¢isla seskupime do ¢tveric:

nl=n-(n—-1)-...-2-1=
5~10-...~(5{§J>~(1~2~3~4)~(6~7o8'9)'...:

5L?J.(1.2.,“.{gJ).(1.2.3.4).(6.7.8.9).”,:

5L%J.{gjg.(1.2.3.4).(6.7.8.9).”, (1)

Kazd4a zavorka obsahuje souéin ¢tyf po sobé jdoucich &isel, z nichz ani
jedno neni délitelné pé&ti. Kazdou ¢tvefici v zavorce muzeme zapsat takto:

(5k+1)- (5k+2) - (5k 4+ 3) - (bk + 4).
Algebraickymi upravami dostavame

(5 +1) - (5k +2) - (5k +3) - (5k + 4)
=54 (K + k) + 10 - (53K3 + 52k2 + 25k) + 24, kde k € No.
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Souéet k* + k? = k?(k? + 1) jako soucin dvou po sobé& jdoucich piiroze-
nych ¢&isel je pro libovolné k € Ny sudé ¢islo, proto

10| [5* - (K* + k%) + 10 - (5°k® + 5%k? + 25k)]

a soucin CtyT po sobé jdoucich ¢isel v kterékoliv zavorce konéi ¢islici ¢tyii
(v textu podtrzena). Je tedy délitelny dvéma. Téchto zavorek se souc¢inem
CtyT Cisel je prave [%J, proto lze psat:
nl =53] | 2]t 2L 8] . (cislo konéict dvojkou) - . .. - (¢islo koncici dvojkou) - m.

| 2 ]-krat

Cislo m je rovno soucinu ¢isel, které nendlezi zadné Gtvefici v zavorce.
V tomto soucinu je pocet Ciniteli roven zbytku po déleni ¢isla n péti.

Hledana posledni nenulové ¢&islice n! je tedy stejna, jako posledni ¢islice
C¢isla

{gJ' - (¢islo konéici dvojkou) - ... - (€islo konéici dvojkou) - m

a v souladu s vySe uvedenym znacenim mizeme psat

Cnng!a-z...a-m:gJ!-QL%J-m. 2)
|2 | krat

Zbyva urcit posledni ¢&islici ¢isla m, které miize nabyvat péti moznych
tvart.

1.m=5k+1pron=1 (mod 5)

2.m=(5k+1)-(5k +2) pro n =2 (mod 5)

3.m=bk+1) - (5k+2)-(5k+3) pron =3 (mod 5)

Zbyvajici dva piipady nemusime uvaZovat, nebot pokud n = 4 (mod 5),
nebo 5 | n, pak po dpravé rovnice (1), budou vSichni &initele soucasti
nékteré Ctvefice, proto m = 1.

V prvni piipadé je m jedno é&islo ve tvaru 5k + 1 a navic m = n. Pro
libovolné k € Ny je posledni &islici ¢isla m jednicka (ta ale v soucinu
hodnotu posledni ¢islice neovlivni), nebo Sestka.

V druhém pfipadé je m sou¢inem dvou ¢isel tvaru (5k + 1) - (5k + 2) a
muiZeme psat

m = (5k 4+ 1) - (5k + 2) = 5k(5k + 3) + 2.
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o Je-li k sudé, pak k =20 a'm = 101(10] + 3) + 2.
o Je-li k liche, pak k=21 +1am=10(20 +1)(5] + 4) + 2.

Pro libovolné k je tedy ¢islici na pozici jednotek dvojka.
Ve tfetim piipadé je m soucinem tii &isel (5k + 1) - (5k + 2) - (5k + 3)
a mizeme psat

m = (5k +1) - (5k +2) - (5k + 3) = 5(25k> + 11k) + 150k* + 6.

Vyraz (25k% + 11k) je sudy pro libovolné k € Ny, a proto je vzdy posledni
¢islici Sestka.

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze ¢islo m miZze mit na pozici jednotek pouze
1, 2, nebo 6. Pro zjednodusen{ vysledného vztahu pro vypocet posledni
nenulové ¢&islice a vzhledem k pfedchozim fadkim si uvédomme:

e Pokud je n ¢islo ve tvaru n = 5k + 3, je posledni ¢islice ¢isla m Sestka,
a plati 6 = 3!.

e Pokud je n Cislo ve tvaru n = 5k + 2, je posledni ¢islice ¢isla m dvojka,
a plati 2 = 2.

e Pokud je n ¢&islo ve tvaru n = 5k + 1, pak plati n = m, a posledni
Cislice ¢isla m je jedni¢ka pro suda k, neboli 1 = 1! (ta posledni ¢islici
neovlivni), nebo Sestka pro licha k > 1. V tomto okamziku je nutné si
uvédomit, ze pokud nésobime Sesti libovolné sudé ¢&islo ¢, ma vysledek
na pozici jednotek stejnou ¢islici jako c¢. V takovém pripadé se tedy
chové Sestka jako jednicka. Tohoto faktu muzeme vyuzit, protoze ve
vyrazu (2) se pro n > 6 v sou¢inu vzdy objevi sudy €initel. V opaéném
piipadé jen =m = 1.

Lze tedy obecné psat

Chpi ~ {%J' ol%] -1l kde r je zbytek po déleni n &islem 5.

Mizeme proto vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3
Necht n je libovolné pfirozené &islo, pak pro posledni nenulovou &islici

C ¢isla n! plati
Ci ~ LgJ!.QL%J o

kde r je zbytek po déleni n ¢islem 5.
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Ukazeme si to na konkrétnim piikladé. Hledame-li nap¥. posledni nenu-
lovou ¢islici 127!, pak podle predchozi véty plati

12 )
Chom ~ L;JLQLI?J -9l ~ 251225 .91,

Pro nalezeni posledni nenulové éislice 25! opét vyuZijeme odvozeny vztah:

Cas = 5125 .01

Dosazenim dostévame

Cliop ~ 5!-2°.01-2%° .21 ~
~ 12023~ 2. (21728~ 2.67 -8 ~
~2-6-8~96~6.

Ve druhé tpravé jsme vyuzili ekvivalenci Cio9 ~ Cy, ve tieti tpravé
ekvivalenci Cy1 ~ Cg a ve Gtvrté upravé poznatku, Ze libovolné pirirozené
mocnina Sesti mé posledni ¢&islici 6.

Zdvér: Posledni nenulova éislice ¢isla 127! je 6.
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Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni reSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 295
Necht D je bod strany BC' rovnostranného trojihelniku ABC, kde
|BD| = 2|CD|. Ozna¢me E patu kolmice z vrcholu B k pfimce AD a F
(F # A) prisecik piimky AD s kruZnici opsanou uvaZovanému trojihel-
niku. Dokazte, Ze trojihelniky BDE a C'DF maji stejné obsahy.
Jozef Kalinowski (Polsko)
Uloha 296

Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
V = max{3a + b, 84} + max{3b + a, 8b*},

kde a, b jsou realné ¢isla, jejichz soucet je roven 1. B
Jaroslav Svrcek
Déle uvadime feseni tiloh 291 a 292, jejichz zadan{ jsme zvefejnili v prv-
nim &sle letosniho (33.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 291
Pro trojmistné ¢islo uvazujme tii souciny vsech dvojic ¢islic tohoto ¢isla.
Urcete pocet trojmistnych ¢isel, v nichz je aspon jeden uvedeny soucin

roven aritmetickému priaméru zbylych dvou soucinti.
Jaroslav Zhouf

Resent. Ozna¢me a, b, c ¢islice hledaného ¢isla a pfedpokladejme, Ze plati
a < b < c. Jelikoz jsou to éislice trojmistného ¢isla, alespon jedna z nich je
nenulové, tedy ¢ > 0. Déle plati ab < ac < be. Jelikoz aritmeticky prameér
dvou ¢isel lezi mezi nimi, hledame takové ¢islice, pro néz plati

ab + be

ac = .

2

Tuto rovnici upravime do tvaru

(2¢ — b)(2a — b) = b?, (1)
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pritom b povazujeme za parametr. Vzhledem k tomu, ze 2c —b>¢ >0 a
b? > 0 plati 2a — b > 0, pfitom oba &initele 2¢ — b a 2a — b jsou cela &isla
a plati 2¢ — b > 2a — b.

Pro b = 0 dostavame ac = 0, coz vzhledem k podmince ¢ > 0 znamena
a =0 a c je libovolnéa nenulova ¢&islice. Z téchto tii ¢islic lze sestavit pravé
devét vyhovujicich trojmistnych &isel c00.

Pro b # 0 rovnici (1) Tesi ¢isla 2c — b =2a —b=1b, tedy a = b = ¢, ze
kterych lze sestavit 9 vyhovujicich &isel bbb.

Dale hledejme FeSeni rovnice (1), pro ktera je 2¢ — b > 2a — b, tedy
¢ >b > a, odkud b < 9. Pro zbyvajici liché ¢&islice b ma ¢&islo b? jediny
rozklad na dva rtzné ¢&initele, a to 2c — b = b% a 2a — b = 1. ProtoZe c je
Cislice, plati b+ b2 = 2¢ < 18, odkud plyne b < 4.

e Pro b =1 dostavame (2¢ — 1)(2a — 1) = 1. Oba &initele jsou pfirozena
¢isla, musi byt rovny jedné, coz je ve sporu s ¢ > a.

e Pro b = 3 dostavame (2¢ — 3)(2a — 3) = 9. Pro ¢ > a to znamena
2c—3=9a2a—3=1, tedy (a,b,c) = (2,3,6). Z téchto tii riznych
(nenulovych) &islic lze sestavit 6 vyhovujicich trojmistnych ¢isel.

Pro sudé &islice b > 0 rovnici (1) upravime na tvar
1 1 12
(e = 3b)(a = 3b) = 3V,
s Ciniteli ¢ — %b, a— %b, které jsou opét celymi &isly.
e Prob=2toznamend (c—1)(a—1)=1,tedy c—1=a—1=1, ale to

je spor s podminkou ¢ > a.

e Pro b = 4 to znamena (¢ —2)(a—2) =4. Proc>anutnd c —2 =4
aa—2=1,tedy (a,b,c) = (3,4,6). Z téchto tii raznych nenulovych
¢islic 1ze sestavit 6 vyhovujicich trojmistnych &isel.

e Pro b =6 to znamena (c—3)(a—3)=9.Proc>anutné c—3=9 a
a — 3 =1, ovSem prvni rovnost nemiize platit pro zadnou ¢islici c.

e Pro b = 8 to znamena (¢ —4)(a — 4) = 16. Pro ¢ > a nutné ¢ — 4 > §,
tato nerovnost nemize platit pro zadnou ¢islici c.

Zdver. Uloze vyhovuje celkem 9 4 9 + 6 + 6 = 30 trojmistnych ¢isel.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Tomds Dejmek, G Kolin, Jana FiSerovd a Nikola Hrabal, oba G Olomouc-
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Hejéin, Mikulds Hotenek, WG Ostrava, Tereza Kubinovd, G Praha 9, Li-
tométicka, Viclav Kucera, SChS, ZS a G, Cheb, Lukds Nohejl, GLJ, Ho-
lesov, Jan Paloncy, G Sumperk, Mikolds Palouda, G Cesky Krumlov, Jird
Pre¢, GJAK Uhersky Brod, David Schmidt, GUB Jablonec nad Nisou, Petr
Stary, G Ceské Budégjovice, Jirovcova, Piotr Szatan, I1 LO v Tarnovskych
Horach (Polsko), Jan Pavel Skoda, OG G a ZS Babice, Jakub Toupal, G
Plzen, Mikulagské nam., Adam Vdsek, GJB Beroun, Martin Votechouvsky,
G Brno, t¥. Kpt. Jarose a Petr Zaoral, G Teplice.

Netplna feseni zaslali Martin Bryja, G Brno, tf. Kpt. Jarose a Petr
Karlik, G Praha 10, Vodéradska.

Uloha 292
Urcete v8echny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé
rovnic
sin(x + y) = cos(z — y),

cos(z +y) = sin(z — y). Jaroslav Svréek

Reseni. Pii feSeni této soustavy uzijeme nésledujici souctovou formuli:
Pro libovolnéa realna ¢isla « a § plati
sina — cos § =
a—(B+gm) a+(B+3m)
cos =
2 2
= 2sin(3(a— B) — 17) cos(2(a+ B) + im).

Prvni rovnici upravime do tvaru

= sina —sin(8 + §7) = 2sin

0 =sin(z +y) — cos(z — y) = 2sin(y — 1) cos(z + {m),

zatimco druhou
0 =sin(x —y) —cos(z +y) =
= 2sin(—y — 7) cos(z + Im) = —2sin(y + 17) cos(z + ).
Odtud plyne, ze:

a) bud cos(z + im) =0, tedy  + 27 = J7 + kn pro libovolné celé &islo k
a dvojice
(.T,’, y) = (%ﬂ- + km, y)
je TeSenim dané soustavy pro libovolné celé ¢islo k a libovolné redlné
¢islo vy,
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b) nebo soudasné sin(y — i7) = 0 a sin(y + 37) = 0. Z prvnf rovnice
existuje celé ¢islo [ tak, ze y — iﬂ' =lm, tedy y = Im + %ﬂ'. Dosazenim
do druhé rovnice ovSem dostaneme

sin(y + 17) = sin(lm + 37) = coslm = (—1)! £ 0.
V tomto pfipadé neexistuje zaddné realné reseni.
Zdvér. Resenimi dané soustavy rovnic jsou v8echny dvojice redlnych éisel

(z,y) = (37 + km,y),
kde k je libovolné celé ¢islo a y libovolné realné ¢islo.

Pozndmka. VSechny tupravy byly ekvivalentni, zkouska tak neni nezbytnou
soucésti reSeni.

Spravna feSeni zaslali Frantisek Jdachim z Volyné, Martin Bryja, G Brno,
t¥. Kpt. Jarose, Tomds Dejmek, G Kolin, Jana Fiserovd a Nikola Hrabal,
oba G Olomouc-Hejé¢in, Petr Karlik, G Praha 10, Vodéradska. Tereza Ku-
binovd, G Praha 9, Litoméricki, Lukds Nohejl, GLJ, Holesov, Jan Paloncy,
G éumperk, Mikolds Palouda, G éesky Krumlov, JiF Pre¢, GJAK Uhersky
Brod, Michal Rocek, SPS a VOS Liberec, Petr Stary, G Ceské Budgjovice,
Jirovcova, Piotr Szatan, II LO v Tarnovskych Horach (Polsko), Jan Pa-
vel Skoda, OG G a ZS Babice, Adam Visek, GJB Beroun a Petr Zaoral,
G Teplice.

Netplné feseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Stimulacia ziakov k experimen-
talnej c¢innosti prostrednictvom
ucebnych aktivit

TATIANA SUKELOVA, KLARA VELMOVSKA
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky UK, Bratislava

Experimentélna ¢innost je neoddelitelnou sucastou vyucovania fyziky.
V cieloch predmetu fyzika na Slovensku [1] je uvedené, Ze ,ziaci aplikuja
empirické metédy prace — pozorovanie, experimentovanie, meranie a spra-
covanie nameranych hodnét fyzikalnych veli¢in pri skimani fyzikalnych
javov*. Vo vyucovacom procese povazujeme za dolezity prvok to, aby sa
Ziaci so zdujmom podielali na experimentalnej ¢innosti. Preto sa v praci
zameriavame na podnecovanie ziakov k experimentalnej ¢innosti prostred-
nictvom stimulov. Ziaci st na vyucéovani vystaveni réoznym stimulom, ¢i
uz zelanym, alebo nezelanym. Opakujicim pouZivanim rovnakého stimulu
Ziaci stracaji pozornost a ich zdujem o ucenie klesa. Je potrebné stimuly
obmienat, vymyslat nové a striedat stimuly s réoznou podnetnostou [2].
Preto sme doposial zostavili sibor styroch stimulov, ktorych podstatou je
stimulovat Ziakov k experimentalnej ¢innosti. Pri aplikacii tychto stimulov
do vyucovacieho procesu na dostupnom vybere zakladnych a strednych
§kol nas zaujima nézor ucitelov, ktori budd stimuly do vyudovania zavé-
dzat. Zaujimaju nas kritéria, podl'a ktorych ucitelia budu volit dany stimul
a na zéaklade toho budeme schopni zostavit subor vlastnosti, funkcii, ktoré
by mala obsahovat aktivita podnecujica Ziakov k experimentovaniu. Do-
posial nami vytvoreny sibor stimulov tvoria pojmové komiksy, hranie roli,
unikové miestnosti, fyzikalna hra.
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Podnecovanie experimentalnej ¢innosti

Z vysledkov studie [3], zaoberajicej sa vplyvom aktivit spojenych s fy-
zikdlnym experimentovanim na zvySenie zaujmu ziakov o Studium fyziky,
vyplynulo, Ze takéto aktivity sprevadzané naroénymi otédzkami mozu zvysit
zaujem ziakov o ucenie a rozvoj logického myslenia.

Predpokladom tspeSnej implementécie experimentovania na hodinach
fyziky je pripravenost ucitelov, primerané materialne vybavenie labora-
torii, ale i dostatok vhodnych stimulov pre Ziakov. Podnecovanie ziakov
k aktivite autori prepajaji s aktivizaénymi metodami [4, 5, 6]. Kotrba a
Lacina [7] spominaji ako postupovat pri vytvarani aktivizaénych metod.
Ako prvé uvadzaju stanovit si jasny ciel, ktory by sa mal dosiahnut pomo-
cou metddy. Nasledne je vhodné si vytvorit naplii, nejaky scenér, obsah,
pribeh, ktory bude podkladom. Lehenova [2] tvrdi ,aby podnet ziskal po-
zornost ¢loveka, musi spliiat urc¢ité kritéria: sila podnetu, kontrast medzi
podnetmi, prerusované pdsobenie podnetov, zmena a novost podnetov a
javov, potreby a zaujmu“. Teda je potrebné podnety obmienat, vymyslat
nové podnety, ale zaroven aj striedat menej podnetné aktivity s tymi viac
podnecujicimi. My sa zaujimame o tie, v ktorych vidime potencial na
stimulovanie ziakov k experimentalnej ¢innosti, preto sme zostavili stibor
Styroch stimulov, ktorym sa v texte venujeme.

Pojmové komiksy

Pojmové komiksy majt mnoho vyuziti vo vyu€ovacom procese, ako roz-
vijat logické myslenie, spristupiiovat uc¢ivo formou pribliZujucou sa Ziakom
a rozvijat diskusiu v triede. Autori Keogh a Naylor [8] definuja pojmové
komiksy ako ilustracie, ktoré poskytuju mnozstvo réoznych uhlov pohladov
na vedu v kazdodennych situicidch. Keogh a Naylor tvorili pojmové ko-
miksy, aby podnecovali vedecké myslenie, a tak dochadzalo ku konfliktu
nazorov a vyvolavali diskusiu.

V zbierke [9, 10] st zahrnuté fyzikalne témy zo 6. az 9. roénika zékladnej
skoly. S touto zbierkou pojmovych komiksov sme realizovali prieskum za-
merany na podnecovanie diskusie. Na obr. 1 je ukazka pojmového komiksu.
Z prieskumu vyplynuli stvisiace zistenia. Pojmové komiksy nemaja vyuzi-
tie len na rozvijanie mySslienok ziakov, ale aj ako stimul k experimentalne;j
¢innosti. Pri pozorovani{ vyucovacich hodin v 7. ro¢niku 7S sa vyskytli situ-
acie, v ktorych Ziaci mali potrebu dokazovat tvrdenia postav v pojmovom
komikse.
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Obr. 1 Pojmovy komiks na tému Teplo

Pojmové komiksy ako jeden z prvkov siboru stimulov sme zaradili do
vyskumu tykajuceho sa podnecovania ziakov k experimentalnej ¢innosti.
Pociato¢né zistenia uvadzame v kapitole Vysledky pilotného testovania
spolu s ostatnymi pouzitymi stimulmi.

Hranie roli

Hranie roli (role-play) nie je ¢asto aplikované do vyucovacieho procesu.
Kalhous a Obst [11] zaradili hranie roli medzi inscenaéné vyucovacie me-
tody, ale podl'a nasho nazoru hranie roli sa nemusi spajat len s dramatiza-
ciou, s vystupovanim Ziakov na pomyselnom javisku, ale moze byt spajané
s prezentovanim myslienok Ziakov v role inej postavy. Ziak moze prebrat
rolu vedca, lekdra, novinara alebo iného odbornika na dani tému v prie-
behu vyucovania.

V pilotnom testovani sme aktivitu hrania roli pripravili tak, aby ziaci
prevzali na seba rolu vedca, odbornika vo svojom odbore. Hlavnou témou
bola otazka MoéZe uzavretd sistava pocas chemickej reakcie zmenit svoju
hmotnost? Tému sme rozdelili do podtém a kazda skupina pracovala na
danej podtéme. Ukazka jednej z podtém tykajucej sa Zakona zachovania
hmotnosti sa nachadza na obr. 2.

Ulohou #iakov bolo odpovedat na hlavna tému a aj ju dokézat. Ziakom
sme nepovedali, Ze to maju dokézat experimentom. Z pozorovania vyply-
nulo, Ze starsi ziaci sa tazsie vzivaju do role ako mladsi ziaci. Tym, Ze Ziaci
nerobili experimenty na hodinach fyziky, tak presun od myslienkového
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Poditéma: Zakon zachovania hmotnosti

Zékon zachovania hmotnosti v roku 1748 ako prvy definoval rusky chemik Michail
Vasilievié Lomonosov a nezavisle od neho v roku 1774 francizsky chemik Antoine
Laurent Lavoisier.

Znenie zikona:

V uzavretej stistave sa sidet himomosti latok, ktord vatupujii do reakeie, rovnd sidiu hmomosti ldatek,
kroré reakciou vznikaji.

Nie vZdy to viak vieme vaZenim dokazat - wtedy ak vznikni plynné produkty, ktoré uniknn, tie
nevieme odvaZit, ak ich nezachytime.

Lomonosov ako prvy vystihol, Ze pri chemickjch reakeiach plati aj zdkon zachovania energie.
Po iiom preskiimali a dokézali platnost’ zdkona hmotnosti a energie viaceri vedei.

Priklady:

Pri horeni dreva — hmotnost’ dreva (teda reaktantu) nebude rovnaka ako hmotnost' popola (produktu),
pretoZe venikli ako produkty eite aj plynné latky (dym).

Obr. 2 Zakon zachovania hmotnosti

experimentu k redlnemu experimentu si vyzadoval podnet od uditelky.
Hranie roli si vyzaduje prax a opakované pouzivanie, aby sa postupne od-
stranili nedostatky a tym sa zlepsi aj plynulost priebehu hrania roli.

Unikové miestnosti

Unikové miestnosti (escape rooms) nabrali na popularite po¢as pan-
démie Covid-19 najmé v online priestore. Nicholson [12] definuje unikové
miestnosti ako timové hry naZivo, v ktorych hrac¢i odhaluja stopy, rie-
Sia puzzle a uskutoc¢nuja tulohy v jednej alebo viacerych miestnostiach, a
tak dosiahnu $pecificky ciel v limitovanom ¢ase. Na zadiatku uéitel vy-
svetli pravidla hry pre hracov a prezradi im pribeh. Unikové miestnosti
vyzaduji timovu pracu, komunikaciu, manazovanie tloh, kritické mysle-
nie, pozornost pre detaily a druhotné myslenie.

Pilotné testovanie prebiehalo tak, Ze sme aktivitu Unikovej miestnosti
porovnéavali s aktivitou Pokusy zadané otéazkou. V zavere uinikovej miest-
nosti, ked Ziaci prejda roznymi tlohami a hadankami (obr. 3) v online
priestore je pokus a po jeho realizécii ziaci ,odomkntu“ inikov miestnost
ziskanim kl'i¢a. Na zaklade nagich zisteni v aktivite Unikovd miestnost
ziaci videli podstatu realizacie pokusu, na rozdiel od aktivity Pokusy za-
dané otézkou. Ziakov na tnikovej miestnosti lakalo vyrieSenie zahady. Ma-
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nipulacia s aplikdciou bola pre Ziakov nenéro¢na, plynul4d a Tahko sa im
prechadzalo z jednej aplikicie na int.

Ako sa sprava luc prechadzajuci ohniskom
po prechode spojnou SoSovkou?

, Liié ja po prechods spojnou Sosovkou , Liié po prachode pojnou sosovkou

" rownobezny s optickou osou. prechadza ohniskom Sosovky.

~ Lué sa po prechode spojnou Lisé po prachode spojnou Sozovkou
£osovkou nelame. prechadza optickym stredom Sosovky.

Sinke je od nés velmi daleko a v porovnani s nasou Zemou je velmi velke. Zdrojom svetla je celd
obrovska plocha sine¢néhe kotica. Sinetné ite dopadajiice na povich Zeme sa ném javia ake
IU&e. Velkosf plochy osvetlensj sineénym sveticm sa pri vzdalovani od tienidla s

otvorom . Svetelné lute sli rozbiehavé a osvetlena plocha na Stvoréekovom
papieri sa zvacduje so vzdalovanim Stvortekového papiera od Ziarovky. Je prirocizenym a
Ziarovka je zdrojom svetla. Liée dopadajlice zo Sinka a zo Ziarovky sa Siria

Obr. 3 Ulohy: Krizovka, Milionar, Dopliiovacka,
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Fyzikalna hra

Stolové hry sa vyuZzivaji na podporu vyucby fyziky [13], na hodnotenie
vedomosti Ziakov pomocou skupinovych stolovych hier [14]. Vytvaraja sa
za roznymi ucelmi. My sme vytvorili fyzikalnu hru na principe hry Tipni si,
ale s fyzikalnou podstatou, v ktorej skupiny ziakov odpovedaji na vopred
pripravené otazky z danej fyzikalnej témy. Spravnou odpovedou na otazky
ziskavaju tri napovede, zadanie a 3 pomocky v danom poradi (obr. 4).
Pravidla hry st jednozna¢né, a to pri nespravnej odpovedi na otézku ziaci
neziskavaju ziadnu napoved, zadanie ani pomdcku, musia ¢akat na dalsie
kolo s otazkou. Ziaci, ak su si isti ako zrealizuju pokus a dokazu zadanie,
mozu z hry odist a pokus zrealizovat. Ak sa im to nepodari, do hry sa
mozZu opdtovne vratit a pokracovat v odpovedani na otazky.

Topenie ladu v réznych tkanindch.
Pomacky: rozne hrubé ponoiky, kocky ladu.

A. Hinty/ndpovede:
1. Akoto, Ze je beiecké oblefenie také tenké, ale ¢loveku nie je chladno pri behu v zime?
2. Obleceny snehuliak v koZuchu.
B. Zadanie: Dokai, Ze obledenie nezohrieva telesd.
C. Pomibcky:
1. Lad
2. Hrubé ponoiky
3. Teniie ponoiky

Obr. 4 Znenie napovedi, zadania a pomdcok

Fyzikalnu hru sme v pilotnom testovani porovnavali so standardne za-
danym pokusom. Fyzikilna hra bola naro¢nejsia v tom, ze Ziaci neziskali
presny postup pokusu, ale iba napovede, zadania a pomdcky. Z vysled-
kov prieskumu vyplynulo, Ze Ziaci boli viac spokojni so svojim vykonom
vo fyzikalnej hre a aj vyhotovenie pokusu bolo pre nich zaujimavejsie pri
fyzikalnej hre.

Vysledky pilotného testovania

Pilotné testovanie sme uskuto¢nili na dvoch skolach (137 ziakov). Z na-
ich zisteni vyplynuli nasledujiice zavery:
e Pojmové komiksy sl nenaroéné na pripravu pre ucitela, ak pouzije poj-
mové komiksy z naSej zbierky. VéacSina prace je presmerovana na Zia-
kov. Ziaci musia néjst rieSenie pojmového komiksu, vybrat si pomocky
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a zrealizovat pokus. Pri pojmovych komiksoch musi uéitel ziakom zdo-
raziovat, Ze je potrebné ich tvrdenie dokazat.

Hranie roli je naro¢né na pripravu pre ucitel'a, ak ucitel nema materialy,
z ktorych moze erpat a podla ktorych moéze postupovat. Ak ucitel
nepouzije nami pripravené materialy, tak je potrebné, aby zvolil hlavni
tému a ta rozdelil do podtém. Ulohou ziakov je najst v materialoch
nezrovnalost, opravit ju a dokézat pokusom. Ziaci by sa mali vzit do role
vedcov, ¢o poméaha Ziakom sa odosobnit, pozriet sa na problém z iného
uhla, ale nenastane to automaticky. Od Ziakov to vyzaduje skuisenosti
s takymto typom tloh a dostatofné inStrukcie zo strany uditela.
Unikové miestnosti st naroénejsie na pripravu pre uéitela. Uéitel musi
mat vopred pripravené pomocky, na ktorych si kluce k rieSeniam a
mobily alebo tablety, pretoZe sa tnikova miestnost nachadza v online
priestore. Pre Ziakov boli tiinikové miestnosti vitanou zmenou, pretoze
beZzne na hodindch nepouzivali tablety.

Fyzikalna hra je naro¢néa z organizacného hladiska v porovnani s ostat-
nymi nami navrhnutymi stimulmi. S tym by mohol u&itelovi pomdct
rovesnicky mentoring, v ktorom uéitel poveri mentorov organizaciou
hry.

Zaver

Ziaci by mali vediet analyzovat problémové situacie, sformulovat prob-

lémy a ich rieSenia pomocou nastolenia hypotéz, vediet zddvodnit a preve-
rit spravnost rieSenia pomocou vhodne zvoleného experimentu. Existuju
rozne sposoby, ako Ziakov podnietit k experimentalnej ¢innosti. V texte
uvadzame opis Styroch stimulov — pojmové komiksy, hranie roli, inikové
miestnosti a fyzikdlna hra. Na zaver uvidzame zistenia z pilotného vy-
skumu.
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Skryty vyznam druhého ohniska
eliptické drahy Mésice

VLADIMIR STEFL
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Prvni Keplertuv zékon [1] uvadi, %e v jednom ze dvou ohnisek eliptické
drahy se nachézi centrum pritazlivosti. Co se v8ak nalézé v druhém oh-
nisku? Vétsinou se spokojujeme s odpovédi, ze jde pouze o geometricky
bod, ktery nemé zadny fyzikalni vyznam. To se tykd pouze pripadu ide-
alnich sférickych kosmickych téles, v realnych situacich u nepravidelnych
téles tato predstava nenf spravna.

Matematika — fyzika — informatika 33 (3) 2024 197


https://scottnicholson.com/pubs/erfacwhite.pdf

Keplerovy zékony neplati pouze pro planety obihajici kolem Slunce, ale
pro libovolné soustavy téles v poli centrilnich gravita¢nich sil, tedy také
pro mésice oklopujici planety Sluneéni soustavy. Pomérné pocetna skupina
z nich se vyznacuje jednostranné vazanou rotaci, periody jejich rotaci ko-
lem vlastnich os jsou shodné s dobami obéht. Jsou to mésice Marsu Phobos
a Deimos, mésice Jupiteru lo, Europa, Ganymed a Callisto, Amalthea, mé-
sice Saturnu Tethys, Dione, Rhea, Japetus a Titan, mésice Uranu Miranda,
Ariel, Titania, Oberon ¢i mésice Neptunu Triton a Proteus. Nejdelsi osy
elipsoidu téles mésict sméfuji k prazdnému druhému ohnisku jejich elip-
tickych drah. To lezi uvnitf matefskych planet, proto zvlastni fyzikalni
vyznam situace u zminovanych mésicii nema.

Jiné to je u soustavy Zemé-Meésic, kterou rozebereme podrobnéji. Vzhle-
dem k poméru hmotnosti Zemé a Mésice 81,3 : 1 se barycentrum naléza
v télese Zemé. ZjednodusSené proto uvadime, ze Mésic obiha kolem Zemé.
V prvnim pfibliZeni se pohybuje po eliptické draze s numerickou excentri-
citou e = 0,0549. Soustava je unikatni v tom, Ze druhé ohnisko lezi mimo
Zemi, vice nez t¥i prauméry od ni, vzdalenost ohnisek mési¢ni dréahy ¢ini
42207 km. Pro dplnost pfipomindme, Ze perioda rotace Mésice je sou-
hlasnéa s dobou jeho ob&hu po draze kolem Zemé.

Vyklad fyzikalni stranky zaCneme nejprve interpretaci astronomického
pozorovani slozitého pohybu Mésice v historii. Italsky fyzik a astronom
Galileo Galilei (1564-1642; obr. 1) zjistil pfi sledovani Mésice dalekohle-
dem, Ze neni pfesné natocen k Zemi stéale stejnou stranou, v dopise [2]
napsal: ,,...o0ta¢{ se nyni trochu doprava a pak trochu doleva.® Galileo
tak objevil v pohybu Mésice tzv. optickou libraci, v soudobé terminologii
libraci v délce. Pozoroval vice nez 50 % povrchu naseho souputnika, dnes
vime Ze to je zhruba 59 %. Popsany jev nijak zvlast vyrazné neprezentoval,
nebot mél ziejmé s jeho vykladem uréité problémy. Galileova principialni
koncepce rovnomérného pohybu nebeskych téles po kruhovych drahéach
nebyla v souladu se vznikem librace v délce.

Jeji vysvétleni podal Johannes Heveliusz (1611-1687; obr. 2) roku 1647
v [3]. Objasnil jev jako dusledek nerovnomérného pohybu Mésice po elip-
tické dréze a jeho rovnomérné rotace kolem vlastni osy.

Na zékladé zpracovani dlouhodobého pozorovani Mésice publikoval Gio-
vanni Domenico Cassini (1625-1712; obr. 3) r. 1693 své tii empirické za-
kony, tykajici zakonitosti optické librace Mésice [4]:

1. Mésic rotuje od zapadu k vychodu kolem své polarni osy rovnomérné
s periodou rotace souhlasnou s dobou obéhu kolem Zemé.
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2. Rovina rovniku Mésice ztstava konstantni a zachovava stejny thel sklonu
k ekliptice, tj. k roviné obéhu Zemé kolem Slunce.

3. Rovina vytvofend z norméaly k roviné ekliptiky a normaly k roviné
obézné drahy Mésice obsahuje rotac¢ni osu Mésice

Y~ o

Zakony predstavuji zjednodusSeny model obézného pohybu Meésice po
eliptické draze podléhajici rovnomérné precesi. Mésic byl pfedpokladan
jako rotujici tuhé télesa. Shrnuto popisuji optickou libraci jako soucet dvou
rovnomeérnych pohybi, které jsou synchronizovany s periodou rotace a
precesi drahy Meésice. TTeti zakon je pozoruhodny tim, ze tfi roviny —
ekliptiky, rovniku Mésice a jeho dréahové roviny — se protinaji v jedné
primce. Pfi tom dvé z nich jsou pohyblivé.

Obr. 2 (zdroj: Wikipedie)

Obr. 3 (zdroj: Wikipedie) Obr. 4 (zdroj: Wikipedie)
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Koncem sedmnéactého stoleti jiz bylo znamo, ze Mésic nemé presné sfé-
ricky tvar a tudiz jeho téleso se kyva. Touto skutecnosti se zabyval Isaac
Newton (1643-1727; obr. 4), ktery v tieti knize Principii [5] provedl vy-
klad optické librace v délce a Sifce. V sedmnécté vété patnacté poucce
uvedl: ,,...stejna strana Mésice bude vZdy natocena velmi blizko sméru
na vzdélenéjsi ohnisko jeho drahy ...jedna se o libraci v délce.“ Newton
dospél k zavéru, ze Mésic je stale natocen ve sméru k druhému ohnisku
jeho drahy. Ve skutecnosti proces optické librace probihé spojité, velka osa
télesa Mésice vykonava kyvavé pohyby kolem sméru k prazdnému ohnisku.

V diisledku tficaté osmé véty se Newton vyjadril takto: ,,...probfha to,
ze ze Zemé pozorujeme vzdy jednu a tutéz stranu Mésice, v jiné poloze
by se téleso Mésice nemohlo nachézet v klidu, ale neustale by se k této
poloze vracelo p¥i kyvani. Ale toto kyvani pii pusobicich malych silach
je velmi pomalé, tak Ze strana, ktera musi byt stale otoCena k Zemi by
mohla byt oto¢ena k druhému ohnisku mési¢ni drahy (z pficin ukdzanych
v sedmnécté vété) bez toho, Ze by byla ihned navracena do sméru k Zemi.“
Zde je vyjadreni Newtona nejasné a nejednoznac¢né, hlubsi interpretace
podéavana neni. Jak by se téleso Mésice mohlo souc¢asné natacet do obou
ohnisek od sebe vzdalenych? Newton vSak zietelné upozornil na existenci
malého kyvani Mésice kolem jeho stfedu hmotnosti, coz je povazovano za
predpovéd dynamické — fyzické librace [6, 7].

Pozdgji Joseph Louis Lagrange (1736-1813; obr. 5) ziskal r. 1764 cenu
Francouzské akademie véd za feSeni problematiky pohybu Mésice. Ve své
teorii [8] upfesnil tvar jeho télesa na trojosy elipsoid, jehoZ nejvétsi osa
sméfuje k Zemi. Odklon realného pohybu Mésice od Cassiniho zakontu
se v jeho tivahach promfitl do kyvani Mésice kolem urcité stfedni polohy,
jednalo se o fyzickou libraci.

Nasledné Pierre Simon Laplace (1749-1827; obr. 6) rozvijel vyklad po-
hybu Mésice vytvorenim jiz ucelené teorie fyzické librace [9]. Potvrdil za-
véry Lagrange a doplnil hypotézu kyvani Mésice vzhledem k rovnovazné
poloze. Proces kyvéani rozlozil na dveé slozky. Prvn{ z nich popisovala to, ze
smér hlavni osy setrva¢nosti Mésice v disledku optické librace se odklani
od sméru k Zemi, pfitazlivost Zemé mé snahu ji vratit do ptvodni polohy.
Druhé slozka zachycovala okolnost, ze Mésic v dobé formovani a evoluce
zménil sviij pavodné sféricko-symetricky tvar. Prvotni kyvani télesa Mé-
sice kolem rovnovazné polohy bylo postupné zbrzdovano, aZz jeho perioda
rotace byla rovna dobé& obéhu kolem Zemé. Laplace zjistil, Ze doba kyvani
zévisi na hlavnich momentech setrva¢nosti télesa Mésice.
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Obr. 5 (zdroj: Wikipedie) Obr. 6 (zdroj: Wikipedie)

Prejdéme k soudobé interpretaci pohybi télesa Mésice. Optické librace
v délce vede k sledovanému kyvani aZ 4-7°54’ pro pozorovatele na Zemi
s periodou anomalistického!) mésice 27,55 dne. Na vzhled Mésice ma vliv
rovnomérna rotace kolem vlastni osy, nerovnomérny pohyb po eliptické
kolem Zemé. Pti rovnomérné rotaci Mésice bychom pozorovali pouze jed-
noduchy jev optické librace v délce. Jeji zasluhou se téleso Mésic mirné
natac¢i k Zemi jednou vychodnim a podruhé zapadnim okrajem. Druhy
zpisob kyvéani, opticka librace v Sifce, s periodou drakonického® mésice
27,21 dne, se uskute¢nuje proto, ze rovnik Mésice svird s ekliptikou thel
1°31" a soucasné drahovy sklon Mésice k ekliptice ¢ini 5°9’. Tedy sklon rov-
niku Mésice pro pozorovatele na Zemi se pohybuje v mezich £6°40’. Sklon
mésiéni drahy k ekliptice vyvolava libraci v Sifce, nevelké kyvani nahoru
a dold. V pribéhu pohybu Mésice po jeho draze nesméfuje v praméru za
periodu hlavni osa setrva¢nosti mési¢niho télesa k hmotnému sti¥edu sou-
stavy Zemé-Mésic, nybrz uskuteciiuje kyvani ve sméru prazdného ohniska
mési¢ni drahy, jehoZ parametry propocital Kondratyev [10].

Na pozadi dominantni optické librace v délce probihé fyzicka librace.
Jde o malé realné kyvéani télesa Mésice vzhledem ke stfedu hmotnosti. Je
zpusobené gravitacni interakci hlavné se Zemi, Sluncem, ale i s ostatnimi
kosmickymi télesy. Problematika vyzkumu jevu je tésné spojena s tvarem
Mssice a s jeho hlavnimi momenty setrvac¢nosti. Fyzicka librace je vyvola-
vana a udrzovana odklonem vybézku télesa od presného sméru k Zemi. Jeji
amplituda zavisi na stupni ,,protahlosti“ Mésice ve sméru k Zemi, presnéji

DDoba mezi dvéma po sobé nasledujicimi prichody Mésice perigeem eliptické drahy.
2)Doba mezi dvéma po sob& nasledujicimi priichody Mésice vystupnym uzlem drahy.
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na tzv. mechanické elipticnosti, uréované parametrem

_ B(C - B)
I'=Zc=ay

kde A, B, C jsou hlavni momenty setrva¢nosti Mésice. Amplituda kyvani
pozorovanéa ze Zemé dosahuje 0,2”, tudiZ je i mal4 jistota urceni hodnoty f
z pozorovani. Vyzkumy vedly ke stanoveni tzv. kritické hodnoty

£ = 0,60-0,73.

S vyzkumem fyzické librace souvisi tzv. dynamickd metoda urcovani
tvaru Mésice. Na zékladé znalosti rozloZeni hustot a tlaki ve vrstvach
v nitru Mésice jsou propoc¢itavany hlavni momenty setrva¢nosti télesa Mé-
sice vstupujici do parametru f. Odtud jsou nasledné stanovovany hodnoty
polarniho a rovnikového poloméru.

Soudobé predstavy o fyzické libraci Mésice vychézeji z rozdilnosti stfedu
hmotnosti s geometrickym stfedem télesa. Spojnice obou sméfuje k dru-
hému ohnisku a uskute¢fiuje kolem ného nevelké kyvani, jak jsme jiz kon-
statovali. Puvodni osa télesa Mésice sméfujici k Zemi byla pfed ztuhnu-
tim polotekuté matérie vlivem slapovych sil prodlouzena. Jadro Mésice se
zformovalo v minulosti v prubéhu gravita¢ni diferenciace, stfed hmotnosti
Mésice se posunul smérem k Zemi v dusledku asymetrie piisobicich sla-
povych sil. Doglo tak k vychyleni polohy hmotného stfedu Mésice. Zemé
svou pfitazlivosti ho navracela do puvodniho stavu.

Moderni metody studuji kyvavy pohyb télesa Mésice v prostoru rozlo-
zeny do ti{ os. Dynamicky jev fyzické librace je zkouméan prostrednictvim
pozorovani, jakoZ i teoretickymi metodami vypoétu gravitaéniho potenci-
alu Mésice. Na jeho povrchu umisténé seismografy umoziuji studovat jeho
vnitini strukturu. Laserova lokace Mésice zaloZzend na systému odrazeci
vyrazné zpfesnila vzdalenosti. Obé uvedené metody poskytly spolehlivé
parametry kyvéani jeho télesa a vedly k uréeni hlavnich momentt setrvac-
nosti. ZjednoduSeny pocatecni teoreticky model pfedpokladal rotaci tu-
hého télesa Mésice ve vnéjsim silovém poli, vytvareném gravitaci Zemé a
Slunce. Tato predstava neobjasnila tplné pozorovéani, predpokladala nu-
lové zpozdovani efektt, coz viak nebylo potvrzeno. Ze zavéra studia Sifeni
seismickych vin v télese Mésice vyplyvé, ze v hloubce pfiblizné 1000 km
se jiz vrstva nechové jako pevna latka nybrz jako plasticka polotekuté ma-

vypocty fyzické librace Mésice proto nyni vychazeji z modelu sloZzeného
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z uvedenych dvou vrstev. V poslednich letech pozorované aktivni procesy
na povrchu Mésice by mohly dosvédéovat existenci zmifiované polotekuté
vrstvy.

Clanek poskytuje material pro doplnéni vykladu Keplerova eliptického
zékona. Je v ném popsana stru¢na historie poznavani slozité problematiky
pohybt télesa Mésice, s kterou je spojena utajend a méné znamé uloha
druhého prazdného ohniska jeho eliptické drahy. Prfipominame, ze zakladni
vlastnosti Mésice a jeho vyznam pro Zemi byly jiz diive popsany v ¢lan-
ku [11].
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Myslenkové mapy a jejich
aplikace ve vyuce termiky na ZS

GABRIELA KAUFNEROVA
Fakulta pedagogicka 7ZCU, Plzen

Prvni ¢ast tohoto ¢lanku se vénuje myslenkovym mapam v obecné ro-
viné, shrnuje pravidla pro jejich tvorbu i moZnosti vytvareni digitalnich
myslenkovych map. Druha Cast se zaméifuje na mozné vyuziti myslenko-
vych map v jednotlivych fazich vyuky termiky na zakladni skole na zakladé
vlastnich praktickych zkuSenosti.

Co jsou myslenkové mapy?

Pojem mys8lenkové mapy muze znit jako néco nového, ale opak je prav-
dou. Uz v davnych dobéach je velci myslitelé, filozofové, matematici atd. po-
uzivali pro utfidéni svych myslenek. Podle Chytkové a Cerného [5] mohou
byt nejstarsim piikladem zéapisy ze staré (jiny7 které znézornuji tradi¢ni
lécitelstvi ve stromové struktufe. V 60. letech minulého stoleti byl pojem
mySlenkové mapy uchopen Tony Buzanem a definovan jako: zdkladni or-
ganizacni myslenkovy ndstroj [1, s. §].

Ve vyzkumném programu americké Cornellovy univerzity se v roce 1972
Joseph D. Novak snazil porozumét arovni znalosti zaka v prirodnich védach
a zménam v jeho znalostech v pribéhu vzdélavani. Napadla ho myslenka,
7Ze pojmova mapa vytvorena zakem reprezentuje hierarchizaci a organi-
zaci jeho kognitivni struktury. Novak vnimal pojmové mapy jako vhodny
nastroj pro znazornéni zakovych myslenek [4, 6].

Myslenkové a pojmové mapy jsou zaznamenévany grafickou technikou,
kterd umoziiuje naSemu mozku efektivné tfidit myslenky. Vyuzivaji celé
spektrum dovednosti, jako je naptiklad: slovo, obraz, ¢islo, logika, rytmus,
barva a prostorové podvédomi. Pomahaji ¢lovéku nejenom vst¥ebavat in-
formace do paméti, ale také je z ni vyvolavat. Buzanovy myslenkové mapy
jsou v podstaté stejné jako Novakovy pojmové mapy, lisi se od sebe pouze
v struktufe a hierarchizaci jednotlivych pojmu.
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Tvorba myslenkoviych map

Pro tvorbu myslenkovych map nepotiebujeme podle [2] pFilis mnoho
véci. Zcela postaci ¢isty bily nelinkovany papir, barevné pera ¢i tuzky,
premysleni a pfedstavivost. Papir by mél mit minimalni format A4 (idealné
A3) a pii praci by mél byt vidy polozeny na sitku, coz je vhodné&jsi pro
rozsifovani a vétveni mapy do stran. Barevné tuzky a pera ¢ini mapu
prehlednéjsi, takze se v ni lze rychleji orientovat. Barevnost mapy pomaha
oddélit jednotliva témata a zapamatovat si informace. Je zapotiebi pfi
jejich pouzivani davat pozor, aby nedoslo k zahlceni mapy, ktera by se pak
stala nepfehlednou. Pouzivani barev je zcela na naSem uvaZeni a zdméru,
ale méli bychom dodrzovat pouzivani jedné barvy pro hlavni vétev i k ni
prislusné podvétve.

K vytvoreni spravné myslenkové mapy je podle [2] potfeba dodrzovat
nasledujicich sedm krokt.

e Tvorit za¢iname uprostred ¢istého papiru, ktery by mél byt polozeny
na sitku.

e Hlavni myslenku je vhodné vyjadrit obrdazkem.

e Je piinosné pouzivat rtizné barvy.

e K obrazku hlavni myslenky pfipojujeme hlavni vétve, ke kterym pti-
pojujeme vétve druhé turovné. K obéma potom piipojujeme vétve
tfeti irovné atd.

e Vsechny vétve zakreslujeme jako krivky.

e V kazdé drovni kiivky je vhodné pouzivat jedno jednoduché slovo
nebo slovni spojeni.

e V celé mapé zakreslujeme obrazky.

Myslenkové mapy nemusi obsahovat pouze slova a vétve, ale mohou se
v nich nachézet obrazky a symboly, jak bylo uvedeno vyse. Poméahaji snad-
néji si zapamatovat informace, zvyraznit nejdilezitéjsi myslenky, vnimat
mapu jako celek, rychleji se v ni orientovat ¢i propojit souvisejici pojmy.
Obréazky a symboly pfitom nemusi byt vytvarné dokonalé.

JelikoZ se pii tvorbé myslenkové mapy nepouzivaji jenom slova, linie
¢ logika, ale také symboly barvy a obréazky, jak bylo zminéno vyse; lze
tici, ze pri jejich tvorbé pracuje cely mozek. Prace s nimi je jednoducha.
Mohou se vyuzivat pfi riznych obecnych ¢innostech, jako je naptiklad:
uceni, brainstormingu ¢ planovani.

Pro zac¢leni myslenkovych map do vyuky je zapotfebi, aby si na mapy
zaci postupné zvykali. Ze zac¢atku je vhodné, aby ucitel vysvétlil zakam,
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co je to myslenkova mapa, jak se s ni pracuje a vytvoril s nimi nékolik map
spolecné. Pokud jsou zaci zvykli, Zze ucitel ¢asto méni vyukové metody, tak
pochopeni a nauceni se prace s myslenkovymi mapami jim nebude trvat
dlouho (né&kolik vyucovacich hodin).

Tvorba digitdlnich myslenkovych map

Jelikoz v dnesni dobé digitalni technologie tvori nedilnou soucéast kazdo-
denni pedagogické praxe, tak je vhodné se vénovat i myslenkovym mapam
vytvaFenych v pocitaci. Prace s nimi a jejich tvorba je mnohem snadné;jsi
a rychlejsi nez s myslenkovymi mapami, které jsou tvorené na papife. Lze
je 1 snadné&ji editovat a nabizeji praci s vét§im mnoZstvim informaci [3].

Existuje nepieberné mnozstvi aplikaci, ve kterych lze vytvaret myslen-
kové mapy. Pred jejich pouzivanim je zapotiebi si nékolik z nich vyzkousSet
a vybrat si tu, kterd by vyhovovala uéiteli pfi vyuce nejvice. Prakticky
se nam nejvice osvédcila aplikace XMind a webova stranka Coggle. Mys-
lenkové mapy vytvofené v XMind lze pouzivat jako podklady pro vyuku.
V Coggle mohou Zéci pracovat pii plnéni zadanych tkolua ve gkole i doma.
Pro praci v ném zaci potfebuji pocitaé, tablet ¢i telefon a pripojeni na
internet, coz v dne$ni dob& maji prakticky vsichni.

Aplikace myslenkovych map ve vyuce termiky

Myslenkové mapy lze charakterizovat jako vhodny nastroj pro rozvoj
tvorivé ¢innosti u zaktd. Ve fyzice se mohou predevsim vyuzivat pro zna-
zornéni vztahid mezi jednotlivymi pojmy probiraného uciva. MySlenkové
mapy najdou uplatnéni ve vSech fazich vyukovych hodin i v doméaci pii-
pravé v podobé doméacich tdloh. Jejich pouziti v jednotlivych fazich za-
visi na obsahu probiraného tématu a na jeho ¢asovém harmonogramu (ta-

bulka 1).

Motivace zaku:
Pro spravny rozvoj tvorivosti je zapotiebi u zakt dosdhnout nejvys$si moZné vnitini
motivace, které lze dosdéhnout vhodnou motivaci na zac¢atku probiraného tématu.

Zaci a jejich Pro navozeni pozitivniho vztahu zakt k probiranému tématu
aktivizace je zapotiebi vhodné zvolit pocateéni aktivitu, pti které bu-
dou kladné ohodnoceni uditelem i spoluzaky.

Myslenkové mapy Jednim z moZnych néstroji pro zvySeni vnitini aktivity
u zakl jsou myslenkové mapy. Lze je zadavat na tvodni ho-
din& probiraného tematického celku, napt.: Zaznamenej do
myslenkové mapy vie, co si piredstavis pod pojmem. .. ?

Tab. 1: Motivace
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Na tvodni hodiné tematického celku lze pouzivat myslenkové mapy jako
pocatecni aktivitu ve fazi motivace, protoze myslenkové mapy patii mezi
nastroje, které mohou navysit vnitini aktivitu zaka pii spravném uchope-
nim a zaclenénim do vyucovaci hodiny.

Piiklad 1
Zaznamenej do myslenkové mapy vSe, co si predstavi§ pod pojmem
tepelné jevy?

Na uvodni hodiné tematické celku Termika ve fazi motivace byly zZakam
rozdény papiry formatu A3 s uvedenym zadanim. Jejich tkolem bylo na-
psat, co si mysli, Ze se dozvi v u¢ivu o tepelnych jevech pomoci myslenkové
mapy. Pracovali ve dvojicich, takze mohli diskutovat se sousedem v lavici.
Ukézka jejich myslenkové mapy je na obr. 1.

Teplo

_—
Pdkc. i ‘fwhf"'; \
& A
N
bum'm<~] Ml‘d

Obr. 1 Ukazka motivaéni myslenkové mapy vytvorené zaky na tvod tématu
Tepelné jevy

Vétsina zaka uvedla ve svych myslenkovych mapach, ze budou probi-
rat teplo, skupenstvi latek, tani, var a tepelné motory. Zaci pri praci zivé
diskutovali v lavicich. Bylo patrné, ze je vypracoviavani zadané tulohy ba-
vilo. Tu samou tlohu je moZzné zadat zakim znovu po probrani celého
tematického celku Termika ve fazi aplikace ¢i fixace uciva.

Ve fazi motivace lze pouzivat i myslenkové mapy, ve kterych si zaci zopa-
kuji starsi u¢ivo, které je néjakym zpiisobem provazano s nové probiranym
uc¢ivem ¢&i tematickym celkem.

Priklad 2

Napis, na ¢em zavisi vnitini energie, do myslenkové mapy.
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Myslenkova mapa na téma vnitini energie byla zakim zadéna v ho-
diné pii opakovani uciva z pfedchozi hodiny, aby si zopakovali poznatky
o vnitini energii a aby se zarovein namotivovali na probirdni nového uciva
nJak lze zvySit vnitini energii?*

M ”‘“{fa:,(

sl

- ). = .
Prdin o
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Obr. 2 Ukéazka motivaéni myslenkové mapy vytvorené zaky na téma Vnitini
energie

Kdyz zéaci vypracovali myslenkovou mapu, ve které si zapsali, na ¢em
zavisi vnitini energie, byli seznameni s tim, ze se budeme nésledné zabyvat
novym ucivem, jak lze vnitini energii zvysit (tab. 2).

Expozice (nové ucivo):

Zaci a jejich aktivita Zéci zaznamenavaji nové poznatky aktivni ¢innosti do sesitu
b&hem vyucovaci hodiny.

Myslenkové mapy Myslenkové mapy najdou uplatnéni i p¥i probirani nového
uciva, kdy je lze vyuzit pro zapis poznamek do sesitu. Tato
forma zapisu ndm umoznuje znazornovat vztahy mezi jednot-
livymi pojmy probiraného uciva. Diky ¢emuz si mohou Zaci
lépe zapamatovat nové ucivo, provazat ho se stavajicimi védo-
mostmi a snadné&ji a rychleji ho aplikovat pfi dalsim pouziti.

Tab. 2: Expozice (nové ucivo)

U vétsiny hodin lze vyuzivat myslenkové mapy jako formu zapisu po-
znamek do seSitu pifi probirani nového uédiva. Jejich velkou vyhodou pii
psani poznamek je, ze zapis je rychly, pfehledny a rovnou zaktum ukazuje
vztahy mezi jednotlivymi pojmy probiraného uciva.

Priklad 3
Jak 1ze zvysit vnitini energii?
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Pro zapséani poznamek na nové probirané uéivo: Jak lze zvysit vniting
energii?, jsme pouzili jiz vytvofenou mySlenkovou mapu na téma vnitini
energie, kterou si Zaci vypracovali ve fazi motivace.

P>
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Obr. 3 Ukazka myslenkové mapy vytvorené zaky na téma ,Jak lze zvysit vnitini
energii?“ pfi expozici uciva

Ve fazi expozice jsme si s zaky pomoci pokust vysvétlovali u¢ivo o zpu-
sobech zvySovani vnitfni energie a oni si postupné dopliovali jiz vytvo-
fenou myslenkovou mapu. Na obr. 3 vidime zapsané poznamky jednoho
z zdkd pomoci myslenkové mapy. Na konci vyucovaci hodiny byla zakim
zadana domaci tloha vytvorit si mySlenkovou mapu na probirané uéivo
znovu. Mohli ji vytvorit do sesitu ¢i na webovych strankach Coogle.

teploté
zavisi
vnitfni energie poétu molekul

poloze molekul

praci
zvysi i
dotykem s teplejsim télesem

Obr. 4 Ukézka domaci ilohy ve formé mySlenkové mapy na téma ,,Jak lze zvysit
vnitini energii?“ (expozice)

Priklad doméci dlohy vytvorené zékem pomoci Coogle vidime na obr. 4.
Pfi plnéni domaci tlohy Zéci spiSe volili pro tvorbu myslenkové mapy apli-
kaci Coogle namisto kresleni do 8kolniho seSitu, protoze vytvoreni mapy
pomoci Coogle je rychlejsi.
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Po delsim case, kdy jsme pouzivali myslenkové mapy jako formu zépisu
poznamek do sesitu, byli Zéci pozadani o zpétnou vazbu, zda jim vice vy-
hovuje zapisovat si poznamky pomoci myslenkové mapy nebo klasicky zpt-
sobem jako poznamky zapsané ve vétach. Priblizné polovina zaka uvedla,
ze by uvitala zapisovat si poznamky pomoci myslenkové mapy, protoze je
to pro né prehledné, srozumitelné, provazanéjsi a ze si u¢ivo snadnéji zapa-
matuji. Druhé polovina zaka by naopak chtéla ponechat klasicky zptsob
zapisu, protoZze jsou na tento zpisob zvykli a protoze si u¢ivo snadnéji
zapamatuji. Pfi diskuzi o zpusobu zapisu i Zaci, ktefi preferuji klasicky
zpisob zapisu, uznali, Ze ucivo je diky myslenkovym mapam piehlednéjsi.
Zaci nakonec dosli spoleéné k zaveru, Ze by chtéli zapisovat poznamky
formou myslenkové mapy a zaroven mit k dispozici i poznamky zapsané
klasickym zptisobem.

Aplikace a fixace (uéiva):

ZAci a jejich aktivita Z4ci aktivnd pouzivaji ziskané védomosti pfi plnéni zadaného
tkolu béhem vyucovaci hodiny.

Myslenkové mapy Myslenkové mapy lze pouzivat béhem aplikace ¢i fixace uciva
napfiklad tvorbou myslenkovych map na jiz probrané ucivo
nebo dopliiovanim slepych map s chybéjicimi pojmy.

Tab. 3: Aplikace a fixace (uciva)

Pri prohlubovani € opakovani utiva lze jako jednu z moznych aktivit
pouzit myslenkovou mapu (tab. 3). Zaci mohou tvofit mapy na danou ¢ést
probraného uéiva ¢i na probrany cely tematicky celek.

Priklad 4
Zaznamenej do myslenkové mapy, jakymi zptisoby se miiZe $ifit teplo?

Uloha byla zadana zaktm v hodiné vénované proudéni a zafeni jako
Sifeni tepla b&hem fixace udiva a pfi zavéreéném hodnoceni jim byla jesté
zadana jako doméci tloha. Mohli ji vypracovat na papir nebo vytvorit na
webové strance Coggle (obr. 5 a 6).

Souhrnné myslenkové mapy jsou velmi uZiteéné pfi opakovani udiva,
protoze si pfi jejich tvorbé zaci ut¥idi informace k danému ucivu. Zaroven
maji vSe pohromadé a usporadané. P tvoreni souhrnnych map je vhodné
ze zaCatku nechat zaky pracovat samostatné nebo ve dvojicich pfiméreny
¢as a nasledné s nimi spole¢né mapu dodélat. Myslenkova mapa na opa-
kovani udiva o teple na obr. 7 je ndzornou ukazkou.
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Obr. 5 Ukazka domaci ulohy ve formé myslenkové mapy na téma Sirent tepla
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Obr. 6 Ukazka domaci tlohy ve formé myslenkové mapy na téma Sifeni tepla
(aplikace a fixace)

Priklad 5

Napi§ vse, co jsi se doposud naucil/(a) o teple, pomoci myslenkové
mapy.

P1i prohlubovani a opakovani uciva v hodinach lze pouzivat také slepé
myslenkové mapy, do kterych zéaci dopliiuji chybéjici pojmy. Slepé mapy
mohou byt bud se slovy nebo beze slov pro doplnéni. Mohou se aplikovat
prakticky na kazdé probrané ucivo.
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Obr. 7 Ukéazka doméci tlohy ve formé myslenkové mapy na téma ,, Teplo“ (apli-
kace a fixace)

Priklad 6
Doplii vhodna slova do prazdnych bublin tak, aby myslenkova mapa
dévala smysl.

P1i prohlubovani stavajiciho ¢i opakovéani starsiho uéiva je moznost po-
uzivat slepé myslenkové mapy beze slov jako jednu z moznych aktivit.
U téchto map musi zaci pfedev§im zavzpominat na jiz probrané uéivo,
rozpomenout se a spravné vyplnit prazdné bubliny.

Slepé myslenkové mapy beze slov pro doplnéni byly vétsinou zadavany
zékam neuplné, aby méli vétsi prostor pro svou tvofivost a aby je to na-
badalo k tvorbé rozsifenéjsi mapy. Na obr. 8 vidime, Ze zZak nejen mapu
vyplnil, ale i doplnil o dalsi informace tykajici se tepla.

Ve fazi aplikace ¢i fixace uéiva najdou myslenkové mapy uplatnéni jako
zpusobem. Zapojuji pfi jejich tvorbé obé dvé hemisféry, coz jim poméaha
udivo si lépe zapamatovat, snadnéji a rychleji ho dale pouzivat pii dalsi
¢innosti, a pfedevsim dojde k uvolnéni pretiZzenosti jedné hemisféry. Mohou
tak pfi plnéni uloh, které jsou zalozené na tvorbé ¢ doplhovani myslen-
kovych map, dosdhnout vnitfniho uspokojeni a dat ve fyzice prostor své
vlastni tvofivosti.
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Obr. 8 Ukazka zadani a zakovského Feseni doméci tlohy ve formé slepé myslen-
kové mapy na téma Teplo (aplikace a fixace uéiva)

Slepé mapy mohou poslouzit i diagnostice znalosti zaki a jejich pocho-
peni uciva podle obecnych principti a zasad shrnutych v tab 4. Ve skole
jsme pro hodnoceni zakovskych znalosti pouzivali slepé myslenkové mapy
se slovy i beze slov, popf. méli zZaci sami vytvofit celou myslenkovou mapu
na dané ucivo. Pro jejich hodnoceni jsme pouzivali kombinovany zptisob.

Slepé myslenkové mapy beze slov se také osvédéily pii hodnoceni malych
pétiminutovek. Velkou vyhodou bylo, Ze jejich vyplhovani zdktim nezabralo
prilis mnoho ¢asu, pokud byli na test pfipraveni. Zaktm s poruchami uceni
a zakim-cizincim bylo mozné zadavat béhem testovani leh¢i variantu slepé
mySslenkové mapy se slovy pro doplnéni. Jejich pouzivani bylo velice pii-
nosné nejenom pro ulitele, ale také pro samotné zéky, pokud se na test
pripravili. Zadana slova jim pomohla z&asti ¢i zcela doplnit slepou myslen-
kovou mapu a oni tak mohli zazit pocit vnitiniho uspokojeni z dosazeného
cile.

Prikladem takového vyuziti je slepa mySlenkova mapa na zmény sku-
penstvi (obr. 9) zadana Zaktm pfi hlubsim opakovani daného uéiva. Hod-
nocena byla stanovenim pocétu bodi za spravné vyplnéné prazdné bubliny.
Tyto body se pak pomoci stanoveného kli¢e pfepocetly na odpovidajici
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znamku. Na obr. 9 si lze povSimnout, Ze u nékterych pojmi chybi dalsi
bubliny pro doplnéni. Zamérné se tak zakam vytvari lepsi prostor pro
jejich tvofivost, cilem bylo je nendpadné primét k tomu, aby zacali sle-
pou myslenkovou mapu vypliovat nad ramec pouhého povinného doplnéni
prazdnych bublin. Opustili-li Zaci svoji komfortni zénu a doplnili do slepé
myslenkové mapy dalsi informace, tak ziskali v ramci bodového hodnoceni
dalsi body navic. V ramci tematického celku se zaktim ziskané body navic
s¢itaji a po ukonceni tematického celku se jim proméni na odpovidajici
znadmku dle stanoveného klice.
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Obr. 9 Zéakovska fedeni slepé myslenkové mapy na téma Zmény skupenstvi
(diagnoza)
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Diagnoza:

Béhem tvorivé ¢innosti je zapotfebi mit vnitfni motivaci k dané ¢innosti a okamzitou
a jednoznaé¢nou zpétnou vazbu. Obé& dvé tyto funkce ve vyuce plni hodnoceni. Tradiéni
zpusob hodnoceni poskytuje predevsim motivaci vnéjsi, ale pro tvofivou ¢innost je zapo-
tfebi mit i urcitou troven vniti¥ni motivace. Je dilezité mit zp&tnou vazbu v hodnoceni.
Je také zapotfebi rozlisit hodnoceni tvorivé ¢innosti od hodnoceni znalosti zak.

Tvoriva ¢innost zaka

Individuéalni slovni hodnoceni
P1i pouzivani individualniho slovniho hodnoceni se hodnoti
vznikly produkt a také postup vedouci k tomuto produktu.
TakZe Zéaci i ucitel maji okamzitou zpétnou vazbu, ktera je
prfi tvorivé ¢innosti velice dulezita.

Formativni hodnoceni

Formativni hodnoceni je dobrym nastrojem pro komunikaci
mezi uéitelem a zéky. Podava uciteli informaci o tom, jak zaci
rozumi ucivu bé&hem jeho probirani. Pro formativni hodno-
ceni lze pouzivat barevné ter¢iky, tabulky ¢i smajliky.

Znalosti zaku

Hodnoceni znamkou

Hodnoceni znamkou se pouziva ve Skolach nejast&ji. Zaci
i jejich rodice jsou na tento zpusob hodnoceni zvykli. Pé-
tistupnova skala znamek je prehlednéa, ale je po strance ob-
sahu zna¢né omezena. Tento hodnotici systém neni schopen
popsat posun jednotlivych zaki.

Bodové hodnoceni

Bodové hodnoceni se vyskytuje ve $koldch mnohem mensi
mife nez hodnocenf znamkou. Zaci a jejich rodice nejsou na
tento druh hodnoceni prili§ zvykli, i kdyz poskytuje lepsi in-
formace o posunech zaku v ¢asovém rozmezi. Jejich pripadné
zakolisani ve vykonu lze dohnat snahou a nepfenési se dal
do koneéného hodnoceni. Bodové hodnoceni vede zaky k pfi-
rozené soutézivosti a vytvari podminky pro navysSeni vnitini
motivace u zaku.

Kombinované hodnoceni

B&hem kombinovaného zptsobu hodnoceni se pouziva hod-
nocenf zndmkou a bodové hodnoceni. Zaci jsou béhem probi-
raného tematického celku hodnoceni body. Po probréani u¢iva
je jim podle dosazenych bodt pridélena znamka.

Myslenkové mapy

Myslenkové mapy je vhodné hodnotit kombinovanym zpa-
sobem spolu s individualnim slovnim hodnocenim & forma-
tivnim hodnocenim.

Tabulka 4 Diagnoéza
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Na obr. 9 jsou k nahlédnuti dvé odevzdané prace zéki. Na hornim je
mapa zéka, ktery si nedal prili§ zalezet na spravném oznaceni teploty tani
a tuhnuti a ani se moc nesnazil slepou myslenkovou mapu doplnit o dalsi
informace — doplnil pouze jednu informaci navic oproti ostatnim spoluza-
kiim. Zéaci v dané provérce vétsinou ziskali 2 az 4 body navic za vlastni
tvorivost pfi dopliiovani mapy, jak je vidét na spodnim Casti obrazku. Test
zéka je v tomto pfipadé slusné vyplnény, pouze popletl pojem sublimace,
a ziskal navic 3,5 bodu za doplnéni dalsich informaci: teplota tani je stejna
jako teplota tuhnuti, rychlost vypafovani zavisi také na chemickém slozeni
kapaliny, souc¢asti vypafovani je var a varu u vody nastava pii 100 °C.

Pokud bychom chtéli pfesnéjsi informace o znalostech zaku, 1ze pouzit
myslenkové mapy, které si zaci vytvareji celé sami. Pfed zadanim takovéto
pisemné prace je nutné si promyslet, ktera slova uvedend v myslenkové
mapé budou v rdmci hodnoceni kli¢ova a ktera slova budou navic za tvofi-
vou ¢innost. Ze zkuSenosti lze Tici, Ze zaky vytvorené myslenkové mapy pak
nebylo vibec jednoduché opravovat a vyhodnotit. Cely proces hodnoceni
zabral velké mnozZstvi ¢asu. V ramci porovnani se slepymi myslenkovymi
mapami se jejich vyuziti ukézalo zna¢né neefektivni.

Slepé myslenkové mapy se nam osvéd¢ily jako vhodny nastroj pro oveé-
fovani znalosti zaka oproti myslenkovym mapam, které si zaci vytvareli
sami. Jejich tvorba, pouziti a opravovani je rychlé a snadné. Navic pro
vytvoreni testu pro zéky se specifickymi vzdélavacimi potiebami a zaky-
-cizince sta¢i k mapé pridat jenom slova pro doplnéni.
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INFORMATIKA

Jednickovy obdélnik
(Ulohy z MO kategorie P, 48. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pfi nasem putovani po zajimavych tlohach Matematické olympiady ka-
tegorie P (programovéni) se tentokrat vydame do velmi daleké historie a
ukézeme si jednu soutézni ulohu z krajského kola 38. ro¢niku MO. Tento
ro¢nik olympiady probihal ve Skolnim roce 1988/89, tedy jesté za socia-
listického Ceskoslovenska a navic v dobé, kdy kategorie P teprve Cerstve
vznikala. V té dobé u nas nebyly k dispozici osobni pocitace, takze za-
déni soutéznich tloh se nezachovalo v elektronické podobé a nenajdete
ho proto ani v archivu dloh na webu olympiaddy — tento archiv zacina az
42. ro¢nikem MO ve 8kolnim roce 1992/93. Museli jsme proto sdéhnout do
starého archivu ,,papirového*. Zadani tlohy uvadime bez aprav v ptivodni
historické podobé.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Je dano dvojrozmérné pole A (matice) velikosti n x m, jehoZ prvky
jsou pouze ¢&isla 0 nebo 1. Navrhnéte algoritmus, ktery v daném poli A
nalezne maximéalni ,,obdélnik” obsahujici samé jednicky (maximélni ve
smyslu ,,obsahujici co nejvic jednicek*). Vysledkem prace algoritmu bude
Ctvefice ¢isel 4, j, k, | takovych, Ze A;; je prvek v levém hornim rohu a
Ay, prvek v pravém dolnim rohu nalezeného maximalniho obdélniku.

Nagim tkolem tedy je nalézt v zadané matici nul a jedni¢ek co nej-
vEtsi souvisly obdélnikovy vyfez (podmatici), ktery bude tvofen pouze
jedni¢kami. Takovému obdélnikovému vyfezu budeme nadéle zkracené ¥i-
kat jednickovy obdélnik. Je to tloha pomérné snadna a nezaludna, kteréd
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nevyzaduje znalost zadnych pokrocilych algoritmt nebo datovych struk-
tur. Presto ale i pii feSeni takto jednoduché tlohy si miZzeme ukazat celou
fadu uziteénych postuptt a programovacich technik, které nam umozni
snizit ¢asovou slozitost vysledného programu. P¥i navrhu efektivniho algo-
ritmu byva ¢asto vyhodné vyuzit vhodny predvypocet — tedy nepracovat
pifimo se zadanymi vstupnimi daty, ale nejprve si je néjak vhodné upravit,
aby pak nasledny vlastni vypocet probihal rychleji. Ukazeme si postupné
nékolik rtznych zpisobi, jaky pfedvypocet mizeme zvolit.

V zadéani dlohy neni uvedeno, zda mame pocitat s ¢islovainim fadkt a
sloupcti matice A od 0 nebo od 1. Pro postup FeSeni tlohy to neni vibec
podstatné, nase volba se projevi pouze ve vysledku (posunuti vyslednych
hodnot indext 4, j, k, [ 0 1). V matematice jsme zvykl{ na ¢islovani fadkt
matice od 1 do n a sloupcti od 1 do m, proto se toho budeme drzet i
v TeSeni nasi ulohy. V soucasnych programovacich jazycich rodiny C (C,
C++, Java, C#) nebo ve stale uzivanéjsim Pythonu se ovSem vSechna pole
indexuji automaticky od 0. To nam nebude vadit, v programu si jednoduse
vytvofime pole s n+ 1 fadky a m + 1 sloupci a obsah zkoumané matice A
do néj ulozime az od fadku 1 a od sloupce 1. V fadku a ve sloupci s ¢islem
0 budou v naSem pracovnim poli ulozeny samé nuly, coz se ndm pii feSeni
bude dokonce obé¢as velmi hodit.

Pivodni zadani tlohy se také nijak nezminuje o situaci, kdy tloha nema
zédné FeSeni. To nastane v piipads, Ze zadani matice A obsahuje samé
nuly. Spravny program nesmi v takové situaci zhavarovat, musi ji spoleh-
livé detekovat a vypsat vhodny vysledek. V naSich programovych ukazkach
budeme v takovém pripadé misto souradnic levého horniho a pravého dol-
niho rohu nalezeného jednickového obdélniku vypisovat ¢tyfi nuly.

Po tvodnim rozboru situace se miazeme pustit do feSeni tlohy. Za¢neme
jako obvykle tim nejjednodussim postupem — mechanickym vyzkouSenim
v8ech moznosti. Budeme postupné zkoumat vSechny mozné obdélnikové
vyfezy matice A, zda jsou tvoreny samymi jednickami. Kdykoliv najdeme
obdélnik tvofeny samymi jednickami, porovname jeho velikost s velikosti
dosud nejvétsiho nalezeného jednic¢kového obdélniku a pokud je vétsi, ulo-
zime si jeho velikost a soutradnice. Kazdy obdélnikovy vyfez je uréen po-
lohou svého levého horniho rohu a pravého dolniho rohu. Levy horni roh
muzeme zvolit n - m zpusoby, pro kazdou takovou volbu zvolime pravy
dolni roh O(n - m) zptisoby, takZe celkem projdeme O(n? - m?) podmatic.
Kazdy zvoleny obdélnik projdeme a zkontrolujeme v ¢ase O(n-m). Celkova
¢asova slozitost tohoto primitivniho feeni je tudiz O(n® - m?).
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n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print ("Matice 0/1 po tradcich:")
a = [[0] * (m+1)]
for r in range(n):
a.append([0] + [int(_) for _ in input().split(1])

def test(a, i, j, k, 1):
# kontrola obdélnika ali] [j] - alk][1] na samé 1
for x in range(i, k+1):
for y in range(j, 1+1):
if alx][y] == 0:
return False
return True

def obdelnik(a):
# zkouSeni vSech obdélnikovjch vjrezl matice a
max_p = O
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
for i in range(1l, n+1):
for j in range(1l, m+1):
for k in range(i, n+1):
for 1 in range(j, m+1):
plocha = (k-i+1)*(1-j+1)
if plocha > max_p and test(a, i, j, k, 1):
max_p = plocha
max_i, max_j, max_k, max_1l =1, j, k, 1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

print ("Maximdlni jednilkovy obdélnik:", *obdelnik(a))

Vyrazna neefektivita uvedeného feSeni je zptisobena zejména tim, ze
mnohé obdélnikové vytezy se ruzné piekryvaji. My ovSem kazdy z nich
zv1ast prochéazime a testujeme jeho prvky, zda se rovnaji nule, i kdyz jsme
stejnou kontrolu jiz provedli v rdmci testovani jiné podmatice. Pokusime
se tedy odstranit tento problém s opakovanym testovanim prvki zadané
matice.

Jednou moznosti zrychleni vypoctu je pouzit tzv. prefixové souéty. S pre-
fixovymi soucty se v programovani setkdvame zejména u tuloh pracujicich
s Ciselnymi posloupnostmi, kde i-ty prefixovy soucet posloupnosti predsta-
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vuje soucet prvnich ¢ ¢lenti posloupnosti. V tlohéch s maticemi obvykle
vyuzivame dvourozmérnou variantu prefixovych souéti. K ptvodni ma-
tici A si vytvorime druhou matici B stejné velikosti, v niz prvek B, , bude
udéavat soucet vSech ¢isel lezicich v matici A v obdélniku s levym hornim
rohem na pozici 1, 1 a pravym dolnim rohem na pozici z,y. UkdZeme si to
na jednoduchém piikladu:

matice A matice B
1 1 0 0 1 1 1 2 2 2 3 4
0 1 1 0 1 1 1 3 4 4 6 8
1 1 1 1 1 0 2 5 7 8 11 13
1 0 0 1 1 1 3 6 8 10 14 17
1 1 1 1 1 0 4 8 11 14 19 22

Nejprve popiSeme, jak lze popsanou matici dvourozmérnych prefixovych
soucti B efektivné sestrojit. V8echny prvky v fadku 0 a ve sloupci 0 budou
z technickych davodi opét nulové. Prvky matice B budeme poéitat po-
stupné po fadcich od 1 do n, kazdy fadek prochézime vzdy zleva doprava
po sloupcich od 1 do m. Hodnotu B, , uréime podle vztahu

Byy = Asy+ Bo—1y+ Boy-1— Ba1,y-1.

Vzhledem ke zvolenému potradi vypoctu se tak v kazdém okamziku odka-
zujeme pouze na hodnoty matice B, které jsme jiz spocitali diive. Pokud
néktery z uvedenych prvki matice B neexistuje, nahradime jeho hodnotu
ve vzorci nulou. V programu k tomu vyuzijeme skutecnost, ze prvky ma-
tice lezici v fadku 0 a ve sloupci 0 maji hodnotu 0. Nakreslete si sami
schéma matice a vyznacte si v ném oblasti, s nimiz ve vzorci pracujeme.
Uvedeny vztah je zaloZzen na tzv. principu inkluze a exkluze, ktery zname
z diskrétni matematiky. Po se¢teni

Aac,y + Bm—l,y + B:c,y—l

jsme oblast B,_1 ,_1 zapocitali do sou¢tu B, , dvakrat, a proto ji musime
zase jednou odecist. Kazdy prvek matice B jsme spocitali v konstantnim
Case, takZe sestrojeni celé matice B mé asymptotickou ¢asovou slozitost
O(n - m).

Budeme-li mit k dispozici popsanou matici B, s jeji pomoci dokaZzeme
zkontrolovat kazdy obdélnikovy vyfez matice A v konstantnim case. Vy-
uzijeme pii tom skuteénost, Ze soucet vSech prvki obdélnikového vytezu
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matice s hodnotami 0 nebo 1 je roven poc¢tu jednic¢ek obsazenych v tomto
vytezu. Obdélnik proto obsahuje samé jednicky pravé tehdy, kdyz je soucet
vSech jeho prvki roven jeho velikosti. Uvazujme obdélnikovy vyfez s levym
hornim rohem A; ; a pravym dolnim rohem Ay ;. Soucet vSech jeho prvki
snadno spoc¢itame jako

By — Brj—1— Bi—1;+ Bi—1j-1.

Opét jsme zde vyuzili jiz zminény princip inkluze a exkluze a dvakrat
odec¢tenou oblast B;_1 ;_1 jsme zase zpatky jednou pficetli. Obdélnik je
tvofen samymi jedni¢kami, pokud je soucet jeho prvki roven jeho velikosti,
tedy hodnoté (k—i+1)-(I—j+1).

Stejné jako v prvnim Feseni postupné projdeme viech O(n?-m?) obdélni-
kovych vyfezi zadané matice A. Kazdy z nich tentokrat ale zkontrolujeme
v konstantnim Case, takze celkova ¢asové slozitost takto vylepSeného feSeni
je O(n?-m?). Do vysledné asymptotické asové slozitosti je tieba zapoéi-
tat jests slozitost vypoftu pomocné matice B, ale ta je pouze O(n-m) a
vyslednou slozitost tedy nijak neovlivni.

Ukazkovy program je piimou implementaci popsaného postupu. Pro
zjednoduseni kodu a pamétovou tisporu zde dvourozmérné prefixové soucty
prvki zadané matice A ukladdme primo do matice A, protoze puvodni
zadané hodnoty matice A nebudeme jiz v dalsim vypoctu potiebovat.

n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print("Matice 0/1 po tradcich:")

a = [[0] * (m+1)]

for r in range(n):

a.append([0] + [int(_) for _ in input().split()])

def soucet(a):
# dvourozmérné prefixové soulty matice a
for x in range(1l, n+1):
for y in range(1l, m+1):
alx] [yl += alx-1][yl+alx][y-1]-alx-1][y-1]

def obdelnik(a):
# zkouSeni vSech obdélnikovych vyrezl matice a
max_p = 0
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
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for i in range(l, n+1):
for j in range(1, m+1):
for k in range(i, n+1):
for 1 in range(j, m+1):
plocha = (k-i+1) * (1-j+1)
pocetl = al[k][1] - alk]l[j-1] - ali-11[1] \
+ ali-1]1[j-1]
if plocha > max_p and pocetl == plocha:
max_p = plocha
max_i, max_j, max_k, max_1l =1, j, k, 1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

soucet (a)
print ("Maximdlni jednilkovy obdélnik:", *obdelnik(a))

Nyni si predvedeme jiny postup FeSeni s odlisSnym predvypocétem, ktery
nas dovede k jesté rychlejsimu programu. V ivodnim pomocném vypoctu
si spocitadme délky souvislych sloupct jedni¢ek v matici A a uloZime si je do
matice B. Jestlize A, , = 0, polozime také B, , = 0. V opa¢ném piipadé
bude hodnota B, , = ¢ znamenat, Ze prvek A, , a dalich pfesné ¢ — 1
prvki matice A pod nim maji hodnotu 1. Uvedeny pfedvypocet muzeme
demonstrovat na nasledujicim piikladu:

matice A matice B
11 0 0 1 1 1 3 0 0 5 2
0O 1 1 0 1 1 0 2 2 0 4 1
11 1 1 1 0 311 3 3 0
1 0 0 1 1 1 2 0 0 2 2 1
11 1 1 1 0 11 1 1 1 0

Matici B sestrojime po jednotlivych sloupcich. KaZzdy sloupec matice A
prochéazime zdola nahoru, nula se do matice B jednodusSe opiSe, zatimco
jednic¢ka se pfi prenosu do matice B zvysi o hodnotu, ktera lezi v matici
B bezprostredné pod ni. Kazdy prvek matice B takto spocitame v kon-
stantnim case, takze sestrojeni celé matice B mé asymptotickou ¢asovou
slozitost O(n - m).

Zbyva ukazat, jak nyni vyfeSime zadanou tlohu pomoci hodnot ulo-
zenych v matici B. V matici B je nenulovy prvek pravé na téch mistech,
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kde je v matici A jedni¢ka. Chceme tedy projit vechny obdélnikové vytezy
matice B tvorené pouze nenulovymi prvky a vybrat z nich ten nejvétsi. Po-
dobné jako v pfedchozich dvou FeSenich budeme zkoumat vSechny mozné
pozice levého horniho rohu obdélniku, kterych je n - m. Pro kazdy levy
horni roh ale nebudeme zkouSet vSechny mozné pravé dolni rohy, nybrz
pravé horni rohy. Téch je jenom O(m), protoze fadkova soufadnice pra-
vého horniho rohu je jiz urcena volbou levého horniho rohu. Prvek B; ;
muze byt levym hornim rohem jednic¢kového obdélniku pouze tehdy, kdyz
B;; > 0. Prvek B;; miZe byt pravym hornim rohem jednickového ob-
délniku s levym hornim rohem B; ;, jsou-li kladné vSechna ¢isla B; , pro
y=g,7+1,...,1L

Velikost maximélniho obdélniku, ktery je v puvodni matici A tvofen
samymi jednickami a ktery ma levy horni roh A; ; a pravy horni roh A;,
nyni jiz snadno uréime pomoci hodnot uloZzenych v matici B. Tento obdél-
nik ma §ifku [ — j + 1 uréenou polohou obou jeho hornich rohti. Jeho vyska
je ur€ena minimem z hodnot B; , pro y = j,j +1,...,1, nebot pfesné tak
byly hodnoty matice B definovany.

Jiz jsme ukazali, Ze pocet zpusobi volby obou hornich roki jednicko-
vého obdélniku je O(n-m?). Kdybychom pro kazdou takovou volbu hledali
minimum z hodnot B; , zvlast, museli bychom k tomu provést az O(m)
operaci a celkové ¢asova sloZitost by se tim zhorgila na O(n-m?). Pot¥ebny
vypocet minima, neboli uréovani vysky maximalniho jedni¢kového obdél-
niku, miZeme ovSem provadét prubézné zaroven s volbou indexu [. Tim
doséhneme vysledné asymptotické casové slozitosti celého fegeni O(n-m?).

V ukézkové programové implementaci pravé popsaného fesSen{ jsme opé&t
provedli pfedvypocet piimo v zadané matici A. USetiime tak dodate¢nou
pamét potfebnou na pomocnou druhou matici B. Pivodni hodnoty matice
A nebudeme jiz v dalsim vypoétu potFebovat a navic by ani nebylo tézké
obnovit je, kdybychom snad chtéli (sta¢ilo by nahradit v8echny nenulové
prvky matice jednickami).

n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print("Matice 0/1 po Ffadcich:")

a = [[0] * (m+1)]

for r in range(n):

a.append([0] + [int(_) for _ in input().split()])

def soucet(a):
# sloupcové polty jedniek pod prvkem v matici a
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for y in range(l, m+1):
for x in range(n-1, 0, -1):
if alx]ly] ==
alx] [yl += alx+1] [y]

def obdelnik(a):
# zkouSeni vSech obdélnikovych vyrezl matice a
max_p = 0
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
for i in range(1l, nt+1):
for j in range(1l, m+1):
vyska = al[i] [j]
for 1 in range(j, m+1):
if alil[1] == 0: break
vyska = min(vyska, ali][1])
plocha = (1-j+1) * vyska
if plocha > max_p:
max_p = plocha
k =1+ vyska -1
max_i, max_j, max_k, max_1 = 1i, j, k, 1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

soucet (a)
print ("Maximdlni jednilkovy obdélnik:", *obdelnik(a))

Pravé popsany predvypocet délek souvislych sloupci jednic¢ek v ma-
tici A bychom mohli samoziejmé provést také symetricky na fadky matice.
Pokud v celém feSeni zaménime fadky a sloupce, dostaneme analogicky
postup s asymptotickou asovou slozitosti O(n? - m). Z obou variant si
miiZzeme vybrat tu ¢asové vyhodnéjsi podle toho, zda je vétsi n nebo m,
tj. zda méa zadan& matice A vice fadka nebo sloupcti. Timto doplnénim
ziskdme jest€ o néco lepsi feseni s ¢asovou slozitosti O(n - m - min(n, m)).

S postupnym vylepSovanim FeSeni ale stale jeSté nejsme u konce. Mozné
vas prekvapi, Ze naSe tloha ma jesté rychlejsi feSeni. K vyhledavani jed-
nic¢kovych obdélnikii v matici oviem musime pfistoupit trochu jinym zpu-
sobem — misto zkouSen{ jejich rohti budeme ted vyhledavat jejich strany.

Maximalni obdélnik tvofeny samymi jednickami se vyznacuje tim, Ze
kazda jeho strana sousedi s né&jakou nulou (nebo je na okraji celé matice).
V opacném piipadé by totiz takovy jednickovy obdélnik nebyl maximalni,
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jeho stranu by bylo mozné posunout smérem , ven* a tim obdélnik zvétsit.
Chceme-li tedy nalézt levou stranu maximéalniho jednickového obdélniku,
sta¢i vyhledavat v matici A jednicky, které zleva sousedi s nulou.

Nez si popiSeme cely algoritmus, pfipravime si opét vhodny predvypo-
¢et. Bude podobny jako v pfechozim feSeni, kde jsme si ke kazdé jednicce
v matici A spocitali, kolik dalsich jednic¢ek lezi bezprostfedné pod ni. Tyto
idaje jsme si ulozili do matice B. Tentokrat pouZijeme tuplné stejnou ma-
tici B a kromé ni si zavedeme je$té druhou pomocnou matici C', v niz si
obdobnym zpiisobem pro kazdou jedni¢ku spocitame, kolik jednicek lezi
ve sloupci matice A souvisle nad ni. Opét si to predvedeme na stejném
konkrétnim piikladu:

matice A matice B matice C
110011 13005 2 110011
011011 022041 021022
111110 311330 132130
100111 200 2 21 200241
111110 111110 311350

Matici C' sestrojime po jednotlivych sloupcich analogicky, jako jsme to
délali v pfedchozim feSeni s matici B. Kazdy sloupec matice A prochazime
shora doli, nula se do matice C' jednoduSe opiSe, zatimco jednicka se pii
prenosu do matice C' zvysi o hodnotu, ktera lezi v matici C' bezprostifedné
nad ni. Kazdy prvek matice C' tak spoc¢itame v konstantnim cCase, takze
sestrojeni obou matic B a C' ma asymptotickou ¢asovou sloZitost O(n-m).

Zbyvéa popsat vlastni algoritmus feSeni tilohy. Budeme prochézet matici
A postupné po Fadcich zleva doprava a budeme hledat situaci, kde se na-
chézeji vedle sebe na fadku 0 a hned za ni 1. Na levém okraji maximéalni
jednickové podmatice nutné musi lezet prvek A; ; = 1 s takovouto vlast-
nosti. Budeme od néj postupovat po faddku matice smérem doprava, dokud
nenarazime na nulu nebo na pravy okraj matice. Pro kazdy prvek 4;; =1,
pfes ktery budeme takto prochézet, uré¢ime maximéalni jednickovy obdél-
nik s levym okrajem ve sloupci j a pravym okrajem ve sloupci [. Vysku
takového obdélniku smérem dolt i nahoru spocitdme pomoci hodnot pii-
pravenych v maticich B a C. Pfi tomto vypoc¢tu postupujeme obdobné
jako v predchozim feSeni.

Asymptoticka ¢asova slozitost tohoto naseho feSeni je pirekvapivé pouze
O(n -m). Jiz jsme ukazali, Ze pocateéni vypofet pomocnych matic B a C
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mé slozitost O(n - m). Nasledné hledani maximalni jedni¢kové podmatice
je pak sice tvoreno tfemi do sebe vnofenymi cykly, ale oba vnitini cykly
spolec¢né provadéji pouze jeden prichod fadkem matice délky m, zatimco
vnéjsi cyklus prochazi pres fadky matice a ma tedy délku n. KdyZz na
radku prochazime souvisly tsek sousedicich jedni¢ek, nemiZzeme pfi tom
minout zadnou jedni¢ku sousedici zleva s nulou. AZ po skonéeni tohoto
useku budeme na fadku hledat dalsi jednicku nésledujici po nule.

Zavéretna programové ukazka je pfimou implementaci posledniho uve-
deného algoritmu. Stejné jako v predchozim programu ani zde matici B ve
skute¢nosti nepotfebujeme a jeji hodnoty si miizeme ulozit pfimo do pu-
vodni matice A. Pro idaje z druhé pomocné matice, kterou jsme v rozboru
algoritmu oznadili jako C', jiz ale druhou datovou strukturu potfebovat bu-
deme.

n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print("Matice 0/1 po tradcich:")

a = [[0] * (m+1)]

for r in range(n):

a.append([0] + [int(_) for _ in input().split()]1)

def soucet_pod(a):
# sloupcové polty jednicek pod prvkem v matici a
for y in range(1l, mt+1):
for x in range(n-1, 0, -1):
if a[x][y] == 1:
alx] [yl += alx+1] [y]

def soucet_nad(a):

# sloupcové polty jednicek nad prvkem v matici a
c = [[0] * (m+1)]
for x in range(1l, n+1):

c.append([a[x] [y] for y in range(m+1)])
for y in range(1l, m+1):

for x in range(2, n+1):

if clx]ly] == 1:
c[x] [yl += clx-1][y]

return c
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def obdelnik(a, c):
# zkouSeni vSech obdélnikovych vyrezld matice a
max_p = 0
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
for i in range(l, n+1):
j=1
while j <= m:
if alil[j-1] == 0 and alil([j]l > O:
vyska_pod = a[i][j]
vyska_nad = c[i] [j]
1=
while 1 <= m and a[i][1] > O:
vyska_pod = min(vyska_pod, al[i][1])
vyska_nad = min(vyska_nad, c[i][1])
plocha = (1-j+1) * \
(vyska_pod + vyska_nad - 1)
if plocha > max_p:
max_p = plocha
max_i = i - vyska_nad + 1
max_j = j
max_k = i + vyska_pod - 1
max_1 =1
1 +=1
j=1
j+=1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

¢ = soucet_nad(a)
soucet_pod(a)
print ("Maximdlni jednickovy obdélnik:", *obdelnik(a, c))

Matematika — fyzika — informatika 33 (3) 2024 227



Pocitacova grafika, 5. dil

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Clanek navazuje na predchozi dily vénujici se pocitacové grafice. Stejné
jako minuly dil se zabyva rasterizaci tsecky, konkrétné je vysvétlen tak-
zvany Bresenhamiv algoritmus. Clanek mize slouzit jako pomiicka pro
stfedoskolské ucitele informatiky a vypocetni techniky.

Na uvod pfipomenime, Ze rasterizaci objekti rozumime kresleni téchto
objekti do rastru zobrazovaciho zafizeni. K dispozici mame matematicky
popis daného geometrického objektu, v nasem piipadé se jedna o tusecku.
Tento objekt je tvofen nekoneénym mnozstvim bezrozmérnych geometric-
kych boda a nasim tkolem je ho co nejvérnéji zobrazit v rastru, ktery je
v8ak tvofen pouze konefnym mnozstvim fyzickych pixela (obr. 1). Ras-
terizacni algoritmy by mély navic pracovat co nejefektivnéji, tedy co nej-
rychleji a s vyuzitim co nejmensiho mnozstvi paméti.

Obr. 1 Rasterizace tsecky

Pripomenme dale, Ze pocatek souradnicového systému umistujeme do
levého horniho rohu zobrazovaciho zafizeni a Ze kladna polovina osy x
sméfuje zleva doprava a kladna polovina osy y shora doli. Predpokladame,
ze pixely maji jednotkovou velikost. Logicky pixel (viz [1]) umistime do
levého horniho vrcholu pixelu — soufadnice daného fyzického pixelu jsou
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proto dény soutradnicemi jeho levého horniho vrcholu, jak ukazuje obr. 2.

01 2 3 45 T

3
]

Obr. 2 Zeleny pixel ma soufadnice (2,2), modry pixel ma soufadnice (5, 3).

Algoritmus DDA, pfedstaveny v pfedchozim dilu [2] seridlu, je velmi
jednoduchy. Tato jednoduchost je jisté vyhodna — algoritmus je snadno
pochopitelny a je snadné ho naprogramovat. Ma vSak jednu podstatnou
nevyhodu, nepracuje totiz s celymi ¢isly. Vypocty s celymi ¢&isly probihaji
na pocitaci velmi rychle. Vysoka rychlost je dilezita v situacich, kdy se mo-
deluji slozité scény (zejména trojrozmérné) ve vysokém rozliseni. Dokonce
i z jednoduchého obr. 3 je patrné, ze pii jeho tvorbé bylo rasterizovano
velké mnozstvi tsecek. Vyuzivani celociselné aritmetiky je tedy jednim ze
zékladnich pozadavki na kvalitni rasteriza¢ni algoritmy.

V tomto dile seridlu si pfedstavime takzvany Bresenhamiv algoritmus,
ktery celo¢iselnou aritmetiku pouziva. Autorem tohoto algoritmu je ame-
ricky informatik Jack Elton Bresenham (narozen roku 1937).

Stejné jako v pripadé algoritmu DDA budeme pracovat se smérnicovou
rovnici pfimky:

Yy = kx + q,

kde k je takzvand smeérnice urcujici sklon pfimky a g urcuje prusecik
primky s osou y. Opét se omezime na piipad, kdy k£ < 1; to znamen4,
tidici osou bude osa x. Predpokladejme, ze v i-tém kroku vypoctu obar-
vime pixel o soufadnicich (z;,y;); tento pixel je zndzornén na obr. 4 zelenou
barvou.
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Obr. 3 Model delfina reprezentovany pomoci trojiahelnikové sité (zdroj Wikipe-
dia)
T; z;+1 T
Yi

yi +1

Y

Obr. 4 Vybér pixeli v Bresenhamové algoritmu (barevné &tverce znézornuji
fyzické pixely)

7 obrazku je ziejmé, Ze v nasledujicim kroku obarvime bud pixel, ktery
lezi bezprostfedné napravo (oznaden je ¢ervenou barvou), nebo pixel, ktery
lezi napravo dole (oznageny modrou barvou). Zakladni myslenka Bresenha-
mova algoritmu spoc¢iva v tom, ze v jednotlivych krocich ve skutecnosti
nepotiebujeme znat presné soufadnice bodu na pifmee (jako tomu bylo
u algoritmu DDA), které jsou obecné neceloéiselné. Misto toho budeme ne-
ustale zvySovat x-ovou soufadnici obarvovanych pixelt o jednicku a vhod-
nym zpusobem se budeme rozhodovat, jestli y-ovou soufadnici nechame
nezménénou (vybranym bude ¢erveny pixel), nebo ji zvysime o jednicku
(vybereme modry pixel). Ve zbytku této sekce se tedy budeme zabyvat
predevsim tim, jak vybrat spravny pixel.
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Z obr. 4 je zfejmé, Ze Cerveny pixel ma souradnice (z; 4+ 1,y;), modry
pixel mé souradnice (x; + 1,y; + 1). Piislusné logické pixely jsou ukazany
na obr. 5 jako Cerveny a modry bod.

T; z;+1 T
Yi
k(xi+1) +q \.\
yi +1
Y

Obr. 5 Vybér pixeli v Bresenhamové algoritmu (barevné body znéazorhuji logické
pixely)

Vybér pixelu v nasledujicim kroku provedeme podle toho, jestli je odpo-
vidajicimu bodu na pfimce (to znamena bodu na p¥imce, ktery ma z-ovou
souradnici rovnou z; + 1; na obr. 5 je tento bod zobrazen ¢ernou barvou)
blize ¢erveny nebo modry bod. Vzdalenost ¢erveného bodu od ¢erného bu-
deme znacit jako di, vzdalenost modrého bodu od ¢erného pak budeme
znacit jako ds, viz opét obr. 5. Pro tyto vzdalenosti plati:

dy = k(x; +1) +q — yi,

Rozhodnuti, zdali je ¢ernému bodu bliZe ¢erveny nebo modry, u¢inime na
zékladé rozdilu téchto vzdalenosti Ad = di — da. Pro tento rozdil mtuzeme
psat

Ad:dl—dg:Qk(xi+l)—2yi+2q—1. (1)

Pokud bude platit Ad < 0, pak bude ernému bodu blize éerveny. Jestlize
vsak bude platit Ad > 0, bude ¢ernému bodu blize modry. K rozhodnuti
tedy bude stacit znat pouze znaménko hodnoty Ad, velikost této hodnoty
nas v koneéném disledku zajimat nebude, coz predstavuje zna¢né zjedno-
duseni.
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V dalgim vykladu budeme pracovat se souc¢inem Az - Ad, ktery se zpra-
vidla nazyva predikce a budeme ho znacit symbolem p;:

pi = Az - Ad.

Za hodnotu Ad mtizeme dosadit vyraz (1) a provést nékolik jednoduchych
uprav:

pi = Az - (2k(z; + 1) — 2y; +2g — 1)
=Ax - 2k(z; +1) — Az - 2y; + Ax - 2¢ — Ax

:Az~2%(xi+1)—Ax~2yi—|—Ax~2q—Ax
x

= 2Ayx; — 2Axy; + 2Ay + Ax(2qg — 1).
Poznamenejme, Ze soucet poslednich dvou ¢lent
2Ay + Ax(2¢ — 1)

je pro danou pifmku neménny; je stejny ve vSech krocich vypoctu, protoze
zévisi pouze na hodnotach Ay, Az a ¢q. Ozna¢ime ho pismenem ¢, muzeme
tedy psat

pi = 2Ayx; — 2Axy; + c. (2)

Predikce p;+1 v nasledujicim kroku odvodime z predikce p; jednoduse tak,
7e kazdy vyskyt indexu i ve vyrazu (2) nahradime indexem i + 1:

Pit1 = 28ywi 1 — 208wy;41 +C.

Dale vypocteme rozdil predikei p;+1 — p;, konstantni ¢len ¢ se samoziejmeé
odecte. Po nékolika dpravach tak ziskdme:

Pit1 — Pi = 2Ayxip1 — 2Axy;11 — 2Ayw; + 201y,

= 2Ay(zip1 — 7)) — 282(yiv1 — vi)
= 2Ay — 2A2(Yit1 — Yi)-

Predikci p;y1 tak muzeme vypocitat z predchozi predikce p; pomoci né-
sledujiho vzorce:

Pit1 = Pi + 28y — 282 (yip1 — Yi)- (3)
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Vratme se nyni k problému rozhodnuti, ktery pixel vybereme. Ze vztahi,
které jsme vyse odvodili, vidime, Ze existuji dvé moznosti:
1. Jestlize pro predikci v daném kroku plati

pi<05

pak musi byt i Ad < 0.") To znamena, 7e ernému bodu je blize bod
Cerveny,?) v dalsim kroku tedy y-ovou soufadnici nezvysime. Plati
tedy

Yit1 = Yi-
Tuto skute¢nost pak zaneseme do vzorce (3) pro vypocet predikce
Dit+1, ktery se tak vyrazné zjednodusi:

Pit1 = pi + 24y — 2Ax(y; — yi)
=pi +2Ay.

2. Jestlize je naopak
pi > 0)

pak je také Ad > 0. To znamend, ¢ernému bodu je blize modry
a musime tedy zvysit y-ovou soufadnici:

Yir1 =y + L.

Dosazenim této rovnosti do vztahu (3) pak ziskdme vzorec pro vy-
pocet predikce p;1:

Pi+1 = pi + 2Ay — 2Az.

Vidime tedy, Ze rozhodnuti, ktery pixel obarvime, ¢inime pouze na zé-
kladé znaménka predikce p;. Upravu této predikce provadime tak, Ze k ni
pri¢teme hodnotu 2Ay a v piipadé, ze p; > 0, od takto upravené hodnoty
odecteme 2Ax. Algoritmus 2 tedy pracuje pouze s celymi &isly a je proto
vyrazné rychlej§i nez algoritmus DDA. Poznamenejme, Ze poc¢ateéni hod-
nota predikce se nastavi na 2Ay — Ax; neni obtizné odvodit, pro¢ je to
pravé tato hodnota.

1) P¥ipomefime, Ze predikce p; je definovana jako soucin AzAd; navic Az = xp — 4
je v nasem nastaveni vzdy kladné ¢islo.

2) Pfesnéji FeGeno, ¢ernému bodu je bliZe derveny nebo jsou oba body, jak cerveny tak
modry, od ¢erného stejné vzdalené.
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Algoritmus 1 Bresenhamiiv algoritmus

Vstup: Body A = (za,ya) a B = (zp,ys); viechny soufadnice jsou
celod¢iselné.
Vystup: Souradnice pixeld, které rasterizuji usecku danou koncovymi
body A a B.
c1 = 2Ay
e = —2Ax
p=2Ay — Ax
(z,y) = (za,ya)
while x < zp do

obarvi pixel o soufadnicich (x,y)
r=z+1
p=ptc
if p > 0 then
y=y+1
p=p+c
end if

end while

Dalsi dil seridlu budeme naposledy vénovat rasteriza¢nim algoritmim.

vvvvvv

objekty nez je tsecka. Konkrétné se zamérime na vykreslovani kruznice a
elipsy.
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ZPRAVY

12. ro¢nik CPSJ

Ve dnech 19. az 22. kvétna 2024
se v Karlové pod Pradédem konal
jiz 12. roénik Cesko-polsko-slovenskeé
matematické soutéze junioru (CPSJ).
Vznik této soutéZe iniciovali polsti ko-
legové, ktefi chtéli vitéze své Olim-
piady Matematycznej Gimnazjalistéw
(OMG) nechat nasat atmosféru mezi-
narodni matematické soutsze.”)

Cesky reprezenta¢ni vybér byl se-
staven na zakladé vysledki krajskych
kol kategorii A a C 73. ro¢niku Ma-
tematické olympiddy a déle nasled-
ného vybérového soustfedéni z zaku,
ktefi navstévuji nejvyse prvni ro¢nik
st¥ednich skol (kvinty osmiletych gym-
nazii). Utast v reprezentaci si vy-
bojovali: Martin Bryja (5/8), Jakub
Hladky (5/8), Arne Stoudek (4/8) a
Petr Vokrinek (4/8), vsichni Gymnéa-
zium Brno, t¥. Kapitana Jarose, Lukds
Komin (5/8), Gymnazium Opatov,
Praha 4 a Jakub Tréka (1/4), Gymné-
zium Jana Keplera, Praha 6. Vedoucim
ceské delegace byli RNDr. Pavel Ca-
labek, Ph.D. a RNDr. Jaroslav gvréek,

Vsichni ucastnici se seSli v nedéli
19. 5. na hotelu Karlov v Karlové pod
Pradédem. V pondéli na né ¢ekala sou-
téZ jednotlived, po dobu 3,5 hodiny te-
gili 5 priklada. Zadani prikladt obdr-
zeli soutézici jak v materském jazyce,
tak i v anglicting, FeSeni mohli ode-
vzdavat ve svém matefském jazyce. Po
odpocinkovém programu a prezentaci
svych feseni byli navecer soutézici roz-
losovani do Sesti t¥i¢lennych druzstev,
v kazdém bylo po jednom c¢eském, pol-
ském a slovenském ucastnikovi.

Druhy den tyto tymy fesily po dobu
péti hodin ulohy soutéze druzstev, kdy
dostaly sadu Sesti ptikladi, po dvou
v ¢esting, polstiné a slovensting a feSeni
téchto prikladt méli zaci odevzdat v ji-
ném jazyce, pricemz vznikly vSechny
kombinace raznych jazykt. Soutézici
si tak vyzkouseli tymovou komunikaci,
kdy zbyvajicim ¢lentim svych druzstev
méli objasnit zadéni a poté i sva Feseni.

Vysledky soutéze jednotlivei, i sou-
téze druzstev muzete najit na stran-
kach Matematické olympiady. Vzorova
FeSeni tloh (v polsting) soutéze jednot-
livett i druzstev najdete na strankach
polské matematické olympiady (OM).

CSc., oba z PfF UP v Olomouci.

3)Na vysvétlenou — v Cesku a na Slovensku existuje jedna matematickd olympiada,
kterou fesi zaci v p&ti vekovych kategoriich na zékladnich Skolach (a nizich ro¢nich
osmiletych gymnazif) a ve t¥ech kategoriich na st¥ednich $kolach, pfitom celostatnim
kolem kon¢i pouze nejvyssi kategorie A, ostatni koné¢i krajskym ¢&i okresnim kolem.
V Polsku dlouhou dobu existovala matematickid olympiada, ktera se resila v jedné ka-
tegorii, uréend prevazné zakim jejich st¥ednich kol (byvala t¥iletd polska licea). Pro
zaky druhého stupné zakladnich kol (byvala &tyfletd gymnazia) pozd&ji vznikla jina
matematickd soutéz, OMG, op&t FeSena v jedné kategorii a ukonéena celostatnim (¢tvr-
tym) kolem. Po probé&hlé skolské reformé& (licea nyni &tyfletd a gymnézia se spojila
se zékladnimi $kolami) byla tato soutéZ pfejmenovana na Olimpiada Matematyczna
Junioréow.
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Na zavér uvadime zadéni vSech sou-
téZnich uloh.
Soutéz jednotlivci
(20. 5. 2024)

1. Na pocatku jsou na tabuli napsana
¢isla 1 a 2. V jednom kroku vybereme
kladné realné c&islo x a dvojici &isel
(a,b) napsanych na tabuli nahradime

dvojici

T T

@+~1b+7).

b a
Miize (po kone¢ném poc¢tu krokil) na-
stat situace, Zze na tabuli budou na-
pséana ¢isla 2 a 37

(Polsko, Zukasz Bozyk)

2. Pro kolik (neprézdnych) podmnozin
mnoziny {1,2,3,4,...,11} je soucin je-
jich prvki t¥eti mocninou pfirozeného
¢isla? (Cesko, Tomds Bdrta)
3. V konvexnim ¢tyfthelniku ABCD
plati |AB| = |BD| = |DC| a AB L
1 BD 1 DC. Ozna¢me M stied jeho
strany BC. Dokazte, ze plati

[LBAM| + |XDCA| = 45°.
(Cesko, Jaroslav Surcek)

4. Pro cela ¢isla a, b, c plati a+b+c =1
a ab + bc + ca < abe. Dokazte, ze
ab + bc + ca < 2abc.
(Polsko, Konrad Majewski)

5. Pro pfirozené &islo n oznaéme S(n)
soucet, Cislic jeho desitkového zapisu.
Najdé&te nejmensi piirozené ¢islo n spl-
nujici 4S(n) = 35(2n).

(Slovensko, Eliska Macdkovd)

Soutéz druizstev
(21. 5. 2024)

1. Ozna¢me G tézisté trojuhelniku
ABC. Necht D je ¢&tvrty vrchol
rovnobézniku AGDB. Dokazte, Ze
BG || CD.  (Slovensko, Patrik Bak)
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2. Mezi trojicemi (a,b,c) pfirozenych
¢isel splhujicich

@+Mﬁg@—Mw@:ﬂm4

urcete tu s nejvétsi hodnotou a.
(Slovensko, Mdria Domdnyovd)

3. Wyznacz miary katow wewnetrz-
nych we wszystkich tréjkatach réwno-
ramiennych, ktére mozna podzieli¢ na
dwa trojkaty rownoramienne o roztacz-
nych wnetrzach. 5
(Cesko, Jaroslav Svrcek)

4. Ile jest dodatnich liczb catkowitych
n mniejszych od 2024 i podzielnych pr-
zez |y/n] — 17 Symbol |z | oznacza na-
jwieksza liczbe catkowita nie wieksza
od z.

Na przyktad n = 8 spetlnia dany
warunek, gdyz 8 jest podzielne przez
|V8] —1=2-1=1,alen =9 go nie
spelnia, gdyz 9 nie jest podzielne przez
V9] —1=2.

(Slovensko, Patrik Bak)

5. Existuje celé ¢islo n > 1 také, zZe
ked cifry &isla 2", zapisaného v desiat-
kovej suistave, napiSeme v opa¢nom po-
radi, dostaneme inu celo¢iselni moc-
ninu dvojky?

(Polsko, Tomasz Przybytowsksi)

6. V kazdom policku obdlZnikovej ta-
bulky je kladné celé &islo. Pre kazdé
policko tabulky plati, Ze &islo v fiom
je rovné celkovému poctu roéznych hod-
nodt v poli¢kach, ktoré st s nim v rovna-
kom riadku alebo stipci (vratane seba
samého). N4jdite vetky tabulky s ta-
kouto vlastnostou.

(Polsko, Lukasz Bozyk)

Pristi, tfinacty ro¢nik soutéze se
uskutecni v kvétnu 2025 v Polsku.
Pavel Caldbek
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65. ro¢nik Mezindrodni
matematické olympiady

Letosni 65. ro¢nik Mezindrodni ma-
tematické olympiady (IMO) se usku-
teCnil 11.-22. Cervence v anglickém
mésté Bath. Puvodné se méla soutéz
konat v ukrajinském Kyjevé, z divodu
ruské invaze vSak byla presunuta a
role pofadajici zemé se chopila Anglie,
ktera ji naposledy organizovala v roce
2019. Mistni organiza¢ni tym tak mu-
sel v pomérné kratkém ¢ase naplanovat
celou akci, coz urc¢ité nebyl lehky tkol.
Diky cennym zkuSenostem z IMO ptred
péti lety a finan¢ni podpore hlavniho
sponzora, spole¢nosti XTX Markets, se
jim to ale podafilo.

crech ¥
}\\ Re;ﬁglic ¥,

ﬂ)r;ﬂq

Cesky tym pfi slavnostnim zahajeni
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Mezinédrodni matematické olympi-
ady se letos zucastnilo celkem 609 sou-
tézicich ze 108 zemi, ktefi stravili néco
pfes tyden na padé University of Bath.
Prvné ale do Spojeného kralovstvi do-
razili vedouci jednotlivych delegaci. Ti
se setkali v nedalekém Bristolu, kde
z 31 navrhi zarazenych do tzv. short-
listu vybrali Sest soutéznich dloh. O tii
dny pozdéji se na cestu vydal i zbytek
ceské vypravy, sestavajici ze Sesti sou-
tézicich a pedagogické vedouci. Na le-
to$nim IMO ¢eské druZstvo reprezento-
vali: Anastasia Bredichina (7/8 G Jana
Keplera, Praha 6), Tereza Cernd (8/8
G Litomeficka, Praha 9), David Hro-
mddka (7/8 G Nad Aleji, Praha 6), Pa-
vel Hydnek (6/8 G Brno, tiida Kapi-
tana Jarose), Erik JeZek (2/4 Smichov-
ska SPS a G, Praha 5) a Veronika Men-
Sikovd (6/8 Arcibiskupské G, Praha 2,
Korunni). Vedoucim pak byl Danil Ko-
Zevnikov z University of Edinburgh a
pedagogickou vedouci Lenka Kopfovd
z MFF UK v Praze.

Ubytovani, volnocCasové aktivity i
samotné soutéz byly situovany na ptdé
kampusu univerzity v Bathu. Leto$ni
zahajeni IMO bylo, k radosti vétsiny
obvykle. Kratky proslov pronesl akorat
dlouholety pfedseda vyboru IMO pro-
fesor Geoft Smith, jenz pobidl vSechny
pritomné k vzajemné komunikaci a to-
leranci. Dale popfal, at vSichni pri-
tomni alespoi na dobu konani sou-
téze hodi vSechny politické neshody za
hlavu a prosté si uziji tyden ve spolec-
nosti lidi, ktefi sdili jejich nadSeni ma-
tematikou.
kou programu byla samotni soutéz,
ktera probéhla 16. a 17. &ervence. Sou-
tézici méli oba dny 4,5 hodiny na vyte-
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Seni tii obtiznych tloh, pricemz za kaz-
dou z nich bylo mozné ziskat az 7 bodii.
Po dvou néaroénych podcitacich
dnech méli soutéZzici moznost vyra-
zit na rizné exkurze. Ceskd vyprava
navstivila Stonehenge a Buckingham-
sky paléc, zatimco vedouci a koordiné-
tofi opravovali a hodnotili ucastnicka
feSeni. Kromé zminénych exkurzi se
soutézici mohli zapojit do vSemoznych
kratsich volnocasovych aktivit na kam-
pusu univerzity nebo si poslechnout
nékteré z bohatého vybéru prednések.
Mezi pozvanymi prednasejicimi byly
velmi inspirativni osobnosti, za zminku
stoji napf. dva laureéati Fieldsovy me-
daile Terence Tao a Maryna Viazov-
ska, déle Grant Sanderson, zaklada-
tel matematického YouTube kanélu
3BluelBrown, ¢ vyzkumnik Thang
Luong z Google DeepMindu, ktery ho-
voril o projektu AlphaGeometry (jehoZ
cilem je vycvi¢it Al model na FeSeni ge-
ometrickych tloh na trovni IMO).

Po dvou néro¢nych dnech opravo-
vani a koordinovani se vSichni zicast-
néni opét setkali v budové divadla
v Bathu na slavnostnim zakonceni, kde
byly také vyhlaseny finalni vysledky.
Pfipomenme, ze standardné si zhruba
polovina soutéZicich domi odveze me-
daili, pfiGemz pocty zlatych, st¥ibrnych
a bronzovych medaili se drzi pfiblizné
poméru 1 : 2 : 3. Pro leto$ni ro¢nik to
znamenalo, Ze na zisk zlata, st¥ibra a
bronzu bylo potfeba postupné dosah-
nout alespon 29, 22 a 16 bodi.

Ceskému druzstvu se podafilo vy-
bojovat dvé stiibra, dva bronzy a dvé
Gestnd uznani (HM) a v neoficidlnim
hodnoceni zemi skoncilo na 49. misté.
St¥ibrné medaile ziskali FErik JezZek,
24 bodi, a David Hromddka, 23 bodu.
Bronzové medaile ziskali Pavel Hyd-
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nek a Veronika Mensikovd, oba 16
bodu. Anastasia Bredichina se ziskem
15 bodi skoncila tésné pod hranici
bronzové medaile, ale odvezla si ¢estné
uznani za uplné vyfeSeni jedné tulohy
(ve skutefnosti tloh dvou), &estné
uznani ziskala i Tereza Cernd.

Vysledky naSich soutézicich v jed-
notlivych tlohéch:

Uloha 123456
100. Erik Jezek 630771
125. David Hromadka 720770
283. Pavel Hyanek 720700

283.
327.
457.

Veronika Mensikova 710710
Anastasia Bredichina700710

Tereza Cerna 200700

Absolutnim vitézem se stal Haojia
Shi z Ciny, ktery jako jediny dosahl
plného poc¢tu boda. Poznamenejme, ze
Matej Bachnicek ze Slovenska vybojo-
val zlatou medaili a 29. misto v celko-
vém poradi. Na prvni pFi¢ce v neofi-
cialni soutézi zemi skoncil tym USA.
Podrobnéjsi vysledky letosniho ro¢niku
lze najit na oficidlnich strankach IMO
2024.

Cesky tym s medailemi

Na zavér uvadime zadani tloh
7z obou soutéZznich dnt. PoukaZzeme
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také na kontroverzni tlohu é&islo pét
se Snekem Turbo. Tato kombinatorika,
jez je zadadnim i FeSenim velmi pfi-
stupné dokonce zakim zakladni skoly,
v mnohych vyvolala ponékud rozpo-
ruplné nézory. Dikazem jeji netra-
di¢nosti budiz, Ze ji pulka ¢inského
tymu nevytesila, coz se u stfedné ob-
tiznych dloh na IMO stava jen velmi
ziidka. Také poznamenejme, Ze v po-
slednich letech se rapidné rozviji po-
kusy o vyfeSeni tuloh z IMO pomoci
Al Letos by umeéla inteligence vy-
trénovand Googlem vyfesila Etyfi ze
Sesti uloh (vSe aZz na dvé kombinato-
riky), &imZ by dosahla na st¥ibrnou me-
daili. Vice informaci lze najit v ¢lanku
https://deepmind.google/discover/
blog/ai-solves-imo-problems-at-
silver-medal-level/.

Prvni soutézni den
(16. 7. 2024)

1. Urcete vSechna reédlné ¢isla o takova,
ze pro kazdé kladné celé n je &islo

la) + [2a] + -+~ + [na]

nésobkem n.

(Zapisem |z| rozumime nejvétsi celé

¢islo které neprevysSuje z. Plati napfi-

klad |-7] = —4 a |2] = [2,9] = 2))
(Kolumbie)

2. Urcete v8echny dvojice kladnych ce-
lych ¢isel (a, b), pro néz existuji kladna
celd g a N takova, Ze rovnost

nsd(a" +b,0" +a) =g

plati pro vSechna celad ¢isla n > N.
(Zapisem nsd(z,y) rozumime nejvét-
§tho spole¢ného délitele celych cisel x
ay.) (Indonésie)
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3. Mgjme nekone¢nou posloupnost
kladnych celych ¢isel ai,a2,a3,... a
kladné celé ¢&islo N. Predpokladejme,
ze pro vSechna n > N je a, rovno
poétu vyskytd éisla a,_1 mezi Eisly

ai,az,...,an—1. DokaZte, Ze alespon
jedna z posloupnosti ai,as,as,...
nebo az, a4, a6, ... je eventualné peri-
odicka.

(O posloupnosti by, b, bs, ... Fekneme,
ze je eventualné periodickd, pokud
existuji kladna cela p a M takova, ze
rovnost bpy4p = by, plati pro vSechna
m > M.) (Austrdlie)

Druhy soutézni den
(17. 7. 2024)

4. Je dan trojahelnik ABC, ve kterém
plati |[AB| < |AC| < |BC|. Bud w
kruznice vepsana ABC' se stiedem I.
Necht X je bod na p¥imce BC rizny
od C takovy, ze rovnobézka s AC skrz
X je tetnou w. Analogicky, necht Y je
bod na pfimce BC rtzny od B takovy,
7e rovnobé&zka s AB skrz Y je teénou
w. Pfimka AT protind kruZnici opsa-
nou ABC podruhé v bodé P # A.
Ozna¢me K a L stiedy tusecek AC a
AB. Dokazte, ze plati

X KIL| + XY PX]| = 180°.
(Polsko)

5. Snek Turbo hraje hru v tabulce
s 2024 tadky a 2023 sloupci. Ve 2022
polickiach tabulky jsou schované pri-
Serky. Na zacatku, Turbo nevi jak
pfesné jsou priSerky rozmistény, vi
ov8em, ze kazdy fadek kromé prvniho
a posledniho obsahuje pravé jednu pii-
Serku a kazdy sloupec obsahuje nej-
vySe jednu priSerku. Turbo se snaii
v nékolika pokusech dostat z prvniho
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fadku do posledniho. V kazdém po-
kusu si Turbo muze zvolit libovolné
pocateéni policko v prvnim Fadku, na-
¢ez se muze opakované posunout z po-
licka, kde se nachazi, na policko souse-
dici s nim stranou. (Kazdé policko tak
miZe navstivit i vicekrat). Vstoupi-li
Turbo na polic¢ko s priserkou, jeho po-
kus tim koné¢i a teleportuje se zpatky
do prvniho fadku. P¥iSerky se nehybou
a Turbo si pamatuje, zda se na policku,
které navstivil, nachazi priserka. Pokud
dosahne libovolného poli¢ka z posled-
niho fadku, jeho pokus skonci, stejné
jako cela hra. Urcéete nejmensi hodnotu
n pro niz ma Turbo strategii, ktera za-
ruci, ze se dostane do posledniho fadku
po nejvyse n pokusech, nehledé na to,
jak jsou pfiSerky rozmistény.

(Hong Kong)

{ '\

6. Necht Q zna¢i mnoZzinu racionélnich
cisel. O funkci f: Q — Q fekneme, Ze
je ldzemiskd, pokud spliiuje nésledujici
podminku: Pro vSechna z,y € Q plati
alespon jedna z rovnosti

flx+fy) = flz)+y

nebo

f(f@) +y)=z+ f(y)

Dokazte, ze existuje celé ¢islo ¢ ta-
kové, Zze pro kazdou lazenskou funkci
f existuje nejvyse ¢ riznych racionél-
nich hodnot vyjadfitelnych ve tvaru
f(r)+ f(=r) pro ngjaké racionélni &islo
r a naleznéte nejmensi moznou hod-
notu c. (Japonsko)

PFisti (66.) ro¢nik IMO se uskute¢ni
v Cervenci 2025 v Australii (Sunshine
Coast, Queensland).

Lenka Kopfovd, Danil KoZevnikov

ey A ST
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