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MATEMATIKA

Motyli kridla v lichobézniku

JAROSLAV SVRCEK — LENKA JUKLOVA
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Mezi specilni ¢tyrihelniky v roving, s nimiz se zaci ¢asto setkavaji pii
vyuce planimetrie jiz od zakladni Skoly, pat¥i lichobézniky. Jsou to vSechny
konvexni ¢tyitahelniky, které maji prdvé jednu dvojici protilehlych stran,
jeZ jsou rovnobézné (zékladny lichobézniku).

V tomto ¢lanku se sezndmime s jednou diilezitou vlastnosti lichobéz-
nlku ktera nacham 51r0ke uplatnenl primo ve 5kolske praXI ale take pri
Tato vlastnost vSak nen{ v naSich ucebnicich geometrie pro 7S a SS speci-
alné zminovana. Zde ji uvedeme ve formé dvou praktickych tvrzeni s na-
slednymi ukazkami jejich pfimych aplikaci.

Véta 1 (motyli kiidla)

V libovolném lichob&zniku ABCD (AB || CD), kde M zna&i prusecik
jeho uhlopticek AC' a BD, maji trojuhelniky BCM a DAM stejné obsahy.
Diikaz. Obsah libovolného trojuhelniku XYZ (¢tyFahelniku XYZU) bu-
deme v celém prispévku znacit Sxyz (Sxyzu)-

Vzhledem k tomu, Ze vrcholy C, D lichob&zniku ABCD leZi na rovno-
bézce se stranou AB, maji trojihelniky ABC a ABD stejné obsahy, tj.
Sapc = Sapp. Z této rovnosti plyne (viz obr. 1)

Sapm + Spem = Sapc = Sapp = Sapm + Spam.

Odtud jiz bezprostiedné dostavame Spconr = Spanr, coz bylo tfeba doka-
zat.

Pozndmka. Dvojice trojuhelniki BCM a DAM v lichobézniku ABCD
pripomina motyli kiidla (viz obr. 1), odtud pracovni pojmenovani uvedené
véty.
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A a B
Obr. 1

Plati v8ak také nasledujici véta:

Véta 2

Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik, v némz M je priisecik jeho thlo-
pricek. Maji-li trojuhelniky BCM a DAM stejny obsah, je ABCD budto
lichobéZnik se zakladnami AB a C'D, nebo rovnobéznik.

Drikaz lze vést formalnim obracenim postupu v ditkazu véty 1, a proto jej
ponechévame zéjemcim z fad ¢tenari.

V dalgi ¢asti uvadime pét FeSenych tloh, kde podstatnym zptisobem
vyuzijeme tvrzeni véty 1, popf. myslenky jejitho diukazu.

Priklad 1
Dokazte, ze téznice trojihelniku déli tento trojuhelnik na Sest mensich
trojuhelniki se stejnym obsahem.

Regeni. Uvedeme zde postup, ktery nevyuziva znamy poznatek, Ze tézisté
trojuhelniku déli kazdou téZnici v poméru 2 : 1. (To bude naopak bezpro-
stfednim disledkem vysledku naseho piikladu.)

Ozna¢me T t&zisté trojuhelniku ABC a K, L, M po fadé stfedy jeho
stran BC, CA, AB (obr. 2). Use¢ka KL je stfedni ptickou v tomto troj-
thelniku, které je rovnobézné se stranou AB, a proto ABK L je lichobéz-
nik, v némz podle véty 1 plati Sapr = Sprr.

Ozna¢me p = Sapr = Spxr. Analogicky také oznacime q = Spyr =
= SCLT ar= SCKT = SAMT~ 7Z rovnosti ‘AM| = |BM| plyne SAMT =
= SpuT, neboli r = g; podobné z rovnosti |BK| = |CK| plyne p = r.
Dohromady tak plati p = ¢ = r, coz jsme chtéli dokazat.
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Obr. 2

Priklad 2

V roviné je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD, kde je
|AB| = a, |CD| = ¢, a v némz M znad&i prisecik jeho ahlopi#i¢ek. Pomoci
délek a a c vyjadiete hodnotu postupného poméru

Sapm : Spem : Scpm  Spam-
Resent. Predné si uvédomme, Ze trojihelntky ABM a CDM jsou podle
véty uu podobné s pomérem podobnosti a : ¢, viz obr. 1. Pro pomér jejich

obsahi pak plati
SABM:SCDM:CL21C2~ (1)

Navic také plati
|AM|: |CM|=|BM|:|DM|=ua:ec.
Odtud pro pomér obsaht trojihelnikic ABM a BC'M dostavame
Sapn : Spom = |AM|: |CM| =a:c=a”:ac. (2)
Podobné rovnéz plati
Spen i Sopym = |[BM|: |DM|=a:c=ac: . (3)
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Podle véty 1 plati Spenr = Span, proto hledany postupny pomér
ziskdme snadno spojenim vztahi (1)—(3).
ZAVER. Hledany postupny pomér obsahi trojuhelniki je tedy

. . . 2, 2.
Sam :Sem  Scpm : Spam = a“ ac: ¢t ac.

Priklad 3

Je dan trojihelnik ABC' a vnitini bod P jeho strany AB. Sestrojte
pfimku, které prochazi bodem P a soucasné déli dany trojuhelnik na dva
atvary se stejnym obsahem.
Regeni. Oznaéme M stied strany AB. Je-li P = M, je ziejmé C'P jedinou
hledanou p¥imkou, ktera déli dany trojuhelnik na dva trojuhelniky (AMC
a BMC) o stejném obsahu.

C

A P M B
Obr. 3

Zabyvejme se nyni piipadem, kdy P # M a uvazujme polohu bodu P
stejnou jako na obrazku, tj. P je vnitinim bodem tusecky AM (analogicky
lze postupovat, je-li P vnitfnim bodem tsecky BM). V tomto pripadé je
evidentné druhy krajni bod @ hledané pricky PQ vnitinim bodem strany
BC'. Uvazujme rovnobézku s PC' prochézejici stfedem M strany AB. Jeji
priisecik se stranou BC ozna¢me Q. CtyFahelnik PMQC je lichob&znik se
zdkladnami PC' a M @. Pro prise¢ik R jeho uhlopticek podle véty 1 plati
Sprm = Scrg- UkdZeme, ze PQ je jedina piicka pozadované vlastnosti.
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Vzhledem k tomu, Ze Sayc = Spmc a Spmr = Scor, plati, viz obr. 3

Sapgc = Saprc + Scor = Saprc + Spmr = Samc =
= Spmc = Semro + Scor = SMmro + Spvmr = SBPQ,

coZ jsme chtéli dokézat.

Piiklad 4 (viz [2], popt. [3])

Sestrojte primku prochézejici vrcholem C daného konvexniho ¢tyfihelni-

ku ABCD, ktera déli tento ¢tyFtahelnik na dvé ¢asti (dva atvary) se stejnym
obsahem.
Resent. Hledana piimka prochazejici vrcholem C|, ktera vyhovuje podmin-
kam tlohy, protina (v bodé M) bud stranu AB (plati-li Sypc > %SABCD),
nebo stranu AD (pokud Sapc < %S 4Bcp)- Ulohu nyni vyfesime za pied-
pokladu, kdy nastane prvni piipad, viz obr. 4.

D

E A M B

Obr. 4

Na polopiimece BA za bodem A najdeme (sestrojime) takovy bod E,
pro ktery je obsah trojuhelniku EBC roven obsahu daného ¢tyituhelniku
ABCD. Rovnobézka s AC, ktera prochézi vrcholem D, protiné polopfimku
BA v hledaném bodé E. Ctyrthelnik EACD je totiz lichobéznik se za-
kladnami AC' a DFE, v némz trojihelniky ACD a ACE maji stejné obsahy
(nebot maji shodné vysky ke spole¢né strané AC). Plati tudiz

Sapcp = Sapc + Sacp = Sasc + Sace = SeBC,

coz jsme chtéli ukazat.
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Druhym krajnim bodem (M) hledané pricky C' M konvexniho ¢tyFiahel-
niku ABCD je pak (diky rovnosti obsahti trojahelniku EBC a ¢tyitahelniku
ABCD) stted strany EB ziskaného trojihelniku EBC, viz obr. 4.

Pozndmka. Snadno vidime, Ze piipad, kdy Sapc > %SABCD, je ekvi-
valentni situaci, kdy M je bodem tusecky (strany) AB. Pokud Sapc =
= %SABCD, je M = A. V piipads, Ze stejny postup pouzijeme i ve dru-
hém piipadé, tj. Sapc < %SABCD, lezi stfed M tsecky EB vné strany
AB. V takovém pfipadé je nutno zkonstruovat bod E na polopfimce DA
za bodem A a bod M hledat jako stied tsecky DE.

Piiklad 5 (Kazasska MO, 2004,/2005, viz [1])

Dany konvexni pétithelnik je kazdou ze svych thlopfi¢ek rozdélen na
¢tytahelnik a trojihelnik, ktery ma obsah 1. Urcete obsah tohoto pétia-
helniku.

Reseni. Uvazujme konvexni pétithelnik ABCDE, ktery vyhovuje podmin-
kéam ulohy. Prisecik jeho thlopiicek AD a BE oznafme P, viz obr. 5.

A . E

P

C
Obr. 5

Podle zadani maji trojihelniky ABE a AED stejné (jednotkové) ob-
sahy. Vrcholy B a D uvazovaného pétituhelniku lezi proto na rovnobézce
s AE, tj. BD || AE. Cty¥rthelnik ABDE je tedy lichob&znik se zékladnami
AE a BD. Analogicky lze dokazat, ze také AD || BC a CD || BE. Od-
tud bezprostiedné plyne, ze ¢tyithelnik BC'DP je rovnobéznik. Vzhledem
k tomu, 7e SBCD = 1, je SDPB = 1, a tedy SBCDP = 2.
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Ozna¢me x = Sapp = Sppp, potom Sgpap = 1 — x. Pro obsahy
trojuhelniki ABP, EAP, BDP a DEP pak plati

r  Sapp |BP| Sppp 1

1_x_SEAP_ ‘EP‘ _SDEP_57

coZ po upravé vede k FeSeni kvadratické rovnice

24+rx—-1=0

s jedinym kladngm realnym kofenem z = %(\/5 —1).
ZAVER. Pro obsah S pétithelniku ABCDE, ktery vyhovuje podminkim
ilohy, tak plati

S = Spopp +Sapp +Spep +Spap =2+r+zr+(1—z)=3+z=

=3+ 5(/5-1) = 5(5+ V5)

Upozornujeme ¢tenare, ze dalsi primé aplikace vét 1 a 2 lze nalézt mj.
mezi ulohami nasi MO (napf. v roence 53. ro¢niku MO, tloha C-I-2,
autor J. gvréek) nebo tloha ¢&. 295 z rubriky Zajimavé matematické ilohy
naseho Casopisu, jejimz autorem je J. Kalinowsks. Regeni této tlohy na-
jdete v tomto ¢isle MFI (ve stejnojmenné rubrice).

Zajemcum o uvedenou problematiku je uréena také posledni (bonusova)
tloha, pfi jejimz FeSeni lze vyuzit vysledku piikladu 4.

Priklad 6

Necht P je vnitfnim bodem strany C'D daného konvexniho ¢tyfuhelniku
ABCD. Sestrojte piimku, ktera prochazi bodem P a soucasné déli dany
¢tyiahelnik na dva utvary se stejnym obsahem.

[Ndvod. Je tieba rozlisit 3 pripady: a) pro druhy krajni bod @ hledané
pricky PQ plati Q € DA, pravé kdyz Sapp > %SABC& b) Q € BC,
pravé kdyz Sgpc > %SABCD, ¢) Q € AB ve viech ostatnich p¥ipadech.]

Literatura
[1] KungoZin, A. M., KungoZin, M. A.: Rajonnaja olimpiada Skol'nikov po
matematike, 2000-2018 (rusky). Daryn, Astana, 2018.
[2] Maska, O.: ReSené tlohy z matematiky — Planimetrie. SNTL, Praha 1959.

[3] Walker, A., Millar, J.: A New Course in Geometry. Longmans, Green and
Co. Ltd, London, 1954.
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Ruinovani hrace v hazardni hre

PAVEL TLUSTY ~ JAN GUNCAGA
Pedagogicka fakulta JU, Ceske Budégjovice — Pedagogicka fakulta UK, Bratislava

Pochopeni zdkladnich principi

hazardnich her je jeden ze zpisobi

ochrany proti gamblerstvi. Umozriuje hrdci
raciondlné myslet a vrdtit se zpét do reality.

V dnesni dobé existuje nepieberné mnozstvi hazardnich her — ruleta,
keno, craps, chuck-a-luck, sportka, stastnych 10, rtizné kostkové hry, hraci
automaty a mnohé dalsi. V8echny tyto hazardni hry maji jedno spole¢né
— jejich matematicky model je vytvofen tak, aby ,stfedni hodnota* vyhry
byla pro provozovatele hazardni hry (kasino) kladna. Provozovatel ma (pfi
mnoha opakovanich hry) zaru€en zisk s velmi vysokou pravdépodobnosti.
To v8ak v Zddném pFipadé neznamend, ze musi byt nutné vSichni uéastnici
hry pokazdé ve ztraté.

I kdy7Z je kazda hazardni hra pro hrace nevyhodna, prece jen mezi nimi
existuji vyznamné rozdily. Ty spocivaji zejména v tom, jakd ¢ast z hra-
¢em vlozené ¢astky pfipadne , v praméru“ provozovateli hry. Nasledujici
tabulka ukazuje porovnani nékterych hazardnich her pravé z tohoto uhlu
pohledu.

néazev hry podil z hra¢ova vkladu, ktery pfipadne
v ,priuméru’ provozovateli

francouzska ruleta 2,7 %

americka ruleta 5,3 %

chuck-a-luck 7.9 %

hraci automaty od 20 % (v zavislosti na typu)

keno, $tastnych 10 | 1 50 % (v zéavislosti na vyplatni tabulce)

Tab. 1. Porovnani ,,vyhodnosti“ hazardnich her

Vidime, Ze francouzska ruleta je pro hrace nejleps$im moznym vybérem,
nebot v priaméru prohrava jen 2,7 % z vsazené ¢astky. To je prijatelna
suma, na kterou lze nahlizet jako na poplatek za moZznost si zahrat a
pobavit se.
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Podivejme se, jaké jsou Sance hrace v kasinu vyhrat. Zajima nés porov-
nani Sanci na vyhru kasina a hrace v sérii nékolika her, jak se béhem hry
méni kapital hrace, jak rychle hrac¢i v kasinu prohravaji svij kapital, jak
tato rychlost zavisi na typu hazardni hry atd. Podobné otazky nejsou nové
a v matematické literatufe se objevily jiz pfed vice nez 100 lety. Byva zvy-
kem souhrnné oznacovat tuto problematiku jako ruinovdni hrdce. Zacneme
jednoduchym piikladem.

Priklad 1

Hra¢ hézi minci. Hodi-li ,,rub“, vyplati mu kasino 1 K¢, padne-li mu
Hlic, zaplati 1 K¢ kasinu. Na za¢atku ma hra¢ m K¢, pocateéni majetek
kasina pro tuto hru je (k —m) K&.") Hra skonéi ve chvili, kdy hrag nebo
kasino prohraje v8echny penize (ruinovani hrade). Jaké jsou Sance hrace
na vitézstvi ve hie?

Prabéh hry si mizeme predstavit jako pohyb figurky po ¢iselné ose.
Dohromady se hraje o k K¢&. Obr. 1 je vytvorfen z pohledu hrace. Na
zacatku hry ma hra¢ m Keé (figurka stoji v bodé m).

1. Pokud padne ,r*, hra¢ dostane 1 K¢, tj. ma celkem (m + 1) K¢ a

figurka se presune do bodu m + 1.
2. Padne-li ,,[“, hra¢ prohraje 1 K¢, figurka se presune do bodu m — 1.
3. Hra kondéi ve chvili, kdyZ se figurka dostane bud do bodu 0, nebo do

bodu k.
1 1
2 2
/\ m
[ ] (@] . . . (@] @) o) . . . o Y
0 1 m—1 m m+1 k—1 k
vyhrava kasino vyhrava hrac
Obr. 1 Pohyb figurky po ¢iselné ose
Ozname p,, = P(figurka stojici v bodé m se dostane do bodu k),
m=20,1,...,k. Z obr. 1 vyplyva rovnost
1 1
Pm = §pm71 + 5pm+1 (1)

s pocatednimi podminkami pg = 0 a pp = 1. Vztah (1) se nazyva linedrni
diferencni rovnice 2. 7ddu. Ctenaf seznameny s teorii diferencnich rovnic
muze nalézt feSeni p,,, pravé timto zptisobem.

DRe4lng je kapital kasina témér ,,neomezeny*‘. Podminku, Ze kasino ma na danou hru
jen (k —m) K&, lze realizovat tak, Zze hra¢ po dosahnuti k£ K& hru dobrovolné ukondi.
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Ukéazeme si jinou moznost, jak tuto diferen¢ni rovnici vyfesit. Z (1)

vyplyva, ze posloupnost ¢&isel p,,,,m = 0,1,...,k spliiuje vztah
1
Pm = 5 (pm—l + pm+1)a (2)

COZ znamena, ze p,, je aritmetickym primérem p,,—1 a p;,+1. Podobné
Pm+1 je aritmetickym primeérem p,, a pm42.

l?nﬂ ]31*('?2

B, Jo B %

B Idl b, 5 )
m—1 m m+1 m m+1 m+2

a) vztah (2) pro pm b) vztah (2) pro pm+1

Obr. 2

Z obr. 2a) vidime, Ze plati rovnost p,,+1 = pm~+di, z obr. 2b) dostaneme
Dm+1 = Pm +do. Odtud je zfejmé, Ze d; = da, tedy rozdil dvou sousednich
¢lentit uvedené posloupnosti je konstantni. Posloupnost (p,)X,_, tedy je
aritmetickou posloupnosti a plati:

pm:p0+m'd7 (3)
kde d je neznaméa diference. Po dosazeni okrajovych podminek py = 0
a pr = 1 do vztahu (3) vypocteme, Ze d = %, a dostaneme hledanou
pravdépodobnost

m

Pm =7 m=0,1,...,k. (4)

Hrac zruinuje kasino s pravdépodobnosti 7*, zatimco kasino zruinuje hrace
s pravdépodobnosti (1 — %) = k=m

Z prikladu 1 plyne, Ze ve spravedlivé hie (oba soupefi vyhravaji diléi
partie s pravdépodobnosti p = %) je pravdépodobnost zruinovani hréace
primo umérna velikosti jeho pocate¢niho kapitalu. Z tohoto thlu pohledu je
Sance bézného hrace ,zruinovat® kasino mimo realitu. Uvédomme si navic,
ze kasina Zddnou spravedlivou hru nenabizeji. Ve skuteCnosti je v kazdé
partii stfedni hodnota vyhry kasina kladna. V nésledujicim piikladu si
ukazeme, Ze i velmi malé ,,vychyleni* od spravedlivé hry v podstaté nedava
hraci redlnou Sanci v dlouhodobé&jsim horizontu uspét ve hie proti kasinu.
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Priklad 2

Hrac¢ hraje v kasinu posloupnost partii, jejichz vysledek zalezi na né-
hodé, a vysledky jednotlivych partii jsou navzajem nezavislé. Pravdépo-
dobnost, Ze v jednotlivé partii zvitézi, je p < % Za kazdou vyhru v partii
dostane hra¢ od kasina 1 K¢&. Za kazdou prohru naopak zaplati 1 K¢& ka-
sinu. Po¢atecni majetek hrace je m K¢, pocateéni majetek kasina pro tuto
hru je (k — m) K¢. Hra skonéi ve chvili, kdy jeden z acastnikd prohraje
vSechny penize. Jaké jsou Sance hréace na vitézstvi ve hie?

1-p p
/‘\ /—\
° o . e e o o 16) e e . ° °
0 1 m—1 m  m-+1 k—1 k
vyhréava kasino vyhrava hrac
Obr. 3 Pohyb figurky po ¢iselné ose
Ozname p,, = P(figurka stojici v bodé m se dostane do bodu k),
m=0,1,...,k. Z obr. 3 vyplyva rovnost
P =1=D) Pm-1+D Pmt1 (5)

s okrajovymi podminkami py = 0 a py, = 1. Vztah (5) je linedrnd diferencni
rovnice 2. Tddu.

Ctenar sezndmeny s teorii diferen¢nich rovnic muze nalézt FesSeni p,,
pravé timto zpusobem. Zde si ukdZeme jinou moznost, jak rovnici (5) vy-
TeSit. Postupnymi tpravami odvodime vztahy

((p+ (1 —p)) Pm = (1 =D) Pm—1+D" Pmt1,

=1
Pm+1 — Pm _ 1 - D

Pm — Pm—1 p

Polozme b,,, = py, — Pm—1, Pak bg‘f = 1%17, coz znamend, 7ze (b, )k _; je
geometrickd posloupnost s kvocientem ¢ = %. Tedy plati:
b1 =p1—po

by=p2—p1=101-¢

. (6)

an =Pm — Pm—-1—= bl . qm—

1

b = Pk — pr—1 = b1 - ¢*~
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Po se¢teni vSech fadka soustavy (6) dostaneme
pr—po=b1-(1+q+...+4""),

coz po dosazeni

pe1_ 1—4¢°
po=0, pr=1 1+q¢g+...+¢" Zﬁ
a upravé dava rovnost
l—q
by = = p1.
1=9= 7" b1
Z druhého fadku soustavy (6) plyne
1—g¢q 1—gq 1—¢?
= b = b . = . = .
D2 = b2 +p1 1°qg+p1 1—gF q+1—q’f e
Stejnym zptsobem odvodime obecny vztah
1—qg™m
pmzw, m=0,1,2,...,k, (7)
_1-p
kde ¢ = o

Hodnoty p,,,, m = 0,1,2,..., k pfedstavuji pravdépodobnosti, Ze ve hie
zvitézi hrac, ma-li pravé m Ké&. Lze dokazat, Ze hra skonéi s pravdépodob-
nosti 1 po kone¢ném poctu partii.

Pro lepsi predstavu, jak se méni Sance hrace na celkovou vyhru, uvedeme
dvé tabulky vypocitané pomoci vzorce (7) pro konkrétni m, k a p.

[ k=100 p=0474 | p=0,45 || || k=10000 [ p=0474 | p=045 |
m=15| 0074 0,007 m=9950 || 0,006 0,000
m=90 || 0353 0,134 m=9975 || 0,074 0,007
m=095 | 0,595 0,367 m=9990 || 0,353 0,134
m=099 || 0901 0,818 m=09995 || 0,595 0,367

a) Celkovy kapital k = 100 Ké b) Celkovy kapital &k = 10000 K¢
Tab. 2
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Naptiklad z posledniho policka tab. 2a) vidime, Ze hrac s pravdépodob-
nosti 0,818 vyhraje 1 Ké (hra skonéi ve stavu k& = 100) a s pravdépodob-
nosti 0,182 hra skonéi ve stavu k = 0, tj. hra¢ prohraje 99 K¢é. Podobné
z posledniho policka tab. 2b) vidime, Ze hra¢ s pravdépodobnosti 0,367
vyhraje 5 K¢&, zatimco s pravdépodobnosti 0,633 prohraje 9,995 Ké&. Vi-
dime tedy, Ze jen velmi ,,malé odchyleni“ od spravedlivé hry nedavéa hraci
realnou 8anci na vyhru. Uvédomime-li si tyto skute¢nosti, je pro nas hrani
nékterych her (viz tab. 1) zcela nepfijatelné.

S problematikou ,ruinovani hréce* se setkivame i v bézném zivoté, aniz
si to mozna uvédomujeme. Poéitani v nékterych sportech je rozdéleno na
,hezavisle® dily — sety. Nékteré sportovni soutéze byvaji zakonceny zaveé-
reénym play off hraném na 2, 3 nebo 4 vitézné zapasy. V obou pifipadech
je jednim z divodu snaha eliminovat nahodilé vysledky. Pfijmeme zjedno-
dugujici predpoklad,? Ze jeden ze soupefit vyhrava kazdé utkani s prav-
dépodobnosti p a vysledky jednotlivych utkani jsou navzajem nezavislé.
Nyni snadno odvodime, Ze pravdépodobnost jeho vitézstvi v celé sérii je
déna vztahem:

p? +2p*(1 — p) na 2 vitézstvi
3+ 3p*(1 — p) + 6p3(1 — p)? na 3 vitézstvi
p* 4+ 4p*(1 — p) + 10p*(1 — p)? + 20p*(1 — p)3 na 4 vitézstvi

Po dosazeni konkrétnich hodnot do uvedenych vztahti dostaneme ta-
bulku

hrajesena || p=0,45 | p=0,4 | p=0,35 | p=10,3
2 vitézstvi 0,425 0,352 0,282 0,216
3 vitézstvi 0,407 0,317 0,235 0,163
4 vitézstvi 0,392 0,290 0,200 0,126

Tab. 3 Pravdépodobnost vitézstvi v sérii v zavislosti na p a délce série

Z tab. 3 napf. vidime, ze hraje-li se série na 4 vité€zna utkani, ma slaby
tym (p = 0,3) pouze polovi¢ni Sanci, Ze v sérii zvitézi, oproti sérii hrané
na 2 vitézna utkani.

lisujici utkani hrana doma a venku atd.
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O vazanych extrémech funkei

DAG HRUBY

Jevicko

S pojmem vdzany extrém je spjata tloha, v niz hledame extrémy funkce
(zpravidla vice proménnych), a to pii platnosti omezujicich podminek pro
jejil proménné. Mezi ¢asto pouzivané prostiedky pii vySetfovani vazanych
extrému funkce patii metoda Lagrangeovych multiplikatorta. Jeji pouziti
viak vyzaduje hlubsi znalosti z vy3$si matematiky.

Cilem tohoto prispévku je ukazat, jak lze ur¢it vazané extrémy nékte-
rych vyrazi (funkei) elementarnim zpisobem, vyuZitelnym i na stfednich

skolach.

Uloha 1
Uréete maximalni hodnotu vyrazu z + y, pokud plati 22 + 3% = 1, kde
z,y € R.

Resend. Predné si uvédomme, ze pro vSechna redlna ¢isla x, y plati

2 2
Y Y (1)
2 - 2

kde rovnost nastane pouze v piipadé, kdyz x = y a soucasné plati x > 0,
y > 0. Po dosazeni do (1) za 22 + y* = 1 ihned dostaneme

x+y<\/T_\/§
2 — V2 27

odkud plyne z+y < v/2, pii¢emz rovnost nastane, pravé kdyz ¢ = y = 5

S

Maximalni hodnota vyrazu z + y je tedy /2.

Druhé Teseni (uzitim analytické geometrie). Uvazujme systém rovnobézek
z +vy = k, kde k je redlny parametr, a kruznici 22 + y?> = 1. Hledame
takovy bod o soufadnicich (z,y), ktery lezi na kruznici 22 +y?> = 1 a
souCasné na nékteré z piimek parametrického systému y = —x + k tak,
aby realna hodnota k byla maximélni. Témto podminkam vyhovuje pfimka
y = —x + k s nejvétsim moznym k, ktera je tednou kruznice 2% 4 y? = 1.
Tato tecna a osy soufadnic z, y vymezuji v I. kvadrantu rovnoramenny
pravouihly trojthelnik, ve kterém je bod dotyku teény T[zg,yo] stfedem
jeho pfepony. Odpovidajici norméla vedenad bodem T[zg,yo] ma rovnici
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y = x. To znamena, Ze pro soufadnice bodu T plati ¢y = yo. Po dosazeni
do rovnice 2% + y? = 1 snadno uréime, Ze je o = yo = g, tj. k= V2.
Grafické vyjadieni této situace je na obr. 1.

ﬁ\

Obr. 1

Vedle teény y = —x + /2 je zde zobrazena také tetna y = —z — /2,
ktera ur¢uje minimalni hodnotu vyrazu x + y, kterou je —v/2.

Treti FeSent (uzitim diskriminantu kvadratické rovnice, viz [1] nebo [2]).
Oznac¢ime-li z = z+vy, pak y? = (z—x)2. Do tohoto vztahu dosadime za y?
z rovnice 22 + y? = 1 a dostaneme kvadratickou rovnici s nezndmou z a
realnym parametrem z: 222 — 2zz + 22 — 1 = 0.

Protoze = je redlné c¢islo, musi byt diskriminant D této kvadratické
rovnice nezaporny, tj. D = 8 — 422 > 0. Odtud plyne |z| < /2, tedy
z € (—/2;v/2). Pro minimalni hodnotu z plati z = = + y = —/2, pro
maximalni pak z = = +y = /2.

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat zobecnénim piedchazejici ulohy a jejimi
variantami.

Uloha 2
Uréete maximalni a minimalni hodnotu vyrazu ax + by v piipadé, Ze
plati 22 +y? =1, kde a,b,z,y € R, a # 0, b # 0.

Reseni (uzitim metody diskriminantu). Oznadime-li z = az + by, pak

y = (2 —ax)/b a tedy y?> = (z — ax)?/b?. Dosazenim za y? z rovnice
2% 4+ y? = 1 pak dostaneme

(a® + b2 — 2azx + 2° — b* = 0. (2)

Matematika — fyzika — informatika 34 (1) 2025 15



Tato rovnice predstavuje kvadratickou rovnici s parametry a, b, z. Pro jeji
diskriminant plati

D = 4a%2% — 4(a® + %) 2% + 4(a® + bH)b? = 4(a® + b?)b* — 4b? 22

Z podminky D > 0 dostavame 22 < a? + b%. Odtud plyne |z| < Va2 + b2.
Minimaln{ hodnota je tedy z = —v/a? + b% a maximalni pak z = Va? + b2.
Pokud bychom zvolili napt. @ = 2,b = 1, dostali bychom po dosazeni
do (2) rovnici 5z? — 42z + 2% — 1 = 0, coZ je v soustavé souradnic Oxz
rovnice elipsy. Obr. 2 mtuzeme chéapat jako grafické feSeni dané ulohy. Vedle
minimélni hodnoty —+/5 je zde také hodnota maximalni v/5. Uloha 1 je
tak specialnim pripadem tlohy 2, kde a =1, b = 1.

NG

Obr. 2

Uloha 3
Pro z,y € R urcete maximalni hodnotu vyrazu xy v piipadé, ze plati
224y =1.

Reseni (uzitim analytické geometrie). UvaZzujme systém hyperbol zy = k a
kruznici 22 + y? = 1. Hleddme takovy bod o soufadnicich (z,y), ktery lezi
na kruznici 22 + y? = 1 a soucasné na nékteré z hyperbol zy = k, tak aby
hodnota k byla maximalni. Této podmince vyhovuje hyperbola zy = k,
ktera se dotyka kruznice 22 + 42 = 1, viz obr. 3. Tato hyperbola neprotina
osy soufadnic a tedy je z # 0, y # 0. Osy této rovnoosé hyperboly jsou
pfimky y = x a y = —z. To znamend, Ze pro soufadnice zg,yo bodu
dotyku plati x9 = yo. Z rovnice kruznice z2 4+ y? = 1 snadno zjistime, Ze
plati xg = yo = :I:g. Pro maximélni hodnotu k£ pak v obou piipadech
1

plati k = zoyo = 23 = 5
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Podobné miizeme postupovat pfi stanoveni miniméalni hodnoty vyrazu

zy = k. V tomto pfipadé y = —x = :I:g, a plati k = —%.

YA
V2l
2
0 2 x
2
Obr. 3
Druhé Fesend (uzitim metody diskriminantu). Oznadime-li z = zy, pak
y? = i—z (x # 0). Po dosazeni do této rovnice za y? z rovnice z? + y* = 1,

dostaneme x* — 2% 4 22 = 0. Dostavame bikvadratickou rovnici s nezna-
mou z a redlnym parametrem z, kterou po substituci x> = t pievedeme
na kvadratickou rovnici t? — ¢t 4+ 22 = 0. ProtoZe t je realné &islo, musi
byt diskriminant této kvadratické rovnice nezéporny, D = 1 — 422 > 0,
|z| < % Nejvétsi hodnota zkoumaného vyrazu z = xy je tedy z = % a jeho
nejmensi hodnota je z = —%.

Podobné jako v predchazejicich tlohach si ukdzeme grafické feSeni této
tlohy. Rovnice z* — 22 4 22 = 0 je v soustavé soufadnic Oxz rovnici Ge-
ronovy lemniskdty.") Obr. 4 miZeme chapat také jako grafické feSeni dané
tlohy. Kromé minimalni hodnoty —% je z obr. 4 patrna také maximalni

hodnota z, a to %

G |

Obr. 4

1) Camille-Christophe Gerono (1799-1891), francouzsky matematik.
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Uloha 4
Uréete minimalni a maximélni hodnotu vyrazu 22 + xy v piipads, Ze
plati 22 + y? =1, kde z,y € R.

Resent (uzitim metody diskriminantu). Oznac¢ime-li z = 22 + xy, pak pro
x # 0 dostaneme y? = (z — 22)?/22. Po dosazeni do tohoto vztahu za y?
ze vztahu 22 + 32 = 1 obdrZime rovnici

2zt — (22 4+ 1)a? + 22 = 0. (3)
Dostéavame bikvadratickou rovnici s nezndmou x a realnym parametrem z,
kterou substituci 22 = t pfevedeme na rovnici 2t2 — (2z + 1)t + 22 = 0.
Protoze t je redlné ¢islo, musi byt diskriminant této kvadratické rovnice
nezaporny, D = —42%2 + 4z +1 > 0, |2z — 1] < v/2. To znamena, Ze je
z € (1_7‘/5, %) Minimalni hodnota je tedy z = 1_2‘/5. Rovnice (3)
odpovida v kartézské soustavé soufadnic Ozz kiivce na obr. 5.

z
...... e
2
% 242
1-V2
2
Obr. 5

Ve 28. ro¢niku mezinarodni soutéze Matematicky duel, ktera se konala
v listopadu 2024, byla v kategorii B, uréené zaktum 1. a 2. ro¢niku gym-
nézia, zadana nasledujici uloha: Necht x, y jsou libovolnd redlnd ¢isla, pro
kterd plati 2oz —y = 5. Urcete vSechny dvojice redlngch cisel (xz,y), pro
které nabyvd viraz 2 + y2 nejmensi hodnotu. Pokuste se tlohu vyf¥esit.

Literatura

[1] Hruby, D., Svrcek, J.: Vyuziti diskriminantu kvadratické rovnice.
Matematika—fyzika—informatika, ro¢. 26 (2017), ¢. 5, s. 321-327.

[2] Hruby, D.: Metoda diskriminantu. Obzory matematiky, fyziky a informa-
tiky, ro¢. 53 (2024), ¢. 1.
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Vypocty a obrazky

FRANTISEK KURINA — JANA CACHOVA

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

V libovolné ucebnici matematiky mizeme pozorovat tii zpisoby vyja-
dfovani. Slovni text v b&ném jazyku. Je obvykle formulovin ve vétach
v souladu s obvyklymi gramatickymi pravidly. Déale je v ucebnicich sym-
bolicky jazyk vzorci a obrazky.

Uvedme piiklad. Geometricky primér je nejvyse tak velky jako primér
aritmeticky (obr. 1).

Vab < L(a+0b)

a b
Obr. 1

Obrézky jsou dulezité jak prfi vykladu uéiva, tak i pfi feSeni dloh. Tak
napf. obr. 2 je ilustraci pravidla pro délitelnost ¢isla ¢isly tfi nebo devét.

Vymodelujeme-li ¢islo na tddovém pocitadle, miZeme si predstavit, Ze
od kazdé jednotky vyssiho Fddu odecteme éislo jedna (to je na obr. 2 zndzor-
néno koleckem s teckou) a takto vzniklé jednotky priddme na drdt jednotek.
Celkovy jejich pocet je roven cifernému souctu cisla, tj. poctu tisici, set,
desitek a jednotek. A tento soucet rozhoduje o délitelnosti ¢isla deviti.

1000 100 10 1
4316

Obr. 2
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Obr. 3 ilustruje v€tu o druhé mocniné dvojélenu, na obr. 4 vidime na-
sobeni mnoho¢lent.

a+b

|

a+b| (a+b)? |

|

S —— [ R——

|

d e
2
a a ab od ae
bd be
b ab b2 c cd ce
a b
Obr. 3 Obr. 4

Obrazky pri vypoctech

Priklad 1
Vypocitejte soucet velikosti uhla «, B, v, §, € ve vrcholech péticipé
hvézdy na obr. 5.
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7Z fady ruznych moznosti 7eseni uvedeme dve.
trojuhelniku K BE, ma tedy velikost §+¢. Podobné tthel K HD je vnéjsim
thlem trojuhelniku CH A a mé tedy velikost a+. Soucet a+5+v+d+¢€
je 180°.

Jiné fesent ulohy vychazi z trojuhelniku BAD (obr. 7).

Obr. 7

Protoze p+p=v+¢,jea+B+v+ 9 +e=180°.

Piiklad 2
Mame vypocitat obsah S trojuhelniku ABC' (A[2;0], B[8;1], CI0;2]).

Umistime trojuhelnik ABC' do ¢tvercové sité (obr. 8). Z tohoto obrazku
muzeme poznat nékolik FeSeni tlohy.

Pomoci Pythagorovy véty je mozné urcit délky a, b, ¢ daného trojahel-
niku a obsah S pak vypoé&itame pomoci Heronova vzorce.

C R
—— |
b a | T—— B
Al =7
P 2 8Q)
Obr. 8
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Metodami analytické geometrie mizeme vypocitat délku strany b a
vzdalenost vrcholu B od pfimky C'A. S pak vypocitame podle vzorce

1
S = =bv.
50
Vypocitdme-li velikost tthlu v, dostavame vysledek ve tvaru
1
S = iab sin~y.

Obsah S miZeme uréit i pomoci vektorového sou¢inu znamého z uceb-
nice analytické geometrie [2].

Nasi ukazku muazeme fesit na trovni zakladni Skoly. Podle obr. 9 vidime,
ze plati

S=2.7T-14--7-1=7
Y
C R
1 5 3";5 B
P 1 A Q 7
Obr. 9
,OpiSeme-1i“ trojahelniku ABC obdélnik PQRC, vidime, Ze plati (obr. 10)
1 1 1
§=2-8-2-2:2--6-1-2-8-1=T.
Yy
C R
B
P A Q ¢
Obr. 10

V udebnici [2] je odvozen vzorec pro obsah trojihelniku s vrcholy Alay, as),
Blb1, ba], Clex, ca]:
S
=5 |0 b2

C1 621
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Uzitim tohoto vzorce mtuzeme obsah vypocitat, aniz bychom kreslili obra-
zek. Ten za nas nakreslili autoii v uvedené ucebnici.

Priklad 3

Méame vypocitat objem komolého jehlanu se ¢tvercovymi podstavami
o stranach a, b a vySce v. Nemame pritom pouzit vétu o objemu komolého
jehlanu, kterou odvozuje Pomykalova v publikaci [1].

Studuje-li zak toto odvozeni, patrné se zarazi na ,samoziejmé* rovnosti

S1+52:(\/571+\/572) (\/Silf\/STz)

Tim spiSe nemohli uvazované odvozeni provést stavitelé pyramid. Ti si
ovSem pomohli dimyslnym zpiisobem. Rozdélili komoly jehlan na 9 té-
les, jejichz objemy uméli vypocitat (obr. 11). Tento vypodet nebudeme
provadét.

Obr. 11
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Priklad 4
Méme vypocitat objem télesa, které vznikne rotaci pravoahlého troja-
helniku s odv&snami a, b kolem prepony c.

7 obr. 12 vidime, Ze se jedna o dva kuZele se spole¢nou kruhovou pod-
stavou o poloméru r a vyskami h a v.

o
A
b
v
C
C T
h
a
B
(o)
Obr. 12

Pro objem V tedy plati

1 1 1
V= -nriv+ §W2h = §KT2(U + h).

3
Protoze ab = rc (obsah trojihelniku ABC) je
ab
r=—
c

a podle obrazku je v + h = ¢, mame pro objem V vysledek

1 21 (ab)?
V=cn <ab> c= 7n(ab) .

3 c 3 c

Podle naseho nazoru jsou obrézky dilezitou slozkou FeSeni tloh. Bez
nich bychom sotva néjakou tulohu vyfesili.

Literatura

[1] Pomykalovd, E.: Matematika pro gymnézia. Stereometrie. Prometheus,
Praha, 1995.

[2] Stehlikovd, N., Hejny, M., Jirotkovd, D.: Uvod do analytické geometrie.
Pedagogicka fakulta Univerzity Karlovy, Praha, 2005.
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O jednom probléme
7 tedrie Cisel

MARTIN MELICHER — MICHAL JANIK
posluchac¢i Matematicko-fyzikalni fakulty UK, Praha

V janovom ¢isle ¢asopisu MFI z roku 2022 bol v rubrike Zajimavé mate-
matické ulohy uvedeny problém, ktory navrhol Jaromair Simsa z PYF MU
v Brne (vid MFI roé¢. 31/2, str. 115, dloha ¢. 277). Tento problém zostal
pre ¢itatelov dva roky otvoreny. Zadanie tejto tlohy tu zapiSeme takto:

Nech D an si prirodzené c¢isla, pre ktore plati D < @ Rozhodnite,
¢i potom z kazZdej n-prvkovej mnoZiny po sebe idicich celyjch ¢isel mozno
vybrat takid neprdzdnu podmnoZinu, aby sucet jej prvkov bol delitelny ¢is-
lom D.

V tomto ¢lanku tato tlohu vyriesime s vysledkom, Ze odpoved je kladnd
pre vSetky popisané dvojice ¢isel D a n. Aby bol nas postup prehladnejsi,
uvedieme najprv jedno zaujimavé a uzito¢né tvrdenie z tedrie Cisel. Pri
jeho dokaze aj my vyuzijeme povodny autorov uzitoény obrat, ktory je
prave vdaka tomu dobre znamy pod nazvom Dirichletov princip. (Jeho
dalgie pocetné uplatnenia v tedrii ¢isel, geometrii a kombinatorike mozno
najst v rovnomennom zviizku ¢. 25 z edicie Skola mladych matematikii).

Dirichletova aproximacéna veta

Pre lubovolné redlne ¢islo x a lubovolné prirodzené ¢islo N existuji také
celé ¢islar a s, kde 1 < s < N, Ze plati

| < 1 ‘ r‘ < 1

st—1| < ——, 7resp. |zr——| < ——.

T N+1 b sl = s(N+1)

Doékaz. Uvazujme N &isel kx — | kx| pre k € {1,2,..., N}, ktoré vSetky

lezia v intervale (0, 1). Rozlisime 3 pripady:

> Pre nejaké k € {1,2,..., N} plati kax — |kz] € (0, ﬁ) Potom pre
_1

r:kaJ,s:kzmémeogsm—TSNH.
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> Pre nejaké k € {1,2,..., N} plati kxz — |kx] € (NLH,I). Potom pre
r=1+ |kz|, s =k mame — = < sz —r < 0.

N+1
> Pre kazdé k € {1,2,..., N} plati kz — [kz] € (57, 75)- V tomto
pripade rozdelme interval (ﬁ, NL-H) na N — 1 intervalov
1 2 2 3 N -1 N
N+1'"N+1)"\N+1'"N+1)" 777 \N+1'N+1,)"

KedZe nagich &isel je N a intervalov iba N — 1, podl'a Dirichletovho

principu musia niektoré dve z tychto ¢isel lezat v rovnakom intervale.

Najdeme teda &isla ki, ko € {1,2,...,N}, k1 > ko, také, Ze Cisla

a1 = kix — |k1z| a ag = kox — |kax] lezia v rovnakom intervale

s 1

dlzky w7 7. Potom

Ay < ——

jar — 42| < =

a teda mozeme polozit r = |k1z| — |kex], s = k1 — ka.

RieSenie SimSovho problému

Nech teda n, D su prirodzené ¢isla a plati D < % Dokazeme,

ze z kazdej m-prvkovej mnoziny za sebou iducich celych ¢isel moZzno vy-
brat neprazdnu podmnozinu so su¢tom prvkov delitelnym D. V priebehu
dokazu budeme uvadzat rozne obmedzenia na velkost &isla n; vratime sa
k nim v uplnom zavere.

Majme ¢ € Z a uvazujme mnozinu M = {a,a+ 1,...,a + n — 1}.
Nech r € Z a s € {1,2,...,n}. Pozrime sa, kedy je mozné vyjadrit rD
ako sicet s roznych prvkov M. Najmensi mozny stucet prvkov s-prvkovej
podmnoziny M je

(2a+s—1)s

A=a+(a+1)+...+(a+s—-1)= 5 ,

najvacsi zas

(2a4+2n—s—1)s

B=(a+n—s8)+...+(a+n—-1)= 5

Navyse, ak N je s-prvkova podmnozina M so suctom prvkov S < B, tak
vidy najdeme k € M\ {a+n — 1} také, ze k € N ak+ 1 ¢ N, potom
N\ {k}U{k + 1} je s-prvkova podmnozina M so sac¢tom prvkov S + 1.
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Z toho vyplyva, ze sucty prvkov s-prvkovych podmnozin M st préve
vsetky celé ¢isla od A do B. Cislo rD sa teda da takymto suctom vy-
jadrit prave vtedy, ked

(2a+;—1)s <rD< (2a+2n2—s—1)s.

Ekvivalentnymi tpravami mozeme tito podmienku previest na

s—n r 2a+n-—1 n—s
<l < ,
2D ~ s 2D - 2D
¢o sa d& prepisat ako
2a+n—17ﬁ <n—s' (1)
2D S 2D

Mame dokézat, Ze pre kazdé a € Z existuja r € Z, s € {1,2,...,n}
take, Ze (1) plati.

Zacneme zopar jednoduchymi pozorovaniami:

1. Ak (r,s) spliia (1) pre a, tak pre kazdé k € Z plati, ze (r + ks, s)

spliia (1) pre a + kD. Stad nam teda uvazovat a € {1,...,D}.
2. Ak D—n+1<a<D,tak (r,s) = (1,1) splha (1). Pre dalsi rozbor
teda ostava a € {1,...,D —n}.

. Ak (r,s) splha (1) pre a, tak (s —r, s) splia (1) pre D —n + 1 — a.

Dalej teda sta¢i uvazovat a € (1, Z=241) NN, kedy 2¢t2=1 < 1

w

1) . _ s e
4. Prea=1 D = % mame 2¢82=1 — 1 mozeme teda polozit
r=1,s=n.

o _ n(n+l) 2 2a+n—1 __ n+1 _ 1 1
Prea=1,D = —5— — 1 mame =5— = n24tn—2 — n-1 2D’

moZeme teda polozit r =1,s =n — 1.

2a+n—1 > n+1

Vo vSetkych ostatnych pripadoch méme =55— > >0,

plati:
+1 iy 2 -1 1 1
> Ak a=1, tak D < % — 2, cize 7”3}3 = gE 2 n27fn—4'

2a+n—1 n+3 n+3 n+1
> Ak a > 2, tak =D > 5D > n(n+1) > n24tn—4-

(Posledna nerovnost plati pre n > 3.)

pretoze

ve v 5 . . 2 —1 1 1
Staéi teda uvazovat také a € 7Z, pre ktoré agg € <n2’r;_4, §>.

(Taky interval ma zmysel, ak n > 3.)
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Po predchédzajucich pozorovaniach vidime, Ze nam pre vsetky celé ¢isla
n > 3 stacéi dokazat nasledujuce tvrdenie:
Pre kazdé redlne x € <"7+1 1> existuju r € N, s € {1,...,n} také,

n24n—4’2
Ze
‘ r n—s
r——| < ——.
s n(n+1)

K doékazu si povSimnime, Ze &islo x = ﬁ v danom intervale lezi (ak

n > 3). Ak n21t11—4 <z < L5, zvolime r = 1, s = n — 1. Potom

< —_ e =
“n—-1 n?+n-4 (n—1)(n%2+n-4)

‘ r‘ 1 n+1 n*+n—4)—(n+1)(n—1)

n—3 1
= < kazdé n).
nd—5n+4 " n(n+1) (pre kazdé n)

Dalej nech x € (ﬁ, %> Podla Dirichletovej aproximacnej vety pre
1

N =n—2najdemer € Z, s € {1,...,n — 2} také, ze ’x—£| < sy

Z obmedzenia pre x vyplyva, Ze s # 1, a teda 2 < s < n. Potom pre také s

sta¢i overit ﬁ < %, ¢o sa ekvivalentnymi tpravami prevedie na
(n—1)s*+ (n —n?)s+ (n* +n) <0.

Ak vyraz na lavej strane nerovnosti oznaéime P(s), tak P je kvadraticka
funkcia s kladnym koeficientom pri s2, stadi teda overit len dve nerovnosti,
P(2)<0aP(n—2)<0:

> P2)=4(n—1)+2(n—n?)+n*+n)=n(7-n)—4<0pren>T1.

> P(n—2) = (n—1)(n—2)?+(n—n?)(n—2)+(n*+n) = n(7-n)—4 <0
pren>T.

Aj ked sa nam tvrdenie s aproximéaciou ¢&isla z podarilo dokazat iba
pre celé ¢isla n > 7, tvrdenie z pdvodného problému plati aj pre
n € {1,2,3,4,5,6}, ¢o mozno overit manudlne. Dodajme eSte, Ze tvr-
denie s aproximaciou ¢isla x plati aj pre n € {3,5,6}, neplati v8ak pre
n = 4 — to mozno overit manualne spoc¢itanim zjednotenia vSetkych inter-

valov <§ — nz’n__fl), S+ n("n_fl)> pre r,s€{1,2,...,n}.
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Zajimavé matematické ulohy

V novém roc¢niku naSeho ¢asopisu pokracujeme v pravidelné rubrice
Zajimavé matematické tulohy, v niZz mj. uviddime zadani dalsi dvojice no-
vych tloh. Jejich feSeni miZete zaslat nejpozdéji do 15. 6. 2025 na adresu:
Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou na emailovou adresu mfiQupol.cz. Zajimava a originalni
feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 299
Je déan trojuhelnik ABC a bod D leZici na p¥imce AB, D # A, D # B.

Oznatme ka(Sa;74), kp(Sp;rB) po Fadé kruZnice opsané trojuhelnikiim
ADC, BDC.

a) Urcete polohu bodu D tak, aby obsah trojahelniku S4S5C byl co

nejmenst.
b) Urcete polohu bodu D tak, aby trojahelniky S4S5C a ABC byly
shodné.
Jaroslav Zhouf
Uloha 300

Necht a, b, ¢ jsou délky stran v libovolném trojuhelniku a t,, tp, t.
delky odpovidajicich téZnic (v obvyklém znaceni). Uréete nejmensi moznou
hodnotu vyrazu

a? b 2

V=—+—+—.
2 2 2

Jaroslav Surcek
V nésledujici ¢asti uvadime feSeni uloh 295 a 296, jejichz zadani jsme
zvefejnili ve tietim ¢isle loniského (33.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 295
Necht D je bod strany BC' rovnostranného trojahelniku ABC, kde
|BD| = 2|CD|. Oznaéme E patu kolmice z vrcholu B k pfimce AD a F'
(F # A) prisecik pifimky AD s kruznici opsanou uvazovanému trojihel-
niku. Dokazte, Ze trojihelniky BDE a C'DF maji stejné obsahy.
Jozef Kalinowski (Polsko)

Reseni. Ukazeme, Ze ¢tyttuhelnik BFCFE je lichobéznik se zékladnami BF'
a EC, tj. BF | CE.
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Jelikoz A je stfedem oblouku BC' kruZznice opsané trojuhelniku ABC
a F' lezi na dopliikovém oblouku, jsou thly BFA a AFC shodné, oba
maji podle véty o obvodovém thlu velikost 60° jako uhly BCA a ABC,
piimka F'A je tak osou vnitiniho thlu trojihelniku BC'F. Podle véty o ose
vnitiniho thlu v trojihelniku BFC dale s ohledem na zadéni dostavame
|BF|:|CF|=|BD|:|CD| =2, tedy |CF| = %|BF\

A

Obr. 1

V pravotuhlém trojihelniku BEF je velikost vnitiniho thlu u vrcholu F'

rovna 60°, proto pro velikost pfilehlé odvésny plati |EF| = %|BF|, tedy
podle uvah vyse je trojihelnik FFC rovnoramenny s hlavnim tthlem u vr-
cholu F' o velikosti 60°. Tento trojihelnik je proto rovnostranny, a tedy
ihly FEC a EF B jsou shodné. Odtud jiz plyne rovnobéznost BF a EC),
tedy shodnost obsahti trojuhelnikit BFE a BFC, tedy i shodnost obsaht
trojihelnika BDE a CDF."
Jiné feSeni. OznaCme G prusecik pfimek BE a FC (obr. 2). Podle véty
0 obvodovém thlu jsou oba thly BF A a AFC shodné po fadé s uhly BC' A
a ABC, a maji tak shodnou velikost 60°. Piimka F'E je tak osou vnitiniho
thlu u vrcholu F' trojuhelniku BFG, jelikoZ je i kolméa na stranu BG, je
jeho vyskou a tedy i jeho téZnici. Bod FE je tak stfedem tusecky BG.

Ozna¢me H kolmy primét bodu C' na tsecku BG. Z podobnosti pra-
vouhlych trojuhelniki BED a BHC, resp. GEF a GHC plyne

2= |BD|:|CD| = |BE|: |HE| = |GE| : |HE| = |GF| : |GC].

DTy, motyli kitidla, viz tvodni ¢lanek tohoto &sla.
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Bod H je tak stfedem tsecky EG a bod C stfedem tusecky F'G. Tedy

Ny

jeho stranami a téZnicemi, maji tak shodné obsahy rovné Sestiné obsahu
trojuhelniku BF'G, coz jsme méli dokazat.

Obr. 2

Pozndmka. Rovnobéznost tseéek BF a C'E dokdzané v predchozim feseni
pak plyne z faktu, ze C'E je stfedni pfickou trojuhelniku BFG.

Jiné feseni. Uvedme jesté vypocetni feSeni. Ozna¢me J stied strany BC
(je i patou vysky) a bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze délka strany
rovnostranného trojihelniku ABC je 6. Dle zadani plati |AB| = |[AC| = 6,
|BJ| =3, |BD| =4, |JD| =1, |CD| = 2. Zname pak vysku rovnostran-
ného trojuhelniku a podle Pythagorovy véty v trojuhelniku AJD plati

AJ| = 3V3, |AD| = /JAJP +]GDP = 1/(3v3)2 + 1 = 2V7.
Obsah pravotihlého trojiuhelniku ADJ pak je
1 3
Sapr= §|AJ| -|JD| = 5\/§,

Pravouhlé trojuhelniky BDE a ADJ se shoduji ve vnitinim thlu pii vr-
cholu D a v pravych dhlech u vrcholi F a J, jsou tak podobné, pro obsah
trojuhelniku BDFE pak plati

_ BDI\ _3 g 4 \"_6
SBDE—SADJ<AD| —2\/§ N —7\/§~
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Obr. 3

Obsah trojahelniku ADB je
1
Sapp = 5|BD| - |AJ| = 6v/3.

Podle véty o obvodovém ahlu jsou ahly ABC a AFC shodné (maji veli-
kost 60°), trojihelniky ADB a CDF se shoduji ve vnitinich thlech u vr-
choli B, F a ve vnitinim dhlu u vrcholu D (vrcholové thly), jsou tak
podobné. Pro obsah trojuhelniku CF D pak plati

CD|\? 2 \* 6
o= (£B) s () =5

Tim jsme dokazali pozadované tvrzeni, Ze obsahy trojuhelniki BDFE
a CDF jsou stejné.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovet, Frantisek Jachim z Volyné, Radim Aulicky, G Praha 6, Nad Aleji,
Albert Bako¢, GChD Praha 5, Jakub Cyl, Michat Fronczek, Pawet Chwie-
doruk, Dawid Rotman, Piotr Szatan a Bartosz Wieczorek, vSichni II LO
Tarnowskie Gory (Polsko), Alexis Théodore Dachary, LSG Letohrad, Adam
Dedek a Richard Dobisek, oba MG Praha 6, Barbora Herynkovd, Helena
Muchovd a Jakub Tréka, viichni GJK Praha 6, Eliska Jaworskd, G Praha 8,
Ustavni, Erik Jezek, SSPS a G Praha 5, Veronika Mensikovd, AG Praha 2,
Korunni, Tomds Pazourek, G Brno, t¥. Kpt. JaroSe, Lucian Poljok a Ste-
pdn Pospisil, oba GJS Prerov, Jiri Pre¢, GJAK Uhersky Brod a Patrik
Stencel, MG Opava.

Netplné feseni zaslal Mykhailo Dektyar, GJN Praha 1.
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Uloha 296

Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
V = max{3a + b, 8a*} 4+ max{3b + a, 8b*},

kde a, b jsou realné ¢isla, jejichz soucet je roven 1. 3
Jaroslav Svrcek

Regend. Ziejmé max{3a + b,8a} > 3a + b a max{3b + a, 80>} > 3b + a.
Proto
V>Ba+b)+ Bb+a)=4(a+b) =4.

Rovnost nastane, budou-li existovat takova realna ¢isla a, b (a+b = 1), ze
3a+b>8d*> a 3b+a>8b% (1)
Souctem téchto nerovnosti ziskame
4=4(a+0b)>8(a®+b*) =8(a®+ (1 —a)?) = 16a® — 16a + 8.
Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti
0 > 16a* — 16a + 4 = 4(2a — 1),

ktera je splnéna pouze pro a = %, atedy b= % V tomto piipadé jsou na
obou stranach obou nerovnosti (1) hodnoty 2, tj. tyto nerovnosti plati.

Nejmensi mozna hodnota vyrazu V je tedy 4, pri¢emz je této hodnoty
dosazeno, pravé kdyz a = b = 1.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Radim Aulickyj, G Praha 6,
Nad Aleji, Jakub Cyl, Bartosz Depta, Michat Fronczek, Pawet Chwiedoruk,
Anna Malcher, Dawid Rotman, Piotr Szatan, Bartosz Wieczorek a Filip
Zdebik, vsichni IT LO Tarnowskie Gory (Polsko), Alexis Théodore Dachary,
LSG Letohrad, Adam Dedek a Richard Dobisek, oba MG Praha 6, Mykhailo
Dektyar, GIN Praha 1. Eliska Jaworskd, G Praha 8, Ustavni, Barbora He-
rynkovd a Jakub Trcka, oba GJK Praha 6, Miroslav Holecek, MG Plzen,
Erik Jezek, SSPS a G Praha 5, Lukds Komin, G Praha 4, Opatov, Vero-
nika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Tomds Pazourek, G Brno, t¥. Kpt.
Jarose, Jiri Pre¢, GJAK Uhersky Brod, Lucian Poljak a Stépdn Pospisil,
oba GJS Pierov a Marek Valkovic, G Zlin, Lesni ¢tvrt.

A7 po uzavérce minulého Cisla se jesté objevilo spravné feseni ulohy 294
od Heleny Muchové, GJK Praha 6.

Pavel Calabek
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FYZIKA

Mérime modul pruznosti
ve smyku nitinolového dratu
s tvarovou pameéeti

ADELA RICHTEROVA! — VLADIMIRA ERHARTOVA! — JIRI ERHART?

1Doctrina — Podjestédské gymnazium, s.r.o., Liberec — 2Fakulta p¥irodovédné-humanitni

a pedagogicka, Technickd univerzita v Liberci

Uvod

Materialy s tvarovou paméti jsou specialni polymorfni materialy, které
vlivem zmény teploty nebo mechanického napéti dokazi obnovit sviij pi-
vodni tvar a samovolné se do néj vratit. Vyskytuje se u nich tzv. kolektivni
pamét atomt, diky které i po zdeformovéani dokazi obnovit sviij pivodni
makroskopicky tvar. Tento jev se nazyva pamétovy a jeho pfi¢inou je trans-
formace struktury v pevném stavu, tj. vratna pfeména mezi dvéma fazemi
s rozdilnymi krystalickymi miizkami [1]. Tato strukturni fazova transfor-
mace se vyznacuje napiiklad vyraznou zménou elastickych modula pii pre-
chodu mezi nizkoteplotni a vysokoteplotni strukturou krystalové miizky.
Nejznaméjsi slitinou s tvarovou paméti je nitinol, ktery dostal své jméno
podle atomu slitiny (Ni a Ti) a laboratote, kde byl vyvinut (Naval Ord-
nance Laboratory). Slitinu nitinol dneska muzeme bé&zné zakoupit ve formé
dratt a vyuzit pro své projekty a experimentovani.

Jev tvarové paméti byl objeven jiz roku 1932. Byl pozorovan na slitiné
AuCd pomoci metalografickych metod [2] za soucasné zmény elektrického
odporu. Zajem mimo akademickou pidu vyvolal ale az objev velké tvarové
paméti slitiny nitinol, u které roku 1959 W. J. Buehler pozoroval podobné
chovani. Pti deformaci za pokojové teploty se material choval plasticky, po
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zah¥ati na vyssi teplotu se ale vratil do ptvodniho stavu. Pamétovy jev
na bézi Ni-Ti (Ni-Ti-Cu, Ni-Ti-Cu-Zr, Ni-Ti-Fe) a na bazi Cu (Cu-Zn-Al,
Cu-Al-Ni, Cu-Al-Ag), dale pak napiiklad Ag-Cd, Au-Cd, In-T1, In-Gd,
nebo Mn-Cu [3,4].

Martenzitické transformace je strukturni, fazové a reverzibilni transfor-
mace bezdifuzniho typu, kterd spociva ve zméné typu miizky posunem
atomi pfi zméné vngjsich podminek (napf. teploty) z vysoce symetrické
(napf. kubické) na méné symetrickou (napf. monoklinickou) krystalovou
miizku. Struktura slitiny se symetrickou miizkou se nazyva austenit a je
stabilni pfi vyssich teplotach. Modifikace s nizsi symetrii se nazyva mar-
tenzit, ktery se vyskytuje za teploty nizsi, nez je teplota transformace.
Diky martenzitické transformaci maji tyto materialy jedinecné vlastnosti,
zejména tvarovou pamét a superelasticitu [4,5].

Martenzitické transformace je reorganizace atomi pohybem vnitfnich
rozhrani v materidlu. Je zptsobena snahou materidlu dosdhnout energe-
ticky nejvyhodnéjsiho stavu, kdy kvuli rychlé zméné okolni teploty, za-
tiZzeni, ¢i jinych podminek jiz pavodni faze neni energeticky vyhodna a
material se pfeorientuje do nové krystalické struktury. Béhem této trans-
formace nevznikaji v materialu defekty krystalové struktury, protoze do-
jde jen k posuvim atomii, které jsou ve srovnani s meziatomovymi vzdale-
nostmi v mifzce relativné malé [1]. Zména objemu je jen nepatrné, marten-
zit dokdZze prevzit pfesny vnéjsi makroskopicky tvar austenitu [6, s. 401].
Atomy martenzitu mohou diky niz8$i symetrii zaujmout vice ekvivalent-
nich poloh a z jednoho austenitu tedy muZze vzniknout mnoho rtznych
variant martenzitu s rtizné orientovanymi miizkami. To je zptisobeno tim,
ze se vrstvy atomovych rovin martenzitu deformuji pohybem rovin atomii.
Tomu se fika dvojc¢aténi. P¥i pohybu atomu z jejich rovnovaznych poloh
v materialu dochéazi k plosné poruse krystalové miizky. Vznikne rovina
soumé&rnosti (rovina dvojéaténi, viz schématicky obr. 1), podél niz jsou
atomy krystalové miizky v jednom dvojceti zrcadlové soumérné s atomy
miizky v druhém dvojceti.

Pések nitinolu, ktery je v austenitické fazi plochy, zdeformujeme v mar-
tenzitickém stavu do jiného tvaru. Pokud ptsobime dostate¢nou silou a
prekro¢ime hranici kritického napéti, deformace zlistane i po uvolnéni.
Poté material zahfejeme nad teplotu strukturni transformace. Jeho struk-
tura se pfeméni do austenitické faze a obnovi sviij puvodni tvar. P¥i ochla-
zovani se vraci do faze zdvojcatélého martenzitu, coz nezptisobi zadnou

Matematika — fyzika — informatika 34 (1) 2025 35



makroskopicky viditelnou zménu tvaru (viz obr. 1).

A
Austenit

<
3 Ohfev
o
(<)
=

Ochlazovani

Zatézovani
Zdvojcatély martenzit Deformovany martenzit
>
Zatizeni

Obr. 1 Tvarové pamétova transformace

Teplota, kterou musime pirekrocit, aby doslo k transformaci, se nazyva
transformac¢ni (nebo také aktivacni) teplota. P¥i mechanickém zatiZeni
vzriustd a méni se hlavné v zavislosti na pfesném slozeni slitiny. Nitinol se
vyrabi s mnoha riznymi aktivaénimi teplotami (od —40 °C do +100 °C).
Standardni je slitina s obsahem asi 50at. % Ni (obsah niklu v nitinolu se
miZe pohybovat mezi 48-52 at. %), zména o 0,1 % miZe ale zménit trans-
formadni teplotu az o 10 °C. Proto se pii vyrobé slitiny musi dodrzet jeji
presné slozeni [3].

V predkladaném ¢lanku se zaméfujeme na experimentovani s vlastnimi
vytvofenymi pruzinami z dratu ze slitiny nitinol s riznymi aktiva¢nimi
teplotami, praméry dratt a spiral pruzin jednoduchymi méridly s vyuzitim
Skolniho systému Vernier. Pruzina umoziiuje zméreni smykového modulu
pruznosti pii jeho zméné béhem strukturni transformace miizky. Pro dalsi
experimenty s nitinolem viz napft. [7].

1. Prakticka c¢ast

Prakticka ¢ast prace se vénuje fyzikalnim vlastnostem nitinolového dratu
za ruznych teplot a mechanického namahani. Méfime kiivku deformace a
z ni uréujeme hodnoty modulii pruznosti ve smyku pro martenzitickou a
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austenitickou fazi materidlu. UkaZeme, Ze se mechanické vlastnosti v jed-
notlivych fazich vyrazné lisi.

Jsou realizovana méfen{ s nitinolovymi draty o rtiznych primérech
(0,5 mm a 1 mm) a aktivacnich teplotach 45 °C a 70 °C. Nejprve jsou
z téchto dratt vyrobeny pruziny o riznych pramérech. Nitinolovy drét
byl namotén na Sablonu vytvorenou ze zavitové tyce vhodného priumeéru
(4 mm, 5 mm, 6 mm, 8 mm, 10 mm, 12 mm a 16 mm) a na koncich zafi-
xovan pomoci piipravku (viz obr. 2). V laboratorni peci byl poté zihan na
teplotu 550 °C po dobu piil hodiny a ponechan samovolné vychladnout.
Vzhledem k této vysoké teploté zihani musi byt cely pfipravek vyroben
z nekorodujici nerezové oceli. Vysledkem byla nitinolova pruzina definova-
ného tvaru, ktera se po protazeni za pokojové teploty a nasledného ohiati
nad aktiva¢ni teplotu pamétové transformace do tohoto tvaru zase vracela.

Obr. 2 Nitinolovy drat zafixovany na Sabloné a vytvoren& pruzina

V prvnim méfeni jsou poté pruziny deformovany za pokojové teploty
(v martenzitické fazi) a je zméfena kiivka deformace. V kiivce deformace
je vybrana po€atefni oblast s linedrnim prub&hem (pro malé deformace).
7 této oblasti je nasledné odectena tuhost pruziny a dopoc¢itan modul pruz-
nosti ve smyku. Druhé méfeni je realizovano za zvySené teploty, kdy jsou
pruziny v austenitické fazi. Pruziny jsou ohfaty prichodem elektrického
proudu, znovu deformovény, je méfena piuisobici sila a prodlouzeni pruziny
a jsou vytvoreny kiivky deformace. Poté je v kazdém grafu vybrana oblast
s linearnim prubéhem v oblasti malych deformaci a stejné jako v marten-
zitické fazi uréena tuhost pruziny a vypocéten modul pruZnosti ve smyku.
Vzhledem k tomu, Ze modul pruZnosti je materidlovou konstantou, tak
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by ho nemély ovlivnit rozdilné prifezy zkoumanych vzorka pro stejnou
aktivaéni teplotu (tj. stejné sloZeni slitiny). P¥i pfechodu transformacni
teploty materialu dochazi k vyrazné preméné krystalické m¥izky. Nitinol
ve formé austenitu méa mfizku vice symetrickou, zatimco ve formé mar-
tenzitu ma miizku s nizsi symetrii. Velikosti elastickych modula pruznosti
pruZin v austenitické fazi by mély byt asi 2 az 3krat vyssi [8,9].

Chovéani materialu pfi jeho deformaci znézoriuje kiivka deformace, tedy
graf zavislosti mechanického napéti na relativnim prodlouzeni. V nasSem
pripadé v8ak pracujeme s protazenim pruziny (material zaviti se defor-
muje ve smyku), kde v8ak neméame moznost pfimo uréit smykovou defor-
maci dratu. Zjistujeme tedy tuhost pruziny, coz v8ak neni materialova kon-
stanta, ale veli¢ina zavisld4 na modulu pruznosti dratu, na jeho priméru,
na poc¢tu a poloméru zavith spirdly pruziny. Tuhost k je fyzikalni veli¢ina
udavajici silu F', kterou protdhneme pruzinu o jednotku jeji délky Al [10].

F
k=—. 1

Al (1)
Pfi natahovéni pruziny je pruzina namahana tahem, samotny drat je ale
naméhan ve smyku. Pro tuhost pruziny plati vztah

Gd*
_ 2
SN (2)

kde D je pramér spirdly pruZiny (méfeno od stiedu praméru dratu), N
pocet zaviti spirdly pruziny, G modul pruznosti ve smyku a d prumér
dratu, ze kterého je pruzina vyrobena [11].

7 tohoto vztahu lze odvodit vztah pro vypocet modulu pruznosti ve
smyku ,

8kD°N
G= —gi (3)
U nitinolu by se méla hodnota modulu pruznosti ve smyku pohybovat pro
martenzit v rozmezi 10-15,5 GPa, pro austenit kolem 31 GPa [8].

Pro vytvofené pruziny byly na 5 mistech zméfeny priméry drata a
vnéjsi praméry pruzin Dy. Pro uréeni praméru D spiraly pruziny (méfené
ke stFedu dratu) odec¢teme od této hodnoty primérnou hodnotu priaméru
dratu d, tedy D = Dy — d. Praméry spiral pruziny nemusi byt také nutné
rovny pruméru zavitové tyce pouzité na Sablonu pro vytvofeni spiraly pru-
ziny, zavisi na priméru pouzitého dratu, na rozmeérech zavitti zavitové tyce
a tésnosti namotani dratu na zavitovou tyc¢.
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Aktiva¢ni teplota 70 °C

Drat @ 0,5 mm, pruzina g 4 mm Prumér | Chyba
d/mm 0,52 | 0,51 | 0,52 | 0,50 | 0,52 0,51 0,01
Dy/mm | 4,47 | 4,43 | 447 | 4,56 | 4,52 4,49 0,05
Drat & 0,5 mm, pruzina & 5 mm Pramér | Chyba

d/mm | 052 | 0,52 | 0,51 | 0,51 | 0,51 | 0,514 | 0,005
Dy/mm | 530 | 523 | 522 | 522 | 523 | 524 0,03

Drat & 0,5 mm, pruzina g 6 mm Primér | Chyba
d/mm 0,52 | 0,52 | 0,51 | 0,50 | 0,50 0,51 0,01
Dy /mm | 585 | 595 | 6,00 | 597 | 5,99 5,95 0,05
Drat @ 0,5 mm, pruzina g 8 mm Primeér | Chyba
d/mm 0,52 | 0,51 | 0,50 | 0,53 | 0,51 0,51 0,01
Dy/mm | 724 | 735 | 7,39 | 7,37 | 7,36 7,34 0,05
Drat g 1 mm, pruzina g 10 mm Pramér | Chyba

d/mm 0,96 | 0,98 | 0,95 | 0,95 | 0,99 0,97 0,02
Dy /mm | 10,74 | 10,79 | 10,76 | 10,83 | 10,83 10,79 0,04
Drat g 1 mm, pruzina g 12 mm Pramér | Chyba

d/mm 0,96 | 0,98 | 0,96 | 0,94 | 0,97 0,96 0,01
Dy/mm | 12,63 | 12,52 | 12,49 | 12,74 | 12,53 12,58 0,09
Drat & 1 mm, pruzina g 16 mm Primér | Chyba

d/mm 0,96 | 0,97 | 0,95 | 0,97 | 0,95 0,96 0,01
Dy/mm | 15,61 | 15,52 | 15,73 | 15,56 | 15,68 15,62 0,08

Tabulka 1 Rozmeéry pruzin s aktivacni teplotou 70 °C
Relativni chyby méfeni modulu pruznosti ve smyku G uré¢ime pomoci
chyb uréeni praméru spirdly pruziny D, priméru dratu d a tuhosti pru-
ziny k
9 (G) = vy (k) + 30, (D) + 40, (d), (4)
kde jednotlivé relativni chyby veli¢in jsou uréeny absolutni chybou a hod-
notou veli¢iny samotné
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Hodnoty chyb pramért nitinolovych dratid a spiral pruzin uréime jako
chyby aritmetickych priméria z opakovanych méfeni — méfeno vzdy na
nékolika mistech dratt a spirdl pruziny (viz tab. 1-2). Hodnoty tuhosti
pruzin najdeme linearni regresi v naméfenych zéavislostech (pfiklad méfeni
viz. obr. 4-5) pomoci Excelové funkce LINREGRESE. Vysledky méteni
modulu pruznosti ve smyku jsou uvedeny v tab. 3—4.

Aktivacéni teplota 45 °C

Drat g 0,5 mm, pruzina g 4 mm Pramér | Chyba
d/mm 0,49 | 047 | 0,47 | 0,48 | 0,48 0,48 0,01
Dy/mm | 4,66 | 4,67 | 4,66 | 4,68 | 4,71 4,68 0,02
Drat & 0,5 mm, pruzina g 5 mm Pramér | Chyba
d/mm 048 | 0,48 | 0,46 | 0,46 | 0,49 0,47 0,01
Dy/mm | 510 | 5,13 | 511 | 5,20 | 5,16 5,14 0,04
Drat & 0,5 mm, pruzina & 6 mm Primér | Chyba
d/mm 0,49 | 0,48 | 0,46 | 047 | 0,49 0,48 0,01
Dy/mm | 582 | 582 | 582 | 583 | 5,92 5,84 0,04
Drat & 0,5 mm, pruzina & 8 mm Prameér | Chyba
d/mm 0,48 | 0,47 | 047 | 0,47 | 047 0,472 0,004
Dy/mm | 727 | 726 | 726 | 7,18 | 7,25 7,24 0,03
Drat g 1 mm, pruzina g 10 mm Pramér | Chyba
d/mm 0,98 | 1,00 | 0,97 | 1,00 | 1,00 0,99 0,01
Dy /mm | 10,64 | 10,62 | 10,63 | 10,63 | 10,59 | 10,62 0,02
Drat & 1 mm, pruzina g 12 mm Pramér | Chyba
d/mm 0,98 | 0,99 | 0,98 | 0,98 | 0,98 0,982 0,004
Dy/mm | 12,34 | 12,39 | 12,44 | 12,44 | 12,41 12,40 0,04
Drat & 1 mm, pruzina ¢ 16 mm Primér | Chyba
d/mm 0,99 | 1,01 | 0,98 | 0,98 | 0,98 0,99 0,01
Dy/mm | 15,71 | 15,74 | 15,76 | 15,72 | 15,75 15,74 0,02

Tabulka 2 Rozméry pruzin s aktiva¢ni teplotou 45 °C
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2. Mé&reni krivek deformace pruzin

K méfeni kiivky deformace byly pouzity Skolni pomtcky systému Ver-
nier: ¢idlo polohy a pohybu Go!Motion Sonar, silomér Dual-Range Force
Sensor pro méfeni sily v tlaku i v tahu se dvéma rozsahy (—10 N az +10 N
s citlivosti 0,01 N a —50N az +50 N s citlivosti 0,05 N), kruh z plastové
podlozky na psani o tloustce 1 mm a primeéru 15 cm a pro uréeni tep-
loty pruziny v austenitické fazi také termokamera FLIR E5. Cidlo polohy
pouziva k méfreni vzdalenosti ultrazvuk, ktery se odrazi od sledovaného
predmétu, a ¢idlo registruje ultrazvuk z kuzele pokryvajiciho prostor asi
15-20° od osy ¢idla. Silomér Dual-Range Force Sensor byl piipevnén asi
do vysky 50cm nad podlozku na laboratorni stojan. Na hacek siloméru
byla zavéSena pruZina, na jejiz druhy konec byl pfipevnén plastovy kruh
odrézejici ultrazvuk z ¢idla polohy. Pod néj na podlozku bylo umisténo ¢i-
dlo polohy, registrujici vzdalenost plastové desky (tj. konce pruziny) od
¢idla (viz obr. 3). Chyba méfeni sily silomérem byla ¥ (F) ~ 0,01 N.

Obr. 3 Méfeni deformace pruziny pfi jejim natahovani a méfici senzory Vernier
(sila, vzdalenost), uprostfed pruZina s pfipojenymi vodi¢i slouzicimi k ohFati
pruziny prichodem proudu pro méfeni v austenitické fazi

Prodlouzeni pruziny Al je pocitano jako rozdil mezi nésledujicimi nacte-
nymi polohami konce pruziny od ultrazvukového ¢idla polohy Go!Motion
Sonar. Po spusténi méfeni (o frekvenci 20 zaznami za sekundu) byla pru-
Zina za plastovy kruh rukou pomalu napinéna. Silomérem byla méfena pi-
sobici sila a ultrazvukovym ¢idlem polohy konce pruziny, z nich je pak vy-
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po¢tena deformace pruziny Al. Chyba méfeni prodlouZeni pruZiny je dvoj-
nasobné nez je rozliSeni senzoru Go!Motion Sonar, tedy ¢ (Al) ~ 2 mm.
Chyby jednotlivych naméfenych bodu kiivky deformace se tedy budou
nejvyraznéji projevovat na jejim pocatku, tj. pro malé deformace a malé
pusobici sily. Chybové tusec¢ky pro jednotlivé naméfené body nejsou vyne-
seny v grafech kifivek deformaci pruzin, nebot jsou p¥ili§ malé.

NITINOL 70°C, drat @0.5mm, pruzina @4mm, 36 zavitd

—e—Martensit —e—Fit Martensit //
7 4

—e—Austenit Fit Austenit

54
g l:l
=
@

11 Fit Martensit
et ¥ =0.0344x + 0.2560
R? = 0.9585
]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Protazeni pruziny (mm)

Obr. 4 Priiklad méfeni kifivky deformace pro pruzinu z nitinolového dréatu o pri-
méru 0,5 mm a aktiva¢ni teploté 70 °C

NITINOL 70°C, drat @1mm, pruZina @16mm, 28.5 zavita

—e—Martensit —e—Fit Martensit

5 —e— Austenit Fit Austenit

Protazeni pruziny (mm)

Obr. 5 Priklad méfeni kiivky deformace pro pruzinu z nitinolového dratu o pri-
méru 1 mm a aktiva¢ni teploté 70 °C
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Ziskané udaje byly zaneseny do grafu zavislosti pusobici sily na defor-
maci, tj. k¥ivky deformace. Byly vybrany linedrni oblasti pro malé defor-
mace a grafem byla proloZena spojnice trendu, z jejiZ rovnice byla odectena
tuhost pruziny, ktera je rovna podilu ptisobici sily a deformace (1). Podle
vztahu (3) byl poté pomoci zjisténé tuhosti dopo¢itan modul pruznosti ve
smyku u martenzitu, zjisténé hodnoty jsou shrnuty v tab. 3.

Aktivacéni teplota 70 °C
i 2 N L M R2 G 9(G)
mm | mm N/m | N/m GPa | GPa
10 29 | 43,7 2,0 | 097 | 11,0 1,4
1 12 | 28,5 | 279 0,5 | 099 | 11,6 1,1
16 [285] 133 | 02 099 11,3 | 08
36 | 344 1,1 1096 | 89 1,1

4
) 36 21,9 04 099 96 0,7
6
8

0,5
355 124 | 04 098] 84 | 1.1
36 6,7 0,3 | 096 | 8,7 1,2
Aktivaéni teplota 45 °C

[ D[ [k [ ] e |40

mm | mm N/m | N/m GPa | GPa

10 | 29 | 332 | 08 |098] 72 | 06
1 12 | 30 | 173 | 04 |09 ] 67 | 03
16 | 285| 89 | 03 098] 68 | 06
4 | 37 [ 264 | 12 |093] 11,1 | 13
5 | 36 | 230 | 1,3 |095]| 133 | 24
6

8

0,5
36,5 | 14,9 | 06 | 097 | 129 | 20

355 71 | 03 095 12,6 | 1,2

Tabulka 3 Vysledky méfeni v martenzitické fazi (za teploty niZsi nez
aktiva¢ni teplota)

Pro méfeni v austenitické fazi byly konce nitinolového dratu pruziny vo-
divé propojeny spojkami s vodi¢i, pfipojenymi ke zdroji napéti. Po zapo-
jeni elektrického obvodu byl drat zahfivan prichodem elektrického proudu
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(jeho teplota byla sledovana termokamerou FLIR E5) asi na teplotu 80 °C,
pro pruziny s aktiva¢ni teplotou 45 °C, a na teplotu 100 °C pro pruziny
s aktiva¢ni teplotou 70 °C. Poté bylo spusténo mé¥eni (o frekvenci 2 za-
znamy za sekundu) a pruzina byla za plastovy kruh rukou napinana, po-
dobné jako pro méfeni za pokojové teploty. Byla méfena piisobici sila a
deformace pruziny. MéFen{ trvala kratkou dobu (do 10 s) a béhem celé této
doby byly tedy pruziny ve vysokoteplotni (austenitické) fazi. Stejné jako
v martenzitické fazi, byly i zde uréeny moduly pruZnosti ve smyku z ob-
lasti malych deformaci na kiivce deformace. Ziskané hodnoty jsou shrnuty
v tab. 4.

Aktiva¢ni teplota 70°C
i 2 N L M R2 i 9(G)
mm | mm N/m | N/m GPa | GPa
10 | 20 [ 677 [ 21 o099 171 | 18
1 12 | 28,5 | 60,2 3,7 | 0,97 | 252 35
16 | 28,5 | 33,0 1,9 | 097 | 27,9 3,0
4 |36 | 771 | 15 | 1,00] 200 | 22
5 36 39,8 1,4 |099 | 17,3 1,6
6 35,5 | 33,2 3,1 | 0,96 | 22,4 4,3
8

0,5
36 15,7 1,6 0,95 | 20,6 4,2
Aktiva¢ni teplota 45°C
i 2 N k I(k) R G HGQ)
mm | mm N/m | N/m GPa | GPa

10 | 29 | 936 | 08 |1,00/| 202 | 1,3
1 12 | 30 | 572 | 08 099 220 | 09
16 | 285 | 284 | 02 | 1,00 21.8 | 1,3
4 | 37 | 394 | 07 |097] 165 | 1,5
5 | 36 | 327 | 2,7 096 190 | 3.9
6 |365| 255 | 14 |097]| 22,1 | 38
8 [355| 140 | 07 | 098 | 248 | 24

0,5

Tabulka 4 Vysledky mé¥eni v austenitické fazi (pii teploté vyssi neZ trans-
formagni teplota)
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3. Vysledky méreni a diskuze

Vysledny modul pruznosti ve smyku (viz tab. 5) u martenzitické faze
nitinolu ma hodnoty, které u vé&tsiny vzork pruzin lezi v intervalu
6,9-12,5 GPa s 10-20% chybou, coz se prekryva s ofekdvanymi hodno-
tami [8]. Modul pruznosti ve smyku u austenitické faze nitinolu méa hod-
noty, které lezi v intervalu 20,1-23,4 GPa s 10% chybou, coz také kore-
sponduje velmi dobie s dfive publikovanou hodnotou 31 GPa [8]. Vechny
draty maji poméry modul pruznosti ve smyku pro austenitickou a mar-
tenzitickou fazi v rozsahu 1,6-3,1. Chyby méfeni jsou vidy vypocteny jako
sou¢et chyb modult pruznosti danych rozptylem hodnot od priiméru (pro
drat stejné tloustky a stejnou aktivacni teplotu) a chyb zpiisobenych ne-
presnostmi méfeni tuhosti pruziny a jejich rozméri.

Aktivaéni teplota 70 °C | Aktiva¢ni teplota 45 °C

d G HG) d G HG)

mm GPa GPa mm GPa GPa
Martenzit 11,3 1,6 6,9 0,8
Austenit | 1 | 234 81 L1913 2.1
Martenzit 8,9 1,7 12,5 3,2
Austenit | 99 | 201 6,1 05 1 206 7.0

Tabulka 5 Vysledky méfeni modult pruznosti ve smyku

Na naméfenych hodnotéch pozorujeme zietelné vétsi nelinearitu u kiiv-
ky deformace pro austenitickou fazi nitinolu nez je vidét u martenzitické
faze. Z hlediska naseho jednoduchého méfeni je problémem nestejnomérné
rychlost protahovani pruziny pfi jejim natahovéani, coz si presné kontroluji
komeréni méfici zafizeni na mechanické zkousky.

Hodnoty modult pruznosti se obecné lisi pro draty s raznymi aktivac-
nimi teplotami a také pro draty riznych praméria. Razné aktivaéni teplota
znamena rtzné chemické slozeni slitiny, a tedy také obecné jiné vlastnosti
v obou fazich. Nage méfreni neukazuje na priikazné jiné elastické moduly
pro studované draty ruzné aktivacni teploty, coz signalizuje, Ze tato vlast-
nost neni prilis citlivd na chemické sloZeni (na rozdil nap¥. od elektrickych
vlastnosti). Také zavislost na rizném primeéru dratu pro stejnou aktivacni
teplotu neni nijak extrémni, prestoze rozdily jsou vidét zvlasté pro drat
s aktiva¢ni teplotou 45 °C. V austenitické fazi pak maji vSechny vzorky
prakticky stejné hodnoty s velmi malym rozptylem.
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Zavérem muzeme na predlozeném méfeni demonstrovat rozdilné elas-
tické vlastnosti v raznych strukturach nitinolové slitiny jednoduchou skolni
méfici metodou s vyuzitim pocitatem fizeného systému Vernier. Metoda
je pouzitelna i pro méfeni libovolnych jinych pruzin (i bez jevu tvarové
paméti). S vytvofenymi pruzinami z nitinolu mohou byt dale realizovany
efektni experimenty a demonstrace na tvarovou pamét, napf. ,smotani
dratu zpét do spiraly pruziny po jejim rozvinuti a vlozeni do horké vody
(teplejsi, nez je aktivacni teplota dratu). Tvar spirdly ma dale nespornou
vyhodu, Ze pii jeho vytvoreni mame konstantni velikost deformace podél
celé délky dratu a nevnasime do struktury dalsi defekty vedouci k nevratné
deformaci pii pamétové transformaci.
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Realny model obecného reseni
frekvence kmitu
elektrostatického kyvadla

CENEK KODEJSKA
Gymnézium, SOS a VOé, Komenského 77, Novy Bydzov

Vénovano doc. Oldrichu Lepilovi k jeho 90. narozenindm.

Elektrostatické kyvadlo podobné jako Van de Graaffiv generator
(VAGQG) je pro uditele fyziky zakladnim demonstra¢nim nastrojem pii vy-
kladu elektrostatickych jevii. Vétsinou je pouzito pro demonstraci prace,
kterou vykoné elektrické pole deskového kondenzatoru pii pfenosu nabi-
tého micku na stolni tenis. Jednoduchou zménou vzdalenosti desek kon-
denzatoru muzeme také ukazat zménu frekvence kmiti, kterd s rostouci
vzdélenosti klesa. Disponuje-li experimentator zdrojem vysokého napéti
o ruznych hodnotach, muZze prokazat i zvySovani frekvence kmiti s ros-
toucim napétim mezi deskami kondenzatoru.

V uvodu prace struéné zminime riizné teorie dynamiky elektrostatického
kyvadla zahrnujici bud pouze vliv elektrického pole, nebo i tihové sily,
piipadné dalsi vlivy [1-7]. Detailni piehled vztahii pro vypocet frekvence
kmita jednotlivych teorii je uveden v Apendixu A.

Teorie pohybu elektrostatického kyvadla neni pouhym zajimavym stie-
doskolskym rozsifenim uciva, ale v urcitych specialnich pfipadech ma pfe-
sah i do oblasti termodynamiky [5], nanotechnologif [8], nebo problematiky
jevu ESD (electrostatic discharge) [9].

Obdobou elektrostatického kyvadla jsou tzv. Franklinovy zvony, které
patti mezi Skolni pomiicky zpestiujici svoji hudbou tradiéni experimenty.
Protoze pfi tomto experimentu dochéazi také k prenosu naboje mezi kla-
divkem a zvonky, lze teorii vysvétlujici procesy probihajici pii tomto ex-
perimentu pfiméfené aplikovat i na klasické elektrostatické kyvadlo. Né-
ktefi autori dokonce tento experiment vyuzivaji v ramci pregraduélniho
studia jako zajimavé laboratorni cvideni [10], dalsi vzali v avahu i ter-
modynamické aspekty statistické fyziky pfi feSeni pohybové rovnice kyva-
dla rozeznivajiciho zvonky [11]. Zmifime také teorii pohybu nabité ¢astice
v oscilujicim nehomogennim elektrickém poli, kde je mimo jiné diskutovan
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i pohyb ¢astice v homogennim poli, ovlivnény oscilaéni perturbaci [12], coz
je v makroskopickém méritku piipad elektrostatického kyvadla.

Pohybem fyzického kyvadla v odporujicim prostiedi s linearni zavislosti
odporové sily na rychlosti se zabyvaji nap¥. prace [13,14], které ale neuva-
zuji vliv elektrického pole. Pohybové rovnice lze nicméné rozsitit i o vliv
elektrického pole a Fesit tyto rovnice analyticky.

V ¢lanku nejprve jednotlivé modely vzajemné porovname s realnymi
vysledky experimentilniho meéfeni frekvence kmiti a nasledné navrhneme
realny model kmiti fyzického kyvadla, ktery pfinasi obecné feSeni zahrnu-
jici elektrické i tihové sily ptsobici na kyvadlo, koeficient restituce i odpor
vzduchu. Zdtuvodnime, Ze rychlosti pohybu kyvadla jsou na hranici mezi
laminarnim a turbulentnim proudénim, pfi¢emz lze sestavit pohybovou
rovnici fyzického kyvadla v odporujicim prostiedi podle Stokesovy rovnice
s explicitnim FeSenim a nikoliv podle Newtonova vzorce, kdy pohybovou
rovnici nelze Tesit analyticky. V druhé ¢asti prace se pokusime vysvét-
lit hodnotu koeficientu 7, ktery pfedstavuje pomeérnou ¢ast naboje pre-
neseného pii kontaktu kyvadla s deskou kondenzatoru, srovnanim casové
konstanty vybijeni VAGG s nahradnim RC obvodem. Srovnéni reilného
zapojeni VAGG s paralelnim RC obvodem bylo prezentovano napf. v [15].

Vzajemné elektrostatické ptisobeni mezi dvéma nabitymi koulemi, resp.
mezi nabitou kouli a nabitou rovinou jsou diskutovany v [16, 17]. Dil¢i
zaveéry téchto praci jsou vyuzity i v této praci v zavérecéné diskuzi.

Nakonec zminime i dalsi vlivy, které pisobi na pohyb kyvadla a tim i na
velikost jeho frekvence v homogennim elektrickém poli deskového konden-
zatoru. Jednim z nich je chaotické chovani kyvadla v blizkosti nabité desky,
jehoz popis byl publikovan v [18].

Pii vysvétleni teorie popisujici pohyb realného fyzického kyvadla prove-
deme soucasné diferenciaci vztahi pro frekvenci kyvadla na jednotlivych
arovnich od stredoskolské az po vysokoskolsky kurz.

Ukazeme také, jak mohou byt vysledky této prace aplikovany na stied-
nich skolach v rameci laboratornich cvieni p¥i méfeni napéti VAGG jako
zdroje vysokého napéti v experimentu s elektrostatickym kyvadlem. Za-
véry nicméné plati obecné pro libovolny pouzity zdroj vysokého napéti.

1. Teoretické odvozeni vztahu pro frekvenci kmita kyvadla

P1i odvozeni rovnice pro frekvenci kmitt kyvadla muZeme vyjit z riz-
nych fyzikalnich principd, které lze nalézt napt. v [1-7] nebo [11-14]. Pre-
hled rtznych typi kyvadel, ktera jsou umisténa do homogenniho elektric-
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kého pole, je pfehledné uveden v tabulce A1 Apendixu A. Modely M2 a
M9, které jsme navrhli v prvni fazi zkouméni, jsou okomentovany podrob-
néji v Apendixu B. U ostatnich modela, jejichz odvozeni najdeme v p¥islus-
nych publikacich, uvadime jen vysledny vztah pro frekvenci kmiti. Modely
M1-Mb5 pracuji pouze s elektrickym polem, modely M6-M9 zahrnuji i vliv
tihové sily, a jsou uvedeny v tabulce A2 Apendixu A.

V obecné roviné lze konstatovat, ze modely, které svym principem vy-
chéazi z frekvence kmiti matematického kyvadla, 1ze pomérné snadno vy-
svétlit na drovni znalosti gymnazidlniho u¢iva. Ostatni modely, které jsou
zalozeny na teorii fyzického kyvadla, nebo které piipadné pracuji s jinym
principem dynamiky kyvadla, patii svou podstatou do vysokoskolského
vzdélavani.

Pro odvozeni obecného feseni frekvence kmiti kyvadla jsme ve svych
tvahach vysli ze dvou modeli, které k feSeni pohybové rovnice kyvadla
pristupuji exaktnim zptsobem. Konkrétné se jedna o modely M4 a M5,
které strucéné predstavime nize.

Model M4, zahrnujici koeficient restituce, je detailné popsan v [4, kap.
3.2]. Koeficient restituce vyznamné ovliviiuje pohyb kyvadla pfi nepruz-
nych srazkach s deskami kondenzatoru a na zékladé experimentalné ovére-
nych vysledkii méfeni 1ze konstatovat, Zze model, ktery v sobé nezahrnuje
tento koeficient, nemuze poskytnout hodnoty frekvence, které koresponduji
s experimentalnimi daty na hlading statistické vyznamnosti 5% nejistoty.
Model M4 lze vyuzit pii vykladu pro studenty magisterského programu.

Stejnou trovenn vykladu poskytuje i model M5 [5]. Lépe srozumitel-
nym zpisobem neZ [4] provadi zavedeni koeficientu restituce, a dospiva ke
vztahu pro frekvenci, ktery je uveden v patém ifadku Tabulky Al. Jako
prvni model z vySe zminénych zavadi i bezrozmérny koeficient 7, ktery
udavé, jaka ¢ast naboje je prenesena z desky kondenzatoru na kyvadlo
pfi jejich kontaktu, nicméné dale nijak nerozvadi ani velikost tohoto para-
metru, ani jeho vypodcet. Tento parametr jsme nazvali koeficient prenosu
ndboje a jeho vypocétem jsme se zabyvali v Apendixu D.

Vyznamnym parametrem ovliviiujicim velikost vysledné hodnoty teore-
tické frekvence kyvadla je vzdélenost desek kondenzéatoru d, resp. reduko-
vana vzdalenost d’ = d — 2r, ktera predstavuje realnou vzdalenost, kterou
miize urazit koule kyvadla o poloméru r ve vodorovném sméru. Vétsina
modelt kromé modelu M4 nezohlednuje zkraceni vodorovné délky pro po-
hyb kyvadla, coz vede k vétsim rozdilim mezi teoretickymi hodnotami
frekvenci pro rizné hodnoty d a experimentalné naméfenymi udaji. Situ-
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aci ilustruje graf na obr. 3, ktery zobrazuje hodnoty frekvenci vypocitanych
na zakladé vztaht uvedenych v Tabulce Al a v Tabulce A2, v porovnani
s experimentalné naméfenymi hodnotami. Grafy na obr. 3 a obr. 4 ukazuji
porovnani stejnych experimentélnich dat s teoretickou predpovédi hodnot
frekvenci ndmi navrzeného modelu M10, ktery dava obecné feSeni zahrnu-
jici vSechny vyznamné vlivy a poskytuje nejlepsi shodu s experimentalné
naméfenymi hodnotami ze vSech modeli M1-M10.

Pohybova rovnice nabitého fyzického kyvadla v homogennim elek-
trickém a tihovém poli, jejichz vektory intenzit jsou vzajemné
kolmé

Realné kyvadlo sloZzené z koule o poloméru r a zavésu o délce L lze
povazovat za fyzické kyvadlo, pro které muzeme vyjadrit vysledny moment
pusobicich sil pomoci rovnice

kde M je vysledny moment sil vzhledem k ose otéceni prochazejici ve
vzdalenosti L od tézisté télesa, J je moment setrvac¢nosti kyvadla vici ose
otaceni, w, resp. € je thlova rychlost, resp. ithlové zrychleni a ¢ je thlova
vychylka kyvadla z rovnovazné polohy.

Asano ve svém odvozeni v [22] vySel z pohybové rovnice, ve které elek-
trickou sflu ¢F a tthovou silu mg v daném bodé& promitnul do sméru teény
k trajektorii, kterou je ¢ast oblouku kruznice. Pohybovou rovnici formulo-

val ve tvaru
o Isi El
— = —mglsinp — Ccos @,
2 glsing —q @
jejiz FeSeni pro malé vychylky kyvadla, napt. ¢ < 10° (tj. pro sinp = ¢),

lze vyjadiit vztahem (viz [22]):

qF
mg

© = @ cos (wt) — ( ) [1 — cos(wt)] — (%) sin(wt), (1)

kde w je thlova rychlost kyvadla dana rovnici

w:@:ﬁ. 2)

Vztah pro periodu kmiti vyjadiil Asano jako T = 2tq, kde ¢y je doba, za
kterou kyvadlo urazi drahu d mezi elektrodami. Vztah pro ¢y lze vyjadrit
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z rovnice (1) dosazenim hodnoty (g za . ProtoZe se jedna o relativné
slozity matematicky vyraz, odkazujeme pouze na jeho vyjadreni v [22,
rovnice (9)].

My jsme pfistoupili pfi feSeni pohybové rovnice z pohledu vyslednice R
elektrostatické sily F, = QF a tihoveé sily Fg = mg zobrazené na obr. 1,
kterou jsme promitli do sméru pohybu kyvadla. Moment sily ﬁR, kterou
ptisobi vlakno na kyvadlo, je vzhledem k bodu oté¢eni nulovy a nema tedy
vliv na feSeni pohybové rovnice.

Obr. 1 Schématické znazornéni sil ptsobicich na kyvadlo

Lze-li velikost vyslednice sil formulovat pomoci Pythagorovy véty jako

R =\[F&+ F2 = /(mg)? + (QEV”.

pak pramét této sily do sméru tecny k trajektorii v daném bodég, jak plyne
z obr. 1, je dan vztahem

R; = Rsin (a + ap) =+/(mg)? + (QE)?sin (a + ap) . (3)
Pohybovou rovnici lze pak jednoduse formulovat ve tvaru J ‘fT‘,?‘ = —RL,

ktery mizeme déle zjednodusit zavedenim substituce

dp da d?p B d’a

L T TR TR R T
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a priblizenim sin ¢ ~ ¢ na tvar

2
L4 2 g+ QP p=0. (@)

Rovnice (4) je homogenni diferencialni rovnice kmiti harmonického osci-

latoru, ve které vyraz
E\ 2
i+ (L) ] )
m

predstavuje druhou mocninu thlové frekvence. Je-li fyzické kyvadlo zkon-
struovano z plné koule o poloméru r a ty¢e o délce L, lze pro moment
setrvacnosti J této soustavy vzhledem k vodorovné ose prochazejici bo-
dem O s pomoci Steinerovy véty odvodit vztah

=g+ @B = "

2
J = gmr2 +mL?.

V piipadé duté koule, kterou je napf. i mifek na stolni tenis (PP micek),
je vlastni moment setrva¢nosti Jy dan rovnici (viz [19])

2 r2—r
Jo=2m-L "2 6
0 5m7":1))—7‘:2)’7 ()

kterou pro velmi malou tloustku miiZeme v limitnim pifipadé pro ry —re =

= Ar — 0 vyjadfit vyrazem Jy = %mr? Pro dutou kouli ve spojeni
s ty¢i dostaneme potom vysledny vztah pro moment setrva¢nosti vzhledem

k vodorovné ose prochazejici bodem O

2
J = §m7‘2 +mL>. (7)

stfedu koule, je rameno vysledné sily rovné délce kyvadla L, a pohybova
rovnice ma tvar rovnice (4).
Pro vyjadieni zrychleni a., které micku udéli elektricka sila, vyjdeme

ze vztahu (viz [5])
U\? eSn
Ge = (d> T (8)
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kde U je napéti mezi deskami kondenzéatoru o vzijemné vzdélenosti d a
aktivni ploe S, € je permitivita prostiedi, n je koeficient pfenosu naboje
a m hmotnost koule kyvadla.

Pro frekvenci kmitd byl pak v [5] se zapo¢itanim koeficientu restituce
k, odvozen vztah (viz Tabulka A1, model M5), ktery miizeme piepsat ve
tvaru

eSn 1+k U2

Mo =\ Sn 1ok @ ®

Pokud do vztahu (5) implementujeme rovnice (7-9), a vezmeme v tivahu, Ze
pohyb koule ve vodorovném sméru se dgje po redukované draze d’ = d—2r,
jak je spravné uvedeno v [4], miizeme rovnici (5) upravit na vysledny vztah
pro frekvenci kmitia fyzického kyvadla:

1 L LeSn (14 k, U\?
f=— | —= g4 =220 (2
o2n\| kir? + L2 8md \1—k, d

Rovnice (10), reprezentujici model M10 popisuje obecné feseni frekvence
kmitti realného fyzického kyvadla v homogennim tihovém a elektrickém
poli, kde plati F, 1 ﬁg. Model M10 soucasné zahrnuje vliv nepruznych
srazek mezi kyvadlem a deskami kondenzatoru skrze koeficient restituce ki,
koeficient pfenosu naboje n vyjadiujici pomérnou ¢ast naboje preneseného
z desky kondenzatoru na kyvadlo, ptisobeni tihové sily (charakterizované
tihovym zrychlenim g) a parametry ovliviiujici vlastni frekvenci kyvadla
jako je jeho délka L a moment setrvacnosti J = kymr? +mL?, kde k; = %,
resp. k1 = %, pro plnou, resp. dutou kouli.

Uc¢inime na tomto misté jesté malou vysvétlujici pozndmku k odvozeni
rovnice (10). Vyjdeme-li ze vztahu pro frekvenci matematického kyvadla
f= 2%\/%, miuzeme za predpokladu kolmych sil F, 1 F_"g uvazovat vy-
sledné zrychleni ve tvaru a = /g% + a2, kde a, je zrychleni odpovidajici
elektrické sile. Vztah pro frekvenci lze potom vyjadrit jako

1 /1 1 /1
N el 2 2 _ - |- 2 7,F2)2
f=g\ TV ta=o\7 Ve + (Lf2)?,

kde fe je frekvence kmiti dana rovnici (9). Jestlize nakonec vyraz 1/L
pro matematické kyvadlo nahradime vyrazem L/(kir? + L?) pro fyzické
kyvadlo, je pak vysledna frekvence kmitti dana vztahem (10).

2

(10)
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Pokud bychom uvazovali i odporové sily prostiedi vyjadiené Stokeso-
vym vztahem F, = 6murv, kde u je dynamicka viskozita, r polomér a v
rychlost koule, muZzeme vztah (10) rozsifit i o vliv odporovych sil prostiedi.
Jejich velikost je nicméné v pripadé micku na stolni tenis, jehoz maximalni
rychlost dosahuje v priméru velikosti cca 1 m/s tak mala, Ze vliv tohoto
¢lenu, ktery ma fadove velikost 1072 m/s?, na celkovou velikost frekvence
je zcela zanedbatelny a ve Skolnich podminkach navic neméritelny.

Vztah (10) pfechéazi pro U = 0 V na vztah pro frekvenci fyzického
kyvadla dany rovnici (2). Pokud zanedbame i rozméry koule (r = 0 m),
vzorec nabude dobfe znamého tvaru pro frekvenci matematického kyvadla
f= i\/% . 'V pripadé zanedbani vlivu tihového pole pro g < ae, tj.
v limité g — 0 m-s~2, rovnice (10) pfechazi na rovnici (9) uvedenou v [5].

Exaktnim FeSenim rovnice (4), spoleéné s poc¢ateéni podminkou (i—‘f) 0=
= 0, je funkce dana nésledujicim vztahem

o(t) = o cos(wt), (11)
coz je vyjadieni pro okamzitou vychylku harmonického oscilatoru. Srov-
nani teoretického vyjadieni (11) s experimentalné naméfenym pribéhem
kmiti je provedeno v zavéru nasledujici ¢asti.

2. Vysledky experimentalniho méreni frekvence kyvadla v po-
rovnani s teoretickymi hodnotami modeld M1-M10

Realizace experimentu je znazornéna na obr. 2. Pii realizaci byly pou-
zity rtuzné druhy kyvadel o délce v rozmezi 0,4 m az 1 m. Prvni kyvadlo
bylo vyrobeno z micku na stolni tenis o hmotnosti m = 2,9 g a poloméru
r = 2 cm, ktery byl pokryt tenkou vrstvou grafitu. Jako zavés bylo zvoleno
nylonové vlakno. Ve druhé varianté se jednalo o PVC mic¢ek o hmotnosti
m = 9,6 g a priméru 64 mm s nastfikem vrstvy Zn-Al, ktery byl zavé-
Sen na bavlnéné niti. Vzdalenost mezi ¢tvercovymi deskami kondenzéatoru
o délce strany 20 cm byla postupné nastavena na d = 8 cm, 10 cm, 12 cm,
14 cm, 16 cm, 20 cm a 24 cm.

Protoze je pohyb kyvadla relativné rychly, rozhodli jsme se pouzit pro
méteni rychlosti a zrychleni kyvadla video analyzu v programu Tracker,
podobnym zptisobem jakym jsme ji aplikovali na pohyb balénku s fetizkem
v [20]. Napéti mezi deskami kondenzatoru bylo generovano pomoci Van de
Graaffova generatoru, jehoZ vystupni hodnota byla experimentalné urcena
s vyuzitim video analyzy v programu Tracker jako U = 150(5) kV (viz [21]).
Frekvence kmitt byla méfena bezdratovym mikrofonem Vernier GO Direct
Sound pomoci programu Graphical Analysis.
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Koeficient restituce k, byl u micku na stolni tenis zvolen v souladu s [4],
kde autofi pouzili stejny micek, jako k. = 0,8. V pripadé PVC micku byl
metodou dle [4] zméFen koeficient restituce o velikosti k, = 0,74(2).

Hodnota koeficientu 7, ktery udava, jaka ¢ast naboje je pri kontaktu
micku s deskou kondenzatoru pienesena na micek, byla urcena nejprve
experimentalné a nasledné teoreticky odvozena z analogie vybijeni RC
obvodu, jak je ukdzano v Apendixu D. V obou pfipadech jsme dospéli
k hodnoté n = 0,32(1), resp. n = 0,36(4), pro micek na stolni tenis, resp.
PVC micek.

Obr. 2 Experimentélni design méfeni frekvence elektrostatického kyvadla

3. Vysledky métreni pro mic¢ek na stolni tenis a PVC micek

Experimentélné naméfené hodnoty pro micek na stolni tenis, resp. PVC
micek, jsou uvedeny v tabulce 1. Plocha desek kondenzatoru ¢inila v prv-
nim, resp. druhém piipadé S = 0,04 m?, resp. S = 0,02 m?. V piipadé
PVC micku kvili jeho praméru jiz nebyla mozna realizace se vzdalenosti
desek kondenzéatoru d = 8 cm. V zavérecné diskuzi se pak zabyvame i
vlivem priméru micku na volbu minimalni vzdalenosti desek.

Tabulka 1 Experimentalné naméfené hodnoty frekvence kmiti fyzického
kyvadla

Micek na stolni tenis PVC micek
m=29g, r=20cm m=96g, r=32cm
d/em| 8 10 12 14 16 20 24 |8 10 12 14 16 20 24
L/cm f/Hz f/Hz

100 (14,29 8,55 5,71 4,17 3,11 2,35 1,79 |xV) 5,56 4,13 2,97 2,37 1,70 1,31
80 [14,29 7,75 541 4,27 3,39 2,53 1,91|xY 5,03 3,51 2,50 1,76 1,50 1,35
60 |13,33 8,20 5,62 4,15 3,22 2,20 1,60|x) 5,62 3,77 2,99 2,33 1,62 1,36
40 |12,66 7.81 5,65 4,15 3,22 2,25 1,68|xY 4,70 3,33 2,54 2,02 1,72 1,50

Neméreno

)
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Hodnoty predikované modelem M10, tj. vztahem (10), uvadi tabulka 2.
Ve vypoctu frekvence pomoci rovnice (10) byly pouzity nasledujici hodnoty
veli¢in, které ztstaly v pritbéhu experimentu konstantni: U = 150 - 10% V,
e = 8,85-107!2 F/m. Protoze oba mic¢ky byly duté, byla do vztahu (10)
dosazena hodnota koeficientu ky = %

Na obr. 3 jsou znazornény teoretické hodnoty frekvenci, které predikuji
modely M1-M10 pro razné vzdalenosti desek d kondenzatoru pii délce
kyvadla L = 80 cm. Soucasné jsou zde zobrazeny experimentilné namérené
hodnoty z tabulky 2 pro mi¢ek na stolni tenis potfeny grafitem (f-exp-C),
resp. nast¥ikem micku Zn-Al barvou (f-exp-ZnAl).

Teoretické frekvence modelti M1-M10 v porovnani s experimentalnimi hodnotami

J(Hz)

100

# f-exp-ZnAl
# fexp-C
£ -M10 (Kodejska)

90

80 ® f-M9 (Kodejska)
+f-M8 (doubnut.com)
70 +f-M7 (youtube.com)
X W -M6(Forjan 3.3)
o @ f-M5 (Rezazadeh)
© L4 * f-M4 (Forjan 3.2)
- + {-M3 (Biezen)
40 | -M2 (Kodejska)
* @ M1 (Badi)
W
30
¢ W
20 * ”
. . * X
10 = O
IR ‘
0 ¢+ 8% ¥

0 0,05

o
[

0,15

o
~

0,25 0,3 d (m)

Obr. 3 Zavislost frekvence kyvadla na vzdélenosti desek kondenzatoru

Graf na obr. 4, resp. obr. 5, ilustruje experimentalni hodnoty z ta-
bulky 1, resp. tabulky 2, které porovnava s teoretickymi hodnotami nami
navrZzeného modelu M10 (Zluty trojihelnik). Experimentalni hodnoty jsou

vyznaleny Cervenym (PP micek), resp. modrym (PVC micek) kiizkem se
standardni chybovou tseckou.
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Tabulka 2 Teoretické hodnoty frekvence kmitii v zavislosti na parametrech
podle rovnice (7) modelu M10

Micek na stolni tenis PVC micek
m=29g, r=20cm m=96g r=32m>
plocha desek kondenzatoru: S = 0,04 m? | plocha desek kondenzatoru: S = 0,02 m?
k, =0,80, n=0,32 k- =0,74, 1n=0,36
d/cm | 8 10 12 14 16 20 24 8 10 12 14 16 20 24
L/cm f/Hz f/Hz

100 | 142 847 580 43 33 22 16 |12 49 29 19 14 09 07
80 |13,9 834 571 423 33 22 16 |12 49 29 19 14 09 07
60 |13,9 834 571 423 33 22 16 |12 49 29 19 14 09 07
40 |139 834 571 423 33 22 16 |12 49 29 19 14 10 08

PPball: L = 100 cm PP ball: L =80 cm
S(Hz) 18 f(Hz) 18
16 l 16 T
1 X 14 >4
I I
12 12
0 [ 10 T
8 P4 fexp-C 8 fexpC
J [ f-mi0 T T M10
6 e T & =g ]
. I L1 . 1 i 1
2 T b4 J< 2 l 1 i
o 1 . I
0 005 01 015 02 025 03 dm) 0 005 o1 015 02 035 03 d(m)
PP ball: L = 60 cm PP ball: L =40 cm
J(Hz2) 16 f(Hz) 16
T
14 14
12 T 12 %
10 10
] 1
8 5 8
¥ ¥
b
1l [l
. X T . Ll :
b
: [ | : [ -
o l o -
o 0.05 01 015 02 025 03 d(m) o 005 01 015 02 025 03  d(m)

Obr. 4 Srovnani frekvenci modelu M10 s experimentéalnimi daty u PP micku

Porovnani teoretickych hodnot pro vychylku kmitt danych rovnici (11)
s experimentalnimi hodnotami ziskanymi pomoci video analyzy v pro-
gramu Tracker je prezentovano na obr. 6.
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Obr. 5 Srovnani frekvenci modelu M10

PVC ball: L=100 cm PVC ball: L =80 cm
s’ f(Hz) ¢
6 )[( 5 %
5
B
5 J, * fexp-PVC : L  fanp-PVC
T % Af-MI0PVC ‘[ AfMI0-PVC
2 -
2 F s
s % 5 i,
1 R A_ ]
0 d L}
T e &L am @ uE @ o o s o es e s s dE@
PVC ball: L=60 cm PVC balk: L=40 cm.
sz’ s
6 % B 1
5 T
4
4 % )L
3
3 1  fexp-PVC - fexp-PVC
~ 4{ ALMIOPVC E AFMIOPYC
I 2 l‘
" i
i 1
g t
1 A + % a
0 d(m) 0 d(m)
o 05 01 o 02 02s 03 0 005 01 015 02 o a3

s experimentalnimi daty u PVC micku

L =80 cm, d = 14 cm, f(fit) = 4.9 Hz, £ (M10) = 4.3 Hz

1(s)

L =380 cm, d=16 em. £(fit) =3.95 Hz. £(M10) =3.35 Hz
X@) o

s

58

x ()

L=100 cm. d=16 cm. f(fit) = 3.40 Hz, £(M10) =3.35 Hz

*(m)

1(s)

Obr. 6 Prubéh kmitt realného kyvadla (x-exp) a fitovaci funkce (x-M10)
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Z pribéhu experimentalné naméfenych dat (¢arkovana Sediva ¢ara s bo-
dy) a fitovaci funkce (plna ¢erné ¢ara) zaloZené na modelu M10 plyne, Ze
pfiblizné po 1 s od zacatku pohybu se kmity kyvadla ustali a kyvadlo
jiz kmité s frekvenci, ktera v pfipadé kyvadla o délce L = 100 cm, resp.
L = 80 cm, odpovida teoretické hodnoté dané modelem M10 s nejistotou
5 %, resp. 9 %. Podobné vysledky jsme ziskali i v pfipadé vzdalenosti
elektrod d = 12 cm a d = 20 cm. V pfipadé vzdélenosti desek kondenzatoru
d = 10 cm se nepodafilo provést fitovani na experimentélné namérena data,
ktera vykazovala charakter razti. Divodem mohou byt elektrostatické jevy
zmifiované v [18], resp. nesplnéni podminky dpyi, > 4r zminéné v patém

s ¥z

odstavci nasledujici ¢asti.

4. Diskuze

Cilem této prace bylo navrhnout redlny model fyzického kyvadla, ktery
by poskytoval dostateéné presné hodnoty frekvence fyzického kyvadla kmi-
tajiciho v homogennim elektrickém poli, které je souc¢asné kolmé na tihové
pole. Model M10, ktery je popsan rovnici (10), dava teoretické hodnoty,
které se od experimentalnd naméfenych lisi s presnosti do 4 % v pripadé
PP micku, resp. do 15 % u PVC micku.

Jak uZ bylo konstatovano Forjanem [4], Asanem [22] i jinymi, zna¢ny
vliv na vyslednou frekvenci mé hodnota restitu¢niho koeficientu k, a také
velikost nejistoty méteni koeficientu restituce [23]. V pfipadé micku na
stolni tenis jsme ovéfili platnost hodnoty k. = 0,80(2) uvedené v [4], ktera
vyraznym zpuisobem zpteshuje vysledky teoretické predpovédi vzhledem
k naméfenym datim. V zasadé lze konstatovat, ze modely neuvazujici
restituéni koeficient, nemohou poskytnout dostateéné presné hodnoty od-
povidajici experimentu.

Dalsim dulezitym faktorem, ktery ovliviiuje vyslednou frekvenci je hod-
nota parametru 7, ktery udavé, jaka ¢ast naboje je pri kontaktu kyvadla
s deskou kondenzéatoru pfenesena na kouli kyvadla. V obou pfipadech,
které byly zminény v tabulce 2, byly hodnoty koeficientu 1 pouZzité ve vy-
po¢tu frekvenci modelu M10 v souladu s hodnotami predikovanymi teorii
néhradniho RC obvodu, ktery uvadime v Apendixu D. V pfipadé micku
na stolni tenis, resp. PVC mi¢ku jsme pomoci video analyzy v programu
Tracker dospéli pomoci méfeni zrychleni a rychlosti odrazeného micku
k hodnoté n = 0,33(1), resp. n = 0,36(4). Pohyb PVC micku je vyrazné
pomalejsi, jak koneckoncu plyne i z dat tabulky 2, a kontakt PVC micku
s deskou kondenzatoru trva tedy delsi dobu nez u mi¢ku na stolni tenis.
Svou roli hraje v tomto pripadé i cca 3,3krat vétsi hmotnost PVC micku,
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které prispiva k celkové priblizné poloviénimu zrychleni PVC micku oproti
micku na stolni tenis.

7 tabulky 2 celkem zfetelné také plyne nezévislost namérenych hodnot
frekvenci kmiti na délce kyvadla L. Délka kyvadla se za¢ne projevovat
teprve v okamziku vypnuti VAGG, kdy kyvadlo za¢ne konat tlumené kmity.

Poslednim faktorem, ktery vyznamné ovliviiuje naméfené hodnoty, je
volba vzdélenosti d desek kondenzatoru. Jak miizeme pozorovat na obr. 5,
ve v8ech pripadech je teoretickd hodnota modelu M10 pro d = 10 cm
v piipadé PVC mic¢ku mimo interval standardni nejistoty experimentalné
zméfené hodnoty, zatimco v pfipadé micku na stolni tenis nic takového na
obr. 4 nepozorujeme. Domnivame se, Ze tuto skuteénost lze vysvétlit tim,
ze zatimco u micku na stolnf tenis byla minimalni vzdalenost d = 8 cm, coz
odpovida dvojnésobku priméru micku, v pfipadé PVC micku o priméru
6,4 cm byla miniméln{ vzdalenost d = 10 cma mensi nez 4r. Minimé&lni vzda-
lenost mezi deskami kondenzatoru by tak méla byt volena jako dp,in > 4r,
optiméalné se jevi volit tuto hodnotu jako trojnésobek priméru micku, aby
mélo kyvadlo dostatek prostoru a ¢asu zrychlit a dosdhnout tak rychlosti,
kterou predikuje teoreticky model. V pfipadé maximalni vzdalenosti de-
sek nepozorujeme v piipadé lehé¢iho micku na stolni tenis zaddny nesoulad
mezi teorii a experimentem, v pripadé téz§tho PVC micku lze vysledovat
na obr. 5 u vzdalenosti desek kondenzatoru nad 20 cm narustajici odchylku
teoretickych hodnot od experimentélnich. Elektricka sila ztraci dominanci
a zaCina prevladat ptisobeni tihové sily.

7 pedagogického hlediska je dulezity rozbor pitisobicich sil. Na trovni
gymnazia lze odvodit vztah pro frekvenci kyvadla ze vztahu pro mate-
matické kyvadlo, kde misto tihové sily pouzijeme vyslednou silu, ktera je
vektorovym souctem sily elektrické a tithové. Na trovni bakalafského studia
lze jiz odvodit pohybovou rovnici fyzického kyvadla a nasledné diskutovat
mozné reSeni.

Ackoliv Forjan v [4] pfedpoklada v nejobecn&jsim modelu vliv odporo-
vych sil prostfedi danych Newtonovym vztahem, ktery pocita s druhou
mocninou rychlosti, diky ¢emuZ nemuze byt pohybova rovnice feSena ana-
lyticky, ale pouze numerickym modelovanim, domnivame se, Ze tento pied-
poklad neplati, a odporové sily lze zahrnout pomoci Stokesova vzorce, ve
kterém je zavislost odporové sily na rychlosti linearni.

Video analyzou byly zméfeny maximalni rychlosti pohybu micku na
stoln{ tenis s priitmérnou hodnotou vyay = 1,0(2) m-s~1, coz je podle [13]
sice hodnota odpovidajici prechodové oblasti mezi laminarnim a turbu-
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lentnim proudénim, ale velikost Reynoldsova koeficientu R, = 2302 pro
micek na stolni tenis o rychlosti v = 0,9 m-s~! je bliZze hranici laminar-
niho proudéni, pro které je hodnota R. = 2300. I hodnota R, = 2530
pro rychlost v = 1,0 m-s~! je dle nageho nazoru spise piikladem lami-
narniho proudéni, pokud vezmeme v uvahu, Ze prechodna oblast je defi-
novana intervalem 2300 < R, < 4000, a teprve hodnoty vétsi nez 4 000,
odpovidajici rychlosti micku v > 1,6 m-s~!, Ize povaZovat za oblast turbu-
lentniho proudéni. Je-li tedy pfi pohybu kyvadla zavislost odporovych sil
na rychlosti jeho pohybu linearni, lze pohybovou rovnici fesit explicitné.
Tento piistup lze zvolit v magisterském studijnim programu, kde lze Tesit
prislusnou diferencidlni rovnici.

Vzajemny kontakt nabité koule kyvadla s nehybnou nabitou deskou
kondenzatoru je zcela jisté ovlivnén i dalsimi elektrostatickymi jevy, které
jsou diskutovany nap¥. v [16-18]. Nicméné z pohledu klasického labora-
tornfho cvideni na stfedoskolské nebo vysokoskolské drovni nepfinasi do
vyhodnoceni vysledkt méfeni zadné podstatné zmény.

Poslednim aspektem z pedagogického pohledu je moznost vyuzit vztah
pro frekvenci kyvadla pro nepfimé uréeni vystupniho napéti Van de Gra-
affova generatoru nebo jiného zdroje vysokého napéti, kterym nabijime
elektrody kondenzatoru. Méfeni frekvence kmiti pomoci klasického mik-
rofonu nebo bezdratového ¢idla Vernier Go Direct Sound je jednoduché,
stejné tak jako vyhodnoceni periody v programech Vernier Logger Pro
nebo Graphical Analysis. Méfeni frekvence kmitti kyvadla lze tak vyuzit
v rdmci laboratornich cvic¢eni jak na stfedni, tak na vysoké Skole.

Zaveér

Ukazali jsme, Ze jednoduchy model fyzického kyvadla zahrnujici pu-
sobeni obou sil, tj. elektrické i tihové, poskytuje dobrou shodu teoretic-
kych hodnot frekvenci kmitt s experimentalné namérenymi daty u riznych
druht kyvadel. Kyvadla se lisila nejen délkou, ale i hmotnosti nebo priumé-
rem koule. Nezanedbatelny vliv pak ma i material, ze kterého je kyvadlo
vyrobeno, protoZe jeho pruznost a pevnost ovlivituje hodnotu koeficientu
restituce.

Pouziti video analyzy v ruznych ¢astech procesu zkouméani pohybu fy-
zického kyvadla pak déva vyucujicimu moznost atraktivnim zpisobem
zpestiit bézné méreni periody kmiti kyvadla nebo pruzinového oscilatoru
o vyuziti netradi¢nich metod zkouméani dynamiky kyvadla na vSech trov-
nich pedagogického vzdélavani pii badatelsky orientované vyuce.
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Apendix A. Prehled teoretickych vztahti pro frekvenci kyvadla
v modelech M1-M9

Vypocet frekvence kmiti elektrostatického kyvadla v rizném provedeni
udéava Tabulka Al. Obecné ve v8ech uvedenych vzorcich plati, Ze U je na-
péti mezi deskami kondenzatoru, d je vzdalenost mezi deskami kondenza-
toru, d’ je maximalni vodorovné draha kyvadla, € je permitivita prostredi,
S je plocha jedné desky kondenzatoru, m je hmotnost télesa kyvadla, L je
délka kyvadla a g = 9,81 m-s~2. Ostatni veli¢iny jsou vysvétleny v posled-
nim sloupci Tabulky Al. Ve vzorcich je zachovano ptivodni znaceni velicin,
které autofi ve vzorcich pouzili.

Tabulka A1l Piehled vztahu pro frekvenci kyvadla modeld neuvazujicich
tihové pole

Model Autor Reference | Vztah pro frekvenci | Pozn.
. ; _u [c )
M1 Baddi [1] f = 8d\/ dpa C — kapacita kond.,

A — plocha desky
kondenzatoru,
p — hustota prostfedi

M2 Kodejska | Apendix B f= % squd

M3 Biezen 3] =550/

M4 Forjan 4] f=5/&2  He | ke = 0,80(2) koefici-

© ent restituce
; [ _ Aen  1+e 1

M5 Rezaeizadeh [{)] f=U &m = 1—e " 23 | A — plocha kond,,
n — koef. pfenosu na-
boje Q,

e — koef. restituce,
z — vzdalenost desek
kond.

Prvnim pfistupem pii vypocétu frekvence kmitt muze byt postup, ktery
byl pouzit v [1], kde je pohyb kyvadla ve zjednoduseném pohledu povazo-
van za rovnomérny piimocary pohyb, pti kterém pohybova sila piekonava
odporovou silu vzduchu v souladu s Newtonovym vztahem pro odporovou
silu prostfedi. Vysledny vztah pro frekvenci, ktery zavisi nejen na napéti
mezi deskami kondenzatoru, ale i na hustoté prostiedi, plose ¢elnfho fezu
kyvadla udava prvni fadek v tabulce A1l. Model je oznaden jako M1.
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Druhy model M2 vychézi z principu rovnhomérné zrychleného piimo-
¢arého pohybu kyvadla mezi deskami kondenzatoru a je az na koeficient
restituce shodny s modelem M4. Odvozeni vztahu pro frekvenci kmiti je
uvedeno v Apendixu B.

Posledni moznost{ je vyuziti vzorce pro matematické kyvadlo, ve kte-
rém je tihové zrychleni g nahrazeno elektrostatickym zrychlenim a, = Cfn—E
Tento vyklad je uveden napf. v [3], a je vhodnym zjednodusenim pro pre-
graduélni studenty bakalarského programu. Model je v tabulce A1 oznacen
jako M3. Modely M4 a M5 byly podrobné diskutovany vyse.

Tabulka A2 Piehled vztahi pro frekvenci kyvadla modeli zahrnujicich
tihové pole

Model | Autor Vztah pro frekvenci
-1
M6 | Forjan [4] f= %\/% [arccos (714?;:9;]?;3?1))]
A, B definovany v [4], ¢ast 3.3
QF

M7 | Gotpagar [6] | f= 5 g+Lm

FE — intenzita el. pole, QE _ eSUZ ﬁeHﬁc

m 2md?2 "’
g2+ QE
M8 | [7] f:ﬁ 72”7)
— intenzita el. pole, QE = %, F, 1 Fq
. SU2
M9 Kodejska \/leQ_‘_Lz g? + ;mdd,
Apendix B

Fyzické kyvadlo, F L F(;,
k1 = % pro plnou kouli, k1 = % pro dutou kouli

o 212
M10 | Kodejska f_;r\/w\/gz+ [Lginsg . (i::) (%) ]
cast 1.1 . .

cas k1 — viz M9, n — koeficient pfenosu @,

k. — koeficient restituce

Modely M6-M10 pocitaji kromé elektrické sily i s piisobenim tihového
pole. V modelu M7 je elektrické sila rovnobézna s tihovou silou, coz ale
neodpovida realné situaci. Model M8 uz zohlediiuje skute¢nost, ze smér
elektrické sily F. je kolmy na tihovou silu Fg, nicméné vychazi z jed-
nodussiho modelu matematického kyvadla a neuvazuje vliv restituénfho
koeficientu, ktery naopak uz zahrnuji modely M4-M6.

Matematika — fyzika — informatika 34 (1) 2025 63



Model M9, resp. M10 vychézi z pohybové rovnice fyzického kyvadla, jak
je ukazano v ¢asti 1, protoze kazdé realné kyvadlo je prikladem fyzického
kyvadla a pouziti zjednoduSeného modelu matematického kyvadla vede
k vé&tsi odchylce teoretickych hodnot od experimentélné namérenych, jak
ukazuje graf na obr. 3. Pfehled modelu zahrnujicich tihovou silu je uveden
v tabulce A2.

Apendix B. Odvozeni frekvence kmitd modelu M2 a M9 bez
pohybové rovnice

V modelu M2 je pohybova sila dle 2. Newtonova zakona F' = ma rovna
konstantni elektrické sile uvnitf homogenniho elektrického pole:

W, QU (CU? &SU?
Fe = = = = = ma.
d d d dd’
Zrychleni kyvadla vyjadiime ze vztahu pro drahu zrychleného pohybu ura-
zenou za polovinu periody T. Tato dréaha je sou¢asné piiblizné rovna re-
dukované vodorovné vzdalenosti d’ mezi deskami kondenzatoru. Plati-li,

ze d = 1a (%)2, plati pro velikost zrychleni a = 8d'/T? = 8d’ f2. Dosaze-
nim do vySe zminéného vztahu pro elektrickou silu ziskdme po pfislusnych
matematickych upravach vztah pro frekvenci kyvadla uvedeného v dru-
hém radku tabulky Al. Souc¢asné je tento vztah pro frekvenci az na ¢len s
koeficientem restituce stejny, jaky odvodil Forjan v modelu M4.

Model M9 je rozsifenim modelu M8, ktery vychazi z modelu matema-
tického kyvadla, do tvaru platného pro fyzické kyvadlo. Soucasné jsme
zohlednili skute¢nou drahu kyvadla ve vodorovném sméru d’, ktera se lisi
od vzdalenosti d desek kondenzatoru.

Apendix C. Odvozeni momentu setrvac¢nosti tenké duté koule

Zlomek
rP—ry A —B°
r—r3 A3 - B3
nejprve rozlozime na souéin podle pfislusnych vzorcti a po pfislusnych
tipravéch ziskdme vyraz dany vztahem

AP —B5 A*+ A’B+ A’B*+ AB® 4 B*
A3 —DB3 A2+ AB + B? '

Jestlize je slupka koule tenké4, miizeme vnitini polomér B vyjadiit jako
B = A — Ar, kde Ar je tloustka slupky koule. Dosadime-li pFredchozi

(C1)
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vyraz do vztahu (C1) a vypocitame-li limitu tohoto vyrazu pro Ar — 0,
dostaneme TeSeni vyjadiené vyrazem

At + A3(A— Ar)+ A2 (A — Ar)?> + A(A— Ar)3 + (A — Ar)?

lim =

Ar—0 A2+ A(A— Ar)+ (A — Ar)?
) 5
= §A2 = g’l"%

PiepiSeme-li vysledek zpét do rovnice (6), ziskdme vysledny vztah pro
moment setrvacnosti ve tvaru

2 b —rb 2 5 2
Jo=Zmi 2 _ £ 2.2 %42
0 5mr§’—r§’ 5m37“ 3mr

Apendix D. Odvozeni vztahu pro vypocet koeficientu prenosu
naboje 7

Proces nabijeni i vybijeni je ddn dobfe znAmym exponencialnim zako-
nem, viz [8], ktery popisuje vztah

Q(t) = CU, (1 - e—%) , (D1)

kde ¢len RC udéva tzv. ¢asovou konstantu obvodu.

Realny Van de Graafftv generator je mozné dle [15] reprezentovat para-
lelnim RC' obvodem. Hodnotu odporu R generatoru lze vypocitat z vy-
stupniho napéti VAGG a hodnoty maximéalniho zkratového proudu:

U 150-10°

R =
Nabijeci kondenzator mé dle idaju vyrobce kapacitu C' = 15 pF. Casova
konstanta generatoru je tedy RC' = 225 ms.

P1i kontaktu kyvadla s deskou kondenzatoru dochézi k prenosu pouze
zlomku néboje z desky na micek, ktery odpovida hodnoté koeficientu 7.
Tento koeficient musi nutné zaviset na velikosti ¢asu, po ktery je kyvadlo
v kontaktu s deskou kondenzatoru. Soucasné musi byt dany vyraz pro
koeficient pfenosu ndboje bezrozmérny a pro primérené dlouhy ¢as se musi
jeho hodnota limitné rovnat 1 (aplné nabiti). Témto podminkam zcela
vyhovuje vyraz v zéavorce rovunice (D1). Muzeme tedy koeficient pienosu
ndboje 1 zavést nasledujicim vztahem

n:l—e_RLC, (D2)
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kde RC je ¢asova konstanta zdroje napéti (v naSem piipadé VAGG) a ¢
je Cas, po ktery je p¥i kmitani kyvadla koule micku v kontaktu s deskou
kondenzatoru.

Tento ¢as muZeme experimentalné urcit pomoci video analyzy v pro-
gramu Tracker, ktery umoziuje zmérit rychlost i zrychleni micku pii od-
razu od desky kondenzatoru. Vyjadiime-li z obecného vztahu pro zrychleni
a = Av/At zménu Casu At po kterou doslo ke zméné rychlosti micku pfi
odrazu od desky, miZzeme vypocitat pribliznou hodnotu tohoto ¢asu jako
At = 82 = 172(171)5 = 2 s = 0,095 s pro rychlost dopadu v = 1 m-s~!
a zrychleni a = 21 m-s~2. Pro koeficient pienosu ndboje n tedy miizeme
rovnici (D2) formulovat ve tvaru rovnice

n=1-e Ao, (D3)
Hodnoty rychlosti a zrychleni micku na stolnf tenis i PVC micku véetné
vypocitaného koeficientu n podle vztahu (D3) udava tabulka A3 (na konci
¢lanku za literaturou).
Vysledné experimentalné uréené hodnoty koeficientu n = 0,33(1), resp.
17 = 0,36(4), pro micek na stolni tenis, resp. PVC micek, byly pouZity pro
vypocet frekvence kmitt modelu M10 a jsou ve vyborné shodé s teoretic-
kymi hodnotami, které byly pouzity pfi fitovani modelu M10 na experi-
mentalné namérené data frekvenci kyvadla.
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Tabulka A3 Experimentalné vypocitané hodnoty koeficientu pfenosu na-

boj

e 1 podle (D3)
Micek na stolnf tenis | d/cm | L/em | n | a/(m/s®) | v/(m/s)

m=29g r=20cm | 10 100 | 0,31 21,0 0,36
12 100 0,33 21,1 0,95
14 100 | 0,34 21,1 0,97
16 100 0,34 21,1 0,98
20 100 | 0,34 21,4 0,99
10 80 0,30 20,8 0,84
12 80 0,32 22,3 0,97
14 80 0,32 25,4 1,09
16 80 |o034| 238 1,11
20 80 0,33 22,5 1,02
10 60 0,30 21,7 0,88
12 60 0,33 26,4 1,17
14 60 | 0,32 24 4 1,07
16 60 | 0,33 92,8 1,03
20 60 0,33 22,8 1,04

PVC micek d/cm | L/cm n a/(m/s®) | v/(m/s)

m=96g, r=32cm 10 80 0,32 9,1 0,40
14 80 0,35 9,6 0,47
20 80 | 0,39 9.5 0,53
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INFORMATIKA

Minimalni triangulace
mnohothelniku
(Ulohy z MO kategorie P, 50. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Dnesnim jubilejnim 50. dilem uzavirame dlouhodoby serial ¢lanki, ve
kterém jsme vés postupné seznamili s vybranymi soutéZznimi tlohami z Ma-
tematické olympiady kategorie P (programovani). Zminénych 50 ¢lanka
vychézelo na strankach naseho ¢asopisu od roku 2000 az do soucasnosti,
tedy po dobu plnych 25 let.

Tentokrat si ukazeme jednu klasickou kombinatorickou tlohu, ktera byla
zadana v celostatnim kole 39. roéniku MO kategorie P ve Skolnim roce
1989/90. Zabyva se tzv. triangulaci mnohothelniku, coZ znamena rozdéleni
jeho plochy na samé trojuhelniky pomoci thlopficek, které se vzéjemné
nikde nekfizi. Jak uvidime, efektivni feSeni této tlohy bude zaloZeno na
myslence dynamického programovani, coz je metoda velmi ¢asto vyuzivanéa
nejen v riznych soutéznich tlohach, ale i v programovani obecné. V nasem
serialu ¢lanktd o ulohéch z MO kategorie P jsme se s dynamickym progra-
movanim setkali jiz vicekrat, takZze technika dynamického programovani
nyni cely serial také symbolicky zakondi.

Jako obvykle se nejprve seznamime s presnym zadanim tulohy. Pavodni
soutézni tlohu jen mirné formulacné upravime, aniz bychom ovSem jakko-
liv zménili jeji smysl.

KOk kK K K K ok kK K %

Konvexni n-thelnik A, A, ... A, je zadan kartézskymi soufadnicemi jeho
vrcholi v roviné. Navrhnéte algoritmus, ktery uréi minimélni velikost jeho
triangulace. Zdtivodnéte spravnost navrzeného algoritmu.
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Rekneme, Ze n-thelntk Ay Ay ... A,, n > 3, je konvexni, jestlize viechny
jeho vnitini thly jsou mensi nez 180°. Uhlopfickou konvexniho n-thelniku
budeme rozumét kazdou tsecku spojujici dva rtizné vrcholy n-thelniku,
které spolu nesousedi na hranici (tj. nejsou spojeny hranou n-tthelniku).
Z kazdého vrcholu n-thelniku tedy vychézi celkem n — 3 tuhlopficek.
Triangulact konvexniho n-thelniku nazveme kazdy takovy soubor navza-
jem se neprotinajicich tuhlopficek, které rozdéluji plochu n-tthelniku na
samé trojuhelniky. O souc¢tu délek vSech uhlopfFicek, které tvoii triangu-
laci konvexniho n-tthelniku, budeme hovotit jako o wvelikosti triangulace.

X 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Pro vysvétleni tlohy miZzeme doplnit, Ze kazdy konvexni n-tthelnik s vice
nez tfemi vrcholy mé vice riznych triangulaci. Jejich po¢et ndm v zéavis-
losti na hodnoté n urcuji Catalanova ¢isla, ale tim se zde zabyvat nebu-
deme. Kazda triangulace konvexniho n-tthelniku je tvofena pfesné n—3 dh-
loptickami, které rozdéluji plochu n-thelniku na n — 2 trojahelnikt. Rizné
triangulace téhoz n-tthelniku mohou mit riznou velikost a my méame za
kol nalézt mezi nimi tu, jejiz velikost je nejmensi. Tuto hodnotu budeme
nazyvat minimdlnd triangulace.

Nase rozbory tloh zpravidla za¢iname primitivnim feSenim ,,hrubou si-
lou“, tedy metodou zkouseni vSech moznosti. Udélame to také nyni. Mini-
maln{ velikost triangulace daného mnohothelniku jisté mtzeme urcit tak,
ze postupné vygenerujeme vSechny mozné triangulace, spoc¢itame velikost
kazdé z nich a z takto ziskanych hodnot vezmeme minimum. Vypada to
jednoduse, ale algoritmus na systematické prochézeni vSech triangulaci da-
ného mnohotihelniku neni az tak aplné jednoduchy. Regenf nejsnaze zapi-
Seme ve tvaru rekurzivni funkce, ktera dostane ve svém vstupnim parame-
tru zkoumany mnohothelnik, v némz ma zjistit minimalni velikost trian-
gulace. Pokud je to trojuhelnik, funkce vrati nulu, nebot triangulace troj-
thelniku zadnou thlopficku neobsahuje. V opaé¢ném piipadé funkce umisti
postupné vSemi zpiisoby do mnohotihelniku jednu thlop¥icku. Kazdou ta-
kovou volbou thlopticky se plocha mnohothelniku rozdéli na dva mensi
mnohothelniky, jejichz minimalni triangulaci zjistime rekurzivni aplikaci
téze funkce. Minimalni velikost triangulace se zvolenou prvni thloptickou
je pak rovna souctu délky této uhlopricky a minimalnich triangulaci obou
vzniklych mensich mnohothelnikid. Vyslednou funkéni hodnotu ziskame
jako minimum z velikost{ triangulaci ziskanych pro vSechny mozné volby
prvni uhlopticky.
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Popsany postup je jisté spravny, nebot vybira minimum ze vSech moz-
nosti, jak 1ze mnohothelnik triangulovat. Casové je ovSem velmi neefek-
tivni, protoze pro mnoho mensich mnohothelnikt se mnohokrat opakované
pocita jejich minimalni triangulace. TataZz prace se tak provadi zbyteéné
vicekrat. Zkusime tedy popsany algoritmus trochu urychlit. V§imnéte si,
ze kazda triangulace mnohotithelniku musi obsahovat néjaky okrajovyj troj-
thelnik, tedy takovy trojuhelnik, jehoz dvé strany jsou zéroven sousednimi
stranami mnohothelniku. Jiz jsme si ukazali, ze triangulace n-thelniku je
vzdy tvofena n — 3 uhlopfickami a ty déli plochu daného n-thelniku na
n — 2 trojuhelniki. Cely n-thelnik ma ovSsem n stran, takze alesponn dva
z téchto trojihelnikt musi obsahovat dvé strany ptuvodniho n-thelniku.

Odtud plyne, zZe také hledana minimalni triangulace musi obsahovat né-
jaky okrajovy trojuhelnik. Budeme tedy postupné uvazovat takovi umis-
téni prvni thlopficky, ktera z plochy n-tthelniku oddéli néjaky okrajovy
trojuhelnik. Takovych moznosti je pouze n. Pro kazdou z nich nyni staci
provést vzdy jen jedno rekurzivni volani funkce na vznikly mnohothelnik
s n — 1 vrcholy.

Nez si ukazeme funkci realizujici popsany algoritmus, musime jesté vy-
fesit nékolik technickych implementacnich zélezitosti. V zadani ulohy se
vrcholy n-thelniku oznacuji ¢isly od 1 do n. Pro snadnéjsi vypocty se nam
ale bude hodit o¢islovat si je v programu od 0 do n — 1. Nebude to ni¢emu
vadit, je to jen interni znaceni, na vystupu programu s ¢isly vrchola vitbec
nepracujeme. Budeme totiZ ¢asto pot¥ebovat urcit k vrcholu A; &islo toho
vrcholu, ktery je vzdélen o d vrcholt po hranici mnohotihelniku. Takovy
vrchol mé Gasto ¢islo ¢ 4 d, ale musime podéitat také s tim, Ze za poslednim
vrcholem nasleduje opét prvni vrchol atd., uspofddani vrcholu je cyklické.
P1i o¢islovani vrcholi n-uhelniku od nuly ziskdme é&islo vrcholu, ktery na-
sleduje jako v poradi d-ty za vrcholem ¢, jednoduchym vypocétem s operaci
modulo (i + d)%n.

Kartézské souradnice vrcholi zadaného n-tthelniku si ulozime jednoduse
do seznamu a délky n, v némz na indexu ¢ budou uloZeny soufadnice vr-
cholu A; ve tvaru dvojice realnych &isel (tedy dvé proménné typu float).
Déle potfebujeme pocitat délky jednotlivych dhlopficek. K tomu pouzi-
jeme pomocnou funkei delka(a, i, j), ktera uréi vzdalenost vrcholia A;, A;.
Spocita ji jednoduse z kartézskych souradnic obou vrcholi jako vzdalenost
dvou bodt v roviné pomoci Pythagorovy véty.

import math
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with open('triangul.txt', "r") as f:
n = int(f.readline())
a =[]
for _ in range(n):

a.append([float(_) for _ in f.readline().split()])

def delka(a, i, j):
return math.sqrt((ali][0] - a[j1[0]) **x 2 + \
(alil[1] - aljI[1]) *x 2)

def triangull(n, a):
if n ==
return 0O
minim = math.inf
for i in range(n):
x = delka(a, (i-1)%n, (i+1)%n) + \
triangull(n-1, al[:iJ+ali+1:])
if x < minim:
minim = x
return minim

print (triangull(n, a))

Takto upravené feSeni je sice podstatné jednodussi z hlediska progra-
mové realizace i rychlosti vypoc¢tu, nez nase puvodni varianta, jeho ¢asova
slozitost je ovSem stéle jesté obrovska. V pivodnim n-thelniku zkousime
n moZnosti umisténi prvni thlopticky, pro kazdou z nich ziskdme (n — 1)-
-thelnik s n — 1 moZnostmi, pro kazdou z nich (n — 2)-thelnik s n — 2
moznostmi atd., takZe celkové projdeme témér n! zpusobi, jak rozmistit
thlopficky (ne aplné, protoZe u trojuhelniki jiz konéime). Z nich ovsem
mnohé ziskané triangulace budou navzajem shodné a budou se lisit jenom
tim, v jakém pofadi jsme jejich thlopficky umistovali. Stéle tedy prova-
dime mnoho shodnych vypoétt opakované.

Se stejnym problémem neefektivity primitivné navrzené rekurzivni funk-
ce jsme se v nafich ¢lancich jiz diive vicekrat setkali a uz jsme si také
ukézali vhodné postupy, jak lze tento problém fesit. Pfipomenme si tedy,
7e se nabizeji dvé zakladni cesty:

1) bud rekurzivni funkci doplnime o vhodnou globalni datovou struk-
turu, v niz si budeme ukladat minimélni velikost triangulace v8ech jiz spo-
¢itanych mensich mnohothelniki; tyto hodnoty budeme néasledné pouzivat
namisto zbyte¢ného provadéni dalsich rekurzivnich volani funkce,
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2) nebo rekurzi nahradime cyklem postupujicim zdola nahoru, tzn. ve
vhodném poradi od mensich mnohothelniki k vétsim, az dojdeme k celému
ptivodné zadanému mnohothelniku.

Ukazeme si oba tyto postupy. Za¢neme prvni uvedenou cestou. Rekur-
zivni funkce zistane v témér nezménéné podobé, pouze ji doplnime o evi-
denci minimélnich velikosti triangulace jiz spo¢itanych mnohothelnikt. Po
strance technické miize mit tato evidence rtiznou podobu. Mohl by to byt
oby¢ejny seznam dvojic tdaji (mnohouhelnik, velikost jeho minimalni tri-
angulace), v némz bychom ale pak museli kazdy zkoumany mnohothelnik
sekven¢éné vyhledavat. Mohli bychom pouzit binarni vyhledavaci strom,
v némz by se koéd mnohothelniku pouzival jako kli¢. My vyuZijeme moz-
nosti programovaciho jazyka Python a evidenci si ulozime ve tvaru slov-
niku, kde kli¢em bude mnohotuhelnik a uloZenou hodnotou jeho minimalni
triangulace. Ve vSech pripadech budeme ovSem potiebovat néjaké jedno-
zna¢fné zakédovani mnohothelniku. V nasi programové ukazce jsme zvolili
seznam ¢isel jeho vrcholt v rostoucim pofadi. Z toho divodu funkce do-
stala tfeti parametr c.

mintr = {} # slovnik s hodnotami minimdlni triangulace

def triangul2(n, a, c):
if n ==
return 0
if tuple(c) in mintr:
return mintr [tuple(c)]
minim = math.inf
for i in range(n):

x = delka(a, (i-1)%n, (i+1)%n) + \
triangul2(n-1, a[:i]+ali+1:],
cl:il+c[i+1:1)

if x < minim:

minim = x
mintr[tuple(c)] =
return minim

minim

print(triangul2(n, a, list(range(n))))

Tento program pocita naprosto shodné jako predchozi FeSeni a lisi se
pouze v jedné velmi dtlezité malickosti: nepocita opakované to, co uz jed-
nou spocital. Kdykoliv jsme v piivodnim FeSeni provadéli rekurzivni volani
funkce, zde nejprve zkontrolujeme ve slovniku, zda poZadovanou hodnotu
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ulozili do slovniku, nebudeme provadét znovu pracné rekurzivni volani
funkce, ale potiebnou hodnotu si jednoduse vyzvedneme ze slovniku. Na-
opak, jestlize hodnotu jesté nezname a spocitame ji rekurzivnim volanim
funkce, kromé primého pouziti ve vypocétu tuto hodnotu navic uloZime do
slovniku pro pfipad, Ze by v budoucnu byla jesté zapotiebi. Ukladame si
preventivné vSechny spocitané hodnoty, nékteré mozna i zbytecné, ale my
dopiedu nevime, které z nich budeme jesté potiebovat.

Uvedena tprava znacnym zplsobem snizi ¢asovou néaro¢nost vypoctu,
rekurzivni funkci na uréeni velikosti minimalni triangulace budeme volat
pro kazdy mnohothelnik nejvyse jednou. MuzZete se o tom ostatné sami
snadno presvédcit. Porovnate-li rychlost vypoctu obou uvedenych funkei
na bézném osobnim pocitaci pro data velikosti n < 10, rozdil v dobach
vypoctu bude celkem zanedbatelny. Pro jakdkoliv vétsi vstupni data je jiz
ov8em rozdil velmi citelny.

Zavéretné feseni zalozené na metodé dynamického programovani pristu-
puje k problému z druhé strany. Misto rekurzivniho vkladani thlopticek
do zadaného mnohotihelniku a postupného déleni jeho plochy na mensi
mnohotihelniky budeme postupovat itera¢né v cyklu od nejmensich mno-
hotihelniki k vétsim, jesté vétsim atd., aZ se dostaneme k celému ptivodné
zadanému mnohothelniku. Pro kazdy zkoumany mnohothelnik budeme
urcovat velikost jeho minimalni triangulace. Tyto idaje si budeme ukla-
dat do tabulky a budeme je vyuZzivat pro feSeni vétSsich mnohothelniku.
Jak uvidime pozdé&ji, mizeme se omezit pouze na ty mnohotuhelniky, jejichz
v8echny strany az na jednu jsou tvofeny stranami pivodniho zadaného n-

thelnfku a pouze jedna jejich strana je thloptickou ptivodniho n-tthelniku.

Nasi nejdilezitéjsi datovou strukturou bude dvourozmérné tabulka ¢
velikosti (n + 1) x n. Index fadku k& bude urcovat pocet vrcholii uva-
zovaného mnohothelniku, index sloupce ¢ udava ¢islo vrcholu, od kte-
rého je tento k-tthelnik umistén v ptvodnim zadaném n-thelniku. Hod-
noty ulozené v tabulce budou predstavovat miniméalni velikost triangu-
lace. Cislo t[k][i] tedy udavéa velikost minimélni triangulace k-uhelniku
A Ay 1)%n -+ - Alitk—1)%n- Radky s indexy 0, 1, 2 a 3 budou zjevné celé
nulové, protoze zadny jednothelnik ani dvojuhelnik neexistuje a vSechny
trojihelniky maji triangulaci rovnou 0. Dale budeme tabulku ¢ vyplio-
vat postupné po fadcich, pocinaje fadkem ¢islo 4. P¥i vypodtu t[k][¢] jiz
budeme znat vSechny hodnoty na fadcich s ¢islem mens$im nez k.

Kazda triangulace uvazovaného k-tthelniku A;A¢it1)%n - - - AGirh—1)%n
obsahuje jisté ngjaky trojihelnik se stranou A; A(;x—1)%y- TTetim vrcho-
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lem tohoto trojtihelniku je néktery z vrcholt A1 1)%m - - - Agitk—2)%n- M-
Zeme tedy vyzkouSet vSechny takové volby vrcholu j pro j od (i + 1)%n
do (i + k — 2)%n véetné, pro kazdou z nich spocitat velikost minimalni
triangulace, z téchto hodnot vybrat tu nejmensi a vlozit ji do t[k][¢]. Mini-
maélni velikost triangulace pro zvolené j je rovna souctu délek uhlopticek
AiAj, Alisk—1)%nA; a hodnot minimalni triangulace obou mensich mno-
hothelnikd, které vzniknou vlozenim téchto dvou thlopfi¢ek. Oba tyto
mnohothelniky maji mensi pocet vrcholi nez k a jejich minimalni trian-
gulaci proto uz zname, je ulozena v tabulce ¢t na nékterém z predchozich
radki.

Poznamenejme jesté, Ze pro volbu j = (i+1)%n nebo j = (i+k—2)%n
vzniké trochu odligna situace a musime ji spravné oSetfit (mame jen jednu
ahlopficku, kterd oddéli jeden mensi mnohotihelnik — viz program). Po
zaplnéni tabulky t aZz do fadku ¢islo n budou vSechny hodnoty v fadku n
shodné a budou udavat hledany vysledek.

def triangul3(m, a):
t = [[0]*n for _ in range(n+1)]
for k in range(4, n+1):
for i in range(n):

t[k] [i] = min(delka(a, i, (i+k-2)%n) + t[k-1]1[i],
delka(a, (i+D)%n, (i+k-1)%n) + \
t[k-11[(i+1)%n])

j = (i+2)%n

while j != (i+k-2)%n:

x = delka(a, i, j) + delka(a, (i+k-1)%n, j) + \
t[(G-i+1)%n] [i] + t[(i+k-3)%nl [7]
if x < t[k][i]:
tk][i] = x
j = (G+D%n
return t[n] [0]

print (triangul3(n, a))

Asymptoticka Casova slozitost zévéreéného feSeni tlohy dynamickym
programovanim je pouze O(n?). Postupné pocitame O(n?) hodnot ta-
bulky ¢ a kazdou z nich zjistime v ¢ase O(n). Opé&t se muZete sami snadno
presvéddit, Ze vypocet této funkce je dostatecéné rychly i pro velmi rozsahla
vstupni data.
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Generativni umeéla inteligence —
Dil prvni: prilis velka oc¢ekavani

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Umeéla inteligence neni v souc¢asné dobé& namétem diskuzi pouze v od-
borné komunité, jisté povédomi mé o ni prakticky kazdy, kdo ma p¥istup
ke sdélovacim prostfedkiim, zejména k internetu. Vliv umélé inteligence
na vétsinu oblasti lidského konani je skuteéné nebyvaly. Vétsina vefejnosti
ma velkd oCekavani. Néktefi lidé vidi v umélé inteligenci 1ék na spoustu
problémt tohoto svéta, jini se ji boji a byli by nejradéji, kdyby bylo jeji po-
uziti zakdzano. Série ¢lanku zacinajici timto dilem se bude zabyvat jednou
z nejvice diskutovanych podoblasti umélé inteligence, které se dnes ika
generativni umél4 inteligence a do které spadaji zejména velké jazykové
modely, jakym je napiiklad ChatGPT.

1. Cil série a dalsi informace na uvod

Hlavnim cilem téchto ¢lanku je nahlodat pfiliSny optimismus a soucasné
rozehnat piiliSny pesimismus, jenz panuje kolem generativni umélé inteli-
gence. Myslenka prostupujici celym seridlem je celkem prosta. Pokusime
se ponofit do historie vzniku generativni uméla inteligence a predevsim do
principi, na kterych je zaloZena. Pochopeni téchto principi by totiz mélo
vést ke sttizlivéjsimu pohledu na véc a tedy k rozptyleni neopodstatnéného
ocekavani.

Ucitelim na zékladnich a stfednich gkolach (zejména pak uditelim vy-
pocetni techniky a informatiky) snad tato série ¢lankd napovi, jaké misto
by mohla generativni uméla inteligence zaujmou ve vzdélavani. Jsem si
védom, ze se jedna o cil dosti ambiciozni, ale ze svoji pozice jiz delsi dobu
citim, Zze bych se o néj mél alesponn pokusit.

Ctenafe musim na samotném zadatku upozornit, zZe nékteré nazory,
které v pribéhu série vyslovim, jsou zaloZeny na nedplnych informacich
(vzdy na to upozornim) a mohou tedy byt nepfesné. Neuplnost informaci
je dusledkem toho, ze OpenAl, Google a jini velci hraci na poli generativni
umélé inteligence zdaleka nezvefejiuji vie; OpenAl tim tak ponékud po-
pira sviij nazev. Navic vyvoj v oblasti generativn{ umélé inteligence chvata
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obrovskym tempem kupfedu, spousta véci se teprve usazuje a dokonce i
nejvétsi odbornici na problematiku nemaji ve v8em jasno a jejich pohled
na véc se muze vyznamné ligit.")

P1i psani vychazim z nejriznéjsich zdroji. Po¢inaje svymi zapisky z pfed-
nasek ze svych studentskych let, pres odborné ¢lanky védci, ktefi se zaslou-
zili o sou€asny rozmach umélé inteligence az po Wikipedii a jiné zdroje na
internetu. Nezpochybnitelnou inspiraci jsou pro mé také rozhovory a pred-
nasky dvou vyznamnych ¢eskych odborniki na umélou inteligenci (a mi-
mochodem velmi charismatickych feénika), dr. Jana Romportla a dr. To-
mase Mikolova. Nékteré z jejich rozhovorti nebo prednések je mozné najit
na YouTube.

2. Kdy to vse zacalo

Generativni uméld inteligence je schopna generovat smysluplny text,
obrazky nebo data jiného typu (tfeba video nebo audio) a je tizce spjata s
takzvanymi velkymi jazykovymi modely. Co pfesné znamena velky jazykovy
model a jakym zptsobem souvisi s pojmem generativni uméla inteligence
se budeme postupné dozvidat pozdéji.

Generativni uméla inteligence vstoupila do povédomi Siroké verejnosti
néahle a necekané, a to v listopadu roku 2022. Tedy v okamziku, kdy spo-
le¢nost OpenAl poskytla k volnému pouzivani program ChatGPT, ktery
byl zaloZzeny na velkém jazykovém modelu GPT-3.5. Podle mého pozoro-
vani si spousta lidi spojuje podzim roku 2022 s okamzikem vzniku velkych
jazykovych modeli a za jejich tvirce povazuje pravé spole¢nost OpenAl.
Skutec¢nost je ale takova, Ze se prvni jazykové modely objevily jiz roku 2018
a podle mého nézoru vétsi pfinos na vzniku velkych jazykovych modela
v podobé, jak je znaAme dnes, méla firma Google; k tomu se dostaneme, az
se za¢neme bavit o takzvaném self-attention mechanismu a transformerové
architektufe.

Nasledujici seznam uvadi nazvy nékterych velkych jazykovych modeli
a jejich tvirce. Seznam neni zdaleka tplny, velkych jazykovych modeli je
vyrazné vice a pribyvaji takfikajic jako houby po desti:

e ifjen 2018 — BERT od Googlu,

1 Jako priklad uved'me nositele Turingovy ceny Yanna LeCuna a Geoffreyho E. Hin-
tona. Prvni jmenovany poukazuje na velmi omezené schopnosti umélé inteligence, druhy
jmenovany vidi véci opa¢né a predpovidd nastup takzvané obecné umélé inteligence
(tedy inteligence, ktera — struéné feceno — dosahuje kvalit inteligence lidské) jiz v na-
sledujicich dvaceti letech.
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e cCerven 2020 — GPT-3 od OpenAl,

e kvéten 2022 — LaMDA 2 od Googlu,

e biezen 2022 — Chinchilla od DeepMind,
e listopad 2022 — GPT-3.5 od OpenAl,

e Gnor 2023 — LLaMA od Meta,

e prosinec 2023 — Gemini od Google,

e kvéten 2024 — GPT-4o,

e z4ii 2024 — Gemini 1.5 Pro od Google.

Uvedeny seznam napovidé, Ze podzim 2022, kdy byl zvefejnén Chat-
GPT zalozeny na modelu GPT 3.5, nepfedstavoval zadny technologicky
zlom na poli velkych jazykovych modela. Slo spiSe o vybornym zptsobem
zrealizovany marketingovy tah spole¢nosti OpenAl. Za vyznamny je mozné
spiSe povazovat rok 2018. Tomuto roku vSak piedchéazel dlouhy vyvoj v ob-
lasti umélé inteligence, ktery je mozné vystopovat az do 40. let 20. stoleti.
Strucéné lze tedy fici, ze navzdory vSeobecnému nézoru nejsou velké jazy-
kové modely novou technologif; stavi na védeckém badani mnoha védct
(zejména matematiki a informatik, ale také jazykovédci, neurovédei a
filozof) dokonce i z obdobi predpoéitac¢ové éry. Historickému vyvoji se
budeme v nésledujicich dilech také vénovat.

3. Jazykové modely

Zafneme pozvolna; vysvétlime si nejprve, co je to jazykovy model.?)
Jazykovj model je statisticky model pfirozeného jazyka, jakym je CeStina,
néméina nebo angli¢tina. Hodi se vSak také pro modelovani umélych ja-
zyk1, jakymi jsou napiiklad programovaci jazyky.

Jazykové modely zjednoduSené feceno funguji tak, ze pro predem zada-
nou posloupnost slov (tedy pro urcity konte:z:t'(j)) wowy - - - w1 umi stano-
vit podminénou pravdépodobnost

P(wt|w0w1 ce wtfl)a

tedy pravdépodobnost, ze bezprostfedné po kontextu wow - - - w;_1 nésle-
duje slovo w;. Tuto pravdépodobnost umi stanovit pro libovolné slovo w;
daného prirozeného jazyka.

2)Pozorny &tenaf si jisté viiml, #e misto ,velky jazykovy model“ nyni pidu pouze
»jazykovy model“. Tento rozdil bude objasnén vzapéti.
3)Kontext je posloupnosti slov
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Uvedme si jednoduchy piiklad. Bude-li kontextem posloupnost slov
,Dobry den, jak se“, kazdému z néas zacnou automaticky naskakovat v hlavé
ruzné slova, ktera by mohla byt vhodnym pokra¢ovanim této posloupnosti.
Patrné to budou slova ,mate“, ,dafi“ a podobné. I v na$i hlavé totiz
funguje jazykovy model, ktery jsme si vytvofili kazdodennim kontaktem
s Cesky psanym a mluvenym textem. Jazykovy model tedy vezme vSechna
¢eska slova a jistym zpusobem jim pfifadi pravdépodobnost, Ze se tato
slova vyskytuji po kontextu ,,Dobry den, jak se“. Tyto pravdépodobnosti
pak mohou vypadat tfeba tak, jak je uvedeno na obr. 1 na konci ¢lanku.

Dalsi ¢innost jazykového modelu pak vypadé tak, ze jako pokracovani
kontextu je ndhodné zvoleno jedno ze slov daného jazyka. P¥i tomto ndhod-
nému vybéru jsou vS8ak zohlednény podminéné pravdépodobnosti, o kte-
rych byla fe¢ v predchozich odstavcich. Vratime-li se k prikladu kontextu
,2Dobry den, jak se“, tak muzeme ¥ici, Ze s nejvétsi pravdépodobnosti
bude jako pokracovani vybrano slovo ,mate“. Nikoliv vSak nutné! Zvo-
leno muze byt i slovo ,nezblaznit“, pravdépodobnost, Ze se tak stane je
ovSem dosti mala. S jistotou muze fict pouze to, ze nebude vybréano slovo
,,ackoliv* nebo jiné slovo, pro které vysla podminéné pravdépodobnost nu-
lova. Z toho také plyne, pii opakovani tohoto procesu mohou byt vybréna
ruzné slova, jednou tedy dostaneme pokracovani ,,Dobry den, jak se mate®,
jindy zas ,,Dobry den, jak se dafi“.

Velké jazykové modely, jako je tfeba GPT, funguji na velmi podobném
principu.*) Tento princip je, jak jsme mohli vidét, velmi jednoduchy. Vy-
razné slozitéjsi je ovSem zpisob, jakym velké jazykové modely stanovuji
podminéné pravdépodobnosti. Slov je v pFirozeném jazyce velké mnozstvi
a riznych kontexti je jeSté vyrazné vice. Velké jazykové modely tedy musi
jistym zpusobem vypodcitat a poté ulozit obrovské mnozstvi podminénych
pravdépodobnosti. Generovani textu na zakladé téchto pravdépodobnosti
je pak pomérné jednoduchou zalezitosti.

O tom, jak velké jazykové modely pocitaji a ukladaji podminéné prav-
dépodobnosti se budeme bavit v nésledujicich pokracovanich série. Na z&-
vér tohoto dilu pouze poznamenejme, Ze to néjakym zpusobem souvisi
s dalsimi Casto diskutovanymi terminy dne$ni doby, konkrétné s umélgmi
neuronovymi sitémi a hlubokym ucenim.

YPro aplnost dodejme, Ze jednou z vyznamnych odlisnosti oproti nasemu vykladu
je skutecnost, ze velké jazykové modely nepracuji se slovy, ale s tokeny, které si pro
jednoduchost muzeme predstavit jako slabiky nebo interpunkéni symboly. Abychom
dalsi vyklad prilis nekomplikovali, budeme vzdy pracovat na trovni celych slov.
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méte | 50

da¥f | | 43
jmenujete ] 6
nezblaznit || 0.8

ackoliv | 0

- 0.2

|
0 20 40 60 80 100
podminéna pravdépodobnost

Obr. 1 Podminéné pravdépodobnosti slov po kontextu ,,Dobry den, jak se“. Tti
tecky na konci jsou uvedeny pro zjednoduSeni a nahrazuji vSechna ostatni slova;
0,2 je tedy soucet pravdépodobnosti viech zbyvajicich slov, ktera nejsou v grafu
uvedena.

* ok ok ok ok ok ok

POZVANKA

Komise pro vzdélavani uciteli matematiky a fyziky J CMF,
Poboény spolek JCMF Olomouc
a Gymnazium Jevicko

vas srde¢né zvou na IV. ro¢nik seminéafe

MATEMATIKA A FYZIKA VE SKOLE

Seminéf se bude konat ve dnech 20.—22. srpna 2025 v prostordch Gymnéazia
v Jevicku. Obsahem seminéfe jsou prednasky z pedagogiky, matematiky a
fyziky. Vedle odbornych pfednések bude vénovan prostor na diskuzi k otaz-
kam soucasného vzdéelavani v CR. Seminéf je urcen ucitelim matematiky
stfednich a vysokych skol. Na seminaf je mozné se prihlasit na webovych
strankach gymnazia: https://www.gymjev.cz.

Za organizacni vybor Dag Hruby
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