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MATEMATIKA

Trojboky jehlan nebo ¢tyistén?

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceskeé Budéjovice

Ttebaze 1ze totéz téleso znézornéné na obr. 1 nazyvat trojboky jehlan i
Ctyrstén, je mezi obéma pojmy rozdil.

U trojbokého jehlanu ABCYV rozlisujeme podstavu ABC, vrcholy pod-
stavy, hlavni vrchol V, boé¢ni stény ABV BCV, CAV, boc¢ni hrany a
podstavné hrany ([1], str. 58). Navic méa jehlan jedinou vysku, vzdalenost
hlavniho vrcholu od roviny podstavy. Standardné se zobrazuje s podstavou
ve vodorovné roviné.

=D

B
Obr. 1 Jehlan ABCYV/, téleso totozné se ¢tyisténem ABCD

étyfstén mé ¢tyti vysky, z kazdého vrcholu jednu. V8echny jeho vr-
choly, hrany i stény jsou rovnoprévné, coz predstavuje pohled na téleso
jako na prostorovou analogii trojuhelniku a usnadnuje studium jeho vlast-
nosti. Termin ¢tyfstén se uvadi az na stfedni Skole a vznikd dojem, Ze
je to pojem nadbyte¢ny, nebot k podrobnéjsimu studiu se nedostava cas.
Puvodni predstava télesa jako trojbokého jehlanu ztstavé, a tak si napfi-
klad malokdo dokéze predstavit ¢tyfstén vepsany do krychle. . .
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V ¢lanku pripomeneme nékteré zakladni vlastnosti ¢tyrstént a ukadzeme
uzite¢nost tohoto pojmu z hlediska rozvoje prostorové predstavivosti.

Za¢neme definici. Obvykle se ¢tyfstén ABCD definuje pro nekompla-
narni body A, B, C', D jako prunik poloprostori ABCD, BCDA, CDAB
a DABC. S cilem posilit prostorové mysleni a oprostit se od predstavy
¢tyfsténu jako standardné umisténého jehlanu, vyjdeme radéji z obr. 2 a
definice 1.

Definice 1
Jsou-li AB a C'D mimobézné tsecky, pak sjednoceni vSech trojiuhelnika
CDX, kde X je bod usecky AB, se nazyva ctyrstéen ABCD.

C

D
B
A

A"

Obr. 2 TIlustrace k definici 1

Poznamenejme, Ze je odtud zfejmé nekomplanarnost bodu A, B, C, D,
a tedy i mimobéznost libovolnych dvou protilehlych hran ¢tyfsténu.

K demonstraci téchto téles a jejich prostorovych umisténi poslouzi dy-
namicky model ze dvou dfevénych tycek, ¢tyf koralka nebo knofliki a
kloboukové gumy. Na obr. 3 (a) vidime, jak jej lze vyrobit. Dalsi snimky
jsou ukazky vyuziti: (b) ¢tyfstén v poloze, kdy jsou dvé protilehlé hrany
umisténé vodorovng; (c) étyfstén se zvrhne ve ¢tyfihelnik, lezi-li protilehlé
hrany v roving; (d) trojboky jehlan ve standardni poloze.

Hranou AB &tyisténu ABCD lze vést pravé jednu rovinu « || CD a
hranou C'D pravé jednu rovinu o || AB. Obé roviny ohranic¢uji vrstvu
v niz étyfstén lezi, obr. 4. Analogicky existuji ke zbyvajicim protilehlym
hranam ¢tyfsténu dalsi dvé dvojice rovnobéznych rovin, (8, 5') a (v,7').

Vsech Sest rovin uréuje rovnobéznostén AEBFEFGD HC ¢tyfsténu opsany,
obr. 5. Hrany ¢tyfsténu se kryji s Sesti sténovymi thlopiickami rovnobéz-
nosténu. Zbylé uhlopiicky urcéuji ¢tyistén HGEF ~ ABCD. Plati véta 1.
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© (d)

A=
Obr. 4 TFi dvojice rovnobéznych rovin, které ohraniéuji ¢tyt¥stén ABCD
Véta 1

Kazdému c¢tyfsténu lze opsat pravé jeden rovnobéznostén a do kazdého
rovnobéznosténu lze dvéma zpusoby vepsat jediny Ctyfstén.

Definice 2
Stredni pricka ctyfsténu je tseCka s krajnimi body ve stfedech jeho

stény, se nazyva téznice ctyrstenu.
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(a) (b)

Obr. 6 K vlastnostem stfednich pficek a téZznic Ctyfsténu

Cty¥stén ABCD na obr. 6 vlevo m4 stiednf piicky I.J, KL a MN. Po-
vSimnéme si, Ze usecky I'L a JK jsou téz stfedni pricky trojihelniki BDA
a BDC.Plati IL | BD | JK a |IL| = %\BD| = |JK]|. Obrazec KJLI je
tedy rovnobéznik a jeho thlopficky IJ a KL maji spole¢ny stied T

Z rovnobézniku I N JM analogicky plyne, ze bod T pili i stfedni pFicku
MN. Osmistén IKJLMN je tzv. dudlni téleso k opsanému rovnobézno-
sténu (ma vrcholy ve stfedech jeho stén). Ukazeme, Ze bodem T prochézeji
1 téznice CtyTrsténu.

7 vlastnosti téznic plyne, ze tsecka AD je obrazem usecky T4Tp ve stej-
nolehlosti se stiedem K a koeficientem 3. Je i obrazem tusecky T4Tp ve
stejnolehlosti se stfedem X a koeficientem —3, kde X = AT4 N DTp.
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Obé stejnolehlosti zobrazuji stied Y use¢ky T'4Tp na stfed L hrany AD.
Body K, Y L a X jsou kolinearni a plati

2 1
LX| =20y = 2 (21KL)) = LKL neboli X =T.
4 4\3 2

Poznatky shrneme do véty 2.

Véta 2
Stredni pricky Ctyfsténu prochéazeji svym spoleénym stiedem T, tzv.

Jednoduché odvozeni druhého tvrzeni véty 2 (postavené na ucivu fyziky
ze 7. ro¢niku Zg) znazoriuje obr. 7. Vychézime z predstavy, ze A, B, C, D
jsou hmotné body, kazdy o hmotnosti m. Postupnym skladanim tihovych
sil nalezneme vyslednici a soustavu nahradime hmotnym bodem (T, 4m).

Kazdy ze t¥i nakresti na obr. 7 znazoriuje jednu fazi celého procesu.
Cervens jsou vyznaceny sily, které na soustavu v dané situaci ptsobi, Sedé
jsou pak znézornény ty, které byly nahrazeny jejich vyslednici.

Ptsobisté T vysledné sily je jednoznaéné urceno a nezavisi na poradi,
v jakém sily skladame. Podle zdkona péaky je Tap stfedem tusecky AB
(obr. 7 vlevo). V prostfedni ¢asti obr. 7 plati

|TDC| . ‘TDTAB| = 2G : G: 2: ].7

a analogicky pro situaci napravo zjistime, ze [T D|: |TTp| =3 : 1.
Zménou postupu skladani mizeme obdobné dokazat i prvni ¢ast véty 2.
Analogii poznatku, Ze trojihelniku lze opsat kruznici, je véta 3, jejiz

zdtvodnéni ponechdme ¢tenafi.
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Véta 3

Vgechny tfi roviny soumérnosti stran kazdé stény ¢tyfsténu se protinaji
v piimce, jez je na ni kolma a prochazi stfedem kruznice sténé opsané. Tyto
CtyTi kolmice ke sténam maji spoleény bod (prinik Sesti rovin soumérnosti
hran), ktery je stfedem kulové plochy ¢tyTFsténu opsané.

Ke kazdému trojihelniku existuji ¢tyti kruznice, které se dotykaji vSech
jeho stran jako primek. U &tyfsténu to jsou kulové plochy neboli sféry,
které se dotykaji vSech ¢tyT rovin, v nichz lezi jeho stény. Situaci vySetiime
s vyuzitim pojmu klin a trojhran.

D D D
A .
= A e
B U
Klin ABCD Trojhran ABCD Komaoly trojhran ABCD
Obr. 8 Klin, trojhran a komoly trojhran
Definice 3

Necht ABCD je ¢tytstén. Klinem ABCD (resp. ABDC) rozumime
prunik poloprostort ABCD a ABDC, pfimku AB nazyvame hrana klinu,
poloroviny ABC a ABD jsou stény klinu. Je-li o ta rovina soumérnosti
klinu, jez obsahuje ptimku AB, pak symetrdlou klinu nazveme jeji prunik
s klinem (tzn. polorovinu, jejiz hraniéni piimkou je AB a vnitinim bodem
prusecik roviny o s useckou CD). Prinik klint ABCD a ADBC se na-
zyva trojhran ABCD. Komolyj trojhran ABCD je prinik trojhranu ABC'D
s klilnem BDCU, kde U je vnitini bod polopiimky opa¢né k polopiimce
BA.

Roviny stén ¢tyfsténu rozdéluji prostor na 15 ¢asti. Z nich jedinym ko-
neénym dtvarem je ¢tytstén sim. Prinikem symetrél klinda ABC D, BCDA
a CDAB je bod ¢tyfsténu stejné vzdaleny od jeho stén, stied sféry vepsané
Ctyrstenu.

étyfi casti typu I jsou trojhrany pfilehlé vrcholim c¢tyrsténu, napft.
trojhran DXY Z pfi vrcholu D na obr. 9. Kulové plochy vepsané do téchto
trojhrant se nemohou dotykat rovin protilehlych stén ¢tyfsténu. Neexistuji
tedy sféry pfipsané ¢tyisténu pii jeho vrcholech.
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Dalsi ¢tyti ¢asti jsou dtvary typu II, komolé trojhrany piilehlé ke sténam
¢tytsténu. Do kazdého z nich lze vepsat kulovou plochu, ktera je sférou
pripsanou ctyrsténu k prislusné sténé (analogie kruznice pfipsané trojihel-
niku). Stfedem sféry pripsané ke sténé ABC' je napiiklad prinik symetral
klint ABTC, BCUA a CAV B.

Zbyvajicich Sest wtvari typu III, nazveme je stiechy, jsou prilehlé hra-
nam Ctyisténu. Stfecha ABKL pii hrané AB z obr. 9 je priunikem klint
CDAB a ABK L. Protilehla k ni je stfecha CDM N. Existuje-li sféra vep-
sané stieSe ABK L, pak je to kulovd plocha pFipsand ctyrsténu ABCD pri
hrané AB.

M
S
D
e
L 4 R
—_ o
, C N
y R B

Obr. 9 Roviny stén ¢tyfsténu déli prostor na ¢asti typu I, II a III

Véta 4
Sféru je mozné vepsat nejvys jedné ze dvou protilehlych stiech ¢tyi-
sténu.

Diikaz. Symetraly klint LABP a NCDQ (obr. 9) lezi v téZe roving, oznad-
me ji o7 Analogicky lezi symetraly klina APBL, DSMC' v roviné oy a sy-
metraly klint RBKA, CQDN v roviné os. Pfimky AP a RB jsou mimo-
bézky, a tak muze byt o2 || o3 neboli o3 N oy = @. Pak nelze ani jedné
z obou stiech vepsat kulovou plochu. Je-li o3 Jf o2, protinaji se v8echny
tfi roviny v jediném bodé, ktery lezi v pravé jedné z obou doplikovych
stfech. Je to stfed sféry pripsané ¢tyisténu pii jedné z hran AB, C'D.
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Véta 5 (disledek véty 4 a predchozich uvah)

Ke kazdému ¢tytsténu existuje celkem 5-8 kulovych ploch, které se do-
tykaji vSech ¢tyr rovin ohranicujicich Ctyfstén. Z nich jedna je ¢tyfsténu
vepsana, Ctyfi pripsané ke sténdm a nejvyse tii pfipsané pii hranéch.
Priklad 1

Urcete poloméry vsech sfér, jez se dotykaji rovin stén pravidelného ¢tyr-
sténu ABCD s hranou délky a.

Resent. CtyFstén méa vysku v = a\/g ([4], uloha 3.55) a jeho stény jsou
shodné rovnostranné trojihelniky s obsahem S = 411‘12\/3' Hledané polo-
méry uréime snadno metodou dvojiho vyjadieni objemu V daného ¢tyt-
sténu.

Ozna¢me K1(0Oq;71) sféru tyfsténu vepsanou. Jeji stied Oy tedy lezi
uvnit¥ étytsténu ABC D, ktery je sjednocenim ¢tyfsténi ABCO,, BC DOy,
CDAOl a DABOl Plati

Vapco, + Veepo, +Vepao, +Vpapo, =V

47“15’_@5\/5
3 3V3

T = E\/é (1)

neboli

a tak

Obr. 10 (a) BCDAOs, (b) ABO>C' U ABO,D, (c) BCDO3 U ACDO,

étyfi sféry pripsané ke sténam c¢tyrsténu maji stejny polomér rs, jenz
zjistime analogicky. Napiiklad stfed Og sféry pfipsané ke sténé BC'D lezi
uvnitf komolého trojhranu ABCD. Ve shodé& s obr. 10 (a) obdrzime

a
Vepaos +Vpaso, +Vapco, — Veepo, =V = r3 = g\/é =2r. (2)
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Pravidelny ¢tyfstén nema kulové plochy pfipsané pifi hranich. Kdyby
totiz napriklad existovala sféra pripsana Ctyfsténu k néjaké hrané, musela
by vzhledem k jeho symetrii existovat i pfi hrané protilehlé. To vSak neni
podle véty 4 mozné.

Lze to ovérit i vypoctem. Existuje-li stfed Os kulové plochy pripsané
StyFsténu pri hrané C D, nachazi se uvnit prilehlé strechy. Cty¥stén ABCD
se nachéazi v trojbokém dvojjehlanu ABO>C D, protoze vrcholy C a D lezi
v opac¢nych poloprostorech s hrani¢ni rovinou ABOy. Pomoci obr.10 (b)
a (c) zjistime, ze plati (Vapco, + Vaspo,) — (Vepso, + Vepao,) = V.
Odtud po upravé obdrzime rovnici 0 - 7o = V' s nezndmou 72, kterd nemé
feSeni, nebot V # 0.

Zdver. Pravidelny ¢tytstén ma pouze jednu sféru vepsanou a ¢tyti kulové
plochy pfipsané u stén. Jejich poloméry jsou dany vztahy (1) a (2).

Priklad 2

Ve &tytsténu ABCD plati AD 1. BD, BD L CD,CD 1 AD a |AD| =
= |BD| = |CD| = a. Vypoctem i konstrukei stanovte poloméry kulovych
ploch, jez se dotykaji hrani¢nich rovin ¢ty¥sténu.

Resent. Snadny vypocet poloméri metodou dvojiho vyjadieni objemu
¢tyfsténu jiz nebudeme opakovat. K FeSeni zvolime trigonometricky po-
stup, ktery zarovenn poskytne navod k provedeni konstrukce.

Nejprve uré¢ime polomér kulové plochy Ko p(Ocp;ra) pripsané pii hrand
CD. Vyjdeme z obr. 11, kde E, F jsou po fadé obrazy bodu A, B v symet-
rii se stfedem D. Doplnime-li é¢tyistén DEFC na krychli DEQFCXPY,
pak je polopfimka p = DP mnozinou téch bodd pravothlého trojhranu
DEFC, jez maji od jeho stén stejnou vzdalenost. Navic lezi v roviné C'SD,
kde S je stfed hrany AB.

Rovina CSD protina sféru Kop v hlavni kruznici k4(Ocp;rs). Jeji
prusecik se symetralou o klinu ABCD je stfed O¢cp . Z podobnosti troj-
thelnika DOcpT a DPQ zjistime

|DT| = ryV/2.

Dale stanovime odchylku e symetraly o od roviny ABD, abychom mohli
vyjadiit r4 pomoci dané délky a. Z trojuhelniku C'SD plyne

0S| = /DS + [DCE = a \/g
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a tak
cos2e = DS _ 1
(ORI VE
Vysledek dosadime do standardniho vztahu pro tangens, resp. kotangens
polovi¢niho thlu a upravime na tvar

VB2
-3

\/6+\/§.

. tge =
resp. cotg 5

tge

B
|4D|=|BD|=|CD|=a a G
4 pn al Q T

|AB|=|BC|=|CA|=|DQ|=a\2 2 2

Obr. 11 K prikladu 2: (a) situace v prostoru, (b) fez rovinou CDS
Vratme se nyni k trojahelniku OcpST. Plati

|ST| = |OCDT| cotge

neboli
a V6 + 2
— /2= Y5
NG 4 B 4
a odtud
3+1
Ty = \/_2—1— a = 1,366a. (4)

Konstrukéni feSeni tlohy spoc¢iva v narysovani obr. 11 (b) ve vhodném
méfitku pro konkrétni hodnotu a. Postup snad neni nutné uvadét.
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Dosud jsme nezminili kruznici k2(Os;72), uvedenou na obr. 11. Kruh,
ktery ohranicuje, je spoleénym kolmym priamétem kulovych ploch pfipsa-
nych ¢tytsténu ke sténdm BCD a ACD. Stiedy téchto sfér totiz lezi na
pruniku symetraly o klinu ABC'D se symetralami klinat CDBE a CDAF,
jez jsou kolmé k roviné C'DS. Lezi tedy na kolmici k roviné C'DS proché-
zejici bodem O3 € CD No. A tak maji obé sféry polomér

:\;itgaz\/ila:a—miO,?)GGa (5)

Vzhledem k symetrii ¢tyfsténu méa polomér rs i kulové plocha piipsana
ke sténé ABD.

Stred sféry K(Oq;r1) Ctyfsténu vepsané, i stfed sféry K 4pc(Os;r3) prip-
sané k jeho sténé ABC, lezi rovnéz v roviné C'SD. Je tedy mozné analo-
gickym postupem doplnit obréazek obr. 11 (b) o hlavni kruznice téchto sfér
a urcit jejich poloméry konstrukei i vypoctem.

Provedeni ponechame ¢tenafi a uvedeme jen, zZe

3 *6‘/3 a=0211, rg3= 3 +6\/§ a

2

r = =a—11 =0,789a. (6)
Zavér. Dany ¢tyfstén ma jednu sféru vepsanou, ¢tyii kulové plochy piip-
sané ke sténam a t¥i pfipsané pii hranach AD, BD a CD. Jejich poloméry
jsou dany vztahy (6), (5) a (4).

Ze zakladnich vlastnosti ¢tyfsténu jako prostorové analogie trojihel-
niku jsme dosud neuvedli priisecik vysek. Maji jej pouze tzv. ortocentrické
Clyrstény, s nimiz se seznadmime pristeé.
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Objavovanie na hodinach
matematiky I

MATUS STANA
Gymnézium M. M. Hodzu, Liptovsky Mikulas, SLOVENSKO

Matematické myslenie ma v sidasnosti velky vyznam. Na Skolach pri-
pravujeme mladych Tudi, Ziakov, aby vedeli fungovat v takom spolocen-
skom a pracovnom prostredi, o ktorom dnes vela nevieme. ZaZzivame tech-
nologicky progres s rychlym nastupom umelej inteligencie. Je zrejmé, ze
to otrasie pracovnym trhom. Mnohé povolania tak, ako ich pozname dnes,
nebudi existovat. A vznikna tiez také, o ktorych dnes nemame Ziadnu
predstavu. O to naliehavejsia je otazka, ktord vzdeldvaci systém zamest-
navala a zamestnava vzdy. Co je potrebné mladého ¢loveka naucit? Co
potrebuje vediet, aby vedel byt uplatnitelnym?

Jednou z oblasti, ktoré mozeme skimat, je obsah. V minulosti bola
vedomost, poznatok, zasadnou konkurencénou vyhodou. V globalizovanej
dobe, ked st informéacie dostupné prakticky komukolvek a kedykolvek,
sa vSak uz takto ziskana konkuren¢na vyhoda nezda dolezita. V Ziadnom
pripade nechceme relativizovat otédzku obsahu vzdelavania, je nevyhnutné
mat dobry material pre to, aby sa ¢lovek mohol ué¢it. No déraz by sme
mali zamerat uZ nie na samotnu informéciu, ktora sa ¢lovek nauci, ale na
to, ako vzdelavaci obsah podporuje proces ucenia sa ziaka. Dostavame sa
tak k druhej dolezitej oblasti, nad ktorou by sme sa mali zamyslat. A tou
je forma. Ako nastavit vzdelavaci proces tak, aby sa Ziak efektivne ucil?
Aké metody a formy pouzit? Aké tlohy a problémy zadavat?

Uvedené otazky si rozhodujice aj pre vyucovanie matematiky na za-
kladnych a strednych 8kolach. Matematika nie je len veda opisujiica svet.
Nie je to len zoskupenie niekolkych definicii a vztahov, ktoré sa Ziak méa
naucit a pomocou nich vyriesi ur¢ita sadu pripravenych tloh. Matematika
je o mysleni, je o pristupe k poznavaniu sveta. Ak prijmeme tento pohlad,
znamena to, Ze aj na hodindch matematiky musime ako uditelia chciet, aby
ziaci nielen reprodukovali naucené vzorce. NaSa snaha je zamerana na to,
aby sme ziakov naudili matematicky mysliet. Co to vsak znamena v praxi?

Predkladany text vychadza zo skiisenosti jeho autora, ktory pracuje
ako uéditel matematiky na strednej Skole — gymnéaziu. Na vyssie polozené

252 Matematika — fyzika — informatika 34 (4) 2025



otazky neexistuju jednoduché odpovede. Kazda trieda, kazdy ziak je iny.
Co funguje v jednej skupine, v druhej uz fungovat nemusi. Co sa ukaze
ako efektlvne dnes, zajtra uz takym nebude Prlklady uvedene v clanku

v matematickej obci.

Uc¢enie sa v matematike

Ludsky mozog dokaZe realizovat rdzne procesy s odlisnou mierou naro¢-
nosti. Je to vSeobecne znamy poznatok, ktory sa odzrkadluje v teoretic-
kych modeloch znamych ako taxonomie kognitivnych (alebo inych) fun-
kcii. Existuje ich viacero. Bloomova taxonémia, jej revidovana podoba
(Krathwohl-Anderson), Niemierkova klasifikdcia a pod. Nie je cielom
¢lanku ich vzajomne porovnéavat & popisovat. Je to ale jasna ilustracia, Ze
¢innosti, ktoré nas mozog realizuje, st rozne. Schopnost zapamétat si infor-
maéciu je sice vychodiskova a zakladna schopnost vysSej nervovej stustavy,
no bolo by malo ostat len pri nej. Na fiu je potrebné nadvazovat dalsimi
procesmi. Vzhladom na nejasné vyzvy v budtcnosti je tiez doélezité, aby
mlady ¢lovek (Ziak) vedel to, ¢o sa nauéi, uplatnit aj v podmienkach, na
ktoré sa nepripravil. Mnohi autori hovoria o tzv. metakognitivnych schop-
nostiach [1, 5]. Nestaci, ak Ziak vie excelentne zadefinovat konjunkciu ¢i
disjunkciu a bez akychkolvek problémov vyplni tabulku pravdivostnych
hodnoét pre dant vyrokova formu zapisani pomocou premennych. Je to
maéalo platné, ak si v dospelosti ako manazér pre¢ita nejakd legislativu,
ktora sa tyka jeho podnikania, ale pouziti matematicku logiku v nej ne-
uvidi.

Ak chceme, aby Ziak bol schopny pouZivat svoje matematické schop-
nosti prirodzene aj pri rieSeni problémov, s ktorymi sa eSte nestretol, je
potrebné mu aj v Skole na to vytvorit prileZitost. Ucenie sa Zziaka musi
byt uz v gkole aktivne, Zziak potrebuje priestor pre experimentovanie, pre
modelovanie. V naSom prostredi je znamy pristup didaktického konstruk-
tivizmu, ktory formulovali M. Hejny a F Kufina [3]. Vnima matematiku
ako proces, nie len vysledok. Déraz je na vlastnej préci ziaka, jeho objavo-
vani, na interakcii aj so spoluziakmi v triede. Tento pristup je zdkladnym
didaktickym vychodiskom, o ktoré sa autor tohto ¢lanku opiera. Sme si
v8ak vedomi, Ze realne uplatiiovanie tohto konceptu naréza na praktické
obmedzenia. Vytvorit Ziakovi priestor objavovat je ¢asovo narocné, kladie
to Specifické poziadavky na pracu ucitela a najmé, je potrebné vytvorit
prostredie, ktoré je objavovaniu naklonené. Tu myslime najma na prob-
lémy a tlohy, ktoré Ziaci riesia.
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V dalsom texte sa zameriame na posledni z vyssie uvedenych prekazok.
Aké problémy pred Ziaka poloZzit, aby mal priestor objavovat? Len stru¢ne
uvedieme, Ze po organizacnej a formélnej stranke realizujeme niZsie uve-
dené aktivity na volitelnych predmetoch z oblasti matematiky, kde nas
nelimituju vzdelavacie Standardy ¢ cielové poziadavky.

Zakladnou otézkou teda je, aky problém Ziakovi pontuknut, aby mal
moznost objavovat. Na jednej strane nemoze ist o problematiku vel'mi jed-
noduchd, pre Ziaka rutinni. Musi mat priestor na objavovanie. Na druhej
strane, ak zvolime prili§ naro¢né problémy, Ziak moze rychlo stratit moti-
vaciu, resp. objavovanie bude pre neho prakticky nemozné, lebo nema na
¢om stavat. V naSej praxi sa nadm osveddila oblast teorie grafov. Tejto ob-
lasti sa Standardne na strednych ¢ zakladnych $kolach nevenujeme (aspoi
v slovenskom prostredi). Tato namietku si uvedomujeme. Teoériu grafov
vSak pokladame za vhodnu ilustraciu a ak bude mat ucitel na jej zaclene-
nie urcity priestor, odporicame to. Ci uz na nejakom volitelnom predmete
z matematiky, Skolskom krizku alebo ak ucitelovi ostane ¢as aj na beZnej
hodine matematiky.

Teoéria grafov ako priestor pre objavovanie

Uz malé deti sa stretnti s problémom kreslenia jednym tahom. Kres-
lime domceky ¢i iné objekty. Prave kreslenie jednym tahom stélo aj pri
zrode teorie grafov. Tuto problematiku sme si ako predmet skiimania pre
volitelny predmet Seminar z matematiky vybrali z niekol'kych dévodov.

Prvym je jednoduchost a intuitivnost rieSenia problémov. Ako uvidime
na vzorovych tulohach niz8ie, k rieSeniu mnohych problémov z teorie grafov
mozno pristupit velmi intuitivne. Netreba poznat Ziadne vstupné definicie
¢i fakty. Je mozné si zaviest spolo¢ny pojmovy aparat (graf, vrchol, hrana),
no nie je to nevyhnutné. Zadané problémy riesi ziak experimentovanim.
Skuga, skiima, premysla a hlad4 algoritmy. Podl'a veku a vyzretosti Ziaka
je moZné ocakavat roznu troven abstrakcie a v8eobecnosti pri formulécii
algoritmov.

Druhym dévodom je motivaény potenciél. Je to nieco iné, ako to, na ¢o
st ziaci na hodindch matematiky zvyknuti. Casto st tieto problémy pre
ziakov zaujimavé. NavySe, k teorii grafov existuje velké mnoZstvo praktic-
kych aplikacif, ktoré aj ziak povazuje za naozaj uzito¢né (dopravné siete,
inzinierske siete, manaZérske rozhodovanie a pod.).

Tretim dovodom je dobra praca s problematikou na hodine z pohladu
ucitela. Ucitel moéze davat dopliiujice otézky, upravovat zadania, reagovat
na dianie v triede.
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V neposlednom rade treba zdoraznit, Ze rieSenie problémov z tejto ob-
lasti je vhodné ¢i pre Ziaka druhého stupna zakladnej Skoly alebo pre stre-
doskolaka. Sta¢ia minimélne zmeny vo formulécii tilohy. Skiisenosti autora
s pracou v triede su pozitivne. Aj ziaci, ktori st v klasickej skolskej ma-
tematike slabsi, sa tu vedia najst. Autor na tychto tulohach pracuje so
Ziakmi tretieho ro¢nika gymnéazia (17-18ro¢ni Ziaci). PouZiva ich na pred-
mete Seminar z matematiky, ¢o je volitelny predmet, no nevyberaji si ho
len Ziaci so zdujmom o maturitu z matematiky. V skupine je priblizne 18
ziakov a vzhladom na podmienky Skoly, kde autor pracuje, su aktivity na-
vrhnuté na cca 70 minat (seminar je organizovany ako ,dvojhodinovka®).
Tieto informécie uvadzame len preto, aby bol zrejmy kontext, v akom Ziaci
pracuju. V dalsom texte uvadzame tri ilustracie. Tri priklady, ktoré sme
na hodinach rie$ili. K nim pripdjame aj komentare a poznamky, ktorych
cielom je ilustrovat reakciu ziakov na hodine a ich naslednu spatnu vizbu.
Celkovo sme sa téme venovali v rdmci dsmich lekcii. Kazdua lekciu tvorila
jedna vyucovacia jednotka (v tomto pripade dvojhodinovka).

Problém 1

Na obrazku 1 je plan datového rozvodu v starSej budove. Kabelaz je
potrebné vymenit a siet zjednodusit, nakolko jej neprehl'adnost predrazuje
adrzbu. Cisla medzi uzlami vyjadrujt vzdialenost uzlov (minimalnu dizku
kabla medzi nimi).

Obr. 1 Graf je prevzaty z [6]

Navrhnite novy sp6sob prepojenia tak, aby ste prepojili vSetky pévodné
uzly do jednej siete, ale minimalizovali dlzku kabla, a tym aj zloZitost siete.
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Pozndmka. Postacuje, aby existovalo Tubovolné prepojenie medzi uzlami,

. . R . S » .
nie nutne priame. Napr. v pévodnej sieti bol prepojeny uzol ,c* a uzol , ]
¢o v8ak nie je nutné, ak ostani prepojené cez uzly i a ,e".

7 hl'adiska teorie grafov ide v tlohe o najdenie tzv. miniméalnej kostry.
Algoritmov, ktoré slizia na najdenie minimalnej kostry grafu, je viacero.
Ako sme vSak uz uviedli, ziaci predtym nepreberali v8eobecné poznatky a
algoritmy teorie grafov. Dostali len tuto tlohu a zacali skusat. Je priro-
dzené, ze najprv boli ich pokusy celkom intuitivne. Kazdy vytvoril nejaky
upraveny spojity graf a spocital zostavajicu dizku kabla. Do uréitej miery
takto Ziaci medzi sebou stperili o minimalnu dlzku. Mohli pracovat aj
v skupinach, diskutovat, premyslat. Ucitel postupne prechadzal jednotli-
vymi skupinami a ak to bolo potrebné, formuloval podporné otézky. V pri-
pade tejto tdlohy plati, Ze pre Ziakov predstavovala zvladnutelni vyzvu a
potreba podpornych otézok bola minimalna.

Ziaci potrebovali len ¢as. Po niekol'kych desiatkach minat svojim expe-
rimentovanim sami prisli na mnoho doélezitych skuto¢nosti. Napr. ze im
nesmi ostat ziadne cykly. Zaujimavym a dolezitym bol tiez alternativny
pohlad na tlohu. Nemusime sa na iu zamerat len tak, Ze postupne budeme
odstranovat spojenia, ale naopak, mozeme si odmysliet vSetky spojenia
(hrany grafu) a jednotlivé uzly (vrcholy grafu) pripajat postupne. Tento
postreh pokladame za vyznamny, nakol'ko ¢asto je pri rieSeni problémov
(v matematike aj mimo nej) potrebné pozriet sa na situaciu inak. Prakticky
v8etci Ziaci napokon vhodny algoritmus nagli. Na zaver sa cela skupina
spolo¢ne s ufitelom venovala presnejSej formulécii algoritmu. V skupine
sme ,objavili“ Kruskalov algoritmus miniméalnej kostry. Cel& praca trvala
ziakom do 60 minit.

Problém 2

Na obrazku 2 je schéma dopravného vlakového spojenia medzi 8 mes-
tami (oznafené ¢iernymi bodmi). Pri posielani schémy projektantovi vSak
tento schému zle pochopil a ako mesta uvazoval aj dalgie priesecniky ciest
(Gervené body na obrazku vpravo).

Je moZné schému prekreslit tak, aby k podobnému nedorozumeniu ne-
mohlo dojst?

V pripade tejto ulohy ide o problematiku rovinnych (planarnych) grafov,
t. j. takych, ktorych dve rézne hrany nemaju iné spolo¢né body okrem vr-
cholov. U¢itel vyuzil tito tlohu ako tivodni motivaciu. Praca ziakov trvala
do desat minit a nakoniec vSetci prekreslili graf v planarnej podobe. Uve-
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domili si pri tom velmi doélezitt myslienku, Ze ak chceme zachytit grafom
nejaku situéciu, je dolezité najmé dodrzat pocet vrcholov a charakter spo-
jeni. Tzn. ak ma byt vrchol A spojeny s vrcholom B, tak ich je potrebné
spojit, no na tom, kadial toto spojenie (hrana) bude viest, ¢asto nezalezi.
Predchadzajuce dve vety sme uviedli tak, ako ich formulovali Ziaci. MoZno
im vytknut uréiti pojmovi volnost, no v podstate Ziaci vnimaji vyznam
izomorfizmu (v tomto pripade izomorfizmu grafov). Pojem samotny a jeho
definiciu sa Studenti nauc¢ia na vysokej §kole, no je dolezité, Ze s touto mys-
lienkou pracuju. Je to urc¢ity princip matematického modelovania, ,,ohybat*
realitu tak, aby sa problém zjednodusoval, no zaroven, aby sa nezmenil jeho
charakter.

Obr. 2 http://matematika.reseneulohy.cz

Na tato dlohu sa na hodine nadviazalo dalsimi cviceniami. Ziaci dostali
rozne grafy (na internete je dostupna ich Siroka skala, prip. ich uéitel moze
kreslit aj sdm) a mali ich prekreslit ako rovinné. Studenti objavili, ze to
nie vzdy ide. Prikladom je aj nasledujica tloha.

Z kazdého domu maju viest 3 samostatné cesty — jedna k studni, jedna
k mlynu a jedna ku kolni (obr. 3). Ziadna z ciest nesmie krizovat ini. Ako
cesty vybudovat?

Ide o problematiku grafu K(3,3). Tento nie je mozné zakreslit ako ro-
vinny. Znovu v8ak treba ocenit skimanie Ziakov. Velmi Tahko prigli na
to, Ze sta¢i vyuzit nejaké mosty ¢i tunely. Z matematického pohladu teda
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zistili, Ze tloha sice nie je riesitelna v rovine, ale na inom type plochy ano.
Ako poznamku uvedieme eSte velmi inSpirativne hodnotenie jedného zo
ziakov, ktory si uvedomil, Zze ak by doméceky a hospodarske stavby nakres-
lil na hrniec, rieSenie by nasiel (vyuzil by pritomnost usi na hrnci).

7\ A\
A

©
o mlyn o
kélna studia
Obr. 3

Aj pri tejto ulohe plati, Ze Ziaci pracovali velmi tvorivo, nebéli sa expe-
rimentovat a diskutovali o probléme.

Problém 3

Na obrazku 4 je mapa cestnej siete fiktivneho mesta. Vsetky cesty
mozno prechiddzat v oboch smeroch s vynimkou jednosmernych tsekov,
ktoré su oznacené §ipkou: t4 oznacCuje smer, v ktorom mozno tsek prejst.
Kazdy tsek je oznaceny aj ¢asovou znackou — ¢islom, ktoré udava prie-
merny ¢as potrebny na prejdenie tiseku. Usekom vizdy rozumieme cast

cesty od krizovatky po krizovatku, pri¢om v meste si krizovatky tvaru X
a'T.

1) Za aky najkratsi ¢as sa dostaneme zo skladiska do predajne? Kadial
najkrat8ia cesta bude viest?

2) Vedeli by ste situaciu zachytit vo forme vhodného grafu? Co by pred-
stavovalo vrcholy a ¢o hrany grafu?
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3) Pokuste sa naformulovat algoritmus, ktorym by ste najkratSiu cestu
nasli aj v ovela zlozitejSom grafe.

. | IE—— J}n !
e

7
T 1 12
10

W

Obr. 4

Objavit algoritmus pre hladanie miniméalne cesty v grafe je uz ovela
narocnejsie. Predstavena tloha obsahuje tri zadania. Prvé je velmi hravé
a jeho rieSenie je vzhladom na nenaro¢nt dopravnt schému dosiahnutelné.
Najkratsiu cestu ziaci nadjdu aj jednoduchym skisanim. Potrebuji k tomu
len ¢as a trpezlivost. Druhé zadanie je zamerané na zakreslenie vhodného
grafu pre dand situaciu. V tomto kroku Ziaci spoznavaju jednu z praktic-
kych aplikacii tedrie grafov a vyznam matematického modelovania. Tretia
¢ast je uz o hladani algoritmu. Ziaci pri tejto tdlohe stravili priblizne 80
mintt. Napriek tejto dizke boli ststredeni a pracovali (je potrebné pripo-
menit, Ze iSlo o volitelny predmet a tiez, Ze Ziaci st uz prakticki dospeli
gymnazisti). Samotny algoritmus sa im bez pomoci ucitela objavit nepo-
darilo. Av8ak nagli mnoho zaujimavych momentov, ktoré spolo¢ne s uéite-
Tom do algoritmu len zovSeobecnili. U¢itel presival na plane predajiiu tak,
aby ju priblizoval k Startovaciemu bodu. Pre Zziakov tak bolo prirodzenej-
Sie aplikovat zakladny princip Dijkstrovho algoritmu, t. j. graf ,objavovat*
postupne prostrednictvom definitivnych vzdialenostnych znaciek v jednot-
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livych vrcholoch (v pripade nasej tlohy je vrcholom vzdy krizovatka). Pri
tvorbe grafu, ktory by prezentoval zadanu tlohu, nemali Ziaci problém
zakreslovat ,jednosmerky* (pouZivat teda orientovany graf). Tato uloha
bola v naSej praxi zaujimava svojim poukazanim na skutoc¢nost, Ze niekedy
je ovel'a doleZitejsie objavovat ako objavit. Aj napriek tomu, Ze Ziaci sami
nedospeli k vysledku (pri ¢asti 3), ich objavovanie malo velky zmysel.

Zaver

a strednych 8kol. Chceli sme poukézat na to, Ze ak vytvorime priestor a
pouzijeme vhodny obsah prijatelnym spoésobom, moéZeme aplikovat kon-
struktivistické objavovanie aj na hodinidch matematiky. Zaroven sme chceli
ilustrovat aj vhodnost problematiky teoérie grafov pre tento ucéel. Vybrali
sme len trojicu problémov, ktorym sme sa venovali priamo na vyucovani.
Teoria grafov pontka viacero moznosti. Zaujimavé su uvahy o kresleni jed-
nym tahom v neorientovanych i orientovanych grafoch, odvodenie a dokaz
Eulerovej vety o poc¢te vrcholov, hran a stien v rovinnom grafe (kde sa
velmi prirodzenym a zaujimavym sposobom pouziva dokaz matematickou
indukciou) ¢ problematika farbenia grafov. Verime, Ze uvedené ciele sa
nam podarilo naplnit.
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Slovni ulohy na vyuziti
absolutnich hodnot

JAKUB NOVAK
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Ucitel matematiky muze ve vyuce zvySit motivaci zakt vhodné zvo-
lenou slovni tlohou. Ta ilustruje vyuziti matematického aparatu mimo
matematiku; predevSim ale jejim FeSenim aktivné rozviji Zaci své kompe-
tence a schopnosti matematizace, tj. abstrakce, zjednoduSeni a prevedeni
zadaného problému na matematickou tlohu. V ucebnicich a ve vyuce se
tak muzeme setkat tfeba se slovnimi tlohami vedoucimi na feSeni soustav
linedrnich rovnic, vypocet povrchu ¢ objemu télesa nebo aplikaci trigono-
metrickych vét.

V dotaznikovém Setieni, které autor ¢lanku provedl mezi uéiteli na
Ceskych gymnaziich, mélo 127 respondentid u kazdého z 18 tematickych
okruht stFedogkolské matematiky') uvést pocet obvykle zadavanych aloh
v hodinach matematiky, jejichz zadani odkazuje na situaci nebo jevy mimo
Skolskou matematiku. Nejvétsi podil respondentti, kteff uvedli odpoved
,0“, mél okruh Funkce, rovnice a merovnice s absolutni hodnotou, a to
priblizneé 49 %. Tato skutecnost je v souladu s tim, Ze se v kapitolach
o absolutni hodnoté v bézné uzivanych ucebnicich (jmenovité ucebnici [2]
nakladatelstvi Prometheus nebo uéebnici [3] a pracovnim sesitu [4] fady
Didaktis) takové tlohy nevyskytuji viibec. Nevyskytuji se rovnéZz ani ve
specializované sbirce aplika¢nich tloh [5].

V tomto ¢lanku proto pfedstavime dvé slovni tlohy, které vyfesime
uzitim funkci s absolutnimi hodnotami. Konkrétné budeme vyuzivat ge-
ometrického vyznamu absolutni hodnoty rozdilu |a — b| jako vzdalenosti
obrazl redlnych ¢isel a a b na ¢iselné ose.

Uloha 1 (Zdravotnické stanovisté na bézeckém zavodg)

Na bézecké trase dlouhé d km se nachazi n riznych kontrolnich sta-
novist, ne nutné rovnomérné rozmisténych. Kromé nich je tfeba na trat

D P¥i sestavovani okruht autor vychézel z platného RVP pro gymnéazia [1], nap¥. byly
vymezeny okruhy Kvadratické funkce, rovnice a nerovnice, Stereometrie nebo Pravdé-
podobnost.
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umistit také jedno zdravotnické stanovisté. Z ného by zdravotnici méli
byt schopni se co mozna nejrychleji dostat ke startu, cili i vS§em kontrol-
nim stanovistim. Kam méme zdravotnické stanovisté umistit, aby soucet
jeho vzdalenosti od vS8ech kontrolnich stanovist, od startu a od cile byl co
nejmensi? Predpokladejme, Ze zédvod konéi jinde neZ zacal a Ze neexistuje
kratsi cesta mezi stanovisti nez po zavodni trase.

Pozndmka: Z ohledem na rozsah tohoto ¢lanku formulujeme tlohu rov-
nou obecné, zakim je v8ak mozné tlohu nejprve formulovat pro konkrétni
udaje. Napf.:

o délka trasy je 45 km, t¥i stanovisté jsou na 13., 26. a 37. kilometru;

e stejné délka trasy, ale stanovisté jsou ¢tyfi, a to na 17., 30. a 35. a
40. kilometru.

Regeni obou variant bude patrné z obecného postupu, ktery nyni popiSeme.

Reseni. Necht se zdravotnické stanovisté nachézi na a-tém kilometru
trasy dlouhé d km a kontrolni stanovisté se nachazi postupné na x;-tém,
To-tém, ..., x,-tém kilometru trasy, kde 0 < z1 < z2 < ... < z, < d.
Vzdalenost zdravotnického stanovisté od startu je pak rovna x, vzdalenost
od cile je rovna (d — x) a vzdalenost od k-tého stanovisté je dle geomet-
rického vyznamu absolutni hodnoty rovna |z — xg|.

Funkce f, jejiz minimum nyni budeme na intervalu (0;d) hledat, ma
proto predpis tvaru

fl@)=z+|z—ai|+ |z —z|+...+ |z —2p]|+(d—2x) =
=lz—z|+|lz—22| +... + |z — 2| + d.

Vyjadreme predpis funkce f v jednotlivych intervalech (0; x1), (z1;z2), ...,
(Tn—1;2n), (x,;d) tak, aby neobsahoval Zadné absolutni hodnoty. To pro-
vedeme dobfe znamym odstranovanim znakt absolutnich hodnot v zavis-
losti na znaménku zastoupeného dvojcélenu. Postup je podrobnéji popsan
napf. v feSeném piikladu 3 u¢ebnice [2, str. 45].
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Ve sloupcich tabulky 1 jsou pro kazdy interval vyjadfeny dvojcleny,
kterymi nahradime vyrazy s absolutnimi hodnotami v predpisu funkce f.
V poslednim Fadku je pak uveden predpis linearni funkce, ktera je na da-

ném intervalu identicka s funkci f; ko, ..., k, jsou pfitom jisté realné kon-
stanty.?) Vechny tyto linearni funkce ozna¢me postupné fo, fi,..., fn_1
a fn-

z € (0;z1) x € (r1;22) T € (x2;23) ... TE{(Tp-1;Tn) T E (Tn;d)
| — 21| 1 —T T —x1 T —x1 T —x1 T —x1
|z — 22| To — T To — T T — To T — To T — To
|z — x3| T3 — T3 — T3 — T — 3 T — 3

|t — Tn—1|| Tn-1 — = Tpo1 —T Tp_1—T T — Tp_1 T — Tp_1
|z — zn| Ty — T Ty — T Ty — Ty — T — Tn
f(x) —nx+ko —(n—2)x+ki —(n—4)z+k2...(n—2)x+kn_1 nzr+kn

Tabulka 1: Vyrazy v absolutnich hodnotach a vyjadfeni funkce f v dil¢ich
intervalech

Podivejme se nyni na smérnice grafii uréenych linearnich funkef; v§im-
néme si pritom, Ze se v fadé zvétsuji o 2. Pro licha n to znamena, ze zddné
z téchto smérnic neni nulovi. Oznacime-li tehdy m = ”'QH, maji grafy
funkci fo,..., fm—1 zdpornou smérnici a grafy funkci f,,,..., fn kladnou
smérnici. To znamena, Ze pro licha n je cela funkee f na intervalu (0; z,,)
klesajici a na intervalu (z,,; d) zase rostouci.?) Odtud dostavame, ze v bodé
T, musi byt minimum funkce f, a proto musi byt pro licha n zdravotnické
stanovisté na ("'2"1 )-tém stanovisti. Piklad grafu funkce f pron = 3 je na
obr. 1 vlevo.

Pro suda n je jedna ze zkoumanych smérnic nulova, a to smérnice grafu
linearni funkce f,, kde p = 5. Na intervalu (0;z,) je tak celd funkce f
klesajici, na intervalu (zp;z,11) konstantni a na intervalu (zp41;d) ros-
touci. Miniméalni hodnoty tak nabyva funkce f v libovolném bodu inter-
valu (x,; pt1). Pro suda n proto miZzeme zdravotnické stanovisté postavit

n+2

kdekoli mezi Z-tym a ("3=)-tym stanovistém. Pitklad grafu funkce f pro

n =4 je na obr. 1 vpravo.

2)Hodnoty vsech konstant k; se daji presné vyjadiit soucty nebo rozdily parametrt
1, ..., Tn a d, pro dalsi FeSeni tlohy je vSak nepotfebujeme.

3)Spravné bychom zde jesté méli poznamenat, e je funkce f vzhledem ke svému
predpisu spojita.
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min f(x) - ‘
min F(z) fo b

| i | i i | |
] 1 Tz T3 ( 0] T Ty X34 (

Obr. 1 Piiklady grafa funkce f pron=3an =4

Na zavér poznamenejme, Ze pokud bychom zaktm zadali zjednodusené
verze ulohy s pevné zvolenymi parametry, jak jsme je navrhli v poznamce
pred FeSenim, muselo by byt zdravotnické stanovisté na 26., resp. kdekoli
mezi 30. a 35. kilometrem trati.

Uloha 2 (Modely vykonnosti IT oddé&leni)

Vedouci IT tseku, ktery se zabyva feSenim problémi jedné nejmenované
korporétni firmy, chce mit k dispozici model vykonnosti svého oddéleni.
Zédany model ma v zéavislosti na po¢tu problému pfedpovédét pribliznou
dobu jejich vyFeseni.*) Vedouci si pro sebe provedl ¢tyfi méfeni: pfi prvnim
zvladl tym vyfesit 7 problémi za 9 minut, pii druhém 10 problémi za
10 minut, pfi tfetim 15 problémi za 19 minut a pfi ¢tvrtém 4 problémy
za b minut.

a) Ktery druh funkce z nasledujiciho seznamu bude nejlépe modelovat
popsanou zavislost (z zna¢i po¢et problémi, y pot¥ebny ¢as v minu-
tach)?

i) konstantni funkce f: y = b;b € R;
pifma ameérnost f: y = ax;a € R\ {0};

obecné linearni funkee f: y = ax + b;a,b € R\ {0};

11

iii

—_ —— —

iv) nepifma amérnost f:y = %;a € R\ {0}.

b) Najdéte konkrétni predpis funkce, ktery byste predlozili jako idealni
model vedoucimu IT oddéleni.

4) Predpokladame piitom, Ze vSechny problémy maji srovnatelnou obtiZznost.
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Regeni. S rostoucim poé¢tem problému roste také doba potiebna k je-
jich TeSeni, proto vhodnym modelem nebude konstantni funkce ani ne-
prima tmérnost. Protoze navic vyfesit 0 problémii zfejmé tymu nezabere
zadny Cas, vhodné modely budeme hledat pouze mezi funkcemi, které jsou
pfimymi imérnostmi. Zadna z nich vsak nebude jednozna¢né ,idedlnim
modelem*; body [0;0], [7;9], [10; 10], [15; 19] a [4; 5] totiZ nelezi na pFimce.
Popiseme nékolik modeli, které je mozné zédktm ukazat nebo na které
mohou Zaci sami prijit.

Patrné nejjednodussi model ziskdme nasledujici avahou: tym celkové
vytesil 36 problémi za 43 minut, tedy jeden problém vyfesil primérné za
g—g min = 1,19 minut. Hledana pfima timérnost proto bude mit pfedpis ve

tvaru
43

flzy:%x.

Druhy model uz bude vyuzivat absolutnich hodnot. Nazvéme jeho ur-

¢eni metodou nejkratsich tisecek a ilustrujme ji na piikladu se tfemi zada-
nymi body [z1;y1], [72;92] a [z35ys] (viz obr. 2).

A Y
fry=ax

QLY -+

AT A A

O T ) T3 T

A\

Obr. 2 Metoda nejkratsich tsecek

Nasim tkolem je najit funkci f: y = az takovou, Ze t¥i zvyraznéné
usecky, které reprezentuji rozdily mezi ,,idedlnimi“ a ,skuteénymi“ body,
budou v souCtu co nejkratsi. Matematicky proto minimalizujeme vyraz
s proménnou a, ktery ma vyjadieni

If(z1) — 1| + [f(z2) — ya| + [f(73) — ya| =
= lax1 — y1| + |axa — yo| + |axs — y3].
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Nyni se vratme ke konkrétnim tadajum ze zadani tlohy. Regenfm bude
takova funkce f5: y = ax, pro kterou vyraz

|f2(7) = 9] + [f2(10) — 10] + [f2(15) — 19| + | f2(4) — 5]
nabyva nejmensi mozné hodnoty. Dosazenim fs(x) = ax dostavame vyraz
[7Ta — 9] + |10a — 10| + |15a — 19| + |4a — 5|,

jehoz hodnota je zavisla pouze na parametru a. Budeme tedy hledat bod,
ve kterém ma minimum nové vytvorena funkce

g(a) =|7a — 9] + |10a — 10| 4 |15a — 19| + |[4a — 5].

Rozlozime R na sjednoceni disjunktnich intervalt oddélenych nulovymi
body vyrazu v jednotlivych absolutnich hodnotéch a vyjadiime funkci g
v kazdém z téchto intervala predpisem bez absolutni hodnoty. Mnozina
v8ech takovych nulovych bodi je {17 %, %, %} V tabulce 2 je v kazdém
z péti vzniklych intervali vyjadien kazdy ze s¢itancu i predpis celé funkce g
bez absolutnich hodnot.

(=003 1) (13 (318 (%) (3:%)
|10a — 10| | —10a + 10 10a — 10 10a — 10 10a — 10 10a — 10
|[4a — 5] —4a+5 —4da+5 da —5 4a —5 da —5
|[15a — 19| | —15a+19 —15a+19 —15a+ 19 15¢ — 19 15a — 19
[7a — 9 —Ta+9 —Ta+9 —Ta+9 —Ta+9 Ta —9
g(a) —36a +43 —16a + 23 —8a + 13 22a — 25 36a — 43

Tabulka 2: Vyrazy s absolutnimi hodnotami a vyjadieni funkce g v dilé¢ich
intervalech

Vidime, Ze v intervalu (—oo; %> je funkce g klesajici, nebot v kazdém ze
t¥1 dil¢ich intervalii je smérnice grafu pifslusné linearni funkce zaporna.”)
V intervalu <%;m) je naopak funkce g z obdobnych divodi rostouci.

Proto je v bodé a = }—g minimum funkce g a hledané pfiméa tmeérnost mé
predpis
19
f2: Yy = E xX.

5) Jako v piedchozi tiloze bychom spravné jesté méli vzit v avahu spojitost funkce na
feCeném intervalu.
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Graf této funkce je znazornén na obrazku 3; bodem [15; 19] pfimo prochazi,
u dvou ze t¥i zbylych bodu jsou tsecky tak kratké, Ze na obrézku témér
nejdou vidét.

19

@) 4 7 10 15
Obr. 3 Vysledny model podle metody nejkratsich tsecek
Stru¢né poznamenejme, Ze je u této ulohy mozné také predstavit zaktm
prakticky velmi vyuzivanou metodu nejmensich ¢tverct, ktera je ve vétsiné
piipadu kvuli absenci potfebného matematického aparatu stfedoskolakim
nepfistupna. Zde vSak diky tomu, Ze hledame pfedpis pfimé tmérnosti
fs: y = ax, minimalizujeme vyraz

(f3(7) = 9)* + (f3(10) — 10)* + (f3(15) — 19)* + (f3(4) — 5)* =
= (7Ta — 9)? + (10a — 10)? + (15a — 19)* + (4a — 5)?,

tedy hledame minimum kvadratické funkce proménné a. Vypocet provadét
nebudeme, ¢tenafi si vSsak mohou ovérit vysledek

6
Y= -2

f3:y 5
Tim je naSe feSeni ¢asti b) u konce. Na misté je vSak vSechny t¥i modely
validovat; jaké jsou jejich prednosti a slabiny? Vidime, Ze i kdyz se vysledné
amérnosti f1, fo a fs lisi (zejména funkce fo oproti zbylym dvéma funkcim,
viz obr. 4), miZe se vzhledem k malym rozdilim zdat hledani funkce f3
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nebo fy zbyteéné komplikované.’) Panu vedoucimu by pro realny odhad
¢asu bohaté vystacila funkce f1, jejiz predpis jsme ziskali nejsnadnéji. Uveé-
domme si v8ak, ze tento postup je mozny jen v piipadé, Ze je hledana
funkce p¥iméa tmeérnost. Pokud bychom hledali napfiklad obecnou linearni
funkci f: y = ax + b, primér by k jednozna¢nému urceni parametrii a a b
nestacil. Zdiraznéme vsak, ze kviili nejednozna¢nému zadani ulohy nelze

rict, ktery ze tii modelu je ,,spravny“!

AY
19 |
f,
7 fa
fi
10 | 4
9,,
5,,
xr
o 4 7 10 15

Obr. 4 Srovnani vSech t¥i modela

V praxi se u podobnych tloh na aproximaci funkce podle nékolika za-
danych funkénich hodnot pouZivd zejména metoda nejmensich Ctverci.
Oproti metodé nejkratsich tsefek mé tu vyhodu, Ze pfi ni lze vyuzit dife-
rencialniho po¢tu. Ten se u funkci, v jejichZ predpisu vystupuji absolutni
hodnoty, da pouzit jen s komplikacemi v podobé déleni defini¢niho oboru.
V naSem konkrétnim pripadé bychom navic stejné skonéili u porovnavani
smérnic, jako jsme to udélali. Poznamenejme vsak, Ze jiz na hledéni pred-
pisu obecné linearni funkce f: y = ax + b prostiedky stFedoskolské mate-
matiky nestaci, nebot bychom museli najit extrém funkce dvou nezavislych
proménnych a a b.

Metoda nejmensich ¢tverci mé v8ak také nevyhodu; oproti metodé nej-
kratsich tsecek je snadno ovlivnitelna odlehlymi hodnotami, nebot se velké

6)Velmi podobny pritbéh funkei f1 a f3 jde vidét i porovnanim smérnic jejich grafi:
43 6 _

36 ¢ 5~ 35°
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odchylky zapo¢itavaji s umocnénou vahou. To jde vidét i na obr. 4, kde je
piimka f; blize odlehlému bodu [10; 10].
Zaveér

Matematizaci obou uvedenych slovnich tloh jsme je pfevedli na ob-
dobny matematicky problém, a to na minimalizaci funkce s absolutnimi
hodnotami. ObtiZnost prvni tlohy lze snadno ménit po¢tem stanovist a méa
proto potencial byt vyuzita také jako gradovana uloha s nejtézsi, zobec-
nénou variantou. Naopak nejjednodussi verze tlohy s jednim nebo dvéma
stanovisti by nemusela délat problémy ani Sikovnym zéktm zakladni Skoly.

Druhé z tloh je zase zajimava tim, Ze, i kdyz to tak nemusi na prvni
pohled vypadat, neni jednozna¢né zadané. Zaci mohou byt ¢asto presveéd-
¢eni, Ze slovn{ tlohy v hodindch matematiky jsou formulovany jednoznaéné
a maji jediny ,spravny* vysledek. Tato presvédéeni jim mohou pozdéji
branit v FeSeni oteviengjsich, ale realité blizsich problému, viz [6, str. 21].
Zarazovanim podobnych tloh tak muze ucitel tato mylné presvédéeni osla-
bovat.

Podékovani
Prispévek vznikl s podporou projektu MUNI/A /1569,/2024.
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Zajimavé matematické ulohy

Pokra¢ujeme v pravidelné rubrice Zajimavé matematické tulohy, v niz
mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mizete zaslat
nejpozdéji do 15. 3. 2026 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listo-
padu 12, 771 46 Olomouc, nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf iQupol.cz. Zajimava a originalni reSenf{ dloh radi zvefejnime.

NasSe rubrika za posledni dva roky zvefejnila zadani 16 tloh od 9 autor,
obdrzela 215 spravnych nebo Castecnych FeSeni od 75 ruznych feSiteli.
Nejvice (14) feSeni jsme obdrZeli od Karola Gajdose z Trnavy, dale 9 feSeni
od Piotra Szatana z II LO im. Stanistawa Staszica v Tarnowskich Goérach
(Polsko), ktery patii do pocetné skupiny zaki této st¥edni skoly, ktera nam
pravidelné posila své TeSeni tloh.

Uloha 305

Do obdélniku ABCD se stranami délek |AB| = 30,
|BC| = 25 jsme umistili sit krychle, ktera se dotyka
jeho stran v bodech X, Y, Z a W podle obrazku. Vy-
poctéte délku strany krychle a rozhodnéte, zda lze tuto
sit umistit do obdélniku tak, aby jeji strany byly rov-
nobézné se stranami obdélniku.

Tomds Bdrta

Uloha 306

U kulatého stolu sedi n (n > 3) svatebnich hosti. Cisnik pFinesl kulaty
tac, na némz je n ruznych zékuskd rozmisténych do kruhu. Ukézalo se,
ze kazdy host je alergicky pravé na jeden zakusek, kazdy na jiny. Najdéte
v8echna n s nasledujici vlastnosti:

Jsou-li zdkusky na tacu rozmistény do kruhu jakkoliv, ¢iSnik miize polo-
zit tac doprostied stolu tak, aby pred kazdym hostem byl na tacu zakusek,
na néjz neni alergicky.

Josef Tkadlec

V nasledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 301 a 302, jejichz zadani jsme
zvefejnili ve druhém ¢isle letosniho (34.) ro¢niku naseho Gasopisu.
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Uloha 301
Urcete vSechny mozné hodnoty zlomku
z + 33y
33z +y

pro nezaporna realna ¢isla x, y, kterd nejsou soucasné rovna nule?
Jan Mazdk

Resent. Vzhledem k tomu, Ze x a y jsou nezdporné reilna ¢isla, plati

2 2
- - 1
x+33y x+33(33z+y)—33*x (33 G <33

33z +y 33z +y Br+y

Diky symetrii vzhledem k proménnym z a y také plati

1
y + 33w <33, tedy ekvivalentné — < i 33y.
33y +x 33 7 33z +y
Hodnoty zlomku jsou tak z intervalu (1/33;33). Hodnotu 33 tento zlomek
nabyva pro z = 0. Pro libovolné realné ¢islo a z intervalu (1/33;33) a
libovolné kladné realné ¢islo z je ¢islo
33a —1
x
33—a
ziejmé nezaporné, dosazenim do vyse uvedeného zlomku dostaneme, ze
jeho hodnota je rovna
33a —1
33_a  _ 33—a+33% 33 .
33a—1 332 -33a+33a—-1
33—a

Uvedeny zlomek tak nabyva vSech hodnot z intervalu (1/33;33)

z+ 33

33x +

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Miriam Baresovd, G Dobruska, Martin Bryja a Alexander Kostdl, oba
G Brno, tt. Kpt. JaroSe, Bartosz Depta, Pawet Chwiedoruk, Dawid Rotman
a Bartosz Wieczorek, vsichni II LO Tarnowskie Gory (Polsko), Lukds Cha-
lupnik, SPSE a G Praha 10, V Uzlabing, Erik Jezek, SSPS a G Praha 5,
Petr Karlik, G Praha 10, Vodéradska, Lukds Komin, G Praha 4, Opa-
tov, Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Helena Muchovd, GJK
Praha 6, Ondrej Neveiil, G Zabieh, Lucian Poljak, GJS Pierov, Michal
Rocek, SPS a VOS Liberec, gtépdn Sikora, G Praha 7, Nad Stolou, Petr
Stary, G Ceské Budégjovice, Jirovcova a Fva Martikdnovd, MG Opava,
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Uloha 302

Na pocatku stélo zbozi ve dvou prodejnach stejnou ¢astku A. Nékolikrat
si tyto dvé prodejny konkurovaly nasledujicim zptisobem. Pokud jedna
prodejna zménila cenu zboZzi o p procent, p € Z, 0 < |p| < 100, druha
prodejna vzapéti cenu zménila o stejny pocet procent opaénym smérem
(napt. pokud jedna prodejna cenu zvysila o 3 %, druha ji o 3 % snizila a
naopak). Po k takovych zménach se ukazalo, Ze zboZi v obou prodejnach
stoji opét stejné. Uréete nejvyssi moznou vyslednou cenu toho zbozi. Ulohu
feSte pro a) k=4, b) k = 3.

Jaroslav Zhouf, Pavel Caldbek

Resent.

a) Ozna¢me p; pro i € {1,2,3,4} jednotlivé procentni zmény cen zbozi
v prvinim obchodé. Po téchto zménach mé zbozi cenu

P1 b2 P3 P4
N =a (i 4g5) (1 55) (4 305) (1 150)
+ 100 + 100 + 100 + 100

Zbozi ve druhém obchodé stoji stejnou ¢astku, ktera je nyni rovna

V=4 (1= 155) (1= 160) (1~ 100) ('~ 150

Vynasobenim piedchozich rovnic dostaneme

N (1o PN (- Y (B (P
1002 1002 1002 1002

Jelikoz p? < 1002, vidime, Ze cena zboZi se jisté zmensi, jeho nejvétsi
mozna hodnota nastane pro p? = 1 a bude

4 2 2\ 2 2
1 100- -1 99 -101
N<A l—— | =A(———— ) =A| ——— ] =0,9998A.
= ( 1002> ( 1002 ) ( 1002 ) ’

Tato hodnota je dosazitelna, sta¢i aby v kazdém obchodé dvakrat zvysili
cenu o 1 % a dvakrat ji o toto 1 % snizili, tj. napf pro p; = py = 1,
ps =ps=—L

Nejvyssi mozné cena zbozi po ¢tyfech zménéach je uvedena vyse a je
pfiblizné o 0,02 % mensi nez cena plivodni.

b) Podobnymi tvahami jako v pFedchozim FeSeni zjistime, Ze cena zbozi
se op&t snizi. OvSem nyni jiZ neexistuje Zadné poradi zmén ceny o 1 %
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takové, aby po tfech opacnych zménéch byla v obou obchodech stejna
cena. Hledame tedy takové celd ¢isla p1, pa, p3, pro kterd podle zadani
plati 0 < |p;| < 100 a soucasné je kone¢né cena v obou obchodech stejna,
tj. plati

(L 2) (14 22) (1 2 - (1o Y (1o 22y (o ),
100 100 100 100 100 100
neboli (100 + p1)(100 + p2)(100 + p3) = (100 — p1)(100 — p2)(100 — p3).
Upravou této rovnice dostaneme

100*(p1 + p2 + p3) + p1paps = 0. (1)

Jelikoz 5% d&li prvni s¢itanec, musi délit i druhy, tedy soucin p;paps. Podle
zadani plati |p;| < 100, tedy kazdé z ¢isel p; je délitelné nejvySe druhou
mocninou prvodisla 5.

Nejprve necht dvé z &isel p; jsou délitelna 25, bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, Ze p; = 25k; a po = 25k, kde k; € {-3,-2,—1,1,2,3}.
Dosazenim do rovnice (1) dostaneme po tpravé

_400(k1 + kg)
kiko + 16

Podle zadani je ps # 0, tedy ki # —ko. Soucet ki + ko je celé ¢&islo
mezi —6 a 6, jmenovatel k1 ko + 16 uvedeného zlomku miize nabyvat hod-
not {10,13,14,17,18,19, 20, 22,25} — vylou¢ili jsme hodnoty 16 — 9 = 5,
16 —4 =12 a 16 —1 = 15, které nastanou jen v pfipadé k1 = —k,. Vidime,
ze jmenovatelé 13, 14, 17, 19, 22 jsou délitelné velkymi prvocisly, ktera jsou
nesoudélna s Citatelem, ¢islo ps tak jisté nebude celé. Zbyvajici hodnoty
jmenovatelt rozebereme jednotlivé.

e Pokud je jmenovatel 10, potom {k1,k2} € {{—2;3},{2; —3}}. V tomto
pripadé je ps = +40. Rovnice (1) tak ma feSeni

p3 =

(—50;75; —40),  (75;—50;40), (50; —75;40), (—75;50;40).

Vidime, Ze prvni a tfeti feSeni jsou vzajemné reakce prvniho a druhého
obchodu, podobné druhé a &tvrté feSeni. Prvni a druhé resp. tfeti a
¢tvrté TeSeni se lisi jen pofadim zmén. Ve vSech piipadech tak bude
vysledna cena zbozi

Neal(1-9Y (1o BN (120 _, L 73 21,
100 100 100 2'4'5 40
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e Jmenovatele 18 dostaneme v pifpadé {k1, k2} € {{2;1},{-2; -1} }, po-
tom ovSem p3 = +200/3 neni celé ¢islo.

e Jmenovatele 20 dostaneme v piipads {ki,k2} € {{2;2},{-2;—2}}.
V tomto p¥ipadé je ps = £80 a rovnice (1) m4 FeSeni

(50; 50; —80),  (—50; —50; 80),

ktera jsou vzajemnou reakci obchodt na sebe. V tomto pfipadé je vy-
sledné cena zbozi

v (1a PO (L BN (Y3319
100 100 100 2 2 5 20
e Konetng, kdyZ jmenovatel je 25, plati {ki,ko} € {{3;3},{-3;—3}}.
Potom ps = +96 a rovnice (1) ma FeSent
(75;75;—96), (—T75; —75;96),

kteréa jsou vzajemnou reakci obchodu na sebe. V tomto pfipadé je vy-
sledné cena zbozi

1 4
N=A 1+E 1+E 1_% :AzzfzigA
100 100 100 4 4 25 400
Ziskali jsme t¥i mozné feSeni, z nichz nejvétsi mozné je N = %A.
Nyni rozebereme piipad, kdy jedno z &isel p; je délitelné 52 a zbyvajici
dvé jsou délitelné 5. Bez Gjmy na obecnosti p; = 25k1, po = 5ko, p3 = bk,
kde k; € {—3,-2,-1,1,2,3}, ko, ks € {—24,-23,...,24}. Dosazenim do

rovnice (1) dostaneme
100%(25k; 4 5ko 4 5k3) + 5%k1koks = 0,
coZ po upravé dava
5- 16(5k1 + ko + ]413) + k1koks =0,

odkud vidime, Ze jedno z Cisel ks, k3 musi byt délitelné 5. Tuto situaci
jsme vsak jiz Fesili vyse.

Nejvyssi mozna dosazitelnd cena tak v pfipadé k = 3 je N = %A.
Ta nastane, pokud jeden z obchodt bude ceny ménit v néjakém poradi
0 75, —50 a 40 procent, resp. o ¢isla k nim opacna.

Netuplna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Veronika Mensikovd, AG
Praha 2, Korunni a Bartosz Wieczorek, II LO Tarnowskie Gory (Polsko)

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Didaktické hry ve vyuce tyziky

LUCIE PECINOVA — MICHAELA KRIZOVA

Prirodovédecka fakulta, Univerzita Hradec Kralové

Uvod a motivace

Fyzika nepat¥i mezi oblibené Skolni pfedméty. Pro fadu zaku je tézké
pochopit fyzikalni zékonitosti, pohrat si s matematikou ukrytou ve fyzice
a celkové pohlizet na svét o¢ima fyzika. Jednou z moznosti, jak zvysit
zajem déti o fyziku, jsou didaktické hry.

Didakticka hra je pojem z pedagogiky a psychologie. Stejné jako jiné
pojmy z této oblasti, ani didaktickd hra nemé4 jednotnou definici. I pies to
lze nalézt aspekty, které se v definicich opakuji. Spravna hra by méla byt
dobrovolna ¢innost, které se déti vénuji kvuli ¢innosti jako takové. Méla
by mit jasné stanovena pravidla a pokud bude dité ¢ zak chtit, muze ji
hrat opakované. Vse difve uvedené by samoziejmé platilo i pro hru jako
takovou. Didaktickd hra musi mit navic pfedem jasné stanoveny didakticky
cil a obsah.

Didaktické hry aktivné zapojuji zdky do ucebniho procesu a nabizeji
jim zabavny zpusob, jak si osvojit nové poznatky ¢ upevnit jiz nabyté
védomosti. Hry mohou u zaki rozvijet i fadu kompetenci — sociélni a per-
sonélni, komunikativni, digitdlni, kompetence k feSeni problémt, k ucéeni
a dalsi. Mohou slouzit k sezndmeni s novym kolektivem, ke sblizeni se
spoluzaky. Proto jejich bohaté zapojeni nachazime na riznych seznamo-
vacich ¢i adaptac¢nich kurzech. Hry uéi zaky praci s pravidly. Pravidla
néas mohou omezovat, ale mohou nam i ukazovat dostate¢né velky prostor
pro svobodné rozhodovéani. P¥i hrani her dochazi k rozvoji tzv. mékkych
dovednosti. Pomahaji zakim se zpracovanim vlastnich pociti, se sebeovla-
déanim. Prostfednictvim didaktickych her si Zaci rozvijeji své organizaéni
schopnosti, schopnosti prace v kolektivu, argumentace i pfistupovani na
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kompromisy. Zarovein plati, ze pokud si Zaci néjakou svoji novou dovednost
¢i znalost procviéi prostiednictvim didaktické hry, 1épe si ji zapamatuji.
Tento fakt dokazuje i studie provedend na Univerzité Illinois v Urbana
Champaign [1].

Na Univerzité Mikolage Kopernika v Polsku a Kazag8ské narodni uni-
verzité v al-Farabi [2] taktéZ zkoumali pfinosy zapojeni didaktickych her
do vyuky. Zde uz probéhl rozsahlejsi vyzkum. V ramci studie vytvorili
nékolik interaktivnich aktivit, které poté zapojili do vyuky. Ziskané vy-
sledky potvrdily hned nékolik domnének. Jakékoli hry ve Skole rozsifuji
pohled zaki na svét, poméahaji s rozvojem jejich inteligence a zvysuji za-
jem zaku o vyuku i miru jejich zapojeni do u¢ebniho procesu. Zaci, kteri
si mohli upevnit své znalosti prostfednictvim didaktické hry, ziskali ve
vysledném testu lepsi vysledky. Na konci Set¥eni polozili aktéri vyzkumu
zékium otazku, zda véri v pozitivni piinos didaktickych her. V kontrolni
t¥idé, kde nebyla vyuzita zaddna aktivizujici metoda, odpovédéla vice nez
polovina zakt negativné. Naopak t¥ida, kterd méla moznost vyuzit didak-
tické hry k upevnén{ latky, odpovédéla z vice jak 90 % pozitivné. Oba vyse
zminéné vyzkumy doklddaji pozitivni dopady didaktickych her pfi jejich
zapojeni do vyuky.

Na podnécovani zakt k experimenttim pomoci riznych stimult se zamé-
fili odbornici z UK v Bratislavé [3]. Sestavili soubor ¢tyf riznych stimula
a nasledné zkoumali nézory pedagogu, ktefi je aplikovali do vyuky. Mezi
vytvofenymi stimuly byly pojmové komiksy, hrani roli, inikové mistnosti
a fyzikalni hra. Pojmové komiksy oznacili dotazovani ucitelé za nenaro¢né
na pifpravu oproti ostatnim aktivitam. Unikové mistnosti jsou naro¢né na
pripravu, ale u zaki mély znaény ohlas. Fyzikalni hra je taktéz naroc¢na
na piipravu i na organizaci. Zde by mohly pomoci nami vytvorené prace.

V nasledujicich ¢astech je uveden popis tii didaktickych her publiko-
vanych v ramci bakalarské prace FyzikdIni hra jako motivacéni prvek ve
vjuce na zdkladni skole [4] nebo v ramci diplomové prace Hry ve vjuce
fyziky na SS [5]. V8echny podklady pro hrani nize uvedenych her a $a-
blony pro tvorbu her analogickych jsou uvedeny v pfilohéch bakalaiské,
pripadné diplomové prace.

Divocéakovo bludisté

Didakticka hra s nazvem Divo¢akovo bludisté [4] je primarné uréena pro
zaky Sestych roénikt zakladnich skol. Jejim prostfednictvim si zaci procvici
prevody jednotek délky, jejich s¢itani i od¢itani. Pro hru je potfebné tisténé
zadani a psaci potfeby. Hra zabere pfiblizné deset minut.
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Obr. 1 Start bludisté

Vyucujici si pfedem pripravi potfebny pocet natisténych tabulek se za-
danim. Zaci hledaji pomoci 8ipek cestu od startu do cile. Béhem hledani
cesty prevadéji jednotky délky a pfi¢itaji je nebo odecitaji od pfedchozi
hodnoty. Poc¢atecni pole (viz obr. 1) obsahuje hodnotu 10 cm. Od ngj vede
pouze jedna Sipka, nad kterou je napsano +150 mm. Zak si prevede 150 mm
na potiebné jednotky, tuto hodnotu si miize zapsat pod Sipku, a nasledné
ji pricte. Ziskané ¢islo zapiSe do dalsiho ramecku. Analogicky postupuje
u ostatnich Sipek. Pokud je pred ¢iselnou hodnotou znaménko minus, tato
hodnota se odecita. Hra kon¢i ve chvili, kdy zak dopoc¢itd hodnotu v poli

s nazvem CIL (viz obr. 2).

Obr. 2 Cil bludisté

Ziskan4 vysledna hodnota udava piibliznou rychlost v km/h, kterou je
schopno bézet prase divoké. Béhem hry Zéci nevyplni vSechna pole. Staci
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jen nejprve nalézt spravnou cestu k poli CIL a poté dopoéitat hodnoty. Pro
rychlejsi jedince mize mit pedagog pripravené i dalsi zadéni, pripadné jim
muze zadat tkol, aby vytvorili obdobnou verzi bludisté. Tim si vyucujici
roz8ifi svij repertoar her.

Divoc¢akovo bludisté vyzkousSeli Zéci osmiletého gymnazia v Hradci Kra-
lové a néasledné i studenti uéitelstvi P¥irodovédecké fakulty Univerzity Hra-
dec Krélové. Didaktickd hra je zaujala, vSichni se poctivé snazili dojit ke
spravné hodnoté. Na zakladé zpétné vazby od zaki jsme jesté zvyraznili
pole START a CIL.

V priloh4ch v ramci bakalaiské prace [4] jsou uvedeny i Sablony pro
tvorbu analogickych her. Divo¢akovo bludisté se da rizné modifikovat. Lze
do néj dosadit jakékoli jednotky. Bakalaiska prace dale obsahuje i o trochu
¢tvereCky a zéci sami musi zkusit najit cestu a dopocitat se k vysledné
hodnoté.

Kvarteto fyzici

V diplomové préci [5] uvadime didaktickou hru Kvarteto fyzici. Tato hra
nen{ primarné uréena jen pro néktery z rocénikt zakladnich nebo stfednich
skol. Naopak je zcela univerzalni. Slouzi k seznameni zaka s vybranymi
vyznamnymi fyziky — jejich zivotem, vynalezy, objevy i vybranymi citaty.

1B ic
ARCHIMEDES | VYNALEZY A
Asi 287 pinl. - 212 OBJEVY
slm:J;L + Archimédiv
» ze Syrakus 3
(Sicilie) . ::::';! -
« praktické
vyugiti sirgje
teoretickych L vysvatlam—
poznatki principu paky
« pribéh o koruné |* Ppfiblizna
hodnota cisla nt

2B
ALEXANDER

»Dejte mi pevny
bod a pohnu
Zemi. "

GRAHAM BELL
1847 — 1922

+ Edinburg

{Skotsko)

studium hlasu

« telefon

vynalezen

omylem

Obr. 3 Ukazka vzhledu kvarteta
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Pedagog si pfedem vytiskne, zalaminuje a nastiiha karticky. Jedna sada
se sklada z celkem ¢trnacti ¢tvefic (viz obr. 3 a 4). Kazd4 karta ma v levém
hornim rohu uvedené ¢islo od jedné do ¢trnacti v kombinaci s pismenem
A, B, C nebo D. Ctvefice karet s jednim &slem vizdy nalezi jedné z vybra-
nych osobnosti fyziky. Pismeno A znaéi kartu s portrétem osobnosti. Karty
s pismenem B obsahuji jméno, rok narozeni i imrti a zajimavé informace
ze Zivota téchto osobnosti. Pismeno C oznacuje karty s vyctem vynalezi
a objevi. Na poslednich kartach je uveden jeden z citati dané osobnosti.

Obr. 4 Popis ¢asti karet kvarteta

Vyucujici rozdéli zéky do skupinek po tfech nebo étyfech. Kazda sku-
pinka dostane jednu sadu karet, kterou rfadné zamichaji. Pfedem se do-
mluvi, kdo za¢ne (ten nejmensi, nejmladsi, nejvyssi, ...). VSechny rozmi-
chané karty si zaci mezi sebe rozdaji. Cilem je nasbirat co nejvice ¢tvefic.
Prvni na tahu se jmenovité pta svého spoluzéka ¢ spoluzacky, zda mé
kartu s uréitym ¢islem a pismenem. Pokud tézany hra¢ kartu mé, preda ji
zacinajicimu hraci a ten se mize ptat dil. Pokud tazany kartu nema, pie-
bir4 funkci tézajiciho a pta se. Na za¢atku hry je vhodné domluvit se, zda
se zaci mohou ptat i na Ctvefice, ze kterych nemaji zadnou kartu. Hrac,
ktery nasbirda vSechny ¢étyfi karty od jednoho ¢&isla, polozi ¢tvefici karet
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stranou a pté se dale. Pokud néktery z hraca v ramci své posledni otazky
ziska kartu do ¢tvefice, kterou odlozi stranou, a v rukdch mu zadna dalsi
karta nezbyva, piebird funkci tézajiciho posledni dotazovany spoluhrac.
Hra kon¢i v momenté, kdy se vSechny karty rozdélily na ¢tvefice. Vyhrava
hrac¢ s nejvétsim poctem Etvefic.

Po rozdéleni vSech karet do ¢tvefic si je zZaci pred sebe rozlozi a za¢nou je
proc¢itat. Vyucujici si pfedem pfipravi dvé sady po deseti otazkach. Prvni
vych perli¢ek. Po chvili zaéne pedagog pokladat otédzky z prvniho seznamu
a zaci mohou odpovédi vyhledavat v kartach. Po zodpovézeni vSech deseti
otazek, srovnaji zaci karticky na kupicku a vyucujici je vybere. ZAci si na-
sledné na kousek papiru napisi ¢isla od jedné do deseti a vyucujici pokladéa
otézky z druhé sady. Zde je potieba volit jednodussi otazky, protoze zéaci
uz nemaji pristup ke kartickam.

Vytvorené karticky mohou byt vyuzity rizné. Vyucujici je mize pouzit
k rozdéleni zaktu do skupin, muze je dokonce zaradit i do vyuky dé&jepisu.
Karticky taktéz mohou slouzit jako takovy odrazovy miustek pro tvorbu
kratkého referatu na daného fyzika. Pripadné by bylo moZzné pouzit kar-
ticku pro hru stylu ,Hadej, kdo jsem“. Jeden z zakt by si vylosoval ¢tvefici
karet tykajici se jednoho z fyzika. Nasledné by se ho pokusil stru¢né pred-
stavit ostatnim, ktefi by hadali jeho jméno.

Didaktickou hru Kvarteto fyzici vyzkousSeli celkem ¢tyfi skupiny zak.
Prvni dvé skupiny se skladaly z zédka devatych tfid gymnézia v Hradci
Kralové, tieti skupina z zakt tfetich ro¢éniki Gymnézia v Chrudimi a
posledni skupinu tvorili studenti uéitelstvi fyziky Prirodovédecké fakulty
Univerzity Hradec Kralové. Hra zaky zaujala, coz dokazuji i néktery vy-
roky ziskané zpétnou vazbou. ,,Dékuji, aktivitu jsem si uzil.“ nebo ,,Hra mé
bavila, byla zajimava.“ Naopak nékteri z zaka méli i tipy na zlepSeni. ,Na
karticky bych nepsala ¢isla (museli bychom uhodnout/védét, co k ¢emu
patii“ nebo ,Mozna trochu vice fyziky nez zajimavosti ze zivota.* Upravy
didaktické hry by provedlo pfiblizné 20 % dotazovanych. Vé&tsina potieb-
nych dprav upozoriovala na lepsi zapojeni informaci z karticek.

Detektivka

Didakticka hra Detektivka je uvedena v diplomové praci [5]. Opét se
jedna o pomérné univerzalni hru, kterd by se dala zapojit i do vyuky
jinych predméti. Zalezi jen na pedagogovi, za jaké tkoly bude rozdavat
napovédy. Casova dotace didaktické hry se odviji od poc¢tu a slozitosti
jednotlivych tkoli.
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Vyucujici si pfedem natiskne, zalaminuje a rozstiiha indicie potifebné
pro FeSeni vrazdy (viz obr. 5). Jedna sada indicii obsahuje 30 kartic¢ek.

Pani Blahovsks, s'eﬁg‘;g"“:}"”
bohata stard Do vily vstoupil B]ahost:u -
dama, méla tii zlodéj ozbrojeny .
10:00 v knihovné
syny, Jana, Dana a nozem. B oo
Josefa. V pazi.

Obr. 5 Ukazka indicii pro feSeni vrazdy pani Blahovské

V diplomové praci jsou uvedeny dvé sady indicii pro feSeni dvou vrazd.
Indicie pro feSeni vrazdy pani Blahovské jsou volné k dispozici na inter-
netovych strankach [6]. Druha sada se naléza v knize Efektivni vyukové
nastroje pro uditele [7]. Je vhodné umistit jednu sadu indicii do jedné
obalky. Kromé indicif si je§té vyudujici pfipravi soubor uloh (viz obr. 6),
za, jejichz feSeni miize skupinka zaku sbirat indicie. Ke kazdé tloze pritadi
vyucujici uréity pocet indicii podle jeji naro¢nosti. Vyucujici muze vytvo-
Fit soubor uloh, jejimZ feSenim ziskaji zéci vice jak 30 indicii (31 a vice).
V tomto piipadé€ si mohou zaci vybrat, které tlohy vyfesi. Naopak lze vy-
tvorit i soubor, za ktery zaci ziskaji pravé 30 indicii. Pro jejich ziskani musi
vyfesit vSechny tlohy. Nékterym jedincim muze stacit k vyreSeni vrazdy
jen ¢ast indicii.

tislo Vodu o objemu 3.8 1 a teploté 95 °C smichime s vodou o objemu 1.4 1 a teplulé

25 °C. Jaki je vyslednd teplota vody? (mérnd tepelna kapacita vody je 4180 L pO Eet
tlohy ) !
ilycerol (hustota 2 390 kg'm, méma tepelnd kapacita glycerolu je 2390 g ziskanych

v néddobé kvidru s rozméry podstavy 20 cm a 30 cm a viSkou 15 cm ohfejeme z 30 °C népovéd
na 160 *C. Jaké teplo glycerol pfijme, pokud zasahuje pouze do dvou tretin vysky
nadoby? Za spravné
@ vyieSenou
tlohu

Obr. 6 Ukazka moZnych dloh

Pedagog rozdéli zaky do skupin po tfech ¢i ¢tyfech. K rozdéleni mize
vyuzit predchozi kvarteto. Kazda skupinka dostane soubor tloh, u kterych
je uveden i pocet indicif. Zéci fesf zadané tlohy. Se spravnymi vysledky
poté chodi k vyucujicimu, ktery je zkontroluje. Pokud je feSeni spravné,
vylosuje si zak prislusny pocet indicii z piifazené obélky. Obalky mohou
byt rozliSeny barevné, ¢iselné nebo si jednotlivé skupinky vytvori nazvy

tyml a ty se zapisi na obalky. Nésledné se zak s indiciemi vrati ke své
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skupiné, kde si indicie rozlozi a proctou. Cilem je vyftesit vrazdu. Pro-
¢itanim karticek, pospojovanim informaci a logickym uvazovanim hledaji
skupinky odpovédi na otazky — Kdo byl zavrazdén? Kdo ho/ji zavrazdil?
Cim byla obét zavrazdéna? Kdy se to priblizng stalo? Kde se to stalo? Jaky
byl motiv vrazdy? Resenim tloh ziskavaji zaci dalsi a dalsi indicie. Pokud
skupinka zaku ziskala odpovédi na vSechny predlozené otazky, zkusi svoji
hypotézu predlozit uciteli. U¢itel zkontroluje odpovédi a sdéli zakim pocet
chybné vyvozenych zavéra. Nésledné maji zaci moZznost opravy. Spravné
feSeni by mélo ziistat tajné, dokud vrazdu nevyfesi vSechny tymy nebo
dokud vyucujici neukonéi aktivitu.

Detektivku vyzkouSelo hned nékolik rtznych skupin zakua i studenti.
Na Gymnaziu Josefa Ressela v Chrudimi vyzkouseli didaktickou hru Zéci
osmého ro¢niku a dvou prvnich ro¢nikt. Z Biskupského gymnazia v Hradci
Kralové si detektivku zahrali zaci devatych roéniki. V ramci piipravy bu-
doucich uc¢itelu fyziky vyzkousSeli danou hru i studenti P¥irodovédecké fa-
kulty Univerzity Hradec Krélové. Ze ziskané zpétné vazby plyne znacny
zajem zakl i budoucich uditelti o feSeni vrazdy. Sami Zéaci kladné ohod-
notili i nutnost feSeni tloh. Témér vSichni zapojeni pocitali aktivné a se
zdjmem. Uvedeme zde nékolik vyroki samotnych zaka. ,Hra byla velmi
dobie vymyslena, moc jsem si ji uzila.“ nebo ,Nic bych nezménila, mozna
jen nékteré ulohy byly trochu slozitéjsi.* ¢i ,Hra mé bavila a myslim, Ze
by jsme to méli délat ¢astéji. Vyhovovalo mi to.“

Shrnuti

Didaktické hry jsou zajimavou moznosti, jak obohatit vyuku a jak se
pokusit zaky vice zaujmout. Mohou ovlivnit i zdkav postoj k vyuc¢ovanému
predmétu, coz dokazuji i vyroky ziskané zpétnou vazbou. Didaktické hry
aktivizuji zaky. Jejich prostfednictvim se do vyuky vice zapoji. Podle na-
Sich zkuSenosti z pedagogické praxe poméhaji didaktické hry i s dlouho-
dobé&jsim udrZenim pozornosti.

Didaktickym hram z fyziky se vénujeme jiz od roku 2020 a rozhodné
méame v planu v této tématice pokraCovat i nadale. Véfime, ze nékteré
vytvofené hry mohou usnadnit pedagogim piipravu na vyuku, pripadné
je inspirovat k tvorbé vlastnich zajimavych aktivit.
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Divergentni tlohy a jejich §
aplikace ve vyuce termiky na 7o

GABRIELA KAUFNEROVA
Predagogicka fakulta ZCU, Plzeit

Uvod: divergentni tilohy

Ve skole se Zaci setkavaji s kladenim dirazu na pamét a konvergentni
ulohy spiSe neZ na ulohy divergentni, jeZ pfitom lze povaZovat za efektivni
nastroj, pomahajici zaktim rozvijet srovnavaci schopnosti, tvofivé mysleni,
napaditost a zlepsit jejich vztah k pfedmeétu fyzika [1]. Divodem, prod¢
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se zaci setkavaji pri vzdélavani s divergentnimi tlohami jen v malé mite,
muze byt i to, ze v sou¢asné dobé jsou tyto tlohy méné popsény v odborné
literatufe.

Divergentni ulohy lze zafadit do vysoce otevienych tloh, protoze se vy-
znacuji velkym poctem FeSeni a pii jejich feSeni je zapotiebi byt népadity,
davtipny ¢i vynalézavy — jinymi slovy tvofivy (neotfely, nekonvenéni a
divergentné myslici) [2]. V angli¢ting se uvedené vlastnosti oznacuji termi-
nem ,,thinking outside the box*.

Jelikoz z informaci, které jsou obsazené v zadéanich divergentnich tuloh,
nelze vycist koneény vysledek, jsou zaci pfinuceni hledat, objevovat a vy-
tvaret alternativni feSeni. U téchto tloh je kladen velky diraz na to, jak
jsou Zaci originalni a jaka je riznorodost ¢i rozmanitost jejich feseni [3] Pro
docileni maximalni tvorivé ¢innosti u zakt pii feSeni divergentnich tloh je
zapotiebi rozvijet jejich divergentni mysleni. V pfispévku shrnujeme zku-
Senosti autorky s divergentnimi tilohami v kontextu vyuky termiky na ZS.

Ve fyzice lze tyto ulohy vyuzivat predevSim pii upevihovani znalosti
udiva, ale také i p¥i probirani nového ucivo & zjistovani zakovskych zna-
losti. Divergentni tdlohy autorka prispévku béhem své vyuky uplatnila
v ruznych fazich vyuky: pfi expozici, aplikaci i fixaci uéiva, pii diagnoze
a v doméci piipravé v podobé domacich tloh. Jejich konkrétni pouziti z4-
visi na obsahu probiraného tématu, na jeho ¢asovém harmonogramu a na
urovni ziskanych znalosti jednotlivych zakia.

1. Expozice nového udiva

P1i osvojovani nového uéiva lze pouzivat divergentni tdlohy zadévané
obrazkem spolu s demonstraénim ¢i zdkovskym pokusem. Mezi takovéto
ulohy mohou patfit i dlohy typu ,black box“ (tzv. ¢erna skrinka). Jedna
se o ulohy, ve kterych je ¢ast zadani prazdna. Pro jeji vyfeSeni je zapotiebi
vymyslet zafizeni, které zapada do prazdného mista tak, Ze je v8e spravné.
Priklad: preména cukru na karamel
Zaddni: Jakym zptsobem bys pfeménil(a) cukr na karamel?

Tato tloha byla zadana zaktim v hodiné na zacatku expozice tématu
tani a tuhnuti. V komentéfi pfi zadavani alohy bylo pozadovano, aby vy-
mysleli origindlni zptsob, pomoci kterého by preménili cukr na karamel.
Jelikoz vétsina zakt si dokdze situaci predstavit, k zadané tloze nebyl
proveden ani demonstracni, ani zakovsky pokus.

I kdyz byli Zaci pii zadavani této tlohy instruovani, aby vymysleli origi-
nélni zptsob, jak pFfeménit cukr na karamel, tak vétsinou kreslili paAnvicku
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na sporaku ¢i ohni podobné jako na obr. 1. Nékolik jedinct vymyslelo ori-
ginélni feSeni; na obr. 2 chtél jeden zak preménit cukr na karamel pomoci
lupy a slune¢nich paprska a druhy k tomu pouzil hofici auto na vrakovisti
a jefab, ktery ma na konci ramene desku, na niz je polozeny cukr. Prvni
feSeni s lupou lze povaZovat za origindlni, ale druhé FeSeni piedstavuje

analogii sporaku s panvickou.
= ¢

74 U |
e o, (

Obr. 1 Ukazka feSeni ulohy na tani a tuhnuti (expozice tématu)

Obr. 2 Ukéazka kresby zakt na téma tani a tuhnuti (expozice tématu)

V ramci expozice lze také zadavat zakim divergentni tlohy, ve kterych
maji za ukol nakreslit obrazek na dané téma ¢i problematiku probiraného
uciva.

Priklad: jednotky pri tepelné vymeéné
Zaddni: Nakresli do jednoho obrazku situace, kdy budou télesa vydavat
teplo v hodnotach MJ, kJ, J a mJ.

Na hodiné vénované jednotkam tepla byla zadana tato tloha. Cilem bylo
zjistit, zda maji Zaci spravnou predstavu o velikosti jednotek tepla. Uloha
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se zd4a na prvni pohled lehka, ale pro jeji vyfeSeni je zapotiebi se zamyslet
a uvédomit si i fadové velikosti jednotek tepla v rtznych pripadech.

Pfi TeSeni tlohy bylo patrné, Ze si zaci védéli rady, co nakreslit pro
jednotky J a kJ. Vétsinou kreslili pro jednotku joule hrnek s ¢ajem, kédvou
¢ teplou vodou a pro jednotku kJ ohen v ruznych podobach. Z4ci pri
malovani obrazkt pro jednotky MJ a mJ dosti vahali, ¢asto gumovali a
prekreslovali jej. Ukazku zdafilé prace zédka vidime na obr. 3.

Obr. 3 Kresba na téma jednotky pfi tepelné vymeéné (expozice)

Divergentni tlohy, v nichZ se kresli obrazky, 1ze pii probirani nového
uciva pouzivat také soucasné s myslenkovymi mapami, jez nemusi obsaho-
vat pouze slova a vétve, ale mohou se v nich nachézet obrazky a symboly.
Jejich vzajemné propojeni pfijemné ozivuje probirani nového uciva.

Priklad: myslenkova mapa na téma tani a tuhnuti

Zaddni: Nakresli obrazky na tani a tuhnuti, se kterymi se setkidvas ve svém
zivoté, do myslenkové mapy.

Nejprve byly s zaky probrany zmény skupenstvi tani a tuhnuti a po-
znamky na tabuli zapsany formou myslenkové mapy (obr. 4), kterou si
zéaci souCasné prepisovali do seSitu. Poté byl zadan tkol, aby do jiz vytvo-
fené mapy nakreslili obrazky piikladi tani a tuhnuti, s nimiz se setkavaji
ve svém zivoté. Poznamky zapsané v sesité timto zpisobem pomaéahaji se
v mapé snadnéji orientovat, vnimat mapu jako celek, zvyraznit dilezité
pojmy, snadnéji propojovat souvisejici pojmy a zapamatovat si je. Muze
to mit dobry vliv na zZédkovo zapamatovani nového uciva, rychlejsi propo-
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jovani nového uciva se stavajicimi védomostmi a lepsi schopnosti aplikace

pii dal8im pouziti.

Zmeény skupenstvi

tani

tuhnuti

pewné

teplota tani

kapalné

kapalné

te

°c

oznaceni

jednotka

tabulky

pevné

t

c

oznaceni

jednotka

teplota tuhnuti
tabulky

stejns teplota tan

Obr. 4 Myslenkova mapa na téma tani a tuhnuti k zadani alohy (expozice)

Zaci nejcastéji kreslili hotici svicku, tajici nanuk, snéhuldka a kostku
ledu. V ukézce na obr. 5 vidime praci zéka, ktery nakreslil tajici nanuk
(tanf) a naklonénou hoiici svitku s kapajicim voskem (tuhnuti). Je patrné,
7e zakovi po nakresleni obrazkiu doglo, Ze tani lze pozorovat i u naklonéné
hotici svicky, proto do myslenkové mapy doplnil Sipky pro vysvétleni, kde
se v obrazcich prislusné zmény skupenstvi nachézi.

‘
S /
PLVM 7&0/9 lng.
m’/ % T cemin,!
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Obr. 5 Priklad myslenkové mapy na téma tani a tuhnuti vytvofené zakem
(expozice)
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2. Aplikace a fixace uciva

Ulohy typu ,,black box* (tzv. Eerna skiffika) lze také pouzivat pii pro-

cvicovani a upeviiovani uciva.

Priklad: vyparovani vody

Zaddni: Jak efektivné bys odebral(a) vodu z hrnce, pokud by ses nemohl(a)
vody ni¢im dotknout.

Uloha byla zadana p¥i opakovani uéiva na téma: na fem zavisi rych-
lost vyparovani kapalin. Ve vétsiné pripadu Zaci malovali samotny hrnec
¢ hrnec se sluncem. Na otazku v diskusi ,,Pro¢ namalovali pouze samotny
hrnec?* odpovédéli, ze se prece voda vypaiuje porad a staci jenom pockat,
az se ji vypaii potfebné mnozstvi. Na obr. 6 se nachazi prace zaka, ktery
se rozhodl hrnec pievézt na poust, protoZze je tam velké teplo a dané mnoz-
stvi vody se vypafi rychleji. Na obr. 7 vidime dalsi dvé zajimavé prace,
v nichz se zaci snazili docilit rychlejsiho zptusobu vypafeni potifebné vody;
obzvlasté zajimavé feSeni pfedstavuje napad postavit hrnec na ¢ernou plo-
chu. Na otazku, co ho vedlo k tomu, Ze postavil hrnec na ¢ernou plochu,
zak odpovédél, Zze ernéd barva absorbuje nejvic tepla ze slune¢nich paprskii
a ze diky tomu dojde k rychlejsimu ohfevu vody a k jejimu vypafovani.

Obr. 6 Ukazka kresby Zzéka na téma vyparovani (aplikace a fixace)

Obr. 7 Ukazka kresby zaka na téma vyparfovani (aplikace a fixace)
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Priklad: prevody jednotek
Zaddni: Nakresli obrazek na prevody jednotek MJ, kJ, J a mJ.

Uloha byla zaktm na hodiné zadana pouze jednou, aby pochopili zpi-
sob jeji tvorby. Na dalsich hodinach jim obdobné tlohy byly zadavany uz
jen za domaci ukol, ktery odevzdavali v elektronické podobé pies Micro-
soft Teams. Takto vytvofené tlohy byly vyuzity v dalsich hodinach pii
opakovani uciva.

Obr. 8 Ukazka kreseb zaki na téma jednotky tepla (doméaci tloha)

V hodinach zaky bavilo Tegit tlohy na pfevody zadavané pomoci ob-
razku. Odpovidala tomu i mira odevzdanych domacich tloh. Postupem
¢asu vymysleli propracovangjsi a piresnéjsi tlohy, kdy i uvedené hodnoty
odpovidaly pfiblizné nakreslenému obréazku (obr. 8).

Ve fazi aplikace a fixace uciva se ve fyzice lze nejéastéji setkat s pro-
cvicovacimi tlohami kvantitativniho charakteru, které Zzaci nemaji p¥ilis
v oblibé. Tyto tdlohy jsou feSeny jednim zptisobem, u kterého Zaci pouze
aplikuji stejny postup FeSeni s riznymi ¢isly. Procvi¢ovaci tilohy lze uchopit
a predélat tak, aby béhem jejich FeSeni zaci tvofivé mysleli. Procvi¢ovaci
tlohy lze zadavat [4]:

e symboly a &isly s vytvorenim zadani ptikladu;
e vysledkem s vytvofenim zadani prikladu;
e vytvoreni zadani prikladu na dané téma.

Pri fixaci uciva je vhodné pouzit ze za¢atku procvicovaci tlohy, které
jsou zadavany pomoci symbolu a ¢isel. Od zaku se pfi feSeni téchto uloh
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z4da, aby je vypocitali a vymysleli k nim vhodné zadani ve slovni ¢i obraz-
kové podobé. V pocatecni fazi je vhodné, aby prvni takovou tlohu vyftesil
ucitel spole¢né s zaky, aby ziskali spravnou pfedstavu o zpisobu feSeni.
Tyto tlohy se daji velice snadno zaclenit do vyucéovaci hodiny a do jisté
miry i ji ozivit.

Priklad: vytvoreni zadani k hodnotam 1

Zaddni: Vypocitej zadanou tlohu a vytvor k ni slovni ¢ obrézkové zadani.
m = 8 kg, Iy =289 kJ/kg, Ly =7 J

Uloha byla zakim zadana po probrani tématu skupenského tepla tani
a vypocitani nékolika klasickych procvi¢ovacich dloh kvantitativniho cha-
rakteru. Zadana tloha patii do kategorie procvic¢ovacich tloh zadavanych
pomoci symbolti a ¢isel. P¥i feSeni si zaci museli nejprve uvédomit, jakou
fyzikalni veli¢inu maji vypocitat, jaky vztah potiebuji pro jeji vypocet
a zda maji v zadani vSechny potfebné informace k jejimu vypoétu. V za-
dani méli uvedenou hodnotu hmotnosti a mérného skupenského tepla tani
pro Zelezo a otazku na hodnotu skupenského tepla tani. Pro spravné fe-
Seni bylo zapotiebi nejprve prevést jednotky mérného skupenského tepla
tani na zakladni jednotky a uvédomit si, jaké maji jednotlivé veli¢iny vlast-
nosti potfebné k vypoctu. Po vypocteni tilohy se mohli Zaci vénovat tvorbé
zadani. Kreativnéjsi z nich tak museli najit v tabulkéich latku, které by od-
povidala hodnota mérného skupenského tani v zadéani.

Ukézky zadani navrzenych zaky:

e Vypoditej skupenské teplo tani pro 8 kg a 28 kJ/kg.
e 8 kg zeleza. Jaké je jeho skupenské teplo tani?")
o 8 kg zelezné tyce. Jaké je jeho skupenské teplo tani?

e 8 kg Zelezny robot spadne do sopky. Jak velké skupenské teplo se
uvolni?

e Pepa se rozhodl roztavit svoji zeleznou sochu. Jak velké skupenské
teplo se pii tom uvolni?

P1i plnéni této ulohy Zzaci nejéastéji uvadéli prvni tii slovni zadani, pro-
toze se s nim jiz setkali pfi FeSeni piedchozich procvi¢ovacich tloh kvan-

titativniho charakteru. Mezi zajimavéjsi zadani patii posledni dvé slovni
zadani nebo zadani pomoci obrazku.

17 formalniho hlediska by zadani tlohy a véta obecné neméla zadinat &slici. Zde
v8ak zachovavame podobu uvedenou zaky bez dalsich aprav.
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Priklad: vytvoreni zadani hodnotam 2

Zaddni: Vypocitej zadanou tlohu a vytvor k ni slovni ¢i obrazkové zadani.
Sira: m =400g, Ly =7J.

Tato tloha patii k procvicovacim tlohédm, které se zadavaji pomoci sym-
bolt a ¢isel jako predchozi dloha, ale je trochu t&zsi, protoZze Zaci museji
pro vypocet skupenského tepla tani pouzit tabulky a vyhledat v nich hod-
notu mérného skupenského tepla tani siry. Zadana byla ke konci hodiny,
a pokud ji Zaci nestihli vyTesit, méli ji dokonc¢it za domaci tkol.

Zadani ulohy lze upravit tak, Ze se v ném ponecha pouze hmotnost
a otazka na hodnotu skupenského tepla téni. Vytvoii se tim vétsi pro-
stor pro tvorfivou ¢innost zakl, kdy si mohou sami uréit, pro jakou latku
provedou vypocet a vytvori slovni ¢ obrazkové zadani.

Ukazky zadani navrzenych zaky:

e Vypocitej skupenské teplo tani pro 400 g siry.
e Kolik tepla se spotiebuje pii roztati 400 g kostky siry?

e Lord Voldemort chysta smrtici lektvar ve své komnaté. Na jeho pii-
pravu potiebuje 400 g siry. Pro vytvoreni dobrého lektvaru je zapo-
tfebi siru zahtat na teplotu tani, aby roztala. Urci, kolik tepla se pfi
tom spotfebuje.

sira 400g

—

Obr. 9 Ukazka zadani ilohy na skupenské teplo tani vytvofené v ramci doméaciho
tukolu
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V tvorbé zaku lze nalézt i velmi pé&kné prace jako jsou slovni tloha
s Voldemortem a tuloha zadana obrazkem (obr. 9), které zaci vytvorili
doma. Nasledujici vyucovaci hodinu nasly tyto tlohy vyuziti pfi opakovani
uciva, kdyz zaci prestavali byt pozorni; ve tfidé pak byla zaznamenana
zvySena aktivni ¢innost zaku.

Ulohy lze zadavat také zcela oteviené & omezené konkrétnim vysled-
kem. Oteviené tlohy jsou v podstaté procvicovaci tlohy ve stylu: ,, Vytvor
slovni ¢i obrazkové zadani na vypocet...“. Jsou velmi volné a déavaji za-
kim prostor k tvorivé ¢innosti, ale pfi jejich tvorbé je zapotiebi vénovat
pozornost pracovnimu nasazeni zdku v pripadé€, kdyz by si chtéli praci
usnadiiovat. Ulohy omezené konkrétnim vysledkem spadaji do procvico-
vacich tloh, napf.: ,,Vytvor slovni ¢ obrazkové zadéni na vypocet, aby
vysledek byl...“. Tyto dlohy umoznuji zdktm rozvijet jejich predstavu
o jednotlivych fyzikalnich veli¢inach a jejich velikostech.

Oteviené a omezené ulohy autorka zakum vzdy zadavala pouze jednou
pro konkrétni vypocet a nasledné je zaci dostavali za doméaci tukol, aby si
je mohli na nasledujicich hodinéch pocitat.

Priklad: vytvoreni zadani na vypocet prijatého tepla

Zadani: Vytvorf slovni ¢i obrazkové zadani na vypocet pfijatého tepla.
Uloha byla zadana po vypoéitani nékolika klasickych procvicovacich

tloh v hodiné jako domaci dloha, protoze se v praxi osvédcilo, ze takovéto

tlohy Zaci vypracovavaji lépe béhem doméaci piipravy.

2

W “‘w}. ’\\.e_'\L

)

Obr. 10 Ukazky zadani vytvorenych zaky na téma pfijaté teplo v ramci domaciho
cviceni

Na obr. 10 vidime dva pfiklady zakovskych praci na vypocet piijatého
tepla. Kresba vpravo byla vyzita ucitelem v hodiné pii zavéreéném opako-
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tlohu, fesil ji spole¢né s zaky. Na zacatku si zaci zvolili zapisovatele, ktery
Sel k tabuli zaznamenéavat potiebné informace k feSeni. Vypsali si vechny
informace, které byly zadany obrézkem, dale si dohledali mérnou tepelnou
kapacitu oleje v tabulkach. Napsali si vztah pro vypocet pfijatého tepla
a zacali diskutovat, jak vypocitat hmotnost oleje. Par zaki si vzpomnélo
na souvislost mezi hmotnosti, objemem a hustotou a uvédomili si, Ze p¥i
zndmém objemu a hustoté dané latky 1ze hmotnost vypocitat; vztah i hod-
notu hustoty oleje mohou dohledat v tabulkach. U¢itel v pribéhu feseni
pouze usmérioval postup a napady zaka. Organizaci a zptsob TeSeni ta-
kové obréazkové ulohy je vzdy vhodné prizpusobit konkrétni t¥idé a aktualni
atmosféfe v hodiné.

Priiklad: vytvoreni zadani na vypocet odevzdaného tepla

Zaddni: Vytvor slovni ¢i obrazkové zadani na vypocet odevzdaného tepla.

Obr. 11 Ukézka zadani tlohy na vypocet odevzdaného tepla vytvoreného v ramci
domaci tlohy

Ukazky zadani navrzenych zaky:

e Réano si Zdefika ke snidani zalije ¢aj horkou vodou z konvice do 250 ml
hrni¢ku. Po ¢ase ji ¢aj zchladne na 25 °C. Kolik tepla odevzdé voda
v hrnicku svému okoli?

e Jana si napustila vecer do vany 80 | horké vody, ktera méla teplotu
50 °C. V priubéhu koupani teplota vody klesla na 42 °C. Kolik tepla
odevzdala voda svému okoli?

Slovni zadani s ¢ajem nebo horkou vodou bylo velice ¢asté, objevovalo
se i v obrazkové podobs. Obrazkové zadani s zarovkou (11) je zajimave,
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protoze zaci se musi zamyslet nad tim, z ¢eho je vlakno zarovky vyrobeno,
nez za¢nou pocitat. Uloha byla zadana pii opakovani vypoétii odevzdaného
tepla na nésledujici hodiné, kdyz Zaci pracovali ve skupinach. Po prostu-
dovani zadani byli Zaci zarazeni a zacali diskutovat o tom, z ¢eho Ze je
vlakno zarovky; bylo potésujici, Ze tfetina z nich védéla, ze je z wolframu.
Pr1i diskusi se pfirozené objevil i dotaz, zda si mohou dohledat informaci
na internetu. Pfi procvi¢ovani dloh kvantitativniho charakteru zaky nej-
vice bavilo fesit obrazkové ulohy, které si sami vytvorili; ¢im vice s nimi
pracovali, tim propracovanéjsi je i vytvafeli.

Ve fazich aplikace a fixace u¢iva se mohou také pouzivat procvicovaci
tlohy kvalitativniho charakteru. Tyto tulohy jsou v podstaté divergentni
alohy, které slouzi k upeviiovani a prohlubovani teoretickych znalosti pro-
biraného uciva.

Priiklad: vyznaceni riznych skupenstvi latek

Zaddni: Nakresli svicku a vyzna¢ na ni v8echna skupenstvi, které znéas.

/ Plynre skupenstii
\ - ohen
|

K Kapainé skupenstvi

- Lajieivogk

— 142
- {r_q [ Jh !
| %

Peyné skupenstvi
-vosk

- i tw.—,&(,—

Obr. 12 Ukazka ulohy na opakovani skupenstvi latek (aplikace a fixace)

Uloha byla zadana zaktm ve fazi fixace na hodiné vénované opakovani
tématu skupenstvi latek. Z obr. 12 je patrné, Ze se Zaci pfi plnéni ulohy
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snazili. U zelené svicky tvorené na pocitaci je dokonce namalovany smajlik,
ktery vyjadiuje v ramci zavedeného formativniho hodnoceni maximalni
nadSeni a spokojenost zaka se svou praci na tloze.

Priklad: zména skupenstvi latek

Zaddni: Nakresli zménu skupenstvi, se kterou se setkavas ve svém Zzivoté.

Ulohu byla zadana ve fazi aplikace na zavér hodiny a nasledné ji zaci do-
stali i za domaci @lohu. Na obr. 13 vidime dvé prace zaki. Uloha na zmény
skupenstvi zfejmé bavila, protoze ji na dalsi vyucovaci hodiné odevzdali
témér vsichni.

Obr. 13 Ukazka tlohy na zmény skupenstvi latek (aplikace a fixace)

Ve fazi aplikace a fixace u¢iva se mohou aplikovat riizné divergentni
tlohy. Ve vétsiné z nich se kresli obrazek na dané téma, coz mize kladné
motivovat i zaky, ktef{ jsou spiSe zaméreni na humanitni ¢i umélecké pred-
méty, protoze mohou pii praci ve fyzice dosdhnout vnitfniho uspokojeni a
uplatnit svou tvorivost.

3. Diagnéza

Divergentni tlohy lze pouzivat pfi ovérovani zakovskych znalosti ve fazi
diagnozy, ale jejich pouziti i hodnoceni je pomérné obtizné. Pfed pouzitim
divergentni ulohy v této fazi bylo nutné vybrat vhodnou tlohu pro ovéreni
zékovskych znalosti a stanovit si u ni relevantni zpiisob hodnoceni, pro-
toze hodnoceni znamkou je schopné pouze popsat, do jaké miry zaci splnili
zadanou ulohu, a protoze by hodnoceni znamkou odvadélo zéky od tvorivé
¢innosti pfi feSeni divergentni tlohy. Vybrano bylo bodové hodnoceni spolu
s individualnim slovnim hodnocenim a formativnim hodnocenim jako nej-
vhodnéjsi zptisob. Umoznil nejenom bodové ohodnotit, do jaké miry je
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spravné splnéna zadana tloha, ale také popsat jeji originalitu a propraco-
vanost. Po probrani daného tematického celku byly pomoci stanoveného
klice nasbirané body prepocteny zaka na zndmku, ktera byla zahrnuta do
klasifikace. Individuélni slovni hodnoceni a formativni hodnoceni déavalo
zékam zpétnou vazbu, jak moc byla vyucujici spokojena s jejich odvede-
nou praci.

S kritérii bodového hodnoceni, individualniho slovniho hodnoceni a for-
mativniho hodnoceni stanovenymi na zacatku vyzkumu, byli Zaci sezna-
meni na prvin{ vyucovaci hodiné v 8. tf¥idé. Tato stanovena kritéria poma-
hala k rozvoji tvofivé ¢innosti.

Priklad: obrazek k zadani na vypocet odevzdaného tepla

Zaddni: Vytvol obrazkové zadani na vypodcet odevzdaného tepla a vypo-
¢itej je.

Uloha byla soucasti hodiny na téma pfenos tepla proudénim a zafenim
pii ovéFovani znalosti o teple. Ukolem bylo namalovat obrazek a potom vy-
pocitat tlohu s obrazkem spojenou. Uloha byla bodové ohodnocena podle
nésledujicich kritérii:

e splnéno (max. 1 bod) — obrazek odpovidal zadané tloze;

e originalita (max. 2 body) — v jaké mifFe se obrazek vyskytoval u ostat-
nich zéku a setkali se s podobnym obrazkem v pfedchozich hodinach;

e propracovanost (max. 2 body) — jak detailné byl obrazek namalovany
a do jaké miry obsahoval potFebné udaje pro vypocet odevzdaného
tepla;

e spravnost (max. 4 body) — zda byla uloha zadané obrazkem spravné
vypo¢tena (1 bod za zéapis, 1 bod za dohledani potfebnych informaci
v tabulkach, 1 bod za spravny vztah a 1 bod za vypodet).

Za 1ulohu tak mohli zaci ziskat maximalné 9 bodi.

Ukazka zakem vytvofené a vyfeSené tlohy na obr. 14 splhuje zadani, jeji
bodové hodnoceni shrnuje tabulka 1. Napad je velice originélni, ale navrh
mé nedomyslené detaily, protoZe tavenina skla ve skute¢nosti nekape zna-
zornénym zpiusobem na zem a ani jeji zakreslené mnozstvi neodpovida re-
alité. Z téchto davodu zak ziskal pouze 1 bod za propracovanost obrazku.
Néasledné tlohu spravné vyftesil s jednou drobou chybickou; pii prepiso-
vani hodnoty mérné tepelné kapacity skla z tabulek si zapomnél opsat
i jeji jednotku, kterou si nasledné spravné pievedl na zakladni jednotku.
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Za opomenuti jednotky bylo zakovi strzeno 0,5 bodu v kritériu hodnoti-
cim spravnost vypoctu. Za vyfeSenou tlohu tak ziskal celkem 7,5 bodu a
slovni zpétnou vazbu: ,;super, originalni zadani a pozor na propracovanost
a jednotky“.

e t0g = 02 /T/
Cadde = 0,907 = 944
to = 4450 K
E = zgp
Q =7
= moL L. (_-‘ t/
RT 0L -9t (1400 -1¢)
/
Q= 113 9

14§D °C [

Obr. 14 Ukazka tlohy vypocet odevzdaného tepla (diagnoza)

Kritéria Body
splnéno 1
originalita
propracovanost 1
spravnost 3,5
Celkem 7,5

Tabulka 1 Bodové hodnoceni dlohy vytvofené a vypocitané zéakem (dia-
gnoza)

Na dalsi vyucovaci hodiné pfi diskuzi o vypracovanych tilohach doslo na
otézku, co ho vedlo k vytvoreni takového obrazkového zadani a pro¢ uvedl
u taveniny teplotu 1450 °C a hmotnost 200 g. Odpovédél, ze se nedavno
dival na potfad v televizi, kde se zabyvali sklafstvim, a Ze ptivodné chtél
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napsat teplotu tani, ktera byla uvedena v tabulkach, ale rozmyslel si to,
a uvedl teplotu nizsi, protoze sklo uz chvilku lezelo na zemi. Nasledné byl
pochvélen za originalni pfistup a ¢aste¢nou propracovanost a zarovenh mu
bylo vysvétleno, na co by si mél pii dalsim feSenim obdobnych iloh davat
pozor.

V odevzdanych zékovskych tkolech se nachézely i prace, ve kterych byl
pouze namalovany obrazek, z néhoz neslo vycist zadné informace potiFebné
pro vypocet odevzdaného tepla. Pokud obrazek alespon odpovidal zadani,
tak dany zak dostal za splnéni 1 bod.

Individualni slovni hodnoceni, bodové a formativni hodnoceni u diver-
gentnich tdloh je pfinosné v tom, Ze se pomoci nich da detailnéji popsat
posun zakt ve védomostech i tvofivé ¢innosti, a ze zaktim vytvari veétsi
prostor k uplatnéni jejich kreativity. U bodového hodnoceni Je zapotiebi
si dat pozor, aby ho Zaci nezacali vnimat jako hodnoceni znamkou, protoze
by mohli pfi feSeni zadanych tloh radéji ,,sdzet na jistotu® a volit jiz znamé
postupy na tkor originality a vétSimu prostoru pro vlastni tvorivost.
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INFORMATIKA

Vybrané matematické tlohy MO
resitelné pomoci zakovského
programovani (1. ¢ast)

LADISLAV PERK
Pfirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

Uvod

Tento ¢lanek je volnym pokracovanim ¢lanku, ktery seznamoval Cte-
nafe s vyuzitim programovani pii feSeni vybranych matematickych tloh
MO v jazyce Python [1]. Na celkem sedmi tilohach byly ukazany jednodussi
algoritmické konstrukce vybranych tloh MO, se kterymi se ¢tenafi a zé-
jemci pri FeSeni téchto iloh mohou setkat. Jistou slabinou prvniho ¢lanku
bylo, Ze prezentoval relativné maly pocet feSeni a nevyuzival pokrocilejsi
algoritmické konstrukce jazyka Python: cilem ¢lanku bylo seznamit ¢te-
nafe s danou problematikou a nezatéZovat jej pokrocilejsimi moZnostmi
jazyka Python.

Cilem tohoto ¢lanku je tento nedostatek vykompenzovat. Z tohoto di-
vodu je prezentovan relativné vétsi pocet uloh MO, jsou uplatnény dalsi
algoritmické konstrukce, které mohou ¢tenafi pii feSeni analogicky podob-
nych tloh MO vyuzit a také jsou pouzity pokrocilé algoritmické konstrukce
jazyka Python. S ohledem na rozsah prezentovanych feSeni je proto ¢lanek
rozdélen na dveé ¢asti. Tento ¢lanek je prvni ¢asti dvoudilného ¢lanku.

V nasledujici tloze 1 se pracuje se Sesticifernymi pfirozenymi ¢&isly, pii-
¢emZ se hledaji jejich t¥i cifry tak, aby Sesticiferné ¢islo bylo délitelné 7, 8
a 9. V tloze se vyuziva dekadického zéapisu vicecifernych ¢&isel a formulace
podminek délitelnosti.
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Uloha 1 ([2])
Nahradte hvézdicky v ¢éisle 683%** vhodnymi ¢islicemi tak, aby vysledné
Sestimistné ¢islo bylo délitelné 7, 8 a 9.

Autorské Feseni: V uloze se hledaji tfi jednociferné kladna cela ¢isla, ktera
po dosazeni za hvézdi¢ky vytvori Sesticiferné ¢islo, které ma byt délitelné
¢isly 7, 8 a 9. Hvézdicky nahradime tfemi vhodné pojmenovanymi pro-
ménnymi, napi. a, b a c. Cislo 683abc ma byt délitelné ¢isly 7, 8 a 9.

Pro tcely vyéisleni proménnych a, b a ¢ zavedeme tii vzajemné vnofené
cykly s pevnym poctem opakovani s vhodné pojmenovanymi proménnymi,
napf. a, b a ¢, s vycislenim od 0 do 9 (¥. 1-3). Pro ufely zvySeni pre-
hlednosti zdrojového kdédu je vhodné pro hledané Sesticiferné ¢islo zavést
pomocnou proménnou, napf. cislo s pfislusnym dekadickym vyjadifenim
(f. 4). Nyni lze provést posouzeni délitelnosti beze zbytku hledaného Sesti-
ciferného ¢isla a ¢isel 7, 8 a 9. To lze zrealizovat pomoci podminéného
piikazu if s posouzenim jednotlivych délitelnosti v konjunktivnim tvaru
pomoci operatoru and a operatoru modulo % (f. 6). V pfipadé kladného
vyhodnoceni této podminky lze pfistoupit k vypisu ¢iselné hodnoty hleda-
ného Sesticiferného ¢isla (¥. 7).

for a in range (0, 10):
for b in range (0, 10):
for ¢ in range (0, 10):
cislo = 683 x 1000 + a * 100 + b * 10 + c

if cislo % 7 == 0 and cislo % 8 == 0 and cislo % 9 == 0:
print (cislo)

Program vypiSe jako feSeni dvé Sesticiferna ¢isla, a to 683424 a 683 928.
Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovéfit spravnost téchto dvou vypsanych
vysledki. Zaroven je moZzné se presvédéit o spravnosti téchto vysledku
nahlédnutim do feseni MO.

Proménné a, b a ¢ je mozné také vycislovat s vyuzitim pokrocilych
syntaktickych konstrukeci. Pro tucely vy¢isleni proménnych a, b a c lze
misto t¥ vzajemné vnofenych for cykli (¥. 1-3) uplatnit metodu product
(¥. 3) z knihovny itertools (¥. 1), ktera realizuje vy¢islovani proménnych
a, b, ¢ ekvivalentné prostfednictvim proménné x (¥. 4-6).

from itertools import product

for x in product(range(l, 10), repeat = 3):
a = x[0]
b x[1]
c x[2]
cislo = 683 % 1000 + a * 100 + b * 10 + c
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if cislo % 7 == 0 and cislo % 8 == 0 and cislo % 9 == 0:
print (cislo)
Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

V nasledujici dloze 2 se hleda deset po sobé jdoucich pfirozenych ¢&isel,
u kterych kazdé z téchto ¢isel musi byt délitelné jednim jednocifernym
¢islem. Uloha je ukazkou pouziti cyklu while. Hledani po sobé jdoucich
pravé deseti prirozenych ¢isel se ukonéi v situaci, kdy vSech téchto deset
prirozenych ¢isel, je délitelno kazdym z definovanych ¢isel.

Uloha 2 ([3])
Existuje deset po sobé jdoucich pFirozenych ¢isel, kterd jsou po radé
deélitelna ¢isly 9, 7, 5,3, 1,1, 3,5, 7, 97

Autorské reseni: V dloze se hleda deset po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel,
které musi byt postupné délitelné ¢isly 9, 7, 5, 3, 1, 1, 3,5, 7 a 9.

V ramci uvazovani nad strategii feSeni tlohy je vhodné si uvédomit, ze
sta¢i nalézt prvni z deseti pfirozenych ¢isel, zbylych devét po sobé jdoucich
prirozenych ¢&isel je nalezeno postupnym pfi¢itanim +1,+2,...,+9 od prv-
niho pfirozeného ¢isla. Pokud tedy ¢iselnou hodnotu prvniho nalezeného
prirozeného ¢isla oznac¢ime A, pak druhé ¢islo lze vyjadrit jako A+ 1, tieti
A + 2. Posledni desaté cislo lze vyjadrit jako A 4+ 9. Ze zadani tykajici se
délitelnosti pak plyne, ze 9|4, 7|(A+ 1), 5|[(A+2), ..., 9](A+9).

P1i hledani prvniho z deseti po sobé jdoucich pfirozenych &isel je pak
vhodné uplatnit cyklus s podminkou na za¢atku — while cyklus V) s ¥idici
proménnou napf. splneno (¥. 4), kterou je vhodné pfed prohledavanim sta-
vového prostoru nastavit na hodnotu False (. 2). Zaroven je nutné zavést
tidici proménnou, napt. i, ktera se s kazdym dalsim poradim prohleda-
vani inkrementuje (¥. 5). Tuto proménnou je nutné pied prohledavanim
stavového prostoru vynulovat (f. 1).

Stavovy prostor, ktery neni shora nijak ohranieny, se bude systema-
ticky prohledavat do situace, kdy se nalezne prvni &iselnd hodnota i ta-
kova, ktera odpovida podminkadm zadani alohy. Touto podminkou je vyjad-
feni bezezbytkové délitelnosti i pomoci operatoru modulo % s porovnanim

DBylo by také mozné pro tcely vyé&islent ¥dici proménné uplatnit cyklus s pevnym
poc¢tem opakovani — for cyklus, avSak s prihlédnutim k faktu, Ze neni znam ani ciferny
fad hledaného prvniho pfirozeného ¢&isla, je tento typ cyklu — vzhledem k nutnosti
stanoveni horni ¢iselné hodnoty prohledavani — nevhodny.
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s hodnotou 0 (zapsano jako == 0) v podminéném piikazu if v konjunktiv-
nim tvaru pomoci operatorii and (¥. 7). V pfipadé splnéni takto formulo-
vané podminky se vypiSe ¢iselna hodnota nalezeného i (¥. 8) a proménna
splneno se nastavi na hodnotu True (¥. 7), ¢im% se ukondi ¢innost while
cyklu (f. 7).

i =20
while splneno == False:
i=1i+1
if 1 %9 == 0and (i +1) %7 == 0 and (i + 2) %5 == 0
and (i + 3) %3 == 0 and (i + 4) %1 == 0 and (i + 5)
% 1 == 0 and (i + 6) %3 == 0 and (i + 7) %5 == 0
and (i + 8) %7 == 0 and (i + 9) %9 == 0:
print (i)
splneno = True

Program vypiSe jako feSeni ¢islo 153. Jednoduchou pocetni kontrolou
Ize ovérit spravnost tohoto vypsaného vysledku. Zaroven je mozné se pie-
svéd¢it o spravnosti tohoto vysledku nahlédnutim do feseni MO.

V nasledujici tloze 3 se vybira jedno prirozené ¢islo z celkem osmi &isel,
které neni délitelem urcitého pfirozeného &isla, resp. v8ech kladnych celych
¢isel mensich nez 1 000.

Uloha 3 ([4])

Pro kolik kladnych ¢isel mengich nez 1000 plati, Ze mezi ¢isly 2, 3, 4, 5,

6, 7,8 a9 je pravé jedno, které neni jeho délitelem?
Autorské tesent: V tloze se hleda pocet vSech kladnych celych ¢isel men-
§ich nez 1000, kdy pravé jedno z Cisel od 2 do 9 neni jeho délitelem.
Hledan4 ¢isla maji byt mensi nez 1000 a zaroven délitelnd pravé sedmi
prirozenymi ¢isly (byt nékteré z nich soudélné), proto budou posuzovana
v8echna pfirozena ¢isla od 10 do 999.

Je vhodné si uvédomit, Ze pro tcely nalezeni vSech hledanych ¢isel neni
zapotiebi znat konkrétni ¢islo, které neni délitelem hledanych ¢isel. Cel-
kovy pocet déliteli 2 az 9 je 8 a pokud pravé jedno z téchto ¢isel nema byt
délitelem hledanych ¢&isel, pak takovy pocet délitelt je 7. Tedy pokud po-
¢et déliteld od 2 do 9 hledaného ¢&isla je pravé 7, pak hledané &islo splivuje
podminky zadéni tlohy.

Pro ucely hledani daného ¢isla uplatnime jeden cyklus s pevnym poétem
opakovani s vhodnym pojmenovanim fidici proménné, napt. cislo, ktery
nabyva ¢iselnych hodnot od 10 do 999 (¥. 3).

Pro uréeni pravé sedmi délitelti z moznych pravé osmi délitela 2 az 9
zavedeme pomocnou proménnou reprezentujici pocet déliteld ¢isla v pro-
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ménné cislo, oznaCme ji pocet, a kterou je nutné vynulovat (f. 4). Na-
sledné lze pristoupit k postupnému posuzovani délitelnosti ¢isla v cislo
s kazdym pfirozenym ¢&islem od 2 do 9: pomoci operatoru modulo % se
posoudi délitelnost beze zbytku ¢&isla v proménné cislo s kazdym pfiro-
zenym ¢islem od 2 do 9, v piipadé kladného vyhodnoceni se inkrementuje
proménné pocet v ramci kazdého posuzovaného z &isel od 2 do 9 (F. 6 aZ
28). V piipadé, Ze hodnota proménné pocet bude rovna 7 (¥. 30), pak lze
vypsat ¢iselnou hodnotu proménné cislo (¥. 31). Tato hodnota odpovida
situaci, kdy mezi osmi pfirozenymi ¢isly od 2 do 9 se nachazi pravé jedno,
které neni délitelem posuzovaného ¢isla.

print ("Nalezena cisla: ")

for cislo in range(10,1000):
pocet=0

if cislo%2 == 0:
pocet=pocet+1

if cislo%3 ==
pocet=pocet+1

if cislo%4 == 0:
pocet=pocet+1

if cislo%5 == 0:
pocet=pocet+1

if cislo%6 ==
pocet=pocet+1

if cislo%7 == 0:
pocet=pocet+1

if cislo%8 ==
pocet=pocet+1

if cislo%9 == 0:
pocet=pocet+1

if pocet == T7:
print (cislo)

Program vypiSe jako feSeni ¢tyfi trojciferna ¢isla, a to 360, 504, 720 a
840. Jednoduchou poéetni kontrolou lze ovéfit spravnost téchto vypsanych
vysledkt. Zarovenl je mozné se presvédéit o spravnosti téchto vysledki
nahlédnutim do feseni MO.

Protoze posuzovani délitelé z predchoziho feSeni jsou vSechna pFirozena
¢isla od 2 do 9, lze je vyjadfit pomoci jednoho cyklu s pevnym poctem
opakovani. Pokud pouzijeme oznaceni fidici proménné napiiklad i, pak
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takovy zapis nabude do podoby for i in range(2, 10): (. 6). Nyni
mirné upravime predchozi zdrojovy kéd a vytvorime tak novy. Posouzeni
délitelnosti ¢isla v proménné cislo s ¢isly od 2 do 9, nyni v proménné i, lze
vyjadfit jako if cislo % i == 0: (f. 7). V piipadé kladného posouzeni
se inkrementuje proménna pocet (¥. 8). Ciselnou hodnotu proménné cislo
(¥. 11) je mozné vypsat v pifpadg, Ze ¢iselnd hodnota v proménné pocet
je rovna ¢islu 7 (F. 10), stejné jako v predchozim zdrojovém kodu. Oba
zdrojové kody pracuji analogicky, proto jsou i jejich vystupy shodné. Proto
lze predchozi zdrojovy kod prepsat do podoby:

print ("Nalezena cisla:")

for cislo in range (10, 1000):
pocet = 0

for i in range(2, 10):
if cislo % i == 8
pocet = pocet + 1

if pocet == T7:
print (cislo)

Program také vypise jako TeSeni Ctyfi trojciferna ¢isla, a to 360, 504,
720 a 840. Jedna se o shodné vypisované vysledky jako v piipadé vypisu
predchoziho programu.

V nésledujici tloze 4 se pracuje s délitelnosti pfirozenych ¢&isel, resp.
posuzovanim sudosti a lichosti pfirozenych ¢isel.

Uloha 4 ([5])

Trojmistné prirozené ¢islo budeme nazyvat sudomilé, jestlize obsahuje
dvé sudé dislice a ¢Eislici 1. Trojmistné prirozené &islo budeme nazyvat
lichomilé, jestlize obsahuje dvé liché ¢islice a ¢&islici 2. Zjistéte, kolik je
v8ech sudomilych a kolik lichomilych ¢&isel.

Autorské reseni: V tloze se hledaji dva typy trojcifernych ¢isel: prvnim ty-
pem je trojciferné ¢islo obsahujici ¢islici 1 a pravé dveé sudé ¢islice, druhym
typem je trojciferné ¢islo obsahujici ¢islici 2 a pravé dveé liché Eislice.

Zaroven je tuloha specifickd tim, Ze neni zapotiebi formulovat hledané
trojciferné ¢isla; v tloze se pracuje pouze s diléimi ciframi téchto trojcifer-
nych é&sel. Trojciferna ¢isla oznacime abc. Sudomila ¢isla lze tedy oznagit
jako 1bc, alc a abl s tim, Ze cifry a, b a ¢ jsou sudé, lichomila &isla pak
2bc, a2c a ab2 s tim, Ze cifry a, b a ¢ jsou liché.
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Podminku pro identifikaci sudomilych é&isel 1ze vyjadiit jako

(a=1A2bA2|Ic)V(2lanb=1A2c)V(2lan2bAc=1).

1be ale abl

V programu bude tato podminka vyjadfena pomoci operatoru modulo
% s posouzenim bezezbytkové délitelnosti pomoci == 0 (tj. sudosti cifer)
v podminéném piikazu if v disjunktnim tvaru pomoci operatoru or (. 7).
V pripadé kladného vyhodnoceni této podminky se bude inkrementovat
proménnou registrujici pocet sudomilych éisel (¥. 8), kterou je vSak nutné
pred prohledavanim stavového prostoru vynulovat (¥. 1).

Analogicky podobné lze pristoupit k ur¢ovani poc¢tu lichomilych &isel.
Podminku pro identifikaci lichomilych &isel 1ze vyjadrit jako

(a=2A2¢bA24c)V(21anb=2A21c)V(2tan2ibAc=2).

2bc a2c ab2

V programu bude tato podminka vyjadfena pomoci operatoru modulo
% s posouzenim bezezbytkové nedélitelnosti pomoci == 1 (tj. lichosti cifer)
v podminéném piikazu if v disjunktnim tvaru pomoci operatoru or (¥. 10).
V pripadé kladného vyhodnoceni této podminky je mozné inkrementovat
proménnou registrujici pocet lichomilych ¢isel (f. 11), kterou je v8ak nutné
pred prohledavanim stavového prostoru vynulovat (¥. 2).

sudomile = 0
lichomile = 0
for a in range(1l, 10):
for b in range (0, 10):
for ¢ in range(0, 10):
if (a == 1 and b% 2 == 0 and ¢ % 2== 0) or (a %
2 == 0 and b == 1 and ¢ % 2 == 0) or (a % 2
== 0 and b %2 == 0 and ¢ == 1):
sudomile = sudomile + 1
if (a == 2 and b% 2 == 1 and ¢ % 2== 1) or (a %
2 == 1 and b == 2 and ¢ % 2 == 1) or (a % 2
== 1 and b % 2 == 1 and ¢ == 2):
lichomile = lichomile + 1
print ("Pocet sudomilych: ", sudomile)
print ("Pocet lichomilych: ", lichomile)

Program vypiSe jako feSeni pocet sudomilych ¢isel 65 a pocet lichomi-
lych ¢isel 75. Nahlédnutim do feSeni MO je mozné se presvédéit o sprav-
nosti téchto nalezenych vysledki.
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Ulohu je také mozné Fedit s vyuzitim pokrocilych syntaktickych kon-
strukci. Misto uplatnéni tfi vzajemné vnorenych for cykli lze uplatnit
metodu product se tfemi proménnymi (¥. 6-9).
from itertools import product

sudomile = 0
lichomile = 0

for x in product(range(l, 10), repeat = 3):
a x[0]
b

C

[
b
=

if a !I= 0:

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

V nasledujici tloze, tloze 5, se pracuje s racionalnim lomenym vyrazem,
kdy se po dosazeni kladného celého ¢isla do Citatele i jmenovatele méa
rozhodnout, zda hodnota vyrazu je ¢ neni celym ¢éslem. Uloha je ukazkou
posuzovani bezezbytkové délitelnosti jak pomoci operatoru modulo, tak
také pomoci pythonovské metody .is_integer().

Uloha 5 ([6])
Pro ktera cela ¢isla x je podil
feSeni.

z+11
x+7

celym ¢&islem? Najdéte vSechna

Autorské teSeni: V uloze se hledaji vechna cela ¢isla x, pro které je ¢islo
7”':_171 celym ¢islem. Pokud ¢islo I'Hl je celym ¢islem, pak ¢islo  + 7 beze
zbytku déli ¢islo « + 11, resp. 01510 z + 11 je celo€iselnym nasobkem ¢&isla
x + 7. Je zapottebi si také uvédomit, ze ¢islo x + 7 nesmi{ byt nulové, tzn.
T # —T.

Jednim z moznych TeSeni je definovani podilu £t jako vyrazu, kdy
pro vyraz v ¢itateli podilu z + 11 zavedeme pomocnou proménnou, napft.
citatel (F. 1), stejné tak pro vyraz ve jmenovateli podilu z + 7 zavedeme
pomocnou proménnou, napf. jmenovatel (¥. 3). Podil vyrazi je mozné
zformulovat jako podil se zavedenim pomocné proménné, napi. zlomek
(¥. 6). Protoze ale ¢iselna hodnota jmenovatele nesmi byt nulova, proto je
nutné pred zformulovanim podilu posoudit nenulovost jmenovatele pomoci
podminéného piikazu if (¥. 5).

Pro acely posouzeni celo¢iselnosti ¢iselné hodnoty v proménné zlomek
je vhodné uplatnit metodu .is_integer(), kterd vraci hodnotu True

z+11
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v pifpadé, Ze v proménné zlomek je celé ¢islo (tj. podil je celo¢iselny),
v opacném piipadé hodnotu False. Tuto metodu lze zavolat v podminé-
ném pifkazu if jako zlomek.is_integer() (¥. 8). V pfipadu kladného
vyhodnoceni této podminky lze vypsat ¢iselnou hodnotu proménné x jako
Feseni tlohy (¥. 9).

for x in range(—1000, 1001):
citatel = x + 11

jmenovatel = x + 7
if jmenovatel != 0:
zlomek = citatel / jmenovatel

if zlomek.is integer ():
print (x)

Program vypise jako feSeni 6 zapornych ¢&isel: —11, -9, —8, —6, —5, —3.
Postupnou kontrolou Sesti vypsanych vysledki 1ze ovérit spravnost téchto
vypsanych vysledku. Zaroven lze spravnost téchto vysledkt ovéfit nahléd-
nutim do vysledki MO [6].

import math

for x in range(—1000, 10001):
citatel = x + 11
jmenovatel = x + 7

if jmenovatel != 0:
if citatel % jmenovatel == 0:
print (x)

Program také vypiSe jako feSeni 6 zapornych ¢isel: —11, —9, —8, —6, —5,
—3. Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovérit spravnost téchto vypsanych
vysledki. Zaroven je mozné se presvédCit o spravnosti téchto vysledkt
nahlédnutim do feseni MO.

V nésledujici dloze, tloze 6, se doplhuji do ¢tyft, resp. Sesti Ctytcifer-
nych prirozenych ¢&isel pravé dvé cifry tak, aby vysledek dvou piikladi
odpovidal uré¢ité podmince. Uloha je tak ukazkou Fefeni takovych mate-
matickych tloh, ve kterych se doplhuji cifry a maji vznikla Cisla spliiovat
dané podminky plynouci z pravidel sou¢tu a rozdila ¢tytcifernych &isel.

Uloha 6 ([7])
Dopliite misto hvézdicek &islice tak, aby soucet vysledkii nasledujicich
dvou piikladt byl 5 842:
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* 2% 7 2x9 %
3 %4 % — %2 x4
4 %00 * 5 4 x

Autorské reseni: V tloze se hleda nékolik jednocifernych éislic, které se do-
pliji za hvézdicky jako chybéjici cifry do ¢tyr ¢tyreifernych Cisel tak, aby
oba priklady byly vyfeSseny spravné. Je vhodné si uvédomit, ze hvézdicky
ve vysledcich obou pfikladi neni nutné vyjadfovat a vycislovat pomoci
proménnych, jejich hodnoty vzejdou z prislusného souctu a rozdilu étyici-
fernych ¢isel v obou piikladech.

Hvézdicky — pouze u ¢isel nad podtrzitkem — nahradime proménnymi a
az h nasledovné:

a2b 7 2e9 f
3cdd - g2 h 4
4 %00 * b 4 %

Na cifry nejsou ze zadani explicitné kladena Zadné Ciselnd omezeni.
Proto cifry a az h mohou nabyvat celo¢iselnych hodnot od 0 do 9. Cisla
v prvnim piikladu proto budou a2b7 a 3cdd, &isla ve druhém pifkladu pak
budou 2e9f a glh4. Vysledky obou pifikladi mohou byt zapsany ve tvaru
4% 00 a *54x.

Pro ucely vy¢isleni proménnych a az h uplatnime osm vzajemné vnoie-
nych cyklid s pevnym pocétem opakovani s vy¢islovanim od 0 do 9 s vhod-
nym pojmenovanim Fidicich proménnych, napf. a az g (¥. 1-8).

Pro uéely zvySeni prehlednosti zdrojového kodu je vhodné dekadicky
vyjadrit a pojmenovat pomoci proménnych obé ¢isla nad podtrzitkem prv-
niho piikladu (¥. 9 a 10), stejné tak druhého piikladu (f. 22 a 23). Vy¢isleni
vysledkt prikladu je vhodné vyjadrit jako soucet obou ¢isel nad podtrzit-
kem (¥. 11), resp. rozdil prvniho a druhého éisla ¢isel nad podtrzitkem
(¥. 24). Tim jsme dostali oba vysledky piiklada jako Gtyifciferna cisla.

Protoze vsak potfebujeme zjistit, zda ve vysledku prvniho piikladu je na
misté tisica cifra 4, desitek 0 a jednotek 0, stejné tak ve vysledku druhého
prikladu je na misté stovek cifra 5 a na misté desitek cifra 4, pak je nutné
provést ¢iselny rozklad obou vysledku piikladi.

Uvedeny postup vysvétlime na nasledujicim modelovém ptikladu: pred-
pokladejme, ze mame Gtyfciferné prirozené &islo ve tvaru tsdj:?) trojciferné

2) Oznageni proménnych znamenaji: t — tisice, s — stovky, d — desitky, j — jednotky.
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¢islo sdj ziskame jako tsdj mod 1000, dvojciferné &islo dj ziskame jako sdj
mod 100 a jednotky j ziskdme jako dj mod 10. V ramci tohoto rozkladu
je tfeba si postupné ukladat jednotlivé cifry do pFislusnych proménnych ¢,
s, d a j pomoci celo¢iselného déleni division.

Pro realizaci ¢iselného rozkladu pro vysledek prvniho ptikladu je vhodné
zavést pomocnou proménnou (¥. 13), napf. soucet. Tuto pomocnou pro-
ménnou budeme ¢iselné rozkladat pomoci operace modulo % (¥. 15, 17,
19), mezitim v8ak pomoci operace celo¢iselného déleni // postupné zazna-
menavat jednotlivé nejvyssi cifry danych ¢isel, které se zaznamenéavaji do
proménnych t, s, d, j (¥. 14, 16, 18, 20). Analogicky stejné bude proveden
Ciselny rozklad vysledku druhého piikladu (¥. 26-33). Tim jsou v pro-
meénnych t1, s1, d1, j1 uvedeny vSechny cifry vysledku prvniho ptikladu,
v proménnych t2, s2, d2, j2 pak vSechny cifry vysledku druhého pfikladu.

V této situaci je mozné posoudit, zda piislusné proménné obsahuji pii-
slugné cifry ze zadéani ulohy:

tl:4/\t1:4/\d1:OAj1:O/\82:5/\d2:4.

To 1ze zrealizovat pomoci podminéného piikazu if v konjunktivnim tvaru
pomoci operatoru and (¥. 35). V pfipadé kladného vyhodnoceni této pod-
minky lze vypsat ¢iselné hodnoty vSech Sesti ¢isel v podobé zadanych dvou
prikladi (¥. 36-46).

for a in range(0, 10):
for b in range(0, 10):
for ¢ in range (0, 10):
for d in range (0, 10):
for e in range (0, 10):
for f in range(0, 10):
for g in range(0, 10):
for h in range (0, 10):

cislol = a % 1000 + 2 % 100 + b % 10 + 7
cislo2 = 3 % 1000 + ¢ % 100 + 4 % 10 + d
vysledekl = cislol -+ cislo2

soucet = vysledekl

tl = soucet // 1000

soucet = soucet %1000

sl = soucet // 100

soucet = soucet % 100

dl = soucet // 10

soucet = soucet % 10

jl = soucet

cislo3 = 2 % 1000 + e = 100 + 9 = 1 + f
cislo4 = g % 1000 + 2 % 100 + h %= 10 + 4

vysledek2 = cislo3 — cislo4
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Program vypiSe jedno TeSeni, které lze zapsat ve tvaru:

1257 2796
3043 - 1254
4300 1542

Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovéfit spravnost tohoto vypsaného
vysledku. Zarovenn je mozné se presvédcit o spravnosti tohoto vysledku
nahlédnutim do Feseni MO.

Ulohu se jaké mozné také Tesit s vyuzitim pokrocilych syntaktickych
konstrukci. Misto uplatnéni osmi vzajemné vnorenych for cyklt lze uplat-
nit metodu product s osmi proménnymi (¥. 3-11).
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Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

Pozndmka. Ulohu je mozné také Fesit tak, Zze vSechny hvézdicky v obou
prikladech budou nahrazeny fidicimi proménnymi a az k se systematickym
vy¢islenim kazdé z nich. Pak oba piiklady lze prepsat do tvaru:

a2b7 2 f9g
3cdd - h 214
4e¢00 j 54k

Celkem tedy bylo pouzito 11 proménnych. Je tfeba zdaraznit, ze celkova
doba hledani feSeni na pocitaci je jiz neimérné vysoka, proto tento zpusob
feSeni neni vhodny.

Shrnuti

V predlozeném piispévku jsme prezentovali celkem 6 vybranych ma-
tematickych uloh MO, které jsme fesili pomoci programovani v jazyce
Python. U nékterych tloh — tam kde to bylo vhodné —, bylo pfedstaveno
také feSeni s vyuzitim pokrocilych syntaktickych konstrukei.
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ZPRAVY

Mezinarodni olympiady
v informatice 10T 2025

Také v letoSnim roce probihaly
vSechny tradi¢ni mezinarodni olympi-
4dy v informatice, kterych se pravi-
delné tcastni soutézni druzstva z Ceské
republiky. Na zacatku Cervence se ko-
nal 32. roénik regionalni St¥edoevrop-
ské olympiady v informatice CEOI
2025 (Central European Olympiad in
Informatics) v rumunském mésté Cluj-
Napoca, ve druhé poloviné Cervence
nésledoval v némeckém Bonnu 5. roc¢-
nik Evropské divéi olympiddy v in-
formatice EGOI 2025 (European Gi-
rls’ Olympiad in Informatics). Vyvr-
cholenim celého soutézniho roéniku po-
tom byla 37. celosvétova Mezinarodni
olympiada v informatice IOI 2025 (In-
ternational Olympiad in Informatics),
ktera se uskutecnila na prelomu &er-
vence a srpna v Bolivii v hlavnim mésté
Sucre.

Vybér naSich reprezentanti pro
v8echny tyto soutéZe je zaloZzen na
vysledcich ustfedniho kola aktualniho
ro¢éniku Matematické olympiady kate-
gorie P. Usp&ni Fesitelé tust¥edniho
kola jsou zvani na tradiéni vybérové
soustfedéni a pri sestavovani repre-
zenta¢nich druZstev se pak séitaji vy-
sledky z ustfedniho kola MO-P a vy-
sledky dosazené na tomto vybérovém
soustiedéni. Ctyfi soutézici s nejlep-
§im celkovym hodnocenim ziskaji moz-
nost reprezentovat Ceskou republiku
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na Mezinarodni olympiadé v informa-
tice IOI, zatimco dalsi ¢tyri mladsi Fesi-
tele z nematuritnich ro¢nikt zveme na
Stredoevropskou olympiadu v informa-
tice CEOIL. Nezavisle na tom na EGOI
jedou soutézit Ctyti nejlepsi divky.
Vsechny tii mezinarodni olympiady
se Fidi podobnymi pravidly, maji stejny
charakter soutéznich tloh a stejny zpi-
sob hodnoceni. Vlastni soutéz je vzdy
tvofena dvéma soutéznimi dny, v kaz-
dém =z nich studenti Tesi t¥i nebo
CtyTi naro¢né algoritmické alohy, na je-
jichz vyTeseni dostanou pét hodin ¢asu.
Vzdy vecer pfed soutéznim dnem ve-
douci vSech narodnich delegaci spo-
le¢né schvali dlohy navrzené poradatel-
skou zemi, podle potfeby upravi jejich
formulace a pielozi je do mateiského
jazyka svych studenti. Cesti studenti
tedy dostavaji jak ptvodni anglickou,
tak i ¢eskou verzi zadani tloh. Kazdy
soutézici pracuje na pfidéleném osob-
nim pocitaci s nainstalovanym soutéz-
nim prostfedim, které umoziuje vy-
vijet a testovat programy a odesilat
je k vyhodnoceni. Spravnost vypraco-
vanych programi se automaticky tes-
tuje v priab&hu soutéze pomoci predem
pfipravené sady testovacich vstupnich
dat, kazdy test je navic omezen ¢aso-
vym limitem. Tim je zajiSténa nejen
kontrola spravnosti vysledkti, ale po-
moci ¢asovych limita se také odlisi kva-
lita pouzitého algoritmu. P¥i testovani
kazdé tlohy se pouzivaji sady testova-
cich dat ruzné velikosti, takze teore-
ticky spravné fesSeni zaloZzené na méné
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efektivnim algoritmu zvladne dokoncit
vypocet v C¢asovém limitu pouze pro
nékteré testy — pro ty mensi a jedno-
dussi. Takové FeSeni je potom ohod-
noceno ¢asteénym poctem bodd. Cas-
te¢né body lze ziskat také za vyfe-
Seni nékterych specialnich ptipada, za-
timco plny pocet bodiu pfinese az fe-
Seni fungujici v plné obecnosti. Kratce
po odevzdéani vypracovaného programu
do vyhodnocovaciho systému se sou-
tézici dozvi hodnoceni svého feSeni a
ma pak jesté moznost TFeSeni opravit
a odevzdat ho znovu. Podobny systém
pouzivame v poslednich letech i u nas
v Matematické olympiadé kategorie P
pro hodnoceni praktickych tloh domé-
ciho a ustfedniho kola.

V kratkosti si predstavime pribéh
a vysledky jednotlivych letoSnich me-
zinarodnich olympiad v informatice.

ROMANIA

*CLUJ-NAPOCA*

Stredoevropska soutéz CEOI 2025
se konala ve dnech 7.-13. 7. 2025 v Ru-
munsku. Byla to jiz patd stfedoev-
ropska olympidda porddand na tzemi
Rumunska, z toho potfeti ve mésté
Cluj-Napoca. Letosni CEOI byla his-
toricky nejvétsi, zicastnilo se ji cel-
kem 63 soutézicich z 15 zemi. Ve-
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dle osmi tradi¢nich ucastnickych stre-
doevropskych stati (éeské republika,
Chorvatsko, Madarsko, Némecko, Pol-
sko, Rumunsko, Slovensko, Slovinsko),
které se pravidelné st¥idaji v poradani
olympiady, pfijeli jako hosté soutézici z
dalsich sedmi zemi (Bulharsko, Gruzie,
Moldavsko, Rakousko, Srbsko, gvycar—
sko a Ukrajina). Ukrajina se navic od
pristtho roku zaradi mezi pofadatel-
ské staty CEOI a pravidelné ucastniky.
Jako obvykle soutézilo jesté také druhé
druzstvo poradatelské zemé.

Ceské reprezenta¢ni druzstvo mélo
nésledujici sloZeni:

Hugo Herynek, 6/8, gymnazium
Jana Keplera, Praha 6.

Adam Houdek, 9. ro¢. Zé, SOS a 7S
Brezova,

Petr Stary, 7/8, gymnazium Jirov-
cova, Ceské Budsgjovice,

Jan Vdclavek, 7/8, gymnazium, t¥.
Kpt. Jarose, Brno.

Vedoucimi éeské vypravy na CEOI
2025 byli Jiri Kalvoda a Benjamin
Swart, oba z Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Vsichni dcastnici CEOI byli uby-
tovani v hotelu Victoria, vlastni sou-
t&Z probihala v prostorach mistni Tech-
nické univerzity. Béhem pondéli 7. 7.
2025 se vSechna reprezenta¢ni druz-
stva postupné sjizdéla na misto ko-
nani. Hned v dtery probé&hlo slavnostni
zahéajeni a poté nésledovalo ,zkuSebni
kolo“, které slouzi k seznadmeni soutézi-
cich s pocitadi a s vyvojovym prostie-
dim, v némZ budou pfi soutézi praco-
vat. Tentyz den stihli studenti také pro-
hlidku mésta a vedouci delegaci prvni
spole¢né jednani a pripravu tloh pro
prvni soutézni den.
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Ve stfedu 9. 7. se konala prvni
¢ast soutsze. Ctvrtek byl volnym dnem
mezi ob&ma soutéZnimi Gastmi. Pora-
datelé pro ucastniky olympiady pfipra-
vili celodenni vylet do okoli nedale-
kého mésta Turdy, ktery zahrnoval na-
vitévu solnych doli a vyhled na pii-
rodni rezervaci s krasovou soutéskou.
V patek 11. 7. se soutézilo podruhé
navstivili véz s vyhledem na mésto a
mistni botanickou zahradu. V sobotu
byla cela akce zakoncena prohlidkou
mésta Cluj a slavnostnim vyhlaSenim
vysledkd. V nedéli se druzstva rozjela
do svych domovt.

V soutézi bylo mozné ziskat cel-
kem 600 bodu za Sest uloh hodnoce-
nych maximalné po 100 bodech. To
se ale nikomu ze soutézicich nepoda-
filo, letosni ulohy byly znaéné obtizné
a tfi z nich dokonce nikdo ze soutézi-
cich nevyfesil na plny pocet bodi. Cel-
kovy vitéz Maksym Shvedchenko z Né-
mecka vytesil na plny pocet boda dvé
tlohy a ziskal celkem 353 bodu. Usp&s-
néjsi polovina soutézicich dostava na
CEOI medaili, pfi¢emz zlaté, stiibrné
a bronzové medaile se rozdéluji v pri-
blizném poméru 1 : 2 : 3. Celkové
bylo na CEOI 2024 udéleno 31 me-
daili, z toho 6 zlatych, 10 st¥ibrnych
mémi se stalo Bulharsko se tfemi zla-
tymi a jednou bronzovou medaili, a do-
méci Rumunsko s jednou zlatou, péti
stfibrnymi a dvéma bronzovymi me-
dailemi (v sou¢tu pro obé& rumunska
druzstva). StFedoevropskd olympiada
v informatice je ovSem soutézi jednot-
livet a zadné oficialni poradi ziucastné-
nych zemi v ni neni vyhlasovano.
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Nagim studentiim se prili§ nedafilo,
v8ichni se umistili ve druhé poloviné
celkového poradi a zistali tedy bez
medaile. Stejné dopadlo také slovenské
druzstvo. Uvedeny vysledek odpovida
skuteénosti, ze na rozdil od mnoha ji-
nych zemi posilame na CEOI soutézit
mladsi studenty, ktefi se v prislusném
roce jeSté nedostali na I0I. Tento po-
stup se ndm ovSem dlouhodobé osvéd-
¢il, nasi mladsi soutézici takto ziskaji
na CEOI svoje prvni mezinarodni zku-
Senosti a Casto se pak stava, ze v né-
sledujicim 8Skolnim roce velmi dobie
uspéji na celosvétové 101.

Veskeré informace o
texty soutéZnich tloh i1 podrobné
vysledky  v8ech  soutézicich  mi-
zete nalézt na Internetu na adrese
https://ce0i2025.utcluj.ro/. PFisti ro¢-
nik CEOI v roce 2026 uspotrada Slo-
vinsko.

soutézi,

X ok ok ok ok

Paty ro¢nik Evropské divéi olympi-
ady v informatice EGOI 2025 (Euro-
pean Girls’ Olympiad in Informatics)
se konal ve dnech 14.-20. 7. 2025 v né-
meckém Bonnu.

J R ,
EGOI 202

Bonn, Germany

Na letosni EGOI soutézily divky
z rekordnich 60 zemi, a to nejen z Ev-
ropy, jak napovida nazev akce, ale jako
hosté i z mnoha dalsich zemi celého
svéta. Soutézici z 53 zemi se sjely do
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Bonnu, zbyvajicich 7 druzstev ze vzdé-
lenéjsich zemi soutéZilo online. Pocet
zaCastnénych zemi se tak oproti pied-
chozimu roé¢niku zvysil o ¢tyfi. Z né-
kterych zemi pfijelo netplné druzstvo,
takze celkem se na letosni EGOI seslo
227 soutézicich, z toho 138 z Evropy.

Letos potfeti se Evropské divei
olympiaddy v informatice zucastnilo i
Ceské Ctyfclenné druzstvo. Na EGOI
nés reprezentovaly:

Lucie Roskovskd, 8/8, gymnazium
Elisky Krasnohorské, Praha 4,

Svatava  Simeckovd, 7/8, gymna-
zium, t¥. Kpt. JaroSe, Brno,

Pavla  Simovd, 8/8, gymnézium
éumperk,

Anh Linh Tran, 8/8, gymnazium, tf.
Kpt. Jarose, Brno.

Tfi z nich (s vyjimkou Pavly Si-
mové) se zalastnily jiz loniského a
predloniského ro¢niku soutéze. Vedou-
cimi Ceské delegace byli S'tépdn M-
késka z Fakulty informatiky Masary-
kovy univerzity v Brné a David Koldr
z Matematicko-fyzikalni fakulty Uni-
verzity Karlovy v Praze.

Soutéz probéhla podle pravidel pre-
vzatych z celosvétové informatické
olympiddy 10I, jedinym rozdilem bylo
zadani Ctyt dloh v kazdém sout&znim
dnu namisto t¥i, jak je obvyklé na IOI.
Kazdéa dloha byla hodnocena 100 body,
takZe celkem bylo mozné v soutézi zis-
kat az 800 bodi. Mezi nejlepsi resi-
telky soutéZze bylo rozdéleno 20 zlatych,
30 stfibrnych a 65 bronzovych medaili.
Celkovou vitézkou EGOI 2024 se stala
Paulina Zeleznik z Polska se 669 body.
byly USA se tfemi zlatymi a jednou
bronzovou medaili. Ceské studentky
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byly velmi tspésné, ziskaly jednu zla-
tou a tii bronzové medaile, zatimco slo-
venské jednu st¥ibrnou a dvé bronzové.
Vysledky nasich soutézicich:

12. Svatava Simeckovd, 548 bodt,
zlata medaile,

104. Lucie Roskovskd, 268 bodu,
bronzova medaile,

106. Pavla Simovd, 267 bodt, bron-
zova medaile,

115. Anh Linh Tran, 252 boddy,
bronzova medaile.

Na webu https://wuw.egoi2025.de/
se muzete seznamit s dalsimi infor-
mace o soutézi, s kompletnimi vy-
sledky i s texty vSech zadanych sou-
téznich dloh. Webova stranka https:
//egoi.org/ obsahuje souhrnné infor-
mace o vSech dosavadnich rocnicich
soutéze. Dalsi ro¢nik soutéze EGOI se
bude konat jiz v poloviné kvétna 2026
v italském mésté Cesenatico na pobiezi
Jaderského mote.

* ok ok ok ok

(8

BOLIVIA2025

OLIMPIADA INTERNACIONAL DE INFORMATICA

oe*’

Letosni 37. ro¢nik Mezinarodni
olympiady v informatice IOI 2025 se
konal v hlavnim mésté Bolivie Su-
cre ve dnech 27. 7.-3. 8. 2025 (pu-
vodné planovanym mistem konani bylo
mésto La Paz). Olympiady se zicast-
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nilo 330 soutézicich z 84 zemi celého
svéta, mimo soutéz navic TeSilo tlohy
jesté druhé druZstvo poradajici zemsé.
Oproti rekordnimu lofiskému roku se
tak pocet soutézicich i pocet zucastné-
nych zemi o néco snizil, a to zejména z
dtavodu komplikaci v dopravé a obsta-
rani vstupnich viz.

Vedenim ceské delegace na IOI
2025 byli povéfeni Antonin Ma-
lon z Breda University of Applied
Sciences v Nizozemsku a Daniel Sky-
pala z Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy. NaSe soutéZni
druzstvo mélo nasledujici slozeni:

David Hromddka, 8/8, gymnazium
Nad Aleji, Praha 6,

Erik Jezek 3/4, Smichovské SPS a
gymnézium, Praha 5,

Jan Sliva, 8/8, Mensa gymnazium,
Praha 6,

Svatava Simeckovd, 7/8, gymné-
zium Brno, t¥. Kpt. Jaroge.

Vsichni soutézici byli ubytovani ve
studentské ubytovné Villa Bolivariana
nedaleko od mista konani soutéze, za-
timco vedouci narodnich delegaci byli
rozmisténi do nékolika hoteltt v cen-
tru mésta. V okoli ndmésti Plaza 25
de Mayo pritom probihaly oslavy 200
let bolivijské nezavislosti. Soutéz se
konala ve sportovni hale multifunké-
niho sportovniho komplexu Polidepor-
tivo de Garcilazo. Vlastni soutéz pro-
béhla ve dvou soutéznich dnech, a to
ve stfedu 30. 7. a v patek 1. 8. 2025.
Ve zbyvajicich dnech pobytu se po-
dobné jako na CEOI konalo nejprve
cviéné soutézni kolo uréené pro sezna-
meni soutézicich s pocitaéi a vyvojo-
vym prostifednim, dale slavnostni za-
héajeni, nékolik vyletii a nakonec samo-
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zfejmé také slavnostni zakonceni olym-
piady spojené s vyhlaSenim vysledkii.
V ramci vyleta navstivili vSichni ucast-
nici IOI zdmek La Glorieta lezici neda-
leko hlavntho mésta Sucre. Cekala je
také prohlidka mésta a v Muzeu domo-
rodého uméni ASUR se seznamili s his-
torii tradi¢niho tkani. Zavérec¢ny cere-
moniél s predavanim medaili probéhl
za doprovodu tanci a hudby v Mezina-
rodnim kongresovém a kulturnim cen-
tru na okraji Sucre.

Kazda ze Sesti soutéznich iloh byla
hodnocena maximélné 100 body, takze
celkem bylo mozné ziskat az 600 bodda.
Absolutnim vitézem soutéZe se stal ¢in-
sky student Hengxi Liu s 591 body.
Na zakladé presné stanovenych pravi-
del se na IOI podle dosazenych bodu
rozdéluji medaile. Nékterou z medaili
obdrzi nejvyse polovina uéastniki sou-
téZe, priemz zlaté, stiibrné a bronzové
medaile se rozdéluji v poméru 1:2:3
s ohledem na to, aby soutézici se stej-
nym bodovym ziskem ziskali stejnou
medaili. Zpisob rozdéleni medaili je na
IOI stanoven striktnimi pravidly, na
rozdil od CEOI nebo EGOI ho nemo-
hou ¢lenové mezindrodniho vyboru ani
vedouci narodnich delegaci nijak ovliv-
nit. Na letosni IOI bylo udéleno cel-
kem 165 medaili, z toho 28 zlatych, 55
st¥ibrnych a 82 bronzovych. Navic bylo
udéleno 36 Cestnych uznani (HM — ho-
nourable mentions). Ocenéni HM do-
stava na IOI takovy soutézici, ktery ne-
ziskal zadnou medaili, ale v jednom ze
dvou soutéznich dnii se umistil v prvni
poloviné vysledkové listiny. Ziskal by
tedy medaili, pokud by se podle plat-
nych pravidel udélovaly medaile zv1ast
za kazdy soutézni den.
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Vysledky naSich soutézicich:

138. David Hromddka, 278,79 bodu,
bronzova medaile,

155. Erik JezZek, 255,78 b., bronzova
medaile,

196. Svatava Simeckovd, 223,18 b.,
Cestné uznani HM,

243. Jan Sliva, 167,80 bodu.

Zisk dvou bronzovych medaili a jed-
noho ¢estného uznéani predstavuje pro
Ceskou republiku lehce podprimérny
vysledek ve srovnani s nasimi vysledky
z predchozich let. Slovenské druzstvo
dopadlo podobné jako nase, ziskalo dvé
bronzové medaile a dvé ¢estnd uznani.
Mezinarodni olympidda v informatice
je vyhradné soutézi jednotlivea a ofici-
alni poradi ztcastnénych zemi v ni neni
vyhlaSovéano. Neni tedy ani stanoveno,
zda by se mélo urcovat podle poctu
medaili, podle celkového poc¢tu bodi
ziskanych soutézicimi nebo tfeba podle
souétu jejich dosaienych umisténi Nej—
medailemi se staly Cina, Korea a Ru-
munsko. Studenti z éiny obsadili do-
konce prvni, tfeti, paté a osmé misto v
celkovém poradi. VSechny podrobnosti
0 soutézi najdete na adrese https://
1012025.bo/, jsou zde zvefejnény také
soutézni dlohy i testovaci data. Kom-
pletni vysledkova listina je k dispo-
zici na webové strance se statistikami
http://stats.ioinformatics.org/
results/2025.

Pristi roénik Mezinarodni olympi-
ady v informatice bude hostit v roce
2026 Uzbekistan, dalsi IOI se pak bu-
dou konat v Némecku, nasledné v Ja-
ponsku a v Bulharsku.

Pavel Topfer
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19. Stredoevropska matema-
ticka olympiada

2[]25

EUROPEANS
OLYMPIA

Saskd Kamenice neboli Chemnitz
hostila 25. az 31. srpna v poradi
19. roénik Stfedoevropské matema-
tické olympiady. Kromé deseti stalych
ucastniki, tedy Sesti¢lennych tymu
7 éeska, Chorvatska, Litvy, Madarska,
Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska,
Slovinska a évycarska, se letosni sou-
téZe zucastnilo také druzstvo z Ukra-
jiny jakozto hostujici zemé.

Cesky tym tvorili Martin Bryja
(G Brno, tfida Kapitana Jarose, 6/8),
Alexis Théodore Dachary (Letohrad-
ské soukromé G, 7/8), Lukas Komin
(G Opatov, Praha 4, 6/8), Helena Mu-
chova (G Jana Keplera, Praha 6, 7/8),
Svatava Simeckové (G Brno, t¥ida Ka-
pitdna JaroSe, 7/8) a Petr Vokiinek
(G Brno, tiida Kapitana Jarose, 5/8),
vedoucimi vypravy byli Maté&j Doleza-
lek a Magdaléna MiSinova.

V individuélni soutézi fesilo 66 sou-
tézicich béhem péti hodin ¢tyfi tlohy.
Za kazdou tlohu bylo mozné ziskat az
osm bodi. Na st¥ibrnou medaili do-
sahli Martin Bryja a Alexis Théodore
Dachary, na bronzovou pak Petr Vo-
kifnek a Svatava Simetkova. Mimo to

aIZHEMNITZ
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Helena Muchové ziskala ¢estné uznani
(HM), jez se udéluje za uplné vyfte-
Seni alespon jedné z uloh. Na dokonalé
skére 32 bodi letos dosahlo sedm sou-
tézicich: po dvou z Némecka a Ukra-
jiny a tfi z Polska. Bodové hranice pro
zisk jednotlivych medaili byly letos na-
staveny pomérné vysoko: 31 na zlatou
medaili, 24 na st¥ibrnou a 18 na bron-
Zovou.

Vysledky &eského tymu (v zavorce
body za jednotlivé tlohy): 14.—18. Mar-
tin Bryja (7,8,2,7) a Alexis Théo-
dore Dachary (6,8,2,8), 24 bodi, oba
stiibrnd medaile, 25.-30. Petr Vokfi-
nek (3, 8,0, 8), 19 b., bronzova medaile,
31.-36. Svatava Simeckova (8,8,0,2),
18 b., bronzova medaile, 37.—38. Lukas
Komin (7,5,2,3), 17 b., 47.-51. Helena
Muchova (2,8,2,1), 13 b., HM.

Cesky tym

V soutézi druzstev nasbiral Cesky
tym z osmi zadanych tuloh celkem
42 bod1, ¢imz se umistil na sdileném 3.
az 4. misté spolu s Polskem. V takové
situaci pravidla soutéZe uprednostiuji
tym s vy$§im poc¢tem tuplné vyieSenych
aloh, diky ¢emuz ziskalo bronzové me-
daile pravé ceské druzstvo. Pozname-
nejme, Ze letosSni tymova soutéZ byla
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obzvlasté ispésné i pro slovensky tym,
ktery ziskal zlatou medaili a se zis-
kem 46 bodi zaostal pouze za hostujici
Ukrajinou s 54 body.

Mezi soutéznimi tlohami se letos
objevily i dvé Ceské, a to prvni a tieti
v tymové soutézi od Josefa Minafika a
od Michala Janika a Josefa Tkadlece.

Dale prikladdme zadani soutéznich
tloh. Poznamenejme jesté, ze tulohy
jsou Fazeny podle témat (algebra, kom-
binatorika, geometrie a teorie &isel), ni-
koli podle obtiznosti. V tymové soutézi
jsou dvé tlohy od kazdého tématu, pfi-
¢emz prvni je vzdy lehéi.

Individualni soutéz

Uloha 1 Necht R* zna& mnozinu
kladnych redlnych ¢&isel. Uvazujme
funkci f: Rt — RT takovou, Ze pro
libovolna x,y € R plati

Yy (x) 2 2 f(y).

Dokazte, ze existuje kladné celé ¢&islo
no takové, ze pro vSechna kladna cela
&islan > ng a pro viechna x € R plati

f(z) > x.

Pozndmka. Vyraz f" zde znaci funkci
f aplikovanou n-krat, tedy

@) =G f()..0).
——

n-krat

Uloha 2 Piedpokladejme, Ze mame
nekoneénou ¢Etvercovou tabulku, v niz
jsou néktera policka obarvena ¢ervené.
Potom je rubinovd véZ figurka, ktera se
v jednom tahu muZe pohnout o libo-
volny pocet policek v jednom ze sméru
rovnobéznych se stranami policek ta-
bulky (bud svisle, nebo vodorovné),
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pfi¢emz musi po cely tah ztstat na cer-
venych polickach.

Andulka za¢ina s neobarvenou neko-
necnou ¢tvercovou tabulkou. Poté pro-
vede nasledujici: Nejprve obarvi nanej-
vys 2025 poli¢ek ¢ervens. Potom umisti
nékolik rubinovych vézi na po dvou
rizné Cervené policka tak, aby byla spl-
néna nasledujici dvé pravidla:

e Z4dna rubinova vz se nemize dostat
jednim tahem na policko, kde stoji
jina rubinova véz.

e Kazda rubinovi véz se miize dvéma
tahy dostat na libovolné policko, kde
stoji jina rubinova véz.

Najdéte nejvétsi mozny pocet rubino-

vych vézi, ktery muZze Andulka timto

zpuisobem umistit.

Uloha 3 Bud ABC trojuhelnik. Jeho
kruznice vepsana w se dotykd stran
BC, CA a AB postupné v bodech
D, E a F. Necht P a Q jsou body
na piimce BC ruzné od D takové,
ze |PB| = |BD| a |QC| = |CD]|. Do-
kazte, Ze kruznice opsané trojihelni-
kim PCFE a QBF a kruznice w pro-
chézi spole¢nym bodem.

Uloha 4 Necht Z znad mnoZinu ce-
lych ¢&isel. Mnozinu S C Z nazveme
saskou, je-li ab+ ¢ pro libovolné tfi po
dvou rizna a,b,c € S ¢tvercem celého
¢isla. Dokazte, ze kazda saskéd mnozina
je konecna. Dale urcete nejvétsi mozny
pocet prvki saské mnoziny.

Tymova soutéz

Uloha 1 Budulinek méa n minci s ce-
lo¢iselnymi hodnotami ¢y > ¢ > --+ >
> ¢, > 0. Stoji pfed automatem, ktery
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nabizi n ty¢inek s kladnymi celoéisel-
nymi cenami by, be,...,b,. Budulinek
si v8iml, ze pro kazdé i € {1,...,n} je
bi+ba+---+bi>caa+c2+ -+
Dale plati, ze celkova hodnota Budu-
linkovych minci je stejna jako soucet
cen v8ech tyc¢inek. Ty¢inky 1ze kupovat
v libovolném pofadi. Aby si Budulinek
koupil i-tou ty¢inku, musi do automatu
nahézet mince o celkové hodnoté ale-
spon b;. Pokud v8ak zaplati vice, auto-
mat mu zadné penize nevrati. Dokazte,
7ze Budulinek si miuZe koupit alespon
polovinu ty¢inek.

Uloha 2 Necht R" zna& mnozinu
kladnych  realnych  ¢&isel.  Urcete
véechny funkce f: Rt — RT takoveé,
7e pro libovolna x,y € RT plati

f@y)+f(x) = F) f(zf(y)+f(2)f(y)

a Ze existuje nanejvys jedno ¢&islo a €
€ R", pro n&z f(a) = 1.

Uloha 3 Had v tabulce n x n je cesta,
kterd se sestava z tseCek mezi stiedy
sousednich policek, prochazi stiedy
vSech poli¢ek a navstivi kazdé policko
pravé jednou. Dvé policka jsou zde
povazovana za sousedni, pokud sdili
hranu. V8imnéme si, Ze vSechny tsecky
tvorici hada jsou rovnobé&zné s nékte-
rou ze stran poli¢ek v tabulce. Na ob-
razku je ptiklad hada v tabulce 4 x 4.

T—
-

| e
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Tento had mé devét pravouhlych zata-
cek, které jsou vyznacené malymi Cer-
nymi ¢tverecky.

Uvazme hada skrze 2025 policek ta-
bulky 45 x 45. Kolik nejvice pravoih-
lych zatécek mize takovy had mit?

Uloha 4 Necht n je kladné celé &slo.
V provincii Tramtéarie lezi 100n mést,
kazda dvé jsou spojena piimou ces-
tou a kazdé z téchto cest ma mytnou
branu vybirajici néjaké kladné myto.
Myto z kazdé brany se rozdéluje rov-
nomérné mezi mésta na konci piislusné
cesty (to znamend, Ze kazdé z onéch
dvou mést dostane polovinu pf{jmu).
Celkovy mytni pfijem kazdého mésta je
souCet prijmu, které dostava ze 100n—1
mytnych bran na svych cestéach.

Novy zakon nafizuje, aby myto z né-
kterych bran vybirala spolkovi vlada
namisto mést na koncich prislusné
cesty. Guvernér Tramtarie rozhoduje
o tom, které brany to budou. Staros-
tové mést vyzaduji, aby soucet prijmi
ze zbyvajicich bran kazdému méstu da-
val alespon 99 % jeho ptvodniho pfi-
jmu.

V zavislosti na n najdéte nejvétsi
kladné celé ¢&islo k takové, ze guver-
nér muze vzdy vybrat k mytnych bran,
z nichz bude pfijmy dostavat spolkova
vlada, a zaroven vyhovét pozadavku
starosti.

Uloha 5 Je dan trojuhelnik ABC' ta-
kovy, ze |AB| < |AC|. Oznalme jako
D patu vysky z A na BC. Necht E
je bod takovy, ze ABEC je rovnobé&z-
nik. At M je bod uvnit¥ trojuhelniku
ABC spliujici |MB| = |MC|. Necht

320

F je obraz bodu D v osové soumér-
nosti podle te¢ny kruZnice opsané troj-
thelniku ADM v bod& M. Dokaze, ze
|AF| = |DE|.

Uloha 6 Necht ABC je ostrouhly
trojihelnik s vnitfnim bodem D spl-
hujicim |XBDC| = 180° — |[LBAC.
Primky BD a AC se protinaji
v bodé E, obdobné se pfimky C'D a
AB protinaji v bodé F. Body P # F a
Q # F lezi na pfimce EF tak, Ze plati
|BP| = |BE| a |CQ| = |CF|. Predpo-
kladejme, Ze usecky AP a AQ protinaji
kruznici w opsanou trojuhelniku ABC
postupné v bodech R # A a § # A.
Dokazte, ze pfimky RF a SE se proti-
najf na kruznici w.

Uloha 7 Bud n kladné celé éislo
takové, Zze soucdet kladnych déliteld
n?4+n+1 je délitelny tfemi. Dokazte, ze
Ize rozdélit kladné délitele n? +n+1 do
t¥f mnozin takovych, Ze soudin vSech
prvki v kazdé mnoziné je stejny.

Uloha 8 Rozhodnéte, zda nasledujici
tvrzeni plati pro libovolny polynom P
stupné alesponn 2 s nezdpornymi celo-
Ciselnymi koeficienty: Existuje kladné
celé ¢islo m takové, Ze pro nekonec¢né
mnoho kladnych celych ¢isel n mé ¢islo
P"™(m) vice nez n rtznych kladnych dé-
litelu.

Pozndamka. Vyraz P™ znadi P apliko-
vané n-krat,

P"(z) =P(P(...P(x)...)).
n-Kkrat

Magdaléna Misinovd
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