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MATEMATIKA

Ortocentricky ¢tyfstén

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budégjovice

V kazdém trojihelniku se vysky protinaji v jediném bodé, tzv. orto-
vepsan do kvidru AEBFGDHC s navzajem riznymi rozméry, se zadné
dvé telesové vysky neprotinaji. (Lze se o tom piesvéd¢it vypoctem, viz
tlohy 1 a 2 na konci ¢lanku.)

Pokud plati |AE| = |AF| = a a |AG| = b, obr. 1, je ¢tyfstén soumérny
podle navzajem kolmych rovin o = ABH, p' = CDE, a tedy i podle jejich
prusecnice, osy o Ctyfsténu, na niz lezi stfedy S1 a Sy ¢tvercovych podstav
AEBF a GDHC opsaného kvadru (tloha 3).

Obr. 1 Vysky ¢tyfsténu vepsaného do kvadru se ¢étvercovou podstavou.

Télesové vysky AAg a BBy jsou podle této osy soumeérné sdruZené.
Protinaji se tedy v ortocentu V; € o trojuhelniku AB.Ss. Analogicky se
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vysky CCy a DDy protinaji v ortocentru V, € o trojuhelniku C'D.S;. Plati

a2

SoVo| = |S1Vi| = — 1
|S2V2| = [S1Vi] = 5 (1)
(aloha 4), a tak se vSechny vysky ¢tyFsténu protnou v jediném bodé jen
tehdy, kdyZ a = b (pravidelny ¢ty¥stén vepsany do krychle).

V prispévku upfesnime podminky existence pruseciki vysek ¢tyfsténu
a pak se zaméiime na zakladni vlastnosti ortocentrického ¢tytsténu.

Definice 1

Ortocentricky ctyrstén je Ctyrstén, v némz se vSechny télesové vysky
protinaji v jediném bodég, tzv. ortocentru ctyrsténu. étyfstén, jehoz vrcholy
lze oznacit A, B, C a D tak, aby se vysky AAy a BBy protinaly v bodé V;
a vysky CCy a DDy v bodé Va # Vi, se nazyva semiortocentricky ctyrstén.
Ma4-1li étyfstén vSechny své vysky mimobézné, nazveme jej neortocentrivky
Ctyrsten.

Véta 1
Télesové vysky ze dvou vrchola étyfsténu se protinaji, pravé kdyz je
hrana témito vrcholy uréena kolma k protilehlé hrané étyrsténu.

Diikaz. Necht se vysky AAg a BBy ¢tyisténu ABCD protinaji v bodé Vj.
Plati-li V; € {A, B}, pak AB L ACD, nebo AB 1 BCD. Pro obég situace
tedy plati AB 1 CD.

Je-li Vi # A a Vi # B, lezi vys8ky AAg a BBy v jednoznané uréené
roviné p = ABV;. Pfimka AAg je kolma ke kazdé pfimce roviny BCD, a
BBy ke kazdé ptimce roviny ACD, viz obr. 2 vlevo. To v8ak znamena, ze
CD 1 AAy aCD 1 BBy neboli CD 1 p. Odtud AB 1 CD.

Obr. 2 Pruseciky Vi a Va vySek semiortocentrického ¢tyrsténu.
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Obréceng, plati-li AB | CD, pak existuje jediny bod F € CD, pro
néjz je rovina p = ABE kolméa na piimku CD. V trojuhelniku ABE se
vysky AAg a BBy protinaji v jeho ortocentru V;. Ze vztahtit AAg L BE a
AAg L CD plyne AAg L BC'D. Analogicky plati BBy L ACD, a tak se
primky AAqg a BB, protinaji v bodé V; i jako télesové vysky ¢tyisténu.

Pozndmka. Také vysky z vrcholt C, D se ziejmé protinaji v bodé V5 roviny
p' = CDF kolmé na AB, obr. 2 vpravo. Usetka EF € pNp' je nejkratsi
prickou mimobézek AB a C'D. Za podminky AB 1 CD obsahuje oba
pruseciky Vi a Vi, Je-li étyistén ABC D ortocentricky, tak na ni lezi jeho
ortocentrum.

V nedavném piispévku [2] jsme si ukazali, Ze protilehlé hrany Gtyfsténu
jsou totozné s mimobéznymi thlopiickami protilehlych stén opsaného rov-
nobéznosténu. Jsou tedy na sebe kolmé, pravé kdyz tyto dvé stény jsou
bud kosoétverce, nebo &tverce.

Ma-li ¢tyfstén dveé dvojice kolmych protilehlych hran, pak jsou vSechny
hrany opsaného rovnobéznosténu stejné dlouhé, a proto jsou na sebe kolmé
i protilehlé hrany tfeti dvojice hran ¢tyfsténu. Takovy rovnobéznostén
budeme nazyvat romboedron

Ve &tytsténu vepsaném do romboedronu se protinaji kazdé dvé z jeho
CtyT vysek a vSechny tyto vysky maji jediny prisecik V. (Kdyby naptiklad
platilo AAO N BBO = V1 a BBO n CCO = V2 7£ ‘/1, byly by pﬁmky AAO a
CCp mimobé&zné, coz je spor.) Poznatky shrneme do véty 2.

Véta 2

a) CtyFstén je ortocentricky, prave kdy# je vepsan do romboedronu (tzn.
do krychle, nebo do zkosené krychle).

b) étyfstén je semiortocentricky, pravé kdyz jen dvé protilehlé stény
opsaného rovnobéznosténu jsou bud ¢tverce, nebo kosodétverce.

¢) Vsechny vysky ¢tyfsténu jsou mimobézné, pravé kdyz je kazda sténa
opsaného rovnobéznosténu obdélnikem, nebo kosodélnikem.

d) Jiné moZnosti vzajemné polohy vySek CtyFsténu neexistuji.

Véta 3
Na kazdé hrané ortocentrického ¢tytsténu se paty vysek sousednich stén
stykaji a paty jeho télesovych vysek lezi v ortocentrech stén Etyfsténu.

Diikaz. Necht ABCD je ¢tyfstén s ortocentrem V' ¢ {A, B,C, D}, obr. 3 (a).
Z fakttt AAy L BCD, BBy L. ACD aV = AAyNBBy plyne CD | ABV.
Bod E = ABV NCD je proto spole¢nou patou sténovych vysek AF a BE.
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Obr. 3 (a) K dukazu véty 3. (b) Tezists T' puli tsecku OV.

Navic plati Ag € BE, nebot BE je pruse¢nice roviny p = ABV s rovi-
nou BCD. Analogickou tivahou pro rovinu p” = ADV zjistime, Ze bod Ag
lezi i na vysce DG stény BCD, a tak se nachéazi v jejim ortocentru V.

Ovéteni véty pro V € {4, B,C, D} ponechme tenari.

V ¢lanku [1] jsme se seznamili s Eulerovou pfimkou trojuhelniku, na niz

tohoto poznatku plyne ze symetrie opsaného rovnobéznosténu (tiloha 6).
Je téz dusledkem véty 4, kterou dokdzeme pomoci vektorové algebry.

Véta 4
Je-li T tézisté ctyisténu ABCD, V jeho ortocentrum a O stied kulové
plochy K ¢tyfsténu opsané, pak plati

(ﬁ:l(@+@+(ﬁ+5ﬁ), (2)
VO = (V_f4+ITB>+ﬁ+ﬁ), (3)
W:%(ﬁJr(ﬁJr@Jr@). (4)

Diikaz. Jsou-li S1, Sy po fadé stiedy hran AB, CD, pak T je stfedem
asecky S1.52 ([2], v8ta 2). Uzitim znamého vztahu pro polohovy vektor
stfedu tsecky obdrzime

WZ%(O—SHO—S;):%(%(O_X4+O?)+%(O?+O?))

DO = |
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a odtud (2). Vztah (2) zFejmé plati i tehdy, kdyZ stfed O opsané sféry
nahradime libovolnym jinym pocateénim bodem

K dukazu rovnosti (3) polozime VX = V—}l + VB + Ve + V—[S a
pomoci Vhodnych dprav ukdzeme, ze X = O (Skalarni sou¢in Z Y. Z—}}
znaéime ZY2.)

Plat{
ﬁ:ﬁ-ﬁ:%(v_é+v_6+ﬁ—ﬁ)
a odtud
ﬁZ:1(m2+ﬁ2+ﬁ2+ﬁ2+2v_é(v_@—v_ﬁ)+
+2VE(VD - VA) +2VD(VE - VA)) =
:i(ﬁ2+7§2+ﬁ2+ﬂ32>.
Ze vatahu VB | AC totiz plyne

TBES- 7h = 7B . 20 =0

Stejné tak

VC-AD=0 a VD-AB=0.

Vidime, Ze prava strana rovnosti
1
[AX|* = 2([AV[* + [BV]* + [CV]* + [DV]?)
se zustava pri cyklické zaméné boda A, B, C a D stejna. To znamena, Ze

|[AX|=|BX|=|CX|=|DX| neboli X = O.
Vztah (4) plyne z (3) po pfepsani do tvaru

~20V = (0A - OV) + (0B — OV) + (OC — OV) + (0D — OV)).

—
Ze vztahtu (2) a (4) snadno zjistime, 7ze OV = 2 OT. Plati tedy véta 5.

Véta 5 (Analogie Eulerovy pfimky trojﬁhelniku)

body jsou ortocentrum ¢tyfsténu a stfed opsané kulové plochy.
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Obr. 4 (a) Ortocentricky ¢tyfstén. (b) K dikazu véty 7.

Obr. 4(a) znazoriuje ¢tyistén ABCD vepsany do romboedronu, s dél-
kou hrany m. Polozme |BC| = a, |AD| = a1, |CA| = b, |BD| = by,
|AB| =ca |CD| = ¢;.
ténu), a proto mé od stiedii v8ech hran étyfsténu vzdalenost . Diisledkem
je nasledujici véta.

Véta 6

Pfi oznaceni podle obr. 4(a) obsahuje kulova plocha ICi(T), ) stiedy
stran kterékoliv stény ortocentrického ¢tyfsténu, a tak v jeji roviné vytina
kruznici deviti bodi nazyvanou téz Feuerbachova kruznice. Stéra KC; proto
prochazi Sesti stfedy hran ¢tyfsténu, vSemi Sesti patami jeho sténovych
vySek a dvanacti body, které puli tseky téchto vysek od ortocentra stény
k vrcholu. Nazyva se proni kulovd plocha 12 bodi") .

K odvozeni dalsiho poznatku vyuZzijeme obr. 4 (b), jenZ znazorhuje ez
rovinou p = ABFE kolmou na hranu C'D ortocentrického ¢tyfsténu ABCD.
Kolmy primét hrany C'D do roviny p splyva s bodem E. Vyska E'F troj-
tthelniku ABE je nejkratsi pfickou mimobézek AB a CD, a tak se (podle
poznamky za ditkazem vty 1) protina s vyskou BBg v ortocentru V ¢&tyi-
sténu.

Polozme Z = KN AE a V = KN BB,. Ctyisténu opsana sféra K
protina rovinu AC'D v kruznici kg, jejiz primét je na obrazku totozny
s use¢kou AZ obsahujici vysku AFE stény ACD.

DTéchto poslednich 12 bodt se do nazvu sféry K nezahrnuje.
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Je znamo, ze |VpZ| = 2|VpE| (viz napf. [1], véta 1). Trojahelniky
ZVLVp a EVVp jsou podobné, nebot maji thel pfi vrcholu Vg pravy a
kromé toho plati |[XVVLEZ| = | BV, Z| = [XBAZ| = [« VBV E| (obvo-
dové dhly a tétivovy étyiahelnik AFV V).

7 podobnosti trojiuhelnikt plyne

VeVl VeV | =|VsZ|: |VBE| =2:1

a odtud véta 7.

Véta 7

Prisecdik vysky ortocentrického ¢ty¥sténu s opsanou sférou (rtzny od
vrcholu ¢tyfsténu) méa od paty této vysky dvakrat vétsi vzdalenost nez
ortocentrum ctytsténu.

Obr. 5 Kolmé praméty ort. étyisténu ABCD do rovin ABC a ODV.

V disledku véty 7 prochazi sféra Ko = Hy, 1 (K), kde Hy, 1 je stejnoleh-
lost se stfedem v ortocentru V' a koeficientem %, patami vysek ¢tyfsténu.
Navic déli aseky téchto vysek od ortocentra k vrcholu ¢tyfsténu v poméru
1:2. Naptiklad pro tsek DV plati [VV]| : |[VSD| =1:2, obr. 5 vpravo.

Neni tézké ovéfit, Ze téz Hp, 1 (K) = K3, a tak Ky obsahuje také tezisté
stén ¢tyfsténu (dusledek véty 2 z ¢lanku [2]).

Véta 8

lové plose, jez je obrazem opsané sféry ve stejnolehlosti se stfedem v jeho
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ortocentru V' a koeficientem % Tato tzv. druhd kulovd plocha 12 bodi pro-
tina usecky VY (Y € {4, B,C, D}) v bodech V§/ pro n&z |YV{!| : |VJ/V| =
=2:1.

Poznatky z vét 4 az 8 nazorné predstavuje obr. 5. Nalevo je kolmy
prumeét ¢tyfsténu do roviny ABC. V zavorkach jsou uvedeny prvky, které
v prumétné nelezi, ale promitaji se do daného mista. Sféra IC protiné rovinu
ABC' v kruznici kp(Op;rp), sféra Ky ji protina ve Feuerbachové kruznici
k1p(O1p;rip) a sféra Ko v kruznici kop(Osp;rap). St¥edy obou kruZnic,
tézisté Tp a ortocetrum Vp trojuhelniku ABC' lezi na Eulerové pfimce ep,
ktera je kolmym prumétem piimky e = OV do roviny ABC.

Prava ¢ast obr. 5 predstavuje kolmy pramét ¢tyfsténu do roviny DOV,
ktera (v daném potadi) protina sféry K, K; a Ko v hlavnich kruZnicich
k, k1 a ko. Poznamenejme jesté, ze sféru Ko l1ze zavést i pro ¢tyfstény, jez
nejsou ortocentrické, pokud nahradime ortocentrum ¢tytsténu jeho Monge-
ovym bodem M, prisec¢ikem vSech Sesti Mongeovijch rovin, které prochazeji
stfedy hran ¢tyfsténu vzdy kolmo na hranu protilehlou. Je-li étyfstén orto-
centricky, pak M = V. Podrobnéji s témito a dalsimi poznatky seznamuje
J. Srubaf v praci [4].

Prispévek ukonc¢ime vyfeSsenym piikladem a nékolika dopliujicimi tlo-
hami.

Priklad

Ukazte, ze fez ortocentrického étyfsténu rovinou, kterd prochéazi jeho
vnitfnim bodem rovnobé&zné se dvéma protilehlymi hranami, je pravothel-
nik. Déle urcete, pro které z takovych rovin je fezem ¢tverec a pro které
je fezem obdélnik, jehoZ jedna strana je k-krat delsi nez strana sousedni.

AD|=a, . |BD|=h,

L
(=X

A

Obr. 6 Rez ¢tyfsténu rovinou rovnob&znou s hranami AB a CD.
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Resent. Bez djmy na obecnosti uvazujme fez K LM N rovinou rovnobéznou
s hranami AB a CD ortocentrického ¢tyfsténu ABCD, obr. 6. Z fakta
KL || AB || MN, NK || CD || ML a AB 1 CD plyne, ze KLMN je
pravouhelnik.

Plati AAKN ~ AADC a ADKL ~ ADAB, a tak

|AK| |NK| |[KD| |KL]

=T a =

[4D| ~ [€D| * [AD| ~ 4B
Odtud s vyuzitim oznaceni na obr. 6 vyjadiime rozméry fezu K LM N jako
funkce proménné x = |AK],

KN =22 a |KLl=c— —x (5)

aiy ai

Z podminky |KN| = |KL| pak plyne, Ze

CcCq

ay je fezem c&tverec o strané cm. (6)

+a cta

pro x =
Analogicky obdrzime vysledky pro obdélnikové fezy.
Rovnost |[KL| = k - |[KN]| plati, kdyz

C CcC1 k661
c+kcla1’ | | c+ka a |KI| c+ ke’

a rovnost |KN| = k - |KL| plati, kdyz

keceq
c1 + ke’

ke ccq
KL| =
clJrkcal’ KL ¢ + ke

a |KN|=

Dopliiujici dlohy

1. Cty¥stén ABCD je vepsan do kvadru AEBFGDHC, v némz |FB| = 2,
|[FA| =3 a |FC| = 1. Metodou soufadnic dokazte, Ze jeho vysky lezi
na navzajem mimobéznych primkach.
(Zvolte napf. kartézskou soustavu souradnic s pocatkem F' tak, aby
A =10,0,3], B = [2,0,0], C = [0,1,0]. Potom urcete parametricka
vyjadien{ kolmic z vrcholu ¢tyfsténu k protilehlym sténam a vySetiete
jejich vzajemnou polohu.)

2. Ve &tyfsténu z ulohy 1 polozte |[FB| = a, |[FC| = b a |[FA| = c. Pak
metodou soufadnic vySetfete vzajemnou polohu kolmic vedenych z vr-

cholu ¢tyfsténu na protilehlé stény. Provedte diskusi FeSeni vzhledem
k moznym hodnotam a, b, c.
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Dokazte, ze slozenim dvou soumérnosti podle navzajem kolmych rovin
vznikne symetrie podle priiseénice obou rovin.

Pro situaci z obr. 1 dokaZte, platnost vztahu AAV;S; ~ AS;BS; a
ACVaSy ~ AS1DSs. S jejich vyuzitim odvod'te rovnosti (1).

étyfstén je ortocentricky, pravé kdyz mé stejné dlouhé stfedni pricky.
Dokazte.

Dokazte, ze trojboky jehlan mé stejné dlouhé boéni hrany, pravé kdyz
lezi pata jeho vysky ve stfedu kruznice opsané podstavé. Pak toto tvr-
zeni vyuzijte k dikazu véty 5.

(VyuZijte symetrii opsaného rovnobéznosténu.)

Dokazte, ze délky hran ortocentrického Ctyfsténu splhuji pfi oznaceni
podle obr. 4 vztahy

a®+ai = b+ b3 = +cf =4m?. (7)

Do romboedronu AEBFGDHC je vepsan ¢tyistén ABCD. Urcete jeho
vysky a délky hran, jestliZe pfi oznaceni podle obr. 4 plati m = 5v/2 cm,
|[XBED| =60° a |[XAEB| = | AED| = 90°.

(Mozno fesit konstrukei nebo vypottem. a = a3 = ¢ = ¢; = 10 cm,
by =5v2 =707 cm, b=5V6 = 1225 cm, vg = vp = 2/10 = 6,32 cm,
va =ve = 242 =926 cm.)

V ortocentrickém Etyfsténu ABCD je dano |AB| = |AC| = 20 cm a

|BC| = |DDy| = 24 cm. Urcete délky ostatnich hran ¢tyFsténu.
(|ADg| = 7 cm, |AD| = 25 cm, |BD| = |CD| = 3v/89 = 28,30 cm.)
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Heronovské trojuhelniky

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

Clanek se vénuje TFeSeni diofantovské rovnice, k niz vede tloha nalézt
trojuhelniky s celo¢iselnymi délkami stran, majicimi celo¢iselny obsah i
obvod — tyto trojuhelniky nazyvame heronovskiyjmi.

Heronovské trojahelniky

Pojem heronovskij trojiuhelnik, jenz budeme v tomto ¢lanku uzivat, se
prilis Casto nepouziva, spiSe se nezkracené hovori o trojuhelniku, ktery
ma celoc¢iselné délky stran a, b, ¢ a celo¢iselny obsah. Pro vypocet jeho
obsahu S vyuzivame Herontv vzorec

b
S=1/s(s—a)(s—b)(s—c), kdes= #.
Vychozi dloha (viz [1, s. 15, 16])
Najdéte vsechny trojuhelniky, které maji celo¢iselné délky stran a Ci-
selny pomér jejich obsahu a obvodu je dané kladné racionalni ¢islo.

Obecné feseni dané ulohy

Jak jsme jiz uvedli, oznaéime a, b, ¢ celo¢iselné délky stran trojihelniku
ABC, s jeho polovina jeho obvodu, p, g, r jsou délky usekia stran podle
obr. 1 a k kladny racionélni pomér celo¢iselnych hodnot obsahu a obvodu
trojuhelniku.

Obr. 1 Heronovsky trojihelnik
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Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat, ze p > q > r. Z téchto
nerovnosti plyne 2p > g + r, coz vyuzijeme v dalsich tuvahach.
Z obr. 1 je vidét, ze
s=p+q+r, g+r=a, p+tr=>b, ptqg=c, (1)

atedy p=s—a, q=s—b, r =s—c. Zadané tloha pak pfechazi na feSeni
diofantovské rovnice s neznamymi p, ¢, r a zadanou hodnotou k:

Vs(s—a)(s—b)(s—c)=k-(a+b+c),
s(s —a)(s —b)(s —c) = k* - 452,
par =k* - 4p+q+r) (2)

Abychom rovnici (2) vyfesili, pfevedeme ji na tvar

p(qr — 4k%) = 4k*(q + 1),
4k*(q+ 1)
b= qr — 4k2 (3)

Pripad k=1
Pripad k£ = 1 znamena, Ze Ciselné jsou obsah a obvod trojihelniku
stejné. Diofantovska rovnice (2) mé v tomto piipadé tvar
pgr=4(p+q+r).

Rovnost (3) pfevedeme s vyuZitim odhadu 2p > ¢ + r na nerovnost:

4-1%(q+7r)  Alg+r) < 8

qr —4-12 gr—4 — qr—4

Diky tomu, Ze ¢islo p je kladné, odtud ziskdme soustavu dvou nerovnic

qgr>4 a 1< tj. qgr>4 a qr <12.

qr — 4’
Plati tedy 4 < qr < 12. Z téchto nerovnosti najdeme vSechny piipustné
dvojice r, g, kterych je tfinact. K nim pak ziskame pfislusna ¢isla p a na-
sledné i trojice délek stran (a, b, ¢) trojuhelniku ABC.

Napf. pro dvojici r = 1, ¢ = 5 dostaneme po dosazeni do (3)
4-(5+41)

_2BFD gy
P=5 1y

a poté z (1) dopocteme hodnoty a = 6, b = 25, ¢ = 29.
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Analogickym zpusobem dostaneme dalsi ¢tyfi skupiny hledanych ¢isel.
Téch je dohromady pét a jsou uvedeny v tab. 1. Navic tfeti a paty troj-
thelnik jsou pythagorejské.

ripl qlal| b c

1151246125/ 29

11614715 20

2131105 |12 13

118 9110 | 17

2|4 6| 8 | 10
Tab. 1

Dalgich osm moznych skupin ¢&isel nevyhovuje, a to ze dvou dtvodi.
Jeden ukazuje napt. dvojice r =1, ¢ = 7, kdy ¢&islo

je mensi nez ¢islo ¢ = 9.
Na obr. 2 je znazornéno vSech pét heronovskych trojuhelniki, které
maji ¢iselné stejné obsahy i obvody.

25 6 15 -
29 20
17 13 10
Obr. 2
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Piipad k = 2

Prislusné trojuhelniky, majici obsah ¢iselné dvakrat vétsi nez obvod,
hledame z rovnosti a nerovnosti

16(q+7’)< 32p
gr—16 — qr — 16’
16 < qr < 48.

V tomto pfipadé je nutno provérit 81 skupin ¢&isel r, g, p, a, b, ¢. Z nich
vyhovuje osmnact heronovskych trojuhelniki s délkami stran

(18,289,305), (19,153,170), (21,85,104),
(25,51,74),  (33,34,65),  (11,90,97),
(12,50,58),  (14,30,40),  (15,26,37),
(18,20,34),  (9,75,78), (10, 35, 39),
(11,25,30),  (15,15,24),  (13,14,15),
(9,40, 41), (10,24,26),  (12,16,20).

Mezi uvedenymi trojahelniky je jeden rovnoramenny, t¥i posledni jsou
pythagorejské — (9,40,41), (10,24, 26) a (12, 16, 20).

Piipad £ = 3

Tento ptripad, kdy obsah trojuhelniku je ¢iselné t¥ikrat vétsi nez jeho ob-
vod, je jiz numericky velmi pracny, je proto vhodné vyuzit vypocetni tech-
niku. Jako ukazku uvedme jednu heronovskou trojici (a, b, ¢) = (15, 36, 39).
Tato trojice je navic pythagorejska.

Pripad k = 1

V tomto pfipadé je obsah trojihelniku ¢iselné dvakrat mensi nez jeho
obvod. Plati

atr _ 2p 7
qr—1 — qgr—1
1 <qr <3.

Zde existuje jedina trojice (a, b, c) = (3,4,5).
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Piipad k = %
V tomto ptipadé, kdy je obsah trojahelniku ¢iselné jedenapilkrat vétsi
nez jeho obvod, plati
9q+r) < 18
gr—9 ~qr—9’
9 < qr <27.

Zde existuje mnoho vyhovujicich trojic (a, b, ¢) a ziskat jejich aplny vycet
je opét Gasové narocné. Na ukazku uvedme heronovskou trojici (9,12, 15),
ktera je zarovein trojici pythagorejskou.

Piipad k = 1
V tomto piipadé, kdy obsah trojuhelniku je ¢iselné t¥ikrat mensi nez
jeho obvod, plati
_srta) _ §p
= <
rq— g rq —

Vyhovuje jediné qr = 1, tudiz r = ¢ = 1. Odtud p = %. To znamena, Ze
zadny takovy heronovsky trojuhelnik neexistuje.

Obecna podminka pro ¢iselny podil k£ obsahu a obvodu trojuhel-
niku
Jak jsme jiz uvedli, pro libovolné k plati
_Ak*(q+7) < 8k*p
Coqr—4k?2 T oqr —4k%’
4k% < qr < 12k2.

Jelikoz pro piirozena &isla p, g plati 1 < gr, je 1 < 12k2, tj.

k> ? - 0,28.

Vidéli jsme, ze tato nerovnost neznamena ekvivalenci s existenci hero-
novského trojuhelniku — jde pouze o implikaci.
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Ukazka pripadu é&isla k, které neni racionalni

V celém pfedchozim textu jsme predpokladali, ze k je ¢islo racionélni.
7 predchozi kapitoly je ale zfejmé, Ze by analogické vypocty mohly byt
pouzity, i kdyby k bylo &islo iracionalni. Na zavér si tedy jednu takovou
situaci ukazme.

Jelikoz se ve vzorci (3) pro vypocet &isel p, ¢, r vyskytuje druha moc-
nina, budeme kvili jednodus$imu vypoétu uvazovat napt. k = v/2. V tomto
pripadé plati
8(g+r) < 16p

qgr—8 ~ qr—8’

a tedy
8 < qr < 24.

Ulohu fesime stejné jako v predchozich kapitolach. Hledanymi trojicemi
(a,b,c) jsou (10,80,89), (11,45,54), (12,33,43), (13,27,38) i dalsi.
Zaveér

V predchozich kapitolach jsme uvedli metodu, umoziujici vyhledavat
heronovské trojuhelniky. Zda se, Ze pokud se zvétSuje celoCiselny podil
obsahu a obvodu trojihelniku, zvétsuje se téZ pocet heronovskych troj-
thelnikt. Toto tvrzeni vSak neni dosud dokazano. Stejné tak neni nikde
ukézano, jak pocet heronovskych trojuhelnika zavisi na ¢iselné hodnoté
pomeéru jejich obsahu a obvodu.

V ¢lanku se také mluvi o pythagorejskych trojuhelnicich. Plati, ze kazdy
pythagorejsky trojuhelnik je heronovsky [2, 3|. Diikaz tohoto tvrzeni je
snadny, proto je ponechan ¢tenafi. Plati vSak véta obracena? Ditkaz spravné
odpovédi je v podstaté proveden v tomto ¢lanku.
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Objavovanie na hodinach
matematiky 11

MATUS STANA
Gymnézium M. M. Hodzu, Liptovsky Mikulas, SLOVENSKO

Teoria grafov vytvara velmi vhodné prostredie pre rozvoj konstrukti-
vistického pristupu vo vyucovani. V ¢lanku Objavovanie na hodindch ma-
vyuzit. Zamerali sme sa na problém najdenia najkratSej (minimalnej) cesty
v grafe, d'alej sme sa venovali hfadaniu minimalnej kostry grafu a v nepo-
slednom rade sme prostrednictvom tlohy naértli problém rovinného grafu.
V nasledujticom texte chceme na tieto ilohy nadviazat a pridat dalsie.

Ulohy predstavené v predchadzajicom ¢lanku sa moézu niektorym &i-
tatelom zdat zloZité. V tomto texte sa preto pozrieme na problematiku,
s ktorou sme sa vSetci stretli uz pravdepodobne v predskolskom veku. Patri
tiez do okruhov rieSenych v ramci teorie grafov. Ide o kreslenie jednym ta-
hom. Tento problém preberieme z dvoch uhlov pohladu: ¢i uz ako volné
kreslenie, alebo ako kreslenie predpisanym smerom. Budeme sa teda ve-
novat neorientovanym i orientovanym grafom. PouZité ilohy mézu sluzit
ako urcita propedeutika k tym, ktoré sme predstavili v predchadzajiacom
¢lanku. Okrem toho sme do tohto textu pridali aj doplnok: dokaz Eulerovej
vety o poéte vrcholov, hran a stien v rovinnom grafe. Ide moZno o aka-
demickejsi problém, ktory sa odlisuje od ostatnych predstavenych tloh.
Ku vSetkym je totiz moZné najst urcity redlny obraz. Dokaz matematic-
kej vety sa z tohto ramca vymyka. Na druhej strane predstavuje vhodné
prostredie pre pochopenie principov dokazovania matematickou indukciou.
Takéto pouzitie matematickej indukcie pokladame pre Ziakov za ovel'a pri-
jatelnejsie, ako ked ju aplikujeme napr. v teorii &isel. Pritom je potrebné
zdoraznit, Ze nadm nejde o dokaz ako taky. Je to moznost dalsieho rozvoja
myslenia Ziaka. Len s malou pomocou uéitela dokaze dokaz uskuto¢nit aj
ziak sam. A to aj bez vedomosti o tom, Ze prave urobil indukény dokaz.

Predtym, ako prejdeme k jednotlivym tlohédm, zhrnieme nase zakladné
teoretické vychodiska. Toto zhrnutie bude len stru¢né, nakol'ko v predcha-
dzajicom ¢lanku sme sa mu venovali podrobnejsie. Verime, Ze aj tento
text bude pre uéitelov z prostredia zakladnych i strednych 8kol zaujima-
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vym podnetom. Okrem samotnych uloh autor dopliia aj svoje postrehy a
skisenosti, ktoré nadobudol pri ich rieSeni so ziakmi.

Teoéria grafov a aplikovanie konStruktivizmu v matematike

Vytvorit pre ziakov priestor objavovat, v mysli konstruovat, nie je vo-
bec jednoduché. Jednou z hlavnych tloh ucitel'a je zvolit vhodny materiél,
s ktorym ziak bude pracovat. V matematike ide o vyber problémov a tloh,
ktoré Ziak riegi. Teoria grafov predstavuje v tomto smere spravnu volbu.
Doévodom je najma to, Zze eliminuje dva zakladné rizika, s ktorymi sa stre-
tavame, ak chceme Ziakom zadat tlohu vediicu k premyslaniu a pouzivaniu
vys§ich poznavacich funkcii. A to nielen vo faktickej rovine, ale aj v rovine
konceptov, procedir ¢i na metakognitivnej trovni.

Prvym rizikom je ¢asto to, ze tiloha je v podstate prili§ jednoduché, pre
Ziaka rutinna. Pri jej rieSeni Ziak nepotrebuje ni¢ odhalit, len aplikuje na-
ucené postupy. Pre mozog je to jednoduchsia a ¢asovo efektivnejsia cesta.
Preto nevznikd motivacia objavovat. Na druhej strane, Tahko moZze vznik-
nat aj opaéna situacia. Uloha je tak naro¢na, ze ziak nevie ni¢ objavit,
strati motivaciu a rieSenie ukonéi. Teéria grafov predstavuje problémy,
kde Zziak nepotrebuje ziadne zvlastne teoretické poznatky. Moze experi-
mentovat, skusat a hladat rieSenia. Vytvara sa priestor pre timovt pracu,
je pritomnéa urcita hravost. S ulohou sa Ziaci vysporiadaju spravidla rozne
podla sposobu ich myslenia. Ak to zjednodusime, tloha sa ako keby pris-
posobovala potencialu ziaka. Kazdy ju nejak uchopi a zacne. Aj tu vSak
mozu vzniknut situécie, ked Ziak potrebuje pomoc. Vtedy je doleZita rola
ucitela a jeho mentorsky pristup.

Okruhy teorie grafov minimélne v slovenskom prostredi nie si su¢astou
vzdelavacich §tandardov pre zakladné ¢i stredné skoly. Na standardnych
vyucdovacich hodinach mé ucitel aj obmedzené moznosti aplikovat metody
konstruktivistického pristupu k vyucovaniu matematiky. Je tlaceny ¢asom
a rozsahom uéiva, ktoré musi so ziakmi prejst. Predsa vsak Skoly maja
moznost vytvorit prostredie, ktoré bude pre zaclenenie aj tychto pristu-
pov priaznivejSie. Mozno taky priestor vznikne na tandardnych hodinach
na zaciatku ¢ konci 8kolského roka alebo vie §kola otvorit pre Ziakov rozne
nepovinné & volitelné predmety. Pripomenieme, Ze autor tulohy zaraduje
pocas volitelného predmetu Semindr z matematiky. Seminér je organizo-
vany ako dvojhodinovy blok, preto st tlohy dizajnované na cca 70 mintt.
Spétné vizby k rieSeniu tuloh, ktoré v ¢lanku pouzivame, st z hodin, kde
ich riesili ziaci tretieho roénika gymnéazia, resp. siedmeho ro¢nika osemroc-
ného gymnéazia. Teda Ziaci vo veku 17, resp. 18 rokov. Ziaci si volitelny
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predmet Semindr z matematiky na Skole, kde autor vyucuje, vyberaju
z roznych doévodov. Nejde nevyhnutne o Ziakov, ktori by chceli z mate-
matiky maturovat. Na pripravu na maturitu slazia v portfoliu Skolského
vzdelavacieho programu iné predmety.

Problém 1

Novéakoveci si kupili novy byt. Ide o velky podkrovny byt, ktory je cely
obohnany balkénom. Schéma bytu spolu s vychodmi na balkén je znazor-
nené na obr. 1. Pani Novakova ma niekedy problémy so spankom, preto sa
zvykla ¢asto po byte prechadzat. Pri svojich potulkiach v zakutiach bytu
jej prisla na um otazka, ¢i je mozné prejst bytom na jednej prechadzke
tak, aby ¢lovek presiel kazdymi dverami v byte prave raz. Je to mozné?
A ak ano, ako by cesta mala vyzerat?

Obr. 1

7 pohladu teodrie grafov Zziaci hladaju eulerovsky tah, pricom tloha
nespecifikuje, & méa byt otvoreny alebo uzavrety, t. j. riesitel moZe, ale aj
nemusi skonéit na mieste, kde za¢inal. Aby sme v8ak tlohu vnimali ako
Cast teorie grafov, je potrebné si jej reprezentanta v podobe grafu vytvorit.
Co bude predstavovat vrcholy a hrany tohto grafu?

Tieto otazky vSak ucitel Ziakom nedéaval a nechal ich volne pracovat.
Postup, ktory Ziaci zvolili, bol o¢akavany. A pokladdme ho aj za spravny
a najlepsi mozny, ak ndm ide o ich samostatni tvorivii pracu. Zacali sku-
sat. Chytili ceruzky, pripadne tablety a pera a zacali izbami prechadzat.
Mozno by sme ako ucitelia ¢akali nejaki abstraktnejsiu analyzu tlohy, a to
najmé v pripade starsich ziakov, s ktorymi autor tuto dlohu riesil. No to
sa nestalo. V8etci zacali skusat. Ako sme uZ ale uviedli, tento postup od
ziakov povazujeme za spravny. Experimentovanim a modelovanim sa da
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vseli¢o objavit. Tymto spdsobom sa uéime a je len pozitivne, ak sa Ziaci
neboja zacat riesit problém, i ked nevedia ako. Aj v tomto smere sa ukazuje
potencial problémov z oblasti teorie grafov. St ,nizkoprahové“. Nepredsta-
vuju prekdzku pri pokusoch o ich rieSenie. Netreba ni¢ tazké vymyslat.
Jednoducho sa za¢ne experimentovat.

Ziaci experimentovali a sktSali tak 10-15 minat bez zasahu ucitela.
Tento Casovy interval je potrebné prispdsobit veku Ziakov a aktuélnej si-
tuécii na hodine. Po tomto ¢ase sa uditel zacal pytat, na ¢o Ziaci prisli.
Niektori velmi proaktivne svoje objavy komunikovali, medzi mnohymi sa
prekryvali. Cestu cez vSetky dvere zatial nenasli, no zistili Ze obrazok je
do urcitej miery symetricky, Ze nemusia skiimat osobitne situécie, ked za-
¢inaju v Tavej hornej izbe a pravej hornej izbe. Je to prakticky to isté.
Podobnych symetrii je v tilohe viacero. Dokonca vznikla prirodzena spo-
lupraca medzi ziakmi. Jeden mal preverit zaiatok vedici tymi dverami
a niekto d'alsi inymi dverami. Jeden zo Ziakov prisiel so zaujimavou mys-
lienkou, ze ak existuje nejaka cesta, ktora sposobi, ze kazdymi dverami
prejdeme prave jedenkrat, je jedno, v ktorej miestnosti zacneme. V tomto
bode zasiahol aj uditel, ktory sa ostatnych ziakov opytal, ¢i s touto mys-
lienkou stihlasia. Ucitel chcel, aby sa nad fiou zamysleli a neprebrali ju
nekriticky. Nakoniec sa Ziaci dohodli, Ze toto plati len vtedy, ak je zacia-
tok a koniec cesty v tej istej izbe (pripadne na balkone), ¢ize ak bude tah
uzatvoreny. Nebolo naro¢né riadit tlohu tak, aby Ziaci sami spoznali pa-
ralelu tlohy o prechadzkach v novom byte s tlohami, ktoré riesili uz ako
deti a ktoré sa tykali kreslenia jednym tahom. V triede si spomenuli najmé
na kreslenia doméeka. Tato analdgia bola pre ucitela tiez zaujimava, na-
kol'ko mu umoZnila viest ziakov k tomu, aby si alohu o prechadzke v byte
zakreslili ako graf (kreslenie domdeka je priamo kreslenie grafu). Nebolo
celkom trividlne pomenovat, ¢o je v naSom pripade vrcholom a ¢o hranou
grafu (pojmy vrchol a hrana si uéitel zaviedol prave pri kresleni domdeka).
Navyse, ked uz ziaci identifikovali, Ze vrcholom grafu sa izby a hranami
st v podstate dvere, ¢asto urobili chybu, ked balkéon do mnoZiny vrcho-
lov nepridali. Aj ked pri experimentovani nim prechédzali. Na tato chybu
poukazal ucitel I'ahko. Nakreslil jeden tah v grafe, ktory prechadzal opako-
vane balkénom, a potom povedal Ziakom, aby tento tah znazornili v grafe,
ktory bol pre nich modelom tlohy.

KTucovi myslienku k rieSeniu vSak nenagli Ziaci v matematickom modeli
(ked bola uloha zaznamenana ako graf), ale v realnom kontexte izieb a
dveri. T4 myslienka spocivala v tom, Ze ak vojdem do izby, musim z nej
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aj vyjst. Cize ak ma byt tloha riesitelna, potrebujem parny pocet dverf
v izbach. Ugitel sa snazil tito myslienku spochybnit, ked nakreslil doméek
s dvojicou vrcholov s neparnym poc¢tom hran. Jeho tmysel ziaci odhalili
prakticky okamzite, ked svoj vyrok upravili. Parny pocet dveri z kazdej
izby by bol potrebny, ak by sme mali zacat a skonéit v tej istej izbe. Ak
tato podmienka chyba, mozu existovat prave dve izby s neparnym poctom
dveri. Potom jedna z nich bude §tartovacia a druhé cielova. Uloha bola
vyrieSena, pretoze bolo lahké dokazat, Ze v naSom pripade si aZz Styri zo
Siestich izieb (vratane balkona) také, Ze maju nepéarny pocet dveri. Ziaci
tak celkom spravne a formalne presne pomenovali, kedy mozno v grafe
najst uzavrety (resp. otvoreny) eulerovsky tah. Z hladiska teorie grafov
je dolezitou aj dalsia podmienka pre kreslenie jednym tahom, a tou je,
ze graf je suvisly. Toto sme na hodinach nezdoraziovali, nakol'ko aj ziaci
vnimali savislost grafu ako automaticky splneny predpoklad.

Niektori Ziaci boli Sikovnejsi a skoncili rieSenie skor. Ucitel im preto
mohol dévat rézne dopliiujice tlohy. Minimalne kol'ko dveri by sme museli
zamurovat, aby bola tloha riesitelna? Alebo naopak, pomohlo by rieSeniu
ulohy, ak by sme nejaké nové dvere vyburali?

Celému problému sme sa venovali priblizne 60 az 70 minnt.

Problém 2

Na obr. 2 je schéma centra historického mestecka. Cesticky v fiom st
len tizke a eSte uzsie, preto je kazda z ciest len jednosmernou ulicou.

Obr. 2
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1. V krizovatke A sa nachédza auto kuriérskej sluzby. Je mozné, aby cez
deni preslo celym mestom (kazdou ulickou) tak, aby kazdou ulickou
preslo prave raz?

2. Kolko z krizovatiek oznacenych pismenami A az M by mohlo byt
potencidlne Startovacich, aby kuriér vedel mesto prejst podla pod-
mienky v tlohe 17

3. Pomohlo by zmenit niektoré smery v niektorych uliciach tak, aby
mohol kuriér vyjst z l'ubovolnej krizovatky a prejst mestom podla
podmienok v tlohe 17 Ak ano, ktoré?

4. Pomohlo by teoreticky zavriet nejaké cesty medzi krizovatkami tak,
aby mohol kuriér vyjst z Tubovolnej krizovatky a prejst mestom
podla podmienok v tlohe 17 Ak ano, kolko ich treba miniméalne
zavriet?

5. Mohli by sme zavriet niektoru krizovatku a k nej prislachajtce cesty
tak, aby bola trasa kuriéra podla podmienok v tlohe 1 uskutoc-
nitelna aspon z jednej zo zostavajucich krizovatiek? (Ak napriklad
zavrieme krizovatku A, tak aj cesty BA, EA, AC1, AC2 — tie uz
nepotrebujeme prechadzat).

Uloha je podobné problému ¢&. 1. Opét hladame eulerovsky tah (kres-
lime jednym tahom). Rozdiel je v tom, Ze nemoéZeme ulicami (hranami
grafu) prechddzat volne, ale musime pouZit predpisany smer. Ide tak
o orientovany graf. Hlavné tloha je formulovana v prvom z piatich zadani.
Ostatné st doplnené v snahe umoznit ucitelovi reagovat na individuélne
potreby Zziakov. Vzhladom na to, Ze na hodinach sme tlohu zadali hned
na najblizSom stretnuti po tom, ako sme sa venovali bytu Novakovcov,
niektori Ziaci podobnosti odhalili a rieSenie nasli rychlejsie. Dopliujtce
zadania dva aZ pat tak umoznili uéitelovi nechat priestor na hladanie rie-
Senia aj pomal$im ziakom, pricom rychlejsi sa nenudili, ale venovali sa
d'alsim uloham. Proces riesenia bol velmi podobny tomu, ktory sme pred-
stavili pri prvom probléme. Ziaci najprv skusali, cestovali v grafe. Na tvod
opat zdoraznime jeden predpoklad, s ktorym sme pracovali, i ked sme ho
nezdoraznovali. Skiimany graf je sivisly.

Uloha bola v porovnani s predchadzajicou jednoduchsia v tom, Ze Zia-
kom sa lahko identifikovalo, ¢o je vrcholom a ¢o hranou grafu (krizo-
vatky ako vrcholy a cesty ako hrany). Nebolo problémom nakreslit vhodnt
schému. Pomerne rychlo Ziaci nasli podobnost s ilohou o byte Novakovcov,
preto aj podmienku pre rieSenie formulovali podobne: z kazdého vrcholu
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musf ist parny pocet ciest, resp. mozu existovat prave dve krizovatky (dva
vrcholy) také, Ze z nich ide neparny pocet ciest. V pripade orientovaného
grafu toto tvrdenie nie je presné a pre uditela nebolo naro¢né ho spochyb-
nit, t. j. najst taky graf, kde uvedena myslienka neplati. Aj tu sa ukazalo,
Ze ziaci mali dobru myS8lienku, ktoru ale nepresne formulovali. U¢itelovi
hned vytkli, Ze nim nakresleny priklad ma aj vrcholy, kde pocet vstup-
nych a vystupnych ciest nie je rovnaky (a tieto vrcholy nie st prave dva).
Vznikla tak diskusia, kde sa ucitel obhajoval, Ze podmienku o parnom
pocte ciest splnil, no Ziaci argumentovali, Ze oni predsa mysleli na to, ze
parny znamend, ze pocet vstupnych a vystupnych ciest je rovnaky. Ziaci
postupne riesili aj d'alsie tlohy. V pripade, Ze si nakreslili spravnu schému
(t. j. Ze nimi nakresleny graf naozaj opisoval situaciu v zadani problému)
a dobre aplikovali charakteristiku, ktora je pre eulerovsky tah v orien-
tovanom grafe dolezita (Zze pre kazdy vrchol plati, Ze pocet vstupnych a
vystupnych ciest je rovnaky, resp. neplati to prave pre dva vrcholy, kde pri
jednom je o jednu vystupnii cestu viac a pri druhom je o jednu vstupnia
cestu viac), rieSenia nachadzali relativne hladko.
Pri tejto tlohe ziaci stréavili priblizne 50 minat ¢asu.

Tretia uloha je uz akademickejsia. Ziakom sme predstavili pojem rovin-
ného grafu, vyuzijuc ulohu popisant v predchadzajucom ¢lanku. K poj-
mom vrchol a hrana sme doplnili aj pojem stena rovinného grafu.

Problém 3

Aky je stvis medzi poctom vrcholov, hrédn a stien v rovinnom grafe?
Vies tuto suvislost dokazat?

Najst vztah v + s = h + 2, pozri napr. [5], nie je po chvilke skiSania
ni¢im naroénym. Vsetci Ziaci postupuju pravdepodobne rovnako. Niekolko
rovinnych grafov si nakreslia, spoc¢itajia vrcholy (v), hrany (h) a steny (s)
a vztah hladaja. Ué¢itel si v&ima, aké grafy kreslia a aké su¢ty nachadzaju.
Je moZné, Ze sa ziak pri s€itovani pomyli (napr. Ze zabudne na ,yonkajsiu“
stenu).

Niektori Ziaci suvislost objavili. Ich predpoklad bol postaveny na kon-
krétnych grafoch, ktoré nakreslili. U¢itel ich vSak vyzval, aby vztah doka-
zali. Na konkrétnej hodine ucitel vyuzil aj to, Ze niektorym Ziakom sa jed-
noduchost vztahu zdala podozriva a nesuhlasili s tym, Ze plati v8eobecne.
Ucitel ich preto vyzval, aby nakreslili hocijaky rovinny graf, v ktorom
vztah neplati. Ziaci mali aj viaceré pokusy, pri ktorych boli presvedceni,
7e kontrapriklad nasli. Vzdy sa vSak dostupili bud nejakej chyby pri spo¢i-

Matematika — fyzika — informatika 35 (1) 2026 23



tani vrcholov, hran alebo stien, alebo nakreslili nerovinny graf (t. j. hrany
mali nejaké spolo¢né body aj mimo vrcholov).

Diskusia o dokaze tvrdenia v8ak bola dlhsia. U¢itel argumentoval, Ze to,
7e sme nenasli rovinny graf, ktory uvedend rovnost nespfﬁa, eSte nezna-
mené, ze taky graf neexistuje. Niektori Ziaci v triede vSak prisli na zauji-
mavt suvislost. Ak v rovinnom grafe pridam hranu, musi to znamenat, Ze
pridam bud novy vrchol (a kedZe nemozem prekrizit intt hranu, pocet stien
ostane rovnaky), alebo vytvorim nova stenu, ak spojim dva uz existujtce
vrcholy. U¢itel ich vyzval, aby to prigli ukazat na tabulu. Vybrani Ziaci na-
kreslili nejaky graf, na ktorom svoju myslienku demonstrovali. U¢itel ich
postup ocenil a opytal sa ostatnych, Zze ¢o tymto dokazali. Ziaci spolo¢ne
deklarovali, ze dokézali tvrdenie pre vSetky rovinné grafy. Ucitel ich zaver
upravil, Ze to ukéazali predsa len pre ten graf, ktory nakreslili (tam lahko
dokézali, ze vztah plati, lebo vrcholy, steny a hrany spoéitali) a pre kazdy
dalsi, ktory z neho vznikne pridanim jednej alebo viacerych hran (¢ize
pre akykol'vek ,zloZitejsi‘). Otazka teda je ¢ tvrdenie plati aj pre vsetky
rovinné grafy, ktoré maji menej hran ako ziakmi nakresleny graf. Cast
ziakov sa snazila ukazat, Ze aj odobranim hrany sa znizi bud podet stien
alebo pocet vrcholov. Postup by mohol byt matematicky korektny. Nasla
sa vSak skupina Ziakov, ktori tvrdili, Ze sa to da urobit aj jednoduchsie.
Povedali, Ze si stac¢i zvolit tak jednoduchy graf, aby vSetky dalgie z neho
vznikli pridavanim hran. Poslednym krokom tak bolo nakreslit najjedno-
duchsi rovinny graf. To sa nakoniec podarilo, ked Ziaci pripustili aj nulovy
pocet hran, ¢ize nakreslili jednu bodku (graf mal teda jeden vrchol a jednu
stenu). Teraz uz bol dékaz ukonéeny.

Prirodzenym sposobom ziaci pouzili princip dékazu matematickou in-
dukciou. Jej prvy krok je dokazat tvrdenie pre minimélny pripustny objekt
(v naSom pripade najjednoduchsi moZny rovinny graf). Druhym je potom
indukény krok, zovSeobecnenie. Tento vztah sa nezmeni, ak pridame jednu
hranu. Matematicka indukcia podl'a poétu hran. Viaceri uéitelia sa svojim
ziakom pokusaju vysvetlit princip dokazu matematickou indukciou. Ak nie
na $tandardnych hodindch matematiky, tak v ramci voliteInych predme-
tov a krazkov. Casto je vSak tento dokaz pre ziakov prilis abstraktny a
neprirodzeny. Skisenost autora ¢lanku hovori, Ze napr. pri dokaze Eule-
rovej vety o poc¢te vrcholov, hran a stien v rovinnom grafe je tento dokaz
vnimany velmi prirodzene a jeho my§lienku su Ziaci schopni najst relativne
samostatne.
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Zaver

.....

kladnych a strednych 8kol. Spolu s problémami uvedenymi v predchadza-
jucom ¢lanku autora ziskava uditel matematiky najmé na strednej skole
zaujimava moznost, ako vybrané problémy tedrie grafov ucelene imple-
mentovat do hodin. Pripominame, Ze prezentované tulohy davaju akysi ob-
sahovy zaklad pre naplnenie hodin. Rovnako délezita je aj forma prace.
Ak chceme, aby Ziak objavoval, musi na to mat vhodny material (tloha),
ale aj dostatok ¢asu, vhodny priestor. Je potrebné pripustit, ze pri snahe
o konstruktivisticky pristup vo vyucovani sa ucitel dostava do situécii,
ktoré si nevie natrénovat. Casto musi velmi dobre Ziakov pocivat a vni-
mat, pruZne reagovat a improvizovat. Je to naroéné, no sme presvedéeni,
7e to mé v procese ucenia sa velky vyznam.
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Zajimavé matematické ulohy

V novém roc¢niku naSeho ¢asopisu pokracujeme v pravidelné rubrice
Zajimavé matematické tulohy, v niZz mj. uviddime zadani dalsi dvojice no-
vych tloh. Jejich feSeni miZete zaslat nejpozdéji do 15. 6. 2026 na adresu:
Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou na emailovou adresu mfiQupol.cz. Zajimava a originalni
feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 307

Konvexni 8estitthelnik ABC D EF mé protéjsi dvojice stran rovnobézné.
Dokazte, ze trojuhelniky ACE a BDF maji shodné obsahy.

Jiri BlaZek

Uloha 308

Kolika zpisoby je mozné uspoiadat posloupnost vSech pfirozenych &isel
1,2,...,n do kruhu tak, aby kazdé ¢&islo bylo délitelem souc¢tu dvou sou-
sednich ¢isel. Takové zpusoby, které lze ziskat jeden z druhého otocenim
nebo osovou soumérnosti, povazujeme za jeden zptisob. Ulohu fete pro
a) n = 2025, b) n = 2026.
Jaroslav Zhouf

V néasledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 295 a 296, jejichz zadani jsme
zvefejnili ve t¥etim ¢isle lofiského (34.) ro¢niku naseho Gasopisu.
Uloha 303 Dokaite, ze pro velikosti «, 3, v vnitinich @hli libovolného
trojthelniku plati nerovnost

| ©

sin acsin B cos 7y + sin «.cos B siny + cos asin B siny <

Kdy nastane rovnost? .
Jaroslav Svrcek

Resend. Uzitim souctového vzorce pro funkci sinus plati
sin 8 cosy + cos Bsiny = sin(f8 + ).
Jelikoz B + v = 180° — « dostéavame z vlastnost{ funkce sinus
sin(8 +v) = sinq,
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a proto

sin acsin 8 cos 7y + sin . cos fsiny =

= sin a(sin B cosy 4 cos Bsiny) = sin®a. (1)

Obdobné podle sou¢tovych vzorct pro kosinus plati s vyuzitim jeho vlast-
nosti
(cos(B8 =) —cos(B+7)) =

sin Bsiny =

NN NN

(cos(B — ) + cos ).

DO =

(cos(B — ) — cos(180° — a)) =
Proto plati
. . 1 1,
cosasin Bsiny = icos(,B—fy) cos o + 5 cos” o (2)

Sou¢tem predchézejicich rovnosti (1) a (2) tak dostaneme po nékolika apra-
vach s vyuzitim goniometrické jedni¢ky a omezenosti funkce kosinus poZa-
dovanou nerovnost

sin acsin B cos 7y + sin . cos B siny + cos asin B siny =

1 1
= sin? o + icos(ﬂf’y)costh §COS204 =

1 1
1+§cos(ﬁ—7)cosa— icos2a:

1 1 1 1
1—|—§0052(ﬁ—7)—5((3osoz—§cos(ﬁ—’y))2 < 1—|—§—O: 2,

pfiGemZ rovnost nastava, kdyz cos(8 — ) =1 a cosa — %cos(ﬂ —5) =0,
tedy kdyz 8 =y a cosa = % Odkud jiz jednoduchym dopoctem zjistime,
ze rovnost nastava pro a = = v = 60°, tedy v pfipadé rovnostrannych
trojuhelnik.

Jiné reseni. Podle vzorce pro kosinus souc¢tu plati
sin Bsiny = cos B cosy — cos(f + ),
jelikoz 8+ v = 180° — «, plati cos(8 + v) = — cos . Tedy

cos asin fsiny = cos avcos (8 cosy + cos? a.
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Pfi¢tenim k rovnosti (1) tak dostaneme

sin asin 8 cosy + sin «.cos B siny + cos asin B siny =

= sin2a+cosza+cosacosﬂcosy =1+ cosa cos B cos~.

Abychom dokazali pozadovany vztah, stac¢i dokazat nerovnost
1
cos acos B cosy < 3 (3)

Tuto nerovnost miizeme povazovat za znamou') nebo ji dokazat pomoci
Jensenovy nerovnosti nasledujicim zpiisobem. Pokud se jedna o trojahel-
nik pravouhly ¢i tupoihly, je kosinus jednoho z vnitinich dhla nekladny a
druhé dva kladné, proto leva strana nerovnosti (3) je nekladna a dana ne-
rovnost tak plati. V pfipadé ostroihlého trojihelniku jsou vSechny kosiny
kladné, podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem
plati

1 3
cos acos B cosy < <3(cosa+cos6+cos*y)> .

Jelikoz funkce kosinus je na intervalu (0, %w} konkavni, plati podle Jense-
novy nerovnosti dale

)

1
g(cosa + cos 8 + cosy) < cos (OH_BH> = cos ~

3

coz dokazuje nerovnost (3). Rovnost v obou nerovnostech nastane v pii-
padé a = B = v, tedy v pripadé rovnostrannych trojuhelnika.

Pozndmka. Se¢tenim rovnosti (1) pro t¥i permutace uhli «, 3, v dostaneme
2(sin asin B cosy + sin v cos S siny + cos asin fsiny) =
= sin® o + sin? B + sin? 4.

Nerovnost 9
sin? a + sin” B + sin® y < vk

D Najdete ji jako tlohu B-S-2 17. roéniku Matematické olympiady na str. 71, kde
je uveden dikaz pomoci sou¢tovych vzorci, jako priklad 10 v S. Hordk Nerovnosti
v trojuhelniku z edice Skola mladych matematiki nebo v R. Smykalovd Goniometrické
funkce na str. 171.
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které dokazuje pozadované tvrzeni, bychom opét mohli povazovat za zna-
mou? nebo ji znovu mizeme dokézat uzitim Jensenovy nerovnosti. Tuto
nerovnost nelze ovSem pouZit pfimo, protoZze funkce sin® z je konvexni
pouze na intervalu (iw, %ﬂ, coz si neuvédomil znaény pocet fesitelt. D&
se ov8em postupovat nésledujicim zpisobem. Necht alesponi dva thly v
trojihelniku, bez Gjmy na obecnosti 3, -y, jsou v intervalu <i7‘l’, %71'), po-
tom podle Jensenovy nerovnosti plati

1
i(sin2 B+ sin? 7) < sin? Bty =

= sin? (90° - %) = cos? &

1
5 = 5(1 + cosa)

s rovnosti v pfipadé 8 = ~. Plati tak

sin® a4 sin® B +sin?y < 1 — cos> a + 1 4 cosa =

9 AN
=1 COS «x 5 ST

Rovnost v této nerovnosti nastane v pfipadé a = 3 a cosvy = %, tedy
v pfipadé o = 5 = v = 60°. Pokud v8ak nejvyse jeden tihel v trojuhelniku,
feknéme v, je z intervalu(iw, %71’>, potom zFejmé plati

Lo Lo o 1 1 9
sin® o + sin” B + sin” v < 2—|—2—|—1< i

Spravna feSeni zaslali: Karol Gajdo$ z Trnavy, Bartosz Depta, Michal
Fronczek a Filip Zdebik, vSichni IT LO Tarnowskie Goéry (Polsko), Jakub
Hribal, GJB Beroun, Petr Karlik, G Praha 10, Vodéradska, Lukd$ Komin,
G Praha 4, Opatov, Eva Martikinovd, MG Opava a Veronika Mensikovd,
AG Praha 2, Korunni.

Netplné FeSeni zaslali: Marin Bryja a Erik Jezek, SSPS a G Praha 5,
Helena Muchova, GJK Praha 6, Ondrej Nevéril, G Zabieh, Lucian Poljak,
GJS Pierov, Michal Rocek, SPS a VOS Liberec,Stépdn Sikora, G Praha 7,
Nad S‘colou7 Petr Stary, G Ceské Budgjovice, Jirovcova a Bartosz Wieczo-
rek, IT LO Tarnowskie Gory (Polsko).

2) Jedn4 se o disledek pozndmky 1 k prikladu 24 a sinové véty v S. Hordk Nerov-
nosti v trojuhelniku z edice Skola mladych matematik nebo pfimo o nerovnost v R.
Smykalovd Goniometrické funkce na str. 171.
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Uloha 304
Ttida na za¢atku hodiny télocviku nastupuje do rady s pravidelnymi
rozestupy, kazdy zak na svoji pevné prifazenou znacku. Horacek ale jednou
presvédcil své spoluzaky, aby misto toho vSichni nastoupili na znacky tak,
ze soucet vzdalenosti v8ech zaki od aktuélné obsazené k pfedem pfifazené
znacce byl nejvyssi mozny. Urcete pocet takovych poradi pro 2n zaku.
David Hruska

Reseni. Necht je v fadé Z4ki na zemi nakreslena &ra mezi znackami n
a n + 1. Sporem dokdzeme, ze kazdy z zakt musi po vyméné navrzené
Horéackem piekrocit tuto ¢aru, tedy piejit na druhou polovinu. Pokud by
totiz existoval takovy Zzak, feknéme A, ktery ziistane ve své poloviné a
piejde z pole a na pole a/, potom ve druhé poloviné existuje zak B, ktery
také neopusti svou polovinu a pfejde z pole b na pole b’. Oviem pokud by
74k A presel z pole a na pole b’ a zak B piesel z pole b na pole a’ (a v8ichni
ostatni presli na stejna pole), potom by byl soucet vzdalenosti zaka od
svych znacek vétsi. To dokdzeme rozborem jednotlivych piipadii:

e Necht pozice a’ a b’ lezi mezi pozicemi a a b. Pokud by zdk A Sel
z a na a’ a zdk B z b na V', tak by se nikde neminuli, usli by tedy
dohromady mensi vzdalenost neZ z a na b. Kdy# piijdou z a na V' a
z b na a’, tak se minou a musi dohromady ujit vétsi vzdalenost nez
z a na b.

e Necht jedna z pozic, feknéme a’, leZi z pohledu druhého Zéka za
pozici a a druhé, V', leZ{ mezi a a b. Potom Zak B pii své cesté z b
do a’ mine znacku b, dojde k a a ujde vzdalenost od a do a’, ujde
tak vétsi vzdalenost, nez kdyby sel A za doa’ aB zbdob'.

e Necht obé pozice a’, b’ neleZi mezi a a b. Pokud Zaci ptjdou z a na b’
a z b na a’, pak kazdy ujde vzdalenost mezi a a b a jesté vzdalenost,
kterou by uSel druhy zak p¥i pivodni cesté.

Tedy kazdy z zakd musi pfi vyméné navrzené Horackem byt v opacéné
poloviné nez je jeho ptuvodni misto. Uveédomime si, Ze pak je soucet vzda-
lenosti vSech zédka od puvodni pozice stejny nezéavisle na tom, na kterou
znacku se ve druhé poloviné postavi. To plati, jelikoz pro zaky z prvni
poloviny miiZzeme mezi kazdymi dvéma pozicemi jednoho Zaka uvazovat
vzdélenost od jeho ptivodni znacky k ¢are a od ¢ary k nové znacce a tyto
dveé vzdalenosti bijetivné odpovidaji vzdalenostem (obecné jinych) zéki ze
druhé poloviny.
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Tedy n zakd z prvni poloviny se miZe na druhou polovinu postavit n!
zpusoby a zakt druhé poloviny se na prvni polovinu muze postavit také
n! zpisoby, celkem tedy Zaci mohou zaujmout (n!)? poradi navrzenych
Horackem.

Jiné Teseni. Necht vzdalenost mezi znackami je 1. Oznacme {1,2,...,2n}
poradi zaku, v jakém bézné stoji pfi hodiné télocviku a a; poradi zéka ¢
po vyméné. Pak soucet vzdalenosti jednotlivych zéakt od svych znacek je

S:|a1—1|—|—|a2—2|—|—...—|—|a2n—2n|.

Vzhledem k tomu, Ze absolutni hodnota ¢isla x je +x, bude po odstranéni
absolutnich hodnot ve vysledném souc¢tu mit polovina z ¢isel 1,2, ..., 2n,
ai,as, ..., a, znaménko plus a polovina znaménko minus. Jelikoz hod-
noty a; jsou navzajem ruzné, je a; bijekce mnoziny {1,2,...,2n} na sebe.
Soucet S tak bude nejvétsi, pokud budou mit vSechna ¢isla mensi nebo
rovna nez n znaménko minus a zbyvajici znaménko plus, tedy

S<22n+@2n—-1)+...4+(n+1)-2(n+(n-1)+...+1) =
=n(Bn+1) —n(n+1)=2n%

Rovnost zde nastane, pokud v kazdém rozdilu |a; —i| bude v pfipadé i <n
platit a; > n + 1 a naopak, pokud ¢ > n + 1, potom a; < n. Takovych
poradi a; je (n!)?, stejné jako v piedchozim Tegeni.

Spravna teeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Martin Bryja, G Brno,
t¥. Kpt. Jarose, Michat Fronczek a Filip Zdebik, oba II LO Tarnowskie
Gory (Polsko). Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Helena Mu-
chovd, GJK Praha 6 a Andrea Plechdckovd, G Jablonec nad Nisou.

V minulém ¢isle jsme jesté zapomnéli uvést Michata Fronczeka, 11 LO
Tarnowskie Gory (Polsko), ktery spravné vyf¥esil obé ulohy 301 i 302. Timto
se mu omlouvame.

Pavel Caldbek
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FYZIKA

Metodicka roznorodost
a systematizacia vykladu tém
o energii v Skolskej tyzike

PATRIK KRIEK
Gymnézium Jozefa Gregora Tajovského, Banska Bystrica, SLOVENSKO

Pojem energia méa v Skolskej fyzike a celkovo prirodovednom vzdela-
vani svoje nezastupitelné miesto, o ¢om sved¢i aj zaradenie tohto pojmu
do jednej z desiatich hlavnych nosnych myslienok (tzv. Big ideas) priro-
dovedného vzdelavania v pripravovanej kurikularnej reforme zakladného
skolstva v Slovenskej republike. Je preto namieste sa podrobnejsie zaobe-
rat pojmom energia a Specifickejsie jej formami — kinetickou a potencialnou
energiou. Aj ked ide o tradiéna tému vyskytujicu sa spravidla v kazdej
ucebnici fyziky pre zékladnu ¢i stredna Skolu, pri jej vyklade sa objavuje
vel'a roznorodych metodickych postupov, najmé pri odvodzovani vztahov
pre potencidlnu energiu tiazovi a gravitaénu. Téato roznorodost spociva
najméi v samotnej definicii potencialnej energie a jej zmeny, a tym aj
v opise myslienkového experimentu (teleso v tiazovom/gravitaénom poli
bud dvihame alebo nechdme padat). Aj ked pojem potencidlna energia
gravitatna sa v kurikularnych dokumentoch ISCED 3 [1] explicitne nevys-
kytuje, byva v ramci maturitnych seminarov problém s odvodenim vztahu
pre tuto energiu, ktoré vyzaduje znalost integralneho a diferencialneho po-
¢tu. Poznanie tohto vztahu v8ak umoziuje odvodit napr. vztah pre velkost
parabolickej (anikovej) rychlosti telesa. Dalsi problém potom vystava vo
vol'be nulovej hladiny potenciilnej energie gravitacnej, ktora sa v uc¢ebni-
ciach v tomto pripade voli va¢sinou v nekonecne, s ¢im sivisia jej zaporné
hodnoty. Znamienko minus v tomto vztahu, ako sa ukazuje, je ¢asto tazko
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uchopitelné aj pre studentov fyziky na vysokej skole. V neposlednom rade
je otazne, ¢i je v uéebniciach vyklad potenciilnej energie v gravitacnom
a tiazovom poli dostatoCne previazany s vykladom potencidlnej energie
v dalgom type konzervativneho silového pola — elektrostatickom poli ho-
mogénnom a radialnom.

Ako uZ bolo spomenuté, vzhladom k dolezitosti tohto pojmu v gkolske;j
fyzike, vznikol tento ¢lanok, ktorého cielom je:

e podat prehlad o metodickych postupoch pouzivanych v u¢ebniciach pri
odvodeni vztahov pre potencidlnu energiu, previazanosti tém poten-
cidlna energia v tiazovom, gravitac¢nom a elektrostatickom poli a disku-
tovat ich adekvatnost;

e navrhnut postupnost a sposob vykladu tejto témy tak, aby respektoval
vys8ie uvedené poziadavky.

Clanok moze poslizit predovsetkym ucitelom fyziky, ktorf v ramci ma-
turitnych seminarov venuju pozornost aj potencialnej energii gravitacne;j,
moze viak posluzit vietkym ucitelom a Studentom ucitelstva fyziky, ktori
chcti preniknat hlbsie do tematiky potencidlnej energie, ¢i uz v zakladnej
alebo strednej skole.

Metodologia

Metodou zberu dat bola analyza slovenskych a ¢eskych ucebnic fyziky
pre zékladné a stredné gkoly, prehladov fyziky pre stredné a vysoké gkoly
a inych (aj elektronickych) zdrojov. Tieto materialy vSak neboli vybrané
nahodne, ale so zretelom na to, Ze ich pravdepodobne vyuZivaju Ziaci a ich
uditelia pri priprave na vyucovaciu hodinu. KedZe s pojmom potencialna
energia sa slovenski aj ¢eski ziaci stretni v 8. roéniku, vybrali sme aktu-
alnu ucebnicu pre 8. ro¢nik [2] a udebnicu zo starSej série [3] spolu s jej
Ceskou novo-prepracovanou verziou [4]. Dalej boli vybraté z ¢eskych udeb-
nic napr. ¢asto vyuzivana ucebnica Fyzika 8 [5]. Do analyzy bola zahrnutéa
aj niekdajsia ucebnica fyziky pre 9. ro¢nik zakladnej skoly [6], v ktorej
je taktiez spracovana tematika energie. Z ucebnic pre stredné Skoly ide
hlavne o sucasni slovenskd udebnicu pre 1. roénik gymnéazia [7], stéle
na Slovensku pouZivand starSiu ucebnicu taktiez pre 1. ro¢nik strednej
skoly [8], schvélent ucebnicu dynamiky [9], ¢eskit gymnazialnu ucebnicu
mechaniky [10] a ¢eskt u¢ebnicu mechaniky pre stredné skoly [11]. Pozreli
sme sa aj na Pfehled stfedoskolské fyziky [12] a priruc¢ku Zmaturuj z fy-
ziky [13], ktoré st vhodné najmé pri rychlom opakovani. Z vysokogkolskej
literattury sme vybrali popularnu ucéebnicu od autorov Halliday, Resnick
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a Walker [14], ktort radi pouZzivaju ucitelia aj tudenti na strednych $ko-
lach, star§iu ucebnicu pre pedagogické fakulty [15] a, podla nasho nézoru,
zaujimavo napisant uéebnicu mechaniky [16]. f)alej st to vysokoskolské
skript4 mechaniky [17, 18] a udebnica didaktiky fyziky [19]. Na analyzu
partii ohladom elektrického pola boli pouzité dalsie materidly uvedené
v zozname pouzitej literattry. Mame za to, ze predchadzajici vypis zdro-
jov tvori Siroky okruh pouzivanych materidlov pre zakladné a stredné skoly
a ide tak o reprezentativnu vzorku.

Text je ¢leneny tak, Ze na zaciatku uvadzame vymedzenie pojmov a vSe-
obecny prehlad k téme energia. Nasleduje samotné analyza, ktora sa za-
meriavala hlavne na metodicky postup odvodenia vztahov pre potencialnu
energiu (tiaZovi, gravitadni, pruznosti) a ich diskusii. Postup pri tvorbe
nami navrhovaného vykladu je uvedeny v predposlednej ¢asti tohto ¢lanku.

Vymedzenie pojmov

Podl'a [19] je energia integrujicou veli¢inou s vysokou informac¢nou hod-
notou v tom zmysle, Ze v sebe zahfiia kinematické a dynamické veli¢iny,
ktorymi presla stistava materidlnych objektov pred danym ¢asovym okami-
hom. Jej hodnota ako fyzikalnej veli¢iny je vzdy urc¢ena relativne, je nutné
definovat stav s nulovou energiou. Uvazujme hmotny bod v nejakom silo-
vom poli inych materialnych objektov. Na hmotny bod podsobi vonkajsia
sila ﬁv, pricom na pociatku je v stave charakterizovanom energiou FEf,
v koncovom stave po zmene jeho polohy a rychlosti je v stave s energiou
E5. Fyzikilne jednoznacne je urcenéd zmena energie hmotného bodu ako

7
AE =Ey— E; = /ﬁv-dﬁ (1)

T1

Tento vyraz moZno povazovat za definiciu energie, resp. jej zmeny [19].
Energiu hmotného bodu je vyhodné rozdelit na dve zlozky réznej pod-
staty: zlozku sivisiacu s pracou Casti vonkajsej sily F"vl, ktoré prekonéava
vnatorna silu (silu pola) F = —ﬁvl, a zlozku suvisiacu s pracou dasti
vonkajsej sily ﬁvg, ktora sposobuje zmenu rychlosti hmotného bodu, teda
je pri¢inou jeho zrychlenia (obr. 1).

Prva cast energie je spojena so zmenou polohy Castice — nazyvame ju
potencialna energia a druhé cast je spojené so zmenou rychlosti ¢astice —
nazyvame ju kineticka energia.
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Potom moZeme pisat

T2 T2 T2
AE:AEP+AEk:/ﬁV~dF:/ *vl-dﬂ/ﬁﬂ.dr*:
1 1 1

) 2
:/(— ";).df+/ﬁv2-df'. (2)
7 ™

Obr. 1 Vonkajsia sila, jej zlozky a sila pola (vnutorna sila), smer zlozky Foo
moze byt Tubovolny, zavisi na smere a velkosti Fy

Zdroj [16] zdoraziuje, Ze energia je taka stavova veli¢ina, ktord ma na-
sledovné vlastnosti:
e V pripade izolovanej sistavy (ststavy, v ktorej neposobia Ziadne von-
kajsie sily) sa celkova energia sustavy nemeni, je konstantna E = konst.
e V pripade neizolovanej siistavy je zmena energie ststavy rovna praci
vonkajsich sil konanej na sustave, teda AE = W.

Kineticka energia hmotného bodu a jej zmena

V materialoch pre zakladni §kolu je vyklad kinetickej energie viac-menej
jednotny, pouziva sa vSak termin pohybovéa energia a je rozoberany len kva-
litativne. Je zddraznené, Ze pohybova energia prislicha telesam, ktoré sa
pohybuju, pricom relativita pohybu a fakt, Ze pohybovi energiu mozno
prisudit len telesu, ktoré sa pohybuje vzhladom na istd vztaznu ststavu,
je zdorazneny len v niektorych ucebniciach [4]. U¢ebnice a materialy pre
vySs8ie stupne 8kol uz operuji s terminom kinetickd energia a venuju sa
mu aj po kvantitativnej stranke. Prakticky vo vSetkych sa vyskytuje od-
vodenie vztahu pre kinetickd energiu s pomocou vypoétu prace stalej sily
urychlujucej hmotny bod z nulovej pociato¢nej rychlosti na rychlost vel-
kosti v

1 1 1
W =Fs=ma- gat2 =5m (at)? = iva.
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Takyto metodicky postup uvadza napr. [9], pricom d'alej autori ozrejmuj,
ze vzhladom na podiato¢ny pokoj telesa je vykonana praca rovné priamo
kinetickej energii W = Ey. VSeobecnejsie tvrdenie a vypocet pre rozdiel
kinetickych energii uvadzaju napr. uéebnice [10, 11], kde podéitaji pracu
kongtantnej sily pri zrychlovani telesa z rychlosti v na rychlost v

1 1 1
W =Fs=ma- 5@ (t3—t1) = 5m (aty)” — 5m (at1)? =

= %mv% — imv% = AFx.
Tento krok, nevyskytujici sa vo vSetkych ucebniciach, povazujeme za po-
trebny, aby sa nestratila informécia, ze préca vykonana vonkajSou silou
rozhoduje o zmene kinetickej energie telesa W = AFEy. Pritom pod poj-
mom vonkajsia sila rozumieme vo v8eobecnosti ¢ast vonkajsej sily v zmysle
rovnice (2), ktora sposobuje zmenu rychlosti hmotného bodu.

Potenciilna energia tiazova

Vyklad potencidlnej energie tiaZzovej v ucebniciach a materiadloch pre
zékladné gkoly je opét viac-menej jednotny, pouZiva sa vSak ¢isto termin
polohova energia, ¢asto s dodatkom ,y gravita¢nom poli Zeme®. V zékladnej
skole preto hovorime o potenciilnej energii gravitacnej a gravitacnej sile,
pri prechode na vySssi stupefi ziaci pouzivaju spravnejsi termin tiazova sila
a s tym spojena potencidlna energia tiazova. VA&Sina ucebnic napr. [2]
alebo [5] uvadzaja odvodenie vztahu pre potencidlnu energiu ako vypocet
prace vonkajSej sily pri zdvihani telesa s hmotnostou m rovnomernym
pohybom do vy3ky h, dostaneme sa tak ku vztahu W = Fgh = mgh = E;,.
Podrobnejsi pristup je uvedeny v ucebniciach [3] alebo [6]. Na rovnomerné
zdvihnutie zavazia do vysky h je potrebné& praca W = mgh, nasledne je
zévazie Z zavesené na jeden koniec nite vedenej cez kladku (obr. 2). Na
druhom konci nite je zavesené zavazie Z; s rovnakou hmotnostou.

% I e I IR L

T U
. il
z[ ] Z
Obr. 2 Dvihanie zavazia v gravita¢nom poli Zeme, mySlienkovy experiment
s kladkou
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Po nepatrnom naraze do zévazia 7 zaéne toto zavazie klesat a zdvihne
zévazie Z1 do vysky h, ¢im chceli autori zdoraznit, Ze zévazie zdvihnuté
v gravita¢nom poli do vysky h nad podloZku mozZe nésledne konat me-
chanicka pracu s velkostou mgh — ¢o je aj praca, ktora bola potrebné na
povodné zdvihnutie telesa do tejto vysky.

Zdroj [4] uvadza v poznamke pod ¢Giarou aj skutocnost, Ze praca vy-
konané vonkajSou silou pri zdvihani telesa do istej vysky je rovnaka pri
rovnomernom aj nerovnomernom pohybe a nezévisi od trajektorie, je vSak
nutné poznamenat, Ze len v tom pripade, ak st pociatoéné a koncova
rychlost rovnako velké — nedochadza ku konaniu d'alSej prace potrebnej
na urychlenie ¢i spomalenie telesa. V zékladnej Skole sa tak stretavame
s odvodenim vztahu pre polohovt energiu v gravitatnom poli pomocou
prace vonkajsej sily, konkrétnejsie zlozky vonkajsej sily Fy1 v zmysle rov-
nice (2), ktora prekonéva vnutorna silu (v tomto pripade silu gravitaéni)
pri rovhomernom dvihan{ telesa. V uéebniciach pre vyssie stupne $kol sa
stretavame okrem vysSie uvedeného metodického postupu aj s pripadom,
kedy hmotny bod/teleso (teraz uz v tiazovom poli) nechame padat z is-
tej pociatocnej vysky. Takto postupuje napr. ucebnica [10]. Hmotny bod
s hmotnostou m pada volnym padom v tiazovom poli Zeme z vysky h; do
vysky ho, pricom tiazova sila vykona pracu

Wa = Fags =mg (h1 — hy) = Ep1 — Epa.

Takto autori zadefinuji vyraz E, = mgh ako tiazovi energiu hmotného
bodu. Dalej rozsiria definiciu aj na tiazovi energiu telesa, kedy teleso
nahradime hmotnym bodom v jeho tazisku. Zdroj [8] uvadza, Ze praca
vykonana tiazovou silou sa rovna ubytku tiazovej energie telesa Wg =
= —AE,. V ulebnici [11] st podrobne rozobraté obidva pripady. Najprv
je teleso dvihané rovnomerne za pomoci sily do vysky h nad podlozku.
Je pritom zdoéraznena skutoc¢nost, ze v pripade rovnomerného dvihania je
v = kon$t. a zmena kinetickej energie je pri tomto dvihani nulova. Me-
chanicka praca vykonana vonkajSou silou sa prejavi prirastkom tiazovej
potencialnej energie hmotného bodu. Praca tiazovej sily pri tomto dvihani
je zapornad Wg = —mgh. Nasledne je rozobraty aj pripad, kedy teleso pada
z vySky h volnym padom (@ = § = konst). Opét dospejua k zaveru, Ze pri
padani telesa kona teraz kladni pracu tiazova sila, vedie avSak k znize-
niu potencidlnej energie tiazovej telesa. Vidime, ze v uéebniciach pre vyssi
stupen sa k odvodeniu vztahu pre potencidlnu energiu tiazova vyuziva aj
myslienkovy experiment padania telesa v tiaZovom poli a pocitanie prace
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tiazovej sily, ¢o je v stlade s rovnicou (2), kde plati F, = —F,;. Ide o dva
mozné korektné postupy, ktory je vSak vhodnejsi sa pokusime nacrtnut
rozborom dalsich foriem potencialnej energie v $kolskej fyzike.

Potenciilna energia pruznosti

Tematika potencidlnej energie pruznosti byva v ucebniciach pre za-
kladné skoly spracovana okrajovo, pouziva sa pre nu termin polohova
energia pruznosti/polohova energia pruziny. Napr. [4] uvadza, Ze polohovi
energiu pruznosti mé stlac¢ena alebo natiahnuta pruzina. Uvadza, Ze k na-
tiahnutiu resp. stlaceniu pruziny musime (musi vonkajsia sila) vykonat ista
pracu, rovnako velkt pracu moze konat aj pruzina po uvolneni. Vztah pre
silu pruznosti a potencidlnu energiu pruznosti v zakladnej $kole nebyva od-
vodzovany, Ziaci nedisponuji vztahom pre velkost sily pruznosti F' = kz,
aj ked vedia, 7e pruzina sa predlZi tym viac, ¢im vic&ia sila na fiu posobi.

V materidloch pre vysSie stupne 8kol je tematika energie pruznosti
spracovand viac-menej jednotne, pri¢om sa pouzivaju terminy potencialna
energia pruznosti resp. elasticka energia. Je prvym pripadom energie, ktort
neodvodzujeme z prace konstantnej sily, ale sily, ktora sa meni s predlze-
nim. Na vypocet tejto préice je pouzita grafickd metdda vypoctu plochy
pod grafom funkcie F' = F(x) (obr. 3). Takto postupujia napr. [7, 10],
a aj ucebnice pre zakladny vysokoskolsky kurz za pomoci integracie [18].
Praca vonkajSej sily pri natiahnuti pruziny je rovna obsahu pravouhlého
trojuholnika pod grafom spominanej funkcie, z ¢oho dostaneme

1 1 1
Wzinzikxm:ika:Ep.

Praca vykonana vonkajSou silou v zmysle rovnice (2) sa stotoZni s poten-
cidlnou energiou pruziny.

1]

-
P2 :

‘
| 1
; W =_-Fx
- b

| S 2 2
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x
Obr. 3 Praca vonkajsej sily pri natahovani pruZiny a graficka interpretéacia

Niektoré dalsie uéebnice, napr. [9] alebo [11] vyuzivajt pri odvodzovani
vztahu pre potencialnu energiu pruZnosti eSte dalsi dolezity krok, a sice,
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Ze pracu premennej sily na istom intervale moZno vypocitat tak, Ze do
vztahu W = Fz dosadime jej priemernt hodnotu F na danom intervale.
Kedze v pripade pruziny zavisi velkost sily priamo tmerne od predizenia
pruziny, javi sa na intervale ako opodstatnené pouzit aritmeticky priemer,
priemerné velkost vonkajsej sily je tak

F(0)+ F(x) 0+ kx —lkm
2 o2 T o

F:

Po dosadeni do W = Fz dostavame opif vztah pre potencialnu energiu
pruznosti. Vo svojej podstate ide o graficku interpretaciu vypoctu obsahu
pravouhlého trojuholnika zmieneného vyssie, ako sa vSak uvidi, tato tvaha
o praci priemernej sily sa javi ako uzito¢ny konstrukt. Z analyzy vyplyva,
7e vSetky skumané materialy vyuzivaju pri odvodeni vztahu pre poten-
cialnu energiu pruznosti pracu vonkajsej sily v zmysle rovnice (2) a nepo-
¢itaju pracu konant silou pruziny.

Potenciilna energia gravitaéna

Aj ked sa pojem potenciilnej energie gravitatnej a prace v (radidlnom)
gravitacnom poli explicitne nevyskytuje v kurikularnych dokumentoch [1],
venuji sa mu niektoré ucebnice pre stredné Skoly a viaceré materidly
pre tuvodny vysokoskolsky kurz mechaniky. Vzhladom na analégiu prace
v tiazovom poli Zeme a homogénnom gravita¢nom poli Zeme sa budeme
dalej venovat pripadu potencialnej energie v radialnom gravitaénom poli
Zeme. Pokusme sa premiestnit hmotny bod s hmotnostou m v gravitac-
nom poli Zeme z miesta vo vzdialenosti r; od stredu Zeme do vzdialenosti
ro (ro > r1). Aby sme zrealizovali popisany presun, musime na teleso pod-
sobit silou, ktorej velkost bude minimélne rovné velkosti gravitacnej sily
posobiacej v danej vzdialenosti medzi tymto telesom a centralnym telesom,
ktoré je zdrojom gravita¢ného pola (Zemou). Téato préaca je rovna

FQ )
- GmM. 1 1
W:/RWE/QZM:&MQ(——>:A&.
T 71 T2
1 T1
V pripade vol'by nulovej hladiny potencialnej energie v nekonecne, teda pre
r1 — oo, dostavame pre gravitaéni potencidlnu energiu hmotného bodu
v mieste ro = r gravitaéného pola Zeme vztah
mMZ

E, = -G™L. (3)
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Tento vztah odpovedé vlastnostiam, ktoré by sme od potencialnej energie
ocakavali. S rastucou vzdialenostou od Zeme rastie (k nule), ked'ze koname
stale vacsiu pracu. Takyto postup s pomocou préice vonkajSej sily pre-
miestiiujicej teleso a volbou nulovej hladiny v nekoneéne voli napr. [20].
V ucebniciach pre vysokoskolské kurzy sa vyskytuji rozne spodsoby vy-
po¢tu, ktoré viak nakoniec vedi k tomuto vysledku. V zdroji [14] pocitaja
pracu gravita¢nej sily pri presune hmotného bodu zo vzdialenosti r od
Zeme do nekonefna. V [15] poéitaju pracu gravitacnej sily pri presune
hmotného bodu zo vzdialenosti 71 do ro od Zeme (ry > r1). V [18] podi-
taji pracu gravitacnej sily pri pAde hmotného bodu zo vzdialenosti o do
vzdialenosti 71 od Zeme, pricom opat ro > r1. Na zéklade roznorodosti
tychto moznost{ v u¢ebniciach sme vytvorili typolégiu zvolenych postupov
(obr. 4). V pripade postupov typu 1 bola na dopéatranie sa ku gravitacnej
potencialnej energii pouzité praca vonkajsej sily, Sipkou je znazorneny pre-
sun hmotného bodu (medze integracie). V pripade postupov typu 2 bola
na dopatranie sa ku vztahu potencialnej energie pouzita praca gravitacnej
sily.

typ 1 / / X X

(vonkajsia sila)

we | T

(gravitacna sila)

Obr. 4 Typologia postupov v uéebniciach pri odvadzani vztahu pre potencialnu
gravita¢nu energiu

Aj z vySsie uvedenej typologie zostrojenej na zaklade uc¢ebnic a materia-
lov pre vysokogkolské kurzy je jasné, Ze CastejSie sa pri odvadzani vztahu
pre potencialnu energiu gravitaéni vyuziva vypocet prace gravitacnej sily
— vnutornej sily v stistave hmotny bod—Zem. Z analyzy dalej vyplynulo, Ze
v8etky materialy kladd nulovi hladinu potencialnej energie do nekoneénej
vzdialenosti od Zeme.

Ako uz bolo spomenuté, tuto problematiku spracovali aj niektoré uceb-
nice a materidly pre stredné skoly. Najvac¢sim problémom pri odvadzani
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vztahu pre gravitaéna potencidlnu energiu je nedostatoény matematicky
aparat ziakov, kedze ide o vypodet prace premennej sily, ktora od vzdia-
lenosti nezavisi linearne (nemozno tak priamo pouzit grafick metodu ako
pri telese na pruzine). Aj napriek tomu sa s tymto uéivom niektori autori
podrobnejsie zaoberali. V [9] popri veli¢ine intenzita gravitacného pola
zavadzaju priamo veli¢inu potencial gravita¢ného pola ako pomer

E

P
Pg = m’

V tomto vztahu je £, prave potencialna gravitacna energia hmotného bodu
v danom mieste gravitacného pola. Dalej je uvedené, ze zmena polohy
hmotného bodu v gravitacnom poli ma za nésledok zmenu jeho potenciél-
nej energie AE, = |Ep1 — Epa|. Vyklad vedie dalej na pojem ekvipoten-
cidlne plochy, ¢o autori definuja ako body pola, v ktorych ma gravitaéné
pole rovnaky potencial. Blizsie k potencialnej gravita¢nej energii sa autori
vyjadruja v Casti rozsirujiceho uciva na konci kapitoly [9]: ,,Presny vypocet
ukazuje, Ze ked sa vzdialenost bodu P od zdroja pola zmeni z hodnoty r{
na ro, jeho gravitacna potencidlna energia sa zmen{ o hodnotu vykonanej
prace danej nasledovny vztahom

AE, =W = xmmyg (1—1).

1 T2
Autori pouZivaji na oznalenie gravitacnej konStanty pismeno s namies-
to G, ¢o je v starsich materialoch zvykom. Va&Sina uéebnic obchadza spo-
minany nedostatoény matematicky aparat len konstatovanim a uvidza
vysledny vztah, aj to len v ramci rozsirujiceho uciva. Praci a potencidlnej
energii v radidlnom gravitanom poli sa okrajovo venuje aj ucebnica [8].
Gravitaént potencidlnu energiu v istom mieste gravitacného pola defi-
nuju pomocou prace, ktori vykona gravitacna sila pri premiestneni telesa
z tohto miesta pol'a na povrch Zeme. V snahe zjednotit vyklad s tiaZovou
potencialnou energiou tak netypicky nevolia nulovta hladinu potencialne;j
energie v nekonecne ale na povrchu Zeme. V tlohe 3 tej istej strany uva-
dzaju aj vztah pre potencidlnu gravitaéni energiu

1 1
E,=umMy | — ——-|.
’ ‘ (RZ 7“)
Hodnoty potencialnej energie gravitacnej tak vychadzaja kladné a rasti
s rastucou vzdialenostou od Zeme. Ako v8ak spravne uvadza napr. [16],
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nerasti k nekoneénu, ale vd'aka zéavislosti gravitacnej sily od vzdialenosti
~ 1/r? rasti ku kone¢nej hodnote. Vi¢sina ucebnic a materidlov, ako sme
videli, volia nulovii hladinu v nekone¢ne. Za cenu konzistentnosti s volbou
nulovej hladiny na povrchu Zeme, ako je to pri tiaZovej energii, sa vo vztahu
ponechéva dodato¢na konstanta, ozna¢me C

mMZ MZ mMZ

m
B, =— —_ ,
=G L +G G—=+C

V kone¢nom dosledku to vSak nevadi, pri zistovani préce, teda rozdielu
potencialnych energii AE, sa tato hodnota odé¢ita. Zaujimavy pristup
k odvodeniu vztahu pre gravitaént potencidlnu energiu, vyskytujuci sa aj
v niektorych zahrani¢nych zdrojoch, volia napr. v [21]. KonStatuja, Ze pri
vypocte prace vonkajsej sily pri prenésani hmotného bodu s hmotnostou
m zo vzdialenosti r1 do vzdialenosti 7o od Zeme (r9 > r1) nastava problém
kvoli nekonstantnej sile. Vyuzivaji vSak podobny postup ako pri telese na
pruZine, snaZia sa na danom intervale najst velkost priemernej sily. Vyko-
nana praca by bola potom W = F (13 — r1). Pre velkosti vonkajsich sil vo
vzdialenostiach ry a ro plati

M M
n=c"2t  p=cSE
L T35

Vzhladom na zévislost velkosti sily od vzdialenosti r, ktoré sa vyskytuje
v druhej mocnine, konstatuja, ze aritmeticky priemer nebude asi dobrym
odhadom. Ak sa 79 1isi od 7y 1lisi len maélo, zda sa ako spravny odhad
priemernej sily pouzit geometricky priemer

_ M M. M
F:\/Fngz\/szz Nt My
T

5 T1T2

Vykonana praca vonkajSou silou (rovnéa zmene potencialnej energie) je po-
tom

— M,
W=AE, =F(rs— 1) = G2 (ry — 1) =
r1r2
1 1 M. M.
= GmMy (—) =gt gz
1 79 T T2
Odtial vidiet, ze ak AE}, = E,5 — Ep1, potom pre gravitaéni potencialnu

energiu dostdvame bud uvedeny vztah, alebo sa od neho 1igi len nejakou
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konstantou (podobne ako pri zvoleni nulovej hladiny na povrchu Zeme).
Déjdeme tak kazdopadne bez integralneho poc¢tu ku vztahu (3).
Nakoniec este poznamka k volbe nulovej hladiny potencidlnej energie
gravita¢nej. Za volbu nulovej hladiny na povrchu Zeme hovori konzisten-
tnost pri vol'be nulovej hladiny tiaZovej energie a nasledné kladné hodnoty
tejto energie. Naopak, v pripade volby nulovej hladiny v nekonecne, sa
zbavime prebytocnej konstanty pri potencialnej energii, dostavame vSak
zaporné hodnoty energie, ktoré s rasticou vyskou rastd k nule. To ale
vo fyzike nie je ni¢ nezvycCajné, podobne v kvantovej mechanike volime
zaporné hodnoty energie pre viazané stavy systémov, ktoré rastu k nule.
Kladné hodnoty energie potom zodpovedaji volnym stavom systému.

Homogénne a radialne elektrické pole

Zaujimavé je sa pozriet v u¢ebniciach a uceb-
nych materialoch na d'alsi typ konzervativneho si- - B
lového pola — pole elektrostatické. Kedze v za- +
kladnej 8kole sa potencialnej energii (a poten-
cialu) v elektrickom poli nevenuje pozornost, po-
zrieme sa na materialy pre vyssie stupne $kol, pri- +
¢om vSetky st uvedené v zozname pouzitej litera-

tary. Homogénne elektrické pole byva opisované *
ako pole medzi dvoma rovnako velkymi rovnobez- +
nymi doskami, ktoré nesi rovnako velké naboje —
opacného znamienka. Obr. 5 Zobrazenie ho-

Za spomenutie stoji skutocnost, ze takyto do- mogénneho elektrického
skovy kondenzétor je vo vSetkych analyzovanych pora  medzi  dvoma
ucebniciach kresleny sposobom zobrazenym na rovnobeznymi doskami
obr. 5, dosky takéhoto kondenzétora st kreslené be#né vo vsetkych ana-
vo vertikilnej polohe. Aj ked pojem elektrosta- lyzovanych materidloch
tickd potencidlna energia sa v kurikularnych do-
kumentoch priamo nevyskytuje, nachiddza sa tam pojem elektricky poten-
cial, preto s potencidlnou energiou operuji aj viaceré uéebnice. V uceb-
nici [22] uvadzajt autori, Ze potencidlna energia bodového naboja zavisi od
jeho polohy v elektrickom poli. ,Pri pohybe v smere posobenia elektrickej
sily sa potencidlna energia zmensuje, pri pohybe proti elektrickej sile sa
zvacsuje. Za miesto s nulovou potencidlnou energiou volime zem a telesa
vodivo spojené so zemou (uzemnené).“ Na dopracovanie sa k potencialu
vyuzivaju pracu elektrickej sily pri premiestneni bodového naboja z bodu
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A do bodu B elektrického pola. Vzhl'adom na vol'bu nulovej hladiny poten-
cidlnej energie na zemi d'alej konstatuju, Ze potenciadl mozno vypodcitat ako
podiel prace, ktori vykona elektricka sila pri premiestneni naboja z daného
miesta na zem, a tohto naboja. Pre doskovy kondenzéator uz len uvadzaja
vysledny vztah ¢ = Ed. Doskovému kondenzétoru sa venuje aj kniha [12],
kde autori zavadzaja spolu s potencidlom aj pojem napétie ako rozdiel
potencialov v danych dvoch bodoch pola. Dalej pocitaju pracu opéit elek-
trickej sily pri premiestneni kladného bodového naboja z kladnej dosky na
uzemnenu dosku. Dostanu tak

W Fd QoEd
= — = = = Ed.
7T Q0 Qo Qo

Dalej ukézu, %e v pripade uzemnenej dosky s oy = 0 ide vlastne o napitie
medzi doskami U = Fd. Podobne sa postupuje napr. v [13]. V stredoskol-
skych ucebniciach a materidloch pre tento stupen skoly je teda vyuZzivana
praca vnuatornej sily v zmysle rovnice (2). Autori teda nechévaja na te-
leso posobit silu pola, ako to bolo v niektorych pripadoch v tiaZzovom
poli, nechavaju teleso ,,padat®. Zaujimava je dalej skuto¢nost, Ze pri tomto
odvodzovani ani v jednom materiili nebola pouzita analdgia s tiazovym
polom Zeme, autori by sa tak mohli odvolat na poznatky, ktoré si Ziaci
uz osvojili. V ucebniciach byva tematizované aj radidlne elektrické pole
od bodovych nabojov. V udebnici [22] uvadzaju autori, ze ak sa priblizi
k pevnému bodovému naboju @ vo vikuu do vzdialenosti r bodovy naboj
q rovnakého znamienka, ziska stustava potencialnu elektricka energiu

g L 19
P dney 1T

V poznamke pod ¢iarou uvidzaji, Ze na odvodenie tohto vztahu je nutné
pouzit integralny pocet. Podobne ako v [12] kladt nulovi hodnotu poten-
cidlu (tym aj potenciilnej energie) na zem a uzemnené telesa. Uvadzaju
aj, ze potencial vo velkej vzdialenosti od osamoteného bodového naboja
je nulovy.

Aj napriek nespornej analogii s tiaZovym (gravitaénym) a elektrostatic-
kym polom vystéava rozdiel na mieste, kedy nechame na elektricky naboj
posobit vyhradne len silu elektrického pola (teleso v tiaZovom/gravitac-
nom poli nechame padat). Tento problém podrobnejsie bert do dvahy
autori vysokogkolskych uebnic. V [23] autori zdoraziuji, Zze ak by sme
nechali na nejaky naboj g posobit iba sily od elektrického pola, bude sa
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naboj pohybovat zrychlene, zactne vyZarovat a Cast energie, ktora ziskal,
vyziari do okolitého priestoru. Preto sa vysokoskolské ucebné texty opie-
raji hlavne o zavedenie potencidlu a potencidlnej energie cez pracu von-
kajsej sily, ktora prekonava silu elektricki. Naboj v elektrickom poli je tak
postvany pomaly po infinitezimalnych kiskoch, s ¢im sa tieto texty sna-
Zia eliminovat problém s pohybom naboja. Obdobnym postupom zavadza
potencial vo svojej zndmej ufebnici aj A. Tirpak [24]. Na zaver tak moZno
zhrnut, Ze z analyzovanych ucebnic a materialov pre stredné skoly nevyply-
nulo dostatoéné previazanie tiazového a elektrostatického pola ako dvoch
typov konzervativneho silového pola. Javy v elektrostatickom poli st zlo-
ZitejSie v tom zmysle, Ze naproti tiazovému (gravitaénému) polu sa okrem
pritazlivych interakcii vyskytuju aj odpudivé v zéavislosti od znamienok
nabojov. Nazorné porovnanie tychto poli by v8ak mohlo byt dobrou po-
mocou ako prekonat zna¢nid abstraktnost v pripade elektrostatiky u ziakov
a Studentov.

Navrh vykladu tém o energii

Vzhladom na diskusiu vyssie uvedenych tém spracovanych v ucebni-
ciach a materidloch pre rézne stupne $kol a nacértnuti niektorych slabych
miest a otdzok povaZujeme za konStruktivne uviest navrh vykladu tém
o energii tak, aby spliioval spomenuté poziadavky. Vzhladom na rozsiah-
lost témy nebudeme uvadzat cely vykladovy text, skor sme sa zamerali
na kliadové body vykladu, to znamena jednak postupnost tém, rieSenie
problematickych miest s ich odévodnenim a nazna¢enim smeru, kam by sa
mal vyklad uberat. Pre cely vyklad navrhujeme pri odvodzovani vztahov
pre akykol'vek typ potencialnej energie pouZivat préce vonkajsich sil, ktoré
prekonavaju silu pola.

Potencidlna energia tiaZovd. V pripade tiazového pola navrhujeme po-
uzivat myslienkovy experiment s rovhomernym dvihanim hmotného bodu
(telesa) z vysky hy do vysky he nad podlozkou. Vonkajsia sila (F = —Fc;)
posobi v smere posunutia hmotného bodu, kon4 tak kladni pracu (W > 0).
Praca vykonané vonkajSou silou sa prejavi ako narast potencialnej energie
sustavy hmotny bod—Zem

W = F,s =mg - (ha — h1) = mgha —mghy1 = Epo — Epn = AE, > 0.

Nulova hladinu potencialnej energie mozno volit Tubovolne, napr. na po-
vrchu zeme. Za pomoci experimentu s kladkou uvedeného na obr. 2 je
vhodné ukazat, Ze v pripade préace tiazovej sily pri padani telesa z vysky
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ho do vysky h; dochadza k ubytku potenciadlnej energie siistavy hmotny
bod-Zem, a sice W = E,1 — Epp = —AE,. Praca vonkajej aj tiazovej
sily zavisi len na pociatocnej a koncovej vyske, nie na trajektorii hmot-
ného bodu. Tento vyklad mozeme dalej naviazat na pripad, kedy teleso
pada vo vakuu a posobi naii len tiazova sila — sistava hmotny bod—Zem
je izolovana, mechanicka energia v nej sa zachovava E = konst.

Potencidlna energia pruznosti. Vo vyklade potenciilnej energie pruz-
nosti odporucame postupovat ako vicSina ucebnych textov, to znamena
zdoraznit skutoc¢nost, Ze sila pruZznosti nie je konstantna ale je linearnou
funkciou predlzenia pruziny, pre jej velkost teda plati F' = kx. V mys-
lienkovom experimente pruzinu natahujeme vonkajsou silou, ktora vyrov-
néva silu pruZnosti pruziny, ktora sa ju snazi vratit do pdovodnej polohy
(F‘:, = fﬁp). Odportacame zacat najprv postupom, kedy pracu premennej
sily uréime pomocou jej priemeru, v tomto pripade aritmetického, a dosta-
neme tak W = Fx. Tento postup sa ukézal lepsi aj pri odvodeni vztahu
pre potencidlnu energiu gravita¢nd, kde grafickd metoda v strednej Skole
zlyhava. Néasledne ukézat stuvislost s grafom na obr. 3.

Potencidlna energia gravitaénd. Pri vyklade a odvadzani vztahu pre
potencidlnu energiu gravitaéni odporucame vyuZit prace vonkajsej sily,
ktora premiestiiuje hmotny bod v gravita¢nom poli Zeme zo vzdialenosti
r1 do vzdialenosti 9, pricom 79 > r1. Opat moZeme zdoraznit, Ze nezalezi
na trajektorii presunu hmotného bodu, gravita¢né pole je konzervativne.
Ako pri pruzine mozeme pouZzit spomenuté odvodenie vztahu za pomoci
priemernej sily, pricom tentokrat vzhladom na zavislost posobiacej sily
od vzdialenosti pouzijeme geometricky priemer. Odvodime tak vSeobecny
vztah

W:GmMZ <11> :AEP>O.
1 T2

Préaca vonkajsej sily tak vedie k narastu potencialnej energie stustavy
hmotny bod—Zem. Vol'ba nulovej hladiny je opéat Tubovolna, uz skor sme
uviedli vyhody a nevyhody vol'by nulovej hladiny v nekone¢ne a na povrchu
Zeme. V pripade vol'by nulovej hladiny v nekonec¢ne je treba upozornit na
zaporné hodnoty potencidlnej energie, ktora vSak rastie (k nule). Zmena
potencialnej energie tak vzdy vychadza ako kladna AE}, > 0. V pripade, ze
sa rozhodneme volit nulovi hladinu konzistentne na povrchu Zeme, opat
treba ukazat, ze hodnoty potencidlnej energie st kladné a rastu, nie vSak
do nekonec¢na, ale ku kone¢nej hodnote. Navrhujeme v takomto pripade
ziakom ¢ §tudentom predstavit obe moZnosti a diskutovat ich adekvatnost.
Ako nézorna pomdcka moze poslazit obr. 6.
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Obr. 6 Graf zavislosti potencidlnej energie gravitaénej od vzdialenosti od cen-
tralneho telesa (Zeme) pre volbu nulovej hladiny v nekone¢ne (vlavo) a volbu
nulovej hladiny na povrchu Zeme (vpravo)

Ako uZ bolo spomenuté v uvode tohto prispevku, znalost vztahu pre
tato energiu nam umoZni aj odvodit, nie len oznamit, vztah pre para-
bolickta (anikovtl) rychlost, ukdZeme aj postup s potencidlnou energiou,
kedy nulova hladinu volime na povrchu Zeme. Ak raketa Startuje z po-
vrchu Zeme, je jej potencidlna energia nulové, rychlost rakety nech je vp.
Po tniku z gravita¢ného pola Zeme, teda pre r — oo, dosiahne kineticka
energia rakety nulovej hodnoty a potencialna energia je E, = GmMz/Ry.
Energeticka bilancia tak da

1 2 GmMZ . o 2G M,
vap—l—O—O—&— Ry Up = Ry

Potencidlna energia elektrostatického pola. V pripade odvodenia vztahu
pre potencialnu energiu elektrostatického pola odporucame zacat polom
homogénnym, medzi dvoma nesthlasne nabitymi rovnobeznymi platiiami.
Konzistentne by bolo vhodné vyuzit pri prenasani naboja v elektrickom
poli pracu vonkajsej sily, ktora prekonava silu elektricka (F = —F e), ¢im
sa vyhneme aj spominanému problému zrychleného pohybu elektrickych
nabojov. Co v u¢ebniciach a materidloch pre vSetky typy 8kol nebolo zvy-
kom, bolo by vhodné ¢o najviac vytaZit z analogie medzi tiaZovym a ho-
mogénnym elektrickym polom. Této situacia sa priam pontika, ked len
netypicky v nékresoch pooto¢ime platne kondenzatora (obr. 7).

Tu uz priamo vidime, Ze podobne ako v tiazovom poli, aj v homogén-
nom elektrickom poli vedie presun Castice v smere vonkajsej sily k narastu
potencialnej energie, pohyb v smere elektrickej sily (naboj nechame ,pa-
dat* podobne ako v tiaZovom poli) vedie k zniZeniu potencialnej energie
stustavy.
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Obr. 7 Vyuzitie analogie tiazového pola a homogénneho elektrického pola

Dalej vidime aj zhodnii volbu nulovej hladiny potenciilnej energie na
zemi, resp. na telesdch so zemou vodivo spojenych. Praca vonkajsej sily
pri prenasani kladného bodového naboja zo vzdialenosti dy do vzdialenosti
dy v smere od zapornej dosky ku kladnej je

W = F, (dy — dy) = QEdy — QEdy = Epy — Epy = AE, > 0.

Praca vonkajSej sily tak vedie k narastu potenciélnej energie sustavy. Ak
oznacime vzdialenost dosiek d a nulovu hladinu potencialnej energie zvo-
lime na uzemnenej doske, je potencidlna energie bodového naboja pri klad-
nej doske E, = QFEd. Odtial uz je len krok k zavedeniu veli¢iny potencial.
V pripade potenciédlnej energie v radidlnom gravita¢nom poli od nabojov
mozno taktiez vyjst z analogie s radidlnym gravitaénym polom. V pripade
elektrostatického pola je v8ak situacia zlozitejsia, kedZe podla znamienok
nabojov moze dojst aj k odpudivej interakcii, na rozdiel od gravita¢ného
pola, ktoré sa prejavuje ¢isto pritazlivymi interakciami. Obdobnym postu-
pom pomocou geometrického priemeru mozeme dojst aj v strednej Skole
ku vztahu
_ 1 Qe

dweg 1

p

V pripade pritazlivej interakcie, kedy st znamienka nabojov nesthlasné,
mozeme volit napr. 1 = +Q a Q2 = —¢q, ¢im dostaneme zaporné hod-
noty potencialnej energie ako pri potencialnej energii gravitacnej s volbou
nulovej hladiny v nekone¢ne (potencidlna energia sistavy dvoch nabojov
je nulova, ked sa naboje od seba velmi daleko). V pripade odpudivej
interakcie (znamienka nabojov st sihlasné) dostavame kladné hodnoty
elektrostatickej potencialnej energie sistavy dvoch nabojov.

Zaver

V tomto prispevku sme sa snaZzili podat prehlad o metodickych po-
stupoch pouZivanych v ucebniciach pri odvodeni vztahov pre potencidlnu
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energiu, previazanosti tém potencidlna energia v tiazovom, gravita¢nom
a elektrostatickom poli. Na zéklade analyzy ucebnic a materidlov pre za-
kladné, stredné, ale aj vysoké Skoly sme dospeli k zéveru, ze pri vyklade
a odvodzovani vztahov pre rozne druhy potencidlnej energie si pouzivané
réznorodé metodické postupy a skoro kazdy autor sa s touto témou vyspo-
riadal inak. Nagim ciefom bolo na zaklade tejto analyzy nacrtnut aspoin
mozny vyklad tychto tém tak, aby resSpektoval zistené skutoc¢nosti a pri
odvodzovani vztahov pre potencialnu energiu bol konzistentny. Dovodom
pre takéto konanie moéZe byt uz len jedna zo zékladnych zasad vyucova-
cieho procesu — zasada systematickosti, ktoré vyjadruje poziadavku logicky
usporiadaného didaktického systému uciva. Netvrdime, Zze nami navrhnuté
postupnost a poznamky k vykladu si jedinym spravnym postupom, sme
vSak presvedceni, Ze pri kladeni dorazu na vacsiu previazanost tém poten-
cidlna energia v gravitatnom/tiazovom a elektrostatickom poli moéze byt
u ziakov a $tudentov ucivo o elektrostatike Tahsie uchopitelné. Niektoré
¢asti z uvedeného vykladu autor ¢lanku uz dlhsie vyuziva vo svojej praxi
a osveddili sa tak aj priamo vo vyucovani fyziky.
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INFORMATIKA

Vybrané matematické tlohy MO
resitelné pomoci zakovského
programovani (2. ¢ast)

LADISLAV PERK
Pfirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

Uvod

Tento ¢lanek je pfimym pokrac¢ovanim ¢lanku, ktery byl publikovan
v predchozim ¢isle ¢asopisu Matematika—Fyzika—Informatika [1]. V ném
bylo predstaveno Sest matematickych tloh MO, ve kterych byla hledana
feSeni pomoci funkénich programi v jazyce Python. Cilem ¢lanku bylo
popsat zdrojové kody téchto programu. Zaroven byly predstaveny zdrojové
kody s vyuzitim pokrocilych syntaktickych konstrukei jazyka Python.

V podobném duchu je v tomto ¢lanku prezentovano dalsich pét tuloh.
Stejné tak jako jsou u kazdé z téchto tloh také predstaveny zdrojové kody
s vyuzitim pokrocilych syntaktickych konstrukei jazyka Python.

V nasledujici uloze 1 se pracuje s celo¢iselnymi podily, resp. podily pii-
rozenych ¢&isel, u kterych se posuzuje, zda je ¢i neni jejich podil celociselny.

Uloha 1 ([2])

T¥i kamaradky veverky spolu vyrazily na sbér liskovych ofiskii. Zrzecka
jich nas8la dvakrat vic nez Pizizubka a Ouska dokonce tfikrat vic nez Pi-
zizubka. Cestou domu si povidaly a pfitom louskaly a jedly své ofisky.
Pizizubka snédla polovinu vSech origki, které nasbirala, Zrzecka tfetinu
vSech svych ofiskt a Ouska ¢tvrtinu téch svych. Doma veverky zjistily, ze
jim dohromady zbylo 196 ofiski. Kolik ofiskii nasla kazda z veverek?
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Autorské teseni: Oznacme Z jako pocet oriski Zrzecky, P jako pocet ofiska
Pizizubky a O jako pocet ofiska Ousky. V tloze se hledaji vSechny trojice
prirozenych ¢&isel (Z, P, O), které splituji vSechny podminky zadani ulohy.

V réamci rozboru zadéani tdlohy je nutné si uvédomit, ze ¢iselna hod-
nota Z zavisi na Ciselné hodnoté P, stejné tak ¢iselnd hodnota O zavisi
na ¢iselné hodnoté P; matematicky lze tuto situaci zapsat jako Z = f(P)
a O = f(P). Proto neni zapotiebi vycislovat Z a O, postadi vycislit P.
Proto zavedeme jeden cyklus s pevnym poétem opakovani s vhodné po-
jmenovanou proménnou.

Jak jiz bylo feceno vyse, proménné Z a O Ciselné zavisi na ¢iselné hod-
noté P, proto je tieba je ¢iselnd vyjadrit: (. 4 a 5). Po pfichodu veverek
domi budou pak poéty ofiski nasledujici:

P—2, Z—3Z, O—4O.

Protoze pro vy¢isleni poc¢tt po piichodu veverek domi je uplatnéno
¢iselné déleni a zaroven vime, Ze vysledky téchto délenf musi byt pfirozena
Cisla (tj. celoCiselné pocty offgkd), pak je nutné pii tvorbé zdrojového
koédu uplatnit metodu, kterd posoudi celodiselnost téchto déleni. K tomu
je vhodné uplatnit metodu .is_integer (), ktera nabyva hodnoty True
v situaci, kdy &islo A (pfi volani metody A.is_integer()) je celym ¢islem;
v opa¢ném pifpadé nabyva hodnoty False.

import math
for P in range(1l, 1001):
Z= 2 x P
O=3 % P
P2 =P / 2
73 =2 % Z | 3
O4 =3 %0/ 4
if P2.is integer () and Z3.is integer () and O4.is integer ():
if P2 + Z3 + O4 == 196:
print ("P = ", P)
print ("Z = ", Z)
print ("O = ", O)
print ()

Program vypiSe jednu trojici p¥irozenych ¢isel (P, Z,0): (48, 96, 144).
Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovéfit spravnost tohoto vypsaného vy-
sledku. Zaroven je mozné se presvédcit o spravnosti tohoto vysledku na-
hlédnutim do feseni MO. 2]
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import math
P=0
splneno = False
while splneno == False:
P=P+ 1
Z =2 %P
O=3 %P
P2 =P / 2
Z3 =2 % Z / 3
04 =3 %0 / 4
if P2.is integer () and Z3.is_ integer () and O4.is integer ():
if P2 + Z3 + O4 == 196:
print ("P = ", P)
print("Z = ", Z)
print ("O = ", O)
splneno = True

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

V nasledujici tloze 2 se pracuje s nejmensim spoleénym nasobkem a
nejvétsim spoleénym délitelem dvou pFirozenych &sel. Uloha je narocnajsi
jak z hlediska volby strategie FeSeni, tak také v naro¢nosti tvorby zdro-
jového kédu pro vyéisleni nejvétsiho spoleéného délitele, resp. nejmensiho
spole¢ného nasobku.

Uloha 2 ([3])
Urcete v8echny dvojice prirozenych ¢isel a a b, pro néz plati
2-NSN(a,b) + 3 - NSD(a, b) = ab, (%)
kde NSN(a, b) zna¢i nejmensi spole¢ny nasobek a NSD(a, b) nejvétsi spo-
le¢ny délitel prirozenych ¢&isel a a b.

Autorské feSeni: V uloze se hledaji vSechny dvojice pFirozenych ¢isel (a, b),
které splituji rovnici (x), kde NSN(a, b), resp. NSD(a, b), je nejmensi spo-
le¢ny nasobek ¢isel a a b, resp. nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b.
Pracuje se tedy s nejmensim spoleénym nasobkem NSN(a, b) a nejvétsim
spoletnym délitelem NSD(a,b) ¢isel a a b, pro které plati vztah

a-b=NSN(a,b) - NSD(a, b). (1)

Vyéisleni NSN(a,b) a NSD(a,b) je mozné pomoci jedné z uvedenych
moznosti:
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(a) samostatné vycisleni pomoci algoritmu NSN(a,b) a NSD(a, b);
(b) vy¢isleni NSN(a, b) pomoci algoritmu a vypocet NSD(a, b) ze vzorce

a-b
NSD(a,b) = —ae—
SD(a.5) = SN D)’
(c) vy¢isleni NSD(a, b) pomoci algoritmu a vypocet NSN(a, b) ze vzorce
a-b
NSN = —.
SN(@:b) = (8D (a,0)

MozZnost (a) je nevyhodné tim, Ze nevyuZije vzorce (1). V prezento-
vaném FeSeni vyuzijeme moznost (c). Budeme tedy vyéislovat NSD(a, b)
pomoci algoritmu a vypocet NSN(a,b) ze vzorce NSN(a,b) = #(bab)'

V ramci vy¢islovani NSD(a, b) pomoci algoritmu je nutné si uvédomit, ze
nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b je takové nejvétsi prirozené ¢&islo, které
beze zbytku déli jak ¢islo a a zaroven ¢islo b. Zaroven plati, ze nejvétsi
spole¢ny délitel ¢isel a a b nemtze byt vétsi nez mensi z Cisel a a b, tj.
NSD(a,b) < {a, b, min(a,b)}. Z duvodu sniZeni vypodletni naro¢nosti bude
hledan nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b od 1 do min(a, b).

Pro ucely vy¢islovani nejvétsich spoleénych délitela vytvorime metodu
NSD(x,y) s parametry x a y (¥. 8). Protoze budeme hledat mensi z ¢isel
z a y, zavedeme proménnou mensi, kterd nejprve bude nastavena na hod-
notu v proménné x (. 2) a v pfipads, Ze hodnota ¢isla v y je mensi nez
hodnota x (¥. 3), pak bude pfepsédna hodnota v mensi na hodnotu y (¥. 4).
Tim se zajisti, Ze v proménné mensi bude ulozeno z mensich ¢isel x a y.
Posléze v intervalu pfirozenych ¢isel od 1 do hodnoty v proménné mensi
pomoci cyklus s pevnym poc¢tem opakovani s Fidici proménnou i (¥. 6)
posuzujeme, zda piirozené ¢islo v i beze zbytku déli ¢islo v x a zaroven
y pomoci operdtoru modulo % v konjunktivnim tvaru pomoci spojky and
v podminéném pitkazu if (¥. 7). V piipadé, Ze nastane tato situace, pak se
ulozi do pomocné proménné NSD ¢iselnd hodnota i (¥. 8). Tim, Ze dochézi
k vzestupnému posuzovani ¢isel v i, pak po ukonceni cyklu s pevnym po-
¢tem opakovani se nachazi hodnota nejvétsiho spoleéného délitele &isel v x
a y. Tato ¢iselna hodnota NSD bude navratova hodnota metody NSD(x,y)

(¥. 9).
Pro acely vyéisleni nejmensich spoleénych nasobkt vytvoiime metodu
NSN(x,y) s parametry x a y (¥. 12). Vyuzijeme vztahu NSN(z,y) = NSS%(Zy)

a tento vztah vy¢islime s ulozenim do proménné NSN (¥. 13). Tato ¢iselna
hodnota bude navratovou hodnotou metody NSN(x,y) (¥. 14).
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def NSD(x, y):

mensi = a
if b < mensi:
mensi = b
for i in range(l, mensi + 1):
if x%i == 0and y % i == 0:
NSD = i
return NSD

def NSN(x, y):
NSN = x % y / NSD(x, y)

return NSN
for a in range(1l, 1001):
for b in range(1l, 1001):
if 2 = NSN(a7 b) + 3 *= NSD(a, b) == a = b:
print ('a = ', a)
print ('b = ', b)

print ()

Program vypise (a,b): (3, 9), (5, 5) a (9, 3). Jednoduchou pocetni kontro-
lou lze ovérit spravnost tohoto vypsaného vysledku. Zaroven je mozné se
presvédéit o spravnosti tohoto vysledku nahlédnutim do feSeni MO.

V nésledujici tloze 3 se do soucinové pyramidy dopliuji kladna cela
¢isla tak, aby ¢islo v nejvySe postaveném poli bylo 90. V ramci feSeni
hledame vSechny ¢iselné hodnoty pouze pole nachézejiciho se v nejnizsi
vrstvé uprostied. Uloha je ukézkou prace s tlohami vyjadiujicimi ¢iselné
vztahy pomoci grafického vyjadieni.

Uloha 3 ([4])
V soucinové pyramidé je v kazdém poli jedno kladné celé ¢islo, které je

soucinem ¢isel ze dvou sousedicich poli z niz&i vrstvy. Ve vrcholu trojvrstvé

soucinové pyramidy je ¢islo 90.
Kl
I EN

Jakeé ¢islo muze byt ve vyznaceném poli? Urcete vSechny moznosti.

Autorské Feseni: V tloze se hledaji kladna cela &isla, ktera se maji doplnit

do jednotlivych poli pyramidy s tim, ze ¢isla ve vySsi vrstvé poli jsou
souciny dotykovych poli z nizsi vrstvy.
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Cisla v kazdém poli ve vySSi vrstvé jsou soudiny cisel ze dvou soused-
nich poli niz8i vrstvy, proto je nutné systematicky vy¢islovat pouze pole
v nejnizsi vrstveé; ¢isla v polich ve vyssi vrstvé pak vyjadrit jako prislusné
souciny ¢&isel poli z nizs{ vrstvy.

Pro acely vyjadieni vztaht mezi jednotlivymi poli pak zavedeme tii
proménné, napf. a, b a ¢, pro tii pole v nejnizsi vrstvé, zbyla pole pak
budou vy¢islena dle néasledujiciho obrazku:

Protoze ¢isla v proménnych a, b a ¢ maji byt kladna cela ¢isla mensi nez
90, proto bez hlubsiho matematického zamysleni je mozné kazdou z pro-
ménnych a, b a ¢ vyéislit od 1 do 89. Cislo 90 mé vzniknout jako soudin
Cisel a-bab-c, tedy a-b?-c. Toznamena, Ze musi platit, Ze

a-b%c=90.

Pro ucely zajisténi vycisleni proménnych a, b a ¢ zavedeme tfi vzajemné
vnofené cykly s pevnym poétem opakovani se zavedenim vhodné pojme-
novanych proménnych a, b a ¢ s vy¢islenim od 1 do 88 (¥. 1-3). Podminku
pro posouzeni rovnosti a - b? - ¢ = 90 zrealizujeme pomoci podminéného
piikazu if (. 4). V pfipadé kladného vyhodnoceni této podminky jsou
vypsana ¢isla ze vSech prazdnych cihlicek (¥. 5-12).

for a in range(1l, 89):
for b in range(1l, 89):
for ¢ in range(1l, 89):
if a x b *x b *x c == 90:
print (
print (
print (
print (
print (
print (
print (
print (

[loa oIl Il
ol - - -

Program vypiSe celkem 16 feSeni s ¢iselnymi hodnota ve v8ech buiikach
pyramidy. Ve vypisech se v poli s otaznikem vyskytuje pouze ¢islo 1 a 3.
Nahlédnutim do feseni MO je mozné se piesvédéit o spravnosti téchto
nalezenych vysledki.
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Ulohu se také mozné také fesit s vyuzitim pokroéilych syntaktickych
konstrukei. Misto uplatnéni t¥i vzajemné vnorenych for cykla lze uplatnit
metodu product se tfemi proménnymi (¥. 3-6).

from itertools import product

for x in product(range(1l, 10), repeat = 3):

if a *x b x b x ¢ == 90:

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

V nésledujici tloze 4 pracujeme s kvadratickou rovnici a jejimi kofeny.
Uloha je zajimava tim, Ze v ramci tvorby zdrojového kodu musime bez-
podmineéné vyjadrit nejen kofeny kvadratické rovnice, ale také jeji diskri-
minant, podle kterého se rozhodne, zda tloha mé ryze realné koreny.

Uloha 4 ([5])
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel a, b takovych, Zze soucet a + b je
kofenem rovnice
2 +ar+b=0.

Autorské teseni: V tloze se hledaji vSechny takové dvojice celych ¢&isel a
a b, kdy alespoi jeden koten kvadratické rovnice x2 + ax + b = 0 je roven
celému ¢&islu a + b. V ramci feSeni tedy hledame vycisleni kofenti rovnice
2?2 + ax + b = 0 a porovnavame alespoii jedno toto vy&isleni s hodnotou
a+b.

Diskriminant rovnice 22 + ax +b=0je D =a%? —4-1-b = a® — 4b,
druha odmocnina diskriminantu pak v'D = va2 — 4b. Kofeny kvadratické

rovnice jsou
—axtvD
1,2 = 2 )

tzn. prvni kofen x7 = a druhy kofen xo = _“_2\/5. Ze zadéani
plyne, Ze alespon jeden kofen rovnice mé byt sou¢tem a + b; protoze ale

rovnice miZe mit také dvojnasobny kofen (pii D = 0), pak musi platit

—a+vD
2

(x1=a+b)V(zg=a+b)V(r12=a+b).
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Postaci ale pouze podminka

(x1=a+0b)V (z2a =a+Db).

Program vypiSe ¢tyii usporadané dvojice (a,b): (—6,8), (—6,9), (0,—1) a
(0,0).

Ulohu se také mozné také fesit s vyuzitim pokrocilych syntaktickych
konstrukci. Misto uplatnéni dvou vzajemné vnoienych for cykla lze uplat-
nit metodu product se dvéma proménnymi (¥. 4-6).

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledka identické.

V nasledujici tloze 5 se pracuje s jednim algebrogramem s péti pismeny.
Uloha 5 ([6])

Urcete, kolik ruznych feseni mé nasledujici algebrogram. Kazdé pismeno
odpovidé jedné &islici od 0 do 5, rizné pismena odpovidaji riznym ¢islicim,
stejna stejnym.

Wl =
&> O
W= »
> O »
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Autorské Teseni: V tloze se hleda pocet vSech pétic kladnych celych ¢isel
(A,B,K,0,S), které splituji rovnost

KOSA+ SAKO = BABA.

Proménné (A, B, K, O, S) mohou nabyvat celo¢iselnych hodnot od 0 do 5.

Protoze jsou ¢iselné hodnoty proménnych A, B, K, O, S uréeny jedno-
zna¢né, je vhodné pro tcely jejich vy¢€isleni uplatnit pét vzajemné vnote-
nych cyklt s pevnym pocétem opakovani s vhodnym pojmenovanim fidicich
proménnych (¥. 1-5).

Protoze ale musi byt splnéno, ze ¢iselné hodnoty v proménnych A, B,
K, O, S musi byt vzajemné ruzné, je nutné pred dalsi praci s témito
proménnymi posoudit vzajemnou ¢iselnou riznost. Protoze obecné plati,
ze pokud plati nerovnost X # Y, pak neni zapotiebi posuzovat nerovnost
Y # X. Z toho plyne, Ze vzajemnou riznost proménnych A, B, K, O, S
lze vyjadrit jako

(A£BYNA£K)ANA£O)A(A#S)A(B#£K)A
ANBAOYA(B#S)AK#O)AE £S)AO#£S). (2)

Je nutné provést dekadické vyjadieni:

KOSA jako 1000 - K +100- O +10- S + A,
SAKO jako 1000- S +100- A+ 10- K+ O a
BABA jako 1010- B 4101 - A (¥. 11-13).

Pro tcely vyhodnoceni splnéni rovnosti

KOSA+ SAKO = BABA

je nutné uplatnit podfizeny ptikaz (¥. 15). V pfipadé kladného vyhodno-
ceni této podminky je mozné pfistoupit k inkrementaci proménné regis-
trujici pocet nalezenych pétic (f. 23), kterou je nutné pred prohledavanim
stavového prostoru vynulovat (f. 1). Po ukonéeni prohledavani stavového
prostoru je vhodné vypsat ¢iselnou hodnotu proménné registrujici pocet
hledanych pétic (f. 2). Tim doslo k vypsani hledaného poc¢tu FeSeni.
pocet = 0
for A in range (0, 6):

for B in range (0, 6):

for K in range (0, 6
(

E
for O in range(0, 6):
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22
23
24
25
26

for S in range (0, 6):

if Al= B and A!=K and A!=0 and A!=S and B!=K and
=0 and B!=S and K!=0 and K!=S and O!=S:

KOSA = K % 1000 + O = 100 + S * 10 + A
SAKO = S % 1000 + A % 100 + K % 10 + O
BABA = B % 1000 + A = 100 + B % 10 + A

if KOSA+SAKO = = BABA:

print ("A = ", A)
print ("B = ", B)
print ("K = ", K)
print ("O = ", O)
print("S = ", S)
pocet=pocet+1
print ()

print ("Pocet algebrogramu: ", pocet)

Program vypiSe 16 algebrogrami ve tvaru (A, B, K, O, S):

(1,5,2,0,3), (1,5,3,0,2), (2,4,1,0,3), (2,4, 3,0,1),

(2,5,1,0,4), (2,5,4,0,1), (3,5,1,0,4), (3,5,4,0,1),

(4,3,1,0,2), (4,3,2,0,1), (4,5,2,0,3), (4,5,3,0,2),

(5,3,1,0,2), (5,3,2,0,1), (5,4,1,0,3), (5,4,3,0,1).

Stejné tak program vypiSe informaci o vypsaném poctu algebrogrami.
Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovérit spravnost té€chto vypsanych vy-
sledkti. Zaroven je moZné se pfesvédéit o spravnosti téchto vysledka na-
hlédnutim do feseni MO.

Ulohu lze také Fedit s vyuzitim pokroéilych syntaktickych konstrukei.
Misto uplatnéni péti vzajemné vnofenych for cykla lze uplatnit metodu
product s péti proménnymi (¥. 6-11).

Posouzeni vzajemné ¢iselné ruznosti proménnych A, B, K, 0 a S je mozné
také realizovat s vyuzitim pokrodcilych syntaktickych konstrukei. Pro ucely
posouzeni vzajemné Ciselné riznosti proménnych A, B, K, 0 a S lze misto
péti vzajemné vnofenych for cykli (f. 1-3) uplatnit metodu combinations
(f. 3) z knihovny itertools (. 2). Na toto posuzovani riiznosti lze totiz
z hlediska kombinatoriky nahlizet jako na kombinace bez opakovani. Z pied-
choziho vy¢isleni plati, Ze proménné A je v proménné x[0], proménné B
je v proménné x[1], proménna K je v proménné x[2], proménna 0 je
v proménné x[3] a proménna S je v proménné x[4]. Indexy proménné x
nabyvaji celo¢iselnych hodnot od 0 do 4. Vlastni posouzeni vzajemné riz-
nosti ¢iselnych hodnot v proménnych A, B, K, 0 a S lze zrealizovat pomoci
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metody combinations (¢iselny rozsah od 0 do 4 — indexace proménnych
A, B, K, 0, S a pro dvé proménné n[0] a n[1]) v ramci for cyklu s fidici
proménnou n (f. 14). V proménnych n[0] a n[1] jsou indexy 0 aZ 4 za-
psané jako kombinace dvojic bez opakovani{; posouzeni v ramci podminky
x[n[0]]1==x[n[1]1] je pak identické s posouzenim podle vztahu (2).

Pro acely posuzovani ¢iselné riaznosti hodnot v proménnych A, B, K, O
a S je algoritmicky nutné najit alesponi jednu ¢iselnou dvojici, ktera je ¢i-
selné shodné a tim zajistit, Ze neni splnéna podminka vzajemné riznosti
¢iselnych dvojic. Proto zavedeme pomocnou proménnou, napi. ruznost,
kterou nastavime na hodnotu True (¥. 13) a v p¥ipadé nalezeni alespon
jedné shodné ¢iselné dvojice ji piepsat na hodnotu False(¥. 16). Program
pak muze dale pokracovat, pokud nedoslo k tomuto pfepisu, tedy v pro-
ménné ruznost je stale hodnota True (. 18).

from itertools import product
from itertools import combinations
pocet = 0
for x in product(range(0, 6), repeat = 5):
A = x[0]
B = x|[1]
K = x[2]
O = x[3]
S = x[4]

ruznost=True
for n in combinations(range (0, 5), 2):
if x[n[0]] ==x[n[1]]:
ruznost=False

if ruznost == True:
KOSA = K * 1000 + O = 100 + S = 10 + A

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

Dalsi moZnosti je vyuziti funkce v Pythonu len(), kterd vraci pocet
prvkl v argumentu po odstranéni duplicit. To znamena, Ze pokud uplat-
nime zapis len({A, B, K, 0, S}), funkce len() vrati poCet proménnych
obsahujicich vzajemné ruzna cisla — tedy cela ¢isla od 1 do 5. Pokud
maji byt ¢isla v proménnych A, B, K, 0, S vzajemné riuzna, pak pocet
len({A, B, K, 0, S}) bude roven ¢islu 5. Posouzeni vzijemné ciselné
ruznosti proménnych A, B, K, 0, S lze tedy zrealizovat pomoci podminky
len({A, B, K, 0, S}) == 5.
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Uvedeny zéapis demonstrujeme na nasledujicim zdrojovém kodu (¥. 12).
from itertools import product
pocet = 0

for x in product(range(0, 6), repeat = 5):
= x|[0]

MONUJTP

if len({A, B, K, O, S}) == 5:
KOSA*K*IOOO-&-O*IOO-{—S*IO-&-A

Shrnuti

V predlozeném piispévku jsme prezentovali pét vybranych matematic-
kych uloh MO, které jsme fesili pomoci programovani v jazyce Python.
U vsech tuloh bylo predstaveno také feSeni s vyuzitim pokrocilych syntak-
tickych konstrukei.
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Praktické aspekty kvantového
pocitani

VOJTECH VASINA, MARTIN FRIAK
Ustav fyziky materiald, v. v. i., Akademie v&d Ceské republiky, Brno

1. Uvod

Klasické pocitace jsou v souc¢asnosti neodmyslitelnou soucasti védy, pru-
myslu i naseho bézného zivota. Vypocetni naro¢nost nékterych uloh ale
neroste linearné a k jejich feSeni v ,rozumném® Case nepostacuji ani ty
nejvétsi a nejvykonnéjsi superpocitace. Prikladem tloh, jejichz naro¢nost
roste az exponencialné, jsou napf. slozité optimalizaéni problémy, mode-
lovani fyzikalnich systémi, nebo rozklad velkych &isel na souéin prvoéisel.
Efektivni feSeni téchto uloh by pfispélo k rychlejsimu rozvoji védy a tech-
niky, ale nase vypocetni kapacity na né nestac¢i a to ani dnes, ani v blizké
budoucnosti pfistich desetileti.

Nadéji je nastupujici technologie kvantovych pocitact, které nabizeji
a7 exponencialni zrychleni nékterych vypoéti. Nékolik spolecnosti (napf.
IBM, Google, Microsoft, ...) vyviji nejen kvantové pocitace, tedy hard-
ware, ale i vhodny software. Spole¢nost IBM nabizi momentélné vefejnosti
moznost pripojit se k jejich kvantovym pocitaéim a spustit na nich vypo-
¢ty o souhrnné délce 10 minut kazdy mésic. Tento ¢lanek obsahuje kratky
navod, jak se prihlasit na platformu IBM a pfipojit se ke kvantovym poci-
ta¢tm, naprogramovat na nich jednoduchy kvantovy obvod, a jak na nich
spustit kratky vypocet. Je tfeba upozornit, ze kvantové pociténi je oborem
na pomezi kvantové fyziky, matematiky a informatiky a tento text nema
ambici byt ani tivodem do celé slozité problematiky.

2. Od bita klasickych ke kvantovym

Zakladni jednotkou informace je u klasickych pocita¢ta tzv. bit, ktery
miiZe nabyvat pravé jedné ze dvou navzajem se vyluc¢ujicich hodnot, které
typicky oznacujeme 0 a 1. Kvantové pocitace pracuji s tzv. kvantovymi
bity, zkracené qubity (Gteno ,kjibity“). Qubity jsou uzaviené kvantové
systémy, které se 7idi zdkony kvantové mechaniky a kvili tomu ndm mize
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jejich chovani pripadat zna¢né neintuitivni. Stav jednoho qubitu lze po-
psat pomoci abstraktniho vektorového prostoru, jehoz bazové vektory se
oznaduji jako |0) a |1) a jedna se o zkraceny zapis (tzv. Diracovu notaci)

sloupcovych vektori:
1 0
0) = , )= , 1
0) [J 1) L] (1)

které jsou z matematického hlediska ortogonalni (jejich skalarni soucin je
roven nule). Qubity se mohou nachézet v téchto dvou stavech, ale také
ve stavu tzv. superpozice [2]. Jedna se o kvantovy stav, ktery je linearni
kombinaci bazovych vektori:

) = a]0) + 5[1),

kde a a 3 jsou komplexni é&isla, kterym se fika amplitudy. V jazyce kla-
sickych pocitact bychom mohli (nepFesné) Fici, Ze bazové vektory |0), |1)
z (1) jsou vzajemné ,opatné“ podobné jako jsou hodnoty 0 a 1 opac¢né
v binarni soustavé u klasickych bitta. V kvantovych systémech se u qubiti
ale tyto dva stavy nevylucuji a qubit v superpozici znamena, ze kvantovy
bit nabyva hodnoty 0 i 1 zaroven, coz u klasickych bitt neni mozné.
Zasadni odlisnosti kvantovych pocitacit od klasickych je to, Ze qubit
je v superpozici pouze dokud se vyviji v ¢ase neruSeny okolim — dokud
nedojde ke zméfeni jeho stavu. P¥i zméfeni stavu dojde k tzv. kolapsu
vlnové funkee, viz nap¥. kniha [3], a qubit ze stavu superpozice ,,zkolabuje*
do jednoho z bazovych stavi s pravdépodobnosti, kterou udavaji druhé
mocniny absolutnich hodnot amplitud — komplexnich ¢isel « a 3, tedy

e |a|? udava pravdépodobnost, s jakou je |1)) nalezen /naméren ve stavu |0)

e |3]? udava pravdépodobnost, s jakou je |t) nalezen /naméren ve stavu | 1).

Zjednodusené bychom mohli fict, Ze se zméfenim stane z kvantového
qubitu efektivné klasicky bit. Toto chovani je jednim z postulétt kvantové
mechaniky, jak uvadi napf. Zettili [3]. Vysledek méfeni stavu qubitu je
pravdépodobnostni (nevime, jakou hodnotu ze dvou moZnosti naméfime,
vime pouze s jakou pravdé-podobnosti bude néjakd hodnota naméfena).

Soucet pravdépodobnosti obou moznych hodnot je roven jedné:
o> + 187 = 1.
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Protoze jsou amplitudy a a [ komplexni &isla a plati vySe uvedené
o souctu kvadrata jejich velikosti, lze rtizné stavy qubitu zviditelnit jako
body na povrchu jednotkové koule, které se iika Blochova sféra.

Vyse uvedené je pouze velmi zjednoduseny a zakladni popis qubitt. Pro
hlubsi pochopeni problematiky doporuc¢ujeme napt. nésledujici zdroje:

e knihu (v angli¢ting) autort Nielsena and Chuanga [2],

e stranky (v angli¢ting) IBM Quantum Learning, které obsahuji kom-
pletni kurzy a dalsi vyukové navody pro praci s kvantovymi poéitadi,

e Cesky na youtube napft. pfednasku z Mezinarodniho dne kvantové fyziky
2025 na Hvézdarné a planetariu v Brné. Dvé prednasky o tom, jak
kvantové pocitace funguji, a co se s nimi da pocitat.

3. Jednoduchy kvantovy obvod

Podobné jako klasické obvody sestavaji z hradel pusobicich na klasické
bity v obvodu klasického pocitace, kvantové obvody se skladaji z kvanto-
vych hradel ¢ bran (tento vyraz je pfimym prekladem anglického terminu
»gate), které ptsobi na jeden ¢i vice qubiti. Pisobeni klasickych i kvanto-
vych hradel/bran na bity ¢i qubity lze matematicky popsat pomoci linearni
algebry, coz si u kvantovych obvodt nyni ukdzeme.

Pro ilustraci kvantového pocitani vybereme jednoduchy kvantovy ob-
vod, obr. 1, ktery se sklada ze dvou qubitii, které jsou oznaceny qg a qi.
Kvantovy obvod obsahuje informaci o ¢asovém vyvoji stavu qubiti s tim,
ze Casovy vyvoj probihé z levé strany obr. 1 do prava. Casto jsou vSechny
qubity na zacatku vypoctu ve stavu 0, coz bude i nas pripad.

90 (@

q1 w m—

Yo ¥,

Obr. 1 Jednoduchy kvantovy obvod dvou qubitd go a g1, které jsou oba na
podatku (na levé strang obrazku) ve stavu 0. Na prvni z qubitd go je nasledné
aplikovana tzv. Hadamardova bréana, ktera jej pievede do superpozice stavi |0)
a |1). Qubity jsou pak provazany pomoci brany CNOT a nésledné zméfeny a
hodnoty jsou odeéteny (oznadeno zkracens ,meas” z anglického measurements).

meas
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Na qubit qq je aplikovana tzv. Hadamardova brana, ktera prevede tento
qubit z pocateniho stavu |0) do superpozice. Pokud by byl zmé&fen, bude
nalezen ve stavu ve stavu |0) s pravdépodobnosti 50 % a ve stavu |1)
rovnéZz s pravdépodobnosti 50 %. Nasledné je na oba qubity aplikovana
CNOT bréana, ktera stav obou qubiti tzv. provaze. CNOT brana preklopi
stav qubitu ¢; z |0) na |1) pokud je qubit gy ve stavu |1). Pokud je qubit
qo ve stavu |0), stav qubitu ¢; zlistane nezménény (v tomto p¥ipadé |0)).
Nakonec jsou aplikovdna méfeni na oba dva qubity a zméfeny stav je
prenesen na nosi¢ klasické informace s nazvem meas z anglieckého slova
measurements.

Vysledny stav obvodu na obr. 1 je mozné dopocitat analyticky. Pro
vypodet je tfeba znét nékolik informaci. Pfedné stav vice (zde dvou) qubitii
je na pocatku dan tenzorovym souc¢inem [5] stavii |0) jednotlivych qubiti:

1-

1
1
S o O =

0-

Pusobeni Hadamardovy brany na qubit popsany 2-slozkovym vektorem
lze matematicky popsat pomoci nasledujici 2 x 2 matice [4]:

g L[
V2|1 -1
Pusobeni CNOT bréany, ktera pisobi na dva qubity popsané 4-slozkovym
vektorem (napf. v rovnici (2) vySe), lze zapsat pomoci matice 4 x 4:

1000
0100
0001
0010

CNOT =

Analyticky lze vyfesit stav kvantového obvodu na obr. 1 tak, Ze popisu-
jeme jednotlivé prvky obvodu z levé strany smérem doprava, coZ je smér
¢asového vyvoje: Na qubit qp aplikujeme Hadamardovu bréanu, s qubitem
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q1 se v tento okamzik nic nedéje, a proto na néj aplikujeme matici iden-
tity I, aby doslo k zachovéani jeho stavu. Spole¢nou akci Hadamardovy
brany spolu s matic{ identity, kterou ozna¢ime jako operator U, vyjadiime
pomoci jejich tenzorového soucinu:

10 10
1- 1- 101 0
01 01
1 - 1 /1010 1 )
V2 - A V2 0110-10
10 10
1. —1- 01 0 —1
01 01

Stav obvodu po spolecné akci Hadamardovi brany na qubit ¢y a identity
na qubit g; 1ze ziskat vynasobenim stavu |00) matici U z rovnice (3):

101 0 1] 1
1 010 1 0 1 |0
1) 100) V2 010-10 o] V2|1
01 0 —1] |0 0
1] 0
1 0 0 1
= + = — (]00) + |10
7| o ) ﬁ(\ ) +(10))
0] 0

Konecny stav kvantového registru |13) ziskdme aplikaci CNOT brany
na stav obvodu |11 ) takto:
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1000 1 1
0100 1 |0 110
= CNOT|4,) = — — -
|1h2) l1)1) 0001l 3 I3 72 1o
0010 0 1
1 0
1 0+0_L1®1+0®0_|00>+|”>
V21 10 0 v2 \ o 0 1 1 V2
0 1 (4)

Ze stavu obvodu [1¢2) ve vztahu (4) je zfejmé, Ze oba stavy |00) i |11)
jsou stejné pravdépodobné. Pravdépodobnost obou stavi lze vypocitat:
(%)2, a je tedy rovna % Nyni naprogramujeme a spustime stejny obvod
nejprve na simulatoru idedlniho kvantového pocitate a poté na realném
kvantovém pocitaci, u kterého uz pfedpokladame vliv Sumu a tedy vy-
sledky zatiZené chybou. Z méfeni stavu jednoho qubitu miZzeme dostat
vysledek pouze |0) nebo |1), spustime tedy obvod nékolikrat a budeme
sledovat pravdépodobnosti a to, zda ziskané vysledky odpovidaji analytic-
kému feSeni.

4. Softwarovy zaklad pro programovani

Pro programovani kvantovych pocitac¢i je nejprve nutné zvolit si a stah-
nout vhodny editor kédu. P#i programovéni kvantovych pocitact budeme
vyuzivat programovaci jazyk Python a knihovnu funkei Qiskit. Je tedy
nutné zvolit takovy editor kédu, ktery umoziuje pracovat s programova-
cim jazykem Python. Autor ¢lanku vyuzival Visual Studio Code, kvuli
vestavéné podpofe jazyka Python, Siroké uzivatelské komunité a obsahlé
dokumentaci. Dale je nutné nainstalovat si programovaci jazyk Python.
Pro spravu staZzenych knihoven funkci autor doporuc¢uje dodatecné stah-
nout software Anaconda, ktery v naSem piipadé poslouzi pro instalaci a
néslednou spravu potfebnych knihoven.

Nyni uzivatel provede vytvoreni prostiedi a instalaci potfebnych kniho-
ven. Nejprve oteviete Anaconda Prompt a zadejte pr¥ikaz conda create env
--name a za tento piikaz zadejte jméno vaSeho prostiedi. Pro dalsi pfi-
kazy je vhodné conda cheat sheet. Po vytvoreni prostfedi zadejte piikaz
conda activate a opét zadejte jméno vaseho prostiedi. Nyni jste v prostiedi,
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které budete vyuzivat pro vypoc¢ty na kvantovych pocitacich, a muazete za-
¢it instalovat potfebné knihovny funkci. Tyto knihovny budete instalovat
pomoci piikazii:

e conda install ipykernel

e conda install pip

e pip install qiskit

e pip install giskit ibm runtime

e pip install matplotlib

e pip install giskit aer

e pip install pylatexenc

5. Priklad spusténi vypoctu na simultatoru idealniho kvantového
pocitace

Nejprve je nutné vytvofit samotny program v softwaru Visual Studio,
pro vyukové tcely je vhodné zvolit Jupyter Notebook. To uzivatel provede
tak, Ze pojmenuje soubor s koncovkou .ipynb.

Na zacatku je nutné naimportovat jednotlivé knihovny funkei:

from giskit import QuantumCircuit
from qgiskit.primitives import StatevectorSampler

from giskit.visualization import plot_histogram

Nyni vytvorime obvod se dvéma qubity, aplikujeme Hadamardovu branu
na qubit ¢o a CNOT brany na qubity ¢o a g1. Na zavér aplikujeme méfeni
na vSechny qubity v obvodu:

qc = QuantumCircuit(2)
qc.h(0)
gc.cx(0,1)

gc.measure_all()
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Obvod si muze uzivatel i jednodusSe vykreslit, vysledek bude obr. 1.

qc.draw("mpl")

Nyni spustime kod, ktery obvod vzdy spusti a nakonec zméii stav obou
qubiti a nasledné vykresli histogram éetnosti. Pocet téchto cykla lze na-
stavit zménou parametru shots=.

sampler = StatevectorSampler ()

job = sampler.run([qc],shots=1024)
pub_result = job.result() [0]

counts = pub_result.data.meas.get_counts()
plot_histogram(counts)

7 vysledkii zobrazenych na obr. 2 je patrna statisticka povaha vysledkt
z kvantovych pocita¢i. Pfi méfeni byly zméfeny stavy |00) a |11) ale do
vysledkt byla zanesena ur¢ita statisticka chyba, a tak nejsou zmérené stavy
presné v poméru 50/50.

509

8

o~
P

Obr. 2 Vysledky ze simulatoru béhu idedlniho kvantového pocitace.

Nyni spustime vypocet na kvantovém hardwaru firmy IBM. Zfizeni pii-

stupu a dalsi potiebné formalni kroky jsou v dodatku na konci tohoto
¢lanku.
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6. Priklad spusténi vypoétu na redlném kvantovém pocéitaci

Pro spusténi na realném kvantovém pocitadi je nejprve nutné identifi-
kovat se svym unikatnim API kli¢em a nazvem instance, viz dodatek na
konci tohoto ¢lanku, kde je vysvétlen postup zfizeni i¢tu na serveru IBM
Quantum Platform a nésledné i tzv. Instanci a API klice. Misto nazvu
instance lze vlozit CRN, které uzivatel najde v sekci Instances na IBM
Quantum Platform podle obr. 3.

Instances

uantum computers,
jon, including plan,

Open (1)

3s 9m 57s 10m Aug 7,2025 - Sep 4, 2025
cu

Total used Remaining to use Total available to plan rrent cycle (UTC)

Q Create instance +

Instance |, cRN Resource group Region QPUS Cycle usage Usage remaining Tags

Obr. 3 Ilustrace moznosti, kdy je misto nazvu instance vlozeno CRN, které
uzivatel najde v sekci Instances na IBM Quantum Platform.

Opét za¢neme naimportovanim nezbytnych funkei.

from qiskit import QuantumCircuit

from giskit_ibm_runtime import QiskitRuntimeService
from qiskit_ibm_runtime import SamplerV2

from giskit.primitives import StatevectorSampler
from qgiskit.visualization import plot_histogram
from qiskit.transpiler.preset_passmanagers import \

generate_preset_pass_manager

Nyni je nutné vlozit API kli¢ a CRN do nésledujiciho kodu, nasledné
se jimi identifikovat a zvolit konkrétni kvantovy pocitac. Kvantové poci-
tace, které jsou dostupné uzivateli v rdmci jeho open plénu, se zobrazi
na strance Compute Resources. Pro ucel publikace byl vybran kvantovy
pocitac ibm_ brisbane s procesorem Fagle r3 se 127 qubity.
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token = 'API_key'

instance = 'CRN'

service = \
QiskitRuntimeService(channel='ibm_cloud',instance=instance, \
token=token)

backend = service.backend('ibm_brisbane')

Timto vytvofime stejny kvantovy obvod, ktery byl pouzit v sekci 5.

gc = QuantumCircuit(2)
qc.h(0)
qc.cx(0,1)

gc.measure_all()

Vytvoreny kvantovy obvod je nutné ,ptelozit” tak, aby byl spustitelny
na konkrétnim kvantovém pocitaci. Napf. kvantovy pocitac ibm_ brisbane
je schopen manipulovat qubity pouze s branami ecr, id, rz, sz,  [1] niko-
liv s Hadamardovou branou, ktera je sou¢éasti obvodu, s nim# pracujeme,
obr. 1. Proto pouZijeme funkci, ktera rozlozi brany v naSem obvodu na
brany, které jsou fyzicky realizovatelné na konkrétnim kvantovém pocitaci.
Detailni informace, jako jsou napf¥. poCty qubitt, aktualni trovné Sumu i
kvantové brany, které maji pfimou hardwarovou realizaci, jsou uvedené
v zalozce Compute Resources na platformé IBM.

pm =\
generate_preset_pass_manager (backend=backend,optimization_level=1)

isa_circuit = pm.run(qc)

Dalsim krokem je volba poc¢tu spusténi obvodu a samotné spusténi pro-
gramu.

sampler = SamplerV2(mode=backend)

job = sampler.run([isa_circuit],shots=1024)
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Poslednim krokem je ziskani a vykresleni vysledkii.

pub_result = job.result() [0]
counts = pub_result.data.meas.get_counts()

plot_histogram(counts)

Vysledky z realného kvantového pocitace, obr. 4, jsou negativné ovliv-
nény Sumem, ktery je v sou¢asnosti jednim z nejvétsich problému pii praci
s kvantovymi pocitaci. Nejen, Ze stavy |00) a |11) nejsou stejné pravdépo-
dobné, ale dokonce Sum zptisobil i vyskyt stavia |01) nebo [10).
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Obr. 4 Vysledky z redlného kvantového pocitace.

Dalsi piiklady lze najit v bakalaiské praci [6] autora tohoto ¢lanku,
nebo v nagich dalsich ¢lancich, konkrétné pro molekulu vodiku [9, 10],
nebo krystalické materialy [7, 8.

Podékovani

Tento ¢lanek vznikl diky finanéni podpoie poskytované Akademii véd
Ceské republiky, konkrétné prostfednictvim ceny Premium Academice a
iniciativé Strategie AV21, zejména programu ,,Al: Uméla inteligence pro
védu a spole¢nost®, a dale také financni podpopie poskytované Minister-
stvem skolstvi, mladeze a télovychovy Ceské republiky, konkrétné pro-
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jektu No. LUC25028 v ramci programu INTER-EXCELLENCE II, pod-
programu INTER-COST — LUC25. Vypocetni zdroje byly céstecné po-
skytnuty Ministerstvem Skolstvi, mladeze a télovychovy Ceské republiky
v rameci projekti e-INFRA CZ (ID:90254) v Narodnim superpodéitaco-
vém centru IT4Innovations v Ostravé a e-Infrastruktura CZ (e-INFRA,
ID:90254) v ramci MetaCentra a védeckého cloudu CERIT v Brné a ¢as-
te¢né také spole¢nosti IBM prostifednictvim infrastruktury IBM Quantum
Platform a Kvantového inova¢niho centra (QIC-Czech).
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Dodatek — zfizeni G¢tu na platformé IBM cloud

Pted pripojenim ke kvantovému pocitaci je nejprve nutné si vytvorit
ucet na platformé IBM Cloud. Pfi registraci do platformy bude nutné
zadat udaje z platebni karty které poslouzi pouze pro ovéreni identity a
nebudou z ni odeéitany penize. Po zfizeni tctu bude mozné se piihlasit
to platformy uréené pro kvantové pocitani IBM Quantum Platform. Po
prihléseni se uzivateli zobrazi domovska obrazovka se zakladni nabidkou.

‘ = 1BMQuantum Platform

T
Martin Friak —y

oy
IBM Quantum Platform

IBM Quantum Platform

2% Help us improve Qiskit and 1BM Quantum Platform! Share your thoughts in our

Home
Instances

API key

Account Instances

Workloads
Compute resources

Documentation

Learning

Featured resources

Preview tools

Functions

Obr. 5 Webova stranka IBM Quantum Platform.

Na domovské strance jsou tyto zéakladni moZnosti.

1. Menu s dal§imi moznostmi.

2. Vytvorené instance.

3. Moznost vytvoreni API kli¢e pro pristup ke kvantovym pocita¢im.
Pifimo po zfizeni G¢tu je oddil s vytvofenymi instancemi prazdny a je
nejprve nutné si instanci vytvorit pfes menu s dal$imi moZnostmi pod
¢islem 1. na obr. 5.

7 dalsich moznosti na obr. 5 jsou dilezité zejména moznosti Documen-
tation kde se jedna o kompletni dokumentaci ke knihovné funkci Qiskit,
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které se pouziva pro programovani kvantovych pocitact a dale moZnost
Learning, kterd miize zac¢inajicim i pokrocilym uzivatelim poslouzit jako
vyukova platforma pro dalsi vzdélavani v oblasti kvantovych vypodcti.

Nyni je nutné, aby si uzivatel zfidil novou instanci kliknutim na Create
new instance podle obr. 6.

1BM Quantum Platform

Instances

Usage

Instance CRN  Resource group Region PUs g

Tags

You don't have any instances yet!

Obr. 6 Obrazovka uzivatelského webového rozhrani tykajici se tzv. ,,Instance®.

Pfi zfizovani nové instance je pii volbé plant dilezité zvolit moznost
Open, viz obr. 7, ktera je zdarma, ale vypocetni ¢as je omezen na 10 minut
mésicné.

Dalsi moznost je volba vypocetnich zdroja, viz obr. 8, kterou je nejlepsi
ponechat v zékladnim nastaveni. Uzivatel tak bude mit pfistup ke vSem
vypocetnim zdrojim, které IBM nabizi pro neplaceny Open plan.

Posledni moznosti pii zfizovani instance je moZnost vytvoreni jedné
instance pro vice uzivateld, viz obr. 9. Této moznosti doporucuje autor
pro vyuku nevyuzivat, vSichni uzivatelé by pak sdileli spole¢ny vypocetni
¢as (omezeny na 10 minut mési¢né).

Dalsi nezbytny krok je vytvoreni API kli¢e, ktery poslouZi k identifikaci
uzivatele. API kli¢ uzivatel vytvori kliknutim na ikonu Create API key
v domovském menu dle obr. 10.

Nyni si uzivatel pojmenuje a nasledné vytvoii sviij unikatni APT kli¢.
Pozor, po vytvoreni se API kli¢ zobrazi pouze jednou, v tento moment je
dilezité si ho uloZit na bezpecné misto!
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I x

Create a new instance

(€ 1. Details {3 2. Compute resources 3 3. Access group
Instance name Resource group @

open_plan Default
Allowed characters: letters, numbers, spaces, dots (.), underscores

(L), colons (:), and hyphens (-). Max 256 characters.
Region @ Tags (Optional)

Washington DC (us-east) r

Select pricing plan View full details 2
Open ] Pay-as-you-go
Free $1.60 / second
10 minutes free time per month on select IBM Pay-as-you-go for time used on select IBM QPUs.
QPUs. After that limit is met, workloads will be Maximum cost limits can be set per pay period.
blocked and no additional charges will occur.

T have read and agree to the following license agreements: Terms 7

Obr. 7 Obrazovka uzivatelského webového rozhrani tykajici se vytvofeni tzv.
LInstance®.

| x

Create a new instance

© 1. Details ¢ 2. Compute resources <} 3. Access group
Plan inheritance Allocated QPUs
This instance automatically inherits all current or future ibm_brisbane
compute resources assigned to the selected plan, unless . .
. ibm_torino
you choose to customize below.
C’ Customize allocated QPUs
When enabled, this instance will not inherit any account-level
resource changes.
Back Next

Obr. 8 Obrazovka uzivatelského webového rozhrani tykajici se volby vypocetnich
zdroju pfi vytvoreni tzv. ,Instance“. Zde je nejlépe ponechat nastaveni v tom
puvodnim.
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I x
Create a new instance

© 1. Details © 2. Compute resources € 3. Access group

The following access group will be generated for "open_plan":
Users must be added to this access group to run workloads on the instance. You can manage access group members from
the users page.

open_plan Collaborators

Collaborators can send workloads to QPUs using the time allocated to this instance.

@ Please note: You can manage access groups for this account in IBM Cloud.

Back Create instance

Obr. 9 Obrazovka uZivatelského webového rozhrani tykajici se vytvoreni tzv.
»Instance pro vice uzivateli.

18M Quantum Platform Q. search _ ueast v Q@

Vojtéch Vagina

IBM Quantum Platform

2 Help us improve Qiskit and 18M Quantum Platform! Share your thoughts in our annual feedback survey 7

APIkey Viewall 2 My recent workloads View all
o) status Instance Created |, QP Usage

Instances Viewall

open_plan CRN T

Open | 10m remain l

You don't have any workloads yet!

Create and run a quantum workload by following the instructions below.

Getstarted A

Obr. 10 Obrazovka uzivatelského webového rozhrani tykajici se vytvorfeného
API klice.
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ZPRAVY

Novinky o WFPhC

WEFPhC je zkratkou World Fede-
ration of Physics Competitions, mezi-
narodni organizace sdruzujici fyzikalni
soutéze z celého svéta. Jeji poslani je
umoznit vymeénu zkuSenosti mezi pora-
dateli a posilit kvalitu fyzikalniho vzdé-
lani prostfednictvim soutézi. V d&isle
MFI 32 (1) 2023 jiz byla o organizaci
zpréva, zminime tedy zejména novinky,
které se mohou hodit zakim zaméfe-
nym na fyzikalni soutéZe a jejich udite-

ltm ¢i organizatorim soutézi.

Web

Od minulé zpravy byl ptvodni web
nahrazen zcela novym. Je zpfistupnén
na adrese https://wfphc.eu a nové
na ném najdete postupné se rozsifu-
jici seznam fyzikalnich soutézi i kalen-
dare, které si miizete pridat mezi svoje
Google kalendére, a dalsi informace.

&P WFPhC

World Federation of Physics Competitions (WFPhC)

Welcome to the World Federation of Physics

Competitions — a global hub for physics

competitions and collaboration!

PIQF\UB O IEP

Web WFPhC
Kongres 2026
Blizi se termin mezinidrodni kon-
ference WFPhC, ktera je uréena pro
organizatory soutézi, kteri mezi se-
bou chtéji svoje know-how. Tentokrat

se kongres kona 19. az 23. dubna
2026 v Novém Dilli v Indii. V pfi-
blizné stejné dobé bude probihat i
ICYS 2026 — International Conference
of Young Scientists, coz je mezinarodni
soutézni konference mladych védcu.
Vsechny podrobnosti k akci by se
mély objevovat na https://wiphc.eu/
upcoming-congress/.

Newsletter

Byla obnovena tradice zasilani
newsletteru s informacemi o terminech
mezinidrodnich soutéZi, pozvankami
a Clanky o jejich prubéhu. Pokud
méte zajem o tento, zatim nepravi-
delny, newsletter, sta¢i se prihlasit
prostfednictvim formuldfe na webu
https://wfphc.eu/newsletter/. Na
webu najdete i archiv newsletteri a
¢lanki o soutézich z minulosti.

The Events of FYKOS 2024/25

Katarina Horskd2, Jakub Dfevo**
1FYKOS, 2. 5.
“Faculty of Nuclear Sciences and Physical Engineering, Czech Technical University in Prague
SFaculty of Mathematics and Physics, Charles University, Prague, Czech Republic

Abstract

“This year, as well as many others, FYKOS organized a great number of ex-
citing events for high school students. From long-term competitions to large
physics contests, the FYKOS team had quite a lot of work to undertake. Let us
take a look at the most significant of these events.

FYKOS

FYKOS! is a correspondence competition
with physical topics. The competition primarily
targets high school students and has four cate-
gories according to the four common high
school years. Students of lower grades can also
compete; however, they are included in the
first-grade category.

FYKOS comprises six series, each of which

Nahled ¢lanku z Newsletteru 2025/3
Karel Kolar
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Desata soutézni prehlidka vy-
znamnych ¢int ve zpfistupno-
vani fyziky vefejnosti

28. listopadu 2025 se konala, jiz
tradi¢ni, prehlidka popularizace fyziky
poradana Ceskou fyzikalni spole¢nosti
Jednoty ¢eskych matematika a fyzika.
Jako obvykle, 8lo o jednodenni pre-
zen¢ni akci organizovanou doc. Jiffm
Dolejsim z CFS JCMF a UCJF MFF
UK. Prehlidka si klade za cil pied-
stavit a podpofit popularizacni akti-
vity v oblasti fyziky. Umoznuje ucast-
nikim pochlubit se svou aktivitou, zis-
kat predstavu o ostatnich a navazat
kontakty. Akce je porfadédna od roku
2007 pravidelné kazdé dva roky.

Predstavilo se zde Siroké spektrum
aktivit
e vénujici se publiku od matefskych

gkol po dospélé,

e od jednoduchych experimentt pies
prednasky, publikace az po naro¢né
soutéze,

Akce Pro m“.lteleasg.me ke,

oFg
OFadane Eésticovou komuni
130, dichodce zastypy

el mlads, vynalezaveyy;,

kolegy z UCIF Mk,
> Martina Rybare, Daniela Scheiricha
7: dali kolegy » FyzikaIniho Gstavu Av ¢R a i

, Pavla
IFl

Prispévek doc. Jifiho Dolejsiho

e organizovanych studenty, univerzi-
tami i fungujicimi jiz na ,komerc¢ni“
bézi.

VSechny zucastnéné aktivity byly
velmi kvalitni a byla jim udélena oce-
néni za (trvajici) vyznamnou ¢&innost
v popularizaci fyziky. Casopis MFTI zfs-
kal ocenéni také, a to prostiednictvim
souborného pfispévku o éinnosti nakla-
datelstvi Prometheus.

Ceska fyzikalni spoleénost

sekce Jednoty Geskych matematikii a fyziki

uddluje

ocenéni za trvajici vyznamnou ¢innost
v popularizaci fyziky

nakladatelstvi Prometheus

Brodarteova

Praha, 28. listopadu 2025 Predsedkyns Ceské fyzikalni spolegnosti

Ocenéni nakladatelstvi Prometheus

Cely seznam odkazi na stranky jed-
notlivych organizatort, kde naleznete
informace, jak je mozné se zucastnit
¢i jak se inspiroval, muZete nalézt na
webu prehlidky:
https://ipnp-web.troja.mff.cuni.cz/
“dolejsi/outreach/Prehlidka/
Prehlidka_2025.htm.

Cela fada popularizatora se vraci
opakované, ale kazdy ro¢nik se objevuji
nové aktivity — i proto doporucujeme
podivat se i na stranky predchézejicich
ro¢niku prehlidky.

Karel Koldr
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