Vyuzitie dynamickej geometrie
vo vyucbe obsahov rovinnych
utvarov

PATRIK STEIN — STANISLAV LUKAC
Prirodovedecka fakulta UPJS, Kogice, SLOVENSKO

Vyuzitie digitalnych technol6gii v réznych oblastiach je v dneSnom svete
uz snad samozrejmostou. Uéinky digitalnych technologii na zvy3enie efek-
tivnosti vyu¢ovania mozu byt rozmanité, po¢nic od zvySenia zaujmu Zia-
kov o ucenie sa az po zlepSenie u¢ebnych vysledkov ziakov. Systémy dy-
namickej geometrie pontikaju experimentovanie s geometrickymi objektmi
a poskytuju ziakom prilezitost preskimat rézne konkrétne tutvary a rozne
geometrické situacie. Moznostiam vyuzitia systémov dynamickej geometrie
vo vyutovani matematiky sa venovali viaceri autori [2, 5, 6]. V ¢lanku je
stru¢ne opisany obsah interaktivnej knihy vytvorenej v prostredi programu
GeoGebra na podporu vyucby obsahov geometrickych ttvarov na zaklad-
nej Skole a nacrtnuty spdsob jej vyuzitia vo vyucbe. Pri tvorbe knihy boli
aplety na odvodenie vzorcov na vypocet obsahu utvarov doplnené o dal-
sie ulohy a testové otazky s ciefom zlepsit porozumenie odvodzovanych
vzorcov. V poslednej Casti ¢lanku st opisané skiisenosti z vyuzitia pripra-
venych ucebnych materidlov vo vyucovani matematiky, ktorej sicastou je
aj hodnotiaci pohlad na ucenie sa Ziakov a dosiahnuté udebné vysledky.

Vypracovanie a vyuZzivanie interaktivnych uéebnych materialov
Pokrocilé nastroje programov dynamickej geometrie umoziuja usetrit
¢as pri rieSeni problémov, ktory by sa nemal vyuZit na zvySenie poctu
rieSenych problémov, ale na doékladnejSiu analyzu procesu ich rieenia, zo-
vSeobeciiovanie objavenych vztahov a organizovanie diskusie medzi ziakmi
podnecujucej zamysliet sa nad osvojovanymi pojmami a vztahmi [4]. Pri
vybere digitalneho prostredia na tvorbu interaktivnych ucebnych aktivit
sme sa zamerali na program GeoGebra, ktory je najrozsirenejsim volne
dostupnym softvérom pre podporu vyucovania matematiky a je medzi
uditelmi znacne oblibeny. Na zvySenie motivacie ucitelov pre zaclenenie
systémov dynamickej geometrie do vyucby matematiky moze mat priaz-
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nivy vplyv aj skutoc¢nost, Ze na portali programu GeoGebra je dostupnych
mnozstvo rozmanitych u¢ebnych materialov od jednoduchsich apletov az
po rozsiahle knihy obsahujtce viacero kapitol. V stlade s podmienkami
a technickym vybavenim uc¢ebni mozu byt digitdlne uéebné materialy vy-
uzité pre samostatné Ziacke skiimanie alebo pre interaktivne demonstracie
vedené uditelom vyuzitelné vo vSetkych fazach vyucovacieho procesu.
Opisované kniha na vyucbu obsahu rovinnych ttvarov obsahuje kapitoly
venované obsahom jednotlivych typov rovinnych atvarov a zévereénu cast
zameranu na aplikovanie osvojenych poznatkov pri rieSeni tloh.

Rozvijanie predstavy o obsahu geometrickych utvarov

S obsahmi geometrickych atvarov sa ziaci stretavaji uz v trefom ro¢niku
zakladnej skoly, kedy nazeraji na obsah ako na isté ,,vnitro“ utvaru, ktoré
maé nejaka velkost, ale v tomto ro¢niku sa eSte neoperuje s ¢iselnymi hod-
notami. Neskor sa s obsahom &tvorca a obdlznika Ziaci stretni pri rieSeni
iloh vo stvrtom roéniku, kedy st ttvary umiestnené vo Stvorcekovej sieti
a Ziaci maju porovnavat velkosti itvarov. VAcgia pozornost je venovana
vypoétu obvodu stvorcov a obdlznikov. Prvé predstavy o obsahu tatvarov
vytvaraju propedeutiku pre neskorgie budovanie pojmu obsah utvaru.

Vypocet obsahov zakladnych typov rovinnych utvarov je podla inovo-
vaného SVP pre 2. stupen ZS (ekvivalent RVP v CR) rozdeleny do viace-
rych ro¢nikov. V piatom a Siestom roc¢niku sa realizuje postupny prechod
od obsahov §tvorcov a obdlznikov s celo¢iselnymi rozmermi zakreslenych
v Stvorcekovej sieti k vypoc¢tu obsahov tychto ttvarov s rozmermi vyjadre-
nymi desatinnymi ¢islami. Ziak sa naud vyuzit vypocet obsahu Stvorcov
a obdlznikov pri vypoéte obsahu obrazcov v tvoréekovej sieti zlozenych zo
Stvorcov a obdlznikov séitanim ich obsahov. Rozvija sa predstava o plos-
nej miere, ako po¢tu Stvorcov s danymi rozmermi obsiahnutych v utvare,
ktora sluzi ako priprava pre pracu s roznymi jednotkami obsahu. V 6smom
ro¢niku sa maju Ziaci nauc¢it vypocitat obsah rovnobeznika, trojuholnika
a lichobeznika. Podla obsahového $tandardu by mali byt Ziaci privedeni
k objaveniu postupu vypocétu obsahov tychto ttvarov pomocou skoér osvo-
jenych vztahov na vypocet obsahov jednoduchsich atvarov.

Vyucba obsahu trojuholnika

V ¢lanku je strucne predstavené spracovanie interaktivneho uéebného
materialu pre vyucbu obsahu trojuholnika a naznacené jeho vyuzitie vo vy-
u¢ovacom procese. Odpovedajica ¢ast knihy je dostupna prostrednictvom
URL (https://wwu.geogebra.org/m/dsugq7butimaterial/zmgvdhxt). Pri
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planovani postupu vyucby sme sa snaZili skombinovat rozne ucebné akti-
vity za uc¢elom dosiahnutia porozumenia vzorca na vypocet obsahu troju-
holnika a rozvijania schopnosti Ziakov aplikovat ho pri rieseni uloh. Overe-
nie interaktivneho uéebného materialu bolo realizované na zakladnej skole
v Kosiciach v 6smom ro¢niku v triede so 16 ziakmi. Prvé dve hodiny boli
venované praci s interakt{ivnym uc¢ebnym materidlom v pocitac¢ovej ucebni.
Po troch tyzdiioch, z ktorych tvorili via¢sinu vianoéné prazdniny, bola za-
radend tretia hodina zamerana na pracu s pracovnym listom.

Na uvod vyucby odporiacame zaradit interaktivnu aktivitu z vytvorenej
knihy na sktimanie obsahu v8eobecného trojuholnika. V aplete je zostro-
jeny trojuholnik ABC' a Ziaci maju posuvanim vrcholov B, C' skumat, od
¢oho zévisi obsah trojuholnika ABC. Pri posuvani vrcholu B je pozoro-
vatelna zmena obsahu trojuholnika. Vrchol C' by Ziaci najprv posuvali po
priamke réznobeznej s priamkou AB. Po zatlaceni tlacidla so Sipkou moézu
ziaci menit odchylku priamky p od priamky AB. Pri experimentovani s ap-
letom by Ziaci mali pozorovat, Ze pri zmenSovani odchylky priamky p od
priamky AB sa postvanim bodu C po priamke p meni obsah trojuhol-
nika ABC postupne o stile mensie hodnoty. V hrani¢nom pripade, ked
priamka p bude rovnobeZné s priamkou AB, ostava obsah trojuholnika
ABC konstantny.

P
Stlacanim tlacidiel méZeme menit uhol priamky p s priamkou AB =

Obsah trojuholnika je 7.5 cm?

Obr. 1 Skamanie obsahu roéznych trojuholnikov

V nasledujucej aktivite by mali Ziaci nadviazat na svoje sktsenosti zis-
kané pri praci s opisovanym apletom. V §tvoréekovej sieti by mali Ziaci
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zakreslit vo vy¢lenenej oblasti ¢o najviac réznych trojuholnikov s danym
obsahom (7 cm? a 0,5 cm?). Tato tloha bola uvedena ako vhodny namet
na samostatné ziacke skumanie v publikécii [1]. Po zvoleni konkrétneho
obsahu trojuholnika sa druha moZnost kvoli kontrole riesenia skryje. Ziaci
by prestvanim vrcholov naértnutého trojuholnika mali vytvorit trojuhol-
nik so zvolenym obsahom. Po tspe$nom vytvoreni prvého trojuholnika sa
trojuholnik prefarbi na zeleno. U¢itel by mal Ziakov pri rieSeni tulohy vy-
zvat, aby nasli viacero rieSeni. Po kazdom zostrojeni trojuholnika s danym
obsahom by mali ziaci zatladit tlac¢idlo Stopa. Od ziakov sa ocakava, ze
vyuziju nové skusenosti a rozne rieSenia ziskaju postvanim vrcholu troj-
uholnika po priamke rovnobeZnej s protilahlou stranou trojuholnika. Na
obr. 2 st znazornené tri rozne trojuholniky s rovnakym obsahom.

Ulohy: Presidvanim vrcholov A, B, C =

vyznacte trojuholnik s danym obsahom:
(zaskrtnite policka pre dany obsah)

Obsah trojuholnika je 0,5 cm® m

Obr. 2 Vyznacenie trojuholnikov s rovnakym obsahom

Po tychto dvoch aktivitach by ucitel mal vyvolat diskusiu medzi Ziakmi.
Najprv by mohli Ziaci prezentovat svoje rieSenia z predchadzajucej akti-
vity. Z prezentovanych rieSeni by ucitel mohol zistit, ¢ Ziaci porozumeli, Ze
ostrouhlé aj tupouhlé trojuholniky s rovnakou dlzkou strany AB a s rov-
nakou vyskou na tuto stranu maja rovnaky obsah.

Po zhrnuti ziskanych vysledkov by nasledovala aktivita na odvodenie
vzorca na vypocet obsahu trojuholnika. Pri odvodzovani vzorca by Ziaci
vyuzili aplet zobrazeny na obr. 3. Pri otacani trojuholnika ABC' okolo
stredu strany BC by Ziaci mohli pozorovat, ako sa doplni trojuholnik
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ABC na rovnobeznik s dvojnasobnym obsahom. Vzorcu na obsah rovno-
beznika je venovana predchédzajuca Cast interaktivnej knihy. Aplet sluzi
na upevnenie a ujasnenie predstavy o odvodeni vzorca na vypocet obsahu
trojuholnika.

otdtanie

. -
D Pomocny itvar

Obr. 3 Dynamicka vizualizacia k odvodeniu vzorca na vypocet obsahu
trojuholnika

Pri overeni interaktivneho ué¢ebného materidlu Ziaci pracovali v pocita-
¢ovej ucebni, pricom kazdy ziak pracoval samostatne. Interaktivny ucebny
material bol spusteny vo forme GeoGebra Classroom, kde bolo umoznené
zaznamenévat postup prace Ziakov s uebnym materidlom. Pre neustalu
kontrolu mal uditel moznost sledovat rieSenia jednotlivych Ziakov na svo-
jom pocitadi. Ziaci vypracovavali ulohy postupne, aby bola zachovana nad-
véaznost pri nadobtudani novych vedomosti. VyuzZitim uéitelského pristupu
v GeoGebra Classroom bolo moZné kontrolovat a regulovat pracu ziakov:
pozastavit ich pracu v pripade vysvetlenia otézok alebo viest diskusiu
0 spOsobe rieSenia ulohy, ukazat alebo vysvetlit situacie suvisiace s rieSe-
nim tloh pomocou premietania obrazovky ucitelského pocitaca na stenu
ucebne.

Na vyhodnotenie a d'alSie rozvijanie osvojenych vedomosti a zrucénosti
slazila tretia vyucCovacia hodina, ktora prebiehala v tradi¢nej ucebni. Ob-
sahom tejto vyucovacej hodiny bolo rieSenie tiloh na vypocet obsahov tut-
varov a na zostrojovanie dtvarov s danym obsahom v Stvorcéekovej sieti.
Ziaci samostatne riesili tlohy v pripravenom pracovnom liste.
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Analyza ziackych rieSeni, diskusia

Sest tloh zadanych formou pracovného listu samostatne riesilo 16 Zia-
kov. RieSenie tloh od Ziakov vyZzadovalo preukdzat nadobudnuté vedo-
mosti a zru¢nosti ziskané skimanim nacrtov itvarov na papieri a pracou
s interaktivnym uéebnym materidlom. Od ziakov sa oc¢akivalo vyuzivanie
transformacii jednoduchsich utvarov pri vytvarani atvarov s pozadovanymi
vlastnostami. V poslednych dvoch tlohéch mali Ziaci odrezéavanim niekto-
rych Gasti Gtvaru alebo poskladanim jednoduchsich typov atvarov vytvorit
patuholnik (Sestuholnik) s pozadovanym obsahom.

7 pracovného listu sme vybrali na ukazku dve tlohy s poradovymi &is-
lami 2, 5.

Uloha 2

V stvoréekovej sieti je zostrojeny obdlznik s obsahom 12 Stvoréekov.
Pod tento obdlznik vytvor kosodlznik a lichobeznik tieZ s obsahom 12
Stvoréekov. V kazdom tutvare vyznaé¢ potrebné idaje na vypocet obsahu.

Uloha 5
Dvoma, ,rezmi“ vytvor z daného obdlznika ABCD pétuholnik, ktory
mé obsah 21 Stvorcéekov.

V nasledujucej tabulke je prehladne zobrazené hodnotenie Ziackych
rieSen{ vybranych tloh. V tulohe 2 boli za ¢iasto¢ne spravne povazované
ziacke rieSenia obsahujtce spravne nacértnuty jeden z pozadovanych utva-
rov. Vzhl'adom na skutoénost, Ze tiloha 5 nebola poslednou tlohou v pra-
covnom liste, hodnotenie NerieSena znamena, Ze traja ziaci ulohu nevedeli
vyriesit. Déovodom nizkej tspesnosti Ziakov pri rieSeni ulohy 5 bolo vyZa-
dovanie viacerych vlastnosti hladaného atvaru, pri¢om niektorym Ziakom
sa nepodarilo dodrzat vSetky podmienky zo zadania tlohy.

Uloha 2
Spravne Ciasto¢ne spravne | Nepravne
9 6 1
Uloha 5
Spravne Nepravne Neriesena
5 8 3

Tab. 1 Uspesnost ziakov pri rieseni tloh 2 a 5
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V tlohe 2 bolo moZné pozorovat dva rozne postupy rieSenia. Prvy (naj-
Castejsi) postup vychadzal z metody vyuZivanej v interaktivnom udeb-
nom materiali zaloZenej na transformécii utvarov. Tito Ziaci sa pri rieSeni
tlohy 2 snazili transformovat dany obdlznik na zlozitejsi ttvar s rovnakym
obsahom. Naért kosodlznika a lichobeznika vychadzajici z daného obdlz-
nika spocival v ,,odrezani“ a presuvani pripadne preklopeni pravouhlého
trojuholnika (pozri obrazok 4 vlavo). Pre druhy postup bolo charakte-
ristické skuSanie viacerych moznosti spojené s manualnym pocitanim ob-
sahu (Stvor¢ek po Stvorceku). Niektori Ziaci posuvali v Stvorcekovej sieti
stranu rovnobeZnika (lichobeZnika) a snazili sa ho prispdsobit tak, aby
mal pozadovany obsah. Chyby v Ziackych rieSeniach najCastejSie prame-
nili z nespravne uréenych tdajov potrebnych pre vypocet obsahu atvarov
alebo pomyleni sa pri vypoctoch obsahu. Na ukazku sme vybrali ¢iastocne
spravne Ziacke rieSenie (pozri obrazok 4 vpravo). Obrazky vyjadruju Ziacke
rieSenia, ale pre vacsiu prehladnost boli pretvorené v digitalnom prostredi.

Obr. 4 Ukazky ziackych rieSeni tlohy 2: spravne rieSenie vlavo, ¢astoéne
spravne rieSenie vpravo

Uloha 5 vychadzala z postupu riesenia tloh uvedenych v zévere interak-
tivneho u¢ebného materialu, v ktorych mali Ziaci manipulovat s rovinnymi
geometrickymi atvarmi a rozdelovat ich (oddelit mensi geometricky atvar)
tak, aby boli splnené dané podmienky. V tlohe 5 bolo pozadované splnit
tri podmienky: vyuZzit dva priame rezy, vytvorit patuholnik a dosiahnut,
aby mal ziskany ttvar dany obsah. Ocakavany postup pri rieSeni tejto
tlohy vychadza z avahy o sucte obsahov dvoch ttvarov, ktoré je potrebné
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oddelit od daného obdiznika. Podmienka vykonania dvoch rezov vyuzitim
priamok urcenych vrcholmi v mreZzovych bodoch zvySuje naro¢nost tlohy.
Podmienka, ktorda hovori o pocte strén vysledného ttvaru, mala ziakov
viest k uvaZzovaniu, ako robit tieto rezy a ako sa pritom meni pocet stran
ziskaného geometrického utvaru. Nizgia aspesnost Ziakov pri rieSeni tlohy 5
savisi aj s tazkostami ziakov pri dodrzani v8etkych troch podmienok. Pri-
¢inou opisovaného javu moze byt aj skutocnost, Ze vyucovanie geometrie je
viac zamerané na rozvoj statickych reprodukénych predstéav a zanedbava
sa predstava pohybu [3]. Najvi¢sou prekazkou pri rieSeni tlohy bolo najst
dva rezy, ktoré umoznia z obdlznika vytvorit pafuholnik. Niektori Ziaci
sice dodrzali podmienku o obsahu atvaru, ale vytvorili §estuholnik alebo
vyuzili viac ako dva rezy.

Pri rieSeni tlohy 5 Ziaci vyuzivali najcastejsie dva postupy. V prvom
postupe sa snaZili najprv oddelovat utvary a aZ potom pocitali obsah
ziskaného utvaru. Pri tomto postupe sa nemuselo podarit Ziakovi vytvorit
pituholnik (pozri obrazok 5 vlavo). Utvar zobrazeny na tomto obrazku
ma pozadovany obsah, ale nesplha dalsie podmienky zo zadania tulohy.
Druhy postup zac¢inal avahou o obsahu atvaru, ktory je potrebné oddelit
od daného obdlznika. Takto postupoval Ziak, ktorého rieSenie je zobrazené
na obrazku 5 vpravo. Ziak najprv vyznacil §tvorec s obsahom 9 $tvorcéekov,
ktory je potrebné oddelit od obdiznika. Potom polovicu tvorca oddelil
a v dalsom kroku sa snazil oddelit utvar s obsahom 4,5 §tvoréekov takym
sposobom, aby vyslednym ttvarom bol péatuholnik.

D C D

V. )
// Yk

/

A B A B

Obr. 5 Ukazka ziackych rieseni tlohy 5 nespliajtcich vietky podmienky

Vagsina spravnych ziackych rieSeni viedla k vytvoreniu symetrického
utvaru. Prekvapilo nés, Ze ani jeden Ziak nenasiel jednoduchsie rieSenie za-
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lozené na odrezani jedného radu tvoréekov pozdlz jednej strany obdlznika
v prvom kroku rieSenia tulohy. Pozorované nedostatky a chyby v ziackych
rieSeniach tloh poukéazali, Ze bolo vhodné venovat viac ¢asu upevneniu
a prehlbeniu vedomosti a zruénosti.

Vyucovanie pomocou digitalnych technol6gii predstavuje pre stcasni
generaciu ziakov spojenie medzi vyucovacim predmetom a redlnym Zzivo-
tom. Prostredie dynamickej geometrie prinidSa nové sposoby vykonavania
uéebnych ¢innosti a umoziuje Ziakom ziskavat nové skuisenosti. Vyznamny
potencial dynamickej geometrie je aj v podpore badatelskych pristupov
k vyu€ovaniu matematiky zaloZenych na manipulécii s objektmi.

V ¢lanku je opisand interaktivna kniha vytvorena so zdmerom podporit
porozumenie geometrického konceptu vzorcov na vypocet obsahov zaklad-
nych typov itvarov a rozvijat geometrickt predstavivost ziakov. Aj ked sa
ziaci dopustali viacerych druhov chyb pri vyuzivani osvojenych vedomosti
pri rieseni uloh, devit Ziakov vedelo aspon v jednej ulohe spravne vyuZit
transforméacie utvarov pri vypocte obsahu alebo pri vytvarani atvarov s po-
zadovanym obsahom. Miera vplyvu interaktivneho u¢ebného materialu na
geometrické predstavy a znalosti ziakov zavisi okrem didaktického spraco-
vania uéebného materialu a sposobu jeho vyuzitia ucditelom aj od dalsich
faktorov, medzi ktoré patria predchédzajuce vedomosti ziakov a turoven
rozvoja ich geometrického myslenia.
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