Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy.
Jejich feSeni miiZete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2025 na adresu: Redakce
¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou
cestou na emailovou adresu mfiQupol.cz. Zajimava a origindlni feSeni tiloh
radi zvefejnime.

Uloha 303

Dokazte, Ze pro velikosti «, £, v vnitinich ahla libovolného trojahelniku
plati nerovnost

| ©

sin acsin 8 cos«y + sin « cos B siny + cos asin B siny <

Kdy nastane rovnost?
Jaroslav Svrcek
Uloha 304
Ttida na zacatku hodiny télocviku nastupuje do fady s pravidelnymi
rozestupy, kazdy zak na svoji pevné piifazenou znacku. Horacek ale jednou
presvédcil své spoluzaky, aby misto toho vSichni nastoupili na znacky tak,
ze soucet vzdalenosti vSech zakt od aktualné obsazené k pfedem pfifazené
znacce byl nejvyssi mozny. Urcete pocet takovych poradi pro 2n zaku.
David Hruska

V nésledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 299 a 300, jejichz zadani jsme
zvefejnili v prvnim ¢isle tohoto (34.) ro¢niku naseho Casopisu.

Uloha 299

Je déan trojuhelnik ABC a bod D leZici na p¥imce AB, D # A, D # B.
Oznatme ka(Sa;74), kp(Sp;rp) po Fadé kruZnice opsané trojuhelnikiim
ADC, BDC.

a) Urcete polohu bodu D tak, aby obsah trojahelniku S4.S55C byl co
nejmensi.
b) Urcete polohu bodu D tak, aby trojahelniky S4SpC a ABC byly

shodné.
Jaroslav Zhouf
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Reseni. Abychom nemuseli zv1ast diskutovat vSechny moznosti velikosti
ahld, v8echny dhly budeme pokladat za orientované. Ozna¢me Mp stied
usecky AC. Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu je velikost thlu
CS 4 A rovna dvojnasobku velikosti thlu CDA, tuto velikost oznacime §.
Trojuhelnik C'S4 A je rovnoramenny, velikost thlu C'S4 Mp je tedy . Jeli-
koz S4S5p je osou usecky C'D, podobnou uvahou zjistime, ze uhly C'S45p
a CAB jsou shodné, jejich velikost ozna¢me a. Kone¢né i uhly C'SpSs a
C BA jsou shodné, jejich velikost oznacime (3, viz obrazek.

Podle véty wu tak jsou trojuhelniky C'S4Sp a CAB podobné, pokud
oznacime b délku strany AC, je koeficient podobnosti téchto trojuhelnikt
roven |CS4|/|CA| = ra/b. Z pravouhlého trojuhelniku CMpS4 plyne
|CSal/|CMp| =ra/(b/2) =1/sind, tedy ra/b=1/(2sin?).

a) Trojuhelnik C'S4Sp je tak nejmensi, pokud je sind nejvétsi, tedy
v pfipadé § = 90°, coz znamené, ze D je patou vysky z vrcholu C. Vzhle-
dem k podminkdm tlohy mé tato ¢ast FeSeni pokud « # 90° # (3, jinak
bod D splyne s jednim s vrcholu A, B.

b) Trojuhelnik C'S4Sg je shodny s trojahelnikem C'AB, jestlize sin§ =
1/2, tedy v pfipadé § = 30°, coz znamena, Ze tsecka C'D svira se stranou
AB 1hel o velikosti 30°. Vzhledem k podminkdm tlohy méa tato ¢ast dvé
feSeni pokud «, 8 ¢ {30°,150°}, jinak bod D splyne s jednim s vrcholi A,
B. V opafném pripadé ma tuloha jedno feseni (pokud jeden z thla padne do
této mnoZiny), nebo zadné FeSeni v p¥ipadé rovnoramenného trojahelniku
ABC, jehoz ramena AC a BC' sviraji se zakladnou AB thel 30°.

Spravna FeSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chaloved, Frantisek Jachim z Volyné, Dominik Derenda, Michat Fronczek,
Filip Zdebik, vsichni II LO Tarnowskie Gory (Polsko), Tereza Kubinovd,
G Praha 9, Litoméficka.

Neuplné feSeni zaslal Bartosz Wieczorek, 11 LO Tarnowskie Gory (Pol-
sko).
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Uloha 300
Necht a, b, ¢ jsou délky stran v libovolném trojuhelniku a t,, tp, t.
délky odpovidajicich téZnic (v obvyklém znaceni). Urcete nejmensi moZnou
hodnotu vyrazu
a’> b 2

:E“r‘g-f—f.

v 2

Jaroslav Svrcek

Resent. Podle zndmych vzorci pro délky téznic trojihelniku plati

2 _ 132,12 1.2 2_ 1.2 1,2 132 2 _
ty = 50"+ 5¢ a®,  ty, =3¢ +za°— 307, 7

1.2 172 1.2
1 §a+§b710

Tyto vzorce budeme chéapat jako soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych
a?, b?, ¢® s parametry t2, t2, t2. Jejim feSeni dostaneme
a® = gtl% + %ti - %tiv
b =3¢+ 312 — 243, (1)
= §th + Bty — 5to.

Dosazenim do vyrazu V a naslednou tpravou pak ziskdme

8 (2 2 8 [tz 2 8 (12 2 4
V=_|Z2yb )y 2 (b)) 2 (el 2
9 (tg t2 9\ez2 2 9 \t2 2 3
Upravou nerovnosti (z —y)? > 0 pro kladna realna ¢isla 2, y dostaneme
% + % > 2, pfi¢emZ rovnost nastane pro x = y. Trojnadsobnym uzitim této
nerovnosti pro kladné redlné &isla 2, t2, t2 ve vyrazu V dostaneme

V: § <t‘21 + t§>+8 (t% + t3>+8 (tg + t?l)_4 > E_FLG_’_E_é =4
9\ez t2) 9\ ) 9\ ) 379 9 9 3 7
pfiem? rovnost zde nastane, pravé kdyz t2 = t? = t2. Po dosazeni do (1)
dostaneme a2 = b? =% = %ti, tedy trojuhelnik je rovnostranny.
Spréavné Feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Dominik Derenda, Michat
Fronczek, Filip Zdebik, vsichni II LO Tarnowskie Gory (Polsko), Tereza

Kubinovd, G Praha 9, Litoméricka.

Netplné teSeni zaslali Pawet Chwiedoruk a Bartosz Wieczorek, oba
II LO Tarnowskie Gory (Polsko).

Dne 17. 7. 2025 nés bohuzel opustil dlouholety fesitel této rubriky pan
Jozef Mészéaros z Galanty.
Pavel Calabek
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