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V ¢lanku si ukdzeme, jak lze navrhnout efektivni algoritmus pro feSeni
aloh typu Kolika riznymi zpiisoby lze néco udélat? Postup feSeni si pred-
vedeme na tfech zdanlive zcela rozdilnych tlohach: kolika riznymi zptisoby
muzeme dojet z jednoho bodu silni¢ni sité do druhého, kolika rtznymi zpi-
soby lze vydlazdit pésinu pomoci dlazdic zadanych rozmeért, kolik existuje
riznych binarnich stromt dané velikosti. Jak uvidime, zékladni princip
feSeni v8ech téchto tloh bude shodny — pouZijeme metodu dynamického
programovani.

Dynamické programovani je programovaci technika pouZivané tehdy,
kdyZz zadanou tlohu pro vstupni data velikosti N sice neumime bezpro-
stfedné vyresit, ale jeji feSeni dokdZzeme pomérné snadno sestavit z vy-
sledkt uloh stejného charakteru, ale pracujicich s mensimi vstupnimi daty.
Pro velmi mala vstupni data (napf. pro N = 1) byva FeSeni ulohy trivi-
alni. Vyfesime tedy nejprve tuto trivialni dlohu pro N = 1, pomoci jejiho
feSeni pak o néco vétsi ilohu pro N = 2, s vyuzitim vysledkua téchto dvou
iloh dale vyfesime ulohu pro N = 3, atd. Takto stale postupujeme, dokud
nedojdeme az k vyfeSeni tilohy ptivodné pozadované velikosti. Na vysledky
v8ech téch mensich FeSenych tloh se nas nikdo neptal a my je ani nedavame
na vystup, ale ukladdme si je a vyuzivime je pfi vypoctu feSeni vétsich
tuloh.

Detailni prace s ulozenymi hodnotami se lisi u rtznych konkrétnich
aloh, ale princip ztustava vzdy stejny. V nékteré tloze pouzijeme kazdou
zapamatovanou hodnotu pouze jednou, ¢asto ale budeme vyuzivat tutéz
uloZenou hodnotu postupné vicekrat. Nékdy se dokonce stane, ze nékteré
zaznamenané hodnoty nevyuzijeme vibec, ale to pfi jejich postupném vy-
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poc¢tu dopfedu nevime a pro jistotu si je ukladdme vSechny. Nékdy je
zapotiebi pamatovat si v tabulce po celou dobu vypoctu vysledky vSech
mensich tloh, nékdy naopak odvodime feSeni pro data velikosti N tfeba
jen na zékladé vysledku ziskaného pro N — 1 a sta¢i tedy pamatovat si
v kazdém kroku vypoctu jenom jednu pfedchozi hodnotu. V8echny tyto
varianty si postupné predvedeme.

Dynamické programovani se pouziva zejména pro FeSeni dvou zaklad-
nich typi algoritmickych tloh:

1. pro kombinatorické tlohy odpovidajici na otazku, kolika rtznymi

zpusoby lze néco udélat,

2. pro optimaliza¢ni dlohy odpovidajici na otazku, jak nejlépe lze néco

udélat.

V tomto ¢lanku se budeme vénovat pouze prvnimu pfipadu a ukdzeme si
nékolik prikladi takovych tloh. K tloham druhého typu se vratime nékdy
jindy.

Za¢neme jednoduchym piikladem z teorie grafii. Mame zadan acyklicky
orientovany graf s N vrcholy. Slovo acyklicky znamené, Ze graf neobsa-
huje zadny cyklus, neboli neobsahuje Zddnou orientovanou cestu, po niz
bychom pfigli zpét do vychoziho vrcholu. Kazdy orientovany graf bez cykla
je mozné topologicky uspotradat, tzn. oznacit jeho vrcholy rtiznymi celymi
¢isly od 1 do N takovym zpusobem, Ze kazda hrana grafu povede z vrcholu
s mensim ¢islem do vrcholu s vétsim ¢&islem. Jinymi slovy, pokud v takto
o¢islovaném grafu existuje orientovana hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j,
potom i < j. Predpokladejme tedy, ze zkoumany graf je jiz topologicky
uspordadan. Méme za tkol urcit, kolik existuje riznych cest z vrcholu 1 do
vrcholu N.

Zadany graf si muZeme pfedstavit jako silniéni sit s jednosmérnymi silni-
cemi mezi N mésty, ktera jsou o¢islovana od 1 do N podle vySe uvedeného
topologického usporadani. Chceme zjistit, kolika rtznymi zptsoby lze po
silnicich dojet z mésta 1 do mésta V.

Ulohu je mozné fesit prohledavanim zadaného grafu do hloubky. Pro-
hledavat zac¢neme ve startovnim vrcholu ¢islo 1. Diky acykli¢nosti grafu
se vibec nemusime zabyvat evidenci jiz navstivenych vrcholi, vypocet se
nemuze zacyklit. Sta¢i tedy jenom pocitat, kolikrat béhem prohledévani
celého grafu pfijdeme do cilového vrcholu N. Tim ziskdme poZzadovany vy-
sledek. Implementace takového feSeni pomoci rekurzivni funkce je snadna,
ale podstatnou nevyhodou tohoto postupu je jeho neefektivita. Pocet riz-
nych cest z vrcholu 1 do vrcholu N muZe byt znacny, v nékterych grafech
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aZ exponenciilni vzhledem k poétu vrcholu N. Algoritmus bude kazdou
z téchto cest prochazet, takze jeho asymptoticka ¢asovi slozitost bude
v nejhorsim piipadé exponencialni vzhledem k N.

V nésledujici ukdzkové implementaci predpokladame, ze zadany acyk-
licky orientovany graf je jiz topologicky uspofadéan a je reprezentovan ma-
tici sousednosti g. Hodnota g[z][y] je typu boolean a uréuje, zda existuje
orientované hrana z vrcholu x do vrcholu y.

def pocet_cest(g, N):
pocitadlo = 0

def pruchod(v):
if v ==
nonlocal pocitadlo
pocitadlo += 1
else:
for k in range(v+1l, N+1): # hrana do vrcholu k
if glv][k]: pruchod(k)

pruchod (1)
return pocitadlo

Nyni si ukdZzeme podstatné lepsi feSeni téze tlohy pomoci dynamického
programovani. Budeme si postupné pocitat, kolik existuje rtiznych cest ze
startovniho vrcholu 1 do vrcholu ¢ pro v8echna ¢ = 1,2,3,...,N. Tyto
hodnoty ¢[i] si budeme ukladat do jednoduché tabulky tvofené jednoroz-
mérnym polem velikosti N. Zjevné plati ¢[1] = 1, hledanym vysledkem pak
bude posledni hodnota t[N]. Zbyva ukazat, jak spoc¢itame t[i] pro i > 1,
kdyZ uz zname piedchozi hodnoty ¢[1], ¢[2], ..., t[i — 1]. Kazda cesta z vr-
cholu 1 do vrcholu ¢ musi kon¢it hranou vedouci z néjakého vrcholu k
do vrcholu i. Vzhledem k topologickému o¢islovani vrchola grafu vime, ze
k < i ahodnotu t[k] proto jiz zname. Hodnotu ¢[i] tedy ziskame jako soucet
viech t[k] takovych, Ze v grafu existuje hrana z vrcholu k do vrcholu .

Do kazdého vrcholu vede méné nez N hran, takze kazdé t[i] spocitame
v Case O(N). Postupné poéitame N hodnot ¢[1], t[2], ..., ¢[N], a proto
celkova asymptoticka asova sloZitost uvedeného algoritmu je O(N?). Pro-
storova slozitost je O(NN), nebot si musime v poli ¢ pamatovat vSech N
postupné pocitanych hodnot.

Také v této programové ukazce predpokladame, ze zadany acyklicky
orientovany graf je jiz topologicky usporadan a je reprezentovan stejné
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jako minule matici sousednosti g. Hodnota g[x][y] ur¢uje, zda existuje ori-
entovand hrana z vrcholu x do vrcholu y.

def pocet_cest(g, N):
t = [0] * (N+1)
t[1] =1
for i in range(2, N+1): # cesty do vrcholu i
for k in range(1, i): # hrana z vrcholu k
if glkl[i]: t[i] += t[k]
return t[N]

Ve druhé tloze budeme dlazdit pésinu Sitky 2 a délky N. Pouzijeme
k tomu N obdélnikovych dlazdic o velikosti 1 x 2 (délkova jednotka zde
neni podstatna). Cela pé&sina musi byt pokryta dlazdicemi, Zadné dvé dlaz-
dice se nesmi prekryvat. Nasim tkolem je urcit, kolik riznych zpisobi
vydlazdéni existuje.

Resent tlohy opét zaloZime na metod& dynamického programovani. Bu-
deme postupné pocitat, kolika riznymi zpusoby lze vydlazdit pésinu délky
i pro ruzné délky i = 1,2,3,..., N. Takto ziskané hodnoty ¢[i] si budeme
ukladat do pole. Snadno ur¢ime prvni dvé hodnoty t[1] = 1, t[2] = 2.
UkéaZzeme, jak spocitat hodnotu ¢[i] pro i > 2 na zakladé jiz znamych pred-
chozich hodnot. Na tplném konci vydlazdéné pésiny délky ¢ mohou nastat
dvé pripady. MiZe tam byt
— bud jedna dlaZdice napti¢ a pred ni vydlazdéna pé&sina délky i — 1, coz

znamend t[i — 1] moZnosti,

— nebo dvé dlazdice polozené podélné vedle sebe ve sméru pésiny a pied
nimi je vydlazdéna pésina délky i — 2, coZ piedstavuje dalsich ¢[i — 2]
mozZnosti.

Zadna jina moznost vydlazdéni neexistuje, takze t[i] = t[i — 1] + t[i — 2]

pro ¢ > 2. Pozadovany vysledek pro pésinu délky IV ziskame jako posledni

hodnotu v poli, tedy ¢islo ¢[N].

Kazdou z N hodnot t[1], ¢[2], ..., t[N] spocitame tentokrat v konstant-
nim Case, takze celkova asymptotickéd ¢asova slozitost popsaného feSeni je
pouze O(N). Podle vySe uvedeného algoritmu pocitdme a ukladame po-
stupné N hodnot t[i], coz vede k feSeni s prostorovou slozitosti O(N).
Miuzeme ho snadno zapsat ve tvaru funkce v Pythonu:

def pocet_dlazdeni(N):
t = [0] * (N+1)
t[1], t[2] =1, 2
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for i in range(3, N+1): # polet dlazdéni délky i
t[i] = t[i-1] + t[i-2]
return t[N]

Vsimnéte si, Ze na rozdil od pfedchozi ulohy spocitame kazdé t[i] pouze
pomoci dvou bezprostfedné predchazejicich hodnot t[i — 1], ¢[i — 2]. Ve
skute¢nosti tedy vibec nepotifebujeme pole t velikosti N. Misto néj vy-
staéime se dvéma proménnymi na ulozeni dvou dosud poslednich hodnot,
starsi hodnoty si nemusime pamatovat. P¥i dobré implementaci méa tak celé
feSeni dokonce konstantni prostorovou slozitost, jak ukazuje i nasledujici
funkce:

def pocet_dlazdeni(N):
a, b=1, 2
for i in range(3, N+1): # polet dlazdéni délky i
a, b=>b, a+b
return b

Poznamenejme jesté, Zze takto ziskana posloupnost hodnot
tli] =1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, ...

je v matematice velmi znamou posloupnosti Fibonacciho &isel.

Ve tietim prikladu budeme zkoumat, kolik existuje riznych binarnich
stromu tvofenych pfesné N vrcholy. Binarnim stromem rozumime orien-
tovany strom s jednim vyzna¢nym vrcholem (kofenem), ze kterého vede
cesta do v8ech ostatnich vrcholi. Kazdy vrchol miize mit nejvyse dva po-
tomky. Kazdy vrchol kromé kofene mé pravé jednoho piedka, kotfen predka
nema.

Také tuto ulohu budeme fesit dynamickym programovanim. Postupné
uréime pocet binarnich stromu s 0 vrcholy, s 1 vrcholem, se 2 vrcholy, ...
atd. Ziskané hodnoty si budeme ukladat do pole ¢, takze t[i] bude urcovat
pocet riznych binarnich stromu tvorenych ¢ vrcholy. Hledanym vysledkem
bude tudaj t[N]. Nejprve opét stanovime pocateéni hodnoty, zjevné ¢[0] = 1,
t[1] = 1. Nyni potfebujeme odvodit vzorec pro vypocet t[i] pro i > 1, kdyz
uz zname hodnoty ¢[0], ¢[1], ..., t[i — 1].

Binarni strom tvofeny i vrcholy méa jeden vrchol v kofeni a o zbyva-
jicich ¢ — 1 vrcholt se musi podélit levy a pravy podstrom. Je-li v levém
podstromu k vrchol, pak v pravém jich bude ¢ — k — 1. Kazda volba
k=0,1,2,...,2—1 vede k jinému celkovému tvaru binarniho stromu. Pro
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zvolené k ma levy podstrom ¢[k] riznych moZnych tvari, zatimco pravy
podstrom mé t[i — k — 1] riiznych moznych tvari. Pfitom kazda kombi-
nace levého a pravého podstromu predstavuje jiny celkovy tvar stromu, coz
pro pevné zvolené k dava t[k] - t[i — k — 1] moZnosti. Pocet v8ech riznych
binérnich stromi s ¢ vrcholy pro i > 1 tedy muzeme vyjadfit takto:

t[i] =¢t[0] - t[e — 1) + ¢[1] - ¢[i — 2] + ¢[2] - ¢[i — 3] + - - - + t[i — 1] - t[O]

Z vyse uvedeného vzorce pro vypocet t[i| je ziejmé, Ze kazdou hodnotu
t[i] spocitame v ¢ase O(NN). Postupné urc¢ujeme hodnoty ¢[0], ¢[1], t[2], ...,
t[N], takZe asymptoticka Gasova slozitost celého vypoétu je O(N?). Pri
vypoctu t[i] vyuzivime vSechny pfedchazejici hodnoty, které proto mu-
sime mit uloZené v datové struktuie velikosti O(NN). Prostorové sloZitost
popsaného algoritmu je tudiz O(N.

Opét si ukdzeme, jak miize vypadat jednoducha implementace popsa-
ného FeSeni pomoci funkce v Pythonu:

def pocet_binstromu(N):
t = [0] * (N+1)
t[0], tl1] =1, 1
for i in range(2, N+1): # binadrni stromy s i vrcholy
for k in range(i): # polet vrchold v levém podstromu
t[i] += t[k] * t[i-k-1]
return t[N]

Na zavér pro zajimavost doplnime poznamku, Ze takto ziskana posloup-
nost Cisel

1,2,5,14,42, 132,429, 1430, 4862, 16 796, 16 796, . . .

je v matematice znama jako Catalanova ¢isla. Nachazi uplatnéni pii feseni
fady ruznych kombinatorickych problému. N-té Catalanovo ¢islo lze spo-
¢itat podle explicitniho vzorce bez vyuziti dynamického programovéani, to
ale neni namétem naseho ¢lanku a pripadni zajemci si mohou informace
sami dohledat.
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