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Vite, ze pouhym pfeklddanim listu papiru se daji vymodelovat kuzelo-
seCky? Vezméte si list papiru, pfi jeho dolnim okraji uprostied vyznacte
bod A a prehnéte list tak, aby jeho dolni okraj prochézel bodem A. Pak
list narovnejte do ptavodni polohy. Kdyz postup nékolikrat zopakujete a
vytvofite rtizné piehyby, zjistite, Ze obaluji parabolu (obr. 1).

A

Obr. 1: Modelovani paraboly prekladanim papiru

Clanky [1], [2] zmiiiuji podobné postupy i pro vymodelovani elipsy a
hyperboly. Nas prispévek je rovnéz vénovan této problematice. Navic si
ukézeme tzkou souvislost takového modelovani s Heronovou tilohou.
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Heronova uloha

Heron Alexandrijsky (10-75 n.l.) zkoumal ve spisu Catoptrica zédkoni-
tosti sifeni svétla. Pfedpokladal, ze svétlo se sifi vzdy tak, aby jeho trajek-
torie méla minimalni délku. Tento princip nejkratsi drahy pouzil k vyfeseni
problému, v jakém misté na zrcadle se musi svételny paprsek odrazit, ma-li
se odrazem dostat z bodu A do bodu B. Matematické varianta problému
se nazyva Heronova tloha: V roviné je ddana primka p a body A, B, které
na ni nelezi. Sestrojte bod C' € p tak, aby pro vsechny body X € p, X # C
platilo |AX| + |XB| > |AC| + |CB|.

Stejnou situaci popisuje také nasledujici slovni tloha: Jezdec na planiné
md namiteno z bodu A do bodu B. Cestou musi napojit koné u veky, kterou
predstavuje primka p. Najdéte misto, kde md jezdec koné napojit, aby jeho
cesta byla co nejkratsi.

V pripadé, ze kazdy z bodu lezi v jiné poloroviné uréené primkou p, je
feSeni trividlni: jezdec pojede pfimo z bodu A do bodu B a bude doufat,
ze se mu podaii feku piebrodit. Tedy, bod C' je prusecikem piimky AB a
primky p.

Zbyvéa nadm piipad, kdy oba body lezi ve stejné oteviené poloroviné
urcené primkou p. P¥i hledani bodu C' vyuzijeme osovou soumérnost podle
piimky p: obraz bodu A v osové soumérnosti podle osy p si oznaéime A’
a zvolime bod C jako priisecik tsecky A’B a primky p. Vyznaéme si na
primce p bod X rtzny od bodu C (obr. 2). Pak z osové soumeérnosti plyne
rovnost

|AX|+|XB|=|A'X|+|XB|,
z trojuhelnikové nerovnosti v trojihelniku BA’X dostavame
|A’X| + |XB| > |A'B|
a z faktu C' € A’B s pomoci osové soumérnosti zjistime, ze
|A'B| = |A'C| + |CB| = |AC| + |CB|.
Dokazali jsme, ze pro libovolny bod X € p rtzny od bodu C je
|AX|+ |XB| > |AC| + |CB,

tedy cesta pres bod C' je nejkratsi.

Konstrukci bodu C' jsme dokazali jeho existenci i jednoznacnost.
7Z teSeni pripadu, kdy oba body lezi ve stejné oteviené poloroviné, na-
vic plyne, ze pfimka p se dotykd v bodé C elipsy {X; |AX|+ |XB| = s},
kde s = |AC| + |CB| > |AB]|.
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Obr. 2: Rozbor situace pro elipsu

ZAiména zavislosti

V Heronové tloze bylo dano A, B, p a hledali jsme bod C' € p a ¢islo s
tak, aby

s =]AC|+|CB| < |AX|+ |XB| provsechna X €p, X £C. (1)

Pozménme ji nyni tak, Ze budou ddny body A a B s ¢islem s > |AB| a
budeme hledat pfimku p s bodem C' € p spliujici vztah (1).

Z podminky |A’B| = s plyne, ze bod A’ lezi na kruznici k se stiedem
B a polomérem s. Ke kazdému bodu A’ € k pak lze sestrojit pfimku p
jako osu usecky AA’ a bod C jako prisecik usecky A’B s pfimkou p. Jak
plyne ze vztahu (1), je pfimka p te¢nou elipsy, kterd ma ohniska A, B a
hlavni osu délky s. Bod C je bodem dotyku. VSechny takové primky p tedy
obaluji elipsu {X; |AX|+ |XB| = s}, kterd je mnoZinou v8ech moznjch
bodu C.

Zabyvejme se dale situaci, kdy 0 < s < |AB|. Trojihelnik ABC z obr. 2
za této podminky neexistuje, protoze neplati trojihelnikova nerovnost. Pro
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témér kazdy bod A’ € k(B;s) vSak mizeme sestrojit bod C' jako pruseéik
piimky A’B s osou usecky AA’ (obr. 3).

Obr. 3: Rozbor situace pro hyperbolu

Z trojihelnikové nerovnosti |[A'B| > ||A'X| — | XB|| a z osové soumér-
nosti zjistime, Ze:

s=||AC| - |CB|| > ||AX| - |XB|| pro viechna X € p, X #C. (2)

Vsechny pfimky p nyni obaluji hyperbolu {X; HAX| — |XB|’ = s},
ktera je mnozinou vSech moznych boda C.
Poznamenejme, %e bod C' nelze sestrojit, kdyz A" € {T1,T>}, kde T,
T5 jsou body dotyku tecen z bodu A ke kruznici k. P¥imky p; a ps, které
jsou osami usecek AT} a ATy, jsou totiz asymptotami dané hyperboly.
Doporucujeme ¢tenéri, aby si promyslel specialni situace:
a) Pro A = B a s > 0 je mnozinou vSech bodii C' kruznice s polomé-
rem s/2.

b) Pro A # B a s =0 je mnozinou vSech boda C osa tisecky AB.

¢) Pro A# B, B — o0 a s > |AB] znazornime kruznici k v blizkosti
bodu A jako pfimku a mnozinou vSech bodu C' je parabola jako
limitni pfipad elipsy. Podobné pro A # B, s — oo a |AB| > s
vznikne parabola jako limitni pfipad hyperboly.
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Modelovani kuzZelosecek skladanim papiru

Prehnuti papiru, které umisti bod A’ na bod A vytvari prehyb, model
osy usecky AA’. Jestlize si tedy na pauzovaci papir narysujeme kruZnici k
se stfedem B a polomérem s a bod A v jeji vnitini oblasti, modelujeme
takovym piekladanim papiru pro rtizné body A’ € k pfimky, které obaluji
elipsu {X; |AX|+ |XB| = s} (obr. 4).

Obr. 4: Modelovéni elipsy prekladanim papiru

P¥imky obalujici hyperbolu {X; ||AX|— |XB|| = s} vytvoiime analo-
gicky, pokud bod A umistime do vnéjsi oblasti kruznice k (obr. 5).
Vyroba modelu paraboly byla popsana v tivodu. Postup mtzeme obmé-

nit tak, ze dolni okraj listu papiru nahradime pifimkou ¢, ktera neprochézi
bodem A.

Zavér

Modelovani kuzelosecek sklddanim papiru mize byt vitanym zpestie-
nim prace v zdjmové matematice. Kromé rozvoje dovednosti poskytuje
i netradi¢ni pohled na poznatky o vlastnostech tecen kuzelosecek. Ty se
v ucebnicich matematiky a deskriptivni geometrie probiraji obvykle su-
chou formou ,véta - dikaz“, kdezto zde jsou pfirozenymi disledky tvah
spojenych se zajimavou ¢innosti. Konkrétné méme na mysli vétu, ze tecna
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elipsy, resp. hyperboly piili tihel pravodict, a poznatky o tzv. fidici kruz-
nici kuzelosecky, kterou v nasich iivahach ptredstavuje kruznice k.

Radi bychom také zduraznili uzite¢nost vahy o zméné fixace parame-
tru, které v tloze vystupovaly — fixace parametru s, puvodné zavislého
na umisténi objektd A, B a p, umozZnila pfechod od Heronovy tlohy k tec-
nam kuzelosecek. Fixace parametri patii k zakladnim matematickym me-
todam.

Popsané ¢innosti je mozné vizualizovat prostfednictvim dynamické geo-
metrie. Tomuto tématu se budeme podrobné vénovat v nékterém z pristich
Cisel Casopisu.

Nakonec bychom radi upozornili na webové stranky zaméfené na meto-
dy reseni geometrickych tloh www.pf. jcu.cz/stru/katedry/m/mrg.html,
na nichz ¢tenaf najde uvedenou problematiku zpracovanou s vyuzitim
Cabri geometrie a kromé ni i fadu dalSich zajimavych informaci.
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Obr. 5: Modelovani hyperboly prekladanim papiru
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