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Pre vyucbu pravdepodobnosti je stale charakteristické riesit lohy pro-
strednictvom klasickej definicie pravdepodobnosti s vyuzitim kombinato-
rickych vypoctov. Tento pristup je pre mnohych zZiakov naro¢ny. Nazda-
vame sa, ze nespravne predstavy ziakov vyplyvaja z nedostatku skiisenosti.
Domnievame sa, Ze tieto sktisenosti je mozné ziskat prave simulédciou a
vlastnym experimentovanim.

Preto v tomto ¢lanku navrhujeme spdsob vyuzitia simulécie a experi-
mentovania pri vyucovani pravdepodobnosti prostrednictvom Statistickej
metédy znamej ako metéda Monte Carlo.

Podstatou tejto metddy pri simulécii hodn6ét nahodnych premennych je
vyuzitie ndhodnych ¢isel. S rozvojom tejto metddy st spité mena S. M.
Ulama a J. von Neumanna ([1]).

Ako je uvedené v literatare [5], usudzovanie spojené so stochastickou
simuléciou, formulovanie vierohodnych tsudkov vyplyvajuacich zo Statistic-
kych tidajov, zbieranie a spracovanie Statistickych dat st dolezitymi prv-
kami stochastického vzdelavania. Preto v ¢lanku navrhujeme, ako metédu
Monte Carlo spristupnit Ziakom. Teoretické pozadie problémov a ilustra-
cie simulécii st uvedené len pre éitatela, ktory chce hlbsie preniknitf do
rieSenych problémov. Neodporti¢ame ho demonstrovat na beznej hodine
matematiky pre ziakov strednej skoly, kedZe k jeho pochopeniu je nutné
poznat zaklady pravdepodobnosti a matematickej Statistiky preberanej
v zakladnych vysokoskolskych kurzoch. Riesenie navrhnutého problému
(bez jeho matematického zdovodnenia) odporacame pre Ziakov strednej
skoly po oboznameni sa s pojmom aritmeticky priemer.

V ¢lanku respektujeme zakladné fazy metédy Monte Carlo, tak ako boli
navrhnuté v [7, s. 506-524]. St nimi:

e konstrukcia simula¢nej schémy (pojem vysvetlime neskor),
e urcenie sposobu realizacie simulacnej schémy pomocou generatorov
nahodnych hodnét,
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e identifikovanie parametra (charakteristiky), ktorého hodnotu chceme
odhadnt,

e zbieranie a spracovanie Statistickych tdajov vhodnymi nastrojmi,

e urcéenie hodnoty parametra (charakteristiky) na zéklade ziskanych uda-
jov,

e faza interpretacie.

KedZe v ¢lanku pracujeme s nasledujicimi pojmami, pripomenieme ich
definicie.

Pod nahodnym pokusom rozumieme jav, experiment, o ktorého priebehu
a vysledku rozhoduje ndhoda, pricom mnozina vysledkov pokusu je ko-
necné alebo spocitatelna a pre kazdy vysledok mozno kvantitativne ohod-
notit pravdepodobnost, s akou sa pokus tymto vysledkom skondéi [3, s. 14].
(Nahodny pokus oznac¢ujeme podla [2] gréckym pismenom 4.)

Stochasticky model nahodného pokusu ¢ je dvojica (2, p), kde 2 je mno-
Zina vSetkych vysledkov ndhodného pokusu § a p je funkcia, ktord kazdému

vysledku priradi pravdepodobnost, s akou ndhodny pokus é moze skoncit
tymto vysledkom ([3, s. 36, 44, 62]).

Sitmulacnd schéma ndhodného pokusu § je ndhodny pokus &5 vykoné-
vany prostrednictvom losovacich nastrojov s matematickymi vlastnostami
(prostrednictvom kociek, trn, ruliet, minci), ktory ma s ndhodnym poku-
som ¢ izomorfny stochasticky model ([3, s. 98], [2, s. 255]).

Odhad strednej hodnoty nahodnej premennej metédou Monte
Carlo

V rédmci roznych reklamnych kampani sa spolo¢nosti pokasaji zvysit
svoj predaj tym, Ze do jednotlivich baleni pridavajt atraktivne ceny. Casto
je ziskanie tejto odmeny podmienené vyzbieranim série 16sov, ktoré st do
tychto baleni pridané.

Nasou snahou je pretransformovat tento problém do Zziackeho prostre-
dia.

Realny problém — Motivacia

V kaZdom balent ceredlii je iba jedna zo série Siestich postaviciek z roz-
pravky Madagaskar. Po vyzbierani a predloZeni celej série postaviciek vy-
robca garantuje jedno balenie zdarma. Kolko balent ceredlii moZeme ocakd-
vat, Ze je potrebné kipit, kym ziskame prdvo na vyhru? (Porov. [2, s. 342],
[7, s. 506].)
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V takto formulovanom probléme st zamlcané niektoré dolezité fakty.

e 6 postaviciek je rozdelenych do baleni rovnomerne.

e Jeden clovek zbiera samostatne postavicky. Predpokladame, ze nie je
mozne po Case zamiefiat uz nazbierané postavicky, v pripade, Ze sa
v zbierke opakuja.

e Predpokladame tiez, ze obchod, z ktorého nakupujeme, ma neobme-
dzené mnozstvo baleni pricom v kazdom z nich je jedna postavicka.
A aj po kupe balenia z danou postavickou sa pravdepodobnost kiipy
balenia s rovnakou postavickou neznizuje.

V probléme sa stretdvame s dvoma ndhodnymi pokusmi:

e kiipa balenia s ndhodnou postavickou (4),

e opakovanie kupy baleni tak dlho, az ziskame celt sériu postaviciek.
(Tento pokus ma ndhodny pocet opakovani. Dalej v texte ho oznacu-
jeme 9,.).

Riesenie problému prostrednictvom metédy Monte Carlo, v prvej faze,
vyzaduje uvedomenie, ze postavicky su v baleniach rozdelené rovnomerne.
Preto kiipe jedného zo siestich baleni zodpoveda hod kockou. Kazdej pos-
tavicke zodpoved4 jedno ¢islo na kocke. Preto pokus ¢, mozno simulovat
opakovanim hodu kockou tak dlho, az na nej padne kazdé z cisel aspon
raz. Tento analogicky pokus k pokusu 4, budeme oznacovat §;.

V druhej faze metédy Monte Carlo je potrebné popisat spdsob simu-
lacie ndhodného pokusu §; pomocou generatoru ndhodnych ¢isel. Upred-
nostnime skuto¢ni realizaciu pokusu §, s hracou kockou.

Kvoli hlbSiemu preniknutiu do problému navrhujeme sformulovat ana-
logickti matematick( dlohu, pricom jej samotnd formuldcia by mohla byt
vysledkom diskusie a analyzy problému so ziakmi:

Kolko krdt mozeme ocakdvat, Ze je potrebné hodit kockou, aby padli
véetky cisla od jedna po Sest?

Ceredlie kupujeme tak dlho, az ziskame cela sériu, resp. hadZeme kockou
dovtedy, az ziskame celd sériu ¢isel. Tento cas cakania na sériu je ndhodnou
premennou 7', ktord nadobtida hodnoty od Sest pocntic. Stredné (ocaké-
vand) hodnota F(T) ndhodnej premennej T je jej charakteristikou, ktora
je potrebné uréit v tretej faze metédy Monte Carlo.

Na zéklade statistickych tdajov ziskanych opakovanim nahodného po-
kusu §, bude mozné urcit aritmeticky priemer po¢tu opakovani pokusu d.
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Podla zdkona velkych ¢isel je aritmeticky priemer dobrym odhadom stred-
nej hodnoty nadhodnej premennej ([2, s. 484]). (Vychadzajic z nasich skad-
senosti s realizaciou vyucovacej hodiny podla tohto ndvrhu, je pouzitie
aritmetického priemeru prirodzenym objavom Ziakov. Ale pri samotnej re-
alizacii sme tejto faze ponechali vic¢si Casovy priestor a presunuli sme ju
a7 za Stvrtu fazu.)

V $tvrtej faze navrhujeme pouzit Tab. 1 na spracovanie ziskanych tuda-
jov. Jednotlivé riadky (od 1 do 10) znamenaji opakovanie pokusu ds.
V druhom az siedmom stipci st znézornené vysledky po hode kockou.
Posledny stlpec zachytéva celkovy pocet opakovani pokusu d.

Ako priklad uvddzame taki postupnost ¢éisel, ktord padla pri jednom ca-
kan{ na kompletna sériu (1, 6,4, 5,4, 6,2, 1, 3). Tdto situdciu sme zndzornili
v prvom riadku Tab. 1.

Pocet opakovani pokusu
1. |II| T |1 |II| 1 |II 9

10.

Tab. 1. Zaznam 10 pokusov §;s jedného ziaka

Névrh spoésobu zdznamu je vhodné ponechat na samotnych ziakov. V za-
vere ho odportucame zjednotit, aby sumarizacia vysledkov celej triedy pre-
behla ¢o najrychlejsie.

Tak ako sme spominali vyssie, strednt hodnotu nahodnej premennej 7'
odhadneme pomocou aritmetického priemeru

p= Z:'L:1 Di

n

)

kde p; oznacuje pocet opakovani i-tého pokusu &5 a n oznacuje celkovy
pocet uskutoénenych pokusov ds. Nakolko aritmeticky priemer je dobrym
odhadom strednej hodnoty ndhodnej premennej ([2, s. 484]), pri dosta-
to¢ne velkom n (t.j. dostatoénom opakovani pokusu d,) bude s pravdepo-
dobnostou blizkou 1 aritmeticky priemer P blizky teoretickej hodnote 14,7.

Vo faze interpreticie teda mozeme formulovat nasledujici tsudok:
V priemere 15 hodov kockou postacuje na ziskanie celej série cisel od 1
do 6.

A teda: Priemerne 15 baleni ceredlii kupime, kym ziskame celd sériu
postaviciek a tym prdvo na vyhru.
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Matematické zdé6vodnenie

V tejto Casti uvadzame podstatné kroky vypoctu strednej hodnoty bez
ich podrobného zdovodnenia. Tento vypocdet neodporicame prezentovat
ziakom. (Podrobnejsi sposob vypoctu Gitatel moze najst v [7, s. 347-348)
a [3, s. 339-342].)

Opakovanie kipy balenia s ndhodnou postavickou tak dlho, az ziskame
celt sériu, mozno rozdelit na Sest po sebe nasledujtcich faz. Nachadzanie
sa v j-tej faze (j € {0,1,2,3,4,5}) znamen4, Ze zatial sme nazbierali j roz-
nych postaviciek. Teda j-ta fiza je cakanim na jednu zo 6 — j postaviciek,
ktoré este nemame.

Dizka trvania tohto ¢akania je ndhodnou premennou, jej hodnotou je
pocet opakovani ndhodného pokusu § do ziskania balenia s novou posta-
vickou (vratane). Oznacujeme ju Tj.

Dlzka ¢akania, je sti¢tom dizok (trvani) jednotlivich faz, preto ndhodna
premenna T je stuctom

T=Ty+T1+To+ T3+ T, +Ts.

KedZe strednd hodnota st¢étu ndhodnych premennych je stctom
ich strednych hodnét ([3, s. 341, veta 9.10]), ziskanie E(T};) pre kazdé
7 €{0,1,2,3,4,5} vedie k ziskaniu E(T).

Bernoulliho pokus je ndhodnym pokusom s dvomi moznymi vysledkami
(jeden je oznacovany ako tspech, druhy ako netispech), ktorych pravdepo-
dobnosti st kladné ([3, s. 82]). Opakovanie ndhodného pokusu § v j-tej faze
(j € {1,2,3,4,5}) je Bernoulliho pokusom. Sta¢i kiipu novej postavicky
v j-tej faze interpretovat ako tispech a kipu postavicky, aktl uz mé, ako
neuspech. Ak pravdepodobnost, Ze nastal tspech, t.j. v j-tej faze sme k-
pili s novym balenim ceredlii aj postavicku, ktora nam chybala, oznacime
uj, potom

7 definicie strednej hodnoty! uréime stredny ¢as ¢akania na prvy tspech.
Pravdepodobnost s akou nahodna premenna 7); nadobtida hodnotu k£ € N
je rovna (1 — u;)*~1 - u;, ¢o zapisujeme nasledovne

P(T; =k) = (1—u)* "y

1Strednd hodnota ndhodnej premennej X so spoéitatelnym oborom hodnét
{z1,x2,...} je definovana ako sucet radu Y 2, ) - P(X = xy) ([3, s. 339]).
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Pre jej strednt hodnotu teda plati

[eS)
Zk 1—UJ l'Uj.
k=1

Pre u; spiﬁajﬁce podmienku 0 < u; < 1 je tento rad konvergentny a jeho
stcet je = ([3, s. 341]).

uj
Ostava najst E(Tp). KedZze pri prvej kipe vzdy ziskame nova posta-
vicku, je doba ¢akania rovna 1, a teda

E(Ty) = 1.

Ocakévany cas cakania na vSetky postavicky zo série je

E(Ty) + E(Ty) + E(T2) + E(T3) + E(Ty) + E(T5) =

Ing
g
=

!

6 3

Skusenosti z vyucovania

Tento problém sme riesili so Studentami Pedagogickej univerzity, ale aj
vo viacerych triedach gymnazii.

Studentom pedagogickej univerzity bol tento problém nastoleny pocas
zékladného kurzu pravdepodobnosti. I§lo o $tudentov uéitelského studia.
Tento problém bol rieSeny preto, aby sme zistili, ¢i jeho zadanie je zro-
zumitené. TaktieZz preto, aby sme zistili aké najcastejsie otdzky, ¢i po-
strehy odznejt a mohli sme sa na ne pripravit, kedze v dalsom kroku sme
planovali zadatf tento problém ziakom strednych gkol. Vysledky nésho po-
zorovania st zachytené v celom névrhu rieSenia problému predstaveného
v predchadzajuacich Castiach. Pre ilustraciu uvadzame vysledky z opakova-
nia pokusu d.

Na hodine bolo 52 Studentov a kazdy z nich opakoval tento pokus
10krat. Priemerny pocet doby ¢akania celej skupiny bol 14,68.

Nasledujuci graf zachytava informéciu o rozdeleni ndhodnej premen-
nej T
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Hystogram pocetnosti ndhodnej premennej T’
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pocet opakovani pokusu d;

Samotné zadanie problému a aj jeho rieSenie pomocou simulacie sa
stretlo s pozitivnym ohlasom. Ani v jednej triede gymnéazia vSak tento
sposob simulécie nepatril k prvym napadom Zziakov. Domnievali sme sa,
7e samotna tloha, v ktorej vystupuje prave Sest postaviciek je silnym vo-
ditkom k pouzitiu hracej kocky. Najcastejsie napady ziakov vsak boli:

e generovanie nahodnych ¢isel pomocou softvéru MS Exel,

e losovanie Siestich oznacenych listkov z klobiika s ich opdtovnym
navratom.

Domnievame sa, ze aj napriek tomu, ze v mnohych tlohach z pravdepo-
dobnosti vystupuju kocky, ziaci nemaji osobnti sktisenost s ich pouzitim
pri simulécidch na hodine matematiky a preto ich pouzitie spajaju pre-
dovsetkym s hrou a hazardom.

Zaver

V tomto ¢ldnku pontikame jeden z pohladov na proces pouzivania ma-
tematiky k rieSeniu mimomatematickych problémov. Ten je organizovany
v troch fazach a to vo faze matematizacie, faze vypoctov a dedukcie a faze
interpretacie. V prvej faze hladdme matematickti formuldciu mimomate-
matického problému, dalej rieSime uz matematicky problém matematic-
kymi prostriedkami a v zavere pontikame vysvetlenie ziskaného vysledku
v povodnom kontexte ([2, s. 131]).
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Na realizaciu fazy vypoctov a dedukcie v predlozenom probléme ziaci
nemaju potrebny matematicky aparat. Preto sme na jeho riesenie navrhli
metédu Monte Carlo. Hoci predlozeny problém vyzaduje len mélo vypoc-
tov, v skutoc¢nosti je hlboko matematicky a rozvija doélezité stochastické
kompetencie ([4, s. 248-249, 252], [2, s. 510]) akymi st schopnost prekladat
mimomatematicky problém do jazyka matematiky, navrhovat simulécie,
zbierat a organizovaf Statistické tdaje a v neposlednom rade formulovat
usudky typické pre stochastiku.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto cisle uvadime zadéani dalsi dvojice zacinajici tfeti
stovku. Jejich feSeni muzete zaslat nejpozdéji do 1. 4. 2014 na adresu:
Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou (pouze vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu)
na emailovou adresu: mfiQupol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi
uvefejnime.
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