MATEMATIKA

Ortocentricky ¢tyfstén

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budégjovice

V kazdém trojihelniku se vysky protinaji v jediném bodé, tzv. orto-
vepsan do kvidru AEBFGDHC s navzajem riznymi rozméry, se zadné
dvé telesové vysky neprotinaji. (Lze se o tom piesvéd¢it vypoctem, viz
tlohy 1 a 2 na konci ¢lanku.)

Pokud plati |AE| = |AF| = a a |AG| = b, obr. 1, je ¢tyfstén soumérny
podle navzajem kolmych rovin o = ABH, p' = CDE, a tedy i podle jejich
prusecnice, osy o Ctyfsténu, na niz lezi stfedy S1 a Sy ¢tvercovych podstav
AEBF a GDHC opsaného kvadru (tloha 3).

Obr. 1 Vysky ¢tyfsténu vepsaného do kvadru se ¢étvercovou podstavou.

Télesové vysky AAg a BBy jsou podle této osy soumeérné sdruZené.
Protinaji se tedy v ortocentu V; € o trojuhelniku AB.Ss. Analogicky se
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vysky CCy a DDy protinaji v ortocentru V, € o trojuhelniku C'D.S;. Plati

a2

SoVo| = |S1Vi| = — 1
|S2V2| = [S1Vi] = 5 (1)
(aloha 4), a tak se vSechny vysky ¢tyFsténu protnou v jediném bodé jen
tehdy, kdyZ a = b (pravidelny ¢ty¥stén vepsany do krychle).

V prispévku upfesnime podminky existence pruseciki vysek ¢tyfsténu
a pak se zaméiime na zakladni vlastnosti ortocentrického ¢tytsténu.

Definice 1

Ortocentricky ctyrstén je Ctyrstén, v némz se vSechny télesové vysky
protinaji v jediném bodég, tzv. ortocentru ctyrsténu. étyfstén, jehoz vrcholy
lze oznacit A, B, C a D tak, aby se vysky AAy a BBy protinaly v bodé V;
a vysky CCy a DDy v bodé Va # Vi, se nazyva semiortocentricky ctyrstén.
Ma4-1li étyfstén vSechny své vysky mimobézné, nazveme jej neortocentrivky
Ctyrsten.

Véta 1
Télesové vysky ze dvou vrchola étyfsténu se protinaji, pravé kdyz je
hrana témito vrcholy uréena kolma k protilehlé hrané étyrsténu.

Diikaz. Necht se vysky AAg a BBy ¢tyisténu ABCD protinaji v bodé Vj.
Plati-li V; € {A, B}, pak AB L ACD, nebo AB 1 BCD. Pro obég situace
tedy plati AB 1 CD.

Je-li Vi # A a Vi # B, lezi vys8ky AAg a BBy v jednoznané uréené
roviné p = ABV;. Pfimka AAg je kolma ke kazdé pfimce roviny BCD, a
BBy ke kazdé ptimce roviny ACD, viz obr. 2 vlevo. To v8ak znamena, ze
CD 1 AAy aCD 1 BBy neboli CD 1 p. Odtud AB 1 CD.

Obr. 2 Pruseciky Vi a Va vySek semiortocentrického ¢tyrsténu.
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Obréceng, plati-li AB | CD, pak existuje jediny bod F € CD, pro
néjz je rovina p = ABE kolméa na piimku CD. V trojuhelniku ABE se
vysky AAg a BBy protinaji v jeho ortocentru V;. Ze vztahtit AAg L BE a
AAg L CD plyne AAg L BC'D. Analogicky plati BBy L ACD, a tak se
primky AAqg a BB, protinaji v bodé V; i jako télesové vysky ¢tyisténu.

Pozndmka. Také vysky z vrcholt C, D se ziejmé protinaji v bodé V5 roviny
p' = CDF kolmé na AB, obr. 2 vpravo. Usetka EF € pNp' je nejkratsi
prickou mimobézek AB a C'D. Za podminky AB 1 CD obsahuje oba
pruseciky Vi a Vi, Je-li étyistén ABC D ortocentricky, tak na ni lezi jeho
ortocentrum.

V nedavném piispévku [2] jsme si ukazali, Ze protilehlé hrany Gtyfsténu
jsou totozné s mimobéznymi thlopiickami protilehlych stén opsaného rov-
nobéznosténu. Jsou tedy na sebe kolmé, pravé kdyz tyto dvé stény jsou
bud kosoétverce, nebo &tverce.

Ma-li ¢tyfstén dveé dvojice kolmych protilehlych hran, pak jsou vSechny
hrany opsaného rovnobéznosténu stejné dlouhé, a proto jsou na sebe kolmé
i protilehlé hrany tfeti dvojice hran ¢tyfsténu. Takovy rovnobéznostén
budeme nazyvat romboedron

Ve &tytsténu vepsaném do romboedronu se protinaji kazdé dvé z jeho
CtyT vysek a vSechny tyto vysky maji jediny prisecik V. (Kdyby naptiklad
platilo AAO N BBO = V1 a BBO n CCO = V2 7£ ‘/1, byly by pﬁmky AAO a
CCp mimobé&zné, coz je spor.) Poznatky shrneme do véty 2.

Véta 2

a) CtyFstén je ortocentricky, prave kdy# je vepsan do romboedronu (tzn.
do krychle, nebo do zkosené krychle).

b) étyfstén je semiortocentricky, pravé kdyz jen dvé protilehlé stény
opsaného rovnobéznosténu jsou bud ¢tverce, nebo kosodétverce.

¢) Vsechny vysky ¢tyfsténu jsou mimobézné, pravé kdyz je kazda sténa
opsaného rovnobéznosténu obdélnikem, nebo kosodélnikem.

d) Jiné moZnosti vzajemné polohy vySek CtyFsténu neexistuji.

Véta 3
Na kazdé hrané ortocentrického ¢tytsténu se paty vysek sousednich stén
stykaji a paty jeho télesovych vysek lezi v ortocentrech stén Etyfsténu.

Diikaz. Necht ABCD je ¢tyfstén s ortocentrem V' ¢ {A, B,C, D}, obr. 3 (a).
Z fakttt AAy L BCD, BBy L. ACD aV = AAyNBBy plyne CD | ABV.
Bod E = ABV NCD je proto spole¢nou patou sténovych vysek AF a BE.
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Obr. 3 (a) K dukazu véty 3. (b) Tezists T' puli tsecku OV.

Navic plati Ag € BE, nebot BE je pruse¢nice roviny p = ABV s rovi-
nou BCD. Analogickou tivahou pro rovinu p” = ADV zjistime, Ze bod Ag
lezi i na vysce DG stény BCD, a tak se nachéazi v jejim ortocentru V.

Ovéteni véty pro V € {4, B,C, D} ponechme tenari.

V ¢lanku [1] jsme se seznamili s Eulerovou pfimkou trojuhelniku, na niz

tohoto poznatku plyne ze symetrie opsaného rovnobéznosténu (tiloha 6).
Je téz dusledkem véty 4, kterou dokdzeme pomoci vektorové algebry.

Véta 4
Je-li T tézisté ctyisténu ABCD, V jeho ortocentrum a O stied kulové
plochy K ¢tyfsténu opsané, pak plati

(ﬁ:l(@+@+(ﬁ+5ﬁ), (2)
VO = (V_f4+ITB>+ﬁ+ﬁ), (3)
W:%(ﬁJr(ﬁJr@Jr@). (4)

Diikaz. Jsou-li S1, Sy po fadé stiedy hran AB, CD, pak T je stfedem
asecky S1.52 ([2], v8ta 2). Uzitim znamého vztahu pro polohovy vektor
stfedu tsecky obdrzime

WZ%(O—SHO—S;):%(%(O_X4+O?)+%(O?+O?))

DO = |
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a odtud (2). Vztah (2) zFejmé plati i tehdy, kdyZ stfed O opsané sféry
nahradime libovolnym jinym pocateénim bodem

K dukazu rovnosti (3) polozime VX = V—}l + VB + Ve + V—[S a
pomoci Vhodnych dprav ukdzeme, ze X = O (Skalarni sou¢in Z Y. Z—}}
znaéime ZY2.)

Plat{
ﬁ:ﬁ-ﬁ:%(v_é+v_6+ﬁ—ﬁ)
a odtud
ﬁZ:1(m2+ﬁ2+ﬁ2+ﬁ2+2v_é(v_@—v_ﬁ)+
+2VE(VD - VA) +2VD(VE - VA)) =
:i(ﬁ2+7§2+ﬁ2+ﬂ32>.
Ze vatahu VB | AC totiz plyne

TBES- 7h = 7B . 20 =0

Stejné tak

VC-AD=0 a VD-AB=0.

Vidime, Ze prava strana rovnosti
1
[AX|* = 2([AV[* + [BV]* + [CV]* + [DV]?)
se zustava pri cyklické zaméné boda A, B, C a D stejna. To znamena, Ze

|[AX|=|BX|=|CX|=|DX| neboli X = O.
Vztah (4) plyne z (3) po pfepsani do tvaru

~20V = (0A - OV) + (0B — OV) + (OC — OV) + (0D — OV)).

—
Ze vztahtu (2) a (4) snadno zjistime, 7ze OV = 2 OT. Plati tedy véta 5.

Véta 5 (Analogie Eulerovy pfimky trojﬁhelniku)

body jsou ortocentrum ¢tyfsténu a stfed opsané kulové plochy.
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Obr. 4 (a) Ortocentricky ¢tyfstén. (b) K dikazu véty 7.

Obr. 4(a) znazoriuje ¢tyistén ABCD vepsany do romboedronu, s dél-
kou hrany m. Polozme |BC| = a, |AD| = a1, |CA| = b, |BD| = by,
|AB| =ca |CD| = ¢;.
ténu), a proto mé od stiedii v8ech hran étyfsténu vzdalenost . Diisledkem
je nasledujici véta.

Véta 6

Pfi oznaceni podle obr. 4(a) obsahuje kulova plocha ICi(T), ) stiedy
stran kterékoliv stény ortocentrického ¢tyfsténu, a tak v jeji roviné vytina
kruznici deviti bodi nazyvanou téz Feuerbachova kruznice. Stéra KC; proto
prochazi Sesti stfedy hran ¢tyfsténu, vSemi Sesti patami jeho sténovych
vySek a dvanacti body, které puli tseky téchto vysek od ortocentra stény
k vrcholu. Nazyva se proni kulovd plocha 12 bodi") .

K odvozeni dalsiho poznatku vyuZzijeme obr. 4 (b), jenZ znazorhuje ez
rovinou p = ABFE kolmou na hranu C'D ortocentrického ¢tyfsténu ABCD.
Kolmy primét hrany C'D do roviny p splyva s bodem E. Vyska E'F troj-
tthelniku ABE je nejkratsi pfickou mimobézek AB a CD, a tak se (podle
poznamky za ditkazem vty 1) protina s vyskou BBg v ortocentru V ¢&tyi-
sténu.

Polozme Z = KN AE a V = KN BB,. Ctyisténu opsana sféra K
protina rovinu AC'D v kruznici kg, jejiz primét je na obrazku totozny
s use¢kou AZ obsahujici vysku AFE stény ACD.

DTéchto poslednich 12 bodt se do nazvu sféry K nezahrnuje.
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Je znamo, ze |VpZ| = 2|VpE| (viz napf. [1], véta 1). Trojahelniky
ZVLVp a EVVp jsou podobné, nebot maji thel pfi vrcholu Vg pravy a
kromé toho plati |[XVVLEZ| = | BV, Z| = [XBAZ| = [« VBV E| (obvo-
dové dhly a tétivovy étyiahelnik AFV V).

7 podobnosti trojiuhelnikt plyne

VeVl VeV | =|VsZ|: |VBE| =2:1

a odtud véta 7.

Véta 7

Prisecdik vysky ortocentrického ¢ty¥sténu s opsanou sférou (rtzny od
vrcholu ¢tyfsténu) méa od paty této vysky dvakrat vétsi vzdalenost nez
ortocentrum ctytsténu.

Obr. 5 Kolmé praméty ort. étyisténu ABCD do rovin ABC a ODV.

V disledku véty 7 prochazi sféra Ko = Hy, 1 (K), kde Hy, 1 je stejnoleh-
lost se stfedem v ortocentru V' a koeficientem %, patami vysek ¢tyfsténu.
Navic déli aseky téchto vysek od ortocentra k vrcholu ¢tyfsténu v poméru
1:2. Naptiklad pro tsek DV plati [VV]| : |[VSD| =1:2, obr. 5 vpravo.

Neni tézké ovéfit, Ze téz Hp, 1 (K) = K3, a tak Ky obsahuje také tezisté
stén ¢tyfsténu (dusledek véty 2 z ¢lanku [2]).

Véta 8

lové plose, jez je obrazem opsané sféry ve stejnolehlosti se stfedem v jeho
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ortocentru V' a koeficientem % Tato tzv. druhd kulovd plocha 12 bodi pro-
tina usecky VY (Y € {4, B,C, D}) v bodech V§/ pro n&z |YV{!| : |VJ/V| =
=2:1.

Poznatky z vét 4 az 8 nazorné predstavuje obr. 5. Nalevo je kolmy
prumeét ¢tyfsténu do roviny ABC. V zavorkach jsou uvedeny prvky, které
v prumétné nelezi, ale promitaji se do daného mista. Sféra IC protiné rovinu
ABC' v kruznici kp(Op;rp), sféra Ky ji protina ve Feuerbachové kruznici
k1p(O1p;rip) a sféra Ko v kruznici kop(Osp;rap). St¥edy obou kruZnic,
tézisté Tp a ortocetrum Vp trojuhelniku ABC' lezi na Eulerové pfimce ep,
ktera je kolmym prumétem piimky e = OV do roviny ABC.

Prava ¢ast obr. 5 predstavuje kolmy pramét ¢tyfsténu do roviny DOV,
ktera (v daném potadi) protina sféry K, K; a Ko v hlavnich kruZnicich
k, k1 a ko. Poznamenejme jesté, ze sféru Ko l1ze zavést i pro ¢tyfstény, jez
nejsou ortocentrické, pokud nahradime ortocentrum ¢tytsténu jeho Monge-
ovym bodem M, prisec¢ikem vSech Sesti Mongeovijch rovin, které prochazeji
stfedy hran ¢tyfsténu vzdy kolmo na hranu protilehlou. Je-li étyfstén orto-
centricky, pak M = V. Podrobnéji s témito a dalsimi poznatky seznamuje
J. Srubaf v praci [4].

Prispévek ukonc¢ime vyfeSsenym piikladem a nékolika dopliujicimi tlo-
hami.

Priklad

Ukazte, ze fez ortocentrického étyfsténu rovinou, kterd prochéazi jeho
vnitfnim bodem rovnobé&zné se dvéma protilehlymi hranami, je pravothel-
nik. Déle urcete, pro které z takovych rovin je fezem ¢tverec a pro které
je fezem obdélnik, jehoZ jedna strana je k-krat delsi nez strana sousedni.

AD|=a, . |BD|=h,

L
(=X

A

Obr. 6 Rez ¢tyfsténu rovinou rovnob&znou s hranami AB a CD.
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Resent. Bez djmy na obecnosti uvazujme fez K LM N rovinou rovnobéznou
s hranami AB a CD ortocentrického ¢tyfsténu ABCD, obr. 6. Z fakta
KL || AB || MN, NK || CD || ML a AB 1 CD plyne, ze KLMN je
pravouhelnik.

Plati AAKN ~ AADC a ADKL ~ ADAB, a tak

|AK| |NK| |[KD| |KL]

=T a =

[4D| ~ [€D| * [AD| ~ 4B
Odtud s vyuzitim oznaceni na obr. 6 vyjadiime rozméry fezu K LM N jako
funkce proménné x = |AK],

KN =22 a |KLl=c— —x (5)

aiy ai

Z podminky |KN| = |KL| pak plyne, Ze

CcCq

ay je fezem c&tverec o strané cm. (6)

+a cta

pro x =
Analogicky obdrzime vysledky pro obdélnikové fezy.
Rovnost |[KL| = k - |[KN]| plati, kdyz

C CcC1 k661
c+kcla1’ | | c+ka a |KI| c+ ke’

a rovnost |KN| = k - |KL| plati, kdyz

keceq
c1 + ke’

ke ccq
KL| =
clJrkcal’ KL ¢ + ke

a |KN|=

Dopliiujici dlohy

1. Cty¥stén ABCD je vepsan do kvadru AEBFGDHC, v némz |FB| = 2,
|[FA| =3 a |FC| = 1. Metodou soufadnic dokazte, Ze jeho vysky lezi
na navzajem mimobéznych primkach.
(Zvolte napf. kartézskou soustavu souradnic s pocatkem F' tak, aby
A =10,0,3], B = [2,0,0], C = [0,1,0]. Potom urcete parametricka
vyjadien{ kolmic z vrcholu ¢tyfsténu k protilehlym sténam a vySetiete
jejich vzajemnou polohu.)

2. Ve &tyfsténu z ulohy 1 polozte |[FB| = a, |[FC| = b a |[FA| = c. Pak
metodou soufadnic vySetfete vzajemnou polohu kolmic vedenych z vr-

cholu ¢tyfsténu na protilehlé stény. Provedte diskusi FeSeni vzhledem
k moznym hodnotam a, b, c.
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Dokazte, ze slozenim dvou soumérnosti podle navzajem kolmych rovin
vznikne symetrie podle priiseénice obou rovin.

Pro situaci z obr. 1 dokaZte, platnost vztahu AAV;S; ~ AS;BS; a
ACVaSy ~ AS1DSs. S jejich vyuzitim odvod'te rovnosti (1).

étyfstén je ortocentricky, pravé kdyz mé stejné dlouhé stfedni pricky.
Dokazte.

Dokazte, ze trojboky jehlan mé stejné dlouhé boéni hrany, pravé kdyz
lezi pata jeho vysky ve stfedu kruznice opsané podstavé. Pak toto tvr-
zeni vyuzijte k dikazu véty 5.

(VyuZijte symetrii opsaného rovnobéznosténu.)

Dokazte, ze délky hran ortocentrického Ctyfsténu splhuji pfi oznaceni
podle obr. 4 vztahy

a®+ai = b+ b3 = +cf =4m?. (7)

Do romboedronu AEBFGDHC je vepsan ¢tyistén ABCD. Urcete jeho
vysky a délky hran, jestliZe pfi oznaceni podle obr. 4 plati m = 5v/2 cm,
|[XBED| =60° a |[XAEB| = | AED| = 90°.

(Mozno fesit konstrukei nebo vypottem. a = a3 = ¢ = ¢; = 10 cm,
by =5v2 =707 cm, b=5V6 = 1225 cm, vg = vp = 2/10 = 6,32 cm,
va =ve = 242 =926 cm.)

V ortocentrickém Etyfsténu ABCD je dano |AB| = |AC| = 20 cm a

|BC| = |DDy| = 24 cm. Urcete délky ostatnich hran ¢tyFsténu.
(|ADg| = 7 cm, |AD| = 25 cm, |BD| = |CD| = 3v/89 = 28,30 cm.)
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