Heronovské trojuhelniky

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

Clanek se vénuje TFeSeni diofantovské rovnice, k niz vede tloha nalézt
trojuhelniky s celo¢iselnymi délkami stran, majicimi celo¢iselny obsah i
obvod — tyto trojuhelniky nazyvame heronovskiyjmi.

Heronovské trojahelniky

Pojem heronovskij trojiuhelnik, jenz budeme v tomto ¢lanku uzivat, se
prilis Casto nepouziva, spiSe se nezkracené hovori o trojuhelniku, ktery
ma celoc¢iselné délky stran a, b, ¢ a celo¢iselny obsah. Pro vypocet jeho
obsahu S vyuzivame Herontv vzorec

b
S=1/s(s—a)(s—b)(s—c), kdes= #.
Vychozi dloha (viz [1, s. 15, 16])
Najdéte vsechny trojuhelniky, které maji celo¢iselné délky stran a Ci-
selny pomér jejich obsahu a obvodu je dané kladné racionalni ¢islo.

Obecné feseni dané ulohy

Jak jsme jiz uvedli, oznaéime a, b, ¢ celo¢iselné délky stran trojihelniku
ABC, s jeho polovina jeho obvodu, p, g, r jsou délky usekia stran podle
obr. 1 a k kladny racionélni pomér celo¢iselnych hodnot obsahu a obvodu
trojuhelniku.

Obr. 1 Heronovsky trojihelnik
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Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat, ze p > q > r. Z téchto
nerovnosti plyne 2p > g + r, coz vyuzijeme v dalsich tuvahach.
Z obr. 1 je vidét, ze
s=p+q+r, g+r=a, p+tr=>b, ptqg=c, (1)

atedy p=s—a, q=s—b, r =s—c. Zadané tloha pak pfechazi na feSeni
diofantovské rovnice s neznamymi p, ¢, r a zadanou hodnotou k:

Vs(s—a)(s—b)(s—c)=k-(a+b+c),
s(s —a)(s —b)(s —c) = k* - 452,
par =k* - 4p+q+r) (2)

Abychom rovnici (2) vyfesili, pfevedeme ji na tvar

p(qr — 4k%) = 4k*(q + 1),
4k*(q+ 1)
b= qr — 4k2 (3)

Pripad k=1
Pripad k£ = 1 znamena, Ze Ciselné jsou obsah a obvod trojihelniku
stejné. Diofantovska rovnice (2) mé v tomto piipadé tvar
pgr=4(p+q+r).

Rovnost (3) pfevedeme s vyuZitim odhadu 2p > ¢ + r na nerovnost:

4-1%(q+7r)  Alg+r) < 8

qr —4-12 gr—4 — qr—4

Diky tomu, Ze ¢islo p je kladné, odtud ziskdme soustavu dvou nerovnic

qgr>4 a 1< tj. qgr>4 a qr <12.

qr — 4’
Plati tedy 4 < qr < 12. Z téchto nerovnosti najdeme vSechny piipustné
dvojice r, g, kterych je tfinact. K nim pak ziskame pfislusna ¢isla p a na-
sledné i trojice délek stran (a, b, ¢) trojuhelniku ABC.

Napf. pro dvojici r = 1, ¢ = 5 dostaneme po dosazeni do (3)
4-(5+41)

_2BFD gy
P=5 1y

a poté z (1) dopocteme hodnoty a = 6, b = 25, ¢ = 29.
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Analogickym zpusobem dostaneme dalsi ¢tyfi skupiny hledanych ¢isel.
Téch je dohromady pét a jsou uvedeny v tab. 1. Navic tfeti a paty troj-
thelnik jsou pythagorejské.

ripl qlal| b c

1151246125/ 29

11614715 20

2131105 |12 13

118 9110 | 17

2|4 6| 8 | 10
Tab. 1

Dalgich osm moznych skupin ¢&isel nevyhovuje, a to ze dvou dtvodi.
Jeden ukazuje napt. dvojice r =1, ¢ = 7, kdy ¢&islo

je mensi nez ¢islo ¢ = 9.
Na obr. 2 je znazornéno vSech pét heronovskych trojuhelniki, které
maji ¢iselné stejné obsahy i obvody.

25 6 15 -
29 20
17 13 10
Obr. 2
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Piipad k = 2

Prislusné trojuhelniky, majici obsah ¢iselné dvakrat vétsi nez obvod,
hledame z rovnosti a nerovnosti

16(q+7’)< 32p
gr—16 — qr — 16’
16 < qr < 48.

V tomto pfipadé je nutno provérit 81 skupin ¢&isel r, g, p, a, b, ¢. Z nich
vyhovuje osmnact heronovskych trojuhelniki s délkami stran

(18,289,305), (19,153,170), (21,85,104),
(25,51,74),  (33,34,65),  (11,90,97),
(12,50,58),  (14,30,40),  (15,26,37),
(18,20,34),  (9,75,78), (10, 35, 39),
(11,25,30),  (15,15,24),  (13,14,15),
(9,40, 41), (10,24,26),  (12,16,20).

Mezi uvedenymi trojahelniky je jeden rovnoramenny, t¥i posledni jsou
pythagorejské — (9,40,41), (10,24, 26) a (12, 16, 20).

Piipad £ = 3

Tento ptripad, kdy obsah trojuhelniku je ¢iselné t¥ikrat vétsi nez jeho ob-
vod, je jiz numericky velmi pracny, je proto vhodné vyuzit vypocetni tech-
niku. Jako ukazku uvedme jednu heronovskou trojici (a, b, ¢) = (15, 36, 39).
Tato trojice je navic pythagorejska.

Pripad k = 1

V tomto pfipadé je obsah trojihelniku ¢iselné dvakrat mensi nez jeho
obvod. Plati

atr _ 2p 7
qr—1 — qgr—1
1 <qr <3.

Zde existuje jedina trojice (a, b, c) = (3,4,5).
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Piipad k = %
V tomto ptipadé, kdy je obsah trojahelniku ¢iselné jedenapilkrat vétsi
nez jeho obvod, plati
9q+r) < 18
gr—9 ~qr—9’
9 < qr <27.

Zde existuje mnoho vyhovujicich trojic (a, b, ¢) a ziskat jejich aplny vycet
je opét Gasové narocné. Na ukazku uvedme heronovskou trojici (9,12, 15),
ktera je zarovein trojici pythagorejskou.

Piipad k = 1
V tomto piipadé, kdy obsah trojuhelniku je ¢iselné t¥ikrat mensi nez
jeho obvod, plati
_srta) _ §p
= <
rq— g rq —

Vyhovuje jediné qr = 1, tudiz r = ¢ = 1. Odtud p = %. To znamena, Ze
zadny takovy heronovsky trojuhelnik neexistuje.

Obecna podminka pro ¢iselny podil k£ obsahu a obvodu trojuhel-
niku
Jak jsme jiz uvedli, pro libovolné k plati
_Ak*(q+7) < 8k*p
Coqr—4k?2 T oqr —4k%’
4k% < qr < 12k2.

Jelikoz pro piirozena &isla p, g plati 1 < gr, je 1 < 12k2, tj.

k> ? - 0,28.

Vidéli jsme, ze tato nerovnost neznamena ekvivalenci s existenci hero-
novského trojuhelniku — jde pouze o implikaci.
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Ukazka pripadu é&isla k, které neni racionalni

V celém pfedchozim textu jsme predpokladali, ze k je ¢islo racionélni.
7 predchozi kapitoly je ale zfejmé, Ze by analogické vypocty mohly byt
pouzity, i kdyby k bylo &islo iracionalni. Na zavér si tedy jednu takovou
situaci ukazme.

Jelikoz se ve vzorci (3) pro vypocet &isel p, ¢, r vyskytuje druha moc-
nina, budeme kvili jednodus$imu vypoétu uvazovat napt. k = v/2. V tomto
pripadé plati
8(g+r) < 16p

qgr—8 ~ qr—8’

a tedy
8 < qr < 24.

Ulohu fesime stejné jako v predchozich kapitolach. Hledanymi trojicemi
(a,b,c) jsou (10,80,89), (11,45,54), (12,33,43), (13,27,38) i dalsi.
Zaveér

V predchozich kapitolach jsme uvedli metodu, umoziujici vyhledavat
heronovské trojuhelniky. Zda se, Ze pokud se zvétSuje celoCiselny podil
obsahu a obvodu trojihelniku, zvétsuje se téZ pocet heronovskych troj-
thelnikt. Toto tvrzeni vSak neni dosud dokazano. Stejné tak neni nikde
ukézano, jak pocet heronovskych trojuhelnika zavisi na ¢iselné hodnoté
pomeéru jejich obsahu a obvodu.

V ¢lanku se také mluvi o pythagorejskych trojuhelnicich. Plati, ze kazdy
pythagorejsky trojuhelnik je heronovsky [2, 3|. Diikaz tohoto tvrzeni je
snadny, proto je ponechan ¢tenafi. Plati vSak véta obracena? Ditkaz spravné
odpovédi je v podstaté proveden v tomto ¢lanku.
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