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Teoria grafov vytvara velmi vhodné prostredie pre rozvoj konstrukti-
vistického pristupu vo vyucovani. V ¢lanku Objavovanie na hodindch ma-
vyuzit. Zamerali sme sa na problém najdenia najkratSej (minimalnej) cesty
v grafe, d'alej sme sa venovali hfadaniu minimalnej kostry grafu a v nepo-
slednom rade sme prostrednictvom tlohy naértli problém rovinného grafu.
V nasledujticom texte chceme na tieto ilohy nadviazat a pridat dalsie.

Ulohy predstavené v predchadzajicom ¢lanku sa moézu niektorym &i-
tatelom zdat zloZité. V tomto texte sa preto pozrieme na problematiku,
s ktorou sme sa vSetci stretli uz pravdepodobne v predskolskom veku. Patri
tiez do okruhov rieSenych v ramci teorie grafov. Ide o kreslenie jednym ta-
hom. Tento problém preberieme z dvoch uhlov pohladu: ¢i uz ako volné
kreslenie, alebo ako kreslenie predpisanym smerom. Budeme sa teda ve-
novat neorientovanym i orientovanym grafom. PouZité ilohy mézu sluzit
ako urcita propedeutika k tym, ktoré sme predstavili v predchadzajiacom
¢lanku. Okrem toho sme do tohto textu pridali aj doplnok: dokaz Eulerovej
vety o poéte vrcholov, hran a stien v rovinnom grafe. Ide moZno o aka-
demickejsi problém, ktory sa odlisuje od ostatnych predstavenych tloh.
Ku vSetkym je totiz moZné najst urcity redlny obraz. Dokaz matematic-
kej vety sa z tohto ramca vymyka. Na druhej strane predstavuje vhodné
prostredie pre pochopenie principov dokazovania matematickou indukciou.
Takéto pouzitie matematickej indukcie pokladame pre Ziakov za ovel'a pri-
jatelnejsie, ako ked ju aplikujeme napr. v teorii &isel. Pritom je potrebné
zdoraznit, Ze nadm nejde o dokaz ako taky. Je to moznost dalsieho rozvoja
myslenia Ziaka. Len s malou pomocou uéitela dokaze dokaz uskuto¢nit aj
ziak sam. A to aj bez vedomosti o tom, Ze prave urobil indukény dokaz.

Predtym, ako prejdeme k jednotlivym tlohédm, zhrnieme nase zakladné
teoretické vychodiska. Toto zhrnutie bude len stru¢né, nakol'ko v predcha-
dzajicom ¢lanku sme sa mu venovali podrobnejsie. Verime, Ze aj tento
text bude pre uéitelov z prostredia zakladnych i strednych 8kol zaujima-
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vym podnetom. Okrem samotnych uloh autor dopliia aj svoje postrehy a
skisenosti, ktoré nadobudol pri ich rieSeni so ziakmi.

Teoéria grafov a aplikovanie konStruktivizmu v matematike

Vytvorit pre ziakov priestor objavovat, v mysli konstruovat, nie je vo-
bec jednoduché. Jednou z hlavnych tloh ucitel'a je zvolit vhodny materiél,
s ktorym ziak bude pracovat. V matematike ide o vyber problémov a tloh,
ktoré Ziak riegi. Teoria grafov predstavuje v tomto smere spravnu volbu.
Doévodom je najma to, Zze eliminuje dva zakladné rizika, s ktorymi sa stre-
tavame, ak chceme Ziakom zadat tlohu vediicu k premyslaniu a pouzivaniu
vys§ich poznavacich funkcii. A to nielen vo faktickej rovine, ale aj v rovine
konceptov, procedir ¢i na metakognitivnej trovni.

Prvym rizikom je ¢asto to, ze tiloha je v podstate prili§ jednoduché, pre
Ziaka rutinna. Pri jej rieSeni Ziak nepotrebuje ni¢ odhalit, len aplikuje na-
ucené postupy. Pre mozog je to jednoduchsia a ¢asovo efektivnejsia cesta.
Preto nevznikd motivacia objavovat. Na druhej strane, Tahko moZze vznik-
nat aj opaéna situacia. Uloha je tak naro¢na, ze ziak nevie ni¢ objavit,
strati motivaciu a rieSenie ukonéi. Teéria grafov predstavuje problémy,
kde Zziak nepotrebuje ziadne zvlastne teoretické poznatky. Moze experi-
mentovat, skusat a hladat rieSenia. Vytvara sa priestor pre timovt pracu,
je pritomnéa urcita hravost. S ulohou sa Ziaci vysporiadaju spravidla rozne
podla sposobu ich myslenia. Ak to zjednodusime, tloha sa ako keby pris-
posobovala potencialu ziaka. Kazdy ju nejak uchopi a zacne. Aj tu vSak
mozu vzniknut situécie, ked Ziak potrebuje pomoc. Vtedy je doleZita rola
ucitela a jeho mentorsky pristup.

Okruhy teorie grafov minimélne v slovenskom prostredi nie si su¢astou
vzdelavacich §tandardov pre zakladné ¢i stredné skoly. Na standardnych
vyucdovacich hodinach mé ucitel aj obmedzené moznosti aplikovat metody
konstruktivistického pristupu k vyucovaniu matematiky. Je tlaceny ¢asom
a rozsahom uéiva, ktoré musi so ziakmi prejst. Predsa vsak Skoly maja
moznost vytvorit prostredie, ktoré bude pre zaclenenie aj tychto pristu-
pov priaznivejSie. Mozno taky priestor vznikne na tandardnych hodinach
na zaciatku ¢ konci 8kolského roka alebo vie §kola otvorit pre Ziakov rozne
nepovinné & volitelné predmety. Pripomenieme, Ze autor tulohy zaraduje
pocas volitelného predmetu Semindr z matematiky. Seminér je organizo-
vany ako dvojhodinovy blok, preto st tlohy dizajnované na cca 70 mintt.
Spétné vizby k rieSeniu tuloh, ktoré v ¢lanku pouzivame, st z hodin, kde
ich riesili ziaci tretieho roénika gymnéazia, resp. siedmeho ro¢nika osemroc-
ného gymnéazia. Teda Ziaci vo veku 17, resp. 18 rokov. Ziaci si volitelny
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predmet Semindr z matematiky na Skole, kde autor vyucuje, vyberaju
z roznych doévodov. Nejde nevyhnutne o Ziakov, ktori by chceli z mate-
matiky maturovat. Na pripravu na maturitu slazia v portfoliu Skolského
vzdelavacieho programu iné predmety.

Problém 1

Novéakoveci si kupili novy byt. Ide o velky podkrovny byt, ktory je cely
obohnany balkénom. Schéma bytu spolu s vychodmi na balkén je znazor-
nené na obr. 1. Pani Novakova ma niekedy problémy so spankom, preto sa
zvykla ¢asto po byte prechadzat. Pri svojich potulkiach v zakutiach bytu
jej prisla na um otazka, ¢i je mozné prejst bytom na jednej prechadzke
tak, aby ¢lovek presiel kazdymi dverami v byte prave raz. Je to mozné?
A ak ano, ako by cesta mala vyzerat?

Obr. 1

7 pohladu teodrie grafov Zziaci hladaju eulerovsky tah, pricom tloha
nespecifikuje, & méa byt otvoreny alebo uzavrety, t. j. riesitel moZe, ale aj
nemusi skonéit na mieste, kde za¢inal. Aby sme v8ak tlohu vnimali ako
Cast teorie grafov, je potrebné si jej reprezentanta v podobe grafu vytvorit.
Co bude predstavovat vrcholy a hrany tohto grafu?

Tieto otazky vSak ucitel Ziakom nedéaval a nechal ich volne pracovat.
Postup, ktory Ziaci zvolili, bol o¢akavany. A pokladdme ho aj za spravny
a najlepsi mozny, ak ndm ide o ich samostatni tvorivii pracu. Zacali sku-
sat. Chytili ceruzky, pripadne tablety a pera a zacali izbami prechadzat.
Mozno by sme ako ucitelia ¢akali nejaki abstraktnejsiu analyzu tlohy, a to
najmé v pripade starsich ziakov, s ktorymi autor tuto dlohu riesil. No to
sa nestalo. V8etci zacali skusat. Ako sme uZ ale uviedli, tento postup od
ziakov povazujeme za spravny. Experimentovanim a modelovanim sa da
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vseli¢o objavit. Tymto spdsobom sa uéime a je len pozitivne, ak sa Ziaci
neboja zacat riesit problém, i ked nevedia ako. Aj v tomto smere sa ukazuje
potencial problémov z oblasti teorie grafov. St ,nizkoprahové“. Nepredsta-
vuju prekdzku pri pokusoch o ich rieSenie. Netreba ni¢ tazké vymyslat.
Jednoducho sa za¢ne experimentovat.

Ziaci experimentovali a sktSali tak 10-15 minat bez zasahu ucitela.
Tento Casovy interval je potrebné prispdsobit veku Ziakov a aktuélnej si-
tuécii na hodine. Po tomto ¢ase sa uditel zacal pytat, na ¢o Ziaci prisli.
Niektori velmi proaktivne svoje objavy komunikovali, medzi mnohymi sa
prekryvali. Cestu cez vSetky dvere zatial nenasli, no zistili Ze obrazok je
do urcitej miery symetricky, Ze nemusia skiimat osobitne situécie, ked za-
¢inaju v Tavej hornej izbe a pravej hornej izbe. Je to prakticky to isté.
Podobnych symetrii je v tilohe viacero. Dokonca vznikla prirodzena spo-
lupraca medzi ziakmi. Jeden mal preverit zaiatok vedici tymi dverami
a niekto d'alsi inymi dverami. Jeden zo Ziakov prisiel so zaujimavou mys-
lienkou, ze ak existuje nejaka cesta, ktora sposobi, ze kazdymi dverami
prejdeme prave jedenkrat, je jedno, v ktorej miestnosti zacneme. V tomto
bode zasiahol aj uditel, ktory sa ostatnych ziakov opytal, ¢i s touto mys-
lienkou stihlasia. Ucitel chcel, aby sa nad fiou zamysleli a neprebrali ju
nekriticky. Nakoniec sa Ziaci dohodli, Ze toto plati len vtedy, ak je zacia-
tok a koniec cesty v tej istej izbe (pripadne na balkone), ¢ize ak bude tah
uzatvoreny. Nebolo naro¢né riadit tlohu tak, aby Ziaci sami spoznali pa-
ralelu tlohy o prechadzkach v novom byte s tlohami, ktoré riesili uz ako
deti a ktoré sa tykali kreslenia jednym tahom. V triede si spomenuli najmé
na kreslenia doméeka. Tato analdgia bola pre ucitela tiez zaujimava, na-
kol'ko mu umoZnila viest ziakov k tomu, aby si alohu o prechadzke v byte
zakreslili ako graf (kreslenie domdeka je priamo kreslenie grafu). Nebolo
celkom trividlne pomenovat, ¢o je v naSom pripade vrcholom a ¢o hranou
grafu (pojmy vrchol a hrana si uéitel zaviedol prave pri kresleni domdeka).
Navyse, ked uz ziaci identifikovali, Ze vrcholom grafu sa izby a hranami
st v podstate dvere, ¢asto urobili chybu, ked balkéon do mnoZiny vrcho-
lov nepridali. Aj ked pri experimentovani nim prechédzali. Na tato chybu
poukazal ucitel I'ahko. Nakreslil jeden tah v grafe, ktory prechadzal opako-
vane balkénom, a potom povedal Ziakom, aby tento tah znazornili v grafe,
ktory bol pre nich modelom tlohy.

KTucovi myslienku k rieSeniu vSak nenagli Ziaci v matematickom modeli
(ked bola uloha zaznamenana ako graf), ale v realnom kontexte izieb a
dveri. T4 myslienka spocivala v tom, Ze ak vojdem do izby, musim z nej
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aj vyjst. Cize ak ma byt tloha riesitelna, potrebujem parny pocet dverf
v izbach. Ugitel sa snazil tito myslienku spochybnit, ked nakreslil doméek
s dvojicou vrcholov s neparnym poc¢tom hran. Jeho tmysel ziaci odhalili
prakticky okamzite, ked svoj vyrok upravili. Parny pocet dveri z kazdej
izby by bol potrebny, ak by sme mali zacat a skonéit v tej istej izbe. Ak
tato podmienka chyba, mozu existovat prave dve izby s neparnym poctom
dveri. Potom jedna z nich bude §tartovacia a druhé cielova. Uloha bola
vyrieSena, pretoze bolo lahké dokazat, Ze v naSom pripade si aZz Styri zo
Siestich izieb (vratane balkona) také, Ze maju nepéarny pocet dveri. Ziaci
tak celkom spravne a formalne presne pomenovali, kedy mozno v grafe
najst uzavrety (resp. otvoreny) eulerovsky tah. Z hladiska teorie grafov
je dolezitou aj dalsia podmienka pre kreslenie jednym tahom, a tou je,
ze graf je suvisly. Toto sme na hodinach nezdoraziovali, nakol'ko aj ziaci
vnimali savislost grafu ako automaticky splneny predpoklad.

Niektori Ziaci boli Sikovnejsi a skoncili rieSenie skor. Ucitel im preto
mohol dévat rézne dopliiujice tlohy. Minimalne kol'ko dveri by sme museli
zamurovat, aby bola tloha riesitelna? Alebo naopak, pomohlo by rieSeniu
ulohy, ak by sme nejaké nové dvere vyburali?

Celému problému sme sa venovali priblizne 60 az 70 minnt.

Problém 2

Na obr. 2 je schéma centra historického mestecka. Cesticky v fiom st
len tizke a eSte uzsie, preto je kazda z ciest len jednosmernou ulicou.

Obr. 2
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1. V krizovatke A sa nachédza auto kuriérskej sluzby. Je mozné, aby cez
deni preslo celym mestom (kazdou ulickou) tak, aby kazdou ulickou
preslo prave raz?

2. Kolko z krizovatiek oznacenych pismenami A az M by mohlo byt
potencidlne Startovacich, aby kuriér vedel mesto prejst podla pod-
mienky v tlohe 17

3. Pomohlo by zmenit niektoré smery v niektorych uliciach tak, aby
mohol kuriér vyjst z l'ubovolnej krizovatky a prejst mestom podla
podmienok v tlohe 17 Ak ano, ktoré?

4. Pomohlo by teoreticky zavriet nejaké cesty medzi krizovatkami tak,
aby mohol kuriér vyjst z Tubovolnej krizovatky a prejst mestom
podla podmienok v tlohe 17 Ak ano, kolko ich treba miniméalne
zavriet?

5. Mohli by sme zavriet niektoru krizovatku a k nej prislachajtce cesty
tak, aby bola trasa kuriéra podla podmienok v tlohe 1 uskutoc-
nitelna aspon z jednej zo zostavajucich krizovatiek? (Ak napriklad
zavrieme krizovatku A, tak aj cesty BA, EA, AC1, AC2 — tie uz
nepotrebujeme prechadzat).

Uloha je podobné problému ¢&. 1. Opét hladame eulerovsky tah (kres-
lime jednym tahom). Rozdiel je v tom, Ze nemoéZeme ulicami (hranami
grafu) prechddzat volne, ale musime pouZit predpisany smer. Ide tak
o orientovany graf. Hlavné tloha je formulovana v prvom z piatich zadani.
Ostatné st doplnené v snahe umoznit ucitelovi reagovat na individuélne
potreby Zziakov. Vzhladom na to, Ze na hodinach sme tlohu zadali hned
na najblizSom stretnuti po tom, ako sme sa venovali bytu Novakovcov,
niektori Ziaci podobnosti odhalili a rieSenie nasli rychlejsie. Dopliujtce
zadania dva aZ pat tak umoznili uéitelovi nechat priestor na hladanie rie-
Senia aj pomal$im ziakom, pricom rychlejsi sa nenudili, ale venovali sa
d'alsim uloham. Proces riesenia bol velmi podobny tomu, ktory sme pred-
stavili pri prvom probléme. Ziaci najprv skusali, cestovali v grafe. Na tvod
opat zdoraznime jeden predpoklad, s ktorym sme pracovali, i ked sme ho
nezdoraznovali. Skiimany graf je sivisly.

Uloha bola v porovnani s predchadzajicou jednoduchsia v tom, Ze Zia-
kom sa lahko identifikovalo, ¢o je vrcholom a ¢o hranou grafu (krizo-
vatky ako vrcholy a cesty ako hrany). Nebolo problémom nakreslit vhodnt
schému. Pomerne rychlo Ziaci nasli podobnost s ilohou o byte Novakovcov,
preto aj podmienku pre rieSenie formulovali podobne: z kazdého vrcholu
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musf ist parny pocet ciest, resp. mozu existovat prave dve krizovatky (dva
vrcholy) také, Ze z nich ide neparny pocet ciest. V pripade orientovaného
grafu toto tvrdenie nie je presné a pre uditela nebolo naro¢né ho spochyb-
nit, t. j. najst taky graf, kde uvedena myslienka neplati. Aj tu sa ukazalo,
Ze ziaci mali dobru myS8lienku, ktoru ale nepresne formulovali. U¢itelovi
hned vytkli, Ze nim nakresleny priklad ma aj vrcholy, kde pocet vstup-
nych a vystupnych ciest nie je rovnaky (a tieto vrcholy nie st prave dva).
Vznikla tak diskusia, kde sa ucitel obhajoval, Ze podmienku o parnom
pocte ciest splnil, no Ziaci argumentovali, Ze oni predsa mysleli na to, ze
parny znamend, ze pocet vstupnych a vystupnych ciest je rovnaky. Ziaci
postupne riesili aj d'alsie tlohy. V pripade, Ze si nakreslili spravnu schému
(t. j. Ze nimi nakresleny graf naozaj opisoval situaciu v zadani problému)
a dobre aplikovali charakteristiku, ktora je pre eulerovsky tah v orien-
tovanom grafe dolezita (Zze pre kazdy vrchol plati, Ze pocet vstupnych a
vystupnych ciest je rovnaky, resp. neplati to prave pre dva vrcholy, kde pri
jednom je o jednu vystupnii cestu viac a pri druhom je o jednu vstupnia
cestu viac), rieSenia nachadzali relativne hladko.
Pri tejto tlohe ziaci stréavili priblizne 50 minat ¢asu.

Tretia uloha je uz akademickejsia. Ziakom sme predstavili pojem rovin-
ného grafu, vyuzijuc ulohu popisant v predchadzajucom ¢lanku. K poj-
mom vrchol a hrana sme doplnili aj pojem stena rovinného grafu.

Problém 3

Aky je stvis medzi poctom vrcholov, hrédn a stien v rovinnom grafe?
Vies tuto suvislost dokazat?

Najst vztah v + s = h + 2, pozri napr. [5], nie je po chvilke skiSania
ni¢im naroénym. Vsetci Ziaci postupuju pravdepodobne rovnako. Niekolko
rovinnych grafov si nakreslia, spoc¢itajia vrcholy (v), hrany (h) a steny (s)
a vztah hladaja. Ué¢itel si v&ima, aké grafy kreslia a aké su¢ty nachadzaju.
Je moZné, Ze sa ziak pri s€itovani pomyli (napr. Ze zabudne na ,yonkajsiu“
stenu).

Niektori Ziaci suvislost objavili. Ich predpoklad bol postaveny na kon-
krétnych grafoch, ktoré nakreslili. U¢itel ich vSak vyzval, aby vztah doka-
zali. Na konkrétnej hodine ucitel vyuzil aj to, Ze niektorym Ziakom sa jed-
noduchost vztahu zdala podozriva a nesuhlasili s tym, Ze plati v8eobecne.
Ucitel ich preto vyzval, aby nakreslili hocijaky rovinny graf, v ktorom
vztah neplati. Ziaci mali aj viaceré pokusy, pri ktorych boli presvedceni,
7e kontrapriklad nasli. Vzdy sa vSak dostupili bud nejakej chyby pri spo¢i-
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tani vrcholov, hran alebo stien, alebo nakreslili nerovinny graf (t. j. hrany
mali nejaké spolo¢né body aj mimo vrcholov).

Diskusia o dokaze tvrdenia v8ak bola dlhsia. U¢itel argumentoval, Ze to,
7e sme nenasli rovinny graf, ktory uvedend rovnost nespfﬁa, eSte nezna-
mené, ze taky graf neexistuje. Niektori Ziaci v triede vSak prisli na zauji-
mavt suvislost. Ak v rovinnom grafe pridam hranu, musi to znamenat, Ze
pridam bud novy vrchol (a kedZe nemozem prekrizit intt hranu, pocet stien
ostane rovnaky), alebo vytvorim nova stenu, ak spojim dva uz existujtce
vrcholy. U¢itel ich vyzval, aby to prigli ukazat na tabulu. Vybrani Ziaci na-
kreslili nejaky graf, na ktorom svoju myslienku demonstrovali. U¢itel ich
postup ocenil a opytal sa ostatnych, Zze ¢o tymto dokazali. Ziaci spolo¢ne
deklarovali, ze dokézali tvrdenie pre vSetky rovinné grafy. Ucitel ich zaver
upravil, Ze to ukéazali predsa len pre ten graf, ktory nakreslili (tam lahko
dokézali, ze vztah plati, lebo vrcholy, steny a hrany spoéitali) a pre kazdy
dalsi, ktory z neho vznikne pridanim jednej alebo viacerych hran (¢ize
pre akykol'vek ,zloZitejsi‘). Otazka teda je ¢ tvrdenie plati aj pre vsetky
rovinné grafy, ktoré maji menej hran ako ziakmi nakresleny graf. Cast
ziakov sa snazila ukazat, Ze aj odobranim hrany sa znizi bud podet stien
alebo pocet vrcholov. Postup by mohol byt matematicky korektny. Nasla
sa vSak skupina Ziakov, ktori tvrdili, Ze sa to da urobit aj jednoduchsie.
Povedali, Ze si stac¢i zvolit tak jednoduchy graf, aby vSetky dalgie z neho
vznikli pridavanim hran. Poslednym krokom tak bolo nakreslit najjedno-
duchsi rovinny graf. To sa nakoniec podarilo, ked Ziaci pripustili aj nulovy
pocet hran, ¢ize nakreslili jednu bodku (graf mal teda jeden vrchol a jednu
stenu). Teraz uz bol dékaz ukonéeny.

Prirodzenym sposobom ziaci pouzili princip dékazu matematickou in-
dukciou. Jej prvy krok je dokazat tvrdenie pre minimélny pripustny objekt
(v naSom pripade najjednoduchsi moZny rovinny graf). Druhym je potom
indukény krok, zovSeobecnenie. Tento vztah sa nezmeni, ak pridame jednu
hranu. Matematicka indukcia podl'a poétu hran. Viaceri uéitelia sa svojim
ziakom pokusaju vysvetlit princip dokazu matematickou indukciou. Ak nie
na $tandardnych hodindch matematiky, tak v ramci voliteInych predme-
tov a krazkov. Casto je vSak tento dokaz pre ziakov prilis abstraktny a
neprirodzeny. Skisenost autora ¢lanku hovori, Ze napr. pri dokaze Eule-
rovej vety o poc¢te vrcholov, hran a stien v rovinnom grafe je tento dokaz
vnimany velmi prirodzene a jeho my§lienku su Ziaci schopni najst relativne
samostatne.
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Zaver

.....

kladnych a strednych 8kol. Spolu s problémami uvedenymi v predchadza-
jucom ¢lanku autora ziskava uditel matematiky najmé na strednej skole
zaujimava moznost, ako vybrané problémy tedrie grafov ucelene imple-
mentovat do hodin. Pripominame, Ze prezentované tulohy davaju akysi ob-
sahovy zaklad pre naplnenie hodin. Rovnako délezita je aj forma prace.
Ak chceme, aby Ziak objavoval, musi na to mat vhodny material (tloha),
ale aj dostatok ¢asu, vhodny priestor. Je potrebné pripustit, ze pri snahe
o konstruktivisticky pristup vo vyucovani sa ucitel dostava do situécii,
ktoré si nevie natrénovat. Casto musi velmi dobre Ziakov pocivat a vni-
mat, pruZne reagovat a improvizovat. Je to naroéné, no sme presvedéeni,
7e to mé v procese ucenia sa velky vyznam.
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