Zajimavé matematické ulohy

V novém roc¢niku naSeho ¢asopisu pokracujeme v pravidelné rubrice
Zajimavé matematické tulohy, v niZz mj. uviddime zadani dalsi dvojice no-
vych tloh. Jejich feSeni miZete zaslat nejpozdéji do 15. 6. 2026 na adresu:
Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou na emailovou adresu mfiQupol.cz. Zajimava a originalni
feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 307

Konvexni 8estitthelnik ABC D EF mé protéjsi dvojice stran rovnobézné.
Dokazte, ze trojuhelniky ACE a BDF maji shodné obsahy.

Jiri BlaZek

Uloha 308

Kolika zpisoby je mozné uspoiadat posloupnost vSech pfirozenych &isel
1,2,...,n do kruhu tak, aby kazdé ¢&islo bylo délitelem souc¢tu dvou sou-
sednich ¢isel. Takové zpusoby, které lze ziskat jeden z druhého otocenim
nebo osovou soumérnosti, povazujeme za jeden zptisob. Ulohu fete pro
a) n = 2025, b) n = 2026.
Jaroslav Zhouf

V néasledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 295 a 296, jejichz zadani jsme
zvefejnili ve t¥etim ¢isle lofiského (34.) ro¢niku naseho Gasopisu.
Uloha 303 Dokaite, ze pro velikosti «, 3, v vnitinich @hli libovolného
trojthelniku plati nerovnost

| ©

sin acsin B cos 7y + sin «.cos B siny + cos asin B siny <

Kdy nastane rovnost? .
Jaroslav Svrcek

Resend. Uzitim souctového vzorce pro funkci sinus plati
sin 8 cosy + cos Bsiny = sin(f8 + ).
Jelikoz B + v = 180° — « dostéavame z vlastnost{ funkce sinus
sin(8 +v) = sinq,
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a proto

sin acsin 8 cos 7y + sin . cos fsiny =

= sin a(sin B cosy 4 cos Bsiny) = sin®a. (1)

Obdobné podle sou¢tovych vzorct pro kosinus plati s vyuzitim jeho vlast-
nosti
(cos(B8 =) —cos(B+7)) =

sin Bsiny =

NN NN

(cos(B — ) + cos ).

DO =

(cos(B — ) — cos(180° — a)) =
Proto plati
. . 1 1,
cosasin Bsiny = icos(,B—fy) cos o + 5 cos” o (2)

Sou¢tem predchézejicich rovnosti (1) a (2) tak dostaneme po nékolika apra-
vach s vyuzitim goniometrické jedni¢ky a omezenosti funkce kosinus poZa-
dovanou nerovnost

sin acsin B cos 7y + sin . cos B siny + cos asin B siny =

1 1
= sin? o + icos(ﬂf’y)costh §COS204 =

1 1
1+§cos(ﬁ—7)cosa— icos2a:

1 1 1 1
1—|—§0052(ﬁ—7)—5((3osoz—§cos(ﬁ—’y))2 < 1—|—§—O: 2,

pfiGemZ rovnost nastava, kdyz cos(8 — ) =1 a cosa — %cos(ﬂ —5) =0,
tedy kdyz 8 =y a cosa = % Odkud jiz jednoduchym dopoctem zjistime,
ze rovnost nastava pro a = = v = 60°, tedy v pfipadé rovnostrannych
trojuhelnik.

Jiné reseni. Podle vzorce pro kosinus souc¢tu plati
sin Bsiny = cos B cosy — cos(f + ),
jelikoz 8+ v = 180° — «, plati cos(8 + v) = — cos . Tedy

cos asin fsiny = cos avcos (8 cosy + cos? a.
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Pfi¢tenim k rovnosti (1) tak dostaneme

sin asin 8 cosy + sin «.cos B siny + cos asin B siny =

= sin2a+cosza+cosacosﬂcosy =1+ cosa cos B cos~.

Abychom dokazali pozadovany vztah, stac¢i dokazat nerovnost
1
cos acos B cosy < 3 (3)

Tuto nerovnost miizeme povazovat za znamou') nebo ji dokazat pomoci
Jensenovy nerovnosti nasledujicim zpiisobem. Pokud se jedna o trojahel-
nik pravouhly ¢i tupoihly, je kosinus jednoho z vnitinich dhla nekladny a
druhé dva kladné, proto leva strana nerovnosti (3) je nekladna a dana ne-
rovnost tak plati. V pfipadé ostroihlého trojihelniku jsou vSechny kosiny
kladné, podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem
plati

1 3
cos acos B cosy < <3(cosa+cos6+cos*y)> .

Jelikoz funkce kosinus je na intervalu (0, %w} konkavni, plati podle Jense-
novy nerovnosti dale

)

1
g(cosa + cos 8 + cosy) < cos (OH_BH> = cos ~

3

coz dokazuje nerovnost (3). Rovnost v obou nerovnostech nastane v pii-
padé a = B = v, tedy v pripadé rovnostrannych trojuhelnika.

Pozndmka. Se¢tenim rovnosti (1) pro t¥i permutace uhli «, 3, v dostaneme
2(sin asin B cosy + sin v cos S siny + cos asin fsiny) =
= sin® o + sin? B + sin? 4.

Nerovnost 9
sin? a + sin” B + sin® y < vk

D Najdete ji jako tlohu B-S-2 17. roéniku Matematické olympiady na str. 71, kde
je uveden dikaz pomoci sou¢tovych vzorci, jako priklad 10 v S. Hordk Nerovnosti
v trojuhelniku z edice Skola mladych matematiki nebo v R. Smykalovd Goniometrické
funkce na str. 171.
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které dokazuje pozadované tvrzeni, bychom opét mohli povazovat za zna-
mou? nebo ji znovu mizeme dokézat uzitim Jensenovy nerovnosti. Tuto
nerovnost nelze ovSem pouZit pfimo, protoZze funkce sin® z je konvexni
pouze na intervalu (iw, %ﬂ, coz si neuvédomil znaény pocet fesitelt. D&
se ov8em postupovat nésledujicim zpisobem. Necht alesponi dva thly v
trojihelniku, bez Gjmy na obecnosti 3, -y, jsou v intervalu <i7‘l’, %71'), po-
tom podle Jensenovy nerovnosti plati

1
i(sin2 B+ sin? 7) < sin? Bty =

= sin? (90° - %) = cos? &

1
5 = 5(1 + cosa)

s rovnosti v pfipadé 8 = ~. Plati tak

sin® a4 sin® B +sin?y < 1 — cos> a + 1 4 cosa =

9 AN
=1 COS «x 5 ST

Rovnost v této nerovnosti nastane v pfipadé a = 3 a cosvy = %, tedy
v pfipadé o = 5 = v = 60°. Pokud v8ak nejvyse jeden tihel v trojuhelniku,
feknéme v, je z intervalu(iw, %71’>, potom zFejmé plati

Lo Lo o 1 1 9
sin® o + sin” B + sin” v < 2—|—2—|—1< i

Spravna feSeni zaslali: Karol Gajdo$ z Trnavy, Bartosz Depta, Michal
Fronczek a Filip Zdebik, vSichni IT LO Tarnowskie Goéry (Polsko), Jakub
Hribal, GJB Beroun, Petr Karlik, G Praha 10, Vodéradska, Lukd$ Komin,
G Praha 4, Opatov, Eva Martikinovd, MG Opava a Veronika Mensikovd,
AG Praha 2, Korunni.

Netplné FeSeni zaslali: Marin Bryja a Erik Jezek, SSPS a G Praha 5,
Helena Muchova, GJK Praha 6, Ondrej Nevéril, G Zabieh, Lucian Poljak,
GJS Pierov, Michal Rocek, SPS a VOS Liberec,Stépdn Sikora, G Praha 7,
Nad S‘colou7 Petr Stary, G Ceské Budgjovice, Jirovcova a Bartosz Wieczo-
rek, IT LO Tarnowskie Gory (Polsko).

2) Jedn4 se o disledek pozndmky 1 k prikladu 24 a sinové véty v S. Hordk Nerov-
nosti v trojuhelniku z edice Skola mladych matematik nebo pfimo o nerovnost v R.
Smykalovd Goniometrické funkce na str. 171.
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Uloha 304
Ttida na za¢atku hodiny télocviku nastupuje do rady s pravidelnymi
rozestupy, kazdy zak na svoji pevné prifazenou znacku. Horacek ale jednou
presvédcil své spoluzaky, aby misto toho vSichni nastoupili na znacky tak,
ze soucet vzdalenosti v8ech zaki od aktuélné obsazené k pfedem pfifazené
znacce byl nejvyssi mozny. Urcete pocet takovych poradi pro 2n zaku.
David Hruska

Reseni. Necht je v fadé Z4ki na zemi nakreslena &ra mezi znackami n
a n + 1. Sporem dokdzeme, ze kazdy z zakt musi po vyméné navrzené
Horéackem piekrocit tuto ¢aru, tedy piejit na druhou polovinu. Pokud by
totiz existoval takovy Zzak, feknéme A, ktery ziistane ve své poloviné a
piejde z pole a na pole a/, potom ve druhé poloviné existuje zak B, ktery
také neopusti svou polovinu a pfejde z pole b na pole b’. Oviem pokud by
74k A presel z pole a na pole b’ a zak B piesel z pole b na pole a’ (a v8ichni
ostatni presli na stejna pole), potom by byl soucet vzdalenosti zaka od
svych znacek vétsi. To dokdzeme rozborem jednotlivych piipadii:

e Necht pozice a’ a b’ lezi mezi pozicemi a a b. Pokud by zdk A Sel
z a na a’ a zdk B z b na V', tak by se nikde neminuli, usli by tedy
dohromady mensi vzdalenost neZ z a na b. Kdy# piijdou z a na V' a
z b na a’, tak se minou a musi dohromady ujit vétsi vzdalenost nez
z a na b.

e Necht jedna z pozic, feknéme a’, leZi z pohledu druhého Zéka za
pozici a a druhé, V', leZ{ mezi a a b. Potom Zak B pii své cesté z b
do a’ mine znacku b, dojde k a a ujde vzdalenost od a do a’, ujde
tak vétsi vzdalenost, nez kdyby sel A za doa’ aB zbdob'.

e Necht obé pozice a’, b’ neleZi mezi a a b. Pokud Zaci ptjdou z a na b’
a z b na a’, pak kazdy ujde vzdalenost mezi a a b a jesté vzdalenost,
kterou by uSel druhy zak p¥i pivodni cesté.

Tedy kazdy z zakd musi pfi vyméné navrzené Horackem byt v opacéné
poloviné nez je jeho ptuvodni misto. Uveédomime si, Ze pak je soucet vzda-
lenosti vSech zédka od puvodni pozice stejny nezéavisle na tom, na kterou
znacku se ve druhé poloviné postavi. To plati, jelikoz pro zaky z prvni
poloviny miiZzeme mezi kazdymi dvéma pozicemi jednoho Zaka uvazovat
vzdélenost od jeho ptivodni znacky k ¢are a od ¢ary k nové znacce a tyto
dveé vzdalenosti bijetivné odpovidaji vzdalenostem (obecné jinych) zéki ze
druhé poloviny.
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Tedy n zakd z prvni poloviny se miZe na druhou polovinu postavit n!
zpusoby a zakt druhé poloviny se na prvni polovinu muze postavit také
n! zpisoby, celkem tedy Zaci mohou zaujmout (n!)? poradi navrzenych
Horackem.

Jiné Teseni. Necht vzdalenost mezi znackami je 1. Oznacme {1,2,...,2n}
poradi zaku, v jakém bézné stoji pfi hodiné télocviku a a; poradi zéka ¢
po vyméné. Pak soucet vzdalenosti jednotlivych zéakt od svych znacek je

S:|a1—1|—|—|a2—2|—|—...—|—|a2n—2n|.

Vzhledem k tomu, Ze absolutni hodnota ¢isla x je +x, bude po odstranéni
absolutnich hodnot ve vysledném souc¢tu mit polovina z ¢isel 1,2, ..., 2n,
ai,as, ..., a, znaménko plus a polovina znaménko minus. Jelikoz hod-
noty a; jsou navzajem ruzné, je a; bijekce mnoziny {1,2,...,2n} na sebe.
Soucet S tak bude nejvétsi, pokud budou mit vSechna ¢isla mensi nebo
rovna nez n znaménko minus a zbyvajici znaménko plus, tedy

S<22n+@2n—-1)+...4+(n+1)-2(n+(n-1)+...+1) =
=n(Bn+1) —n(n+1)=2n%

Rovnost zde nastane, pokud v kazdém rozdilu |a; —i| bude v pfipadé i <n
platit a; > n + 1 a naopak, pokud ¢ > n + 1, potom a; < n. Takovych
poradi a; je (n!)?, stejné jako v piedchozim Tegeni.

Spravna teeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Martin Bryja, G Brno,
t¥. Kpt. Jarose, Michat Fronczek a Filip Zdebik, oba II LO Tarnowskie
Gory (Polsko). Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Helena Mu-
chovd, GJK Praha 6 a Andrea Plechdckovd, G Jablonec nad Nisou.

V minulém ¢isle jsme jesté zapomnéli uvést Michata Fronczeka, 11 LO
Tarnowskie Gory (Polsko), ktery spravné vyf¥esil obé ulohy 301 i 302. Timto
se mu omlouvame.

Pavel Caldbek
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